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1. Wstep

Artyku} poswigcony jest prezentacji podstaw wielowymiarowej teorii zaufania
(credibility theory) w jezyku, ktorym zazwyczaj postuguja si¢ ekonometrycy.
Wykiad podstawowy na temat wielowymiarowej teorii zaufania mozna znalezé
w ksigzce Biihlmanna i Gislera [1], a wykorzystane techniki ekonometryczne tatwo
znalez¢ w wielu podrecznikach ekonometrii, jak np. w ksiazce Greena [2]. Uzycie
jezyka ekonometrii ulatwia zrozumienie wielu probleméw prezentowanych w lite-
raturze czgsto w sposob dos¢ zawily, a w niektérych przypadkach utatwia wrecz
znalezienie sensownych rozwiazan probleméw, ktérych nastrgczaja wielowymiaro-
wos¢ oraz odejscie od nierealistycznych zatozen najprostszych modeli. Jest oczy-
wiste, ze trafny dobor zatozen modelu ma ogromny wplyw na biedy dokonywa-
nych predykcji. Trudno jednak o trafnosci zalozen méwié bez sprecyzowania, co
jest obiektem modelowania. W artykule przyktadowym obiektem modelowania jest
ubezpieczenie grupowe na Zycie, ktore w warunkach polskich stanowi chyba
najwdzigczniejsze pole zastosowan wielowymiarowej teorii zaufania. Oryginalne
w niniejszym artykule sg te problemy i rozwiazania, ktére wynikty ze szczeg6lnych
zalozen przyjetych w zwiazku z tym wiasnie zastosowaniem.

W praktyce ubezpieczenie grupowe na zycie to w istocie pakiet ubezpieczen od
roznych rodzajéw ryzyka, takich jak:

! Artykul powstal w zwiazku z ekspertyza sporzadzona przez autora dla PZU Zycie SA i stanowi
rozwinigta wersje referatu prezentowanego na Ogdlnopolskiej Konferencji Naukowej ,,Statystyka
Aktuarialna — Teoria i Praktyka™ we Wroclawiu, 21-23 maja 2007.
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e zgon gléwnego ubezpieczonego,

e zgon ubezpieczonego w wyniku nieszczesliwego wypadku,

e zgon matzonka,

e zgon malzonka spowodowany nieszczgsliwym wypadkiem,

e zgon rodzica lub tescia,

e zgon dziecka,

o urodzenie dziecka,

e osierocenie dziecka,

e inne (np. rézne elementy ubezpieczen wypadkowych i zdrowotnych).

Ubezpieczenie sprzedawane jest pracownikom zakladéw pracy, przy czym
warunki, na ktorych dochodzi do zawarcia kontraktu, to na ogét:

e objecie ubezpieczeniem odpowiednio duzego odsetka pracownikéw,

o skiadka, lista rodzajow ryzyka objetych ubezpieczeniem oraz odpowiadajace
im sumy ubezpieczenia sa dla wszystkich pracownikéw objetych umowa takie
same

Pod presja konkurencji ubezpieczyciele odstgpuja czgsto od scistego zachowa-
nia tych warunkow, narazaja sie jednak wtedy na nasilenie zjawiska negatywnej se-
lekcji ryzyk. Nad negatywna selekcja trudno w inny sposob zapanowac, poniewaz
informacje na temat osob objetych ubezpieczeniem sg zazwyczaj bardzo skromne,
w zwiazku z czym kalkulacja skladki nie opiera si¢ na cechach indywidualnych
ubezpieczonych. Umowy obejmuja okres roku, a ich warunki (sktadki, lista rodza-
Jow ryzyka, sumy ubezpieczenia) sa corocznie renegocjowane. Te zasady i ograni-
czenia stwarzaja naturalne warunki do stosowania metod kalkulacji sktadki opar-
tych na teorii zaufania, przy czym:

e kalkulacja skiadki powinna si¢ opiera¢ na predykcji facznej wartosci szkod
z kazdego rodzaju ryzyka i odnosi¢ si¢ do ryzyka w przeliczeniu na jednostke
sumy ubezpieczenia, ubezpieczyciel bowiem musi by¢ gotéw do wyceny kontraktu
przy zmodyfikowanej (w stosunku do poprzedniego roku) liscie rodzajow ryzyka
oraz przy zmodyfikowanych sumach ubezpieczenia,

¢ metoda predykcji powinna uwzglednia¢ naturalne przypuszczenie, ze migdzy
laczna wartoscia szkdd z poszczegdlnych rodzajéw ryzyka moga zachodzi¢ silne
zaleznosci.

Powyzsze argumenty przemawiaja za wyborem modeli wielowymiarowych.
Rozstrzygnigcia dotyczace konkretnego wariantu zalozen probabilistycznych
(a takich wariantdéw mozna rozwazaé bardzo wiele) dokonano ze wzglgdu na cha-
rakter dostgpnych danych statystycznych, a przede wszystkim:

¢ niewielka liczbe lat obserwacji,

¢ wielka liczbe obserwowanych kontraktéw (zakiadow pracy).



186

2. Wielowymiarowy model teorii zaufania - wariant uproszczony

W uproszczonym wariancie wielowymiarowego modelu teorii zaufania przyj-
mowac¢ bedziemy nastgpujace oznaczenia i zatozenia:

I. @, ©,, ..., @  to niezalezne zmienne losowe o tym samym rozkladzie —
nieobserwowalne parametry ryzyka charakteryzujace kontrakty o numerach
j=4L2,...,J.

Il. m; , to liczba jednostek ryzyka (dodatnia), taka sama dla wszystkich
k=1,2,..., K rodzajow ryzyka w ramach j-tego kontraktu w ¢-tym roku.

. X j(k,) to srednia warto$¢ szkdéd na jednostke ryzyka dla sumy ubezpieczenia
rownej jeden dla k-tego rodzaju ryzyka, w t-tym roku j-tego kontraktu.

IV.X; = [X;l), X§22 Xj(-,K,) to wektor (1 x K') obserwacji na j-tym kon-
trakcie w -tym roku, j=1,2,...,J,¢t=1,2,...,T.

v. E(x, |o,)=4(0,)=[s"0,) 4@, ... #*¥O,) to wekior (1xK)
warunkowych wartosci oczekiwanych.

VI. E(p(@,))au: [,u“) u® ;1“”] to wektor (1x K) bezwarunkowych

wartosci oczekiwanych.

1
VIL °°V(x1.1|®j)= E|:(Xj.t N #(91 ))(X,‘, - /‘(91)1@{] = U(91)+ m_V(QJ)
jut
to macierz (K x K) kowariancji warunkowych w ramach tego samego roku i kon-
traktu, przy czym zakladamy ze V(@ j) jest nieosobliwa.

VIIL cov(X,,.X,.[0,,0,)= 0 jesli tylko j =i lub £ #s.
IX. U=EIU(® j)j, V=E[V(® j )J to oczekiwane (w przekroju kontraktow)
komponenty macierzy kowariancji warunkowych.

X. A=E[(,u(® j)— ;1)(;1(@ j)— ,u)] to nieosobliwa macierz kowariancji wa-

runkowych wartosci oczekiwanych kontraktowych wokét ogélnej wartosci oczeki-
wanej.

W powyzszych dziesieciu punktach nieco przemieszane sa oznaczenia i zaloze-
nia. Pierwszy punkt zawiera bardzo typowe zalozenie, iz obserwowane przez nas
kontrakty stanowia rezultat przypadkowego losowania z pewnej populacji kontrak-
tow.

Drugie zalozenie jest wygodnym uproszczeniem, dzigki ktéoremu wiele wyni-
kow uzyskuje prosta i czytelna posta¢. W rzeczywistosci zalozenie to najczg¢sciej
nie jest spetnione, totez w dalszych partiach tekstu zostanie ono uchylone.
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Punkty III-VI to w zasadzie typowe oznaczenia, jedyna istotna informacja to to
ze dopuszczamy, aby liczby lat obserwacji T dla poszczegolinych kontraktow byly
roézne.

Istotne novum w stosunku do najprostszych modeli tkwi w zatozeniu VII.
W wersji podrecznikowej najczgsciej przyjmuje si¢, Ze wahania wyplat z roznych
rodzajow ryzyka dla jednej jednostki wokét wektora warunkowych wartos$ci ocze-
kiwanych p.(@ J-) maja macierz kowariancji V(@ j), oraz ze dla roznych jednostek
ryzyka w ramach tego samego roku i kontraktu sa one niezalezne, a stad $rednia
ich warto$¢ X ; ; ma macierz kowariancji mj'-,I,V(@ j)~ Bardziej realistyczne wyda-

Je si¢ zalozenie, ze oprocz warunkowej wartosci oczekiwane;j p.(@ j) niezmiennej

dla danego kontraktu w kolejnych latach wystepuje jeszcze pewien dodatkowy
skfadnik specyficzny dla roku obserwacji, zwigkszajacy lub zmniejszajacy wartosé
szkéd réwnolegle dla wszystkich jednostek ryzyka danego kontraktu. Zalozenie
VII oznacza, ze przyjmujemy istnienie takiego skladnika o macierzy kowariancji

U(@ j). Dla uproszczenia przyjmujemy jednak (zalozenie VIII), ze skfadnik ten

Jjest odmienny dla réznych kontraktow (naturalne) oraz ze jego realizacje w kolej-
nych latach tego samego kontraktu sa nieskorelowane (to juz jest uproszczenie).
Wybér takiego wiasnie wariantu zalozen podyktowany byt nie tyle realizmem
(r6zne inne zalozenia moga si¢ wydawa¢ bardziej realistyczne), ile raczej tym, pod
Jakim wzgledem dostg¢pne dane sa obfite, a pod jakim ubogie:

* z jednej strony bardzo duza liczba J obserwowanych kontraktéw oraz duze
zroznicowanie liczebnosci os6b nimi objetych (wartosci m; , od kilkunastu do

ponad tysiaca) pozwala liczy¢ na to, ze posta¢ funkcyjna zaleznosci wariancji od
liczby jednostek ryzyka da si¢ z sensowna precyzja odtworzy¢, nie ma wigc
powodu przyjmowac zbyt restryktywnych zatozen w tym zakresie, np. takich, ze

wariancja jest proporcjonalna do mj_-,', ,

e z drugiej strony uproszczenie (zerowe autokorelacje) wydaje si¢ uzasadnione
niewielka szansa na potwierdzenie empiryczne bardziej wyrafinowanej zaleznosci
w sytuacji, gdy liczba lat obserwaciji jest niewielka.

Niezaleznie od tego, ktére dane empiryczne sa skape, a ktore obfite, zbytnia
restryktywnos¢ modelu, w ktorym wystepuje jedynie sktadnik macierzy kowarian-

cji postaci m;\V(@; , tatwo mozna wykazaé ze wzgledu na szczegélny rodzaj
JUPp ot J wy

ubezpieczenia. Dla wigkszosci rozwazanych rodzajow ryzyka mamy bowiem

prosty rozkiad wartosci szkody: szkoda wynosi albo jeden, albo zero. Jesli mamy

mj{‘,) niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach dwumianowych takich, ze

srednie prawdopodobienistwo zajscia szkody wynosi ,ug-k)(@ j), a te rodzaje ryzyka
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sa (warunkowo) niezalezne, to wariancja ich $redniej wartosci powinna byé nie
wigksza niz

(m) 1P(0,)1- 1P (6,))

a z tego mozna fatwo wyprowadzi¢ nieréwnosci, ktore na etapie wnioskowania o
parametrach modelu moga by¢ fatwo testowane, nawet jesli liczba lat obserwacji
Tj dla kazdego j=1,2,...,J jest niewielka.

2.1. Predyktor homogeniczny wektora u(@ j) w modelu uproszczonym

Najlepszym nieobcigzonym predyktorem wektora p(@ j) wsroéd liniowych
funkcji bez wyrazu wolnego (tzw. homogenicznych) obserwacji X s X 25 e
X, T, jest predyktor postaci:

7 (7, -7
Y 1 1
XJ_ZX',"[U+I—nj—lV] Z(U+ V] , (])

=1 r=1 mj, z

z macierza kowariancji bledow predykcji Wj:=E|:()—( j ~p(@ j ))’()_( g —p(@ j))]
dana wzorem:
-1

T, -1
W, = Z(U+—m—l—— J : ()

Uzasadnienie predyktora homogenicznego mozna oprzeé na spostrzezeniu, ze
zwiazek obserwacji z prognozowanym wektorem u(@ j) spetnia zalozenia tzw.

seemingly unrelated regressions model? o postaci:

2w naszej specyfikacji w jednym bloku znajduja si¢ obserwacje na wszystkich K rodzajach
ryzyka, bloki zas dotycza kolejnych okreséw czasu. Typowa podrecznikowa specyfikacja (por. [2])
w jednym bloku zamieszcza obserwacje z kolejnych okreséw, a bloki dotycza kolejnych rodzajéw
ryzyka. Wtedy lepiej widaé, ze jest to zespdl K regresji, kazda zawierajaca wylacznie wyraz wolny,

0 wartosci w k-lym réwnaniu regresji réwnej y(")(@ j).
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1

jil I €1

’j,2 | , €2

=l w(e)+|
Xir| (1 T

w ktérym I oznacza macierz jednostkowa (K x K), funkcj¢ wektora parametréw
regresji peini wektor p'(@ j), rol¢ wektora obserwacji na zmiennej obja$niane;j

peini (K-Tj )-elementowy wektor [Xj,l X2 ... X, T,|» @ sktadniki losowe maja

macierz kowariancji postaci:

s ,W

-1
E. 8:2 8:2 L: 9 U+”.1-,, 2V e 0
er ler -1
T, , i 0 0 U+”’j,TJV_

Typowy blok diagonalny tej macierzy wyznaczamy w nastgpujacy sposob:

E{ee)} E{E[a,s}|@j]} - E{U(@j) 4 m},IIV(@J-)} =U+mhv.

Uzasadnieniem teoretycznym dla takiego podejscia jest to, ze kryterium jakosci
predyktora ﬁ(@ j) wektora p(@ j) Jjest macierz kowariancji bezwarunkowych ble-

dow predykc;ji E{(ﬁ(@,) - u(@j))' (ﬁ(@j) - p(@j ))}, a nie macierz ich kowarian-

cji warunkowych E[(ﬁ(@j)—u(@j))l (ﬁ(@f)_“(@f))lgl}‘ Stad zreszta wynika
roznica terminologii — w klasycznych zagadnieniach regresji wektor parametrow
jest ustalony, méwimy wigc o jego estymacji. W naszym przypadku byloby tak,
gdybysmy wektor u(@ j) uwarunkowali wartoscia parametru ryzyka @ ;. Skoro
jednak minimalizujemy macierz kowariancji bledéw z ich rozkladu bezwarunko-
wego, to znaczy, ze traktujemy p(@ j) explicite jako wektor losowy, wobec czego

jego oszacowanie ﬁ(@ j) okreslamy mianem predyktora, a nie estymatora. Powyz-

sze rozréznienie ma bardzo klarowng interpretacje czesto$ciowa: zamiast dazyé za
wszelka ceng do tego, by dla konkretnego, j-tego kontraktu popetni¢ jak najmniej-
sze bledy, dazymy do tego, aby dla kontraktu losowo wybranego z populacji (czy-
taj: $rednio dla bardzo wielu kontraktdw) bledy byly jak najmniejsze. Uzasadnienie
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praktyczne jest proste: zar6wno p(@ ). jak i U(®;) oraz V() sa nieznane (taki
jest sens zalozenia I), natomiast znane sa ich wartosci oczekiwane p, U oraz V.
W praktyce oczywiscie i tych charakterystyk nie znamy, mozemy je tylko z do$é
duza precyzja oszacowal, poniewaz informacja na ich temat tkwi w danych o
wszystkich J kontraktach, a nie tylko w danych o kontrakcie j-tym.

Zastosowanie Uogoélnionej Metody Najmniejszych Kwadratow (UMNK) do

predykcji wektora parametrow u(@ j) prowadzi do predyktora postaci (1) o macie-
rzy kowariancji btedow predykcji postaci (2). Analiza postaci predyktora homoge-
nicznego wskazuje na to, ze w niektorych przypadkach szczegdlnych jego wielo-
wymiarowos$¢ jest pozorna, w istocie bowiem predyktor k-tego elementu wektora

u(@ j) jest funkcja wytacznie k-tych elementéw wektoréw X ; . Latwo sprawdzic,

ze dzieje sig tak, gdy zachodzi jeden z warunkow:
a) macierze U oraz V sa diagonalne — wtedy predyktory poszczegdlnych ele-

mentoéw wektora p(@ ) mozna dla kazdego k =1,2,..., K sprowadzi¢ do postaci:

gdzie uy oraz v to elementy diagonalne macierzy U oraz V;

b) gdy macierze U oraz V sa proporcjonalne, a wigc gdy istnieje taka stafa nie-
ujemna cy, z¢ U=cyV, otrzymujemy:

z’ O
__—/-‘_o

T’ mj F'e

Z__,_——
cym

=1 U7

Powyzszy Wz0r mozna jeszcze bardziej upros‘ich,Jesll cy =0:
7
Z x.l’ tmj' t

i.:i——"’_’

J

N

m; ¢
1

-
1
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lub jesli cy —> o

7
X, =TLZX“
J [:]

c) Ten ostatni wynik (zwykla srednia arytmetyczna) otrzymamy takze, gdy
macierze U oraz V sa dowolne, ale za to liczba jednostek ryzyka w poszczegdlnych
latach jest taka sama, a wigc gdy m; | =m; 5 =...m; T,

We wszystkich powyzszych przypadkach predyktory poszczegélnych elemen-
tow wektora p(@ ) sa funkcjami obserwacji dotyczacych wytacznie danego rodza-

Jju ryzyka, a wzory uzyskane w przypadkach b) i ¢) r6znia si¢ od wzoru uzyskanego
w przypadku a) m.in. tym, ze zastosowanie zapisu macierzowego w przypadku
a) jest niewygodne. Dopiero gdy zaden z powyzszych warunkéw nie jest spetnio-
ny, predyktor homogeniczny jest istotnie wielowymiarowy.

2.2. Predyktor credibility (nichomogeniczny) w modelu uproszczonym

Najlepszym nieobcigzonym liniowym predyktorem wektora u(@ j) jest pre-
dyktor:

BLUM(u(® |XjI,XJ-,z,...,)(J-,Tj)=|u+(3(’j-u)w;‘(A;‘-w;‘)'l (3)
o macierzy kowariancji bledéw predykcji postaci:
Cov{p(@j)—BLUP |le, X X1 )} (A‘1+w“) . @)

Uzasadnienie predyktora niejednorodnego mozna oprze¢ na spostrzezeniu, ze
odpowiada on estymatorowi uzyskanemu UMNK wektora p'(@ j) parametrow

modelu regresji liniowe;j:
i'- 1 €
J|= (@ . ,
[P'} M” ( ’)+[52]

w ktorym funkcje obserwacji na zmiennej objasnianej petni wektor [Y j p,] , a wek-

tor sktadnikow losowych ma macierz kowariancji postaci:

el =0 2]
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. L H iaro-
Analiza postaci predyktora credibility wskazuje na to, ze Jego wielowymiar

5¢ j ii nkow:
wos¢ jest pozorna, gdy zachodzi jeden z warunxo
a) wszystkie trzy macierze A, U oraz V sa diagonalne o k-tych elementach na

6lne
przekatnej réwnych odpowiednio ay, k> Yk ~ Wtedy, wzory na poszczeg
skladowe predyktora przybieraja dla k =1,2;---> K postaé:

T ms
akz L
l_lmj,luk +Vi

k k) y(k k) Yo 0 (X0 k) L= ,
BLUP(,u( )(@j)|xj.,,’,X}yz’,...,xj,rj)—y +( X - )= o

b) istnieja takie liczby cp 20 oraz cy 20, ze zachoéz‘i' A=cpV ora}z
U =cyV (warunek proporcjonalnosci), wtedy predyktor credibility upraszcza sig
do postaci:

J m;
_ CAZ‘;CUmj,, +1
BLUP(]J.(k)(@j)IXj‘l,vaz,...,Xj‘n)zl""'(xj_P') L

W kazdym z pozostatych przypadkéw (pomijamy przypadek nierealistyczny,
kiedy macierz V jest zerowa) nalezy oczekiwaé, ze predykcja réwnoczesna

wszystkich elementow wektora p(@ j) bedzie istotnie efektywniejsza od predykcji

przeprowadzanej element po elemencie.

3. Model uogdélniony — rézna liczba jednostek ryzyka
dla réznych rodzajéw ryzyka

Dopuszczenie réznej liczby jednostek ryzyka dla réznych rodzajow ryzyka
w tym samym roku tego samego kontraktu jest potrzebne, bo tak jest w rzeczy-
wistosci. Co wigcej, prowadzi do interesujacych rezultatéw, szczegélnie gdy dla
niektorych rodzajéw ryzyka liczba ta wynosi 0 (rodzaj ryzyka nie pokryty danym
kontraktem w danym roku). Niestety, modyfikacja ta wymaga wprowadzenia
dodatkowych oznaczen.
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3.1. Oznaczenia i zmodyfikowane zalozenia modelu uogélnionego

Przede wszystkim oznaczenie wprowadzone w punkcie Il modelu uproszczone-
g0 zastapimy teraz zespolem oznaczen:

(k D to liczba jednostek ryzyka (oséb), ktore w ¢-tym roku w ramach

ILa. mj
J-tego kontraktu byty ubezpieczone zaréwno od ryzyka k-tego, jak i /-tego rodzaju,
M; = {m('k‘l)}k o K to macierz zawierajaca komplet informacji o licz-

bie jednostek ryzyka charakteryzujacych j-ty kontrakt w s-tym roku,

(k) ¢ ie elementu diagonalnego m(-k’k) macier
mj; to uproszczone oznaczeni g g it zy

Mj,l'

Ponadto utrzymujac interpretacj¢ X (k)

jako sredniej wartosci szkéd podang
w punkcie III dla przypadku, gdy m(k ) >0, uzupetnimy to konwencja;

Ill.a. Xﬁ-{‘) 0 gdy m(k) 0, zas symbol ,u(k)(Qj) zdefiniowany w punkcie V
bedziemy rozumie¢ jako warunkowa wartos¢ oczekiwang X (-k,) pod warunkiem

©; oraz dodatkowym warunkiem, Ze m(k) > (. Zastapimy takze zalozenie VII

za{ozenlem ogolniejszym:
VIlLa. cov(xj' p l@j) = U(Oj, M;, ) + V(@j , Mj,,), gdzie elementy macie-

rzy U(Qj, M; ,) oraz V(@j, M; ,) dane sa wzorami:

(k )]
———J’ (@ ) gdyn(k) (1) >0,

- ky (f _
Vk,l(@j’Mj,l)— n'k) 5’, k1=1,2,..,K,
0, gdy m| (k) (1) =0,

(k) (1)
uy, ,(0 ) gdy m; >0, _
uk,l(@j,Mj,{) 0 gdym(k) () 0 k,l—l,z,...,K,

gdzie Vk,l(ijMj,l) oraz uk,l(@j’Mj,t) to elementy zdefiniowanych juz
macierzy V(@) oraz U(® ), przy czym utrzymujemy zatozenie ze V() jest

nieosobliwa, a takze wprowadzimy dodatkowe oznaczenia:

V(M. )=E(V(0;,M,.)), oraz: UM, }=E(U(€,;, M, )).
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Macierz M ; , dla dowolnej pary (j, #) spetnia kilka wlasnosci:

® jest symetryczna,

* jej dowolny element pozadiagonalny wiaze z odpowiednimi elementami dia-
gonalnymi nier6wnoscé m%}/) Smin{mﬁ.{‘z,mﬂ),}, przy czym w typowych przy-
padkach nierdwnos¢ ta bedzie przybiera¢ posta¢ rownosci (wtedy, gdy opcje wybo-
ru dla uczestnikdw kontraktu maja charakter wstegpujacego ciagu podzbioréw zbio-
ru rodzajow ryzyka),

e jest nieujemnie okreslona.

Pierwsze dwie wlasnosci sa oczywiste, ostatnia za$ oczywista nie jest, ale tatwo
mozna ja uzasadni¢, wyciagajac wnioski z zestawienia trzech skadinad oczywistych
faktow:

e Jesli j-ty kontrakt w r-tym roku opiewa na jedna jednostke ryzyka, wtedy
macierz M ; , zawiera wylacznie zera i jedynki, przy czym kazdemu zerowemu
elementowi diagonalnemu odpowiadaja wiersz i kolumna skiadajace si¢ z samych
elementow zerowych. Po usunigciu tych kolumn i wierszy pozostanie podmacierz
kwadratowa skladajaca si¢ z samych jedynek. Taka macierz M ; , jest oczywiscie
nieujemnie okreslona.

* Kazda macierz M ; , jest suma macierzy opisanych powyzej, odpowiadaja-
cych poszczeg6lnym jednostkom ze zbioru jednostek objetych kontraktem.

e Suma macierzy nieujemnie okreslonych jest macierza nicujemnie okreslona.

Warto przy okazji przypomnie¢, ze model uproszczony zasadzat si¢ na zatoze-
niu, Ze dla danego (j, ) macierz M j,1 zZawiera wszystkie elementy rowne tej same;j

liczbie m; ;.

Warto tez zauwazy¢, ze dla kazdego , ktéremu odpowiada mj.{‘z =0, wszyst-
kie elementy k-tej kolumny i k-tego wiersza rowne s 0 zarowno w przypadku
macierzy M;,, jak i w przypadku macierzy kowariancji warunkowych

U(@j,Mj,,), V(@j,Mj,,) i ich wartosci oczekiwanych U(MJ-,,) oraz
V(M j.t)- Wiasnosé nieujemnej okreslonosci tych macierzy mozna uzasadni¢
bardzo podobnie jak w przypadku macierzy M ; ;.

3.2. Predyktory w modelu uogélnionym

W modelu uogélnionym bedziemy korzystaé z uogdlnionej odwrotnosci macie-
rzy Penrose’a Moore’a. Definicja i kilka podstawowych wiasnosci uogdlnionej od-

wrotnosci zawarte zostaly w Dodatku. Przyjmijmy oznaczenie B* dla uogdlnione;
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odwrotnosci danej macierzy B. Przy przyjetych oznaczeniach predyktor homoge-
niczny u(@ j) przybiera posta¢:

" T, *
X;= Xj,:(U(Mj.t)JrV(ML‘)) Z(U(Mf")+V(Mf")) . ©
1=1 =1

-~

g
Zauwazmy, ze dla tych £, dla ktorych Zmy‘z =0, elementy ,?5," ) wektora ij
t=1

’[-‘lv
przybieraja warto$¢ 0. Jesli dla wszystkich k=1,2,..., K zachodzi ngk,) >0

t=1
(przynajmniej w niektorych latach jakie§ obserwacje o kazdym rodzaju ryzyka
posiadamy), wtedy uogélniona odwrotno$é macierzy sprowadza si¢ do zwykle;j

odwrotnosci, przynajmniej w odniesieniu do odwracania sumy macierzy:

r

X, =) X

J
t

—

(00 )+ V() S, v )

-1
J
1 t=1

i wtedy tez macierz kowariancji bledéw predyktora X j mozna zapisa¢ w postaci:

-1

W, = (0, )+ V(M)

+

W, = (UM, )+ v, ) ®

bedziemy okresla¢c mianem macierzy ,pseudo-kowariancji”, pamigtajac, ze dla
T,

J
tych k, dla ktdérych Zmﬁk,) =0, k-ta kolumna i k-ty wiersz macierzy zawieraja
t=1
wylacznie elementy zerowe, ktorych oczywiscie jako kowariancji interpretowaé nie
nalezy.
Wyniki powyzsze otrzymujemy, stosujac UMNK do nieznacznie zmodyfiko-
wanego modelu regresji:
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X510 [ Lin £
X' ) | &
J.2 J»2 2
2 -5 o) 7 |
X1 | | er,

w ktorym 1 , oznacza macierz diagonalna o k-tym elemencie réownym jedynce,

jesli m(k) >0, zeru zas, jesli m(k) =0, a macierz kowariancji skadnikéw loso-

wych jest postaci:
€ 811 —U(Mj.l)"'V(Mj,l) 0 0 ]
ellez e | L 0 U(M,,Z)va(Mj,z)... 0
R ’ o)V,

Najlepszy nieobciazony liniowy predyktor wektora p(@ j) przybiera teraz
postaé:

BLUP(p(© |XJ,, 20ees X, )p.+(X S\ (A"'+W+) g (7)

a macierz kowariancji jego bledow jest postaci:
cov{p(@j) - BLUP(u(® |XJ LXj 20 X, T)}:(A“ + w;)_'. (8)

W obu powyzszych wzorach nie ma problemu z odwracaniem macierzy
(A_l + Wf) ze wzgledu na to, ze odwrotnos¢ macierzy dodatnio okreslonej jest

macierzg dodatnio okreslong, uogéiniona odwrotno$¢ macierzy nieujemnie okres-
lonej jest macierza nieujemnie okreslona, a suma macierzy dodatnio okreslonej
i nieujemnie okreslone;j jest macierza dodatnio okreslona.

Uzasadnienie predyktora credibility mozna oprze¢ na modyfikacji modelu
regresji liniowej uzywanego do uzasadnienia w przypadku uproszczonym:

Ve )

w ktérym I ; oznacza macierz diagonalng o k-tym elemencie réwnym jedynce, jesli
T,

Zm§ >0, zeru za$ gdy Zm =0, a wektor X j oraz wystepujaca w macierzy
t=1 t=1
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kowariancji skladnikéw losowych podmacierz W; dane sa zmodyfikowanymi

wzorami.
Istote¢ dokonanego uogélnienia predyktora credibility mozna podsumowaé
nastepujaco:

e na wartos¢ predyktora BLUP(p. |Xj 15X 25005 X, T) nie ma wpltywu

k-ta skladowa wektora (i j- u), o ile dla tej sktadowej nie mieliSmy obserwacji,
a wiec Zm(k) 0, a gwarantuje to struktura macierzy W7,

e mimo to inne sktadowe wektora ( p) beda miaty na ogot wplyw na war-

tos¢ k-tej sktadowej predyktora BLU'P(p IX G X 25 X T)’ o czym de-

cyduje struktura macierzy A, a dokiadniej niezerowe elementy pozadiagonalne jej
k-tego wiersza (a wigc i k-tej kolumny).

Ta ostatnia wlasciwo$é najlepiej ukazuje przewage predykcji wektorowej nad
predykcja dla kazdego rodzaju ryzyka z osobna. Pozwala ona bowiem w przypadku
kontraktu, dla ktérego rozwazamy rozszerzenie listy rodzajow ryzyka o dotad nie
ubezpieczany rodzaj k, uzyska¢ dla tego nowego rodzaju ryzyka oszacowanie

warunkowej wartosci oczekiwanej ,u(k)(@ j) lepsze od oszacowania opartego na

bezwarunkowej wartosci oczekiwanej y(k).

3.3. Dalsze uogolnienie: osobliwa macierz A

Osobliwo$¢ macierzy A moze mie¢ postaé mniej lub bardziej ktopotliwa. Mato
ktopotliwa postaé dotyczy przypadku, gdy dla pewnych k wiersz k-ty i kolumna
k-ta zawieraja same zera, ale po usunigciu z macierzy takich wierszy i kolumn
macierz o zredukowanych odpowiednio wymiarach jest juz macierza nieosobliwa.
Postepowanie w takim wypadku jest bardzo proste:

e dla kazdego rodzaju ryzyka, ktoremu odpowiada zerowa wartos¢ wariancji

miedzykontraktowej ay, przyjmujemy populacyjna warto$¢ oczekiwang y( ) jako
predyktor y(k)(@ j) i przyjmujemy, iz wariancja btedu predykcji wynosi zero,
e wzory omowione w poprzednich punktach stosujemy do zadania zredukowa-

nego do listy tylko tych rodzajow ryzyka, dla ktérych a;,o > 0.

Bardziej klopotliwy jest przypadek, kiedy wykreslenie z macierzy A zerowych
wierszy i kolumn nie wystarcza do uzyskania macierzy nieosobliwej. Wiemy jed-
nak, ze macierz kowariancji dowolnego wektora losowego musi by¢ co najmnie;j
nieujemnie okreslona. Wobec tego istnieje taka macierz ortonormalna C, ze ma-
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cierz A:= C'AC jest macierza diagonalng z rzeczywistymi nieujemnymi pierwiast-
kami charakterystycznymi na przekatnej. Zatozmy, ze rzad macierzy A wynosi r,
a wigc tyle wlasnie mamy dodatnich pierwiastkéw charakterystycznych. Da sig
wigc dobra¢ takie uporzadkowanie kolumn macierzy C, ze blok pierwszych r ko-
lumn (oznaczmy ten blok przez C;) odpowiada dodatnim pierwiastkom charakte-
rystycznym, a blok C, skiadajacy si¢ z pozostatych (K—r) kolumn odpowiada
zerowym pierwiastkom charakterystycznym. Podsumowujac, mamy:
e C'AC= A, co w wersji blokowej mozna zapisa¢ w postaci:

1 A O . . . . .
J [g;]A[C, C2]=|: 01 0}, gdzie A jest macierza diagonalna (r x r) zawie-

rajacg wszystkie r dodatnich wartosci wtasnych macierzy A na przekatnej,

e CAC'=C|A(C) = A,

¢ [=CC'=C|C} +C,C5.

Dokonamy teraz konstrukcji modelu regresji, ktory postuzy do uzyskania
najlepszego liniowego nieobciazonego predyktora wektora p(@ j)- Zaczniemy od

EARE RS

gdzie macierz kowariancji sktadnikéw losowych jest postaci:

gll s e LW 0
C'e; | C'es 0 A
Przeksztatcajac model z uwzglgdnieniem rozbicia macierzy C na bloki
otrzymujemy zesp6t (K + r) réwnar regresji:

IR AT EARRIS N
J =l luw(e. , gdzie Eq| . = )
licllpljl [Ci:lp(@j)+[ci82] g C]EZ C|82 0 A

uzupelniony (K - ) rbwnaniami tozsamosciowymi:
con' =Con'(6)

Pierwszy skiadnik pierwszych K réwnai regresji mozemy teraz przeksztatcic
do postaci:

1,u(0,)=1,cC'(8,)=1,(CiCi +C,C3)1(0,)=1,(CCin(0,) + C2Con'),

nastepujacego zapisu:
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gdzie ostatnie z przeksztalcen wynika z réwnan tozsamosciowych modelu.
Pierwszych (K + r) réwnan regresji mozemy wiegc teraz przedstawi¢ w postaci:

{x}"ljczc'zp' _| LG Cip.'(@j)+|: &1 }
Cip' Tix-r) Ciez

Uzyskana posta¢ modelu pozwala na predykcje nie tyle samego wektora p(@ j),

ile jego zwezajacego przeksztalcenia liniowego. Przyjmujac dla tego przeksztalce-
nia oznaczenia:

z= p.(@J-)CI, oraz: z= ﬁ(@j)Cl
i stosujac UMNK uzyskujemy:
— _ , -1
= [nCiAT! + (X, -pczcg)w;c,][m‘ +C,w}c1]

Laczac ten wynik z réwnaniami tozsamos$ciowymi oraz wykorzystujac wlasnosci
macierzy C otrzymujemy ostatecznie wzor na predyktor postaci:

BLUP(u(@ |Xj 1 Xj 200 X 1) = C,Ch +2C} ©)
0 macierzy kowariancji btedéw predykcji postaci:
-1
cov{u(@;)-BLUM(u(o IX! LX . 2,...,Xj,T)}=C1(A—|l+C'1WJ’»LC,) C;. (10)

Komentujac zaprezentowane wyniki, warto zauwazy¢, ze z przypadkiem osob-
liwej macierzy kowariancji A mozemy si¢ w praktyce zetknaé w sposéb doéé na-
turalny. W przypadku zastosowania, o ktérym w niniejszym tekscie jest mowa, by¢
moze jest tak, ze cala zmiennosé¢ wektoréw p.(@ ) wokot wartosci oczekiwanej p

jest liniowa funkcja pewnej pojedynczej zmiennej (np. pewnej funkcji przecietnego
wieku ubezpieczonych). W takim przypadku rzad macierzy A byiby réwny 1. Jesli
niezaleznie od przecigtnego wieku ubezpieczonych kontrakty roznia si¢ poziomem
Jjakiego$ innego czynnika ryzyka (np. przecigtng frakcja osob stanu wolnego wérod
ubezpieczonych), mamy rzad macierzy A réwny 2. Jesli takich czynnikéw ryzyka
mozna wyréznic r, ale liczba ta jest mniejsza od K — wtedy nadal macierz A bedzie
osobliwa.

Niezaleznie od tego, czy prawdziwa macierz A jest osobliwa czy nie, w prak-
tyce uzywaé bedziemy jej wartosci wyestymowanej. Wiadomo jednak, ze jedynie
w najprostszych przypadkach mamy gwarancje, Zze wyestymowana na podstawie
probki statystycznej macierz kowariancji spetnia warunek dodatniej okreslonosci.
Jesli nawet prawdziwa macierz kowariancji ten warunek spefnia, potrzebne sa do-
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datkowe warunki (bezposrednie obserwacje zmiennych losowych, o ktérych kowa-
riancje chodzi, jednakowa liczba obserwacji dla wszystkich tych zmiennych, réwne
wagi itd.). W naszym przypadku warunki te nie s3 spetnione. W takiej sytuacji jest
naturalne, Ze wstgpnie oszacowana macierz kowariancji musimy podda¢ analizie.
Jednym z typowych zabiegéw majacych na celu uzyskanie koherentnego oszaco-
wania jest zabieg stosowany wtedy, gdy rozklad wstgpnie oszacowanej macierzy
A na wektory i warto$ci wlasne prowadzi do wyniku:

Sy )

gdzie podmacierz diagonalna A zawiera dodatnie pierwiastki charakterystyczne,
za$ podmacierz A, zawiera pierwiastki niedodatnie. Jako oszacowanie skorygo-
wane przyjmujemy wtedy A=C 1A |C]. Czesto pewien dodatkowy efekt stabilizu-
jacy estymatory uzyskujemy, eliminujac z podmacierzy A (oraz, odpowiednio,
bloku Cj) nie tylko ujemne i zerowe pierwiastki charakterystyczne, ale takze te
pierwiastki dodatnie, ktore uznajemy za nieistotnie rézne od zera. Stosujac ten

dodatkowy zabieg, tym bardziej zwigkszamy szans¢ uzyskania osobliwej oceny A
macierzy A.

3.4. Predykcja wartosci szkdd z kontraktu w przyszlym okresie czasu

Rozwazamy predykcj¢ wartosci szkod z kontraktu j-tego w roku 7, wychodza-
cym poza okres proby statystycznej (na ogét bedziemy mieli T=T; +1). Przyj-
mijmy dla parametréw rozwazanego kontraktu nastgpujace oznaczenia:

. ;1(@].): BLUP(p |Xj b X2 X)),

<ol -2 - @j>]’[»(@j>—ﬁ(@f)]},

. ij)r — suma ubezpieczenia dla k-tego rodzaju ryzyka,

*M; - macierz jednostek ryzyka o elementach mﬁle), k,l=12,...,K,

e X r spelnia w okresie T te same zalozenia co X;, w okresach

1=1,2,..,T;,

® (Zm); r — skrocony zapis wektora wierszowego iloczynow Z(k) (k)
k=1,2,..,K.

Przedmiotem predykcji jest iloczyn skalarny (koszt odszkodowan z przediu-
zonego na rok T-ty kontraktu):
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Xj, T(Zm)-',’ T
Jego najlepszym nieobciazonym liniowym predyktorem jest:

a(e; )zm);, 1, (n
a wariancja bledu tego predyktora wynosi:

(Zm); rCov{ii(@; ))zm;, r +(Zm),, PUEm), T+ZZZ"‘)Z" Dy 5, (12)

? k=l=1
] @) - _
() )

gdzie:
o skladnik (1) jest efektem btedéw predykcji wektora p(@ I ),

e skladnik (2) jest efektem (niepredyktywnym) odchylenia przypadkowego
wektora p(@ ) charakterystycznego dla roku predykecji T,

e skiadnik (3) to efekt (niepredyktywny) fluktuacji warto$ci szkod z kontraktu
przy zadanym wektorze p(@ ) oraz zadanym jego odchyleniu charakterystycznym
dla roku T.

4. Estymacja parametréw populacji kontraktéow
Problemy estymacji parametréw p, U, V oraz A populacji kontraktow wykra-
czaja dalece poza rozmiary tego artykulu. Rozwiazanie zostanie podane jedynie
w przypadku wektora p oraz na bardzo znacznie uproszczonym przykladzie w od-
niesieniu do elementéw diagonalnych macierzy U, V oraz A.

4.1. Estymacja wektora u

Efektywny estymator p wektora p dany jest wzorem:

S5 colie) {Seafite) | o

z macierza kowariancji bledow estymacji o postaci:

-1

J +
Zcov(ﬁ.(@j )) . (14)
j=1
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Oba wzory sa prostg konsekwencja zastosowania UMNK. Zakiadamy tutaj jedynie

J
. - e . i~ + .
nieosobliwos¢ macierzy ZCov(p(@ I )) , dopuszczajac osobliwo$¢ macierzy A.
J=1
Praktycznie sprowadza si¢ to do wymogu, aby dla kazdego z rodzajow ryzyka miec
w probcee jakies kontrakty, ktore ten rodzaj ryzyka obejmowaty.

4.2. Estymacja elementéw diagonalnych macierzy A, UiV
— przyklad uproszczony

Rozwazymy jedynie estymacj¢ elementéw diagonalnych a;, uy oraz v
macierzy A, U i V przy nastgpujacych zalozeniach upraszczajacych:
o liczba lat obserwacji jest w przekroju kontraktow taka sama:

h=T=..=T;=T22,
e skiadniki wariancji warunkowej sa w przekroju kontraktow takie same:
uk(@|)=uk(@2)=...=uk(9j)=uk,

v (01) =i (02) =... =% (@) = vs,

e dla kazdego kontraktu liczba jednostek ryzyka k-tego rodzaju w kolejnych
latach obserwacji taka sama: mjkl) = mﬁk% =...= mfk} = my‘) >0,

e warunkowe rozkiady zmiennych losowych Xﬁk,) (dla danej wartosci para-
metru ryzyka @ ;) sa rozktadami normalnymi.

Wobec tych zalozen mozemy wartosci u; oraz v; potraktowac jako nieznane

parametry modelu regresji liniowej:

y.gk) =uy +ka-(,-k) +5Sk), j=],2,...,J,

e w ktérym funkcje zmiennej objasnianej oraz objasniajacej penia odpowied-
nio:

W _ 1 (0 _ gh)

yj =ﬁ;(xf,r i)

]
—
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e sktadniki losowe za$ maja zerowa warto$¢ oczekiwang i sa niezalezne, a ich
wariancje sa réwne podwojonym kwadratom wartosci oczekiwanych (przeskalo-

wane rozktady 12 ).
Wobec tego zgodne i asymptotycznie efektywne estymatory u; Oraz v otrzy-
mujemy, stosujac typowa procedur¢ dwustopniowa (wstgpne oszacowanie zwykla

MNK zwraca oceny wariancji sktadnikéw losowych g(jk), finalne oszacowanie

UMNK).
W celu estymacji wartosci ay konstruujemy nastepny model regresji liniowej,

w ktorym wartos¢ ta figuruje jako nieznany parametr:

(k) _ 1 ] (k) ;_
Zj —ak+T U +m(_k)vk +{j ,j—l,?.,...,J.
J

W modelu tym funkcje zmiennej objasnianej pelni:

] zﬁ-k):=(X§-k) - X(k))z,

e skiadniki losowe maja zerowa wartos¢ oczekiwana, s niezalezne, a ich wa-
riancje sa rowne podwojonym kwadratom wartoéci oczekiwanych (przeskalowane

rozklady 12).
W pierwszym stopniu procedury estymacji uzywamy oszacowania iy Oraz vy
do uzyskania wstgpnej oceny ay:

J
MR OIS P
k —JZZJ +T Uy +m(.k) Vi |»
J=1 J
aby nastepnie wyznaczy¢ oceng finalna:
-1
(k) _~ »m=1_5 (k)
"‘k—ZJ: z; —uT vk(TmJ ) J 1
a -1 . -1
=1 a, +z7kT_l +\7k(TmS-k)) =N a, +u T ! +vk(Tm§~k))

Estymacja pozadiagonalnych elementow macierzy A, U oraz V, a takze uchyle-
nie upraszczajacych zatozen przyjetych w przyktadzie powoduje komplikacje,
ktore wykraczaja poza zakres artykutu. Warto jedynie wspomnie¢, ze niektdre
z komplikacji sa dos¢ typowe dla zadan analizy wielowymiarowej (o pewnych
typowych problemach zwiazanych z estymacja macierzy kowariancji napomknigto
w uwagach zamieszczonych pod koniec punktu 3.3). Doéé interesujace jest jednak,

ze znaczace komplikacje wynikaja z uwzglednienia sktadnika U(@ j) wariancji
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warunkowej. Warto ponadto zaznaczy¢, ze podejscie do estymacji elementéw dia-
gonalnych macierzy U, V oraz A oparte na odpowiednio skonstruowanych mode-
lach regresji liniowej prowadzi do uzyskania sensownych rozwiazan, cho¢ droga ta
jest najezona komplikacjami technicznymi.

5. Dodatek

Dla dowolnej macierzy B,,, uogdlniona macierz odwrotnos¢ Penrose’a
Moore’a to taka macierz o rozmiarach nxm (oznaczmy ja przez B*), ktéra
spetnia nastgpujace wlasnosci:

*« B'BB* =B*,

*BB*B=B,

e BB* oraz B*B to macierze symetryczne.

Sposrod wielu ogdlnych wiasnosci najwazniejsze to takie, ze:

¢ dla danej macierzy B macierz B* jest jednoznacznie okreslona,

« jesli B jest kwadratowa i nieosobliwa, to B* =B~/

o jesli B jest symetryczna i nieujemnie okreslona, to B jest takze symetryczna
i nieujemnie okreslona.

Na nasze potrzeby wystarczy sposob wyznaczania uogélnionej odwrotnosci dla
dwoch przypadkéw macierzy kwadratowej B o wymiarach nxn o szczegélnej
postaci:

e jesli B jest diagonalna, to B* jest tez diagonalna i zawiera zera na tych
samych pozycjach gtownej przekatnej co macierz B, a pozostate elementy giéwnej
przekatnej macierzy B* réwne sa odwrotnosciom odpowiednich elementéw ma-
cierzy B;

e jesli B jest symetryczna, to B* = CA*C’, gdzie C jest macierza ortonormalng
taka, z2 B=CAC’', A za$ jest macierza diagonalna zawierajaca na giéwne;j
przekatnej pierwiastki charakterystyczne macierzy B.
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Summary

The aim of the paper is to present rudiments of multidimensional credibility theory using the
language of econometrics. The language makes several problems simple, despite their traditional
presentation in the literature on credibility theory seems complex. Moreover, some problems due 1o
multidimensionality and to departure from unrealistic assumptions of simplest credibility models can
be identified as typically encountered in econometrics, and solved therein. Of course, accurate choice
of realistic assumptions is crucial for the size of prediction errors. However, the realism of
assumptions cannot be assessed without stating, what is the object to be modelled. In the paper the
role of the exemplary object is played by the group life insurance — probably the most well-aimed
object for multidimensional credibility applications in the Polish insurance market.
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