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RENTY ZYCIOWE PLATNE RZADZIEJ,
NIZ OPROCENTOWANIE JEST SKEADANE

1. Wstep

W dotychczasowej teorii i praktyce spotykamy si¢ z rentami Zyciowymi
platnymi czgsciej, niz oprocentowanie jest skladane. Wynika to z tego, ze wiele
sktadek na zycie wplacanych jest w ratach kilka razy w roku, a banki (czy lokaty)
stosuja oprocentowanie roczne. Jednakze w teorii procentu spotykamy renty pew-
ne, ktore s platne rzadziej, niz oprocentowanie skladane [1]. W praktyce ubezpie-
czen na zycie spotykamy klauzule, ktére mowia np. o koniecznosci (dokonywania
badan medycznych) ponoszenia kosztéw co kilka lat. Zatem w celu wkalkulowania
tych kosztow, a takze kompletnosci rachunkéw zachodzi potrzeba obliczenia rent
zyciowych platnych rzadziej, niz oprocentowanie jest sktadane. Podstawowa litera-
tura matematyki aktuarialnej pomija t¢ kwesti¢. Celem tego artykutu jest uzupet-
nienie luki w tym zakresie.

2. Renty pewne platne rzadziej niz oprocentowanie skladane

Rozwaza¢ bgdziemy renty o ptatnosciach 1 zt co k lat, k € N . Zaktadamy przy
tym, ze dla rent n-letnich % jest liczba calkowita. Renty obliczane sa przy rocznej
stopie procentowe; .

e Dla rent platnych z dotu (n-letnich) obecng wartoéé obliczymy za pomoca
WZOru:
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e Dla rent platnych z géry n-letnich obecna wartoéé obliczamy za pomoca
wyrazenia:
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Skumulowang wartos¢ rent platnych 1 zt co & lat mozna obliczy¢ nastgpujaco:
e Dla rent ptatnych z dotu:
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e Dla rent ptatnych z gory:
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» Przypadek gdy renty sa platne rzadziej, niz oprocentowanie jest skfadane, lecz
w okresie bezterminowym (nieskoficzonym).
Obecna wartos¢ mozna obliczy¢, przechodzac do granicy gdy n — .
e Dla rent pfatnych z dotu mamy:
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e Dla rent platnych z gory:
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3. Renty zyciowe platne rzadziej, niz oprocentowanie skladane

Definicja

Renta Zyciowa nazywaé bedziemy skonczony lub nieskonczony ciag ptatnosci
dokonywany przez osob¢ w wieku x.

W odréznieniu od rent pewnych renty zyciowe zawieraja ryzyko przezycia
osoby w wieku x mierzone prawdopodobiefistwem. Prawdopodobieiistwo to mozna
obliczy¢ z tablic wymieralnosci ludnosci. Wykorzystujemy tutaj znane wzory
postaci:

1x+k 1x+l
k p = = , p =
x lx X lx

gdzie: I, — liczba ludnosci w wieku x, I, , — liczba ludnosci w wieku x + &, «Px
— prawdopodobienstwo Ze osoba w wieku x przezyje k lat, p, — prawdopodobie-

stwo ze osoba w wieku x przezyje 1 rok.

Rozwazmy rent¢ bezterminowga o platnosci 1 zt co & lat z dotu przy oprocento-
waniu rocznym /.

e Obecng wartos¢ takiej renty mozna przedstawi¢ w postaci:

Hep vV e pe v e p + Zv vk Px - (1)

¢ Obecng wartos¢ renty platnej z gory mozemy przedstawi¢ w postaci:

2k
]+vkpx+v 2kpx+v 3kpx _Z;)v rkPx - (2)
r=

Maksymalny wiek Zycia czlowieka mozemy ustali¢ w wysokosci w. Wiek
maksymalny (@) jest wielkosciag umowna.

Na potrzeby naszych dalszych rozwazan przyjmijmy, ze —k— Jjest liczba natu-

ralna. Przyjmijmy nastgpujace zatozenia potrzebne do nastgpnych przeksztaicen:

vxlx =D v”kl

x+k = Pxak>
stad:
k x k
kaP _Yy Ix+k _yv 1x+k =Dx+k
y .
I vxlx D,

Wykorzystamy symbole komutacyjne — zmodyfikowane
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W zwiazku z tym wzor (1) na obecna wartoéé renty platnej z dotu beztermino-
wej mozemy zapisaé nastgpujaco:

ol T (k)
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Dla renty bezterminowe;j platnej z gory wzor (2) przybierze postaé:
o-k @/k-1 (k)
k).. k D N
Wi = 3 v upe= 3, ~k=—px. @
r=0 r=0 x x

Rozwazmy obliczenie renty platnej okresowo. Obecna wartos$¢ renty n-letniej
dla osoby w wieku x w ktorej % — catkowite, o platnosciach co & lat z dotu 1 zt

mozemy zdefiniowac¢ nast¢pujaco:

n n (k) (k)
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dla renty platnej z géry mozemy jej obecng wartos¢ zdefiniowac nastgpujaco:

-k -k k k
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xn = rkx = Dx Dx

Na potrzeby praktyki ubezpieczeniowej konieczne jest obliczenie skumulowa-
nej wartosci renty okresowej. W tym celu mozemy wykorzysta¢ czynnik akumulu-
jacy w rentach zyciowych postaci:

1 __ D
nEx Dx+n

Zatem skumulowana warto$¢ renty Zyciowej platnej co & lat 1 zt mozemy obliczy¢
nastepujaco:
e dla renty platnej z dotu:

k k
(k) - . 1 — (k) J— ( )N.I+l—( )Nx+n+l (7)

e dla renty platnej z gory:
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Bardzo czgsto, zwlaszcza w ubezpieczeniach emerytalnych, spotykamy si¢
z koniecznoscia obliczenia obecnej wartosci renty zyciowej opdznionej np. m lat
bezterminowej o platnosciach co k lat 1 zt

e dla renty platnej z dotu:
(_190 = S Dyvrk

m! X

' r=m+l

o dla renty platnej z gory:

Zastosowanie

Przyklad

Masz dana rente Zzyciowa dla mezczyzny lat 25, okresowa 20-letnia, o
platnosciach po 500 zt co 4 lata z gory. Oblicz obecna i skumulowang wartos¢ tej
renty, wykorzystujac tablice trwania zycia z 2005 r. dla mgzczyzn i stosujac roczng
stopg procentowa w wysokosci 3%.

Rozwigzanie
Graficzne przedstawienie obecnej wartosci takiej renty jest postaci:
5?0 5(1)0 590 590 590 50'0
I T T T ] L
0 4 8 12 16 20

x=25

500, —=500v") py +500v" 4 py5-+500°g pys +500v'% 5 p5 +500v' s pos =

1 41 1 81 1 121 1 161
=500 14| —— | 22+ — | Ad4| — | 4| Al)=
0,03) bs \0.03) hs \003) bs \0,03) bs
97639 97061 96250 950647
98121 98121 og121 T %6231 J'

0,7894
¥ 98121
=500[1+0,8741+0,7808+0,6879+0,6036]=1978,2.

+0,7013

=500[]+O,8884l

Skumulowana wartos¢ tej renty mozemy obliczy¢ nastepujaco:
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4) .. .
500¢ )szsﬁ=soo(4)a25,2—0,——1 =19782-—51—= 1922,8’2 =
¥ 20£2s vap2s (1) 93339
1,03) 98121
=3756,41 zt.

Analogicznie mozemy obliczy¢ kazda wartosé rent tego typu.
4. Whnioski

Przedstawiony rodzaj rent jest mozliwy do obliczenia i zastosowania w prakty-
ce aktuarialnej. Prezentowane rozwiazania uzupetniaja dziat rent w matematyce
aktuarialnej. Z przeprowadzonych rozwazan widzimy, ze jest mozliwe wprowadze-
nie w matematyce aktuarialnej renty zyciowej platnej rzadziej niz oprocentowanie
jest skiadane. Okazuje sig, ze tego typu renty sa przydatne do celéw obliczenia
platnosci dokonywanych w ubezpieczeniach na zycie co kilka lat. Takim przykia-
dem platnosci moga by¢ koszty badan lekarskich ponoszone okresowo w zwiazku
z ubezpieczeniami na zycie. Koszty te powinny by¢ wkalkulowane w ceng produk-
tu ubezpieczei na zycie. Zawsze bedg dyskusyjne: ich wysokos¢, stopa procento-
wana, a takze wymagana czesto$¢ badan przez zaklad ubezpieczen. Artykul nie
wyczerpal problematyki, lecz jedynie ja zasygnalizowal. Konieczne sg dalsze prace
empiryczne, ktére zweryfikowatyby zatozenia teoretyczne.

Literatura

[11 Kellison S.G., Theory of Interest, Richard D. IRWIN INC, Georgia 1991, s. 95-127.
[2] Newton L., Bowers C., Gerber H.U., Hickman J.C., Jones D.A., Nesbitt ClJ., Actuarial
Mathematics, The Society of Actuarics, Itascaa, Illinois 1968.

LIFE ANNUITIES PAYABLE LESS FREQUENTLY
THAN INTEREST IS CONVERTIBLE

Summary

In the current theory and practice, we can observe that practical pensions arc paid more often
than the interest is folded. It results from the fact that many fees are paid in instalments a few times a
year and banks are applying the annual interest. In practice of life insurances, we are coming across
clauses that describe the rules you must follow, e.g. the necessity of undergoing medical examinations
or the necessity of bearing the cost every few years.

So, to take account of these costs and of completeness of bills, pension paid less frequently than
the interest is folded must be calculated. The basic literature on actuarial mathematics does not take
up this issue, so the aim of this article is to fill this gap.
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