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PROBLEM DOBORU ZMIENNYCH W PODEJ SCIU
MODELOWYM W ANALIZIE SKUPIEN

1. Wstep

W analizie skupien coraz wigksze znaczenie ma podejscie modelowe (model-
-based clustering), w ktorym obserwacje pochodza z mieszanki rozktadoéw, a roz-
ktady sktadowe mieszanek identyfikowane sa z klasami. Dobor zmiennych w po-
dejsciu modelowym dokonywany jest zazwyczaj w sposob intuicyjny lub za pomo-
ca strategii zachtannej. Wybdr optymalnych zmiennych za pomoca strategii za-
chtannej w podejsciu modelowym polega na tym, ze w kazdym kroku ,,szuka sig”
zmiennej, ktora w najwigkszym stopniu poprawia jako$¢ klasyfikacji mierzong za
pomoca kryterium informacyjnego BIC. W rezultacie wybierany jest model o naj-
lepszych wlasno$ciach i optymalnej liczbie klas (kazde dwa konkurujace modele
postrzegane sa jako dwa zbiory zmiennych).

W artykule dokonane zostanie porownanie wynikow klasyfikacji w przypadku
wykorzystania wszystkich zmiennych oraz po dokonaniu ich wstepnej selekcji za
pomoca strategii przeszukiwania zachtannego (greedy search) oraz metody HINoV
[Carmone, Kara, Maxwell 1999, s. 508].

2. Model mieszanek

Zaklada sig, ze wiclowymiarowe obserwacje X, =[x,,x,,...,x,, ]Tpochodzq z
jednej z s (s=1,...u) podpopulacji. Liczba podpopulacji, tj. rozktadéw sktado-
wych mieszanki (components of mixture model), rozumiana jest tutaj jako liczba
klas. Warto$¢ funkcji ggstosci dla obserwacji x; jest rowna:

F(x]@)=>r.1(x]0,). (1)
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gdzie: f, — funkcja ggstosci klasy P, (s-tego rozktadu sktadowego mieszanki),
®, — wektor parametrow rozktadu w klasie P,
. — wektor prawdopodobienstw a priori — wyznacza warto$¢ prawdo-

podobienstwa, ze dana obserwacja nalezy do klasy P, (7, > O,Z:zlrs =1).
Najczesciej za f, przyjmujemy funkcjg gestosci wielowymiarowego rozkladu
normalnego o wektorze $rednich rozkladu p, = [ Hyseon ,um]ri macierzy kowariancji

X . Nalozenie ograniczen na macierz kowariancji poprzez jej dekompozycj¢ wedtug

wartosci wlasnych przyczynito si¢ do powstania modeli mieszanek Gaussa o réznych
cechach geometrycznych. Cechy geometryczne 10 modeli dostgpnych w pakiecie
mclust, sposob estymacji parametrow modeli oraz wyboru modelu optymalnego
mozna znalez¢ m.in. w pracach [Fraley 2002; Witek 2008, s. 199-206].

3. Selekcja zmiennych w analizie skupien
opartej na mieszankach rozkladow

Selekcja zmiennych w analizie skupien opartej na modelach mieszanek doko-
nywana jest na podstawie modelu statystycznego. Zbidr zmiennych Y w kazdym
kroku algorytmu dzielony jest na trzy rozdzielne podzbiory:

e Y zbior zmiennych majacych moc dyskryminacyijna,
e Y zmienna(e) kandydujaca(e) do dotaczenia do zbioru Y lub usuniecia z niego,
e Y% zbiér pozostatych zmiennych.

Decyzja o dotaczeniu zmiennej do zbioru zmiennych o mocy dyskryminacyjnej
Y™ lub usunieciu jej z tego zbioru jest podejmowana na podstawie dwoch konku-
rujacych modeli:

M,: p(Y[z2)=p(Y",Y? YO |2) = p(Y® [YOY") p(Y? Y p(YO |2), (2)
M,: p(Y[2)= p(Y",Y?YOl2) = p(YO YO Y ) p(r?, Y [z),  (3)

gdzie: z to (nieobserwowalny) wektor przynaleznosci obiektéw do klas. W mode-
lu M, zaklada sig, ze dla danego zbioru Y Y® jest warunkowo niezalezny od
przynaleznos$ci obiektow do klas (okreslonej za pomoca wektora z), co oznacza,
ze Y? nie ma wptywu na strukturg klas. W modelu M, zaktada sig, ze przy da-
nym zbiorze Y zmienne zbioru Y® maja zdolno$¢ dyskryminacji analizowane-
go zbioru obiektow [Raftery, Dean 2006].

Zaleta jest to, ze zmienne nieposiadajace mocy dyskryminacyjnej nie musza by¢
niezalezne od zmiennych klasyfikujacych. Jezeli natomiast zatozenie o niezaleznosci

p(Y? ‘Y Dy = p(Y'®) zostato spetnione dla modelu M, to mozliwe jest uwzglednie-
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nie zmiennych skorelowanych ze zmiennymi o mocy dyskryminacyjnej. Zmienne te
jednak same nie maja zdolnosci dyskryminacji. Zaktada sie, ze zmienne zbioru Y sa
warunkowo niezalezne od zmiennych o mocy dyskryminacyjnej Y i zbioru Y.
Réznica zatozen dla zbiorow Y, Y® | Y w modelach M, i M, zostata przedsta-

wiona na rys. 1, na ktorym strzatki oznaczaja zalezno$é pomiedzy z i Y, Y® .
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Rys. 1. Graficzna prezentacja modeli wykorzystywanych w metodzie doboru zmiennych
] w analizie skupien opartej na mieszankach rozktadow
Zrodto: [Raftery, Dean 2005, s. 169].

Modele M, i M, sa pordwnywane za pomoca przyblizenia czynnika Bayesa (Bayes
factor). Czynnik Bayesa B,, dlamodelu M, w zaleznosci od M, jest okre$lony jako:

_ p(Y|M)

= , 4
p(Y|M,) @

12
gdzie: p(Y|Mk)=Ip(Y|®k,Mk (0, |Mk)d®k to brzegowa ggstos¢ wektora ob-
serwacji w modelu M, (integrated likelihood for model M, ), w ktorej @, jest
wektorem parametrow modelu M,, a p(®, |M ) Jest prawdopodobienstwem

a priori [Kass, Raftery 1995].
Zakladajac, ze prawdopodobienstwa a priori @, sa takie same dla modeli M, i

M, 4. p(Y?® \Y”),Y“),Mz) = p(Y? ‘Y(z),Y“),Ml) , otrzymuje sie:
_ P,y M) p(r|m,)
p(Y(z), y® |M2) ’

)

12

Wzor (5) jest duzym uproszczeniem przez pominigcie wielowymiarowego
zbioru YV,
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W praktyce wykorzystywane jest przyblizenie czynnika Bayesa dane wzorem:
2log(B,,) = BIC(M,)-BIC(M,). (6)

Podwojony logarytm czynnika Bayesa jest w przyblizeniu réwny ro6znicy warto-
sci kryteriow BIC obserwacji [Schwarz 1978, s. 461- 464] dla dwoch poréwnywa-
nych ze soba modeli. Bayesowskie kryterium informacyjne Schwarza BIC (Bayesian
Information Criterion) jest statystyka pomiaru jakos$ci dopasowania w przypadku
modeli szacowanych metoda najwigkszej wiarygodnosci [Witek 2008, s. 202].

Najczesciej rozwaza sig przypadek, w ktorym do zbioru Y nalezy tylko jed-
na zmienna i p(Y*? ‘Y M M,) oznacza funkcje regresji. Wartoé¢ kryterium infor-

macyjnego Schwarza mozna przyblizy¢ w nastgpujacy sposob:

2log p(Y® ‘Y(l) ,M,) = BIC,,, =—nlog(27)—nlog(S/n)—n- (dim(Y™) + 2)log(n), (7)

gdzie: S to suma kwadratow reszt dla funkcji regresji o zmiennej objasnianej na-
lezacej do zbioru Y i zmiennych objasniajacych ze zbioru Y, dim(Y") za$

okre$la wymiar zbioru Y.

4. Metoda doboru zmiennych w analizie skupien wykorzystujaca
algorytm przeszukiwania zachlannego

Algorytm przeszukiwania zachtannego (greedy search algorithm) w analizie
skupien opartej na mieszankach rozktadéw polega na tym, ze w kazdym kroku
przeszukiwany jest caty zbior zmiennych tak, by wybra¢ zmienna, ktora w naj-
wigkszym stopniu poprawia jako$¢ klasyfikacji mierzona za pomoca kryterium
BIC. Nastepnie dokonywana jest ocena, czy ktora§ ze zmiennych moze zosta¢ usu-
nigta. W kazdym kroku wybierana jest najlepsza kombinacja liczby klas i modelu o
réznych cechach geometrycznych. Algorytm zatrzymuje si¢ w przypadku, gdy nie
nastgpuje zadna poprawa wartosci kryterium BIC [Raftery, Dean 2006].

Zdolnos$¢ dyskryminacji zbioru obiektow dla kazdej zmiennej obliczana jest ja-
ko réznica wartosci kryteriow BIC dla ré6znych modeli mieszanek (o réznych ce-
chach geometrycznych) o roznej liczbie klas:

BIC,, Y*y=8BIC,  (Y?)-BIC, (Y?), (8)
BIC,, (Y®)=max,__, BIC(Y?), 9)
BIC,, (Y?)=BIC(p(Y? | Y") - BIC(p(Y" | 2)). (10)

Kroki algorytmu:
1. Wybiera si¢ zmienna o najwyzszej mocy dyskryminacyjnej (rozpatrywany
jest jednowymiarowy zbidr obserwacji), tj. zmienng o najwyzszej wartosci roznicy
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kryteriow BIC,,. (Y ) dla modeli jednowymiarowych E i V zgodnie ze wzorem (8).
Model E to model, ktérego klasy cechuja si¢ taka sama objetoscia, natomiast w
modelu V klasy maja r6zna objetos¢ [Witek 2008, s. 201].

2. Wybiera si¢ druga zmienna o najwyzszej mocy dyskryminacyjnej, tj. o naj-
wyzszej wartosci BIC,,;, (Y @) (pierwsza wybrana zmienna pozostaje bez zmian).

3. Wybiera si¢ kolejna zmienng o najwyzszej mocy dyskryminacyjnej dla zbioru
wielowymiarowego (wczesniej wybrane zmienne pozostaja bez zmian). Zmienna ta jest
akceptowana, jezeli warto$¢ roznicy BIC,, (Y®) jest wyzsza dla zbioru zmiennych o
mocy dyskryminacyjnej zawierajacego analizowana zmienna — BIC,, (Y*) w poréw-
naniu ze zbiorem bez tej zmiennej — BIC,, (Y*)) , tzn. gdy BIC,, (Y*)>0.

4. Proponuje si¢ zmienna, ktora mozna usungé z wybranego zbioru zmiennych
klasyfikujacych, tj. zmienna o najnizszej wartosci BIC,,, (Y*) . Zmienna usuwana
jest ze zbioru wowczas, gdy jej warto§¢ BIC dla zbioru zmiennych o zdolnosci
dyskryminacyjnej zawierajacych analizowana zmienng jest mniejsza w pordwnaniu
ze zbiorem zmiennych niezawierajacym tej zmiennej (gdy BIC,, (Y @) <0).

5. Powtarza si¢ kroki 3 i 4, tak by jako$¢ podzialu mierzona kryterium BIC
osiagneta najwyzsza wartosé.

5. Przyklady empiryczne

Wybér zmiennych w pakiecie clustvarsel programu R

Za pomoca dwuwymiarowej zmiennej losowej o rozktadzie normalnym dla
dwoch skupien wygenerowano po 200 obserwacji. Przyjeto nastepujace wektory
warto$ci oczekiwanych dla skupien (1; 0,5), (0,5; 1) oraz macierze kowariancji

g L %ol Y ) Do anai dzono dodatkowo 6 zmi
= ; X, = . Do anali rowadzono dodatkowo 6 zmien-
Tlos 1) -0 15 AP

nych zaktocajacych (zmienne o nr 1-6) istniejaca w uktadzie dwuwymiarowym
strukture klas (tzw. noisy variables). Do wygenerowania danych wykorzystano
funkcje rnorm 1 mvnorm pakietu stats. Wynik selekcji zmiennych w anali-
zie skupien opartej na modelach z wykorzystaniem strategii zachtannej, uzyskany
w pakiecie clustvarsel programu R, przedstawiono na rys. 2.

Variable proposed BIC of new clustering variables set
BIC difference

[1,] "8" "-805,765654963164" "35,5242020507347"
[2,] "7" "-1445,15007066406™ "97,190339663286"
[3,] "2" "-1445,15007066406"™ "-8,71587638824872"
[(4,] "7" "-1445,15007066406" "97,190339663286"
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Type of step Decision
[1,] "Add" "Accepted"
[2,] "Add" "Accepted"
[3,] "Add" "Rejected"
[4,] "Remove" "Rejected"

Rys. 2. Wynik selekcji w pakiecie clustvarsel
Zrodto: opracowanie wlasne.

Jako pierwsze do zbioru zmiennych o mocy dyskryminacyjnej zostaly wybrane
zmienne nr 8 i 7 (warto$¢ réznicy kryteriow BIC byta dodatnia, dlatego zmienne
zostaly wybrane). Kolejna zmienna ,.kandydujaca” do zbioru Y byla zmienna
nr 2. Poniewaz warto$¢ réznicy kryteriow BIC byta ujemna, zmienna ta nie zostata
dolaczona do zbioru Y. W kolejnym kroku rozwazano mozliwoéé usuniecia
zmiennej nr 7 — warto$¢ roznicy kryteriow BIC bylta dodatnia, dlatego zmienna nie
zostata usunieta ze zbioru Y. W wyniku selekcji do zbioru o mocy dyskrymina-
cyjnej wybrano dwie zmienne o nr 7 i 8.

Dokonujac podzialu za pomoca analizy skupien opartej na modelach, przeko-
nano si¢, ze dla wszystkich zmiennych najlepszym modelem okazal si¢ model
VVV o 1 klasie. Przeprowadzajac wstepna selekcje zmiennych za pomoca strategii
zachtannej, stwierdzono, ze liczba klas bedaca wynikiem taksonomii opartej na
mieszankach rozktadéw wyniosta doktadnie 2. Model VVV to model dla zbiorow
wielowymiarowych, ktorego klasy cechuja si¢ roznym ksztattem, objgtoscig i
orientacja [Witek 2008, s. 201]. Raftery i Dean [2006, s. 172-176] w swej pracy
pokazuja, ze metoda ta daje rdwniez bardzo dobre wyniki na zbiorach benchmar-
kowych, tj. crabs, iris, texture.

Analiza porownawcza z metoda HINoV

Znajdujaca szczegdlne zastosowanie w analizie skupien opartej na modelach
mieszanek metoda doboru zmiennych, wykorzystujaca strategie przeszukiwania
zachtannego, poréwnana zostala z heurystyczna procedura doboru zmiennych
HINoV [Carmone, Kara, Maxwell 1999, s. 504]. W tym celu wykorzystano funkcje
HINoV.Mod pakietu clusterSim o nastgpujacych parametrach: liczba klas — 2,
miara odleglosci — kwadrat odlegtosci euklidesowej d4, metoda klasyfikacji —
kmeans. Wynik selekcji dla wygenerowanego zbioru 8 zmiennych, jaki otrzyma-
no po zastosowaniu metody HINoV, przedstawiono na rys. 3.

Na podstawie wykresu osypiska nalezy wybra¢ 4 zmienne, tj. zmienne o numerach
3,4, 5, 6. Migdzy zmiennymi 6 i 7 wystepuje znaczny spadek wartosci skorygowanych
wspotczynnikow Randa (topri). Zmienne o numerach: 1, 2, 7, 8, zakldcajace w
uktadzie dwuwymiarowym struktur¢ klas zostaja usunigte. Warto podkresli¢, ze w
przeciwienstwie do metody selekcji opartej na modelach w metodzie HINoV przyjeto
a priori liczbg klas rowna 2. Pomimo to, metoda ta nie dala wynikéw poprawnych
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Rys. 3. Wynik metody HINoV — wykres osypiska
Zrodto: opracowanie wlasne.

(zmienne o mocy dyskryminacyjnej to zmienne o nr 7 i 8). Doktadny opis metody
HINoV i jej zastosowania w programie R mozna znalez¢ w pracy [Walesiak 2005].

Aby dokona¢ analizy poréwnawczej obu metod selekcji zmiennych, za pomoca
pakietow clusterSim (funkcja cluster.Gen)oraz stats (funkcje norm i
mvnorm) wygenerowano kilkanascie zbiorow o 1-7 zmiennych o mocy dyskrymina-
cyjnej, 1-7 zmiennych zakltocajacych. Analizowano zbiory 200-elementowe o liczbie
klas rownej 2-5. Wyniki badan, ktorych rezultaty ze wzgledu na ograniczenia objgto-
sciowe artykutu nie zostaly zamieszczone, wskazuja na to, ze obie metody dokonuja
prawidtowej selekcji zmiennych w przypadku, gdy zmienne sztuczne wygenerowano z
rozktadu jednostajnego lub normalnego o réznych parametrach. W przeciwienstwie do
metody wykorzystujacej strategie zachtanna heurystyczna metoda HINoV zawodzi,
gdy przynajmniej 2 zmienne zakldcajace generowane sa z rozktadu normalnego o tych
samych parametrach. Metoda selekcji oparta na modelach daje rowniez lepsze rezulta-
ty w przypadku, gdy w zbiorze jest tylko jedna zmienna z okreslona struktura klas, a
inne sa zmiennymi zaktocajacymi (metoda HINoV zawodzi w tej sytuacii).

6. Podsumowanie

Metoda selekcji zmiennych wykorzystujaca strategie zachtanna w analizie skupien
opartej na modelach pozwala nie tylko na wybor zmiennych o najwigkszej mocy dys-
kryminacyjnej, ale rowniez na wybor optymalnej liczby klas. W poréwnaniu z heury-
styczna metoda HINoV metoda ta dala wyniki lepsze na analizowanych zbiorach
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sztucznych. Glowng zaleta metody jest to, ze wybor kazdej ze zmiennych i liczby klas
opiera si¢ na wnioskowaniu statystycznym (liczba klas w metodzie HINoV ustalana
jest w sposob arbitralny). Ograniczeniem zaprezentowanej metody jest niemoznos¢
dokonywania selekcji dla zmiennych niemetrycznych (nominalnych i porzadkowych).
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VARIABLE SELECTION FOR MODEL-BASED CLUSTERING

Summary

We propose a variable selection for model-based clustering using greedy search algorithm. At
each stage it searches for the variable to add that most improves the clustering as measured by BIC.
As a result the best combination of number of groups and clustering model is chosen (two nested
subsets of variables are recast as a model comparison problem). We compare variable selection using
greedy search algorithm with a HINoV method of variable selection.
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