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PROBLEM WYBORU LICZBY KLAS
W ANALIZIE KLAS UKRYTYCH

1. Wstep

Analiza klas ukrytych jest jedna z wielowymiarowych technik analizy tablic
kontyngencji umozliwiajaca zidentyfikowanie wzajemnie roztacznych klas. Meto-
da zostata wprowadzona przez Lazarsfelda [1968] i pozwala na analiz¢ danych
mierzonych na stabych skalach pomiaru.

W przypadku tej metody pojawia si¢ problem wyboru liczby klas. Jest wiele
kryteridw pozwalajacych na okreslenie, ktory z modeli jest lepiej dopasowany do
danych, mianowicie mozna kierowac sig takimi miarami, jak np.: AIC, BIC, NEC.

W artykule zostana przedstawione badania symulacyjne okres§lajace popraw-
no$¢ wyboru liczby klas ze wzgledu na zatozong liczebnos¢ proby, wielkosé klas,
liczbg zmiennych. Dane zostaly wygenerowane za pomoca funkcji pol-
ca.simdata znajdujacej si¢ w pakiecie poL.CA w programie R.

2. Analiza klas ukrytych

Zatozmy, ze mamy dana tablic¢ kontyngencji z pigcioma zmiennymi obserwo-
walnymi: A (i=1,2,...,1), B (j=12,..,J), C (k=12,..,K), D (/=1,2,...,L),
E (m=1,2,..,M ). Zmienna ukryta X przyjmuje warto$ci s=1,2,...,.5, gdzie S
oznacza liczbg klas. Model z jedna zmienna ukryta X mozna przedstawi¢ za pomo-
ca ponizszego rownania:

s
Tiikim = Z T ikims > (D
s=1

gdzie 7, oznacza prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze i-ta, j-ta, k-ta, /-ta,

m-ta kategoria zmiennej 4, B, C, D oraz E znajdzie si¢ w opisie klasy ukrytej s.
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Wykorzystanie wzoru (1) wymaga spelnienia zatozenia o lokalnej niezalezno-
$ci zmiennych:

_ X _AX__B\X_C\X _D\X __E\X (2)

ﬂijklms =T T ﬂ-‘/.v ks s Tms o

gdzie 7 oznacza prawdopodobienstwo przynaleznoéci danych obserwacji do
klasy s zmiennej ukrytej X, za§ 7 — prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze

i-ta kategoria zmiennej 4 znajdzie si¢ w opisie klasy ukrytej s.
Prawdopodobienstwa po prawej stronie rOwnania (2) wymagaja spelienia zatozenia:

N I J K L M
X _ AX _ B\X _ X _ D\X _ E\X _

2l =yt =yt =) m =yt =)t =L (3)

s=1 i=1 j=1 k=1 I=1 m=1

Jezeli zatozymy, ze zmienne reprezentuja pytania zawarte w kwestionariuszu, a
kategorie zmiennych — mozliwe odpowiedzi, to w wyniku przeprowadzonej anali-
zy klas ukrytej otrzymujemy tablice, ktora przedstawia rozktad procentowy liczeb-
no$ci zawartych w poczatkowej tablicy kontyngencji z podziatem na klasy.

3. Kryteria wyboru liczby klas

W celu wyznaczenia optymalnej liczby klas mozna si¢ kierowa¢ roznymi kryte-
riami. W badaniu wykorzystano trzy grypy kryteridéw: kryteria opierajace si¢ na mierze
informacji Kullbacka-Leiblera [Kullback, Leibler 1951], kryteria opierajace si¢ na
podejsciu bayesowskim oraz kryteria klasyfikacyjne. W niniejszym artykule przedsta-
wiono kilka najbardziej popularnych kryteriow stosowanych w analizie klas ukrytych.

Najczeséciej wykorzystywanym kryterium informacyjnym jest kryterium AIC
[Akaike 1974], ktore mozna zapisa¢ za pomoca formuty:

AIC =—2log L+ 2k, (4)

gdzie L oznacza funkcje wiarygodnosci, a k — liczbg estymowanych parametréw.
Liczbg parametrow k wyznacza si¢ zgodnie z nast¢pujaca formuta:

k:SzJ:(Kj—l)+(S—1). (5)

gdzie K; oznacza liczbg kategorii zmiennych , J—zmienne obserwowalne (j =1,...,J ).

Jednym z najwigkszych zarzutow przypisywanych kryterium AIC jest tenden-
cja do wyboru modeli nazbyt rozbudowanych.
Bozdogan [1994] zaproponowal modyfikacj¢ kryterium AIC znana jako AIC;:

AIC, =—2log L +3k . (6)
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Bozdogan [1992] zaproponowat pewna modyfikacje kryterium informacyjnego
AIC (CAIC — constant AIC), ktore jest definiowane za pomoca formuty:

CAIC =-2log L+ k[(logN)+1]. (7)

Kryterium informacyjne BIC (Bayesian Information Criteria) jest czgsto sto-
sowane w analizie klas ukrytych. W odroznieniu od kryterium AIC kryterium za-
proponowane przez Schwarza [1978] uwzglednia wielkos¢ proby N:

BIC =-2logL+klogN . (8)

Scolve [1987] skorygowat probg w kryterium informacyjnym BIC, przyjmujac
za liczbg obserwacji N =(N +2)/24. W dalszej czgsci to kryterium bedzie ozna-

czane jako ABIC.

Kolejnymi kryteriami, ktére mozna wykorzysta¢ do oceny dopasowania mode-
lu, sa kryteria klasyfikacyjne. W celu wyboru odpowiedniej liczby klas Celeux i
Soromenho [1996] zaproponowali znormalizowane kryterium entropii (NEC):

E(s)

NEC =——F——,
logL, —logl,

©)
gdzie L, oznacza funkcj¢ wiarygodnosci modelu z jedna klasa, a L — funkcje wia-

rygodnosci weryfikowanego modelu o liczbie klas rownej s, E(s) jest miara entro-
pii dla s klasy wskazujaca stopien separacji miedzy klasami i definiowana jako:

n_ S
E(s)=-)> m logx, (10)
i=1 s=I1
gdzie r, oznacza prawdopodobienstwo a posteriori tego, ze i-ta obserwacja nale-

zy do klasy s.
Prawdopodobienstwo a posteriori wyznaczane jest zgodnie z reguta Bayesa:

..
[ ijklms ( 1 1)

S = S >
zﬂ’-ijklmv
v=1

gdzie: 7, — prawdopodobiefistwo tego, ze respondent wybierze i-ty, j-ty, k-ty,

T

[-ty, m-ty wariant odpowiednio zmiennej 4, B, C, D oraz E pod warunkiem znale-

S
zienia si¢ w klasie s, Z/Z'ijk,mv jest suma prawdopodobienstw warunkowych tego, ze
v=1
respondent wybiera i-ty, j-ty, k-ty, [-ty, m-ty wariant odpowiednio zmiennej 4, B,
C, D oraz E dla S klas ukrytych.
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Dzigki prawdopodobienstwu a posteriori mozna odpowiedzie¢ na pytanie, ja-
kie sa szanse respondenta znalezienia si¢ w klasie ukrytej s, gdy zaobserwowano
rozktad udzielonych przez niego odpowiedzi.

Kryterium NEC nie daje jednoznacznego rozstrzygnigcia, gdy nalezy sig zde-
cydowa¢ na wybor modelu z jedna klasa badz na model z dwoma klasami.

Biernacki, Celoux, Govaert [2000] zaproponowali kryterium, ktore jest pota-
czeniem kryterium bayesowskiego BIC oraz klasyfikacyjnego:

ICL BIC =—-2log L+ 2E(s)+ klog N . (12)

Za pomoca tych kryteriow wybierany jest ten model, dla ktérego dane kryte-
rium przyjmuje warto§¢ najmniejsza.

4. Eksperyment

Do estymacji parametroéw modelu klas ukrytych wykorzystano pakiet poLCA
[Linzer, Lewis 2006] pracujacy w programie R. Parametry modelu zostaty osza-
cowane metoda najwigkszej wiarygodnosci z wykorzystaniem algorytmu maksy-
malizacji funkcji wiarygodnosci EM.

Celem przeprowadzonego badania symulacyjnego bylo wyodrgbnienie tych
kryteridw, ktore najczesciej wskazywaty poprawny wybor odpowiedniego modelu.
Jesli kryterium przyjmowato warto$¢ najmniejsza, to tym samym wskazywato od-
powiedni model, co jest jednoznaczne z poprawnym wyborem modelu.

Charakterystyka badania:

1) dla kazdego modelu dane zostaly wygenerowane za pomoca funkcji poL-
CA.simdata z pakietu poLCA,

2) dane: zmienne dychotomiczne, nominalne wielostanowe o takiej same;j licz-
bie kategorii, nominalne wielostanowe o r6znej liczbie kategorii,

3) liczba klas zmiennej ukrytej: 21 3,

4) liczba zmiennych: 51 8,

5) liczba obserwacji: 300, 600,1200 i 2400,

6) proporcje klas:

e dwie klasy: 20% 1 80%; 30% 1 70%; 40% 1 60%; 50% 1 50%,

o trzy klasy: 60%,30% i 10%; 40%,40% i 20%; 70%,20% i 10%,

7) maksymalna liczba iteracji: 3000.

W wyniku przeprowadzonego eksperymentu wygenerowano w sumie 16 800 modeli.

Dla kazdego modelu oszacowano parametry modelu wlasciwego oraz modelu z
jedna klasa mniej i jedna klasa wiecej od modelu wlasciwego.

Tabela 1 przedstawia ogolne wyniki przeprowadzonego badania symulacyjne-
go ze wzgledu na przyjety rodzaj zmiennej z uwzglednieniem czynnikow, tj. liczby
klas zmiennej ukrytej, liczby zmiennych obserwowalnych, liczby obserwacji oraz
proporcji klas. Okazuje sig, ze dla zmiennych o charakterze dychotomicznym naj-
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lepszym kryterium informacyjnym najczgséciej wskazujacym wilasciwy model byto
kryterium AIC, dla zmiennych nominalnych wielostanowych o tej samej liczbie
kategorii (tj. 5) — kryterium BIC, natomiast dla zmiennych nominalnych wielosta-
nowych o réznej liczbie kategorii — kryterium ABIC wskazujace poprawno$¢ wy-
boru wlasciwego modelu w 90,5%.

Tabela 1. Sredni procent wskazan wlasciwego modelu z podziatem na rodzaj zmiennej

Zmienne AIC AlC, BIC CAIC ABIC NEC | ICL BIC
Dychotomiczne 72,09 67,89 67,34 61,61 66,68 50,34 54,70
Nominalne

wielostanowe o takiej
samej liczbie kategorii
Nominalne
wielostanowe o roznej 79,45 88,41 89,91 84,14 90,54 55,73 57,54
liczbie kategorii

60,30 62,59 64,79 52,68 61,45 46,48 58,02

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Tabela 2. Procent wskazan wlasciwego modelu z podziatem na rodzaj zmiennych oraz czynniki
uwzglednione w badaniu

AIC | AIC; [ BIC | CAIC [ ABIC | NEC [ICLBIC
Liczba klas Dychotomiczne
2 90,13 97,34 97,66 97,13 97,69 74,09 88,28
3 48,13 28,63 26,92 14,25 25,33 18,67 9,92
Nominalne wielostanowe o takiej samej liczbie kategorii
2 70,53 92,94 96,34 86,25 93,34 71,66 99,38
3 46,67 22,13 22,71 7,92 18,92 12,92 2,88
Nominalne wielostanowe o réznej liczbie kategorii
2 82,47 99,38 98,28 [100,0 97,69 | 94,63 99,38
3 75,42 | 73,79 | 78,75 | 63,00 | 81,00 | 3,88 1,75
Liczebno$¢ proby Dychotomiczne
300 60,71 54,79 58,36 52,64 59,93 43,07 55,07
600 67,79 62,07 59,57 57,64 63,14 47,14 52,57
1200 76,31 | 7129 | 70,14 | 63,36 | 67,57 | 54,07 | 54,43
2400 83,50 | 83,43 | 8129 | 72,79 | 76,07 | 57,07 | 56,71
Nominalne wielostanowe o takiej samej liczbie kategorii
300 54,07 42,79 53,57 31,14 52,21 25,14 59,29
600 59,71 58,21 58,14 51,71 58,71 45,00 58,21
1200 59,14 67,07 68,29 58,93 62,93 57,79 57,43
2400 68,29 82,29 79,14 68,93 71,93 58,00 57,14
Nominalne wielostanowe o réznej liczbie kategorii
300 73,36 70,57 75,00 65,14 77,00 54,29 57,93
600 78,50 85,93 87,07 76,86 87,43 55,43 57,36
1200 83,00 | 97,79 | 97,79 | 9486 | 97,79 | 56,43 | 57,71
2400 82,93 99,36 99,79 99,71 99,93 56,79 57,14
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Tabela 2, cd.
Liczba zmiennych Dychotomiczne
5 72,42 67,93 66,57 60,75 66,71 50,21 54,36
8 71,75 67,86 68,11 62,46 66,64 50,46 55,04
Nominalne wielostanowe o takiej samej liczbie kategorii
5 59,86 62,86 65,96 52,75 61,36 45,86 57,71
8 60,75 62,32 63,61 52,61 61,54 47,11 58,32
Nominalne wielostanowe o réznej liczbie kategorii
5 79,57 88,79 90,18 84,43 90,61 55,61 57,50
8 79,32 88,04 89,064 83,86 90,46 55,86 57,57
Liczebno$¢ klas — 2 klasy |Dychotomiczne
0,2 0,8 90,25 94,50 96,13 92,63 96,88 79,38 91,88
0,3 0,7 89,88 97,50 98,00 97,63 97,75 72,88 85,88
0,4 0,6 89,75 98,88 98,38 99,13 98,00 72,00 87,75
0,5 0,5 90,63 98,50 98,13 99,13 98,13 72,13 87,63
Nominalne wielostanowe o takiej samej liczbie kategorii
0,2 0,8 68,25 82,00 | 90,63 70,25 92,25 76,13 99,38
0,3 0,7 74,38 93,75 97,13 87,38 88,25 73,25 98,25
0,4 0,6 69,50 97,88 98,63 93,13 97,25 70,38 |100,0
0,5 0,5 70,00 98,13 99,0 94,25 95,63 66,88 99,88
Nominalne wielostanowe o réznej liczbie kategorii
0,2 0,8 80,38 99,00 98,13 100,0 96,38 95,13 99,75
0,3 0,7 83,00 99,75 98,50 100,0 | 100,0 93,75 97,88
0,4 0,6 83,50 99,38 98,50 100,0 97,63 95,63 1100,0
0,5 0,5 83,00 99,38 98,00 100,0 96,75 94,00 | 98,88
Liczebno$¢ klas — 3 klasy |Dychotomiczne
0,6 0,3 0,1 46,38 22,63 20,50 7,50 17,33 3,63 1,63
0,7 0,2 0,1 40,00 18,75 16,88 5,75 13,88 3,38 1,38
04 0,4 0,2 57,90 44,50 43,38 29,50 45,00 4,63 2,25
Nominalne wielostanowe o takiej samej liczbie kategorii
0,6 0,3 0,1 44,25 10,75 12,38 0,25 6,25 18,18 10,00
0,7 0,2 0,1 41,88 11,63 12,25 0,88 6,00 16,88 9,25
0,4 0.4 0,2 53,88 44,00 43,50 | 22,63 44,50 20,25 10,50
Nominalne wielostanowe o roznej liczbie kategorii
0,6 0,3 0,1 71,50 67,13 72,00 53,38 75,00 3,63 1,63
0,7 0,2 0,1 72,38 65,88 72,88 54,13 73,75 3,38 1,38
04 04 0,2 81,88 88,38 91,38 81,50 94,25 4,63 2,25

Zrodto: opracowanie wlasne.

Posrednim celem badania byto procentowe wskazanie wtasciwego modelu w po-
dziale na kryteria, rodzaj zmiennej oraz czynniki uwzglednione w badaniu (tab. 3).
Okazuje si¢, ze wraz ze wzrostem liczby klas redukuje si¢ poprawnos$¢ wyboru
wlasciwego modelu wskazywanego przez kryteria. Wzrost liczebnos$ci proby pro-
wadzi do poprawy wyboru wlasciwego modelu. Przy liczebnosci proby 1200, w
przypadku zmiennych nominalnych wielostanowych o roznej liczbie kategorii,
kryteria AIC;, BIC i ABIC wskazuja najczesciej wlasciwy model (97,79%).
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Zwigkszenie liczby zmiennych nie ma istotnego wptywu na poprawno$¢ wska-
zan wlasciwego modelu przez analizowane kryteria.

Analizujac poprawno$¢ wyboru dwoch klas, mozna stwierdzi¢, ze im mniejsza
roznica liczebnosci klas, tym wyzsza poprawnos¢ wskazan prawdziwego modelu
przez kryteria wyboru liczby klas. W przypadku zmiennych nominalnych wielosta-
nowych o roéznej liczbie kategorii mozna sadzi¢, iz réznica wynikajaca z liczebno-
$ci klas nie ma wptywu na poprawno$¢ wskazan przez kryteria. W tym przypadku
kryterium CAIC w 100% poprawnie wskazato wtasciwy model.

Biorac pod uwagg poprawnos¢ wyboru trzech klas, mozna zauwazy¢, ze analizowa-
ne kryteria najczesciej wskazywaty wiasciwy model, gdy dwie klasy byly rownoliczne.

5. Podsumowanie

Na podstawie wynikow uzyskanych z opisanego eksperymentu mozna stwier-
dzi¢, iz kryteria wzigte pod uwage w niniejszym artykule wskazuja wyzsza po-
prawno$¢ wyboru wlasciwego modelu w przypadku analizy zmiennych wielosta-
nowych o roznej licznie kategorii niz w przypadku zmiennych dychotomicznych
oraz nominalnych wielostanowych o tej samej liczbie kategorii.

Liczba zawartych pytan w kwestionariuszu nie ma praktycznie zadnego wply-
wu na wybdr wlasciwego modelu przez analizowane kryteria wyboru liczby klas.

Z badan symulacyjnych wynika, iz najlepiej budowaé¢ kwestionariusz o rézne;j
liczbie kategorii, gdyz zwigksza si¢ wowczas odsetek wskazan wtasciwego modelu
przez kryteria informacyjne. W przypadku tego typu zmiennych najlepszym kryte-
rium oceny dopasowania modelu do danych okazato si¢ kryterium ABIC.
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THE PROBLEM OF CHOOSING THE NUMBER OF CLASSES

Summary

The latent class analysis is one of multivariate techniques of the contingency table which is based
on discrete data. This method was introduced by Lazarsfeld [1968].

The main aim of this article is to show simulation research results. The results describe choosing
the correct number of classes with respect to number of sample size, number of latent classes and
number of variables. In this article, various criteria of choosing the correct model were used.
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