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1. Wstep

W podejsciu wielomodelowym M modeli bazowych D,, ...,D,, jest laczonych
w jeden model zagregowany D’. Model ten, przy spetieniu odpowiednich zatozen,
charakteryzuje sie wieksza dokladnoscia klasyfikacji niz ktérykolwiek z modeli in-
dywidualnych. Na rys. 1 przedstawiono kolejne etapy budowy modelu D" .

Zbior
uczacy
U

. Rys. 1. Etapy budowy modelu zagregowanego D"
Zrédlo: opracowanie wilasne.

Budowa modeli bazowych jest oparta na zbiorze M préb uczacych U, ...,U

s Uys
bedacych podzbiorami oryginalnego zbioru uczacego U. Podzbiory te moga zawieraé
albo wybrane obserwacje ze zbioru U, albo wszystkie obserwacje, lecz rzutowane na
rézne podprzestrzenie zmiennych.

L.aczenie modeli bazowych realizuje funkcja W okre$lona na zbiorze ich wy-
nikéw predykeji:
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D'(x)=¥(D,(x), Dy (x)), (1)

przy czym jej rodzaj zalezy od postaci wynikow predykcji modeli bazowych
D,, ...,D,, . Funkcja ta nadaje wyzsze wagi tym modelom, ktére charakteryzuja si¢
wigksza doktadnoscia, niz tym, ktore generujq wigkszy blad predykc;i.

Poniewaz w literaturze przedmiotu zaproponowano kilkanascie réznych funkcji
¥, powstaje potrzeba zbadania wplywu postaci funkcji na blad predykcji modelu
zagregowanego (1). To zagadnienie jest wlasnie podstawowym przedmiotem roz-
wazan w niniejszym artykule.

2. Wyniki klasyfikacji

Modele bazowe, ktore podlegaja agregacji, w przypadku analizy dyskrymina-
cyjnej mogg generowac wyniki predykcji w postaci:
e nazwy lub numeru klasy, do ktérej nalezy obserwacja x,,
e wektora prawdopodobienstw a posteriori dla zbioru klas C,, ...,C,.

W pierwszym przypadku kazdy z modeli D, ...,D,, wskazuje dla kazdej ob-
serwacji pojedyncza klase, tj. l3m (x,)=C,;, co w sumie (dla wszystkich modeli)

daje wektor klas w postaci d=[d,, ...,d,,], gdzie 4, =DAm(x,.). W programie R
warto$ci d, mozna uzyskaé, stosujac polecenie predict z parametrem ty-
pe="class".

Drugi rodzaj wynikéw predykcji modeli bazowych stanowi wektor
ﬁm(x,.)=[pm,l(x,.), s Dy (X;)], gdzie p, (x;) oznacza prawdopodobienstwo
a posteriori p, (x,)=P(C,;|x;) wyznaczane przez model D, . W programie R
warto$ci te mozna uzyskaé, stosujac polecenie predict z parametrem ty-
pe="prob".

Jak wida¢, ten drugi rodzaj wynikéw predykcji mozna latwo sprowadzié do tej

pierwszej postaci, znajdujac klase, dla ktérej prawdopodobienistwo a posteriori jest
najwieksze.

3. Funkcje agregacji

Jak juz wspomniano we wstepie, postaé funkcji agregacji ¥ zalezy od rodzaju
wynikéw predykcji modeli bazowych D,, ...,D,,. Zostana przedstawione dwa ro-

dzaje tych wynikéw: dla pojedynczej klasy oraz dla wektora prawdopodobienstw
a posteriori.
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3.1. Funkcje dla pojedynczej klasy

W analizie dyskryminacyjnej modele bazowe najczgsciej wskazuja klasg dla
obserwacji poprzez ,.glosowanie”. Oznacza to, ze model zagregowany D'(x,)
przydziela obserwacje X, do tej klasy, ktéra wskazata najwigksza liczba modeli
bazowych D,, ...,D,,:

D'(x,) = argmax il(f)m (x)=C,). Q)

J m=1

Powstaje jednak problem remiséw, np. w przypadku parzystej liczby modeli
bazowych i parzystej liczby klas. Wtedy najczgsciej klasg okresla si¢ losowo.

Pozostale metody agregacji polegaja na obliczeniu dla kazdej klasy wartoSci
tzw. wskaznika dyskryminacji W, a nastepnie przydzieleniu obserwacji x, do tej

klasy C,, dla ktdrej uzyskano najwigksza warto$¢ tego wskaznika:
D"(x,) =argmax{ W,(x,)} . 3)
J

Gdy modele bazowe D,,...,D,, sa niezalezne, to mozna wykorzysta¢ klasyfika-

tor bayesowski, w sposdb zaproponowany przez Domingosa i Pazzaniego [1997].
Wtedy wskaznik dyskryminacji wyznacza sig jako:

I/Vj()‘i)=‘D(Cj)'p(dl’ ""dM |Cj)s (4)
co w istocie jest licznikiem wzoru na prawdopodobienstwo a posteriori:
= p(Cj) p(dl’ -"’dM l C_,)

prd,, ...d,)
W formutach (4) oraz (5) d,, (dla m=1, ...,M ) oznacza wynik predykc;ji, czyli
klasg, do ktérej model bazowy D, przydziela obserwacj¢ X, .

Wartos¢é wskaznika (4) jest najczgéciej estymowana na podstawie wynikow
klasyfikacji modelu D, , zamieszczonych w dwuwymiarowej tablicy kontyngencji

p(C,|dy, .dy) (5)

z =|:Z_;",ld,, :| Na jej gléwnej przekatnej znajduja si¢ liczebnosci obserwacji po-
prawnie sklasyfikowanych przez ten model, tj. faktycznie nalezacych do kolejnych
klas C,, ...,C, i przydzielonych do tych klas przez model D, . Poza przekatna sa
za$ liczebnoéci obserwacji sklasyfikowanych biednie.

Z kolei prawdopodobienstwo a priori p(C;) jest szacowane za pomoca frakeji

p(C)=N, / N, a prawdopodobiefistwo warunkowe jako:
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M Z’f'd
p(dICJ)=H#- (©6)

J

Wtedy warto$¢ wskaznika dyskryminacji dla klasy C; mozna obliczy¢ jako:

N M Z"
W.(x,)=—L]]-2% 7
(x;) NHN, )

Do laczenia modeli bazowych mozna takze zastosowaé metodg zaproponowang
przez Huanga i Suena [1995], kt6rg, autorzy nazwali Behavior-Knowledge Space (BKS).
Nazwa ta pochodyzi stad, ze decyzje poszczeg6lnych modeli bazowych D, ...,D,, codo
przynalezno$ci obserwacji X, s3 zapamigtywane w tablicy imitujacej M-wymiarowa
przestrzen. Mozna wiec przyjac, ze tablica BKS zawiera wiedzg o zachowaniu modeli
dyskryminacyjnych. W tab. 1 znajduje si¢ przyklad tablicy BKS dla M =2.

Tabela 1. Tablica BKS dla M =2

D,/ D, 1 ]
1 N, Ty, Ry N ADNAD, Tip Ry
J Ny Ny, Ty, Ry | NiAD, Ty Ryy

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Kazdy model bazowy D, przydziela obserwacjg x; do jednej zKklas C, ...,C,, za-
tem w kazdym wymiarze tablicy znajduje si¢ J komoérek'. W sumie tablica BKS skiada
si¢ z M xJxJ komorek, ktére sa hiperkostkami o wspétrzednych BKS(d,, ...,d,,) .
W kazdej komoérce za$ zawarte sa nastepujace informagcje:

e liczba obserwacji nalezacych do poszczegdlnych klas:

Nyt (1) (8)
¢ liczba wszystkich obserwacji w komoérce:
J
T"il ----- dp =ZNJ| ..... dy (])’ (9)

j+l
¢ klasa dominujaca (najliczniejsza): R, , .
ktéra okre$la si¢ za pomoca glosowania:

R, . du=argr_nax{Ndl dM(j)}’ (10)
J

remisy za$ sa rozstrzygane arbitralnie (np. losowo).

! W oryginalnej propozycji Huang i Suen [1995] znajduje si¢ jeszcze dodatkowa klasa J + 1. Sa do
niej przydzielane te obserwacje, ktérych modele skladowe nie potrafia jednoznacznie sklasyfikowac.
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Decyzja modelu zagregowanego D’(x,) o przynaleznosci obserWacji x, do
jednej zklas C,, ...,C, jest podejmowana na podstawie reguly:

b‘(xi) = Rd,,...,d,,, 4 (1 1)
dla T,.. iy >0 oraz:
Ndl ..... dy (Rd| ----- du) >l (12)
T4,

gdzie parametr A€ [0, 1] steruje jakoscia predykcji.

Wernecke [1992] zaproponowal podobna metode, lecz zamiast liczebno$ci w
komdrkach tablicy BKS znajduja si¢ przedziaty ufnosci dla liczebno$ci obserwacji
nalezacych do poszczeg6lnych klas (N, , (/)) dla poziomu ufnosci 0,95. Jezeli

przedzialy te sa nierozlaczne, to model zagregowany wykorzystuje wynik predyk-
cji modelu, dla ktérego prawdopodobienistwo:

p(D,(x)#yAD,(x)=d,) 13)
jest najmniejsze.
Przedziat ufnosci, na poziomie ufnosci @ =0,95, dla liczebnosci k » W PEWNE]
komorce tablicy BKS ma posta¢:

k,(k—k, k,(k—k,
(kj—l,%JL;—J—) +O,5;kj+1,961/¥—0,5} (14

gdzie k, =N, , (j) to liczba obserwacji nalezacych do klasy C; w komérce
tablicy BKS (4,, ...,d,,), za§ k= Z“ i

3.2. Funkcje dla wektora prawdopodobienstw a posteriori

Wynik predykcji modelu bazowego D_ dla obserwacji x; moze by¢ takze
wektorem prawdopodobiefistw a posteriori dla zbioru klas. Jezeli taki wektor jest
generowany przez wszystkie modele bazowe, to powstaje macierz o wymiarach
M xJ, ktéra Kuncheva i in. [2001] nazywaja profilem decyzyjnym. Macierz ta
ulatwia zapis wynik6w predykcji modeli, ktére podlegaja taczeniu, i ma postaé:

) . by (x;)
r(x)=[p, (x)]= . (15)
P (X)) o Py (X))
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Kazdy je wiersz to  wynik predykcji modelu D, , .
Dm x)=[p,,(x,), ..., P, ,(x;)], za$ kazda kolumna to wektor prawdopodobienstw
a posteriori dla klasy C;, generowanych przez M modeli bazowych, tj.
[pl,j(xi)a ---’pM,j(xi)]T'

Kazda z metod laczenia wynikéw predykcji w postaci profilu decyzyjnego (15) wy-
macza dla klasy C; warto$¢ wskaznika dyskryminacji W, . Aby uzyska¢ wynik predyk-

¢ji modelu zagregowanego w postaci nazwy klasy, nalezy zastosowa¢ regulg (3).
Prosta metoda agregacji moze wykorzystywaé warto$¢ maksymalna;
W;(x,) =max{p, ;(x,)}, (16)

co oznacza wskazanie klasy o najwickszej wartoéci prawdopodobienstwa a poste-
riori uzyskanej w wyniku predykcji modeli bazowych. Istnieje takze metoda wyko-
rzystujaca warto§¢ najmniejsza:

W;(x,)=min{p, ;(x,)}, 17
oraz mediane:

W, (x,) =med{p,,(x} (18)

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze metody (16) oraz (17) sa bardzo czule na asyme-
tri¢ wartoéci prawdopodobiefistw p, ;(X;), ..., Py, (X,) .

Nastepna grupa metod laczenia wynikéw predykeji wykorzystuje operatory
arytmetyczne. Pierwszy z nich polega na wyznaczeniu sredniej:

W,(x)=$2pm,,(x), (19)

ktéra jest wrazliwa na warto$ci ekstremalne, tj. bardzo wysokie i bardzo niskie
wartosci prawdopodobiefistw p, (x). Wtedy mozna usuna¢ wyniki skrajnie

optymistycznych i pesymistycznych modeli, np. 10% warto$ci najwyzszych i naj-
nizszych.
Interesujacg formuta agregacji jest iloczyn prawdopodobienstw:

1 M
w,x=—[1r.,®, (20)
M m=1
ktéry jednak jest bardzo wrazliwy na wyniki predykcji najbardziej pesymistyczne-

go modelu bazowego. Inaczej méwiac, jezeli jaki§ model D, generuje mala war-
to$¢ prawdopodobiernistwa dla klasy C,, to ma ona male szanse sta¢ si¢ wynikiem



95

predykeji modelu zagregowanego. Jezeli jednak prawdopodobienstwa p,, (x;) sa
dobrze oszacowane, to (20) jest najlepszym estymatorem prawdopodobiefistwa a
posteriori p(C,|x,).

Inny sposéb laczenia modeli zaproponowali Kuncheva i in. [2001]. Zostal on
oparty na tzw. szablonach decyzyjnych (decision templates), tworzonych dla po-
szczegolnych klas, wyznaczone jako $rednie wartosci z profiléw decyzyjnych (15)
dla kolejnych obserwacji ze zbioru uczacego, ktére naleza do klasy C;:

Sj=%x§jp(x,.), Q1)

J

przy czym Z; jest zbiorem obserwacji ze zbioru uczacego, ktore nalezg do klasy

C ;» N, za$ jest liczebnoscia tego zbioru. Szablon dla tej klasy ma postac:

() s, ()
S, =[5, (1= , @)

Sua() - S, ()

gdzie s, ,(/) mozna zinterpretowac jako przecigtne prawdopodobienistwo, obli-
czone na podstawie obserwacji nalezacych do klasy C;, tego, ze model D, przy-
dziela obserwacje do klasy C,. Maksymalng warto$¢ prawdopodobienstwo to
osiaga wtedy, gdy k=7.

Dla obserwacji x; ze zbioru rozpoznawanego najpierw zostanie zbudowany jej
profil decyzyjny (15), a nastepnie obliczona warto$¢ pewnej miary odleglosci &
pomigdzy P(x;) a szablonami decyzyjnymi poszczegélnych klas. Zwykle wyko-
rzystuje si¢ w tym celu kwadrat odleglosci euklidesowe;:

DI EY INCH) o (23)

1
(S(P(xi)’Sf)=m =1 k=1

Grabisch [1995] zaproponowal zastosowanie w tym celu symetrycznej roznicy,
zaczerpnigtej z teorii zbiorow rozmytych:

8PS, ) == 3 man{min{s,, U1~ Py (X)), Bl ) Paa B} 24)

m=1 k=1

Witedy wskaznik dyskryminacji dla klasy C; mozna wyrazi¢ jako podobienstwo:
W,(x) =1-8(P(x,),5)). 25)
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4. Zbiér danych

Wykorzystany w eksperymentach zbiér EUROPA dotyczy panstw Europy i
jest kompilacja danych pochodzacych z Banku Swiatowego oraz z bazy danych
AMECO, tworzonej i utrzymywanej przez Komisje Europejska.

Bank Swiatowy klasyfikuje kraje na cztery grupy ze wzgledu na poziom do-
chodu narodowego brutto na glowe mieszkafica (GNI per capita®):

e H - wysoki poziom (10 726 dol. i wigce;j),
e UM — érednio wysoki (3466-10 725 dol.),
e LM - $rednio niski (876-3465 dol.),
e L —niski poziom (875 dol. i mniej).

Do jednej z tych czterech klas nalezy kazda obserwacja w zbiorze uczacym.

Z kolei baza danych AMECO zawiera roczne dane makroekonomiczne dla 25
krajéw Unii Europejskiej, krajow nalezacych do strefy euro, krajéw kandydujacych
oraz pozostatych krajéw OECD (USA, Japonia, Kanada, Szwajcaria, Norwegia,
Islandia, Meksyk, Korea, Australia i Nowa Zelandia).

Wspomniane kraje sa charakteryzowane przez ponad 700 zmiennych, z ktérych
wybrano do analizy jedynie 6: wydatki budzetowe, wydatki na konsumpcjg, wy-
datki rzadowe, wielko$é eksportu i importu oraz stopg bezrobocia.

W sumie w zbiorze EUROPA znajduje sig 750 obserwacji:

15 krajoéw ,,starej” Unii obserwowanych w latach 1970-2005,

14 krajéw ,,nowej” Unii (10 nowych oraz 4 kraje kandydujace: Bulgaria, Ru-

munia, Turcja, Chorwacja) obserwowanych w latach 1991-2005.

5. Rezultaty eksperymentéw obliczeniowych

W zaleznosci od tego, czy postaé funkcji agregacji ¥ jest przyjgta z gory
przez badacza i niezalezna od danych, czy tez podlega modyfikacjom w procesie
ustalania parametrow modeli, mozna wszystkie oméwione wcze$niej metody po-
dzielié¢ na dwie grupy:

* niewymagajace uczenia, kidre bezposrednio lacza wyniki predykcji modeli bazo-
wych, np. glosowanie (2) czy usrednianie (19),

e wymagajace uczenia po to, by okresli¢ niektére parametry funkcji agregacji ¥, np.
w przypadku naiwnej metody Bayesa (7) czy metody szablonéw decyzyjnych (22).
Pierwsza grupg metod stosujemy wtedy, gdy modele bazowe D,, ...,D,, maja

zblizony poziom bledu predykcji, a wyniki predykcji nie sa skorelowane lub s

skorelowane ujemnie. Modele laczone za pomoca tego rodzaju funkcji ¥ daja

poprawg dokladnosci predykcji wtedy, gdy powstaly w réznych podprzestrzeniach
pierwotne] przestrzeni zmiennych. Kolejnym warunkiem jest to, by zbiér uczacy
byt odpowiednio obszerny, a posta¢ funkcji agregacji dobrze wybrana.

2 www.worldbank.org/Home/Data/CountryClassification.
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Metody z drugiej grupy pozwalaja dopasowa¢ model zagregowany do danych z
wykorzystaniem dodatkowego zbioru uczacego. Oznacza to tak naprawde okresle-
nie liczebnosci w tablicy BKS (tab. 1), a takze posta¢ profili decyzyjnych (15) czy
tez tablic zgodnosci klasyfikacji Z™ w metodzie Bayesa (7).

Opierajac sig na zbiorze uczacym EUROPA, zbudowano 100 modeli zagrego-
wanych, z ktorych kazdy skladal si¢ z 10 modeli indywidualnych ( M = 10). Mode-
le bazowe taczono za pomoca wybranych 10 funkcji agregacji opisanych powyzej
(pominigto metody dla wynikéw predykceji w postaci uporzadkowanej listy klas).

Modele bazowe w tym eksperymencie mialy postaé drzew klasyfikacyjnych i
zostaly zbudowane za pomoca procedury rpart [Themeau, Atkinson 1997] na
podstawie zbioru uczacego (750 obserwacji). Modele D,, ...,D,, polaczono za
pomoca wybranych 10 funkcji agregacji i dla tak przygotowanego modelu D’
obliczono biad klasyfikacji, stosujac trzy metody’:

e caly zbidr uczacy jako testowy (tzw. blad zastapienia),

e 7biér testowy wybrany losowo i zawierajacy 200 obserwacii,

e 10-czeSciowe sprawdzanie krzyzowe (cross-validation).
Wielkosci bledu klasyfikacji znajduja sig¢ w tab. 2.

Tabela 2. Blad klasyfikacji dla wybranych metod agregacji modeli bazowych

Btad mean | med | min | max |prod|vote|bayes| BKS | Wwer | DT
Zastapienia | 0,149 | 0,163 10,165 (0,171 0,143 [ 0,145 | 0,193 ]0,203]0,214] 0,209
Testowy 0,208 [ 0,219} 0,221 0,223 | 0,195 | 0,198 | 0,224 | 0,235 [ 0,267 | 0,248
10-CV 0,201 (0,215]0,218] 0,220 0,196 | 0,195 | 0,219 |0,232 0,259 0,241

Zrédto: opracowanie wlasne za pomoca programu R.

W tab. 2 pokazano wyrazny podzial metod laczenia modeli na dwie grupy.
Pierwsze 6 metod ma wyraznie mniejszy blad klasyfikacji. Sa to metody niewyma-
gajace uczenia, z ktérych najbardziej doktadna jest metoda iloczynu (prod). Dru-
ga grupg tworzg metody wymagajace uczenia (bayes, BKS, DT i Wer), dla kt6-
rych ten blad jest juz nieco wyzszy.

6. Whnioski

W prowadzonych eksperymentach najmniejszy btad klasyfikacji uzyskano, gdy
modele bazowe byly taczone za pomoca metody iloczynu (prod). Dzigje sig tak
zwlaszcza wtedy, gdy wartosci prawdopodobienstw a posteriori dla klas sa dobrze
oszacowane, a wyniki predykc;ji dla tych modeli nie sa skorelowane.

3 Szerzej na temat sposobéw oceny bledu klasyfikacji pisze Gatnar [2001, s. 96-100].
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Sposréd metod niewymagajacych uczenia metoda maksymalnej wartosci
prawdopodobienstw a posteriori (max) daje najwieksza wartos¢ bledu klasyfikacji,
poniewaz jest nadmiernie dopasowana do zbioru uczacego.

Z kolei metoda glosowania (vote) daje maty blad klasyfikacji, gdy wynik predykcji
modeli bazowych ma posta¢ klasy. Poza tym metoda ta jest prostsza i szybsza pod
wzgledem obliczen niz na przyklad metoda szablonéw decyzyjnych (DT).
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THE IMPACT OF COMBINATION FUNCTION
ON THE CLASSIFICATION ERROR IN CLASSIFIER FUSION

Summary

Classifier combining is an important method in a nonparametric discriminant analysis. In this ap-
proach M base (local) models are combined into the aggregated (global) model with the use of the
combination function ¥ :

b'(x)="¥(D(x), Dy (x))
where f)m(x) is the prediction of the m-th base model.

Several different types of the function ¥ can be found in the literature. The most commonly
used are: majority vote, average, maximum and product. Moreover, some more sophisticated combi-
nation functions have been proposed, such as fuzzy integrals or decision templates.

In this paper ten combination functions ¥ have been compared and their impact on the classifi-
cation error of the model D" has been investigated.
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