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1. Wstep

Metody statystycznej analizy wielowymiarowej bardzo czesto bazuja na odle-
glosciach migdzy obiektami w wielowymiarowej przestrzeni cech [Metody staty-
stycznej... 2004, s. 38-51]. Wykorzystanie niektérych miar odleglosci wymaga
przeprowadzenia normalizacji danych wejsciowych [Walesiak 2006, s. 23-32].
Wyniki analiz porownawczych zaleza m.in. od wyboru formuly normalizacyjne;.

Celem artykuhi jest przedstawienie miary podobienstwa odleglosci migdzy obiekta-
mi. Miara ta znajduje zastosowanie m.in. w badaniu warunkéw sprzyjajacych otrzymy-
waniu podobnych lub bardzo zZrézmicowanych wynikéw analiz wielowymiarowych.

2. Miara podobienstwa odleglosci mi¢dzy obiektami

Proponowana miara podobienstwa odleglosci miedzy obiektami dla zbioru
zmiennych diagnostycznych w danym okresie ma nastgpujaca postaé:
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gdzie: MPOY), MPOY i MPOY) sa miarami podobiefistwa odlegloéci miedzy,
odpowiednio, obiektami O, i O, (r, s=1,.,.mr# s) , obiektem O, i pozostatymi
obiektami O,, wszystkimi parami obiektéw O, i O, ze wzgledu na przeksztatcone

zmienne X, (j=1,..,m) otrzymane w wyniku przeprowadzenia normalizacji

formutami N, (z parametrem skalujacym b,) i N, (z bj,); dO (d,(f)Nz) jest

odlegtoscia jednowymiarowa migdzy obiektami O, i O, ze wzgledu na znormali-

zowana przeksztalceniem N, (N,) zmienna X ; x

” (xsj) jest wartoscia zmiennej

X, przypisana obiektowi O, (O, ).

Miara MPO przyjmuje warto$ci nieujemne. Wartosci te s rowne sumie bez-
wzglednych réznic migdzy odlegloSciami jednowymiarowymi. Przy obliczaniu
zaproponowanej miary uwzglednia si¢ wszystkie pary réznych obiektéw oraz
wszystkie zmienne diagnostyczne znormalizowane formula z parametrem skalujg-
cym b, lub b,. Im wigksza warto$¢ miary, tym wigksze niepodobiefistwo odle-

glosci jednowymiarowych. To z kolei oznacza wigksze zréznicowanie wynikéw
analizy wielowymiarowej wykorzystujacej odleglosci migdzy obiektami. Przyjecie
przez miar¢ MPO wartoéci réwnej zeru informuje o doskonalym podobienstwie
odleglosci jednowymiarowych.

Warto zauwazyé, ze dla miary miejskie;j:

MPO = %ii(dﬁj —d™) %22 M — |, 3)
r=1 s=1 r=l s=1
gdyz:
(bjl <b,> (Vr, s=1,.,nr#s: dr(f)N' > dg)N’ )
Vj=1,..,m:{b,=b,=> (Vr, s=l,.,nr#s:dM =gV ) . 4)

bjl >bjz D(V",S=1,...,n;r¢s:d’(sj)”l <d£sf)Nz)

Podane zalezno$ci (3) oznaczaja, ze miara MPQO informuje takze o sumie
bezwzglednych rézmic migdzy wielowymiarowymi odleglo§éciami miejskimi po-
mi¢dzy wszystkimi parami réznych obiektéw otrzymanymi w wyniku przeprowa-
dzenia normalizacji formulami N, (z parametrem skalujacym b,)i N, (z b,,).
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3. Miara podobienstwa odleglosci dla niektérych formul
normalizacyjnych

Przedstawione ponizej rozwazania przeprowadzono dla zmiennych diagno-
stycznych mierzonych na skali ilorazowej' i znormalizowanych formuta ilorazowa.
Charakterystyki opisowe rozkladéw empirycznych badanych zmiennych wyrazono
jako funkcje liniowe wartosci najwigkszej (por. tab. 1), ktéra stanowita punkt od-
niesienia’.

Tabela 1. Miary opisowe zmiennej X, mierzonej na skali ilorazowej jako funkcje liniowe wartosci

najwiekszej
Miara opisowa Funkgcja liniowa wartosci najwigkszej
Warto$¢ najmniejsza m‘in{x,,-] =a miax{x,j} ,gdzie Vj=1,..,m:a;€(0,1)
Rozstep R, =(1—aj)m,ax{x,.j}
$rednia arytmetyczna X, =p miax{x,.j} ,gdzie Vji=1,..,m: B, e(a,1),
Odchylenie standardowe s, =Y, m‘ax{x,.j} , gdzie Vj=1,..,m:y,€(0,1-a,)
Srednia odleghoé¢ obiektow O, B x, x| =, max{x,)} , gdzie
od wybranego obiektu O, n-1 s=1 !
(r,s=1,..., n;r#s) Vre=l,..,nj=1...m M, € (O,l—aj)
. . . 1 &
ﬁ::nmliaoc;g::igt:iégzlm el n(n-1) ;%h —Xg| =4 m‘ax{xy.] ’
i 0, (rs=l..mr#s) gdzie Vj ='1, oy M€ (0, 1 —aj)

Zré6dto: opracowanie wlasne.

Badaniem objeto pigé¢ ilorazowych formut normalizacyjnych z parametrem ska-
lujacym réwnym: odchyleniu standardowemu, rozstgpowi, wartosci najwieksze;j,
$redniej arytmetycznej i sumie wartosci. W celu wskazania wiasno$ci rozktadow
empirycznych sprzyjajacych otrzymywaniu podobnych lub bardzo zréznicowanych
wynikéw analiz wielowymiarowych do wzoréw (1) i (2) podstawiano pary wybra-
ne spoéréd rozwazanych parametréw skalujacych b, (j =1,..., m). Najwazniejsze

! Wyb6r zmiennych mierzonych na skali ilorazowe) byl podyktowany mozliwo$cia rozwazania
woéwczas stosunkéw warto$ci. Podobne rozwazania mozna przeprowadzié dla pomiaréw na skali
przedzialowej, ale w analizie, zamiast stosunkéw wartoéci, trzeba wykorzystaé stosunki dtugo$ci
przedzialow.

2 W zaleznosci od celu badania role punktu odniesienia moze odgrywa¢ dowolna miara opisowa.
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wnioski dotyczace rozktadéw empirycznych zmiennych diagnostycznych otrzyma-
no z wykorzystaniem miary MPOY | ktérej postaci zostaly zamieszczone w tab. 2,

Tabela 2. Miara podobiefistwa odlegtosci MPOY) (j=1,...,m) dla par rozwazanych ilorazowych
przeksztalcen normalizacyjnych
Formuta z parame- Formula z parametrem skalujacym b,
trem skalujacym b, 5 R, Ix:}a:sl {xy] X,
l-a, -y,
R, A14 X X X
v,(1-a,)
1-y, a,
max {x A —= A —1
i=l,...|n{ U] J 7/ J l_aj X X
- =Y a +pf -1 1-8
X, A, 'BJ i/ A,' J ﬂ, | A, J %
By, B,(1-a;) B
s I ok N i R RN a2t
i j i i J
o "nB, "B, (1-a,) ) "B,

Uwaga: A, = %n(n -Ny,.
Zrédto: opracowanie wlasne.

Przeprowadzono badanie szczegblnych przypadkéw rozkladéw empirycznych
reprezentowanych przez warto$ci wspélczynnikéw zwiazanych z miarami opiso-
wymi. W przedstawionych ponizej przyktadowych wnioskach dotyczacych warun-
kéw sprzyjajacych przyjmowaniu przez miare podobienstwa odleglosci MPOY
malych warto$ci pominieto (ze wzgledu na ich oczywisto$é) przypadki informujace
o zblizonym poziomie miar opisowych odgrywajacych rolg parametréw skaluja-
cych oraz wskazujace na konieczno$¢ wystapienia bardzo malej éredniej odleglo$ci
migdzy wszystkimi parami obiektow.

Dla przyktadu wybrano dwie pary parametréw skalujacych, a mianowicie: R; i

X, oraz R; i qu Z przeprowadzonej analizy wynika, Ze dla pierwszej pary
i=l

(tzn. R, i X;) podobne odleglosci obiektow wystapia w przypadku zmiennej dia-
gnostycznej charakteryzujacej si¢ np.:
—  f$rednia arytmetyczna potozona bardzo blisko lewego korica przedzialu zmiennosci 1
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— §rednia arytmetyczna polozona w $rodku przedzialu zmiennosci i wartoscia naj-
mniejsza zblizona do %r_rllax{xu} , wowczas o —>% if —>§,

— $rednia arytmetyczna, polozona bardzo blisko prawego korca przedzialu zmiennosci
i wartoscia najmniejsza, bardzo bliska zera, wowczas ¢ -0 i f—1.

Z kolei w przypadku drugiej pary (tzn. R; i ny. ) dla zmiennej diagnostycz-
i=]

nej mozna wskaza¢ m.in. nastgpujace warunki:

— warto$¢ najmniejsza bardzo bliska zera i $rednia arytmetyczna zblizona do
lIl}ax{xu} ,woéwczas o >0 i ﬂ—)l,
ni=l..n n

— $rednia arytmetyczna polozona bardzo blisko lewego konca przedzialu zmien-

L o . 1 , 1 .
nosci 1 warto§¢ najmniejsza zblizona do —— max {x,.j , wowczas @ > —— 1

n+1i=l..n n+1
1
po—,
n+1
— $rednia arytmetyczna potozona w $rodku przedzialu zmienno$ci i warto$¢ naj-

2-n

max {x,.j} , woéwczas o — if—> .
+ pi=l..n 2+n 2 +n

Przedstawione rozwazania pozwalaja takze wskazaé dla danego zbioru zmien-
nych diagnostycznych opisujacych zlozone zjawisko ekonomiczne te zmienne,
ktére w duzym stopniu odpowiadaja za rozbieznosci wynikéw badan poréwnaw-
czych otrzymanych po zastosowaniu dwéch réznych formut normalizacyjnych.
Otéz biorac dla przyktadu parg b, =R, i b;, =X, mozna stwierdzi¢, ze zmienne o

mniejsza zblizona do

charakterystykach opisowych odbiegajacych od podanych powyzej bgda silnie
wplywaly — w wyniku przeprowadzenia normalizacji z rozwazanymi parametrami
— na wyniki analizy pordwnawczej obiektéw. Znaczenie tych zmiennych zostanie
wzmochnione na skutek przyjecia okreslonej formuty normalizacyjne;j.

Do pomiaru udzialu poszczegdlnych zmiennych diagnostycznych w obliczonej
réznicy miedzy jednowymiarowymi odleglosciami obiektéw mozna wykorzystaé
nastg¢pujacy miernik:

WO - MPOY

~ MPO )

przyjmujacy wartosci z przedzialu <0,1>. Im wigksza warto§¢ miernika W\,
tym wigkszy wplyw zmiennej diagnostycznej X; na réznice w wynikach analiz

wykorzystujacych odlegloéci migdzy obiektami w przypadku zastosowania dwéch
rézmych formut normalizacyjnych.
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4. Miara podobienstwa odleglosci
dla niektérych formul normalizacyjnych
i rozkladu jednostajnego lub normalnego na odcinku (0, c]

W przypadku prowadzenia badan na gruncie stochastycznym na prébg mozna
patrzeé jak na zbiér wartoéci wylosowanych z pewnego rozktadu. Jezeli sa znane
parametry rozkladu zwiazanego z badanym zjawiskiem, to wykorzystujac wzory
podane w tab. 1, mozna sprawdzi¢, dla jakich par parametréw skalujacych wartosci
odleglosci jednowymiarowych beda podobne.

Rozwazono prébeg zawierajaca n obserwacji, pobrang z rozktadu jednostajnego
na odcinku (0,c]. Korzystajac z wlasnosci tego rozkladu, moina pokazaé, ze

1 i~ n+l1
243 7 3
leglosci MPOY) zamieszczono w tab. 3.

a,—0, ,=05, 7=

. Oszacowania miary podobienstwa od-

Tabela 3. Oszacowania miary podobienstwa odleglosci obiektow MPOY w przypadku zmiennej
o rozktadzie jednostajnym na odcinku (0, c] dla par rozwazanych ilorazowych przeksztatcen

normalizacyjnych
Formula z parametrem Formutla z parametrem skalujacym b,
skalujacym b, 5 R, E}a"{ x}} %,
5 CEECE N ) )
’IRN&{IU} (n ‘I)Z\E_l 0 x x
- 2 _ 2 _
K ("Z—I)Z(Ji ) = : 5 : 8
, 2 nsﬁ -1 n-72 n=2 n—1
e e L LG

Zrédlo: obliczenia wlasne.
Rezultaty oszacowan wskazuja, ze odleglosci jednowymiarowe beda prawie takie



196

Podobnymi (niezerowymi dla » > 2 ) réznicami beda sig charakteryzowac pary z:

maxi)

- b,=s,ib,=R,; oraz b, = max

- bj2 =X i bjl =Rj oraz bjl =.max{xij} :

W przypadku wylosowania préby n-elementowej z przedziatu (0, c], przy za-
lozeniu rozkladu normalnego, mozma przyjaé, ze &, =0 i f,=0,5. Wyniki osza-

cowan miary MPO") podano w tab. 4.
W przypadku rozwazanego rozktadu normalnego i zalozeniu @, — 0 odlegto-

$ci jednowymiarowe beda prawie takie same w przypadku zastosowania formut z
b,=R, ib,= max{x,.j} . Jesli chodzi o pozostale pary analizowanych przeksztal-

] J i=l,...n

cen normalizacyjnych, to wszystkie wyniki zaleza od rozmiaru préby i $redniej
odleglosci migdzy obiektami, a niektére od poziomu odchylenia standardowego.
Takze w tym przypadku mozna wskazaé pary formut normalizacyjnych, ktore beda
dawaly podobne (niezerowe dla n > 2 ) ré6znice migdzy odleglosciami jednowymia-
rowymi, a mianowicie:

- b,=s;ib,=R oraz b, =_max{x,.j} ,

i=l,..n

n
- b, =Zl:x,.j ib,=R, oraz b, =.E}a)f.{x'f} .
=
Tabela 4. Oszacowania miary podobiefistwa odlegloéci obiektéw MPOY) w przypadku zmiennej
o rozkladzie normalnym N (5000, o) przy a; — 0 dla par rozwazanych ilorazowych przeksztalcen
normalizacyjnych

Formuta z parametrem Formula z parametrem skalujacym b,
skalujacym b, s, R, max {x} %,
R, n(n—l),ulz_—}:lj X x x
,E}a’f,{xu} n(n—l)/l,lz_;j 0 X X
j
X, n(n—l)ﬂjl%l =n{n-1)y, —n(n-1)p, x
J
3, e T e el [ P

Zrédio: obliczenia wlasne.
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5. Przyklad empiryczny

Rozwazaniom poddano dane dotyczace sytuacji na rynku pracy w wojewddz-
twach w Polsce w 2004 r.:
X, — liczba zarejestrowanych bezrobotnych w przeliczeniu na 1000 os6b w wieku
produkcyjnym,
X, — liczba pracujacych w przeliczeniu na 1000 oséb w wieku produkcyjnym.
Charakterystyki opisowe rozkladéw empirycznych badanych zmiennych wyra-
zono jako funkcje liniowe warto$ci najwiekszej (por. tab. 5).

Tabela 5. Miary opisowe zmiennych X, i X, mierzonych na skali ilorazowej jako funkcje liniowe
warto$ci najwigkszej

Xl XZ
Wartodé najwidkeza | max{x, } =179,09 max{x, } = 385,33
Warto& najmnicjsza miin{xy] =0,53-m_ax{x,].} miin{x,,] =0,66-m'ax{x,j}
Rozstep R, =0,47-max{x,.j} . R, =0,34-m:;1x{x,j]
$rednia arytmetyczna )_t/.=0,73~m’ax{xy.} fj=0,78-m’ax{xu}
Odchylenie s =O,14-m'.j1x{x,.j} s =0,09-m'ax{x.u.}
Srednia odleglo& 1 & 1 &
miedzy wszystiirmi n(,,_l);;lxa--xg =0,17-max{x,} m%@%—‘d =011 max{z,}
m'almoblektéw S#r s#r

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Tabela 6. Warto$ci miary MPO dla par rozwazanych ilorazowych przeksztalceri normalizacyjnych

Formuta z parametrem skalujacym b,
Formuta z parametrem skalujacym b, =
8 R, g}m:{xu] X,
203,93

R, B

! (0,504 0,496) X X X
max { x..} 251,72 47,79 N N
o (0,498 0,502) | (0,474 0,526)
T 240,60 36,67 11,12 x

/ (0,49110,509) | (0,415 1 0,585)| (0,667 10,333)
z":x 281,90 71,97 30,18 41,30
il (0,50910,491) | (0,523 1 0,477)| (0,601 1 0,399) [(0,6191 0,381)

Uwaga: W nawiasach podano wartosci miary W) (j=12).

Zrédlo: obliczenia wiasne.
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W tab. 6 zamieszczono wartosci miary MPO dla par rozwazanych ilorazo-
wych przeksztalcen normalizacyjnych. Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze
najmniejsze rdéznice miedzy odleglosciami jednowymiarowymi wystapia po zasto-
sowaniu $redniej arytmetycznej lub wartos$ci najwigkszej jako parametru skaluja-
cego. W tym przypadku zmienna X, az w 66,7% bedzie odpowiedzialna za po-
wstale réznice.

Literatura

Metody statystycznej analizy wielowymiarowej w badaniach marketingowych (2004), red. E. Gatnar,
M. Walesiak, AE, Wroctaw.

Walesiak M. (2006), Uogolniona miara odleglosci w statystycznej analizie wielowymiarowej, AE,
Wroclaw.

RESEARCH OF SIMILARITY OF DISTANCE BETWEEN OBJECTS
FOR TEN PAIRS OF NORMALIZATION TRANSFORMATIONS

Summary

The paper presents the measure of similarity of distance between objects. There are given its
form for ten pairs of normalization transformations. This measure can find application in the research
of conditions which favour receiving similarity or dissimilarity results in comparative analysis into
complex economic phenomena with two different normalization transformations.



	BADANIE PODOBIEŃSTWA ODLEGŁOŚCI MIĘDZY OBIEKTAMI DLA DZIESIĘCIU PARWYBRANYCH FORMUŁ NORMALIZACYJNYCH
	1. Wstęp
	2. Miara podobieństwa odległości między obiektami
	3. Miara podobieństwa odległości dla niektórych formułnormalizacyjnych
	4. Miara podobieństwa odległościdla niektórych formuł normalizacyjnychi rozkładu jednostajnego lub normalnego na odcinku (0, c]
	5. Przykład empiryczny
	Literatura

