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Prace Naukowe Instytutu Cybernetyki Technicznej
Politechniki Wroctawskiej Nr 72

Monografie Nr 13 1986

Ewaryst RAFAJLOWICZ¥*

sterowanie optymalne,
identyfikacja,

system o parametrach roztozonych,
planowanie eksperymentu

DOBOR STEROWAN OPTYMALNYCH W IDENTYFIKACJI
SYSTEMOW LINIOWYCH O PARAMETRACH ROZtOZ0ONYCH

Monografia dotyczy zagadnied doboru sterowad meksymalizujgcych
doktadno$é identyfikacji w liniowych systemach o parametrach roz-
Yozonych. Zaproponowano metodyke formuiowania takich probleméw
oraz systematyczng droge znajdowania sterowand optymalnych. Uwaga
skupiona zostata na kryteriach typu D- oraz L-optymalnosci i na
analizie zagadnied w dziedzinie czgstotliwo$ci. Dla kryteridw
tych uzyskano warunki konieczne i dostateczne optymalnosci, kté-
re pozwolity na scharaskteryzowanie czestotliwosSciowo-przestrzen~
nej struktury sterowad optymalnych oraz na analityczne ich wyzna-
czenie dla pewnych klas zagadnied. Warunki te stanowig tez pods-
tawg do konstrukcji numerycznych algorytméw znajdowania sygnaxdéw
sterujacych. Wykazano zbieznosé takiego algorytmu dla kryterium
D-optymalnosci i podano wyniki jego testowania na przykkadzie
réwnania przewodnictwa ciepta. Badano rézne warianty podstawowych
probleméw, réznigce sig ograniczeniami na przestrzenng forme do-
puszczalnych sterowarn. Zaproponowano takze alternatywne podejscie
% postaci adaptacyjnego algorytmu doboru sterowad optymalnych.
Wykazano jego zbiezno$é oraz poddano go szerokiej weryfikacji sy-
mulacyjnej. ‘

SPIS CZESCIEJ UZYWANYCH OZNACZEN
(LIST OF SYMBOLS)

Wszystkie wystepujace w pracy wektory uwaza sig¢ za kolumnowe (all

vectors are treated as column vectors)

R

k

- k-wymiarowa przestrzefd euklidesowa (k-dimensional
Buclidean space)

- obszar w RS (spatial domain in Rk)

® Instytut Cybernetyki Technicznej Politechniki Wrocitawskiej,

50-370 Wrociaw, Wybrzeze Wyspianskiego 27,



T - brzeg zbioru Q (boundary set of Q )
H,X € Rk - wektory wspéirzednych przestrzennych (spatial
coordinates)
1 - zmienna reprezentujgca czas (time variable)

wektor identyfikowanych parametréw obiektu (vector of
unknown parameters to be identified)

a€eRY, r>1

q(u,tsa) - gtan obiektu w punkcie % i chwili t zalezny od wektora a
(system state at n, t, dependent on the vector a)
g(n,x,t3a) - funkcja Greena obiektu - odpowiedZ impulsowa w punkcie x

na punktowe wymuszenie w punkcie x (Green’s function -
impulse response at w on excitation at x)

k(n,x,t3a) 4 ggad g(n,x,t3a), grad - operator gradientu ( grad -
gradient operator)

e

- réwnosé z definicji (definition symbol)

F - transformata Fouriera wzgledem argumentu czasowego
(Pourier transform with respect. to time variable only)

K(x,jw) 27 [k(n1,x,.;a.)] - argumenty x , i a jako ustalone zostaja po-
minigte (fixed arguments », and a are not indicated)

w - czestotliwoéé (frequency variable)
8(.) - dystrybucja delta - Diraca (the Dirac delta function)
Q, - zbidér punktéw oddziatywania sterowania (set of admis-
sible points of control action)
Qp - zbidér punktéw, w ktérych dopuszczalne sg pomiary stanu

obiektu (set of points, where measurements can be made)

% € Qp, i=1,2,¢4091 - potozenie punktdéw pomiarowych (positions of

sensors)
u(x,t) - wartosé sterowania w pynkcie x€ Q1 chwili t (control
variable at x,t)
I
E(n) & 2:: 8(n = %)y E (W) £ 6(n- xq)
i=1
; T/2
Ru(x,y,t) L 14im u(x,t)u(x,t+1)dt - funkcja autokorelacji sygnazu
T—bm
-T/2

sterujgcego (autocorrelation function of jinput signal u)

Su(x,y,jm) 4 ?’[Ru(x,y,.)J - widmowa gesto$é mocy sterowania - skrét
WGMS - (power spectral density of control)



5,5 ¢ - klasa dopuszczalnych WGMS (set of admissible densities
S,)
MT - macierz informacyjna zadania estymacji wektora a na

podstawis obserwacji o czasie trwania.T (information
matrix of estimating & from data record length T)

M(Su,a) -~ usredniona.macierz informacyjna zdefiniowana jako
lim MT/T (averaged information matrix, defined as
T —= c©
lim M,/T)
T——GDT/
nyn - transpozycja macierzy (the transposition sign)
ngCn - liczba zespolona sprzgzona wzgledem 8 (the conjugate

complex number of &)

H(jw) & fK(X,jw)K'(Xs-J!')dI

Qy
det [.] - wyznacznik macierzy kwadratowej (the determinant of
a square matrix)
tr [.] - $lad macierzy (the trace of a matrix)
Xmax['] - maksymalna wartos$é wiasna macierzy o rzeczywistych war-

tosciach wtasnych (the largest eigenvalue of a matrix
with real eigenvalues).

WSTEP

W tytule tej monografii wspdiwystepujg nazwy trzech nurtéw z za-
kresu automatykis:

a) sterowania optymalnego,

b) identyfikacji,

c) obiektéw o parametrach roztozonych.

Jednakze celem doboru sterowania nie jest -~ jak w klasycznej te-
orii - osiggniecie pozadanego zachowania sie trajektorii stanu lub
wyjscia obiektu, lecz dokonanie najdok*adniejszej = w danych warunkach
- jego identyfikacji. Nalezy przy tym zasmaczyé, Ze mozliwie dokZadna
identyfikacja parametréw obiektu moze byé celem samym w sobie - wtedy,
gdy prowadzona jest ona na potrzeby poznawcze - bgdi tez celem posred-
nim - wtedy, gdy znajomosé opisu obilektu szuzyé ma zaprojektowaniu u-
ktadu sterowania, zapewniajgcego pozgdane zachowanie sig jego stanu
lub wielkosci wyjsciowych,

Trzeci element w tytule pracy wskazuje, 2e badania dotyczyé bedg
systeméw o parametrach roztozonych' (SPR), tzn. takich obiekidéw, ktérych
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adekwatny w danym zastosowaniu opis matematyczny wymagae uwzglednienia
nie tylko czasowej, ale takZe przestrzennej. zmiennosci wspdirzednych
stanu, Obiekty, ktdrych zachowanie mozna dostatecznie dokZadnie mode-
lowaé posiugujgc.sie tylko funkcjami czasu, bedg nazywane systemami

o parametrach skupionych (SPS), chociaz termin ten nie jest tak roz-
powszechniony w literaturze Jak poprzedni.

Aby umiejscowié tematyke niniejsze]j pracy w dotychczasowym dorob-
ku automatyki i dziedzin pokrewnych, przyjrzyjmy sig¢ zestawieniu., Za-
wiera ono wybSr monografii i(lub) prac przegladowych podsumowujgcych
etapy rozwoju poszczegélnych poddziedzin., Numery cytowad zaczynajace
sie od cyfry O dotyczq bibliografii zamieszczonej po wstegpie, pozos-
tate - bibliografii na koricu niniejszej monografii:

I, Opbymalizacja stanu ustalonego procesu (znajdowanie ekstremum
funkcji wielu zmiennych z ograniczeniami). Podstawowe idee tego kierun-
ku siegajq poczatkéw rachunku réiniczkowego; podsumowanie pdZniejszych
wynikéw i algorytméw znalezé mozna migdzy innymi w pracy (010].

II. Identyfikacja charakterystyki statycznej obiektu (estymacja
parametrdw funkcji regresji). Kierunek ten datowaé mozna od prac
Gausaa (kontynuowanych potem przez Markowa) na temat metody najmniej=-
szych kwadratéw., Bardziej wepSiczesne wyniki, uwzgledniajgce dorobek
statystyki, zawierajg m.in. praces:. [040],[034], (012],(038].

III. Planowanie eksperymentu (planowanie optymalne ze wzgledu na
dok2adno$é estymacji funkcji regresji lub jej parametréw) [44),[034),
(021],[019], (0331, [035].

1., Teoria sterowania dynamicznych SPS (wybdr monografii prezentu-
jacych rozwéj w.ostatnich 25 latach) [041,[031], [041], [043], [037], [016],
(0421, [026].

2, Identyfikacja dynamiki SPS (wybér monografii) [034],[012],
(0o40), [013],

3. Dobér sterowad optymalnych ze wzgledu na jakoéé identyfikacji
sps [651,[271, 1321,

i) teoria sterowania SPR (wybdr monografii): [06],[027], [032],[039],
to71, 021, [181, (0201, [08B],[05], [022] ,[018],[09],

ii) identyfikacja SPR (podajemy tu tylko prace przegladowe -~ wigkszy
wybSér w bibliografii na koficu rozprawy): L[771,[0241,(023),(78],
iii))dobdr sterowadl optymalnych ze wzgledu na jako$é identyfikacji
SPR®’,

’)Dla utatwienia zestawienie powtdrzono w tab. 1.1.
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Wybér prac nie jest kompleiny. Zwiaszcza nie wyrézniono w nim .od-
powiednich zagadniedl dla SPR badanych w stanie ustalonym, gdy%. liczba
prac na ten temat Jest stosunkowo mata. Podane zestawienie ma jedynie
stanowié ilustracje nastepujgcych spostrzezed:

a) w punkcie iii) nie zacytowano Zadnych prac, gdyZ brak jest tu-
taj nie tylko opracowad monograficznych, ale takze prac przegladowych
(jesli nie liczyé krétkiego przegladu dokonanego przez autora w pracy
[35]); przeglad kilku zaledwie, znanych autoroﬁi, prac z tego zakresu
dokonano w p. 1.3; .

b) chronologia rozwoju tematyki jest zgodna ze wzrostem numerdéw
w kazdej z klas opisu obiektéw; stwierdzié mozna, %e powodem rozwoju
identyfikacji w kazdej z grup byly trudnodci w praktycznym zastosowa-
niu wynikéw teorii sterowania (lub optymalizacji); 2z kolei praktyczne
bariery na jakie napotykala lub napotyka obecnie teoria identyfikacji
powoduje rozwéj badad w punktach o numerach trzy;

c) rozwéj badad w kazdej z podanych grup by uwarunkowany osigg-
nigciem odpowiedniego stopnia dojrzatodci przez teorie funkcji, réwnai
rézniczkowych zwyczajnych i czgstkowych, oraz zapotrzebowaniem na co-
raz bardziej dokiadne formy opisu w naukach iniynierskichj

d) badania w punktach oznaczonych tym samym numerem rozpoczynady
sig w przytoczonej kolejnosSci i ze znacznymi odstepami czasu miedzy
soba; wystepowanie réznic czasowych migdzy nimi tZumaczyé mozna fak-
tem, iz rozwéj nie dokonywal sig¢ na zasadzie prostych uogélnief, lecz
wymagaZ rozwiniecia istotnie nowych metod badawczych; dobrg ilustracjs
jest tutaj pordéwnanie metod badawczych i wynikéw w p. 1 oraz 1), gdzie
na przykiad okazato sig, %e tak fundamentalne pojecie jak'sterowalnoéé
SPS musi zostaé inaczej zdefiniowane, by staé sig w peini przydatne
w SPR (por. prace [022]1);

e) badania w zakresie identyfikacji SPR nie zostaly dotychczas
podsumoviane w formie monograficznej; Jjednakie zawartosé cytowanych
w p. ii) praec przeglgdowych pozwala stwierdzié, Ze poddziedzina ta o-
siggneta stopied rozwoju umozliwiajgcy intensyfikacje badaf w p. iii);

Zarysowany stan badafd, a zwtaszcza wnioski a, b i e, stanowily
Jedng z motywacji do podjecia przez autora prac zwigzanych z metodami
doboru sterowaili w identyfikacji SPR. Drugim z czynnikéw, ktéry o tym
zadecydowat byty - pojawiajgce sie w rdéisnych dziedzinach techniki -
prace aplikacyjne, w ktérych dostrzegano potrzebeg racjonalnego doberu
sterowad uzywanych w trakcie identyfikacji. Najczedciej kierowano sig
w nich wzgledami prostoty realizacji sterowania lub zatwosci identyfi-
kacji, pomijajac jej dok*adno$é. Zatem -prace te nie mogty daé wskazah
dla badad i wynikéw przedstawianych w tej rozprawie. Przyklady kilku
prac tego typu przedstawiono w p. 1.3.



Tabela 1.1
Problematyka Statyczne Dynamiczne Statyczne i dynamiczne
badawcza systemy o systemy o systemy o parametrach
parametrach parametrach roziozonych
skupionych skupionych
I 1 i)
Regulacja i Podsumowanie | Wybdr mono=- Wybdér monografii: [02],
sterowanie giéwnych grafii: (03] [o51,[061,[07]1,L08],
optymalne nurtéw, np. [04],[016]1, (091, 0181, [0201], L0221,
w [010] [0261,[0371, | [0271,[0321,0039], [18].
[o411, [042],
[043]
II 2 ii)
Identyfika- Wybér WybSr mono- Prace przegladowe:
cja monografiis grafii: (0231,[0241,0771,(78]
[o12],(0341, (0121, [013],
(0381, [040] (034], [040]
III 3 iii)
Dobér stero- Wybér mono- 651,027,
wall optymal- grafii 1 (1321
| nych ze wzgle-| prac przeg-
| du na jakodé ladowychs
| identyfikacji to191,[021],
(0331,[034],
[0351,(44]
Uwaga: W powyzsze]j tabeli przez dobdér sterowania optymalnego w odnie-

sieniu do obiektéw badanych w stanie ustalonym (statycznych) rozumied
nalezy odpowiednie zadanie optymalizacji.

Powyzsze zestawienie wskazuje na zwigzki tematyki rozprawy z inny-
mi poddziedzinami automatyki, I tak, dobdr sterowand stuzy mozliwie dok-
tadnej identyfikacji obiektu, co z kolei pozwala ne dokzadniejsze nim
sterowanie., Jednoczesnie metodyka wypracowana w teorii sterowania SPR

moze byé, w pewnym zakresie, przydatna w rozwigzywaniu probleméw przed-
stawionych w tej rozprawie. Innego rodzaju sg zwigzki wystepujgce mie=
dzy problematyka pBnktéw III, 3 oraz iii. Giéwnym elementem wspdlnym sg
tu wskaéniki (kryteria) jakosci identyfikacji, za pomoca ktdérych ocenia
gie przydatnoéé sterowad w identyfikacji. Ich jednolito$é wynika z pray-
Jecia podstawowych pojeé statystyki (teorii estymacji) do konstrukecji
wskaZnika jako$ci. Umozliwia to korzystanie z wielu wyprowadzonych w p.



III schematdw i wzordw, zwiaszcza dotyczacych obliczania pochodnych
funkc jonatéw od macierzy informacyjnych.

Zarysowane zwigzki tematykl rozprawy z innyml poddziedzinami majq
raczej charakter metodologiczny. Zanim zostand wypunktowane cechy spe-
cyficzne tej tematyki, wyjasnié warto réznice terminologii uzytej w p.
III oraz 3 oraz iii. Termin "planowanie eksperymentu® uksztaltowal sie
historycznie w statystyce matematycznej, Wspélézeenq teorie optymalnego
planowania eksperymentu zapoczgtkowaly prace Kiefera i Wolfowitza [45],
f44]. Teoria ta zajmuje sie optymalnym doborem wartosci czynnikéw wpty-
wajgcych na funkcje regresji, tak by maksymalizowaé miarg dokzadnosci
estymacji jej parametréw. Zastosowana w identyfikacji charakterystyki
statyczne] obiektu teoria ta pozwala dobieraé sterowanie stale w cza-
sie, najkorzystniejsze z punktu widzenia dokladnodci identyfikacji
(0331,(034). W odniesieniu do identyfikacji obiektéw badanych w stanie
ustalonym termin "planowanie eksperymentu" wydaje sie adekwatny, gdyz
wartosci wej5é sgq praktycznie jedynymi wielkosciami, na ktdére sekspery-
mentator moze mieé wpiyw. Sytuacja zmienia sig, jezell sq identyfiko-
wane charakterystyki dynamiczne obiektu o parametrach skupionych lub
roztozonych. Teoretycznie eksperymentator moze mieé wpiyw nie tylko na
przebieg w czasie (i przestrzeni) sygnatéw sterujgcych, ale takze na
czestotliwosé prébkowania, sposéb filtrowania, rodzaj i rozmieszczenie
czujnikéw pomiarowych itp. Wszystkie te czynniki majg wpiyw na doktad-
no$é identyfikacji. W tej sytuacji wydaje sig¢ celowe traktowanie ich
wozystkich jako elementéw skadowych planu eksperymentu, Konwencja ta,
stosowana w catej pracy, spowodowata wydzielenie problematyki doboru
sterowa’d w p. 3 oraz iii. Takie rozréinienie terminologiczne spowodo-
wato, 2e tytutem "Experiment design" byty opatrywane tylko te publike-
cje autora, ktére oprécz doboru sterowad dotyczyty tgkze rozmieszcze-
nia czujnikéw pomiarowych, prace [831,[841,[85]. Warto zaznaczyé, ze
badania réwnoczesnego doboru kilku elementéw szeroko rogzumianego planu
eksperymentu znajdujg si¢ we wczesnej fazie, W odniesieniu do SPS zna-
nych jest tylko kilke prac [68],[27],[132], W tej sytuacji celowe wy=-
dawalo sie zbadanie najpierw problematyki doboru sterowad w identyfi-
kacji SPR i doprowadzenie jej do etapu skonstruowania uzytecznych al-
gorytméw,

Zasadniczymi elementami odrézniajgcymi problematyke tej pracy od
teorii sterowania SPR sg:

a) kryteria doboru sterowan, ktdre tutaj sg funkcjonatami macie=-
rzy kowariancji (lub informacyjnej) oszacowal parametréw obiektu,

b) technika otrzymywania warunkéw optymalnodci, ktérej specyfika
wynika stad, ze kryteria zalezg od pewnych tylko charakterystyk stero-
wania - na przykZad od przestrzenno-czasowej funkcjl autokorelacji ste-

rowania,
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Résnice te powodujg, ze otrzymuje sie sterowania optymalne o in-
nym charekterze ni%¢ w teorii klasycznej. Co wigcej, w p. 3.4 pokazano,
%e bezpodrednie zastosowanie rachunku wariacyjnego prowadzi do tak sia-
bego warunku koniecznego optymalnodci, Ze speiniony jest on przez nies-
koficzenie wiele funkcji. Sytuacja taka spowodowala koniecznosé innego
formutowania probleméw i szukania nowych metod ich rozwiagzywania,

Istotne réznice miedzy tematyksa rozprawy a problematyksg 3 wynika-
Ja 23

A. Zaleznobdci sterowania i opisu obiektu od zmiennych przestrzen-
nych, zmieniajgcych sig na ogét w ograniczonym obszarze,

B. Jakosciowych réznic w reakcjach SPS i SPR na pobudzenia zew-
netrzne,

Powytsze réinice powoduja, ze podstawowy aparat analizy harmonicze
nej wykorzystywany w p. 3 okazal sie tuta]j niewystarczajgcy i musiaz
gostaé rossserzony o elementy teorii rdéwnand cairkowych z jgdrem symet-
rycznym, Wymagato to pewnego dopasowania tej teorii do sytuacji, w kté-
rej jadro zalezy nieliniowo od parametru oznaczajgcego czestotliwosé.
Okazazo sie¢ takie, 2e zmienne przestrzenne i parametr czestotliwodci na
ogéx nie dajg si¢ rozdzielié w rozwigzaniu optymalnym.

Wobec podanych réznic i istnienia w literaturze kilku tylko prac.
z tego zakresu, rozprawe ninie jsza zostala oparta w caXosci na opubli-
kowanych wczeéniej pracach [83]),[861,[821,[84]1,(95], (100] lub dotych-
czas nie publikowanych wynikach badari autora. Stanowi wigc ona usyste-
matyzowane podsumowanie pewnego, stanowlgcego zamknigtg cazosé, atapu
badal wasnych optymalnego doboru sterowad w identyfikacji SPR.

Podejmujgc te badania przed kilku laty autor stangal wobec koniecz~-
nosci naXozenia sobie pewnych ograniczer, gdyz liczba probleméw jakie
w praktyce moga sig¢ pojawié jest bardzo duza. Poniewaz stosowane sg
résne formy opisu SPR, wystapid mogg rézne ograniczenia na dopuszczal=-
ne sterowania, Oprécz tego znaczna jest liczba kryteridéw optymalnosci
majgcych jasny sens statystyczny. W tej sytuacji uzasadnione wydawazo
sig wybranie kryterium D-optymalnodci przy ograniczeniu na $redniag moc
sterowania jako problemu podstawowego, ktéry zostal zbadany szczegbzo-
wo (rozdzs 2). Nastepnie w rozdz. 3 pokazano, ze podobne podejscie poz-
wala uwzglednié inne ograniczenia przestrzennego przebiegu sterowania
oraz uzjskaé warunki konieczne i dostateczne optymalnosci dla cazej
klasy kryteriéw liniowych wzgledem odwrotnosci macierzy informacyjnej.

W celu uniezaleznienia wynikéw od konkretnej klasy réwnad o po-
chodnych czgstkowych wybrano opis obiektu za pomocg funkcji Greena jako
podstawowy w rozdz. 2 i 3. Opis ten jest czesto stosowany w rdznych
dziedzinach techniki [1141,(711,(43], oraz teorii sterowania SPR [09].
W pracy {08) sa zawarte obszerne tablice zawierajace funkcje Greena
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wiekszodci stosowanych réwnal o pochodnych czgstkowyeh., Wyniki tej ros-
prawy stosowaé mozna takze wtedy, gdy funkcja ta nie jest dana w posta=-
ci jawnej, lecz wartosci jej uzyskuje sie numerycznie. Zalety opisu

w postaci funkcji Greena zostaty wypunktowane w pracy ib17]. Opis ten,
bedgcy uogdlnieniem pojecia odpowiedzi impulsowej, wydaje sie natural-
ny dla automatykéw i jednoczesnie zblizomy w zakresie zastosowa’d do ab-
strakcyjnego opisu za pomoca teorii péigrup operatordéw [02],[018], (18],
Dodatkowa jego zaletg, z punktu widzenia tej pracy, Jjest jawne wystepo-
wanie w nim zmiennych przestrzennych, co uzatwia analityczne przedsta-
wienie czestotliwoSciowo-przestrzennej struktury sterowad optymalnych.
Précz tego umozliwia on objgcie jednym formalizmem matematycznych od-
dziatywan sterowad roztozonych, brzegowych itp. przez odpowiednie, dla
danego typu sterowania, zdefiniowanie funkecji Greena.

Znaczna cz¢sé wynikéw rozprawy ma charakter asymptotyczny w tym
sensie, Ze obowigzuja one dla dtugiego (teoretycznie nieskoniczonego)
czasu obserwacji. W praktyce wystarcza, by czas ten byt kilkakrotnie
dtuzszy od dominujacej staze] czasowej obiektu. Dzigkl temu zazozeniu
uzyskano konstruktywne wyniki pozwalajace na analityczne obliczanie op-
tymalnych sterowad lub skonstruowanie algorytméw numerycznych. Inne po-
wody przyjmowania tego zalozenia przedstawiono w p. 1.2.

Jako podstawe oceny dokadnodci identyfikacji parametrdw obiektu
w rozdz., 2 i 3 przyjeto macierz informacyjng Fishera, Ocenge wad i za-
let tego podejsScia przedstawiono w p. 1.3. O jego przyjeciu zadecydo-
waXo to, ze uzyskane sterowania optymalne nie zalezg od uzytej metody
identyfikacji, Jjesli tylko ta ostania gwarantujs asymptotyczng efektyw-
no$é estymatordéw. Alternatywne podejscie zaprezentowano w rozdz. 4. Po-
lega ono na asymptotycznym oszacowaniu macierzy kowariancji estymatoréw
uzyskanych konkretna metoda estymacji i przy dowolnym, ustalonym stero-
waniu. A nastepnie na doborze odpowiedniego sterowania. Rozdziaz 4 i~
lustruje jednoczesnie mozliwosci adaptacyjnego doboru ciagu sterowai.
Potrzeba stosowania adaptacji wynika stgd, 2ze otrzymywane sterowania
optymalne czesto zalezg od nieznanych, identyfikowanych parametréw o-
biektu. Powoduje to trudnosci w realizacji sterowania optymalnego.
Trudnosci te, typowe réwniez dla zada’ w p. 3) powoduja, ze do realiza-
cji optymalnego sterowania w rozdz. 2 i 3 potrzebna jest pewna informa-
cja aprioryczna o nieznanych parametrach. Problem ten przedyskutowano
szczegéXowo w p. 1.2. Nalezy jednak podkre$lié, ze informacja apriorycz-
na nie jest potrzebna, jezeli funkcja Greena oblektu zalezy liniowo od
nieznanych parametréw (klase takich obiektdw oznacza sig w pracy symbo-
lem <), Obiekty tej klasy zajmujg w rozprawle wyrdznione miejsce, gdyz
zardwno do oceny dokzadnosci ich identyfikacji, Jjak 1 realizacji opty-
malnych sterowand, nie s3 potrzebne Zadne przyblizenia.
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Dokonamy teraz krétkiego przegladu tres$ci rozprawy. Rozdziat 1 ma
charakter wstepny i zawlera praktyczne przyktady SPR, wykorzystywane w
catej pracy. Sformutowano w nim takze klasg¢ rozpatrywanych zadafd iden-
tyfikacji ze szczegélnym naciskiem na ocene jej dokadnosci. Na te}j
podstawie sformulowano zadania rozpatrywane w pracy. Dokonano takze ana-
ligy kilku prac o tematyce zblizonej do problematyki rozprawy. W pod-
rczdziale 2.1 zbadano podstawowe wzasnosci udrednionej macierzy infor-
macyjnej 1 wyrazono jg w formie zaleznej od widmowej gestodci mocy ste-
rowania. Wyniki te pozwalajg formutowaé rdézne zadania doboru tej ges-
tosci, réwniez takie, ktérych w pracy nie badano. Pozostala czegsé roz-
dziaZu 2 poswiecona jest szczegdtowej analizie zadania D-optymalnego
doboru sterowas z ograniczeniem na usredniong, wzgledem zmiennych przes-
trzennych, moc sygnaiu.sterujgcego. Otrzymano warunki konieczne i dos-
tateczne optymalnosci (p. 2.2), ktére pozwolity wyjaénié strukture cze-
stotliwodciowo~przestrzenng sterowania optymalnego i zaproponowadé spo-
soby jego realizacji (p. 2.3). Réwnolegte wyniki dla calej klasy kryte-
riéw L-optymalnoSci przedstawiono w p. 3.2. RozdziaX 2 kofczy sie pro-
pozycja algorytmu numerycznego, kidéry zbadano teoretycznie (p. 2.4) i
przetesfowano na przyktadzie identyfikacji parametréw rdéwnania przewod-
nictwa ciepia (p. 2.5). RozdziaX 3 ma bardziej przegladowy charakter.
Sformutowano w nim kilka zadai D-optymalnego doboru sterowad przy in-
nych niz w rozdz. 2 ograniczeniach i podano warunki optymalnos$ci. Przy-
k*ady ich zastosowania do analitycznego znajdowania sterowan zestawiono
w p. 3.3. Podrozdziat ten zawiera takze wyniki badaid symulacyjnych,
ktére'ilustrujq Jak duzg dokadnoi¢ identyfikacji mozna osiggnaé przesz
zastosowanie sterowania optymalnego. Podrozdziaz 3.4 zawiera wstepne
rozpoznanie specyfiki analogicznych zadah przy skorficzonym horyzoncie
obserwacji.

Alternatywne w stosunku do rozdz. 2 i 3 podejscie, zaproponowane
w rozdz. 4, oméwiono juz wczesniej. Warto tylko wskazad, 2e pomimo is-
totnych réznic w aformutowaniu zadania, warunki optymalno$ci uzyskuje
sie podobnie jak w p. 2.2. W rozdziale tym przedstawiono réwniez wyniki
symulacyjnej weryfikacji podejscia adaptacyjnego.

w épisie literatury na koficu pracy podano wszystkie, znane autoro-
wi, prace o tedatyce zblizoneJ do problematyki rozprawy, a wigc takze
te, w ktdrych dokXadnodci identyfikacji SPR uzyskuje sie przez odpo-
wiednie rozmieszczenie czujnikéw pomiarowych., Bibliografia ta nie pre=
tenduje natomiast do kompletno$ci w opisach, sterowaniu i identyfikacji

SFR, Licgba prac na ten temat jest tak duza, %e wymieniono tylko waz -
nieisze monografie i prace przegladowe oraz publikacje posrednio lub
bezpoéradnio wykorgystane w rozprawie.
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Przyjeto zasade, ze dowody wynikdéw wczednie] opublikowanych nie

8g przytaczane, natomiast dowody wynikéw pomocniczych zamieszczono
w dodatkach na koficu rozdziaidw,
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Autor dziekuje wszystkim osobom, ktdre zapoznaty si¢ z maszynopi-
sem tej pracy. Ich opinie i uwagi wptynely na sposdéb prezentacji mate-
riazu,

1. FORMUEOWANIE ZADAN DOBORU STEROWAN W IDENTYFIKACJI OBIEKTOW
O PARAMETRACH ROZIOZONYCH

Po ukazaniu sig przegladowej pracy (77], w literaturze na temat
identyfikacji obiektdéw o parametrach roztozonych przyjeto sie wyrdznia-
nie etapéw procedury identyfikacji. Mimo, ze podziaz na etapy jest w du-
3ym stopniu umowny, to utatwia on organizacje badaf i prezentacje ich
wynikéw., Na potrzeby niniejszej pracy wyrdéinimy nastepujsce gléine eta-
PYy.

Etap 1. Sformulowanie matematycznego opisu badanego procesu z dok-
tadnoécig do nieznanych parametréw podlegajgcych identyfikacji.

Btap 2. Wybdr metody identyfikacji i ocena jej dokadnos$ci.

Etap 3. Dobdr sterowafi i ewentualnie innych czynnikdw tak, by do-
kYadnoéé identyfikacji osiggneta zadang wartodé lub byta maksymalna.

Etap 4. Wykonanie pomiardw i obliczenie oszacowad nieznanych para-
metrdéw,

Etap 5. Weryfikacja hipotez przyjetych w etapie 1; podjecie decy-
-2ji o zakoidczeniu procedury identyfikacji lub o je]J powtdrzeniu.

W niniejszej rozprawie zajmowaé sie bedziemy etapem 3. Jednakze
sformuowanie konkretnych zadaid doboru sterowafd maksymalizujacych dok-
Yadnosé identyfikacji zalesy od rozstrzygnieé przyjetych na wczesniej-
szych etapach. Dlatego oméwimy je bardziej szczegétowo w tym rozdziale.
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Jeszcze raz podkreslamy umowno$é powyzszego podziatu, wynikajagcg
ze $cisiych zwigzkéw miedzy poszczeglélnymi elementami procedury iden=-
tyfikacji. Zwkaszcza dyskusyjna jest kolejno$é etapéw 2 i 3 i wrécimy
do niej w p. 1 oraz w rozdz. 4, gdzie okaze sig, Ze przy adaptacyjnym
doborze sterowanl etapy 2, 3 i 4 wielokrotnie si¢ powtarzajg.

1.1, Opis _matematyczny obiektéw o parametrach roziozonych

Decyzja o tym, czy badany proces traktowal jako obiekt o paramet-
rach roztozonych (tzn. czy do jego opisu niezbedne sg zmienne stanu za=-
lezne od wspdirzednych przestrzennych i ewentualnie czasu), czy tez
wystarczajgco doktadne jest traktowanie go jako obiektu o parametrach
skupionych, tylko w prostych przypadkach moze byé podjeta a priori.

W sytuacjach bardzie] ztoZonych wasciwe wydaje sie traktowanie procesu
jako obiektu o parametrach roztozonych i dopiero po identyfikacji jego
parametréw podjecie préb uproszczenia otrzymanego opisu.

Formowanie réwnai opisujacych badany proces jest domeng poszczegdl-
nych dyscyplin naukowych i, mimo préb [121],[61], nie w peini poddaje
sig¢ formalizacji. W niniejszej rozprewie przyjmowaé bedziemy, Ze réwna-
nia opisujace proces zostaty juz otrzymane: badZ to przez szczegélowa
analize, badZz tez prayjecie, na podstawie posiadanych informacji, ze
badany proces mozna opisaé znanymi rdéwnaniami. Niezaleznie od drogi u-
zyskania rdéwnaif prbgpau zawierajé-one nieznane parametry (wspdtczynni-
ki), ktérych wartalci zaless od konkretnego procesu.

‘Podane zostang przykady réwnaid o pochodnych czgstkowych i proce-
séw, ktdére za ich pomocg mozna opisad. Przytaczane rdwnania sg znane
oraz stosowane w poszczegbélnych dziedzinach techniki i pexnig w tej
pracy role wielokrotnie uzywanych przykaddéw, wskazujgc Jednoczesnie
potencjalne zastosowania. Sg one przy tym tak dobrane, ze reprezentujag
poszczegélne klasy réwnaid o pochodnych czgstkowych i typowe wlasnosci
ich;rozwigzai.

Stosowane bgdg nastegujgce podstawowe oznaczenia:

W= [ u (2 J € R , wektor wapdirzednych przestrzennych,
q(Ryt) - zmienna stanu obiektu w punkcie » w chwili ¢, u(x,t) - wy-
muszenie zewngirzne oddziazujace na proces w punkcie ®# i chwili 't (da-
lej odgrywaé ono bedzie role sterowania). a = [8(1),3(2), s s ’a(r)]v -
wektor nieznanych parametréw. Gdy potrzebne bedzie jawne wskazanie za-
leznosci stanu obiektu q nie tylko od u,t, lecz takze od wektora pa-
rametréw a, uzywane bedzie oznaczenie q(m,t;a). Srednik w oznaczeniu
tym podkresla, 2e zaleznodé q od y,t ma inne Zrddio niz zaleznosdé
od a, ktéra jest wynikiem parametryczne] zaleznosci r.r.cz. od wepSi-
czynnikéw charakteryzujacych badany /proces, Podobna konwencja uzywana
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bedzie w stosunku do innych funkcji zaleznych od &, bez powtarzania
komentarza.

Przez g(w,X,t;a) oznaczaé bedziemy odpowiedZ impulsowg badanego
procesu, zwang tez jego funkcja Greena. Jest ona zdefiniowana dla pro-
ceséw opisywanych liniowymi i stacjonarnymi r.r.cz. jako odpowied?

w punkcie x W chwili t na wymuszenie w postaci impulsu jednostkowe=-
go (delty Diraca), przytozone w punkcie =x (por. np.[1151,[08)). Pod-
kreslié nalezy, ze odpowiedZ impulsowa jest obliczana przy zerowych wa-
runkach poczgtkowych oraz speinieniu jednorodnych warunkéw brzegowych
wystepujgcych w opisie procesu.

Uwaga 1.1.1

Spotyka sie rdéwniez inne rdéwnowazne okreslenie funkcji Greena
w problemach brzegowo-poczatkowych dla r.r.cz. Jest ona definiowana ja-
ko suma tzw. rozwigzania podstawowego i funkcji speiniajgcej jednorodne
r.r.cz., z warunkami brzegowymi i poczgtkowymi. Przyjete przez nas.okres
lenie jest blizsze okresleniu odpowiedzi impulsowej dla obiektéw o pa-
rametrach skupionych, majgcemu tradycje w automatyce.

Za pomocg odpowiedzi impulsowe]j rozwigzanie r.r.cz. przy wymusze-
niu u oraz zerowych warunkach poczgtkowych i jednorodnych warunkach
brzegowych przedstawié mozna w postaci (por. np. [1151, [1141):

t
gix,t) = j f g(n,x,t=-138)u(x,v)dxd , (1.1.1)
o Q
gdzie Q c:Rl jest otwartym jednospdéjnym obszarem, w ktérym zachodza
przestrzenne zmiany badanego procesu., Poniewaz g Jest odpowiedzig im-
pulsowg fizycznego procesu, wiec zakladaé bedziemy, %e speknia ona tzw,
warunek fizykalnej realizowalnosci, tzn.

Z1) g(n,x,t3a) = 0 dla t <0; w,xe Q.

Zamiennie z odpowiedzig impulsowg postugiwad si¢ bedziemy jej transfor-
mata Fouriera wzgledem czasu, okreslong wzorem:

(e ]
G(n,x, jusa) & .[ g(n,x,t;a)e'j“ﬁdt. (1.1.2)
-
Warunki jakie powinny spe*niaé funkcje g, u,.G, aby zagwarantowaé ist-
nienie cat*ek w (1.1.1), (1.1.2) i we wzorze (1.1.3) podane zostang
w dalszej czeSci rozdziazu. Funkcja E, zwana dalej transmitancjgq widmo-
wa miedzy punktami x i ® , pozwala zapisaé (1.1.1) w postaci:

E(N,jw) =Qf G(x, X, jusalu(x, jw)dx, (1.1.3)



18

gdzie. q(x,jw) 1 @(x,Jjw) sa odpowiednio transformatami Fouriera sygna-
¥éw q(®,.) i u(x,.) wzgledem argumentu czasowego.

Przykzad 1.1
Rozwaszmy obiekt opisany réwnaniem pierwszego rzedu typu hiperbo-
licznego:

aq(nuyt) 3q(at,t)

+V + aq(i,t) = uy(u,t) (1.1.4)
at

dla x€ Q £ (0,L) 1 t > 0 z zerowym warunkiem poczatkowym q(x,0) = O,
gdzie v >0 i L> 0 s3a zadanymi parametrami. Réwnanie (1.1.4) uzupez-
niane jest warunkiem brzegowym, na przykxad o postaci:

q(0,t) = uy(t), t >0, (1.1.5)

Réwnanie (1.1.4) jest uzywane do opisu wielu proceséw. Przykiadowo uwa-
%a sie, %e dostatecznie dokzadnie dla zastosowan opisuje ono:

a) proces nagrzewania materiatdéw w piecach tunelowych (por. np.
(06]), wéwczas q interpretowane jest jako temperatura, v jako pred-
kodéé przesuwania sie materiau, a uy jako intensywnoé$é nagrzewania,

b) proces suszenia izolatordw ceramicznych w piecu tunelowym prazy
podobnej jak wyzej interpretacji parametréw [122] z tym, ze uq(n,t)
jest intensywnoscia ogrzewania przez palniki gazowe roztozone w gposéb
ciggtry wzdiuz pileca,

¢) reaktor rurowy, w ktérym intensywnosé reakcji przybliza sie
skZadnikiem a4.q, natomiast q Jest stezeniem reagentu, Uy jest steze-
niem reagentu na wlocie reaktora, zas u; = O (por. (231),

d) proces rozprzestrzeniania sie i rozpadu zanieczyszczenia o ste-
2enin q w rzece przy zazozeniu, Ze predko$é nurtu v jest na tyle
duza, by mozna byto pomingé dyfuzje wzdtuz nurtu.

Wzgledna tatwo$é znajdowania rozwigzan rdéwnania (1.1.4) powoduje,
%e zagadnienie identyfikacji parametréw nie nastrecza wigkszych trud-
nodci, zwtaszcza jezeli mozliwe jest zastosowanie oryginalnej techniki
zaproponowanej w pracy fﬁ22], a opartej na wykorzystaniu pomiardéw z ru-
chomego czujnika.

Nietrudno sprawdzié, ze rozwigzanie zadania (1.1.4), (1.1.5) i
réwnania (1.1.4) z jednorodnym.warunkiem brzegowym po zastgpieniu uy
przez u(u,t) ='60u)4u2(t) + u1(u,t) 83 takie same. &{(u) oznacza dys-
trybucje. zwang deltg Diraca, a rozwigzania nalezy rozumieé w sengie
dystrybucyjnym (por. np. [108]). Transmitancja widmowa miedzy punktami
%, w € @ procesu (1.1.4), (1.1.5), gdy u, = 0, md postaé (por. [08]):

G(#,x,jwga) = 1(n=x) exp{ - .ELé—g(n-x)], (1.1.6)
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gdzie 1(x) jest funkcjg skokn jednostkowego (funkcjg Heaviside ‘a).
2 punktu widzenia dalszych rozwazad istotna jest réznicszkowalnosdé
(1.1.6) wzgledem, parametru a.

Poprawnosdé (1.1.6) wynika stgd, Ze operator okreslony formalnym
wzorem

dh(x)

ax

(Ah)(x) & -v - ah(x), (1.1.7)
a zdefiniowany na zbiorze D(A) 2{n: h € H'(0,1),h(0) = 0}o wartos-
ciach w L2(Q) jest infinityzemalnym generatorem silnie ciggrej pdzgru-
py operatoréw, co udowodniono w pracy (18] na s. 24. W monografii tej
znale?é teZ mozna potrgsebne definicje przestrzeni Sobolewa B 1 gene-
ratora pé2grupy oraz inne.

Przykzad 1.2
Réwnanie przewodnictwa ciepta w osrodku jednowymlarowym ma postaé:
3q(n,t) azq(n,t)

= a - 8,q(n,t) + u(n,t) (1.1.8)
at 1 au2 o ’

dlax€ Q2 (O,m) 1 t > 0. Wyprowadzenie tego réwnania moizna znalezé

w wielu Zrdédzach (np. [61],[43],(20] ). W réwnaniu tym q interpreto-
wane jest jako temperatura osSrodka, u Jest intensywnodcig Zrédez
ciepta (np. przy nagrzewaniu indukcyjnym), a, jest temperaturowym
wspétczynnikiem przewodnictwa (por. [61]). Wspéiczynnik a, natomiast
charakteryzuje intensywnoéé wymiany cliepia z otoczeniem o temperaturze
0. Zwykle przyjmuje sig, Ze a4, 8, 88 parametrami statymi. Réwnanie to
jest uzywane jako skadnik opisu wielu proceséw takich, jak nagrzewa-
nie wlewkéw przed walcowaniem [06), nagrzewanie sie zlo%a katalizatora
w reaktorach chemicznych [20], suszenie piyt betonowych itp. Przy in-
nej interpretacji zmiennych ma ono réwniez zastosowanie do opisu proce=-
séw dyfuzjli wéd gruntowych [56] oraz zanieczyszczed [(48].

Teoria tego réwnania jest jedng z lepiej opracowanych, Wyniki do-
tyczgce istnienia, jednoznaczno$ci i regularnodei jego rozwigzaf, przy
réznych warunkach brzegowych, znaleZé mozna przykladowo w pracy [108],
(1101,[031) (w sformutowaniu wariacyjnym) oraz w pracach [18], [113]

(w jezyku teorii pdigrup). Dlatego podane zostang tutaj tylko fakty i=
lustrujgce zaXozenia przyjmowane w rozdz. 1-3.
Przy warunkach brzegowych typu Dirichletas

q(0,t) = 0, q(n,t) = 0 dla t > 0, (1.1.9)

odpowied? impulsowa obiektu (1.1.8) ma postaé (por. np. prace [181],
[1151):
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X, —n (a)t
g(%,x,t3a) = EE: e E
k=1

vk(X)vk(‘ﬁ), (1.1,10)

gdzie a 2 [31,a2]', vk(x) = Y2/n sein(kx);k=1,2, ..., natomiast
Ap(a) = 8,k% + 8y, k=1,2, oou o (1.1.11)

Podobnie, z warunkami brzegowymi typu Neumena

Dq(x.t) Bq(x,t)

=0 dla t > 0, (1.1.12)
X= R

x=0 ox

ax

odpowiedZ impulsowa ma postaé (1.1,10), przy czym vo(x) =V1/n, vk(x):
=Y 2/n cos(kx); k=1,2,... (por. [18],[115]1), a sumowanie nalezy zaczaé
od k = O,

Mozna wykazad, %e szereg w (1.1.10) jest rézniczkowalny wzglgdem
»n 1 t oraz, %e pochodne mozna otrzymaé réiniczkujgc pod znakiem sumy
we wzorze (1.1.10) (por. np. [1151),

Z nasszego punktu widzenia istotna jest réwniez rézniczkowalnosé
wzgledem a,,8, oraz mo2liwodé otrzymania pochodnych przez rézniczkowa-
nie szeregu w (1.1,10) "wyraz po wyrazie". Mozna to udowodnié wprost,
lecz w tym przypadku nie Jest to potrzebne - wystarczy zauwazyé, ze
funkcja g we wzorze (1.1.10) zalezy od parametrdw 84,8, W taki sam
sposéb jak od t.

W monografii [039] pokazano w jaki sposéb sprowadzaé rézne zagad-
nienia brzegows niesjednorodne dla réwnania (1.1.8) do zagadnied z jed-
norodnymi warunkami brzegowymi.

Uwaga

v powyzszym przyktadzie funkcje wiasne vk(n) k=1,2, ... operato-
ra a1(8 /au?) -8y 8 warunkami brzegowymi (1.1.9) lub (1.1.12) nie za-
lezg od wektora a, Natomiast wartosci wiasne (1.1.11) zaleza od a
liniowo. WZasnosci te zachodzg dla ogdélniejszej klasy operatordéw (por.
[(82]1) i byty przez autora wielokrotnie wykorzystywane w rdéznych zada-
niach identyfikacji i doboru sterowa’d (por. prace [90],[85],[991).

Przykad 1.3

Przyk2ad ten jest nieco inny niz dwa poprzednie, gdyz obejmuje
pewng klasg proceséw, Przytaczamy go w celu wskazania, %e wyniki roz-
prawy mogg by¢ stosowane w zadaniach estymacji parametrdéw w zaleznych
od zmiennych przestrzennych wsp$zczynnikach r,.r.cz.

Rozwasmy obiekt opisany réwnaniem

3qingt)

= B q(uyt) + e-b(usadaln,t) + ulxn,t) (1.1.13)
at L



21

dla t >0 1 nx € Q C»Rl; gdzie B, jest znanym operatorem, ktérego o-
kredlenie zawiera jednorodne warunki brzegowe (zwZaszoza Jjako B, mozna
przyjaé operator wystepujgcy w przyktadzie 1.1 lub 1,2). Zaktadamy, Ze
zmienny wepStczyanik b(m3a) w (1,1,13) ma postaé:

r
b(xsa) = ) a5 9y(x), (1.1.14)
i=1

gdzie ¢i(.) : Q—R, i=1,2, +.. ,r, Jjest zadany? uktadem liniowc nieza-
lesnych funkcji, natomiast a = [31,32,‘... ;ar] jest wektorem statych
parametréw. podlegajacych identyfikacji. Zauwazmy, 2e przez odpowiedni
wybdr {Qi}.)} wyrazenie (1.1.14) z dowolna zadang doktadnosclg aprok-
symowaé moze przestrzenng zmienno$é wspdtczynnika., Pigurujgcy w (1.1.13)
parametr liczbowy € Jest tzw. "malym parametrem™ o znansj wartosci.
Jego obecnos$é pozwala zastosowadé znang technike perturbacyjna (por. np.
monografie [41]) do znalezienia reprezentacji rozwigzania (1.1.13).
Praktyczne przykiady zastosowania tej techniki w zadaniach identyfika-
c¢ji znaleZé mozna w pracy autora [98], a jej walorom teoretycznym w i-
dentyfikacji nieliniowych r.r.cz. jest poswigcona praca [96],

Zgodnie z metodg perturbacyjng, odpowiedzi impulsowe] obiektu
(1+1.13) poszukiwaé bedziemy w postaci:

g(n,x,t3a) = ko(u,x,‘c) + e f(u,x,t3a) + O(e), (1.1.15)

gdzie O(€) oznacza cztony rzedu mniejszego nit e. Wystepujgca w
(1.1.15) funkcja ko jest odpowiedzigq impulsowg procesu opisanego réw-
naniem:

aq(lnt)

= B qlx,t) + u(n,t), neQ, t> 0 (1.1.16)
3t "

i wobec znajomosci B, zakradamy, i%z jest ona znana, natomiast funkcja
f podlegaé bedzie okresleniu. Podkreslié nalezy, %e istnienie odpowie-
dzi o postaci (1.1.15), jak i stosowane dalej przeksztatcenia, wymagajg
scistego uzasadnienia w kazdym rozpatrywanym przypadku. Uzasadnienie
takie trudno podaé bez sprecyzowania operatora By oraz funkcji { 91} i
dlatego dalszy wywéd traktowaé trzeba tylko jako wzorzec postepowania
formalnego. W postgpowaniu tym (poczawszy od (1.1.15)) csiony rzedu
O(e) bedziemy pomijad.bez komentarza.

Po podstawieniu (1.1.15) do (1.1.13) 1 skorzystaniu z okreslenia
k, otrzymemy dla f nastepujgce réwnanie:

af(w,x,t;a)
’—-——'——-a—t—-—'—- = Buf(u,x,t;a) + b(l;a) ko(n,X.t) (101-17)
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dla x€ Qi t > O. W réwnaniu tym ostatni czion peini baka samg role
jak wymuszenie zewnetrzne. Spostrzezenie to pozwala zapisaé odpowieds
impulsowg (1.1.13) w postaci:

r
B tia) = kgOux,t) + e - ) ak, (x,x,8), (1.1.18)
i=1
gdzie dla i=1,2, ... ,T
t
ki(ﬁ,x,t) = f f ko(n,y,t-T)wi(y)ko(y,x,T)dydT. (1.1.19)

o Q

Zauwazmy, %2e (1.1.18) obowigzuje z doktadnoécia do cztonéw rzeda O0(e),
ale jesli ich pominiecie jest dopuszczalne, to jest ono bardzo dogodne
w identyfikacji (por. [98]).

Inne przykiady wskazujgce na mozliwosci zastosowah rezultatéw
rozprawy W zadaniach identyfikacji parametréw r.r.cz. typu hiperbo-
licznego oraz w przypadkach dwu- i tréjwymiarowych obszardéw przestrzen-
nych znale%é mozna w pracach autora [85],[93].

Przejdimy do sformutowania podstawowych zalozen dotyczacych opisu
matematycznego identyfikowanego procesu, ktére obowigzywaé begdg w
rozdz. 2 i 3. Zatozenia te opatrywaé¢ bgedziemy komentarzami dotyczgcy-
mi zakresu ich stosowalnosci lub mozliwoSci ich ostabienia kosztem
komplikacji wzordw.

Powyzsze przyklady wskazujg, ze postugiwanie sig odpowiedzig im-
pulsowg i wzorami (1.1.1) oraz (1.1.2) pozwala prosto wyrazié wpiyw
sterowania u na stan q, oraz ze w wielu waznych przypadkach odpo-
wied4 impulsowa g dana jest jawnym wyrazeniem zaleznym od niezna-
nych parametréw 89850 eco 8. Znajomos$é analitycznej postaci fumkcji
g W tej pracy nie jest konieczna. Wystarczy postugiwaé sie jej przyb-
lizeniem numerycznym, otrzymywanym w wyniku wielokrotnego rozwigzania
réwnania .procesu dla roéznych potozeh wymuszenia punktowego.

Mimo opracowania kilku grup skutecznych metod numerycznych dla
r.r.cz. (por. np. prace [25],[42]) obliczenie odpowiedzi impulsowej
moze byé czaso- i pamieciochionne. Jednakze w zadaniach identyfikacji
taki naklad obliczeniowy moze byé opiacalny ze wzgledu na konieczno$é
wielokrotnego obliczania odpowiedzi obiektu dla réznych warto$ci para-
metréw i sterowan. Dlatego przyjmujemy nastepujgce zalozenie:

Z2) Odpowiedz impulsowa g(u,x,t;a) badanego procesu jest znana z do-
ktadnosciq do wektora stalych parametréw a € R'. Oznacza to, ze
dana jest funkcja g : (2xQx R x /) —R, gdzie Q CRl jest ot-
wartym jednospéjnym obszarem wspdéirzednych przestrzennych proce-
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su, natomiast A C :al Jest zbiorem dopuszczalnych parametréw

i takim, ze dla pewnego a’€ £ funkcja g, x,t3a°%) jest odpowie-
dzig impulsowg badanego procesu. Wektor ao, nazywamy w dalszym
ciggu wektorem parametréw badanego obiektu, podlegaé bedzie esty-
macji na podstawie pomiaréw.

Przyjecie powyzszego zatozenia wynika stad, se réwnania procesu
otrzymuje si¢ w wyniku zastosowania praw zachowania masy, energii itp.
oraz wielokrotnie weryfikowanych zwigzkéw komstytutywnych.

Po identyfikacji zaloienie to powinno zostaé ponownie zweryfikowa-
ne (por. wstep do niniejszego rozdziatu). Zbidér dopuszczalnych paramet-
réw odzwierciedla posiadeng informacje aprioryczna o nieznanych para-
metrache.

Uwaga 1.1.2

Parametry a € A sg zwykle istotnymi charakterystykami materiatéw
i 83 czesto mierzone, a nawet tablicowane, co pozwala czasem zawezié
zbiér /A do pewnego otoczenia ich wartosci nominalnych, oznaczanych da-
lej przez a.

W celu uwzglednienia wystepujgcych w zastosowaniach ogreniczen w
mozliwosciach pomiarowych i w oddzialywaniu na proces, w zbiorze Q wy-
réznimy dwa podzbiory Qp i Q,, interpretowane odpowiednio jako 2biér
punktdéw, w ktérych mozliwe jest dokonywanie pomiaréw stanu q 1 dopusz-
czalnych punktéw oddziatywania sterowania wu.

Z5) Zbiory @ i 9 sa domkmigte i ograniczone w 7.

3)
Z4> Przyjmowaé bgdziemy, ze u(x,t) jest zerem dla x ¢ Q, oraz, ze
dla kazdego T skoniczonego catka

)
%ff w2 (x, t)dxdt
o Q

istnieje i jest skoAczona; T jest diugoscia przedziatu obserwacji.

5) Dla kazdego a€ £ , » € Qp funkcja g(u,x,t3a) jest ciggla wzgle-
dem tych argumentéw dla prawie wszystkich (x,t) € g, x (0,71,

Zg) Istnieje funkcja F : @, x [0,7] — R* taka, ze dla wszystkich
a€ef 4 n € Qp lg(n,x,t3a)] < F(x,t), dla ktérej catka
D
] sz(x,t)dxdt
o Q,

istnieje i jest skoficzona.
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Uwzgledniwszy okreslenie zbiordw Qp i Q,, odpowied% obiektu
(1.1.1) przy zerowych warunkach poczgtkowych i jednorodnych warunkach
brzegowych zapisaé mozna w postaci:s

t
alu,t) = ] f g(nyx, T3 2)u(x, t~- Ddxd ¢ (1.1.20)

0 ‘Qu

dla R € Qpit>0.

Uwaga 1.1.3

Zalozenia Z3 i 26 zapewniaja ciggtosé wyrazenia podcaikowego w
(1.1.20) wzgledem w € Q_ 1 ac A dla prawie wszystkich (x,t) oraz je-
go majoryzacje przez |u(x,t)|-F(x,t). To ostatnie wyrazenie jest, na
mocy nieréwnoSci Schwartza oraz Z, i Zg, funkejg éalkowalnq na Q, x
x [0,T]. WtasnoSci te wyczerpujg zalozenia twierdzenia (por. [110] tw.
45, str. 51) zapewniajgcego istnienie catki w (1.1.20) i jej cigglosé
wzgledem ® € Q_ 1 ae€ A .

Postugiwanie sie transmitancjg widmowg G wymaga przyjecia zato-
zenia gwarantujgcego istnienie catki w (1.1.2). Warunkiem dostatecznym*
ktéry to zapewnia Jest

Z7) Dla kazdego ne€ Q_ , X € Q , a € &

P
[s o}
flg(u,x,t;a)ldt < o
- 00

Jednoczeénie zalozenié to zapewnia stabilnosé badanego obiektu (por.
op. [36),0114]).

Jezeli dostepne sg pomiary, to powyisze zalozenia Z1-Z7 pozwalajg
na identyfikacje. Nie umozliwiajg one jednak oceny Jjakosci identyfike-~
cji, bez ktérej uzyskane oszacowania parametréw sz tylko zestawem
liczb. Ocena doktadnoéci oszacowan wymaga znajomoS$ci wrazliwosci stanu
qQ na zmiany parametréw 84185 +++ ,a8,. Analizy pojecia wrazliwoéci
w uktadach sterowania dokonamno w pracy [044], W monografii tej opraco-
wano tez ogdlng metodyke badania wrazliwosci. Dla celdéw tej rozprawy
wystarczajgce jest ograniczenie si¢ do wyrazenia wrazliwosSci przez po-
chodne 3q/9a; i=1,2, .. ,T. AbY zapewnié ich istnienie i mozliwosé
obliczenia na podstawie przyjetych danych, potrzebne bedg nastepujgce
zatozenia.

ZS) Pochodne ag(x,x,t;a)/aai, oznaczane dalej przez kj(x,x,t;a),

i=1,2, «ee T, istniejg i sg ciagiymi funkcjami wektora a € 4 dla
prawie wszystkich wartoéci » € Qp, x € Q,y t€ {o,T].
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Istniejg funkeje £, : a_ x @, x [0,7]— R* takie, se dla kas-
dego a € A lk;(n,x,658)1 <f5(n,x,t), dla ktérych cazki

[ fff(u,x,t)dxdt, 12152, eee o7
a

u ]

istniejg i sa skonczone dla wszystkich ® € Qp.

Istniejg state O <Ci <eo takie, %e dla kazdego %€ Q
ae A

210) p’ X € Qu’

oo
f]ki(n,x,t;a)ldt < Ci 121,25 eee 4T &
- QD

Uwaga 1.1.4

Zatozenie Z8 zapewnia rézniczkowalnos$é wzgledem a;, 1 =12, ...
ees o Wyrazenia podcatkowego w (1.1.20). Nieréwno&é Schwarza oraz 2,
i 29 pozwalajg stwierdzié, iz wyrazenie to jest majorysowane przez fun-
kcje catkowalng. W ten sposéb spienione sg zatozenia twierdzenia o réz-
niczkowalnoséci catki wzgledem parametréw (por. [110], tw. 46, s. 52).
Na mocy tego twierdzenia istniejg pochodne yi(u,t) = aq(n,t;a)/aai
1i=1,2, +¢« yr i mozna je otrzymaé przez rézniczkowanie pod catkami
w wyrezeniu (1.1.20), tzn.

t
yi(u,t) = [ ]‘ ki(u,x,z;a)u(x,t-r)dxdt . (1.1.21)

<] Qu

Zatozenie Z10 zapewnia istnienie transformaty Fouriera funkcji
ki(n,x,.;a).
Podsumowujgc ; badany proces jest opisany przez zwigzek

t
q(n,t;a) = [ f g(n,x, 138 )u(X,t=1)dxd T » (1.1.22)

o] Qu

Obowigzuje on przy zerowych warunkach poczatkowych. Zalozenie to przy-
jeto ze wzgledu na asymptotyczny charakter wynikéw rozdz. 2 i 3, w
ktérych warunki poczgtkowe nie odgrywajg roli. Wczesniej pokazano tes,
ze przyjecie w (1.1.22) jednorodnych warunkdéw brzegowych jest dopusz-
czalne, gdyz ewentualne sterowania brzegowe mogg byé formalnie wigczone
W sterowenie roztozone u. 2 procesem (1.1.22) zwigzany jest wektor
wrazliwoéci y(u,t3a) 2 [yq(u,t;a), o ae ,yr(n,t;a)lv, ktéry mozna obli-
czyé nastepujgcos
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t

y(n,t3a) = f f k(u,x,t3a)u(x,t-ndxd 7, (1.1.23)

o Qu

v
gdzie k(m,x,t;a) & [k1(t,x,t;a), ids ,kr(u,x,t;a)] .

W klasie procesdédw, ktdére mozna opisaé przez zwigzek (1.1.22), wy-
résnimy wazng, z punktu widzenia identyfikacji, podklase o odpowie-

dziach impulsowych postaci:

r
g, x,t5a) = k (6%, 8) + Z ask; (%, %, ), (1.1.24)
i=1

gdzie funkcje ki(a,x,t) iz0,1,2, ... ,r 83 znane, natomiast state para-
metry 8y i=1,2, ¢« ,r nie sg znane i podlegajg identyfikacji. Podkla=-
s¢ te nazywaé bedziemy klasg Z ze wzgledu na afiniczng zaleinoéé g

od wektora ae.

Ze wzgledu na interpretacje dalszych wynikéw podkreslié nalezy, ze
dla obiektéw z klasy Z wektor wrazliwosci y(u,t;a) oraz wektor
k(®,x,t38) nie zalezg od wektora a (w takiej sytuacji argument ten be-
dziemy opuszczaé). Przykiad 1.3 pozwala nadaé jedng z mozliwych inter-
pretacji fizycznych opisom z klasy & .

Ograniczenie sie do systeméw stacjonarnych powoduje, ze przyjety
tutaj przedziat obserwacji [0,T] jest umowny. W rozdziale drugim i
czeSciowo w trzecim wygodniejsze bedzie przyjecie przedziatu obserwacji
o postaci [ -1/2,T/2). Wéwczas przedziaty catkowania (0,T] wystepujace
we wzorach tego rozdzialu nalezy odpowiednio zmienié. ’

1.2. Pomiary, sformutowanie zadania estymacji i ocena jej dokladnosci

W podrozdziale tym przedstawimy zatozenia dotyczgce pomiaréw sta-
nu obiektu. Na ich podstawie sformulujemy zadanie identyfikacji obiek-
tu opisanego w p. 1.1. Jak sie okaze, identyfikacja polegaé bedzie na
estymacji wektora parametrow obiektu. Takie sformulowanie zadania i-
dentyfikacji pozwala skorzystaé¢ ze znanych w teorii estymacji wynikéw
dotyczgcych oszacowania dokladnoci identyfikacji za pomocg nieréwnosb-
ci Rao-Cramera. W dalszej czeéci podrozdziatu przedyskutowane zostang
mozliwo8ci praktycznego wykorzystania oszacowania Rao-Cramera w prob-
lemie doboru sterowai z punktu widzenia jakoéci identyfikacji.

W podrozdziale tym wystepujgce zakidécenia sformutowano w klasycz-
ny sposéb jako addytywne zakiécenia pomiarowe. Pormalizacja zakidcen
w postaci niemierzalnego sygnatu oddziaxujgcego, podobnie jak sterowa-
nie ns badany obiekt, wymaga innego podejscia do zadania identyfikacji
i doboru sterowari. Dlatego problem ten przedstawiamy osobno w rozdz. 4.
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Pomiary. W pracach na temat identyfikacji obiektéw o parametrach
roztozonych problem adekwatnej matematycznej formalizacji mierzonych
wielko$ci jest jednym z najczesciej dyskutowanych (por. prace [104],[6],
(11,[771). Ze wzgledéw teoretycznych wygodne byioby przy jecie tzw. po-
miaréw roziozonych, dokonywanych we wszystkich punktach przestrzennych
pewnego obszaru. Pomiar taki bywa jednak wykonalny jedynie w rzadkich
przypadkach. Dlatego zwykle przyjmuje sie, ze pomiary sg dokonywane w
oddzielnych punktach przestrzennych (por. np. [16],[49),[52])). Jednak-
ze 1 to bardziej realistyczne podejscie wymaga zastrzesenia, %ze rozmia-
ry czujnikéw sy na tyle male w zestawieniu z przestrzenng zmiennoscia
mierzonych sygnaiéw, iz mozna je pomingé.

Postugiwanie sie pojeciem‘pomiaru punktowego moze powodowaé row-
nies trudnosci teoretyczne, jezéli jako przestrzen standéw przyjmie sie
klase funkcji, dla ktérych trudno.zdefiniowaé pojecie wartosci funkcji
w punkcie.

Dzieki przyjetym w p. 1.1 zatozeniom trudnosé ta w naszym przypad-
ku nie wystgpi, gdyz stan q - jest ciggig funkcjgq zmiennych przestrzen-
nych x € Qp (por. uwaga 1.1.3), dla ktérej wartodé w punkcie jest dob-
rze okreslona.

Na podstawie powyzszych rozwazan przyjmujemy, ze dostepne pomiary
stanu obiektu majg postaé:

£,(6) = alug,t38%) + e5(8)5 1 = 1,2, «oe ,I; & € [0,T], (1.2.1)

Znaczenie uzytych w (1.2.1) symboli jest nastegpujgce:

-n4 € Qp, i = 1,2y.44, - punkty rozmieszczenia czujnikdéw po-
miarowych

- q(ui,t;ao) - stan badanego obiektu w punkcie LT chwili ¢,
dla pewnego nieznanego wektora parametrow aoecﬂ 3

- ei(.), i = 1,2, eee ,T = zaklécenia pomiarowe, ktérych charak-
ter zostanie dalej okreSlony,

- fi(.), i =12, «ss ,T - rezultaty pomiardéw stanowigce podstawe
estymacji wektora a°.

0 zaki6ceniach pomiarowych zaktadamy, 2e sg realizacjaml procesdw

stochastycznych i dla uproszczenia przyjmujemy klasyczne warunkis

211) ei(.) jest procesem stochastycznym zwanym gaussowskim szumem bia-
tym (por. [125]) o wartosci oczekiwanej O i skofczonej wariancji
62 2 1, 1 = 1,2, eee oTe

Z12) Procesy ei(.) i=1,2, «se« ,r 53 procesami stochastycznie niezalez-
nymi.
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Nie bedziemy wprowadzaé osobnych oznaczen do rozrdéznienia proce-
sbéw stochastycznych i ich realizacji; rozrdéznienie bedzie wynikato z
kontekstu. Gdy mowa bgdzie o przetwarzaniu wynikéw pomiardéw w celu o-
trzymania przyblizonych liczbowych wartosci nieznanych parametréw (es-
tymat), wéwczas bedziemy mieé do czynienia z konkretnymi realizacjami
proceséw stochastycznych. Jesli natomiast przed dokonaniem pomiaréw
obliczaé bedziemy oszacowania potencjalnej doktadnoSci estymacji, to
ei('> oraz fi(‘) sq procesami stochastycznymi.

Uwaga 1.2¢1

Zatozenie 211 mozna ostabié kosztem komplikacji wzoru dla macie-~
rzy informacyjnej. W pracy [87] pokazano, ze Jjezeli rozktady zakié6cen
w poszczegdlnych chwilach nie sz gaussowskie, to macierz informacyjna
rézni sie od podanej we wzorze (1.2.4) funkcyjnym mnoznikiem, ktéry
formalnie mozna uwzglednié modyfikujgc odpowied? impulsowg obiektu.
Podobny zabieg formalny pozwala uwzglednié ewentualng zalezno$é warian-
cji zakiécenia pomiarowego od potozenia czujnika. Podkres$lié nalezy,

%e przyjecie zalozenia o rozktadach prawdopodobienstwa zaktdcen jest
konieczne ze wzgledu na mozliwo8é oszacowania a priori doktadnosci i-
dentyfikacji i jej zaleznoéci od sterowania.

W Z,4 w celu skrécenia zapiséw przyjeto w2 = U Wariencja ta po-
jawlia sie jako staty mnoznik w macierzy informacyjnej i jej wartoéé ma
wplyw na samg dokiadno$é estymacji, ale nie wpiywa ona na wyniki przed-
stawione w rozdz. 2 1 3 (jej wartosé moze nawet nie byé znana).

Sformulowanie zadania identyfikacji. Jak stwierdzilismy we wste-
pie do tego podrozdziatu, przy przyjetych zatozeniach zagadnienie iden-
tyfikacji sprowadza sig do problemu estymacji wektora parametréw obiek-
tu a% A . Estymacji dokonuje sie na podstawie znajomosci:

a) opisu obiektu (1.1.20) z uwzglednieniem zerowych warunkéw po-
czgtkowych i brzegowych,

b) pomiaréw fi(')’ i =12 o6 ,1,

¢) wybranego wczeSniej i uzytego w trakcie pomiaréw sterowania u.

Zadanie identyfikacji polega na podaniu odwzorowania YT’ przeksz-
tarcajgcego pomiary F(.) 4 [fi(')’ i = 1,2y eee 41] W estymate ap wek-
tora a° z uwzglednieniem pozostatych danych. Przed dokonaniem pomiaréw
fi(')’ i =12 «.o ,I 83 procesami stochastycznymi, natomiast ayp =
= !T(F(.)) jest wektorem losowym zwanym estymatorem.

Jak wiadomo (por. np. prace [103],[131]), rozktad prawdopodobiefis
twa estymatora powinien koncentrowaé si¢ wokétr szacowanej wartosci a°.
przynajmniej gdy T—ec . Wyrazem tego sg wymagania asymptotycznej nie-
obcigzonosci estymatora i mozliwie maiych wariancji estymatoréw poszcze-

gblnych elementdéw wektora a®. Przy pewnych warunkach regularnoéci, kté-
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rych nie bedziemy tu omawiaé, estymatory uzyskane metodgq najwigkszej
wiarygodnoéci (NW) speiniajg oméwione wymagania (por. prace [87],[89],
gdzie zagadnienia te byly szczegdiowo badane dla obiektéw o paramet-
rach rozlozonych).‘Przy zalozeniach Z11, Z12 estymator najwigkszej
wiarygodnosci QT jest taki sam, jak estymator minimalizujacy nastepu-
jace wyrazenie wzgledem a € A :

I T
Ip(a) = Y [ [£.06) - aGag,t30)] %at, (1.2.2)
i=1 o

gdzie q dana jest przez (1.1.20). A wiec, ET jest réwnoczesnie tzw.
estymatorem najmniejszej sumy kwadratéw.

Uwaga 1.2.2

W monografii [125] wyprowadzono wzdér pozwalajgcy obliczyé loga—
rytm ilorazu wiarygodnosci, ktéry od (1.2.2) rézni sie¢ o wyrazenie nie
bgdgce funkcjg wektora ae€f . )

Trudnemu zagadnieniu minimalizacji (1.2.2) w odniesieniu do réz-
nych klas obiektéw o parametrach roztozonych poswigecono bardzo wiele
prac (por. prace [9],[30],[741,(78], gdzie zawarto przeglady literatu-
ry na ten temat). Metod identyfikacji polegajacych na minimalizacji
(1.2.2) nie bedziemy tu omawiaé. Dla celu niniejszej monografii istot-
ne jest to, ze istniejgce metody sg dostatecznie skuteczne, a w odnie-
sieniu do klasy obiektéw & minimalizacja (1.2.2) sprowadza sie¢ do roz-
wigzania uktadu réwnanr liniowych.

Dokladnosé estymacji — granica Rao-Cramera. Przyjety schemdt po-
miaréw (1.2.1) oraz Z,4, Z,, pozwalaja zastosowa¢ znane wyniki statys-
tyki proceséw stochastycznych (por. prace [10],[125],[60)) do oszacowa-
nia doktadnosci estymacji. Przytoczymy zarys tych wynikéw, ktére bedsg
dalej potrzebne.

Podstawowy wynik to nieréwnosé Rao-Cramera, ktérg podajemy w wer-
sjl asymptotycznej, tzn. dla duzych czes6éw obserwacji T. Stwierdza'ona,
%e macierz kowariancji dowolnego asymptotycznie nieobcigqionego estyma-
tora &y, 0znaczana przez cov(S&), spetnia nieréwnosé

cov(Ep) > My (1.2.3)

przy T na tyle duzym, by mozna byio pomingé obcigzenie estymatora.
W (1.2.3) Mp oznacza macierz informacyjng Fishera okreslong w (1.2.4),
natomiast znak nieréwnosci w (1.2.3) nalezy rozumieé w ten sposdb, e
cov(E&) - ng jest macierzg nieujemriie okreslong.

W cytowanych monografiach okazuje sig, ze macierz informacyjna
Fishera (MIF) ma w rozwazanym zadaniu estymacji nastgpujaca postaé:
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I
= ‘[ yOug,558%)y7 O, t50%)at, (1.2.4)
i=1 o

gdzie wektor wrazliwosci y Jest obliczany zgodnie z (1.1.23), przy
czym

2g8(n,x,t3a)

ki(u,x,t;ao) = s 12152, eee 4T (1.2.5)

aai o

a=a

W cytowanych monografiach MIF jest wyprowadzana dla problemu estymacji
wektora parametréw na podstawie obserwacji sygnatu, zaleznego od para-
metréw i czasu, mierzonego w obecnodci szumu. Poprawno$é zastosowania
tych wynikéw do rozwazanego tu zadania wynika stgd, %e schemat pomia-
réw (1.2.1) mozna w ten sam sposéb interpretowaé, a zalezno$é od zmien-
nych przestrzennych dana jest przez wyrazenie (1.1.23).

W pracy [84) wyprowadzono wzér pozwalajgcy obliczyé MIF w zadaniu
estymacji dla obiektéw o parametrach roztozonych przy punktowych po-
miarach dokonywanych w dyskretnych chwilach czasu. Dokonanie przejscia
granicznego w tym wzorze daje wyrazenie (1.2.4), gdy odlegloéé miedzy
chwilami pomiaréw maleje do zera.

Nastepujace uwagi majg istotne znaczenle dla sformutowania zadai
rozpatrywanych w rozdz. 2 i 3 oraz interpretacji uzyskanych rozwigzan.

Uwageae 1.2.3
W zadaniu estymacji parametréw obiektu z klasy &£ macierz kowa-
riancji estymatora NW ma postad:

A -

COV(ET) = MT1’ (102.6)
sam' estymator jest nie obcigzony dla skoficzonych wartosci T. Wzér
(1.2.6) oznacza, ze w tym przypadku w nieréwno$ci Rao-Cramera osiggana
jest réwnoéé,.a wiec ST jest estymatorem efektywnym. Podkreélié nalesy,

ze dla obiektdéw z klasy £ , Mp nie zalezy od nieznanych parametrdw
o
a’c & .

Uwa.ga 1.2.4

Gdy g(n,x,t;a) zalezy od a € A nieliniowo, znak réwnosci w nierdw-
- nosci Rao~-Cramera moze byé osiggniety tylko asymptotycznie, gdy T——oo .
Wtasnoéé ta Jest charakterystyczna dla estymatordéw asymptotycznie efek-
tywnych (por. np. [10], [103]), do ktérych nalezy estymator NW QT. Za-
chodzi wtedy zbieznosé rozkladu V_?a -a%) do rozkladu normalnego o
dredniej zero i macierzy kowariancji (MT/T) , gdy T—=o0, Oznacza to,
%2e estymator NW zapewnia asymptotycznie najlepsze przetworzenie danych
pomiarowych.,
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Uprzedzajac dyskusje w 1.3 rozwazmy mozliwo$é wykorzystania MIF do
skonstruowania wskaZnika jakosci estymacji, sluzgcego doborowi sterowap.
Jak wynike z uwagi 1.2.3, dla obiektdéw z klasy £ odpowiednio dobrany
funkcjonax MIF moze sXuzyé jako wskaZnik jakodci estymacji, ktérego war-
toé dla danego sterowania u,. obliczyé mozna przed dokonaniem pomia-
réw. Co wigcej, wzdér (1.2.6) -obowigzuie dla T skofczonych,

Gdy parametrygacja w g (%,X,t;a) Jjest nieliniowa, sytuacja snacsznie
si¢ komplikuje. Powodem jest brak w teorii estymacji ogélnej metody
obliczania doktadnej macierzy kowariancji estymatoréw parametrdéw.dla
skoficzonych T. Z wynikéw przytoczonych w uwadze 1.2.4, czesto proponuje
sie¢ korzystaé z M51 Jjako przyblizenia dla duzych T, macierzy kowarian-
cji estymatoréw (por. prace [22]1,(34],(35]). Jednakze w rozwazanym
przypadku nieliniong parametryzacji macierz MT zalezy od wektora a
nieznanych parametréw. Utrudnia to oceng doktadnodci estymacji przed
dokonaniem pomiaréw - a co za tym idzie - utrudnia skonstruowanie
wskaZnika jakosci doboru sterowahdl optymalisujacych jakodé identyfika-
cji. W literaturze [27],065],(132]) na temat doboru sterowad z punktu
widzenia jakosci identyfikacji obiektdéw o parametrach skupionych wyste-
puje analogiczna trudno$é. W celu jej pokonania w cytowanych pracach
zostalty zaproponowane i zaakceptowane podej$cia, ktére skrétowo przed-
stawimy, gdyz bedziemy sig nimi takze posiugiwaé. Podczas prezentacji
tych podejéé uzywaé bedziemy oznaczenia IT(u;a) w celu wekazania zaleg-
noéci macierzy, danej wzorem (1.2.4), od wektora parametréw a € A
i sterowania u. Nalezy przy tym podkredlié, 2e w oznaczeniu tym wek-
tor a € A odgrywa role wektora zmiennych, natomiast l,(u;a)'aaao dane
jest wzorem (1.2.4). W celu skrécenia wzordéw ustywamy (1.2.4) z a® zas-
tapionym przez wektor zmiennych a €A do okre$lenia Mr(u;a). W dalsze}
czedcli rozprawy zaleznosci Mn od a®e A nie bedziemy wskazywaé jawnie.

Zapowiadane podejscia uszeregowaé mozna w zaleznos$ci od rodzaju
informacji apriorycznej, posiadanej o wektorze ac.q .

)

1. Promied gbioru A jest na tyle maty, %2e elementy M(uja) smie-
niajg sig.w niewielkim stopniu przy zmianach a € 4 , Wéwezas jako pods-
tawe oceny doktadnodci estymacji przyjmuje sig macierz MT(u;E), gdzie
a8 €Jd jest wybranym wektorem wartoéci nominalnych dla estymowanych pa-
rametréw (por. uwaga 1.1.2). Przy tak duzej informacji aprioryczne]
problem polega na dokzadne] estymacji a®c £ . Pomimo opisowego zakresd-
lenia obszaru stosowalnosci podejScie to jest najczgdciej spotykane
w literaturze (por. np. [27],[64]1-[68]), gdyz jest proste w zastosowa=-
niu, a précz tego stanowi podstawowy element innych podejsé.

2. Podejsdcie bayasowskie., Jak wiadomo, podejscie to jest stosowa-
ne wtedy, gdy.wektor a® traktowad mozna jako realizacje wektora loso-
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wego o znanym rozkladzie prawdopodobiedstwa okreslonym na g-ciele pod-
zbioréw zbioru 4. Dyskusje mozliwoéci zastosowal tego podejscia do
probleméw identyfikacji znaleZé mozna w wielu podregcznikach (por. ap.
[012],(013], a w odniesieniu do identyfikacji SPR -.w [118])). Przyjgw-
szy kwadratowg funkcje strat, estymator bayesowski w rozwazanym tu-.za-
daniu estymacji okreslamy jako takie odwzorowanie !T’ ktére minimali-
zuje $rednie ryzyko JB(!T) dane wzorems

Jg(¥p) = g[(a-!r(F(-))rW(a-ﬂr(F(.)))] (1.2.7)

w klasie weszystkich mierzalnych odwzorowad zbioru pomiardw w A .

We wzorze (1.2.7) W jest zadang rxr dodatnio péXokreslong macie-
rzg wagowg. Zaktadajgc, %2e T jest na tyle duze, by mozna byto pomingé
obcigzenie estymatora bayesowskiego, otrzymamy nastegpujgce wyrazenie
dla minimalnego ryzyka:

Ip(¥) = E [tx(w cov(a))], (1.2.8)

gdzie cov(g) Jest macierzgq kowariancji estymatora bayesowakiego a =
T(F( ). Korsyatajqc z uwag 1.2.3 1 1.2.4 macierz cov(a) mozna zas-
tapié przez MT (uja), co daje

Ip(¥) = E [tromy (usa)]. (1.2.9)

W podrozdziale 1.3 okaze slg, e wskaénik jakosci (1.2.9) nalezy do
klasy wskaznikéw liniowych wzglgdem MT . W pracy [27]) zaleca sig¢ nawet
stosowanie zamiast (1.2.9) uproszczonego wskaZnika o postaci:

r[WM51(u;§)], (1.2.10)

gdzie a € A jest wartoscig srednia rozkadu apriorycznego. Tamze suge-
ruje si¢ usywanie wzordéw (1.2.9) lub (1.2.10) przy innej niz kwadrato-
wa funkcja strat z macierzg W wybrang jako je] hesjan.

3. Podejécie adaptacyjne. Jezeli informacja aprioryczna jest zbyt
maXa, by mozna byo zastosowaé podejscie 1 lub 2, to do oceny dokkad-
nosci identyfikacji wykorzystaé mozna informacje zdobywane na biezgco.
W celn naszkicowania tego podejscia w Jego najprostszej wersji przy-
pudémy, %e procedura identyfikacji i oceny jej doktadnosci jest powta-
rzana wielokrotnie na podstawie kolejno dokonywanych obserwacji o dos-
tatecznie dtugim czasie trwania T.

Niech dalej aneJﬂ oznacza estymate wektora parametréw uzyskang
w wyniku identyfikgcji na n-tym etapie, Wéwczas do oszacowania macie-
rzy kowariancji egtymatora na (n+1)-szym stapie, ale przed wykonaniem
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(n+1)-szej serii pomiardéw, uzyé mozna macierzy ME1(u;aD). Odpowiednio
dobrany fuakcjonat tej macierzy moze te2z szuzyé do odpowledniego dobo-
ru sterowania u®(.), ktére bedzie uzyte w (n+1)-szym etapie., Mozliwe
88 przy tym réine warianty wykorzystania zgromadzonych .dotychczas po-
miaréw, Jedna z mozliwych procedur tego typu zostanie zbadana w rozdz.
4 z punktu widzenia jej zbieznosci. R62ni sig ona od powyzszego sche-
matu zatozeniem o dokonywaniu pomiardw w dyskretnych chwilach czasu.

W literaturze (por. 122],[351) proponuje -sig takie podejscie mi-
nimaksowe, polegajgce na uzywaniu funkcjona}éw macierzy M51(u;a) z Wy-
borem najmniej korzystnym wektora a € A. Podej$cia tego nie bedziemy
stosowad, gdyz czesto daje ono zbyt pesymistyczne oceny jakosci identy-~
fikacji.

Warto rozwazyé taksze nastepujqcé podejécies

4, Opiera sie¢ ono na mozliwosci niemal dokladnego obliczenia ma-
cierzy MT(u,a) dla a = a°, pomimo braku znajomoéci a% 3 sytuacjg takg
mamy.do czynienia wtedy, gdy MT(u a%) zalezy od a® jedynie przez pewne
funkcje, ktére mozna zmierzyé bezposrednio z obiektu. Szowo "niemal"

w przedostatnim zdaniu odnosi sig do dokzadnosci pomiaru. Ilustracje
stanowié begdzie przyktad w p. 3.3, gdzie. pokaZemy, ze M (u- % wyrazié
mozna za pomocg funkcji Greena obiektu g(u,x,t;a %). Dla x:G Q, ixe Qp.
funkcje te mozna bezposrednio zmierzyé (na ogét tylko w punktach dys-
kretnych i wtedy potrzebna jest jej aproksymacja). Znajomoéé'jej pozwa-
la obliczyé M (u a®) 1 dobrad odpowiednie dla identyfikacji a® sterowa-
nie. Zwracamy uwage, 2e doktadna identyfikacja a® jest celowa, nawet
wtedy, gdy g(u,x,t;ao) dla X € Qu} %€ Q_ mozna stosunkowo dokkadnie
zmierzyé, poniewaz miary zbiordw Qh i Qp sg na ogdét duzo mniejsze

niz miara zbioru Q , na ktdérym jest opisany badany proces. Zatem, jesli
zidentyfikujemy a® i wgtawimy do r.r.cz., to otrzymamy opis zachowania

obiektu w catym zbiorze Q .

Podsumowanie.

W podrozdziale 1.2 sformutowano zadanie identyfikacji dla obiektéw
o parametrach rozzozonych. Przy przyjetych zatozeniach sprowadza sig
ono do problemu estymacji wektora nieznanych parametrdéw. Przedyskutowa-
no zagadnienie oceny doktadnosci estymacji, a $cislej méwige, oblicza-
nia i szacowania macierzy kowariancji estymatordéw parametréw. Dla celdw
tej pracy przyjmujemy macierz ME1 jako podstawg oceny doktadnosci, przy
czym dla obiektéw z klasy & ocena ta jest dokzadna, nawet dla T skoh-
czonych. Nie zalezy ona od wektora nieznanych parametréw i przy ustalo-
nym sterowaniu dok*adno$é ta nie moze by¢é poprawiona przez zastosowanie
innej metody estymacji. Podczas identyfikacji obiektdw, ktdrych 6dpo-
wiedZ zalezy nieliniowo od nieznanych parametréw, macierz M51 daje asym-
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ptotyczng oceng doktadnosci. W tym przypadku w dalsze] cze$ci pracy
przyjmowadé bedziemy, Ze macierz MT(u;a) jest obliczana.dla pewnego
wektora & € 4, ktéry - w zaleznoéci od dopuszczalnego w danej sytuacji
podejscia 1, 2 lub 3 - jest interpretowany jako

1. & = a - nominalny wektor parametrdw,
2. % = @ - wartoéé érednia rozktadu prawdopodobiedstwa a priori,
3. 2 = a, - uzyskane na wczesniejszych etapach identyfikacji o-

szacowanie nieznanych parametréw.

W przypadkach 1 i 2 dobdr sterowania, dokenany na podstawie funk-
cjonatun macierzy MT(u;g), jest jednorazowy i przeprowadzony jest przed
eksperymentem. Natomiast w przypadku 3 sterowanie dobierane jest wie-
lokrotnie w sposéb adaptacyjny na podstawie ciggu macierzy MT(u;an)
n=0,1, ... , pPrzy czym a, jest wybranym punktem poczagtkowym. Podejécia
1-3 pozwalajg interpretowad sterowanie obliczane w rozdz. 2 i .3 bagds
jako sterowanie stosowane jednokrotnie (jezeli informacja aprioryczna
pozwala zastosowaé podejdcie 1 lub 2, badZ jako sterowanie obliczone
w n-tym etapie identyfikacji, a stosowane w etapie (n+1)-szym. Wskaznik
Jakodel (1.2.9) bedzie uwzgledniony w p. 3 jako szczegélny przypadek
wekaznika liniowego wzgledem M51.

W rozdziaach 2 i 3 wektor 8¢ f bedzie miat ustalone wartodci
(w przypadku 3 dotyczy to jednego etapu) i dlatego w oznaczeniu macie-
rzy MT nie bedzie on jawnie wskazywany.

Nalezy jeszcze zwrécié uwage, e elementy macierzy MT zalezg tak-
2e od rozmieszczania czujnikéw pomiarowych Ryshps see s%pe W celu skré-
cenia zapiséw wprowadzimy formalnie dyskretng "gestodé" pomiaréw E (u),
zdefiniowang jako

I
E(n) = ) 8(x= %), (1.2.10)
i=1
gdzie 6(.) jest dystrybucjg Diraca.
Dalej &(.) wystepowadé bedzie tylko w wyrazeniach podcaikowych, wigc u-
zycie wzoru. (1.2.10) nie begdzie powodowad nieporozumied. Z powyzszego
okreslenia oraz z zasady obliczania MT dla odpowiedriego wektora T €
otrzymamy dla macierzy informacyjnej, danej wzorem (1.2.4), nastepujg-
ce wyrazenie

My (u,E) =f f Yist; B )y (n, t; B E(w)Ands. (1.2.11)

8

We wzorze tym wskazano jawnie zaleznos¢ M, od rozmieszczenia czujnikéw,
a pominigto jawne wskazywanie wektora a.
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W dalszej czescl pracy rozmleszczenie czujnikéw pomiarowych be-
dzie dowolne, lecz ustalone. Przy ustalonej liczbie czujnikéw I zbidr
wezystkich dopuszczalnych rozmieszczed E(.) postaci (1.2.10) bedzie .oz-
naczany.przez & . Od wybranego lub narzuconego przez warunki ekspery-
mentu rozmieszczenia E€.E wymagaé b€dziemy tylko, by istniazo stero-
wanie dopuszczalne u takie, Ze det MT(u,E) > 0 dla dostatecznie duze-
go T. Warunek ten stosunkowo atwo jest spetnié, Jak wskazujg na to wy-
niki prac autora (83],[95],(84] (uzywane tam okreslenie zbioru Z byko
inne, lecz wyniki tatwo przetransformowad).

1.3. Przeglad problematyki racjonalnego doboru sterowad w identyfikacji
obiektéw o parametrach rozzozonych i sformutowanie zaded optymalnego do-
boru sterowaf

Zalozenia przyjete w poprzednich podrozdziatach pozwalajs sformu-
towad rézne zadania doboru sterowad w celu maksymalizacji dokiadnosci
identyfikacji obiektéw o parametrach roziozonych. Przed ich prezentacjg
dokonamy krétkiego przeglgdu i préby systematyzacji wystepujgcych w 1i-
teraturze podejs$é do problemu racjonalnego doboru sterowadn w zadaniach
identyfikacji. Analiza tych podejsé pokaze jak duze sq nie zbadane Jesz~
cze obszary i bedzie jednoczesnie motywowadé wybdr i sformulowanie zadat
rozpatrywanych w tej rozprawie. Sformulowanie tych zadad wymaga przyje-
cia konkretnych funkcjonatdéw oceniajgcych jako$é poszczegbélnych stero-
wad. Istniejgce w tym zakresie wzorce, pochodzgce z teorii planowania
eksperymentu dla estymacji parametrdéw funkcji regresji [34], [44],[035],
(033), .réwniez wymagajg analizy, a ich mnogo$§¢é zmusza do dokonania se=
lekcji.

Przeglad problematyki racjonalnego doboru sterowad w Zagadnieniach
identyfikacji'obiektéw o parametrach roztozonych.

Uzyty termin "racjonalny dobdr sterowan" jest jedynym jaki sie na-
suwa, aby oddaé réznorodno$é spotykanych w literaturze pode}sé oraz no-
wych zagadnied, ktdére jak sig wydaje, warto w przysziosci zbadaé. 2 te-
go wzgledu ponizszy przeglqd nie pretenduje do kompletnos$ci, tym bar-
dziej, %e pojedyncze prace na ten temat pojawiajg sie w réznych dzie-
dzinach techniki, na przyktad w mechanice o$rodkéw ciggiych, teorii
przewodnictwa ciepra, technologii chemicznej itp. Jednoczesnie . liczba
prac na ten temat -~ publikowanych w czasopismach z szeroko rozumianej
teorii sterowania - jest na tyle maka, Ze brak jest wyczerpujgcej pracy
przegladowej (jezeli nie liczyé krdtkiego przeglgdu w [95]).

Jako podstawg systematyzacji przyjmiemy cel, ktdremu siuzy odpo-
wiedni dobdr sterowania w zadaniu identyfikacJi obiektu o parametrach
roztozonych. Cele te mogg byé nastepujgce:
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1. Dobdr sterowania w taki sposéb, by zapewnié identyfikowalnosé
nieznanych parametréw obiektu. Przez identyfikowalno$¢ rozumie sig $e-
oretyczng mozliwoéé rozréznienia elementdéw: dowolnej pary rdznych.para-
metrédw na podstawle znajomos$cl sterowad i innych wymuszen oraz dostgp-
nych pomiaréw (por. prace (461, [117]). W wigkszodci prac zakiada sig.
przy tym brak zaktécefi pomiarowych, -natomiast jeZzeli dopuszcza sig ich
wystepowanie, to rozrdéznialnosé zestawdw parametréw rozumie sig albu
w sensie asymptotyczaym, albo jako rozréznialnoéé funkcji wiarygodnos-
ci pomiaréw [871. Jak wiadomo, identyfikowalnosé parametréw ftego same~
go oblektu zalezy od tego, Jakie wielkosci mogg byé mierzone, od miejs-
ca rozmieszczenia czujnikéw pomiarowych oraz od.uzytych sterowai.

W przypadku identyfikacji wspéiczynnikéw r.r.cz. zaleznych od wspéirzed-
nych przestrzennych na podstawie pomiardéw w dyskretnych punktach przes-
trzennych znanych jest wiele.twierdzed o braku identyfikowalnodci, bez
wzgledu na wybdr sterowania (por. np. prace [106],[117],[17], [131).
Nawet jezeli uda sig teorstycznie zapewnié identyfikowalnosé zmiennych
w przestrzeni parametréw, to nieuchronnie zaokrgglenia numeryczne pod-
czas ich identyfikacji powodujgq faktyczng nierozréznialnodé wspétczyn-
nikéw o istotnie réZnych przebiegach (por. prace [106]). Sytuacja
znacznie si¢ poprawia, gdy nieznane parametry sg state lub, gdy mamy

do czynienia z przypadkami typu opisanego w przyktadzie 1.3. Zapewnie-
nie identyfikowalnodci jest wéwczas znacznie *atwiejsze (por. np. pra-
ce [1191,(91) i mozna jg uzyskaé przez zastosowanle catych klas stero=-
wall spetniajgcych okre$lone warunki. Problem doboru sterowania najlep-
szego przy wybranym wskafZniku jakosci nabiera znaczenia,

Identyfikowalnoéé wspSXczynnikdw zaleznych od stanu obiektu jest
zagadnieniem najetabiej zbadanym ze wzgledu na nieliniowoéé r.r.cz.
opisujgcych takie przypadki. Dla tzw. stabo nieliniowych r.r.cz. w pra-
cy {961 podano warunki dostateczne na sterowanie i sposéb zaggszczania
pomiaréw, zapewniajgce identyfikowalnosé w sensie Sredniokwadratowym
wapdxczynnika zaleznego od stanu obiektu, zaproponowano takze algoryim
identyfikacji.

2. Dobdr sterowania w taki sposdéb, by zmniejszyé trudnodci obli-
czenhiowe zwigzane z identyfikacjg parametréw. Wobec trudnogci ze znale-
zieniem lub numerycznym obliczeniem rozwigzad r.r.cs. jako funkcji nie-
znanych parametréw wybiera sie szczegdlne postacie, prostych w realiza-
cji technicznej sterowad, dla ktérych rozwigzania takie tatwo jest zna-
le4B. Do najczegsdcie]j proponowanych sterowand nalezg sygnaty sinusoidalne
lub state w czasie, oddzialujgce na obiekt w iz®lowanych punktach przes-
trzennych. Taki cel doboru sterowan jest szczegdlnie rozpowszechniony
# badaniach przewodnictwa cieplnego (por. {71],[58)] wraz z cytowansg tam
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bibliografig). W propozycjach tych doktadnos$é identyfikacji, ktérg moz-
-na uzyskaé za pomocg proponowanych sterowad, -jest zwykle pomi jana,

3. Dobdr sterowad pod kgtem testowania hipotez o wartosciach para-
metréw SPR. Ten potrzebny kierunek badad jest reprezentowany jedynie
w pracy (53] (zawarte tam wyniki zostaly przytoczone takZe w pracy..
[138]). W pracach tych jest rozwazany problem takiego doboru sterowa-
nia brzegowego, by maksymalizowad moc testu statystycznego w celu dys~
kryminacji migdzy dwoma zadanymi zestawami parametréw obiektu. NakZada
gie przy tym ograniczenie na energie dopuszczalnych sterowai.

4, Dobdr sterowania tak, by maksymalizowaé odpowiednio dobrany
wskaZnik dokXadnos$ci identyfikacji oblektu o parametrach roztozonych.
Znane autorowi prace z tego zakresu, ktére ukazaty sie¢ w czasopismach
oméwione zostang w porzadku chronologicznym.

W pracy [82) rozwazano problem doboru statego w czasie wymuszenia
roztozonego w taki sposéb, by maksymalizowaé dokZadnos$é identyfikacji
szczegblnego rodzaju parametréw obiektu, mianowicie wartosci wiasnych
opisujgcego go operatora. Zakzadano przy tym, e badany obiekt znajdu-
je sie w stanie ustalonym, a jako wskaZnik dokadnosci identyfikacji
przyjeto wyznacznik macierzy informacyjnej. Analogiczne zagadnienie,
lecz z uwzglednieniem zaleznosci stanu obiektu i1 sterowania od czasu,
badano w pracach [85], [84] dla obiektéw opisywanych r.r.cz. typu hiper-
boliéznego i parabolicznego. W pracy [80)} sformuowano problem doboru
sterowania maksymalizujgcego wyznacznik macierzy informacyjnej i roz-
wigzano dwa przykady. Pierwszy 2z nich dotyczyt jednowymiarowego za-
gadnienia przewodnictwa ciepta, a drugi rdéwnania drgad struny. W pracy
tej nie podjeto préby podania ogdélnej metody wyznaczania optymalnych
sterowad, a rozwazone przyktady podejsScie takiego nie sugerujs, gdyz
zak¥ada sie w nich z gdéry przestrzenny przebieg sterowania, a dobiera
jedynie jego przebieg w czasie.

Odnotowad warto takze prace [124],[50], pomimo ze nie dotyczg one
bezposrednio rozpatrywanych tu zagadnied. W pierwszej, rozwaza sie
problem optymalnego doboru roztozonego warunku poczgtkowego tak, by
maksymalizowaé doktadnos$é identyfikacji statego wspéXczynnika przewod-
nictwa ciepta, Wydaje sie Jjednak, 2ze przykzad ten ma przede wszystkim
charakter teoretyczny ze wzgledu na trudnoscl ze zrealizowaniem zadane-
go warunku poczgtkowego - jesli natomiast jego realizacja jest mozliwa,
to dlaczego nie prdébowaé wykorzystadé jeJ takze w pdéniejszych chwilach
do sterowania. Dauga z tych prac zawiera uogélnienie znanych wynikéw
Kiefera i Wolfowitza z teorii planowania eksperymentu dla przypadku,
gdy punktami planu s3 elementy.pewnej przestrzeni funkcyjnej. We wste-
pie do tej pracy uogdlnienie to motywnje sie miedzy innymi potrzebami
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identyfikacji obiektéw o parametrach roztozonych. Jednakze-dalsza
czeéé pracy przynosi czytelnikowi rozczarowanie brakiem zastosowania
jej wynikéw w tej dziedzinie. Przyczyn mozna si¢ dopatrzeé w. przyjetym
w tej pracy podejsciu i zaXozeniach, ktdére byty konieczne, by tak bez-
podredniego uogélnienia dokonadé. Najwazniejsze z tych zaXozed to wy-
maganie gwartodci. zbioru macierzy informacyjnych, osiggalnych za po-
mocg jednopunktowych pl-:déw. W ogélnym przypadku zaXozenie to mozna
spetnié tylko wtedy, gdy zbidr plandw jednopunktowych Jest zbiorem
zwartym.

Wymagania tego nie speiniajq najczescie] spotykane zbiory stero-
wah dopuszczalnych i to zarédwno w odniesieniu do obiektdéw o paramet-
rach skupionych, jak 1 rozzozonych., Najprostszym przyktadem negatywnym
jest tu zbidér sterowad o ogréniczonej energii, ktéry - jako kula w
przestrzeni Hilberta - zwarty nie jest (por. np. prace [621]).

Pé4niejszych prac autora na ten temat [83],[861],(97], (100], nie
bedziemy tu referowaé, gdyz zawarte w nich wyniki stanowig podstawe
rogdz. 2 1 3.

Powyzszy przeglad gidéwnych nurtéw, jakie wystepujg w literaturze
na temat doboru sterowad w identyfikacji obiektéw o parametrach rozio-
zonych, nasuwa nastepujgce wnioski:

a) wystepuje duze rozproszenie baded na ten sam w istocie temat
w réinych dziedzinach techniki,

b) zblizone do siebie nurty 3 i 4 znajdujg sie w poczgtkowe] fazie
rozwoju, ‘ .

¢) wydaje sig, %Ze wraz z rozwojem techniki komputerowej i algoryt-
méw numerycznego rozwigzywania r.r.cz. rola nurtu 2 bedzie stopniowo
maled,

d) wyniki osiggane w badaniach identyfikowalnoéci(por. p.1) daja
rezultaty jakoéciowe, a nie bezposrednie wskazania co do wyboru stero-
waf; z drugiej strony optymalny w sensie p. 4, dobdr sterowad automa-
tycznie. zapewnia identyfikowalnodé, Jezeli wskazZnik jakosci jest odpo-
wiednio wybrany.

Wymienione wnioski wpiynexty na wybdr zakresu tej pracy.

Uwagl na temat formutowania zadald optymalnego doboru sterowan
w identyfikacji obiektéw o parametrach rozzoionych

Przy zatozeniu znajomodci opisu obiektu z dokZadno$cig do niezna-
nych parametréw, dokzadnosdé jego identyfikacji zalezy od uzyte]j metody
estymacji parametréw oraz od szeroko rozumianych warunkdéw eksperymentu,

na ktére skiadajg sig: uzyte sterowanie, liczba i rozmieszczenie czuj-
nikéw pomiarowych oraz ich rodzaj, sposdéb wstepnej obrdbki i kwantyza-
¢ji pomiaréw, wielkodé i rodzaj zakléceri i wiele innych trudnych do
sprecyzowania, Wptyw eksperymentatora na wybSér warunkéw eksperymentu
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jest zwykle ograniczony. Jezeli jednak identyfikacja obiektu jest pro-
wadzona z zamiarem pdéiniejszego nim sterowania, to eksperymentator po~
winien mieé wpiyw na wybdr sygnalu sterujgcego uzytego w procesie iden-
tyfikacji - brak takiej mozliwosci.oznaczatby réwniez niemozno$é psi-
niejszej automatycznej regulacji lub sterowania tym obiektem. Zagadnie-
niami doboru pozostalych warunkéw eksperymentu nie .bedziemy sig w tej
pracy zajmowaé, gdyz zbadanie ich tacznego wpiywu na doktadno$é estyma-
cji nie wydaje si¢ na obecnym etapie mozliwe, a préby . ujeé czesciowych
rozbityby spéjnodé rozwazan. Zauwazymy tylko, ze w pracach autora [83],
EBSI,[9Sj pode jmowano prdby tgcznej optymalizacji rozmieszczenia czuj-
nikéw pomiarowych i wyboru sterowania. Wyniki zawarte w tych pracach
dajg obraz jJakosciowy zagadnisnia i podstawy do dalszych badaed, jednak-
Ze petna algorytmizacja takiego podejscia daleka jest od ukodczenia,

ZakYadamy wigc, %ze eksperymentator moze wybrad metode identyfika-
cji i sterowanie, ktdre bedzie uzyte jako sygnax testujgcy w trakcie
identyfikacji, natomiast pozostate warunki eksperymentu sg ustalone
i nie podlegajg wyborowi. W tej sytuacji nasuwajg sig dwie rézne mozli-
wosci sformulowania problemu decyzyjnego:

I. Ustalié metode idehtyfikacji, obliczyé lub oszacowaé zapewniang
przez nig dokladnodé estymacji jako funkcjonaru od sygnatu sterujgcego,
a nastepnie maksymalizowaé ten funkcjonakt przez dobdr sterowania z pew=-
nego zbioru ddpuszczalnego.

II, Wybraé metode identyfikacji, ktdra przy dowolnym lecz ustalo-
nym sterowaniu zapewnia najwigkszg dokladno$é estymacji, obliczyé lubd
oszacowaé te dokadnosé, a nastepnie dokonad jej maksymalizacji przez
wybdér odpowiedniego sterowania,

Metodslogia wypracowana w klasycznej teoril planowania eksperymen-
tu (por. prace [22],[44],(34]) sugeruje podejécie II. Jak wskazujg wyni-
ki przytoczone w p. 1.2, podejsScie to mozna zrealizowad réwniez w roz-
wazanych w tej pracy zadaniach i bedziemy je traktowaé jako podejscie
podstawowe,

Wydaje si¢ jednak, Ze w zagadnieniach identyfikacji obiektéw o pa-
rametrach roztozonych warto rozwazaé rdéwniez poddjécie I ge wzgledu na
duze naktady czasu komputerowego, jakie sg wymagane do obliczania esty-
mat metodami gwarantujgcymi asymptotyczng efektywnosé. Stosowalnosdci
tego podejscia mozna wigc bronié w przypadku, gdy wybiera. sig prosig
obliczeniowo i rozpowszechniong-metodg¢ identyfikacji - jakg w zakresie
obiektéw o parametrach roztozonych jest metoda funkeji modulujgeych
(por. prace [123])).

Ne zakodczenie warto jeszcze poddaé krytyczne] analizie mozliwoéd-
ci zastosowania tzw, podejscia dualnego (por. [0141), aby ostrzec przed
jego pozorna, zdaniem autora, atrakcyjnosdcia. Podejscie to polega na
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podwéjnej roli, jakg ma w nim spezniaé wybierane etapowo sterowanie,

Ma ono byé dobierane .tak, by minimalizowaé straty powstale na skutek
niedoktadnego.speiniania celu sterowania i Jednoczednie dostarczaé mak-
simum informacji o nieznanych parametrach sterowanego obiektu. Podwdj-
na rola spezniana przez sterowanie ttumaczy nazwg tego podej$cia., Naj-
peiniej zostato ono opisane w pracy [015], przy czym w monografii te}
ograniczono sig do zadad dla obiektéw o parametrach skupionych. Wobec
zawartych tam wynikéw wysungé mozna nastepujgce zastrzezenia 1 wagtpli-
wosci:

1. Wymagane jest istniente i znajomos¢é rozkiadu prawdopodobiedst-
wa, zgodnie z ktérymi zostaty wylosowane wartosci nieznanych paramet-
réw opisu obiektu. Jak wiadomo taka interpretacja wartosci nieznanych
parametréw nie zawsze jest mozliwa, a nawet je$§li jest ona dopuszczal-
na, to rozktad aprioryczny nis zawsze jest znany.

2. Wobec podwéjne]j roli jakg speinia sterowanie, doktadnosé iden-
tyfikacji parametréw nie moze byé wigksza niz wtedy, gdy sterowanie do-
bierane  jest tak, by maksymalizowaé wskaZnik dokZadnosci identyfikacji.
Co wigcej, czas uzyskania zadowalajqcych pod wzgledem doktadnodci osza-
cowall parametréw moze byé bardzo drugi, a %adne jJego oszacowania nie
g3 znane,

3..Podejscie dualne opiera si¢ na przyjetej na state funkcji
strat, oceniajgcej jakosé sterowania. W praktyce zdarza sig¢ natomiast,
ze cel sterowania tym semym obiektem moze ulegaé zmianom w czasie (i to
nawet w okresie doby, np. W gystemie energetycznym). W takiej sytuacji
posiadaﬁie doktadrego opisu matematycznego obiektu zapewnia wigkszg e-
lastycznod$é w projektowaniu ukzadu regulacji, czy tez w doborze jego
parametréw wraz ze zmiang celu sterowania.

4, Podejécie dualne prowadzi do tak skomplikowenych obliczed, ze
jego autorom i propagatorom nie udaXo sig¢ wyjsé poza najprostsze akade-
mickie prazyk*ady. Cechg charakterystyczng tego podej$cia jest zwykle
koniec#nosé dokonywania obliczed kolejnych wartosci sterowad w czasie
rzeczywistym., Jednakze wielokrotny wzrost mocy obliczeniowej kompute-
réw - jaki sig w'tym czasie dokonaz - nie jest wystarczajgcy (autorowi
nie jJest znana Zadna publikacja donoszgca o praktycznym zastosowaniu
tego podejscia).

Préba rozszerzenia podejscia dualnego na klasg obiektéw o paramet-
rach roztozonych pogtebizaby tylko podane trudnosci (z wyjgtkiem 1).

0d kilku lat obserwuje sig w literaturze renesans podejsScia adap-
tacyjnego. Jeden z jego nurtéw polega takze na kombinacji metod teorii
sterowania 1 identyfikacji parametréw. Jednakze sterowanie jest wybie-
rane tylko ze wzgledu na jakodé regulacji, a identyfikacja dokonywana
niejako przy okazji - bez nacisku na Jej Jjako$é. Dlatego nie bedziemy
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podejécia tego omawiad. W rozdziale 4 zaproponujemy inng wersj¢ adapta=-
cyjnego doboru sterowafd, nakierowang na maksymalizacje dok*adnos$ci i-
dentyfikacji.

Kryteria optymalnosci sterowald w zadaniu identyfikacji obiektu

o parametrach roztozonych
W podrozdziale 1.2 stwierdzilisdmy, ze macierz kowariancji

cov(dy) = My'(u, B, (1.3.1)

przy czym zalezno$é ta obowigzuje dle obiektéw z klasy & przy T skon-
czonym, a dla ogélnej klasy rozwazanych obiektéw jest to réwnosé asym-
ptotyczna, gdy T—eoo. Przed sformutowaniem zadaf doboru u wybraé
nalezy odpowiedni funkcjonat macierzy cov(ar), majgcy statystyczng in-
terpretacje miary rozrzutu oszacowad parametréw. W klasycznej teorii
planowania eksperymentu (por. prace [22),[34]) znanych jest wiele ta-
kich funkcjonaldéw - zwanych tam kryteriami optymalnodci. Nazwy tej
i innych terminéw tej teorii Bgdziemy uzywadé w dalszym ciggu.
Najbardziej rozpowszechnione jest kryterium D-optymalnoéci. Zgod-
nie z nim sterowanie u spos$réd sterowan dopuszczalnych nalezy tak wy-
bieraé, by maksymalizowadé

det Mp(u, ), (1.3.2)

gdzie det [.] oznacza wyznacznik macierzy. Statystyczna interpretacja
tego kryterium, klarownie przedstawiona w pracy [033], polega na tym,
ze objetodé V elipsoidy koncentraeji estymatora QT me. postad

V = C/[det MT(u,g)]1/2, (1.3.3)

gdzie C jest pewna stata. A wigc maksymalizacja (1.3.2) oznacza mini-
malizacje objetosci V.

Powodem, dla ktérego zwracamy tutaj szczegdlng uwage na kryterium
D-optymalnoéci, jest niezmienniczo$é D-optymalnego sterowania przy li-
niowych, nieosobliwych przeksztazceniach wektora k(x,x,t) we wzorze
(1.1.23). W teorii r.r.cz. przeksztatced takich czesto sig¢ dokonuje
w celu zapisania rdéwnania w zmiennych bezwymiarowych (por. [40]). Oka=-
zuje sie tez (por. [34]), 2e w klasie funkcjonaidéw speiniajgcych pewne,
naturalne w teorii eksperymentu warunki, funkcjonal niezmienniczy wzgle-
dem powyzszych przeksztakced musi byé rosngcg funkcjg det MT(u,g). 0z=-
necza to, ze inne znane kryteria optymalnosci, oznaczane Jako A,E Q,
wiasnodci niezmienniczod$ci mieé nie bedg, jedli nie sg rdéwnowazne wskaz-
nikowi D-optymalno$ci. Nie oznacza to ich catkowitej. dyskwalifikacji,
jednakze nie begdziemy ich w dalszym ciggu omawiacé. Pominiemy réwnies
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zagadnienie zwigzkdw miedzy D-optymalnoScig a analogonem kryterium G-
-optymalno$ci. Wykazanie takich zwigzkdéw nie jest trudne i bedg one
widoczne z przebiegu dowodéw w. rozdz. 2.

W celu zaznaczenia, Ze znajdowanie optymalnego sterowania odbywa
si¢ przy ustalonym rozmieszczeniu czujnikéw pomiarowych E€ E , uizywad
bedziemy terminu. "sterowanie Dy-optymalne" na oznaczenie sterowania
maksymalizujgcego wskaznik (1.3.2). Gdy pomiary odbywajg sig¢ w.jednym.
punkcie przestrzennym, sterowanie takie bgdzie nazywane Do-optymalnym.

W rozdziale 3 pokazemy, Ze wyniki otrzymane dla kryterium D "pod-
powiadajq" droge ich uogdélnienia na cazg klase kryteriéw zwanych L-op=-
tymalnymi,

Rozszerzajgc wprowadzone w klasycznej juz monografii [22] pojecie
L-optymalno$ci na rozwezany tutaj przypadek, nazwiemy L-optymalnym tak-
%e dopuszczalne sterowanie, ktére minimalizuje

Lfuz' L8], (1.3.4)

przy czym L[M§1] przyjmujemy oo, gdy det HT = 0,

W wyrazeniu (1.3.4) L jest ciggiym funkcjonatem, ktéry speinia nas-
tepujgce warunki:
dla dowolnych kwadratowych r x r macierzy A, B 1 skalara c

L[A+B] = L(A) + L(B]l; LlcA) = cL[A], (1.3.5)
oraz dla A nieujemnie okreslonej

L[a] > o. (1.3.6)
Przyktadem funkcjonatu z tej klasy Jest

L wg)] = erlwey',)], (1.3.7)

gdzie tr [.) oznacza $lad macierzy, natomiast W jest zadang r x r nie-
ujemnie okreslong macierzg wagowg. Jezeli W = Ir/r, gdzie I, jest rx r
macierzgq jednostkowg, to (1.3.7) ma interpretacje éredniej wariancji es-
tymatoréw poszczegbélnych parametréw (zakladajgc spetnienie (1.3.1) wraz
2 nastepujgcym po tym wzorze oméwieniem)., Z innym przyktadem tego kry-
terium spotkalismy sie juz w p. 1.2. Mozna podad dalsze przyktady zwig-
zane z minimalizacjgq punktowej lub $redniej wariancji zmiennej losowej
aT(d,t) s q(l,t;ET). Zapis ten oznacza, e we wzorze (1.1.20) w miejsce
wektora nieznanych parametrdw a®c A wstawié nalezy jego estymator o-
trzymany metodq NW. Przykiady te, chociaz sg wazne pominiemy, gdyz wy-
razenie w celu obliczenia var aT(n,t) jest dosé skomplikowane, nawet
dla obiektéw 2z klasy o .
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Podsumowanie

W kofcowej. czedcl podrozdzialu zarysowane zostaty zadania rozpa-
trywane w rozdz. 2 i 3, gdzie zostang podane ich precyzyjne sformuo-
wania uwzgledniajgce ograniczenia na dopuszczalne sterowania. Podane
zostaly interpretacje statystyczne stosowanych dalej kryteridéw D i L-
-optymalnosci. Rozpatrywane zadania zostaxty przedstawione na tle szer-
szej problematyki i stanu literatury. Z przeglgdu wynika, %e problema-
tyka ta jest potencjalnie bardzo szeroka, a poszczegélnme jej nurty re-
prezentowane czgsto przez pojedyncze prace. Spowodowdko to koniecznosé
dokonania wyboru pewnych tylko klas zagadnied, gdyz mnozgc.liczbg sta=-
tystycznie uzasadnionych kryteridw przez liczbe typéw czesto spotyka-
nych ograniczed na sterowania, z ewentualnym rozbiciem na poszczegdlne
typy r.r.cz., otrzymuje sig¢ dziesigtki zadad. Dokonany wybér ma, w za-
myéle autora, dadé rozeznanie w mozliwych podej$ciach oraz daé wskazdbw-
ki do formutowania i rozwigzywania innych zadafh tego typu.

2. STEROWANIA D-OPTYMALNE - ANALIZA CZESTOTLIWOSCIOWA

W rozdziale tym zostang przedstawione wyniki, jakie moZna uzyskaé
stosujac podejscie czgstotliwosciowe do problemu znajdowania sterowat
Da—optymalnych. Problem ten sformutowano ogélnie w p. 1,3, a tutaj zos-
tanie on sprecyzowany przez natozenie ograniczenia na Srednig moc i za-
kres czestotliwos$ci dopuszczalnych sterowad. Przedtem w p. 2.1 zbadane
zostang wtasnosci macierzy informacyjnej, wyrazonej w dziedzinie czes-
totliwodci. W podrozdziale 2,2 zostang wyprowadzone konieczne i dosta-
teczne warunki Dg-optymalnoéci widmoweJ gestosci mocy sterowania, Poz-
wola one w p. 2.3 zbadaé strukture czestotliwosciowo-przestrienng opty-
malnej gestosci widmowej mocy i odpowiadajgcego jej sygnatu sterujgce-
go. Wyniki te postuzg nastepnie w p. 2.4 do skonstruowania algorytmu
numerycznego, pozwalajgcego obliczyé dowolrie dok}adne przyblizenie
sterowania optymalnego. Wykazana zostanie zbiezno$é tego algorytmu,

a jego walory obliczeniowe poddane bedg analizie za pomocg przykaddw
obliczeniowych w p. 2.5.

Uzyskanie wynikéw przedstawionych w tym rozdziale mozliwe byZo
dzigki zastosowaniu przeksztaicenia Fouriera wzgledem argumentu repre-
zentujgcego czas. Zgodnie 2z wypracowanymi juz w automatyce nawykami
badawczymi, podejScie czestotliwosciowe bywa stosowane jako plerwsze
podczas prdéby analizy nowych zagadnieﬁ. Jego zastosowanie jest uwarun-
kovwane mozliwodcig przyjecia nieskonczenie dtugiego horyzontu obserwa-
cji (w stosowanej tutaj notacji T—=oo ) oraz stacjonarnoscia charakte-
rystyk badanego systemu. W praktyce oznacza to, Ze horyzont obserwacji
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musi byé wielokrotnie duzszy od najwigksza] ze stazych czasowych o-
biektu, tak by zdgiyty zanikngé wszystkie przebiegi przejsciowe.

Formalnym wyrazem zaniku skXadowych przejsciowych jest przyjmowa-
ne dalej zaXozenie, %e odpowiedZ obiektu ma postad:

t
ain,t) = I f g(#,Xx, 138) u(x,t-v)dxd 1, (2.0.1)
-» Q
gdzie znaczenie symboli jest takie same jak w p. 1.1 (por. wzér
(1.1.22)). Wéwezas wektor wrazliwosci oblicza sie wedlug wzoru (por.
réwniez (1.1.23)):

t
y(n,t3a) = J f k(2%,%, m3a)u(x,t-1)dxd T (2.,0.2)
_m%
lub w réwnowaznej postacit:
O

yun,tza) = I [ k(®,x,t-72a)u(x, )dxd -, (2.0.3)

- Q

gdy% wektor k( ) ma sktadowe réwne zeru, gdy argument. czasowy jest u-
jemny.

Poniewas obiekt identyfikacji (2.0.1) jest stacjonarny, wigc po-
Yozenie punktu poczgtku obserwacji nie wpiywa na wyniki analizy. W ce=-
1lu uzyskania symetrii nastepnych wzoréw przyjmiemy przedziat obserwacji
o postaci (-T/2,T/2). Wymagaé to bedzie oczywiste] zmiany w granicach
catkowania w niektérych wzorach rozds. 1.

Koficzgc rozwazania wstepne podkreslamy, ze dopuszczalne sygnaty
sterujgce sa funkcjami tylko zmiennych przestrzennych i czasu i1 nie ma-
ja charakteru pél losowych., Formalne podobiefdstwo wystepujgcych w tym
rozdziale wzordw do wzordw korelacyjnej teorii procesdéw stochastycznych
nie powinno byé mylace. Zwracamy Jednak uwage, %e mozliwe jest rozsze-
rzenie zbioru sygnaléw dopuszczalnych do klasy sygnaxdéw losowych. Roz-
gzerzenia takiego nie dokonujemy, gdyz jak pokazano w pracy autora
[84], w rozwazanym tu przypadku nie uzyskuje sig w ten sposéb poprawy
jakosci identyfikacji. Nie oznacza to jednak, ze dopuszczanie losowych
sterowad nie jest w ogdle celowe, na co zwrécimy uwage w rozdz. 4.

2.1. Podstawowe wtasnosci macierzy informacyjnej

Zgodnie z rozwazaniemi p. 1.2 macierz informacyjna zadania identy-
fikacji, przy ustalonej gestodci pomiardw £ idla przedziaXu obserwacji
(-7/2,m/2), ma postaé (por. (1.2.11)):
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T/2
MT(u,g) = ﬁ f v, t)y 7 (%, t)E(x)andt, (2.1.1)
-T/2 Q

P
gdzie y(.) Jest okreslona przez (2.0.2).
Ze wzoru (2.1.1) wynikajg atwo nastepujgce wiasnosci macierzy MT:
M1) My jest macierzg symetryczng i dodatnio pétokreélong,
M2) Jezeli ’I‘2 > T1 to MTZ-MT1 jest macierzg dodatnio pSzokreslong.,

Ostatnia wtasnodé oznacza, %Ze przy kazdym wekaZniku jakosci iden-
tyfikacji @ (MT) spetniajgcym warunek Q(MTV) > (M,;_.), gdy maciersz MTv -
- M£ jest nieujemnie okreflona, celowe jest wydiuzanie czasu obserwa-
c¢ji T. Co wiecej, dla sygnatbéw sterujgcych, takich ze [ y(%,t)II> 0 dla
prawie wszystkich x,t (wzgledem miary Lebesgue ‘a) zachodzié bedzie nie-
ograniczony wzrost diagonalnych elementéw MT' gdy T—=c , Zatem, gdy
T -0, jako miare jakoéci identyfikacji przyjaé nalezy funkcjonal o-
kreélony na odpowiednio zdefiniowanej, udrednione) macierzy informacyj-
nej M zamiast samej macierzy My. Wrafciwy dobér macierzy M, tak by od-
powiadaXa ona intuicji sredniego tempa przyrostu informacji i, aby
przy T——co elementy jeJ byxy skofczone, zalezy od okreflenia klasy do=-
puszczalnych sygnatéw wejdciowych.

Dopuszczalne sygnaty sterujace i usredniona macierz informacyjna

W rozdziale 2 zaklademy, %e do klasy dopuszczalnych sygnaléw ste-
rujgcych U nalezg wszystkie funkcje okredlone na Qu x R takie, 2e w
ponizszych wzorach istniejgq granice i zachodzi:

T/2 »
1

lim u“(x,t)dt <oo (2.1.2)

VxGQ oo T _1-/]2 ’
oraz

/2
]T.im % f u2(x,t)dxdt < 1. (2.1.3)
— 00

-T/2 Qu

Zauwasmy, %e sygnaly spetniajace (2.1.2) sg naturalnym uogélnie-
niem zaleznych od czasu sygnaléw o ograniczonej mocy dredniej (por.
[120]) i zachowamy dla nich te samgq terminologle.

Dla u € U i funkcji wrazliwoéci (2.0.2) speXniajgqcych zalozenie
(2.1.3) odpowiednie jest nastepujgce okresdlenie.

Definicja 2.1. Udredniong maclerzg informacyjng M nazywa sie .wy-

razenie:

M= lim My /T . (2.1.4)

I'—>oo
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W dalszej czedci pracy termin "usSredniona macierz informacyjna" bywa
zagtepowany skrétem UMI.

Poprawnoséé tej definicji wykazemy wprost, obliczajgc granice
(2.1.4) i pokazujgc jej skodczonosé. W tym celu zdefiniujemy funkcje
R : 2, X Q, X R —=R, gdy u € U, nastepujacym wzorem:

u
T/2
Ru(x,y,f) a2 lim % [ u(x,t+¥u(y,t)dt (2.1.5)
T—=00 —T/2

Zauwazmy, ze Ru Jest funkc])g korelacji wzajemne] dwéch (deterministycz-
nych) sygnaxéw u(x,.) i u(y,.) (por. [120]), a poprawno$é jej okresle-

nia wynika z nieréwnosci Schwarza i ze wzoru (2.1.2). Spostrzezenie to

pozwala natychmiast wypisaé proste wiasnoéci funkcji Ru (por. [120] p.

2.7):

Ry) R, (x,5,%) = R,(y,x,-1)
1/2
Ry) Ry(x,x,0) = TE&,}. f u?(x,t)dt
-1/2

R3) lRu(x,x,t)l < R,(x,x,0)
Ry) IRy (x,3,9)) < [R,(x,%,0)R,(y,y,0)1"/2

Z okreélenia R ores (2.0.3), (2.1.1) i (2.1.4) otrzymamy

[e =)
M= T f f f -w(x,y,t,v)Ru(x.y,v-1)dxdydvd1:, (2.1.6)

=™ = Q, Q,

gdzie macierz w( ) jest zdefiniowana wzorem:

w(x,y, T, V) = f k(u,x,t)kv(n,yy JE(n)dn . (2.1.7)

Q
p

W trakcie obliczenia macierzy M zostaly wykonane formalnie dwie
operacj® wymagajgce uzaesadnienia ich poprawnodci. Pierwsza z nich to
zamiana kolejnosci catkowania. Poprawnosé jej wykonania wynika z twier-
dzenia Fubiniego (por. np. [110]) na mocy zatozenia Z,0 1 ograniczono$-
ci zbiordw Qu i Qp. Druga to przejécie graniczne T+ pod znakami
catek wystepujacvch we wzorze (2.6). Wobec zatozenia Z,0 1 wzoru
(2.2.1) poprawnodéé tej operacji wynika z twierdzenia Lebesgue ‘'a o ma-
joryzowanej zbieznosci (por. np. [1101).

Uzasadnienie poprawnosci definicji 2.1 wymaga jeszcze wykazania
skoficzonosci wyrazenia wystepujgcego po prawej stronie w (2.1.6).

W tym celu zauwazmy, %Ze wystarczy pokazad ograniczonodé tr(M), gdyz
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wraz z M, implikuje ona skoficzonos§é wezystkich elementéw diégonalnyeh
M i ponadto

. 1/2 ;
(myp ) < (myqeom ) 0%, (2.1.8)
W (2.1.8) przez m;, oznaczono elementy M,
Z (2.6), (2.7), R, dostajemy:

tr(M) < [ [J ﬁlk(u,x,‘v)ll d'l:-Rll/z(x,x,o)dx]2 E(n)dn.

Qp Qu - (2.1.9)

Zastosowanie do (2.1.9) nieréwnosci Schwarza oraz wkasnosci R, wraz z
(2.1.3) i zatozeniem Z10 dowodzi, ze tr(M) < C-lI Q, |<eo , gdziel QJ
oznacza miare Lebesgue a zbioru Q. Ze znanej nierdwnodci (por. [11])
(det M)1/r < tr M/r otrzymamy:

M3) Dla wszystkich u € U i § € E usSrednione macierze informacyjne ma-
Jja wspélnie ograniczone wyznaczniki, przy czym ograniczajgca je
staza zalezy tylko od k, Q, ir,

Widmowa gesto$é mocy sygnatu sterujgcego

Podamy teraz, istotny dla tego i nastepnego rozdzialu, wszér wyra-
2ajacy macierz M'w dziedzinie czgstotliwosci. Istotng role w tym przeds-
tawleniu odgrywa funkcja:

Su(x,y,jw) 4 TRu(x,y,‘t)exp(-:jm-:)dr, (2.1.10)

- 00

okreslona na Q x Qu x R, bedgca transformata Fouriera funkcji
Ru(x,y,.), w ktdérej x,ye€ Q, sa parametrami. Warunki wystarczajace do
istnienia transformaty, jak i prawdziwos$ci wzoru na jej odwrdcenie

o

]
R, (x,5,7) = — ISu(x,y.w)exp(Jm)du (2.1.11)

-0

sg znane (por., np. [120]), wiec nie bedziemy ich przytaczacd. Wiasnodci
funkcji Sy kt6ra nazywad bgdziemy gestoscig spekiralna éygna&u steru-
jacego, zostang podane nieco dale]j.

Po podstawieniu wzoru (2.1.11) do (2.1.6) i dokonaniu zamiany ko-
lejnodci calkowal otrzymamy nastgpujgcy wzér macierzy M, ktdra w dal-
szym ciggu oznaczaé bedziemy przez M(Su,E) w celu podkreslenia jej za=-
leznosci od S, 1 g

1 [ o]
M(S5,,8) = — I I I W(x,y, e £)S,(x,¥, J wdxdyd w. (2.1.12)

2n
~=Q, {,
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We wzorze (2.1.12) przez W(x,y,Jjw;E) oznaczono macierz okreslong wzo-

rems
W(x,y, Jos E) = ,,. R(iyxoj“y)ﬁv("y)’o':jw)é(‘n')du’ (2,1.13)
Qp
gdzie
e o]
K(®,x, jw) & jk(n,x,'r)exp(-jw'r)dt . (2.1.14)

Wypiszmy od razu wiasno$é macierzy M(Su,t) wynikajgcq z definicji 2.1

i H1:

M4) M(Su,E) jest macierzg rzeczywistg, symetryczng i dodatnio péz-
okreslong.

Badanie nastgpnych jej wiasnosci poprzedzimy zestawieniem podsta-
wowych faktéw dotyczgcych Sy Bezposrednio ze wzoru (2.,1.10) otrzymu-
Jjemy:

S1) Sg(x,y,ju) = Su‘;’y’-JU)’ gdzie 2° oznacza liczbe zespolong

sprzezong z licebg s.

Se) Su(x,y,+3ﬁ) = Su(y,x‘,-:jd) = S&(y,x,dﬂ).

Interpretacja Ru(x,y,.) jako funkcji korelacji sygnazdéw u(x,.)

i u(y,.) oraz (2.1.10) pozwala interpretowad S, Jjako widmo wzajemne
gestosci mocy tych sygnaldw, rozumiane podobnie jak w pracy [120]

§ 6.9.
W cytowanej monografii udowodniono réwnies potrzebne w dalszym
ciggu wiasnosci, ktére w stosowanych tu oznaczeniach majg postad:

33) Su(sttju) = T:Eilono [‘% . ET(X,jN)KT(y,-jW)],

gdziéﬂdT(x,jd) oznacza transformate Fouriera funkeji uT(x,.) zdefinio-
wane] wzorem
u(x,t) dla Itl < 1/2

un(x,t) =
Ve 0 dla ItI> 1/2

natomiast x € Q, Jjest traktowane jak parametr.

84) Wartosci Su(x,x,jm) sgq rzeczywiste i zachodzi

T/2 1
lim g [ B traxat - — T ] 5, (x,x, jw)dxdw .
T--co 2%

-T/2 Qu -0 Qu
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Ostatnia wtasnoéé nasuwa interpretacje Su(x,x,jhﬂ jako gestodci roz-
k¥adu éredniej mocy sygnazu u(x,.) w dziedzinie czgstotliwodci w e€R.
W zwiagzku z tg interpretacjg.i zamiarem stosowania-su Jjako zmienne}j
decyzyjnej w zadaniach doboru sterowad nalezy pamigtad, iz w praktyce
mozna wytwarzad jedynie sygnaly o ograniczonym widmle czestotliwodci,
Dlatego tez bedziemy zakadad, ze dopuszczalne sg Jjedynie takie sygna-
2y sterujace u € U, dla ktdérych uT(x,juD = 0.dla wszystkich x,T, jedli
lwl>w,, gdzie w > O jest zadang maksymalng czgstotliwodcig, ktdérg

mozna osiggngé. Przy tym zaozeniu mamy:
SS) Su(x,y,ju) = 0 dla | wl> w,

Ponadto z wiasnoséci S4, 35 i wzoru (2.4) otrzymamy:

©
1 [e]
Sg) — f ] S, (%%, jwldxdw <1 .
2% a
e

Definicje 2,2. Klasg wszystkich gestosci widmowych sygnatéw ste-
rujgcych u € U, dla ktérych zachodza wiasnosci 85 i 8gs oznaczaé be-
dziemy przez S, a jej elementy beda nazywane gegstosSciami widmowymi do-
puszczalnych sygnaxzéw sterujacych.

Przyjeta notacja nie uwidacznia zaleznofci S od w, i Qu' gdyz
elementy te bedg ustalone.

Odnotujemy wazng wasno$é zbioru S5, wynikajgca bezposrednio
z wktasnosci S5 i 8¢
S7) Zbidr S$ jest zbiorem wypukym.

Oto dwa, uzywane w daelszej czeéci-pracy‘przyklady sygnatéw ¢ pos-

taci:

u(x,t) = v(x) - w(t), v2(x)dx < 1,
Q,
ktérych gestos$ci sa elementami S, por. [120), p. 6.9.
1. Jedli wlt) = 1(t) - skok jednostkowy, %o

Su(x,y,jw) = 2nv(x)v(y): 8(w). (2.1.15)
2, Dla w(t) = cos (w1-t), RN
Su(x,y,jw) = T"[ 6((1)— w1) + 6( W+ w1)] V(X)'V(y). (201016)

Przyktady te wskazuja, ze zbidér § zawiera elementy bgdgce deltami
Diraca zmiennej . Poniewaz jednak w dalszych rozwazaniach S, wystepu-
ja tylko pod caikami, przeto zachowamy t¢ rozpowszechniong konwencjeg.
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Inne podejécie polegajace na positugiwaniu sie¢ dystrybuantg widmowg i
catkg Lebesgue ‘a-Stiltjesa bytoby znacznie bardziej skomplikowane wo-
bec wystepowania rdwnoeczesnie cazek po x,y e-Du. Zauwazmy jeszcze, ze
gestosci widmowe sterowad. oddziatujgcych w. jednym punkcie przestrzennym
x,€ @, 1 majace postad u(x,t) = 8(x-x,)-n(t), nie sgq elementemi S,
mozna je natomiast przyblizad gesto$ciami z S (przypadek, gdy wymueze-
nia punktowe sgq dopuszczalne rozpatrzymy w p. 3.1).

Klasa .5 jest na tyle szeroka, %e oprécz sygnaiéw o rozdzielonych
zmiennych, zawiera takze gestoscli ‘sygnazdéw typu fali biezacej. Na przy-
kzad dla x e'R, Su odpowiadajaca u(x,t) = ¢ (x-ct) jest elementem
przy odpowiednich ograniczeniach natozonych na funkcje '¢.

Nastepne wtasnodci funkecji Su badaé bedziemy w tych miejscach,
gdzie bedg one potrzebne.

Dalsée wkasnodci ugrednionych macierzy informacyjnych

Teraz natomiast wrécimy do badania wkasnodci usrednionych macie
rzy informacyjnych. Badania te wykonamy przy dowolnym, lecz ustalonym
£ € B,
_ Dla ustalonego E€ E zdefiniujemy zbiér'wﬂkn {ME:M =M(Su,§),su65 }
wezystkich realizowanych UMI. Ze wzoru (2.1.12) i S7 otrzymujemy na-
tychmiast:

M5) Zbidr J?E jest zbiorem wypuktym.

MG) ZBiéx-/?E mozna jedno-jednoznacznie odwzorowad na zbidr J?g wek=-
toréw w przestrzeni Rr(r+1)/2 utworzony z uporzgdkowanych w usta-
lony sposéb elementéw macierzy M(Su,a), lezgcych nad gérng prze-
kgtng i na niej. Co wiecej, odwzorowanie tekie zachowuje réwniez
operacj¢ tworzenia kombinacji wypukie] elementdw d? y» CO oznacza,
ze JVE jest réwniez zbiorem wypukiym.

M7) Zbidr A& jest zbiorem ograniczonym w gF(T+1)/2 przy zatozeniu o-
graniczonodci elementéw K(n,X,jw) na ], [fwo,woj dla wszystkich
4 €“Qp.
Doviody tej i nastepnej wktasnosci sg analogiczne do dowoddéw klasycz-
nej teorii dle obiektéw skupionych i nie bgdziemy ich przytaczaé (por.
np., [22],(27]).

MB) Zbidr Jﬂ jest zbiorem domknigtym przy zaXozeniu o domknigtosci Q
i zalozeniu ciagtodci elementdéw wektora K(m,x , j@) na zbiorze
Q, X[-u5,mo] dla wszystkich x € Qp,

Ostatnie z przytoczonych wxasnosci pozwalajg tatwo wnioskowaé o
istnieniu rozwigzald zadad optymalnego doboru S € S przy dowolnym
ciggtym n9¢ﬂéwskazniku jakosei identyflkacjl.
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Podsumowanie

W podrozdziale 2.1 wprowadzono pojecie usrednionej macierzy infor-
macyjnej. Wykazano, 2e zalezy ona od odpowiednio gzdefiniowanej widmowe}j
gestosci mocy sygnatu sterujgcego. Przy ograniczonej mocy $redniej i o-
graniczonym padmie dopuszczalnych'sygnaléw sterujgcych, odpowiadajgce
im widmowe gestodci mocy tworzg zbidr wypukly .§ . Osiggalny za pomocs-
SuG,S’zbiér macierzy informacyjnych okazax sie wypukiyy. domknigty i o-
graniczony. Wiasno$ci te tworzg podstawe do sformulowania i znajdowania
rozwigzad réznych zadaid doboru sterowan, nie tylko tych rozwazanych w
dalszej czedci rozprawy.

2.2. Sformutowanie problemu doboru D-optymalne]j gestosci spekiralnej]
sterowania i _warunki optymalnosci

W podrozdziale tym sformuiowsane zostanie pierwsze 2z rozwazanych.
w rozprawie zadad optymalnego-doboru sterowad., Wyniki p. 2.1 wskazujs,
%e UMI zalezy od uzytego sterowania przez widmowg gestosdé mocy sygnalu
sterujgcego Su‘ Dlatego sformuiujemy problem doboru sterowania jako
problem D-optymalnego wyboru Su' a nastepnie (w p. 2.3) zostang podane
sposoby znajdowania czasowych przebiegéw sterowad realizujgcych opty-
malng S,. Za dopuszczalne sterowania uznawaé begdziemy tylko te, kté-
rych moc jest ograniczona (por. wzdr (2.4)). Ograniczymy sie tutaj do
przypadku, gdy pozoZenie czujnikdéw pomiarowych, scharakteryzowane pfzen
£ ¢ B Jjest ustalone i1 nie podlega wyborowi. Z sytuacjg takg moina sie
spotkaé wtedy, gdy identyfikuje sig instalacje¢ z istniejgcym ukZadem
pomiarowym, a rozmieszczenie dodatkowych czujnikéw jest zbyt kosztowne.

Sformutowanie zadania D-optymalnego doboru sterowaﬁ'o ograniczonej
mocy Sredniej .

Uzasadnienie wyboru wyznacznika macierzy informacyjnej Jako wskai-
nika jakosci identyfikacji podano w p. 1.3. Natomiast w p. 2.1 umotywo-
wano (za pomocg wZasnosci S4, SS’ 86) wybér klasy 5 jeko zbioru do-
puszczalnego sygnaxtéw o ograniczonym pasmie ['“5'“51 i ograniczonej mo-
cy érednigj. Celowe Jest zatem zbadanie nastepujgcego problemu:

Problem 1
Przy ustalonym rozktadzie pomiardéw £€ & znaleié 3nE 5 takie, ze

su = &
Sugs det M(S,,E) = det M(5,,§) (2.2.1)

Uwaga 2.2.1
Aby unikngé rozwazania trywialnych przypadkéw w dalszej czesci te-
go rozdziaiu zakadaé bedziemy, e §€ E wybrano tak, by istniaza SueAS,
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dla ktdrej det M(Su,z) > 0. Przy tym zaZozeniu rdéwniez det M(Su,z) >0
i, bez zmniejszenia ogdlnodéci przyjmiemy, %e ze zbioru d?g usuniegto
wezystkie osobliwe macierze,a ze zbioru S wszystkie Su takie, ze
det M(Su,i) = 0. Gdyby & € £ nie speiniato powy¢szego warunku, wéwczas
dla wezystkich Sue S zachodzitoby det M(Su,ﬁ) = 0, tzn. przy tym roz-
kedzie pomiardw obiekt nie bytby identyfikowalny.

Na podstawie powyzszego za}ozenla oraz monotonicznosci funkcji
logarytm, mozemy przeformutowad wzdr (2.2.1) w rdwnowazny sposdb:

sup @(M(S,,E)) = a(M(5,8)), (2.2.1)

s €8

u
gdzie & jest okreslona na zbiorze wszystkich dodatnio okreslonych ma-
cierzy wzorem &(M) £ ln det M.

Takie postawienie problemu sugeruje 'od razu istnienie jego rozwig-
zania, tzn. istnienie §u€ S, dla ktdrego supremum we wzorze (2.2.1)

jest osiggane, gdyz na podstawie wtasnosci MS—MB p. 2.1 otrzymujemy:

sup det M(S ,§) = sup det M (2.2.2)
S €S v Me
u
oraz
sup det M = sup _ det ¥(m), (2.2.3)
M<54%t Eiedqt

gdzie ¥ ‘/'?5 *’J’Za przyporzagdkownje wektorowi m € J_IE macierz wedtug
przepisu podanego W MG' Odwzorowanie ¥ Jest ciggte przy dowolnym wybo-
rze normy wektora w Rr(r+1)/2 i normy macierzy r x r-wymiarowych,
gdyz w przestrzeniach skoriczenie wymiarowych wszystkie normy sg réwno-
wazne, a odwzorowanie ¥ polega na przeindeksowaniu wektora m zgod-
nie z Mg. Ne podstawie wzoréw (2.2.2), (2.2.3) oraz M7 i Mg, wobec
ciggosci wyznacznika jako funkcji elementdéw macierzy, otrzymujemy
problem optymalizacji ciggej funkcji na zbiorze zwartym ﬁaw przes-—
trzeni skodczenie wymiarowej. Na mocy twierdzenia Weierstrassa istnie-
Je i€ J?E , dla ktéregoAjest.eaiqgane supremum we wzorze (2.2,3) po pra=-
wej stronie. Zatem dla M 2 ¥ (m) jest osiggane réwniez supremum we Wzo-
rze (2.2.2).

Poniewaz f € Mg , wigc na mocy definicji tego zbioru istnieje co
najmniej jedno 5 € 5 takie, ze M = M(éu,a). Udowodnilidmy, wiec wias-
nosé:

P11) Problem (2.2.1) ma co najmniej jedno rozwigzanie w zbiorze 5.
Wxasnosé ta pozwala wprowadzidé okreslenie:

Definicja 2.2.1. Kade §u€ S spelniajace (2.2.1) bgdzie nazywane
Dp~optymalng widmowa gestoscig mocy sygnatu sterujacego.
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Zauwazmy, ze dla macierzy e.ma réwnosé M = M(S,,&) zachodzié
moze dla réznych S, € . Jednakze na mocy M5 i Scistej wklestosSci fun-
keji @ (M) na zbiorze e/‘lglatwo wywnioskowaé, ze:

P,,) Dla wszystkich D -optymalnych éue S zachodzi M = M(éu,a), tzn.
%-optymalna UMI jest Jedyna.

ZPyy 1z (2.12) otrzymujemy bezposrednio
P"B) Zbiér wszystkich Dg-optymalnych 5, € S5 jest zbiorem wypukiym.

Wyniki pomocnicze

W wyprowadzonych w dalszej czeécl pracy warunkach optymalnoici
dla problemu 1 wystgpowaé bedzie funkcja Qg(x,y,;jm; Su) T Q. % R %
x [—%,mo]—“ C okreslona, przy ustalonych S, € S i Ec B , wzorem:

Qa(x’y’jwisu) = tr[W(x.y.JUSE)M-1(Su.E)] =
= f Ev(x.y.-:jm)rﬂ(su.&)f('(n,x,a’m)a(u)dx, (2.2.4)

We wzorze (2.2.4) uwzgledniono uwage 2.2.1, a druga réwnosé wynika z

(2.1.13).
Zbadamy podstawowe wiasnosci funkcji Qg. BezpoSrednio z jej okres-

lenia i z (2.1.13) oraz (2.1.14) dostaniemy:
) VNG [' » Wy ]Q (X,¥, w3S ) = Q (y,x, jwos ) = Q (Yux,';’w HS )
ob g g
gdzie z® oznacza liczbe zespolonq SprzeZan wzgledem z € C.
Q2> Przy dowolnym ustalonym we[-wo,mol funkcja Qg Jest dodatnio o-

kre$lona w tym sensie, ze dla kazdej funkcji f : Qu — C, ktoérej
modul jest catkowalny z kwadratem na Qu, zachodzi nieréwnobé

‘! ! Qg(x,y.jw;Su)f(x)fc(y)dxdy > 0, (2.2.5)
u u
jezeli £ £ O.
Przyjmujac QE jako jadro, zbadajmy problem wartoSci wiasnych réw-
nanie catkowego:

A(w)9(x, jo) = ! Qe(x,¥y JwiS,) oy, jw)dy. (2.2.6)
u
W réwnaniu tym w € [-wo. wo] odgrywa role parametru. Dlacego tez

woznaczeniu warto$ci wtasnych p(w) i funkcji wlasnych ¢(x,jw) wskazano
jawnie zaleznoéé od w.

Uwaga 2.2.2

Zaréwno pu(w), jak i @(x,jw) w (2.2.6), zaleza takze od § i Sye
Aby nie komplikowaé zapiséw, zalezno$Sé ta nie bedzie wskazywana w nota-—
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c¢ji, dopdéki nie bgdzie to konieczne. Sprecyzowania wymaga jeszcze
przestrzefd, w ktérej poszukiwsne bgda funkcje wiasne (2.2.6). Ze wzgle-
du na wtasnoéé Q3 naturalne jest przyjecie, ze Vu, ? (., jw) G'Lz(ﬂu).

QB) Dla kazdego we[-wo,wo]

! QI |Q§(X)y’quu)’ 2dXdy <eoo ,
u
przy zatozeniu, ze f | K%, x, jw)|| 2dx <o dla wszystkich we Q.

Z wtasnoéci Qr s Q3 wynika, ze (2.2.6) jest zagadnieniem war-
toSci wirasnych dla Péwnania catkowego z symetrycznym (hermitowskim)
i dodatnio okre$lonym jgdrem. Teoria takich réwnah jest dobrze opraco-
wana (por. prace [1281,(75], [62]). Pozwala to od razu przytoczyé pods-
tawowe rezultaty dotyczace (2.2.6), potrzebne do wyprowadzenia warun-
kéw D-optymalnosdci (por. prace [75], p. 16).

Q,+) Istnieje co najmniej jedna niezerowa funkcja wiasna i warto&é
wtasna réwnania (2.2.6).

Q5) Dla wszystkich -mE[-wo,wo] wartoSci wiasne (2.2.6) p(w) sz rze-
czywiste i nieujemne.

QG) Réwnanie (2.2.6) ma, dla kazdego (w]< w,, Co najwyzej przeliczal-
ny cigg wartosci wktasnych p,l(m),pz(w), ees (w ciggu tym kazda
wartos8¢é wiasna wystegpuje tyle razy, ile wynosi jej krotno$é),

a odpowiadajgcy mu cigg funkcji wtasnych cp,l(x,jw),cpz(x,jw), _—_
mozna wybraé tak, by byl on-ortonormalny, tzn.

0 ik
v [ g aoef e, swax - [ (2-2.7)
Q

lwlé% - 1 i:k,

dla i,k = 1,2, eee o
Q7) Na mocy wtasnoéci QB_maksymalna warto$é wlasna réwnania (2.2.6)

istnieje i jest ograniczona. W dalszym ciggu bedzie ona oznaczana

przez ,Pmax(w; Q?) :

'W :dalszym ciggu potrzebna bgdzie wiasnosé ciggtosci zaleznosci
wartosci wtasnych (2.2.6) od parametru w. Mozna jg wywnioskowaé wprost
z ogblnych twierdzen teorii operatoréw saswartych. Udowodnimy jg jednak
w sposéb bardziej elementarny w Dodatku 2E przy zatozeniu, ze sktadowe
wek tordw K(ni,x,jm), i=1,2, ... , sg ciggtymi funkcjami na zbiorze
Qu X [—wo,uo].

Qe) Przy powyzszym zatozeniu pq(w),pg(w), i ,}:p(w), ... Sg ciggtymi
funkcjami w€ [-uw,w].
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Potrzebna nam bgdzie réwnies nastgpujgca nieréwnosé, wynikajgca.z tzw.
ekstremalnych wtasnosci. wartodci wtasnych réwnad carkowych z symetrycz—
nym i dodatnio okreslonym jqdrem (por. prace [75], § 16):

Q9) Dla dowolnej funkcji £ & L2(Q ) (o wartosciach w C) zachodzis

V"’ < Wa 6[ ! QE(x’y'J“’:s )f(x)f (¥)dxday € Pmax("’Q;)
u u (2.2.8)
przy zatozeniu, ze f ff(x)izdx £ 1.
2,
Uwaga 2.2.3
Przyjeta we wzorze (2.2.6) konwencja definiowania wartosci wias-
nych jest rozpowszechniona w zagadnieniach spektralnej teorii operato-
réw (por. np. prace [41],(62]). W teorii réwnaf catkowych spotyka sie
(por. np. prace [128]) réwniez inng konwencje, W ktérej u sg nazywane
liczbami charakterystycznymi, a 1/p wartoSciami wiasnymi.
Do wyprowadzenia warunkéw optymalnosci potrzebny bedzie nastepu-
jacy rezultat, ktéry w szczegbdlnym przypadku 'Eo(u) = 6(1!.-!.1) udowod-
niono w pracy [86].

Lemat 2.2.1. Jezeli sg speinione zalozenia Z,]-Z12 z rozdz. 1,
z uwzglednieniem uwagi 2.2.1, to przy ustalonym £ €3 dla kazdego 8 €5
zachodzi nieréwnosé:

sup poo (W3Q) > r (2.2.9)
lw] < w,y MR ’

gdzie r = dim(a) jest liczbg estymowanych parametréw, natomiast

pmax(u;qg oznacza maksymalng, przy danym ®, warto8é wiasng w (2.2.6).
Dowéd tego lematu wynika z nastepujgcych réwnobei:

= tr [M""(s (s, 8] =
o (2.2.10

1
T f f f Qe(x,¥,Jw; S)* S, (x,¥, jw)dxdyduw.
2% g
wO QU u

Korzystajac z (2.2.10) oraz z twierdzenia Lebesgue’a (o majoryzowanej
zbieznodci [110]), mozemy 8, W, (2.2.10) zastapié wyraseniem podanym

W wiasnosSci 53, a nastepnie skorzystaé z (2.2.8), co po ponownym zasto-
sowaniu S3 daje'

1
r $— f[ )Jmax(u,QE) J S (x,x,au)dx]dw. (2.2.11)

2 -
%
Teza lematu wynika bezposrednio z (2.2.11) po skorzystaniu z wlasnosci

SGiQe.
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Nieréwnoéci (2.2.9) mozna nadaé interpretacje statystyczng. Wska-
zuje ona na to, %e usSredniona po £ wariancja oszacowania stanu obiek-
tu przy pobudgeniu sinusoidalnym jest ograniczona od dotu. Nie bgdzie-
my dokladniej precyzowaé i uzasadniaé tej interpretacji, gdyz nie be-
dziemy z niej korzystaé i zajetoby to zbyt duzo miejsca.

Warunek konieczny i dostateczny D-optymalnosci

Wobec wypuklosci zbioru § i wklgsitosci funkcji @& w (2.2.1 ),
plerwszy etap wyprowadzenia warunkéw Dz—optymalnoéci polega na sko-
rzystaniu ze znanego W teorii optymalizacji twierdzenia (por. np. pra-
ce (010]), ktére przytaczamy w stosowaneg tu notacji. Jezeli % €S
Jest Dg-optymalne, to dla kazdego S zachodzi:

9 - «
T @ (M(5,,8)) a=0+<0, (2.2.12)
gdzie S (X.y,am) (1-@)8,(x,¥,jw) +a S (x,5,3w), (2.2.13)

dla a« €[0,1]. Zapis (2.2.12) nalezy interpretowaé w ten sposéb, ze po
wykonaniu rézniczkowania po a brana jest prawostronna granica, gdy
a —O0.

Warunek (2.2.12) byt wielokrotnie wykorzystywany w zadaniach dobo-
ru sterowan w identyfikacji obiektéw skupionych (por. np. prace [22],
(271,0351).

‘Scista wklestosé @ (M(S yE)) Jako funkcgonalu Su’ pozwala wykazaé,
se jezeli (2.2.12) zachodzi dla kazdego S €5, to 5, jest Da—optymal—
ne. Tak sformulowany warunek jest jednak trudny do sprawdzenia i zasto-
sowania do konstruowania algorytméw numerycznych. Dlatego tez w kazdym
tego typu zadaniu dazy sie do znalezienia takiej wariacji Sg, ktéra
po wstawieniu do wzoru (2.2.12) daraby warunek konieczny i dostateczny
optymalnoéci Sye Forma takiej wariacji zalezy od konkretnego problemu
i musi byé kazdorazowo "odgadnigta". Pokazemy, ze dla problemu 1 odpo-
wiednie Sg ma postaé:

82(x,¥, J0) = 9(x, -3 §(y,+iwml8(wrd) + 8(u- )] (2.2.13)

gdzie Q(x,juo jest funkcja wkasng réwnania (2.2.6) z jadrem Qg(x,y,jw,=
4q (x,y,au,s ), odpowiadaach maksymalne]j warto$Sci wiasnej Pﬂax(w) 2
Pmax(w’QE) Czestotliwoéé wle [-uw Wy s Wy ] wystepujaca we wzorze (2.2.13)
jest dowolna, lecz ustalona. Nlasn0501 Q- Q9 pozwalajg stwierdzié po-
prawnosé okreslenia (2.2.13) i fakt, ze S €s.

Do wykonania obliczehn w (2.2.12) potrzebne beda jeszcze dwie wias-

noéci:

qu) Jezeli 9(x,jw) jest funkcjg wtrasng roéwnania (2.2.6), odpowiadajaca
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wartosSci wtasnej p(w), to istnieje funkcja wtasna Q(x,ju) odpo-
wiadajgca tej samej wartosci wtasnej i taka, ze: Q (x,ju)-—q(x,-;jﬂ)
Dlatego w dalszym ciggu bedziemy uwazaé, ze wszystkie furkcje wlas-
ne (2.2.6)q5k(x,,jw), k=1,2, ... majg te wiasno#é.

Q'M) Wartoéci wiasne we wzorze (2.2.6) sg symetrycznymi funkcjami
weE[-w,» ], tzn. pk(-w) ‘}'k(“)’ k=1,2, oee

Dowody Q’lo i Q‘H majq charakter slgebraiczny i podane zostang w Dodat-

ku.
Po zrésniczkowaniu we wzorze (2.2.12) otrzymamy:

or (8, 80m(s2,8)] < 1, (2.2.14)

(por. pracg [22], gdzie podano wzory rétniczkowanial Wyznacznika).
Wstawienie wzoru (2.2.13) do (2.2.14) i skorzystanie z wzoru
(2.2.6) oraz (2.2.7) i wtasnosci Qo* Y pozwala uzyskaé warunek

pmax(wo.‘éz) £, (2.2.15)

gdzie Qg(x,y,,jw) 2 q (x,y,gu,é ). Warunek ten jest speiniony dla
wszystkich w° ¢ (- "’o »ay ] co, wobec lematu 2.2.1 prowadzi do wniosku,
%e warunkiem koniecznym DE—opt;ymalnoéci Q € 5 jest, by

sup [pmax(w;QE)] = T. (2.2.16)
, w l < Wo

Pokazemy, ze (2.2.16) jest réwnies dostateczne dla DE— optymalnosci
g €5. W tyn celu zakbzmy, ze (2.2.16) zachodzi, ale 5 €5 nie jest
Da—optymalne, tzn. istnieje S €5 takie, ze 5 £ S oraz

Utworzmy S 2 [(1-0)8, + «a -8,]€5 dla ae [0,1]. Wobec &cisrej wklgsoé~
ci® i (2.2.17) zachodzi nierdéwnosé:

V. e 0,13 e((1-M(B,,8) + « M(S,E))> B(M(E,E)). (2.2.18)

Po podzieleniu obu stron (2.2.18) przez @ >0 i wykonaniu przejs-
cia granicznego & —O+ otrzymujemy:

- «»(M(su,a))l >0, (2.2.19)
a a =0+

Po wykonaniu rézniczkowania we wzorze (2.2.19) uzyskamy nierdéwnoéés

1 ®rr . N
r <;’ f H QE(X,y,Jw)Su(X,y,jw)dxdyda). (2.2.20)
L Q

u
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Lewg strong tej nierdéwnosdci oszacowaé mozna od gbéry stosujgc argumenty
takie same jak w dowodzie lematu 2.2.1, co daje

r { sup [ pmax(w;QE)] . (2.2.21)
HLS Wo
Nieréwnos¢ ta jest jednak sprzeczna z (2.2.16), a otrzymana sprzecznofé
dowodzi dostatecznofcl tego warunku. W ten sposé4b udowodnione zostalo
twierdzenie (podane w pracy [35] bez dowadu).

TWIERDZENIE 2.2.1. Przy zatozeniach Z,,-Z12 warunkiem koniecznym
1 dostatecznym na to, by 5,€ § byto D-optymalng widmows g¢stoscig mo-
cy sygnatu sterujgcego, jest speinienie warunku (2.2.16), w ktérym oz-
naczenia sg takie jak w lemacie 2.2.1, natomiast Qggx,y,jw)éqg(x.y,jw;gul
Rezultat ten stanowl podstawe dla bardziej szczegbéiowych wynikéw tego
i nastepnego rozdziatu.

W zasadzie mozna na jego podstawie skonstruowaé algorytm numerycz-
ny znajdowania dowolnie dokladnego przyblizenia dla éu, dziatajgcy w
zbiorze S . Zbiér S Jest jednak zbiorem funkcji wielu zmiennych, zatem
implementacja komputerowa takiego algorytmu wymagalaby pamieci o bardzo
duzej pojemnosci. Dlatego autor poszukiwal innej drogi komstrukcji ta-
kiego algorytmu numerycznego. Podejscie takie zostesnie zaproponowane
W p. 2.4 na podstawie wnioskéw z twierdzenia 2.2.1, sformutowanych w
nastepnym podrozdziale.

Podsumowanie

W podrozdziale 2.2 sformutowano zadanie Dg~optymalnego doboru wid-
mowej gestosScl mocy sygnatu sterujgcego i udowodniono istnienie jego
rozwigzania. Wyprowadzono takze warunek konieczny i dostateczny optymal-
noéci, korzystajgc z wyniké4w teorii réwnah caikowych.

2.3. CzestotliwoSciowo-przestrzenna struktura optymalnej widmowej ges-—
toscl mocy sygnatu sterujgcego

W podrozdziale tym przedstawione zostang wnioski z twierdzenia
2.2.1, pozwalajqce znajdowaé éu analitycznie w prostszych przypadkach,
i bezpoérednio stosowane do skonstruowania algorytmu numerycznego. Ze
wzgledu na koniecznoéé stosowsnia skomplikowanych zapiséw przyjmiemy
w celu ich uproszczenia, ze & (%) = &{u-n ), %, € @, tzn. ze pomiary
sg dokonywane tylko w jednym punkcie P

Na wybér punktu % € Q_ nie naklada sig ograniczen z wyjgtkiem
spetnienia warunkéw sformutowanych w uwadze 2.2.1. Problem 1 z §(x) =
= 5(l-ub) nazywaé bedziemy problemem Do—optymalnego doboru widmowe}
gestobcl mocy sygnatu sterujgcegoe.

p!
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Struktura Dv—optymalnej widmowej gestosci mocy

Twierdzenie 2.2.1 sugeruje, ze §u powinno byé w jakié sposéb zwig-
zane z funkcja wiasng réwnania (2.2.6), odpowiadajacs maksymalnej war-
tosci wiasnej tego réwnania. Wykazemy stusznoéé tej hipotezy. W tym ce-
lu zbadamy czy mozna tak dobraé funkcje s(w) : [- o’“bJ — R, by

8y (%7, 3%) = §(x,-3w)P (¥, ju)s(w) (2.3.1)

byta dopuszczalna i speiniara warunki twierdzenia 2.2.1. We wzorze
(2.3.1) przez &(x,jw) oznaczono funkcje¢ wiasng réwnania (2.2.6), odpo-
wiadajaca maksymalnej wartoSci wiasnej. Przy czym jako jadro (2.2.6)
wybrano ng(x,y,jmgéu), w ktoérym EOCE) = a(upxb), natomiast éu ma pos-
ta¢ (2.3.1). Pozwala to zapisaé (por. (2.2.4)):

Qg Cayidmdy) = K’ (y,=30)M " (S, 8, DK(x, Jw) s (2.3.2)

gdzie K(x,jw) 2 f(xo,x,jw). Po podstawieniu wzoru (2.3.1) do (2.1.12)

otrzymamy:

W

1 P A
M(S,E.) = — -f s(WEKGWE (-jwdu, (2.3.3)
u o 25
-
(o]

f K(x,jw)‘(x,-juodx.
%

e

A
gdzie K(jw)

Aby éu okreslone przez (2.3.1) bylo elementem S wystarczy, by:
a) s(w) byta funkcja symetryczng, tzn. s(-w) = s(w) dla ”E['“b'“o]
i nieujemnsg,

1
p) — f s(w)d w <. (2.3.4)
Zn._wo :

Latwo sprawdzié, ze wobec wtasnosci QG warunki a,b gwarantujg speinie-
nie wrasnosci Sg i Sg przez (2.3.1), jezeli s(w) = 0 dla | wW> w,. Wy-

bierzmy funkcje s(w) w (2.3.1) w taki sposéb, by byta ona rozwigzaniem
nastepujgcego problemu

w
4 0
sup det [E; .f K(jw)ﬁA(—jm)s(w)dtJ, (2.3.5)
—w
)

gdzie supremum we wzorze (2.3.5) dotyczy wszystkich takich s(.), ktére
spetniajg a oraz b.

Problem ten, jak ratwo zauwazyé, mozna interpretowaé jako zadanie
D-optymalnego doboru widmowej gestosci mocy sterowania dla obiektu o
parametrach skupionych, majacego szczegbdlna postaé. Mianowicie, trans-
formata Fouriera wektora wrazliwos8ci na zmiany parametréw tego obiektu
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powinna byé réwna K(jw). Ta ciekawa interpretacja pozwala skorzystaé
z uzyskenych niedawno wynikéw (por. prace [(65],(271]), charakteryzujg-
cych rozwigzanie problemu (2.3.5). W cytowanych pracach wykazano, ze
funkcja 8(.), dla ktére] osiggené jest we wzorze (2.3.5) supremum ist-
nieje oraz, %ze 8(.) jest rozwigzaniem problemu (2.3.5) wtedy i tylko
wtedy, gdy:

sup [iv(-jw)ﬁ71ﬁ(3w0] =D , (2.3.6)
| gy
gdzie ”
1
& = — f ﬁ(ju)ﬁ'(—aw)g(m)d We (2.507)
21
~%
Uwaga 2.3.1

W monografii [27) udowodniono, ze w zadaniu doboru sterowan dla
obiektéw o parametrach skupionych, dla kasdej gestosci widmowej mocy
s(w), spetniajacej warunki a oraz b, istnieje gestosé S(w) o postacis

p A
w) == E @ [6(m+ wi) + S(w- mi)] .
i=1
dajgca te samg macierz informacyjng co gestosé s(w). W powyzszym wzo-
rze o, € [0,0 ], & >0; 1=1,2, ... ,p oraz 3P . o <. Wskasnik
sumowania p mozna przy tym wybraé tak, by p g r(r+1)/2+1.

Zguwazmy, ze Ml = M(Qu,ib) dla Qu postaci ‘(2.3.1) z funkcja s(.)
zastgpiong przez 8(.). Powyzsze spostrzezenia pozwalajg udowodnié nas-
tgpujgce

TWIERDZENIE 2.3.1. Niech bgda speinione zatozenia twierdzenia

2.2.1 2 §(x) = E (%) = 8(u-%),% € Q. Jezeli éue S ma postad:

B (57, 30) = 8(x,-30) 9y, J)E (w), (2.3.8)

gdzie znaczenie symboli jest takie jak we wzorze (2.3.1), a 8 spelnia
warunek (2.3.6), to ggstos¢ ta jest D -optymalna.

W celu udowodnienia tego twierdzenia zapiszmy wyrazenie dla mak-
symalnej wartosci wtasnej réwnania (2.2.6)

A A
)E(U)Q(X,jm) = QfQE‘,(x,Yij‘l'iéu)Q(y,jw)dy’ (2.3.9)
u
gdzle Eu dane jest wzorem (2.3.8). Mnoiac obie strony wzoru (2.3.9)

przez @(x,—jm) i calkujgc wzgledem x € Qu otrzymamy po skorzystaniu
z (2.3.2)s
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p(w) = R7(-3uu™" (8, &R (Jw) . (2.3.10)

Poniewaz (2.3.6) jest speinione z zatozenia, wigc sup RA(w) = r, co wo-
bec twierdzenia 2.,2.1 koficzy dowdd optymalnosci (2.3.8).

Pomimo %e na tym etapie nie potrafimy efektywnie wylicazy (;(x,ju)
i 8(w) (bedzie o tym mowa dalej), to celowe jest podanie schematu ideo=
wego urzgdzenia realizujgcego Do-optymalny sygnat sterujgcy u(x,t) o
gestosci mocy (2.3.8). Aby to zrobié, potrzebny nam bgdsie sygnai
w: R —R (zalezny tylko od czasu) taki, 2e jego widmowg gestodcig mo-
cy jest 8(w). Latwo zauwazyd,. e sygnat taki po przejsciu prsez fittry
o transmitancjach widmowych G(x,jm) oraz ;Ky,jw), w ktérych x,y € ,ah
83 parametrami, bgdzie miat wzajemng gesto$§é widmowg mocy (2.3.8). Wy-
nik tych spostrzezen ilustruje schemat ideowy na rys. 2.1,

A U(x.t)

t A
wit) @lx,jw) Obiekt |—— o

- A )
Rys. 2.1. Realizacja optymalnego sygnalu sterujgcego u(x t); W(t) -
s?énal o gestosci gocy s8(w); $(x,ju§n— transmitancja £i1tru o roztoso-
nym wyjdciu

Fig. 2.1. Realization of the optimal input signal a(x,t); W(t) - signal
wi%h the power spectral density s(W); $(x,jw) - transfer function of @
filter with distributed filter

Istnienie parametryzowalnej D -optymalnej gestodei widmowe]

Wyniki poprzedniego punktu dajg strukturalny obras Do-optqnalnoj
gestodci widmowej. Strukture te¢ zbadamy teraz bardziej szczegdtowo, dg-
zac do uzyskania takie]j postaci §u, ktéra bylaby prositsza w obrébce kom-
puterowej i realizacji technicznej.

Zauwazmy, %e réwnanie (2.3.9) z jgdrem (2.3.2) naleiy do klasy
réwnad catkowych ze zdegenerowanym jgdrem (por.[75)). Jak wiadomo,
funkcje wtasne takiego réwnania sg liniowymi. kombinacjami funkcji okredé-
lajgcych zdegenerowane jadro. W naszym przypadku wspéXczynniki w linio-
wych kombinacjach mogg zalezeé od w jako od parametru, gdyz saleiy od
niego K(x,jw). Zatem, funkcji wkasnych (2,3.9) szukaé bedziemy w postacit

p(x,jw) = " (~jwK(x.4w). (2.3.11)

Aby funkcje takie speinialty warunek unormowania, wektor e¢(jw) € (vl po-
winien spezniaé

Voe -y, 1 o FIDRGWEW) - 1, (2.3.12)
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gdzie r x r hermitowska macierz

H(jw) = Q/K(x,jw)Kv(x,-jm)dx . (2.3.13)
u

Po podstawieniu wzoru (2.3.11) do (2.3.9), pomnozeniu obu stron (2,3.9)
przez wektor K'(x,-jw).i scatkowaniu obustronnie po Qu otrzymamy, po
skorzystaniu z wzoréw (2.3.2) i (2.3.13),

AE (~3wHGw) = 8V (=jwHGwN " (8, E H(jw), (2.3.14)

gdzie &(jw) € CT jest wektorem odpowiadajgcym funkcji wiasnej P(x,jw,
okreslonym poprzez (2.3.11).

Zaleznoéé (2.3.14) zachodzi nie tylko dla maksymalnej wartosci
wtasnej, lecz dla wszystkich wartosci wasnych réwnania catkowego. Za-
uwazmy, ze (2.3.14) jest tzw. uogdélnionym problemem wartosci wkasnych
(por. [55)) dla pary macierzy H(Jjw) i H(J'ﬂM’1(§u,EO)H(jw),a n(w) i
c(~jw) 83 meksymalng wartodécig wiasng tego problemu. W ten sposdb otrzy-
mujemy wprost z twierdzenie 2,2.1:

Wniosek 2.3,.1
a) Warunkiem koniecznym i dostatecznym DO-optymalnoéci §u Jjest, by

Bup _bg [A(w)]= r, (243415)

gdzie ﬁ(m) jest maksymalng wartoscig wtasng uogélnionego problemu war-
tosci wiasnych (2.3.14);
b) jesli dodatkowo macierz H(jw) jest nieosobliwa dla kazdego

wGE[-ub,wo], to warunek konieczny i dostateczny optymalnosci ma postad:

-1
[s:& oy Apag (0N (8,,8)] = r, (2.3.16)
gdzie xmax['J oznacza maksymalng werto$é wiasng macierzy. Réwnoczes-
nie, z twierdzenia 2,21 otrzymujemy:

¥Wniosek 2.3.2. Do-optymalna §u€ S ma postad:
8u(Xe¥sdw) = K7 (x,-je)e(Jw)e’ (=3 wK(y,jw)d(w), (2.3.17)

gdzie 8(w) jest takie jak w twierdzeniu 2.3.1 po zastapieniu %(x,jw)
przez c¢'(-jw)K(x,jw), natomiast ¢(jw) jest wektorem wZasnym problemu
(2.3.14), odpowiadajgcym maksymalnej wartosci wlasnej ﬁ(w). W przypad-
ku b woiosgku 2,3,1 ¢(jw), jest wektorem wiasnym macierzy H(jw)M'1(Su,§:L
odpowiadajacym jej maksymalnej wartosci wiasnej.

Zgodnie z powyzszymi wnioskami oraz na podstawie wzordéw (2.3.6)
i (2.3.7), gestosé widmowa 8(W) w (2.3.17) jest taka, ze

sup [e¥ (~3e)H" (=3 "H(Jwe(jw) ] = r, (2.3.18)
0] < 6y
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gdzie
Yo

i 1
e u8,,E,) = — | HG@RWE (-jwE (-jw)E(wda  (2.3.19)
- W
o

Korzystajac z ratwego do sprawdzenia faktu, ze HY(jw) = H(-jw) oraz
(2.3.14) i (2.3.12) stwierdzamy, iz warunki (2.3.18) 1 (2.3.15) sa
tozsame. Zatem zakladanie warunku (2.3.18) nie jest potrzebne. Po pod-
sumowaniu dotychczasowych wynikéw wraz z'uwagq 2.3.1 stwierdzamy, %e
jedno z D -optymalnych SUG S ma postaé:

8,(x,¥,30) = KT (%,-jw)e(Jw)e " (~jw)K(y, jw) x

p A A A
x> e[ 8(w- v+ 8wr w)], (2.3.20)
i=1
przy czym wielkosci wystepujgce w tym wzorze powinny speiniaé nastgpu-
Jjace warunki:

A P .
0 © €[-w 0], iy, €30, ki=1,2,..0,p, > @ <1,
i=1
02) ¢(jw) jest wektorem wiasnym problemu (2.3.414), odpowiadajqcym je-

go maksymalnej wartoSci wiasne]j ﬁ(u) i unormowanym zgodnie ze wzo-
rem (2.3.12).
03) Zmienne wystepujgce w 01 powinny byé tak dobrane, by byt spetnio-
ny warunek (2.3.15).
0,) Odpowiadajaca wzorowi (2.3.20) UMI ma postaé:
P A - _A -y A v A A
M(8,, &) = > Re H(jwy)e(juy)e’ (~jo; )HT (~jwy)ay, (2.3.21)
i=1
natomiast p mozna wybraé tak, by
p <r(r+1)/2.

Podczas wyprowadzania (2.3.21) skorzystalismy z nastepujgcych wias-
nosdcis

H®(jw) = H(-jw), ¢°(jw) = 3(-jw), (2.3.22)

ktére ratwo sprawdzié bezpoSrednim rachunkiem.

Rozwazmy mozliwosci generowania sygnatu G(x,t), X € Qu’ tERo
widmowej gestodci mocy (2.3.20). W tym celu zauwazmy (por.(1201), ze
widmow g gestosé mocy:
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& P A I3
8 (w) =% > é\i [ 8(w- “’i) + 8(w+ wi)] (2.3.23)
i=1

posiada sygnaz "skupiony":
- P A
w(t) = 3 }/ai sin(d;t). (2.3.24)
i=1

Spostrzezenie to pozwala wskazad dwa sposoby generowania sterowania o
gestoécl widmowej (2,3.20).

Spoesdébdb 1
jest uszczegbtowieniem schematu 2z rys. 2.1 i polega na przetworze-

niu sygnau i(t) za pomocg filtru o transmitancji S(x,jm) = 3’(-jw)x
xK(x, jw). Obrazuje to rys. 2.2,

&yl-jw) - Kylx, jo) .
Uix.t)

A .

) &yl-jw) - Kyl x.jw) E >

& -jw) Ke(x,jw)

Rys. 2.2. Struktura filtru z rys. 2.1
Fig. 2.2. Intermal structure of the filter given in fig. 2.1

Na wyjdciu tego filtru otrzymamy sygnal o postaci:

p A A
i) = ) Bymeinl et + V0], (2.3.25)
gdzie i=1
éi(x) = ﬁil av ("j“/;i) K(x-jd\’i)" ’ (2-3.260
%%(17 = Arg[&v(-jﬁi) K(x,jﬁi)] s (2.3.27)

natomiast Arg(z) oznacza argument liczby zespolonej z. Fakt, ze otrzy-

many w taki sposéb sygnar ma gestosé widmows mocy éu uzasadnilidmy juz
wczesdniej.

‘Sposéb 2
. polega na generowaniu bezposrednio sygnazu rozzozonego (2.3.25)
(per. rys. 2.3).
Poréwnanie rys. 2.2 z rys. 2.3 wskazuje, 2ze techniczne realizacje
‘podanych sposobdwnie beda rdéwnowazne. W pierwszym przypadku potrzebny
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jest generator skupionego sygnaiu w(.) 1 filtr o skupionym sygnale
wejsciowym oraz. rozlozonjm sygnale wygsciowym. W drugim sposobie rozio-
zZone sygnazy w (x,t) & Bi(x) s1n(aat + 7l(x)) i=1,2, «.. ,D 88, przed
podaniem ich na obiekt, sumowane za pomocg "roztozonego" sumatora,

My (x 1)
cv (x ” G(X,”

2:' E y Obiekt —
bolx.t)

A
Rys. 2.3. Alternatywny sposéb reallzacal sterowania optymalnego Wi(x,%)=
= pi (x)cos(wy b + Yi(X))

Fig. 2.3. Alternative way of the optimal cogtrol realization, W (x,%) =
p (x)cos(w t o+ y;(x))

Warte odnotowania, chociaz zgodne z intuicjg, jest wystepowanie
w obu sposobach realizacji transformaty Fouriera wektora wrazliwosci
wyjécie na zmiany parametréw K(x,jw). Dyskusja na temat realizacji op-
tymalnego sterowania bedzie kontynuowana w p. 2.4.

Na zakodczenie tego podrozdziaiu zwrdcié warto uwage, ze rdzne
sygnaty u realizowadé moga tgAsamq §u. Latwo na przyk%&d sprawdzidé,
e sygnat (2.3.25), w ktdrym Yi(x) zastgpiono przez y;(x)* o,
i=1,2, ... ,p, reglizuje te¢ samg gestosé §,.

Podsumowanie

W podrozdziale 2.3 zbadano strukture czgstotliwoéciowqrprzestrzen-
ng optymalnej gestosci widmowej mocy sygnaiu sterujgcego. Wyniki te
posiuzg dalej do budowy algorytmu numerycznego do jej obliczania. Prze-
dyskutowano réwniez dwie mozliwosci realizacji sterowania zapewniajgce-
go optymalng gestosé widmowg mocy.

2.4. Algorytmy numeryczne obliczania Du—ogtygalnego sygnatu sterujacego

Wyniki podrozdziadéw 2.2 i 2.3 pozwalajg skonstruowaé algorytmy
numeryczne do obliczania Do-optymalnej widrowej gestosci mocy sygnazu
sterujacego oraz samego sygnazu sterujacego. Algorytmy te sg iteracyjne
i generuja ten sam cigg macierzy informacyjnych, co pozwala sie skupié
na udowodnieniu zbieznodci tylko jednego z nich. Réznig sig one nato-
miast pod wzgledem wymagan objetosSci pamigei podczas ich komputerowej
realizacji i dlatego implementowany by drugi z tych algorytmdéw. Zaletg
Jjego jest mozliwosé iamplementacji na komputerach osobistych, jesli wys-
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tepuje kilka identyfikowanych parametrdw. Mozna uwazaé, 2e pierwszy z
zaproponowanych algorytméw bardziej odpowiada sposobowi 1 z p. 2.3 rea-
lizacji sterowania, chociaz za pomocg drugiego mozna réwnie{'obliczyé
potrzebne wartoSci po wykonaniu dodatkowych obliczen. Podkreslié nale-
2y, %2a algorytmy stosowasne do obliczania sterowafh optymalnych podczas
identyfikacji oblektéw skupionych nie mogg byé tutaj stosowsne, gdyvz
nie pozwalajg one obligzyé wektoréw G(Qi) i=1,2, ... ,p potrzebnych do
skonstruowania filtru ¢(x, jw). Zgromadzone wczebniej doswiadczenie zos-
tanie oczywiscie wykorzystane w proponowanych algorytmach.

Opis algorytmu

Idea wigkszo8ci algorytméw znajdowania sterowaf, optymalnych z
punktu widzenia jakoSci identyfikacji w obiektach skupionych statycz-
nych i dynamicznych (por. prace (151}, (22], (127],(65]), bliska jest
idei metody kierunkéw dopuszczalnych (por. np. prace [010]). Jednakze
0gbélnoéé idei metody kierunmkéw dopuszczalnych pozwala na duzg dowolnodé
wyboru zaréwno kierunku poszukiwah, jak i dtugosci kroku podczas opra-
cowywania konkretnych algorytméw, co z kolel wpiywa na ich efektywnosé
obliczeniowg. Dlatego w cytowanych pracach zawarto propozycje réznych
algorytméw, a konstruowane kasdorazowo dowody ich zbieznosci zawierajg
réine zestawy zatozei.

Proponowane tutaj algorytmy sg réwniez oparte na ideil metody kie-
runkéw dopuszczalnych, przy czym sugestia wyboru lokalnie najlepszego
kierunku poszukiwad zawarta jest w dowodzie twierdzenia 2.2.1. Prze-
chodzgc do prezentacji algorytmu wprowadsimy nastgpujgce oznaczenia:
Niech qn(x,y,jnb bedzie widmowg ggstoécig mocy sygnatu sterujgcego, u-
zyskang w n-tym kroku algorytmu (w celu uproszczenia oznaczeh pomijamy
subskrypt u w oznaczeniu tej gestosci). Niech dalej N = M(Sn,Eo) be-
dzie UMI uzyskana w n-tym kroku, natomiast pn(u) i cn(jw) bgda oznaczaé
maksymalng warto8é wiasng i odpowiadajgcy jej wektor wiasny w nastepu-
Jacym uogbéblnionym problemie wartoSci wiasnych:

A’ (-3EGW = e (-3 B w. (2.4.1)

Zeklada sig, Ze wektory cn(ju) 8g normowene tak, by spetniony byt wa-
runek (2.3.12).
Przez w2 oznaczymy rozwigzanie zadania meksymalizacji:

max p, (@) = pn(mn). (2.4.2)
o

[wi<w
netomiast hn = pn(ap).

ALGORYTM 2.1
Erck 0. Wybraé Soﬁiﬁ'o postaci (2.3.20) (z oczywista zmiang oz-
czeh) w teki sposéb, by M, £ M(8,,E,) byla nieosobliwa. Polotyé n = O.
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Krok 1. Obliczyé cn(jw) i pn(uD. we [-w ,w ] zgodnie z powyzszymi
definicjami.

'Krok 2. Rozwigzaé problem (2.4.2) znajdujge w® 1 Ay

Krok 3. Obliczy¢ nastepne przybliienie widmowej gestoéci mocy:

Spen (BT 30) = (=B (x,5,J0) + aK (x,-jw)e, (Jwe (~jw)x

xE(y,do) - n [ Kwa o) 4 8(w- o], (2.4.3)
gdzie
I W D VA (¢ WL DIE 3 I (2.4.4)
Krok 4. Obliczy¢ M ., wedlug wzoru:

Mo,q = (M +a® Re[H(I)e, (Ju™)e, (~jo YE(-ju )].  (2.4.5)

Erok 5. Jezeli Ay =r stop, W przeciwnym razie podstawié
n=n+ 11iprzejsdé do kroku 1.

Powyzszy algorytm nie moze byé komputerowo implementowany nie tyl-
ko dlatego, %e moze on generowaé nieskofczony cigg Sn, D =12, ¢ee ,
lecz przede wszystkim ze wzgledu na duzg objetosé pamieci komputera Po -
trzebng do przyblizonego pamietania c (jw) i pn(w) dla wel=- y 3.
Powyzsza wersja jest jednak dogodna do pokazania jego wlaanoécL i udo-
wodnienia zbieznosci ciggu det In n =12, ... do det M(S Eo).
Przedstawiony nizej dowéd zbieznosci bedzie jednak zachowywal swg moc
dla nastepnej, tatwiejszej w implementacji, wersji algorytmu, gdys ge-
neruje on ten sam cigg macierzy an D =1,2, cee

Zbietno&¢ algorytmu
Przed przystgpieniem do dowodu zbieznosci algorytmu 2.1 podamy

kilka uwag na temat jego funkcjonowania. Z lematu 2.2.1 i wniosku

2.3.1 wynika, ze jesli Sp nie jest D -optymalna, to h > r > 1. Nierbéw-
noéé ta uzasadnia warunek stopu w krokn S5 oraz pozwala zauwazyé, 2e ob=-
liczane zgodnie ze wzorem (2.4.4) « 2€(0,1). To zaé zapewnia, ze

S,€ S ,n =12, ees , gdys zbibr ten Jest wypukty. Co wieceg, wszyst-
kie Sp ‘maja postaé (2.3.20). Mozna wykazaé, ze wybdr al zapewnia lo-
kalnie najwigkszy przyrost wartoéci funkcji celu. Dowdéd tego stwierdze-
nia jest rachunkowo skomplikowany i opiera sig¢ na bezposrednim zréinicz-
kowaniu funkcji celu. Pominiemy go, gdyz nie bgdzie on wykorzystywany.

W Dodatku podane sg dowody nastepujacych lematéw:

Lemat 2.4.1. Dla ciggu macierzy Mn’ n =0,1, ¢ee , generowa-
nego przez algorytm 2.4.1, zachodzil réwnosé:

det w(\ )
Yne1 B N = 0,12, ees s (2.4.6)

det ﬂ;— = wiT)
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e

2T/ (-1 d1a n>1.

Lemat 2.4.2. W kazdej iteracji algorytmu 2.4.1 zachodzi nie-
réwnodés

gdzie w(n)

det M, > det M(3,E )-exp[-A +r], (2.4.7)

D =0,1,2y 600 o

Wzér (2.4.7) jest uogblnieniem nierdSwnobci podenej w pracy [22].
Jest ona cenna, gdy%s pozwala wnioskowaé o odleglodci miedzy det !n
a wartoscig optymalng (bez znajomosSci tej ostatniej) na podstawie wyli-
czanej przez algorytm 2.4.1 wartosci A .

TWIERDZENIE 2.4.1. Niech S°€-5'o postaci (2.3.20) bedzie dowolne
lecz takie, e det u(s°,§°)~> O. Dla ciggu macierzy M, n = 1,2, ... ,
generowanego przez algorytm 2.4.1 zachodzi jedna z dwéch mozliwosci,
albo

lim det M = det M(B,E ), (2.4.8)

n-=-co
albo cigg ten koficzy sie na wyrazie N-tym i wtedy det lnzdet I(Bu,io).

Dowéd. Drugi z cziondw alternatywy jest prawie oczywisty,
gdys zgodnie 2z krokiem 5 algorytm moze sie zatrzymaé tylko wtedy, gdy
XH = r. Zgodnie z wnioskiem 2.3.1 jest speilniony wéwczas warunek opty-
malnosci. Dlatego w dowodzie (2.4.8) mozemy przyjaé (por. lemat 2.2.1),
e

Apg >Ty 0 = 053192 oee o (2.4.9)

fLatwo sprawdzié, ze funkcja w(n), zdefiniowana w lemacie (2.4.1), jest
Scifle rosngca gdy n > 1. Zatem z lematu tego i wzoru (2.4.9) wniosku-
jemy, %e w(Xn) > w(r), co daje:

det Mn+1 > det %’ n=0,1,2, ¢80 (2.4.10)

Cigg det M, n = 0,1,2, ... , Jjako Scisle rosngqcy i ogreaniczony przez
det H(éu.£°)<;oo, jest zbiesny. Co wigcej, wobec nieosobliwoéci M
oraz (2,4.10) lim det M > 0. Wobec zbiesnosci ciggu det M , nieréw-

_ n—=ce

nosci A > r, ciggtosci i Acistej monotonicznoéci funkcji w(y) dla

n > 1, na podstawie wzoru (2.4.6) wnioskujemy, 2e lim A = r. Wystar-
7 n—soco

czy teraz powolaé si¢ na lemat 2.4.2, aby uzasadnié tezg¢ twierdzenia.
Twierdzenie 2.4.1 nie rozstrzyga problemu zbieznosci ciggu Sn

%= 0,1,2, «eo « Stosujac je do (2.4.1) wraz z wynikami perturbacyjnej

teorii wartodci i wektoréw wrasnych macierzy (por. [41]) mozna pokazaé,

przy odpowiedmich zalozeniach, ze lim cp(dw = ¢(juw) dla wel-uwy,wy s

n—=oo
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gdzie ¢(jw) zdefiniowano W p. 2.3. Na podstawie twierdzenia Helly ego
(por. prace (103)) mozna wykazaé, ze z ciggu zdefiniowanego rekurencyj-
nie wzorem:

eperle) = s (0{1-aM+nlolo-u"tsloro™] o o4, 0 (2.4.11)
mozna wybraé podcigg enk(m), k =1,2, ... taki, ze_ fsnk(w)dw;jest
zbiezny dla prawie wszystkich we[—uo,uol do dystrybuanty _ f s(wdw.
We wzorze (2.4.11) przez so(w) oznaczono ggstoS8é widmowg o postaci
(2.3.23), wystepujaca W S, € § . Szczegéléw powyzszego postepowania
nie podajemy, gdyz z wynikéw tych nie-bedziemy korzystaé. Préoz tego
wydaje sie, ze problem zbieznosci 8§, 0 = 0,1,2, «.. nie jest w praktyce
tak wazny jak wynik twierdzenia 2.4.1, gdyz na kasdym etapie algorytmu
2.4.1 posiadamy Sn o mosliwej do oszacowania, dzigki lematowi 2.4.2,
jakosci. Zagadnienie realizacji S, oméwimy w nastepnym podrozdeziale.

Implementowslna wersja algorytmu
Generoweng przez algorytm 2.1 w N-tej iteracji gestosé widmowg BN

zapisaé mozna ogbélnie w postaci:

Sn(xoyyd ) —anBnq’h(xy"dw)(Pn(y’jw)‘[6(“’-”!‘)*'5(“"’“’!1)] (2:4.12)
gdzie @, (x,j®) 2 K" (x,-jw)-c (ju). We wzorze (2.4.12) wprowadzono ujem-
ne indeksy do oznaczenia wartoéci w? y C (Jm) itp., wystepujacych w po-
czgtkowej gestosci 8,. Wartosci nieu;jemnych wspélczynnikéwlpﬂ nie pode-
jemy, gdy: wazna jest dla nas tylko postaé wyrazenia (2.4.12). Wartos-
ci te zaleig od wspdéiczynnikéw w 8, oraz od a®n =12, ... ,N { mozna
je rekurencyjnie wyznaczyé z (2.4.3). Bez straty ogélnobecl bedziemy
przyjmowaé, %e pary wn,cn(;iu) n =12, «.. N, wystepujace w (2.4.12)
sg rdézne. Jezeli tak nie jest, to przez prosty zabieg, zwany dalej
sklejaniem, a polegajqcy na zsumowaniu ﬂg przy powtarzajgcych sie
czlonach, mozna do %2gdanej sytuacji doprowadzié. Nastepnie w celu up-
roszczenia przyjmiemy, ze w? £w® gdy n £ m.

Jak juz wykazywalismy, jeden 2 sygnaléw sterujacych, oznaczamy
w dalszym ciggu przez U realizujgcy (2.4.12) ma postaé:

N
ug(x,t) = > BN sinlu®t + 45, (2.4.13)
n=-p
gdzie
8 N & VeV & (xy-3u™)e (™)), (2.4.18)

Th(x) = arglE’ (x,=gu™)e  ( ™). (2.4.15)

[[]
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Zauwazmy, ze sygnat (2.4.13) jest w pelni okre&lony przez K(x,jw), kté-
ra jest zadana, oraz przez wektory
- - - v
wN é[wp’ e !“’1v\w°9 e owN]v
By 2080, <o 804, 85, oon uBY ]

v

i macierz

Cx ] [5_p, ces C_q3Cqy eee ’ZN]’ gdzie ¢, £ c (Gu?).
Podany zestaw danych wystarcza réwnies do obliczenia MN zgodnie ze
wzorem (2.4.5). Nie jest natomiast potrzebna znajomosé wektoréw funk-
cji ey (Jw) me[-wo,u‘o], D = =Py see 30,1, «es 4N. Pozwala to zapropono-
waé tatwo implementowalng wersje algorytmu 2.4.1. Podczas jej prezenta-
cji zaktadaé bedziemy, ze dysponujemy iteracyjnym algorytmem znajdowa-
nia maksimum funkcji jednej zmiennej na podstawie znajomosSci jej war-
toSci w kolejno generowanych punktach. Znanych jest wiele metod tego
typu (por. pracg [010]) gwarantujacych duzg szybkosé zbieznosci. Pray
danej Jedynie ‘algorytmicznie ciggtej funkcji £ : I — R i domknietym
przedziale I € R, dziatanie wielu metod tej grupy opisaé¢ mozna symbo-
licznie wzorem N 4 = MAX(nk,:r ), gdzie Ny Jest k-tym przybliZeniem
potozenia maksimum, natomiast g 8 q NgoMs eoe My 1] . fk
s [f(no), SR {C 1 1)] . Zakladaé dalej bedziemy, ze dla dowolnego
, €I lim m = arg [max £(m) 1.

Kk—=oc0 n €

ALGORYTM 2.2

Wybraé € 1€4>0 wystepujgce w warunkach stopu. _

Krok 0. Wybraé sterowenie poczgtkowe, okreslone zestawem mo Bo Co
tak, by det ll >01 podstawié n = O.

Krok 1. Wybraé u)o € [-wo,mo] i podstawié k = O.

Erok 2. Obliczyé Pk oraz °k e CT, bedgce maksymalng wartoécis
wtasng i odpowiadajacym jej wektorem wiasnym w problemie

pSEGD = e B (ENG G, (2.4.16)

gdzie ¢” oznacza wektor sprzezony i1 transponowany do C € 028
k 3. Obliczyé uﬁ_‘_,‘ = mx(@ﬁ,pﬁ).
Krok 4. Jezeli|. “’k+1 l\ €49 podstawié 0 = wﬁ oraz
;‘n K c:n = % i przejéé do kroku 5. W przeciwnym razie polozy¢
k =k + 11 przejsé do kroku 2.
Erok 5. Obliczyé¢ @ D zgodnie ze wzorem (2.4.4) i przemnozyé wektor
5 przez (’l-afl); podstawié ﬁ =a®, Utworzyé zestaw parametrdw sterowa—

v v
nia up,q nestepulaoos Sm-’l ‘[ 3n iBnl wn+1 '["’n"" N Cpeq = Lc Cpi n-]



71
Krok 6. Obliczyé nowg UMI
Mg = (1= + o2 Re[H(jwn)énE‘.;H(jwn)]. (2.4.17)

Jegeli kn -r >€ , potozyé n =n + 1 1 przejdé do kroku 1. W przeciw-
nym razie stop.

Poréwnanie algorytméw 2.1 i 2.2 wskazuje, %e przez dobdr dosta-
tecznie malych €, €, moina uzyskaé dowolnie bliskie przebiegi ciggéw
det ln n=1,2, ...« , generowanych przez te algorytmy. Na podstawie
twierdzenia 2.4.1 mozna wnioskowaé, ze gdy e, ;1—4—0 oraz p——°o
réwniez algorytm 2.2 generuje cigg det Mn n=12 ... zbiezny do war-
toSci optymalnej. Natomiast, gdy wartosci €, £, s3 male lecz skoAczo-
ne i posiadamy oszacowanie jakoSci algorytmu MAX, wéwczas skorzystaé
mozemy z lematu 2.4.2 w celu otrzymania oszacowania po zatrzymsniu al-
gorytmu 2.2 w N-tym kroku. Zauwazmy tez, e majgc "N obliczyé mozina
?N(x,ju) = Kv(x,—jw)cn(jm), jezeli sterowanie optymalne ma byé reali-
zowane zZgodnie ze sposobem 1. W tym celu naleiy rozwigzaé problem
(2.4.1) dla we [~w 0, ] jednokrotnie.

W komputerowej realizacji algorytmu 2.2, jako procedury MAX uzyto
metody zlotego podziatu, natomiast krok 2 byt realizowany za pomocg
metody Jacobiego (por. prace [(101]).

Podsumowanie

W podrozdziale 2.4 zaproponowano algorytm obliczeniowy, pozwalajg-
cy obliczaé Do-optymalnq gestos8é widmowg mocy sygnatu sterujgcego z do-
wolng, 2z géry zadang, dokladnoécig. Wykazana zostata jego zbieinosé.
Zaproponowano réwniez, ratwg do implementacjl w komputerach osobistyech,
wersje¢ algorytmu. Jego zaletg jest mozliwosé korzystania ze skoficzenie
parametryzowalnej wersjl optymalnego sterowania, ktéreJ] istnienie wczes~
niej udowodniono. Wyniki badaf zachowania sie¢ algorytmu w konkretnych
sytuacjach bedg przedstawione w nastqpnym podrozdziale.

2¢5. Testowanie algorytmu numerycznego

Algorytm 2.2 opisany w p. 2.4, napisany zostat w jezyku FORTRAN
i poddany testowaniu na p-komputerze IMP 85. Celem tych badan byza
prektyczna ocena jego szybkoéci zbleznofci oraz zbadanie wplywu bledéw
w wyborze parametréw nominalnych na warto$é wskainika jakoSci sterowa-
nia Do‘

Opis przyktadu testujgcego

Do badai wybrano obiekt opisany w przyktadzie 1.2 2z warunkami
brzegowymi (1.1.9). Transformata Fouriera funkcji wrasliwoéci jege sta-
nu na zmiany a = [a,,8, 1" ma postaés:
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o0

v, (v (nq)
K(x,jw) = - @ A E 1, (2.5.1
* ; K Gu + A2(a)) )

v v

gdzie @, = Lk2,1j » natomiast %,€ [0, n ]jest poroseniem czugaika
pomiarowego. Wystgpujgca w algorytmie 2.2 macierz H(jw) jest wéwczas
nastepujgqcas

oo 2
v vk(’tq)
H(jw) = a a . (2.5.2
e kg ) )

Ze wzgledu na duzg szybkosé zbiesznosci szeregu (2.5.2) w programie su-—
mowsnie ucineno na 10 wyrazie.

Jakosciowa ocena szybkosci zbieznoéci algorytmu 2.2
Tabela 2.1 zawiera zestawienie wartosci det M i hn (zdefiniowa-
nych w p. 2.4) w poszczegdlnych iteracjach algorytmu 2.2.

Tabela 2.1
gg:::cji Przebieg I Przebieg II Przebieg TIII
n det % kn det % Xn det l% )\n
0 2.81E=5 77461.9 0.1072 26.0909 596.06 60.843%2
1 0.5435 2.6787 0.7033 2.4255 6729.81 3,8839
2 0.5766 2. 5804 0.7253 2.0429 7061.62 33,6004
5 0.6386 2. 3055 0.7222 2.0171 8798.66 2.0291
10 0.6725 2.2064 | 0.7223 2.0118 8800.46 2.0009
15 0.6888 2.1256 | 0.7223 2.0113
20 0.6976 2.0835
25 0.7026 2.0776

Przebiegli I 1 II tej tabeli uzyskano dla nominalnych warto8ci paramet-
réw wynoszgcych ay = 1, ay = 1 przy résnych punktach startowych. Nato-
miast prsebieg III otrzymano dla wartosci nominslnych a; = 0.1, a, =
= 0.1, co wyjasnia istotng roéinice miedzy osiggnietymi wartosciami
det .n po zatrzymaniu sig¢ algorytmu. W warunku stopu algorytmu uzywano
wartoscl £,g, = ¢.001.

Tabela 2.1 i inne przebiegl algorytmu, ktére nie sg tu przytacza-
ne, pozwalajg na nastgpujgce wnioskis

1, Szybkobé zaleznosSci algorytmu 2.2 jest typowa dla metod naj-
szybszego spadku i jest bardzo duza w poczgtkowych iteracjach - daleko
od optimum - i maleje wraz ze zblizaniem si¢ do niego.
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2. Po kilku iteracjach - pigciu w tab. 2.1 - uzyskuje sie dobre
przyblizenie parametréw sterowania optymalnego.

Wplyw wyboru nominalnych wartos$ci parametréw na jakos¢ sterowania

Jak juz wskazywano, sterowanie optymalne zalesg od wartosci para-
metréw obiektu, jesdli jego opis nie nalezy do klasy &£ . Jako najpros-—
tszg z metod pokonywania teJj trudnosci zaproponowano w p. 1.3 zastg-
pienie nieznanego wektora a®c A przez wektor parametréw nominalnych
a € A . Prowadzi to do pewnego pogorszenia jakoSci estymacji w stosun-
ku do dolnej granicy Rao-Cramera, osiggalne]j jedynie asymptotycznie.

W celu jakoS8ciowej oceny stopnia tego pogorszenia wykonano obliczenia
wedlug nastepujgcego schematu:

1. Dla obiektu z przykitadu 1.2, o wektorze wrazliwoéeci (2.5.1),
obliczono za pomocg algorytmu 2.2 wspélczynniki optymalnej gestosci
widmowej sygnatu sterujgcego Bu €5. Przyjeto przy tym parametry nomi-
nalne 51 =1, a5 = 0.1. W rezultacie uzyskano nastgpujace wspéiczynni-
ki charakteryzujgce sterowanie optymalne, gdy potozenie czujnika g =
=n/2:

0.077 | . 0.45| . 0.65| . 0.38

C,a = Ch = Cqy = Cy =
17 css|” 27 {casa|” 3 T |owe2!” * T |owen]

A

@ = 0.25; W =0, 1 = 1,2,3,4. Wartosé det M, przy tych wartosciach
wynosi O. 3.

2. Obliczano wartosé det M(éu,ao) przy zalozeniu, ze prawdziwe
wartosci parametréw obiektu rézne sq od nominalnych &, i a, (tab. 2.2,
wiersz 2). Uzyskano w ten sposédb ocene jakosci sterowania optymalnego
przy nominalnym wektorze a, zastosowanego do identyfikacji obiektu o
parametrach &), a3. W wierszu 3 tab. 2.2 podano takie uzyskane w tych
warunkach wartosci Kmax(M(Su’Eo))'

Tabela 2.2
)
Parametry had 1 1 1 152 L 2
obiektu ag 0.2 0.5 O. 0.1 0.1 0.2

Dokl adnobé i- det M |0+25 | 0416 | 0.364 | 6.35E~2 | 2.07B~-2| 1.88E-2

dentyfikacji
przy S5, A 2,02 | 2,099 | 2.32 224 2.28 2.22

Dolna granica | det M [0.25 |0.16 | 0.37 | 6.39E-2 | 2.09E-2 | 1.9E-2

Rao-Cramera
przy sg A 2.01 | 2.01 2.01 2.016 2.01 2.019

N° 1 2 7 10 10 1

A
N° - liczba iteracji potrzebnych do znalezienia Sg po starcie z Su
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3. W celu ocenienia straty jakosci identyfikacji, jakie daje pos-
tgpowanlie opisane w p. 2, obliczeno réwnigz widmowsg ggstosé mocy ste-—
rowania optymalnego przy wartosciach parametréw ag, ag, oznaczang da-
lej przez sg. Odpowiadajgce jej wartoéci det M(Sﬁ,;o) oraz wartodci
xmax(M(Sg,ED)) zawierajg wiersze 4 1 5 w tab. 2.2. Jako punktu star-
towego do obliczania wspéiczynnikéw Sg uzywano wartoSci z punktu 1 cha-
rakteryzujace 8. Przedostatni wiersz tab. 2.2 podaje liczbg iteracji
algorytmu 2.2, jaka byla potrzebna do uzyskania Sg z warunkiem stopu
€ = 0.01 przy starcie z éu. Liczba ta daje wigc pewien poglad na réz-
nice migdzy S, 1 Sg.

Obliczenia opisane w p. 2 i 3 powtarzano dla réinych wartosci ag,
ag (wiersz 1).

Analiza tab. 2.2 sugeruje, ze

i) wybér wartosci nominalnych nie jest krytyczny dla jakodci ste-
rowenia, gdyz wartoéci det M(éu’56> prektycznie nie réznig sig od war-
todci det H(Sz,Eb), stanowigcych w 'danych warunkach, nieprzekraczalng
granice doktadnosci - osiggalng jedynie asymptotycznie.

i1i) Réznice migdzy a1 a: w wigkszym stopniu wpiywajg na jakosé
identyfikacji niz réznice migdzy &, 1 aj.

Podsumowanie

Badania numeryczne algorytmu 2.2 pozwalajq stwierdzié, ze stanowi
on wystarczajgco tatwe i pewne w zastosowaniach narzedzie do oblicza-
nia dowolnie doktadnych przyblizeh D-optymalnéj gestoSci widmowej mocy
sterowania. Ewentuaslne dalsze badania powinny sie¢ koncentrowaé na mody-
fikacjach zwigkszajacych szybkosé zbieznosci algorytmu w bezposrednim
otoczeniu optimum.

Badania wpiywu doboru wartoSci parametréw nominalnych na jako&é i-
dentyfikacji wskazuja, %e nawet 100% "pomyiki™ w wyborze ich wartoéci
tylko w niewielkim stopniu na jakosé te wpiywa. Podkreslié jednak nale-
2y, 1% niedokladnoéci w wyborze parametréw nominalnych wplywajg tylko
na wartodci wspélczynnikéw w widmowe] gestosSci mocy sterowania, pozos-
tawiajgc jego "ksztalt" bez zmiany. Wniosek, e wskasnik jakoéci iden-
tyfikacji jest w ogbéle mato wrazliwy byiby jednak zbyt pochopny, gdyz -
Jak wskazujg badania symulacyjne przytoczone w rozdz. 3 - wskatnik ten
Jjest bardzo wrazliwy na "ksztalt" sterowania.

DODATEK 2A

Dowéd wiasnodci Q443
Niech p(w) i ¢(x,jw) speiniajg wzér (2.2.6), tzn.
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n(w) o(x, jw) =6{ Qe (xs 5§03 8,) (¥, jw)ay. (2.4.1)
u
Mnozqc obie strony (2.A.1) przez ¢(x,-jw) i catkujgc po Q, otrzymamy

(por. Q):

p(w) = j J QX ¥, w3 S ) (¥, jw) 9(x, - w)dxdy. (2.4.2)
ﬂu Q,
Po podstawieniu w tym réwnaniu - w w miejsce w otrzymamy, na mocy

wtasnoSci Q) 1 (2.2.4),

pl=w = gu ‘;‘. Qg(x,y,ngsu) Wy,=Jw ¢(x, jw)dxdy = pc(w). (2.A.3)
u

Jednakze wartoSci wiasne (2.2.6) sy rzeczywiste, a wiec (2.A.3) dowo-

dzi wtasnosci QYa

DODATEK 2B

Dow6d wiasnosci Q44:
Niech ¢(x,Jjw),p(w) spelnia wzér (2.2.6). Wéwczas na mocy Q4 oras

i (2.2.4) mamy

p(w) ¢ (x,=§w) = ({ Qg(x.y,dw)(p"(y.-dw)dy- (2.B.1).
u
Po dodaniu tej réwnoéci stronami do wzoru (2.2.6) i zdefiniowaniu
q>(x,gw) = 9(x,jw) + ¢°(x,-jw) otrzymujemy tezg wiasnosci Qo

DODATEK 2C

Dowéd lematu 2.4.1:

Zgodnie ze wzorem (2.4.5)
n

a
Mppq = (1"an)[l% * 3 &

Re(dnd:)}, (2.C.1)

gdzie 4 4 H(,jwn)cn(;jwn).
Lub inaczej

n
M4 = (- arn)[Mn + ——5 DnDn] , (2.6.2)

gdzie D, jest r X 2 macierzg rzeczywista o kolumnach Re(d,) oraz Im(d,).
Zastosowanie znanego lematu (por. np. prace [55], (27]) do (2.C.2) daje
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det M, = (1-a™)¥.det M .det [T, + nr‘:m;"pn] , (2.C.3)

gdzie I2 Jest 2 x 2 macierzg jednostkowg.
Bezposrednie obliczenie drugiego z wyznacznikéw w (2.C.3) prowa-
dzi do wzoru

det[1, + pC'D ] = 1+ e[ e ] (2.C.4)

Po wstawieniu w® do (2.4.1) i pomnozeniu obu stron tego wzoru przez
c(;]mn) otrzymamy, po skorzystaniu z warunku unormowania dla c(jw Y.

re [a M e, J= A, (2.€.5)

Po wstawieniu (2.C.4), (2.C.5) oraz (2.4.4) do (2.C.3) otrzymujemy, po
prostych przeksztatceniach algebraicznych, teze lematu 2.4.1.
DODATEK 2D

Dowéd lematu 2.%.2:
Rozwazmy funkcje T (a) 2 1n det; M(S(“),E ), gdzie dla «€(0,1)

S,(f‘)(x,y.jca) (-8, (x,¥,Jw) + a S o (X, Jw). Rozwijajac ja W szereg
Paylora otrzymamy

ar(a) 4 (D
r¢ -r@ = —— - - ! (2.p.1)
da a=0 @ &:vz

gdzie a jest pewnym punktem odcinka (0,1). Ze Scisiej wklgsioéci fun-
kcii 1n det [.]lna zbiorze /& wynika, ze 42T (a)/ da’ < O dla
«€(0,1) . Nieréwnosé ta wraz z (2.D.1) daje nierdéwnosés

ar(a«)

r¢) -r@ < (2.D.2)

a=0

Dotychczasowy przebieg dowodu jest taki sam jak dowdéd analogicznej nie-
réwnoéci w klasycznym planowaniu eksperymentu (por. prace [22]). Dalsza
Jego czeBé jest specyficzna dla rozwazanego zadania. Obliczmy

ar( .
__(ﬁ). = - + cr[r"(sn,zo)u(su.ao)]. (2.D.3)

dea «=0
Oznaczmy Qn(x,y,;]u) =Q¢& (x.y,,jw,s ). Wowczas

er[u (8,8 MR, 8))] =2 7 f f Q (%, 7, J0) 8y (X, ¥ W dxd¥d
% S 8y (2.D.4)
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Korzystajgc z ekstremalnych wiasno8ci wartoSci wtasnych réwnenia cal-
kowego (2.2.6) z jgdrem Qn oraz 2z S3 i SG oraz z twierdzenia Lebesgue’a
o majoryzowanej zbieznosci, prawg strong (Z.D.4) oszacowaé mozna od gb-
ry przez slup‘ pn(w). Przez pn(w) 0znaczono maksyma.lné wartosé wiasng

| <

réwnania catkowego (2.2.6) z Jadrem Qn‘ W podrozdziale 2.3 udowddniono,
se ,‘pn(w) s jednoczesSnie wartoSciami wiasnymi w problemie (2.4.1). Za-
tem prawg strong (2.D.4) oszacowaé mozna od géry przez A+ Stad oraz
z (2.D.3) i (2.D.2) otrzymamy nieréwnosé

r{1) =r) g-r + o (2.D.5)

réwnowazng tezie lematu 2.4.2.

DODATEK 2E

Dowdéd wirasnosci Qg 2 p. 2.23

W celu pokazania cigglosci funkcji p,,(w), eee oo _(w) na (~aprw,)
przenalizu;jemy postaé jadra Qg danego wzorem (2.2.4). W tym celu zau-
wazmy, ze M~ (Su,i) - jako macierz symetrycznq i dodatnio okreélong -
przedstawié mozna w postaci M 1(S E) = B-B", gdzie B jest pewng Txr
nieosebliwg macierzg (zalezy ona oczywiécie od 8, 1 & , ale zaleznosci
tej, dla skrbécenia zapisbw, nie wskazujemy). Oznaczmy przez fi(x,am)
wektor kolumnowy B K(ni,x,am), i=1,2, ... ,I. Niech

£(x,dw) 2 »[f1(x,jw),f2(x,;iu), cee ,f}(x,;jw)] Y
Wéwczas, przy ustalonych S, i £, (2.2.4) zapisaé mozna w postacis
Q&(x,Y,jw;Su) = E'(y,-du)f(X,jw), (2-E.1)

co oznacza, ze réwnanie (2.2.6) jest réwnaniem catkowym ze zdegenero-
wanym jgdrem. Z teorii takich réwnah (por. np. [75]) wiadomo, %Ze funk-
c¢ji wtasnych réwnania (2.2.6) poszukiwaé nalezy w postaci ¢ (x,Jw) =
= b" (jw)2(x,jw), gdzie wektor b(jw) podlegaé bgdzie okresleniu. Po
wstawieniu tego wyrazenia do wzoru (2.2.6), pomnozeniu obu skron przez

:E'(x,-:jw) i scatkowaniu po Q,, otrzymamys

B(b' GWFGw = b (JWPF(w) F(jw), (2.E.2)
gdzie F(jw) 2 é( £(x, jwE (x,-jw)dx. Jezeli oznaczymy przez b(Jjw)

u
wektor F'(jw)b(jw) to, na podstawie (2.E.2) stwierdzimy, %Ze wartosci
wiasne réwnania (2.2.6) sg réwnoczefinie wartoSclam} wtasnymi w nastepu-
jacym problemie algebrédicznym
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plw)b(jw) = FI(jwb(jw); (2.E. 3)

o ich wiasnoSciach mozna wnioskowaé na podstawie macierzy F(jw). Aby
dowies¢ wiasnobcl Qg wystarczy teraz zauwazyé, iz z zalozenia ¢ cigg-
rosci elementdéw wektordw K(ui,x,ju0 i=12, «e. ,I na zbiorze

Q, x [-ub,ublvanika ciggrosé elementdédw macierzy F(jw) dla [wl< wg
(por. tw. 44, [1101). Cigglosé zaleznodci wartosci wrasnych (2.E.3) na
zbiorze [=- o’wo] jest w tych warunkach gwarantowana przez tw. 5.1,
rozdz. II monografii [411].

3. ZADANIA OPTYMAINEGO DOBORU STEROWAN PRZY DODATKOWYCH OGRANICZENIACH
I KIERUNKI UOGOLNIEN

Rozdziat 1 i p. 2.1 dajq podstawy do formulowania wielu réznych
zadafd doboru sterowaf z uwzglednieniem réznych funkcjonaléw jakosci i
dodatkowych ograniczen. Celem tego rozdziatu jest pokazanie, %e szcze-
gbétowa analiza jednego z takich problemé4w dokonana w rozdz. 2, "podpo-
wiada" wiasSciwe podejscia do innych zadah. Z koniecznoéci rozdziat ten
begdzie mial bardziej syntetyczny charskter. Dokonany w nim wybér zadah
ma, W zamyS8le autora, zilustrowaé mozliwoSci naktadania dodatkowych
lub innych ni% rozpatrywane w rozdz. 2 ograniczen na dopuszczalne ste-
rowania. Drugi z celéw to pokazanie mozliwo&ci rozszerzania wynikéw na
inne kryteria optymalnosci oraz prowadzenie poszukiwan optymalnego ste-
rowsnia przy skohiczenym horyzoncie obserwacji.

3.1. Dobér D -eptymalnych filtréw wejéciowych oraz sygnaréw o zadanej
strukturze przestrzenne]

Ograniczenia nakladane w rozdz. 2 na dopuszczalne gestosSci mocy
sygnat6éw sterujacych wykluczaly z rozwazah wymuszenia oddzialujace na
obiekt w poszczegbdlnych punktach przestrzennych. Poniewas sterowania
takie 83 czesto ratwiejsze w realizacji technicznej, warto rozwazyé
zadanie optymalnego doboru sterowad w klasie sygnaléw zwierajgcej réw-
nies éymuszenia punktowe. Wyniki prezentowane w tym podrozdziale zosta-
1y opublikowane .w pracy autora (1001 i dlatego sg podawane bez dowodéw.
Zwracamy uwage, %e w pracy tej uzywana byta nieco inna terminologia,
mianowicie zamiast terminu "filtr wejSciowy" uizywano nazwy "urzgdzenie
sterujgce" (wykonawcze). Wydaje sig, ze uzywany tutaj termin nieco le-
piej oddaje ideg doboru zestawu transmitancji widmowych zaleznych od
zmiennych przestrzennych.
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W dalszej czesci podrozdziatu bedzie rozwazany problem doboru
Do-optyma].uego steroyania, majgcego zadang strukture przestrzienng, tzn.
wyborowi podlegaé bedg tylko czestotliwosciowe charakterystyki sterowa-
niae.

Problem doboru Dc—o;»tymalnych filtréw wejsciowych i ich wymuszes
W podrozdziale tym bedgq stosowane oznaczenia wprowadzone w rozdz.
2. Rozwazmy klase widmowych gestoSci mocy sterowah o postaci:

K
B, (%s ¥y d0) = D b (% 3w 4 (¥, -dws, (w) , (3.1.1)
k=1
przy czym
1. funkcje ¢, : qu[-wo,wo] —=— € 83 takie, ze
AT Q{ | e (xydw)ax = 1, k = 1,2, ... K, (3.1.2)
2. funkcje sy : [-mo,wol—'— R* speiniajg warunek
4 Yo K
— j Bk(U))d w <1o (301.3)
2% Ly k=1
) k=

We wzorach (3.1.1)=(3.1.3) liczba sktadnikéw K moze byé réina dla réz-
nych ggstoéci widmowych, przy czym dopuszcza sie przypadek K =ov.
Klasa gestoéci speiniajgcych warunki réwnahn (3.1.1)-(3.1.3) oznaczana
bedzie przez S¥ . W pracy (100] pokazano, ze kazdg widmowg ggsto&é mo-
¢y rozlozyé moina W szereg typu (3.1.1) z odpowiednio dobranymi by
i B» k =1,2, «oe 4K (dowéd jest oparty na rozwinieciu w Su w szereg
funkcji wiasnych réwnania calkowego z jadrem Su). Formuta (3.1.1) poz-
wala interpretowaé Su jako widmowg gestosé mocy sumy sygnaldw otrzymy-
wanych na wyjéciu filtréw o transmitancjach qu(x,,jw) i pobudzanych
nieskorelowanymi sygnatami skupionymi o widmowych ggstosSciach mocy
sk(«m), k = 1,2, oo 4K (uzasadnienie tej interpretacji podano w pracy
[100], a jej ilustracje graficzng pokazuje rys. 3.1).

Zauwazmy, 2e do.9Y naleza gestosci o postacis

K
§,(x, 7y 3w) = D 8x-x,) 8(3-x1 ) (), (3.1.4)
k=1
odpowiadajgce nieskorelowanym sterowaniom przylozonym w punktach )
k = 1,2, «es oK 1 majgcym widmowe gestosei mocy sy (w), k = 1,2, ... ,K,
ktére speiniajga p. 2. Nletrudno zauwazyé, e S, W postaci (3.1.4) nie
nalezg do klasy .5 zdefiniowanej w rozdz. 2.
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Rys. 3.1. Czestotliwosciowo~przestrzenna struktura dopuszczalnych syg-
natéw sterujgeych z klasy S ¥ ; vk(t) - gygnat o widmowej gestosci mocy
sk(w); k=1’2' ese o

Fig. 3.1, Spatial and frequency domain structure of admissible input
signals from § ¥ class; Vi(t) - signal with the power spectral density
Bk(w); k=1,2’ LY ,K

Problem 3.1

Przy ustalonym potozeniu czujnika "o € Q znalezé widmowg ges-

tosé mocy sygnatu sterujgcego Su_eS v takg, Ze
gu%SYdet M(S,, g,) = det M(S,,5,). (3.1.5)
u

Mamy wigc do ezynienia z problemem znajdowania Do-optymalnej widmowe]
gestodei mocy sterowania w klasie S¥. Aby uniknaé rozpatrywania try-
wialnych przypadkéw, przyjmujemy zalozenie analogiczne Jjak w uwadze
2.2.1, Jak pokazuje twierdzenie 3.3.1, zmiana klasy dopuszczalnych ges-
togci z S na SY, przy tym samym wskaZniku jakosci identyfikacji, pro-
wadzi do jakodciowo innych rozwigzad optymalnych,

TWIERDZENIE 3.3.1. Niech bedg speinione zaXozenia Z1-Z12 i nisch
elementy wektora K(x,jw) bedg ciggiymi i liniowo niezalsznymi funkcja-
mi na Q% [-wo,wo]. Wéwezas S € 5 ¥ jest rozwigzaniem problemu (3.1)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
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-1%
sup sup [k"(x,-jw)M 1(Su,Eo)K(x,Jw')] =1, (3.1.6)
X€Q, |wl<w
Co wigcej, jedno z rozwiqzaﬁ optymalnych ma postaé (3.1.4) z odpowied-
v
nio dobranymi x,,xz, eos ,xk oraz z sk(w) = ak [B(w—wk) + 6(w+uk)]
gdzie K
v
|G Swg, dy > 05 ka1,2, ooe K, Y @y = 1.
k=1
W powyzszych wzorach K moZna wybraé tak, by K < r(r+1)/2.
Zauwazmy, 2e jezeli wk # “l’ k,1 = 1,2, ... ,K, to jedno ze
sterowad realizujgcych optymalng gestosé S w’ okreslong w twierdzeniu
3.3.1 ma postad:

K
Gx,t) = 3 Vay - 8(x-¥)sin(bt) . (3.1.7)
=1

Jest to wiec sterowanie oddziatujace punktowo, tzn. poszukiwane trans-
mitancje filtréw majg postad S(x-*k) i sq one pobudzane harmonicznymi
sygnaxami sterujjcymi.

Zauwazmy, e warunek optymalnosci (3.1.6) jest formalnie taki sam
jak warunek D-optymalnosci w klasycznym problemie planowania ekspery-
mentu (por. [22]). Ta formalna analogia pozwala bezpodrednio zastoso-
waé algorytmy wyznaczania D-optymalnych plandéw eksperymentu, opracowa-
ne przez Wynna [127]1 i Fedorowa [22], do znajdowania optymalnych war-
tosci xk, wk, ak, k = 1,2, «.. yK. Algorytmy .te 83 na tyle znane, ze
nie ma potrzeby ich tutaj przytaczaé. Przyktady zastosowania twierdze-
nia 3.1 do analitycznego wyznaczania optymalnych wartosci xk, xr %)t
k=1,2, «.. 4K bedg podane w p. 3.3,

Dobdr D -optymalnych sterowald o zadanej strukturze przestrzennej

Warunkivtechniczne i ekonomiczne nie zawsze pozwalajq na stosowa-
nie sterowad roztozonych o dowolnych charakterystykach przestrzennych,
Oddziatywanie na obiekt moze byé ograniczone do zadanych punktéw przes=-
trzennych, lub tylko do brzegu obszaru przestrzennego. Matematycznym
wyrazem takich ograniczed jest przyjecie, e dopuszczalne sterowania
majg postad: Kq

u(x,t) = ;E: u, (t)g, (x) = g (x)-u(t), (3.1.8)

k=1

gdzie g(x) -[g1(x) gz(x),...,gK1(1)] jest zmdanym wektorem liniowo
niezaleznych funkcji okreslonych na Q,, natomiast u(t) = [u1(t) us(t),
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P .uK1(t)]' jest wektorem sterowad, ktére podlegajg wyborowi. W pod-
rozdziale 1.1 zwracano uwage na mozliwosé uwzglednienia sterowan brze-
gowych przez odpowiedni wybér g(x). Przyjgwszy formalnie gk(x) =

= «a(x-xk), x, € Q. k=1,2, ... ,K; uwzglednié mosna réwniez Sterowa-
nia punktowe (w odréznieniu od problemu 3.1 zaréwno polozenie Xy
k=12, ess »Eq» Jak 1 samo K, < o , s teraz zadane i nie podlegaja
optymalizacji). W dalszej czgs8ci tego podrozdzialu przyjmowaé bedziemy
te same zalozenla, ktére obowigzywaly w rozdz. 2 z tg tylko réinics,
2e na sterowania uk(t), k=1,2, ee. ,K,‘, okreslone w przedziale
[-1/2,T2], naktadane bedg nastepujace ograniczenias

1. Nastepujgace granice istniejg i sg skoificzone

/2
un g [ wdeat <o, k1,2, .0 LK, (3.1.9)
T+
-T/2
2. Funkcje korelacji wzajemneJ
_ 1/2
ra(® 2n [ u(®u (Dt k,121,2, w.e K, (3.1.10)
sq F -transformowalne, a ich transformaty
[e =]
pn(-;]w) = f rkl('t)e!p[—.'jw"c]d‘c (3.1.11)
- 0o

83 rdéwne zeru poza przedzialem [-wo,mo], gdzie w, > O jest zadane.

3. Sumaryczna Srednia moc jest ograniczona, tzn.

K,’ 1 wO
S ong@ =— [ telPGwlawsH, (3.1.12)
k=1 2% —(1)0

gdzie P(Jjw) jest macierzgq o elementach pkl(jw); ky1=1,2, ooe ,Kqe
Klasa wszystkich macierzy P(jw), dla ktérych sSg spetnione warunki 1-3,
oznaczana bedzie przez P . Latwo sprawdzié, ze dla sterowah postaci
(3.1.8) widmowa gesto8é mocy Su(x,y,jm), okreslona w rozdz. 2, dana
Jjest wZorem:

By(x, ¥, J0) = g (XDP(Jw)e¥). (3.1.13)

Pc podstawieniu jej do wzoru (2.1.12) okreslajacego UMI otrzymamy,
przy zstoseniu jednopunktowego pomiaru Eo(u) = 8(n-1),
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w,
1 o
UG E) = = [ TGWRGF (-suan, (3.1.18)
n
~
gdzie r x K1 macierz okreSlona jest wzorem
T (jw) 2 f K(x, jw)g "(x)dx . (3.1.15)
u

Przypominamy, ze K(x,jw) 2 E(wqs%,jw) zalezy od x,, Co powoduje zalez-
noéé T' od potozenia czujnika. Zgodnie z wczedniejszgq umowsg zaleinosSci
tej jawnie nie wskazujemy.

Otrzymane wzory pozwalajg sformutowaé zadanie Dc-optymalnego do-
boru macierzy gestoéci widmowych sterowafh w zagadnieniu identyfikacji
wektora parametréw a€.f , przedstawionym w p. 1.3.

Problem 3.2
Przy ustalonym polozeniu czujnika pomiarowego x,€ QP znalesé ta-
kg macierz P°c ? , dla ktérej

0
;35? det M(5,,E,) = det M(S,,E ), (3.1.16)
przy czym zaleznosé S, od P dana jest wzorem (3.1.13), natomiast
Sg(x,y,dmﬂ = g"(x) P°(jwg(y). W pracy [83] udowodniono nastepujgcy wa-
runek optymalnosécis

TWIERDZENIE 3.1.2. Macierz P°(jw) jest rozwiazaniem problemu 3.2
wtedy i tylko wtedy, gdy

sup A g [ PC-3)M N(s2,E IT(iw ] = =, (3.1.17)

Lol <w, max u’”o
gdzie sg(x,y,jw) = g"(x) P°(jw)g(y), natomiast. M pax | - 1 0Znacza naj-
wigkszg wartosé wiasng macierzy hermitowskiej zawartej w nawiasach.

Na podstawie tego warunku skonstruowaé mozna élgorytm obliczenio-
wy wedrug podobnych zasad jak w rozdz. 2 z tym, ze tutaj zagadnienie
jest znacznie prostsze. Przyktady analityczne zastosowania warunku
(3.1.17) zostang podane W pe 3.3.

Na zakonczenie tego podrozdziatu rozwazmy szczegdlny przypadek
problemu 3.2. Przyjmijmy K,=1 oraz g1(x) = 6(x—x1). Wéweczas T (Jw) =
= K(x1,jw) jest wektorem kolumnowym, ktéry mozna interpretowaé jako
transformate Fouriera funkcji wrazliwoéci obiektu o odpowiedzi impul-
soweJ g(no,x1,t;a). Formalnie obiekt taki potraktowaé mozna jako o-
biekt o parametrach skupionych, o jednym wejéciu w punkcie xq 1 Jed-
nym wyjSciu w punkcie Ny Jako wniosek z twierdzenia 3.1.2 otrzymuje-
my woéwczas nastepujacy warunek konieczny i dostateczny optymalnoéci
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lwl < L)
Jest on oczywiscie taki sam jak warunmek optymalnoS8ci w analogicznym
zadaniu dla obiektu skupionego (por. prace [27],[64],[65]1). Mozna wigc
powiedzieé, z2e twierdzenie 3.1.2 jest uogbdlnieniem niedawno osiggnie-
tych wynikéw dla SPS na obiekty o parametrach rozlojonych. Podkreslié
jednak nalezy, %e stwierdzemnie to dotyczy tylko tego problemu. Inne
problemy rozwazasne w tej pracy nie mogg by¢é traktowane jako uogblnie-
nia w podobnym sensie, gdyz dobiera sie w nich strukture czasowg lub
czgstotliwosciows oraz przestrzenng sygnalu sterujgcego, przy czym ta
ostatnia nie ma swego odpowiednika w obiektach o parametrach skupio-
‘nyche.

Podsumowsnie

W podrozdziale 3.1 zbadano dwa zadania Do-optymalnego doboru ste-
rowati. Réznigq sig@ one od problemu 2.1 ograniczeniami na dopuszczalne
widmowe gestosci mocy. I tak, w przypadku pierwszym natoiono ogranicze-
nia na catki po zmiennych przestrzennych z modutu rozwinigcia ortogo-
nalnego szukanej gestoSci widmowej (problem 3.1), a w przypadku drugim’
-~ przestrzenny przebieg sterowania byt z gbébry zadany (problem 3.2).
W obu przypadkach podane zostaty konieczne i dostateczne warunki opty-
malnosci.

3.2. Problem IL-optymalnego doboru sterowan

Celem tego podrozdzialu jest wskazanie innego niz w p. 3.1 kierun-
ku uogélnieA wyniké4w rozdziatu 2. Kierunek ten to wybér innych funkcjo-
natéw macierzy informacyjnej niz kryteriug D-optymalnoéci. W podroz-
dziale 1.3 zostat wyjadniony statystyczny sens klasy kryteriéw linio-
wych, czyli kryteriéw I-optymalnosci. Podane zostang réwniez warunki
optymalnosci dla tej klasy kryteriéw, przy tych samych ograniczenlach
na sterowania, ktére przyjmoweno w problemie 2.1,

Sformulowanie problemy
Badany problem jest analogiem zadania znajdowania sterowah Do—op-

tymalnych, tzn. makladamy, %e pomiary sg dokonywane w jednym punkcie
nq € Q speiniajgcym wymagania uwagi 2.2.1, zatem 5 ) = 8(n - u1)
Jako dopuszczalne widmowe gestoscl mocy sterowan przyjmugemy gestosci
z klasy 5 . Przy tych zaloZeniach moiemy korzystaé ze wszystkich wyni-
kbéw rozdz. 2, dotyczgéych UMI. Zwlaszcza korzystaé bedziemy z wyraie-
nie M(SU,EO) danego wzorem (2.1.12).
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Problem 3.3
Przy zadanym € znalezé Su€ 5 takie, ze

5}

it L(8,,E)] = LW(E,,E )] (3.2.1)

8 €8

u

Wobec zatozonej W p. 1.3 ciggtoéci funkcjonatu L [.loraz zwartoé-
ci zbioru J?; (por. p. 2.1) istnienie rozwigzania problemu 3.3 jest
zagwarantowane.

W celu sformulowania warunkéw optymalnosci rozwazmy réwnanie cal-
kowe z u‘el.'-wo,wo] jako parametrem:

pw) o(x, jw) =g QUx, ¥, dw) 9y, J)dy, (3:3.2)
u
gdzie
A, 3, 30) 2 L TR(x, jE (y,-j0)¥ ] (3.2.3)

natomiast M 2 M(S Eo).

Uwaga 3.2.1

Zaktadamy, %e sg Spelnione wymagania uwagi 2.2.1, co implikuje is-
tnienie w /MEf nieosobliwej macierzy informacyjnej. Z przyjgtego w p.
1.3. zalozenia, %ze dla osobliwych macierzy L [.] przyjmuje wartosé nies-
koficzong, wynika nieosobliwosé u(gu.éo).

Latwo sprawdzié, ze wirasnoSci wartosSci i funkcji wiesnych réwnania
(3.2.2) pokrywajq sig¢ z wiasnoSciami Q-Qq4q P. 2.2 i nadal bedsziemy z
nich korzystaé. Przez n(w) oznaczmy maksymalng warto$é réwnania (3.2.2)
przy danym we[-wo,wol. Natomiast ¢ (x,3®) bedzie funksjq wlasng odpo-
wiadajgcag tej wartosci wiasnej (lub jedng z takich funkcji, Jezeli jest
ich wiecej).

Warunki optymalnodci
Twierdzenie 3.2.1 podajemy bez dowodu, gdyz jest on podobny do do-

wodu twierdzenia 2.2.1.

TWIERDZENIE 3.2.1. Niech speinione bedg zalozenia p. 1.3 dogyczq-
ce funkejonatu L. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by Sue;S
byto rozwigzaniem problemu (3.3), jest

sup Aw = o). (3.2.4)
lw] S wg

Obliczenie warto8ci wiasnych réwnania calkowego moze byé trudne. Dlate-
go do sprawdzenia warunku uzyteczny jest nastepujacy wniosek:

Wniosek 3.2.1. Niech miarg Jakoéci identyfikacji bedzie fumkcjonal
o ogblnej postaci L] - exl? W), gdzie W jest zadang dodatnio okreé-
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long r x r macierzg. W warunkach twierdzenia 3.2.1 gesto&é 'é'ue S Jjest
I~optymalna wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi réwnosé (3.2.4), przy
czym ﬁ(w) wystepujgce w tym warunku jest najwiekszg z wartosci wiasnych
w nastepujgcym problemie

pw)e' (~IWHEGW = ¢ (~w)H (o) W (), (3.2.5)

gdzie c(jw Jjest wektorem wiasnym odpowiadajgcym wartosci wtrasnej pw),
Do koAca tego podrozdziatu zakladamy, %e zalozenia powyzszego
wniosku sg speinione.

Wynik pomocniczy N
W celu dokladniejszego scharakteryzowania Su potrzebny nam bedzie

pewien wynik pomocniczy. W tym celu oznaczmy przez g(jw) wektor wtasny
zagadnienia (3.2.5), odpowiadajgcy Jego maksymalne] wartoSci wiasnej
A(w) (lub jeden z takich wektoréw, jesli jest ich wiecej). Wobec jedno-
rodnosci (3.2.5) wektor ten mozna unormowaé w taki sposéb, ze

v ST (~jwEwe(ja) = 1. (3.2.6)
wel-w,w ]
o’ o
Przez bezposrednie wstawienie mozna sprawdzié, ze funkcja ¢(x,jw) =
A

2 5'(-—3‘ wK(x, jw) jest funkcjg wlasng réwnania catkowego (3.2.2), odpo-
wiadajaca wartoéci wiasnej p(w) oraz, ze

v -/| (p(x,;jw)|2dx = 1. (3.2.7)
wel-w,0] Q
0’ o u /
Wprowadsmy oznmczenia K(jw) éQ K(x,jw " ¢ (x,~jw)dx. Natomiast przez
2] oznaczmy klase rzeczywistych funkcji okreslonych na [-wo,wol i ta-
kich, zes

w
1 0
s(w) >0, — f s(wdwg1, s(w) =0 , [wl>w, (3.2.8)
2n _ o
o

Elementy klasy 2. bedq interpretowane jako gestosci widmowe mocy syg-
naté4w bedacych funkcjami czasu. Aby méc rozpatrywaé sygnaty harmonicz-
ne, do 3 zaliczymy takze gestosci o postaci:

K
)
s(w) = Z ak-m‘[ é(w-mk) + 6(w+wk)], (3.2.9)
=1
K
gdzie Z L <’I,lwkl S Wy % > 05 k=1,2, ..o 4K,
k=1

przy czym K, moze by¢ rézne dla réznych gestosci.
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Rozwazmy nastepujace zadanie pomocnicze:
Znaleté § € I takie, ze

inf ¢tr [5_1(s)w] = tr [5_1(§)W] ’ (3.2.10)
Bell
gdzie “
1 ~
B(s) & — j K(jk"(-jws(wa o. (3.2.11)
7[ w
“

Zadsniu (3.2.10) nadaé¢ mozna interpretacje problemu L-optymalnego dobo-
ru sterowania przy identyfikacji pewnego obiektu o parametrach skupio-
nych. Poniewaz % interpretacji tej nle bedziemy korzystaé, potraktuje-
my zadanie to formalnie. ~

Mozna wykazaé, ze jezelli elementy wektora K(jw) sg ciggtymi funk-
cjami w € [=w ,w, ], to rozwigzanie zadania (3.2.10) istnieje, a warun-
kiem konlecznym i dostatecznym na to, by seX byto rozwigzaniem opty-
malnym, jest

sup e[ UORGE (3~ 1 GHW] = s~V @)W, (3.2.12)
lwl < wy

Dowéd wzoru (3.2.12) pomijamy, gdyz jest on w swej idei podobny do do-
wodu podanego w pracy [27] dla zadania D-optymalnego doboru sterowania
w identyfikacji obiektu o parametrach skupionych.

Struktura czestotliwosciowo-przestrzenna IL-—optymalnego sterowania
Na podstawie powyzszego wyniku pomocniczego podaé mozna analog wy-
nikuv z p. 2.3

Wniosek 3.2.2. Niech beda speinione zatoZenia poczynione we wnios-
ku 3.2.1. Wéwczas L-optymalna gestoSé widmowa mocy sygnatu sterujgcego,
bedgca rozwigzaniem zadania (3.2.1), ma nastgpujgcg postaés

S, 53y dw) = B(x,-3w) ¥ (y,3)-5(w), (3.2.13)

gdzie S(w) spetnia warunek (3.2.12). Co wigcej, widmowg gestosé mocy
g(w), bedgcg gestosScig sygnatu zaleznego tylko od czasu, moina wybraé
sposrdéd funkcji o postaci (3.2.9). Wystgpujaca we wzorze (3.2.13) funk-
cja ;(x,jw) jest funkcjq wiasng réwnania catkowego (3.2.2), odpowiada-
Jjaca jego maksymalnej wartoéci wiasne] MOOR

Dowéd tego wniosku sprowadza sie do bezposSredniego sprawdzenia
warunku (3.2.4) z uzyciem wzoru (3.2.5) i (3.2.12). W tym miejscu moz-
na powtérzyé wszystkie uwagi na temat realizacji I—optymalnego stero-
wania, jakie dotyczyty Do—optymalnego sterowania w p. 2.3.'Z poréwna-
nia wzoréw (3.2.13) i (2.3.8) widaé, ze czgstotliwoSciowo-przestrzenna
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struktura tych sterowan jest taka sama. R6znig sie one natomiast war-
toSciami wspdérczynnikéw wzmocnieh i czestotliwoéciami harmonicznych
wymuszef.

Podsumowanie

W podrozdziale 3.2 otrzymano warunki konieczne i dostateczne op-
tymalnoSci sterowan dla klasy liniowych kryteriéw optymalnoéci. Zbada-
no takie ogélng strukture przestrzenno-czestotliwoSciows optymalnej
gestodcl mocy sterowania. Widoczna jest réwnolegtodé uzyskanych tutaj
wynikéw z wynikami rozdz. 2. Przedstawione wyniki mogg byé podstawa
konstrukcji algorytmu obliczeniowego, analogicznego do zaproponowanego
W pe 2.4. Przyklady zastosowania uzyskanych wynikéw do analitycznego
konstruowania optymalnych sterowan zostang podane W p. 3.3.

3,3, Analityczne wyznaczanie sterowarh optymalnych w_identyfikacji
wybranych klas obiektéw

Celem tego podrozdzialu jest pokazanie mozliwosci zastosowania
wyniké4w rozdz. 2 1 p. 3.1, 3.2 do analitycznego wyznaczania optymal-
nych gestoéci widmowych mocy sterowan w identyfikacji pewnych klas o-
biektéw. Przytaczane tu wyniki stanowig albo skonkretyzowanie wczes-
niejszych wynikéw w zastosowaniu do wezszych klas obiektédw, albo doty-
czg przyktadowych obiektéw. Przyklady starano si¢ konstruowaé w taki
sposéb, by dla danego zadenia identyfikacji otrzymaé sterowania, ktére
sg optymalne przy wyborze rdéinych wskaznikéw jakosci i(lub) réznych
ograniczeniach. Nie chodgi tu o poréwnanie wynikéw, gdyz kazde z uzys-
kanych sterowah jest najlepsze w SciSle okreSlonym sensie. Na podstawie
takiego zestawienia mozna sig¢ jednak ogblnie zorientowaé, jaki wpiyw na
postaé sterowania optymalnego ma opis obiektu i zadanie identyfikacji
w zestawieniu z wplywem na wynik kryterium optymalno$ci i ograniczeih.

Dobér optymalnych sterowad w_identyfikacji wspélczynnika zalesmego
od zmiennych przestrzennych

Zihtosujmy otrzymene dotychczas wyniki w zadaniu identyfikacji o-
biektu opisanego w przyktadzie 1.3s Skonkretyzujmy wystepujgcy tam, w
réwnaniu (1.1.13), operator B, i przyjmijmy, ze w klasie funkcji réz-
niczkowalnych i przyjmujgcych wartodé zecro dla # = O ma on postaé

3h(n)
an

Bh(x) = v +ah(n), € Q2 (0, ), (3.3.1)
gdzie v> 0 1 a sg zadanymi parametrami.

Przyjmijmy takze, e Qu = [o,qu, gdzie g > 0 jest zadanym polo=-
zeniem czujnika pomiarowego. Przy przyjetych w przykladzie 1.3 zaloze-
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niach wektor wrazliwosci wzgledem identyfikowanych 845855 ooe » 85
K(x,Jjw) ma nastepujgcg postaé, ktéry otrzymuje si¢ z transformaty
Fouriera wzoru (1.1.18):

K(X.jw) = v“ Go(u,‘,y,jw)Go('y,x,;jw),(y)dy ’ (5-}-2)
: Q

gdzie 9(y) =[04(3), %(¥)s oue 0.1 1.

W réwnaniu (3.3.2) Go(u,x,jw) jest okreélona jako transformata
Fouriera odpowiedzi w punkcie » na pobudzenie impulsowe w punkcie x,
obiektu opisanego réwnaniem (1.1.6), z B, danym przez wzér (3.3.1).
Latwo sprawdzié, ze odpowieds ta ma postaé (por. [081):

1 Jw +
Go("‘-ixij) =-3 1(n = x) exp l:’ — (%-x) ] . (3.3.3)

Zatem po wykonaniu catkowania we wzorze (3.3.2) otrzymujemy

1 jw+a
K(x,jw) = - 5 1004=x) -exp [- —_— (n1—X)J - ¥(x), (3.3.4)
1 v
gdzie ¥(x) =2 ! o(y)ay.
X

Wzér (3.3.4) pozwala obliczyé UMI przy dowolnej gestoSci widmowej
mocy sterowania i mozna przystgpié do formuiowania réinych zadah doboru
sterowan. Zaczniemy od zadania doboru Do-optymalnego sterowania w kla=-
sie .5 . Warunki optymalno$Sci w tym zadaniu formuluje sie¢ w terminach

macierzy H(jw), okredlonej wzorem (2.3.13). Tutaj ma ona postaé:-
n

1
H(jw) = 15 f Y(x)‘l"(x)exp [- %_g (u1—x)] dx . (3.3.5)
v
0

Konkretna postaé tej macierzy zalezy od wybranego wczedniej wektora
p(x), a jej liczbowe wartosci nie sg dla dalszych rozwazan istotne.
Wazne sz natomiast nastepujgce wtasnosci tej macierzy:

1. Macierz H(jw) Jjest rzeczywisba, symetryczna i dodatnio okres-
lona przy zalozeniu liniowej niezaleznofci sktadowych wektora 9(x).

2. Macierz ta nie zalezy od W 1 dlatego bedzie oznaczana przez H.

Wykazemy, ze optymalne rozwigzanie zadania (2.2.1) ma postaé:

8,067, d0) = 1 k"(x,-3w) BEG, jw)s(w), (3.3.6)

gdzie K(x,jw) jest okreSlone przez wzér (3.3.4), natomiast s(w) jest
dowolnym elementem klasy 2. okreslonej W p. 3.2 lecz takim, ze
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3 [s(m>aw=1. (3.3.7)
-ua .
Na przyktad przyjaé mozna s(w) = =% [ 6w + b(w-GD]z dowolnym
$€E(O,uo), co odpowiada sinusoidzie o czgstotliwosci 6. Przynaleznoéé
gestodei (3.3.6) do klasy § , wynika z réwnosci:

w w
1+ f R I O
—_ f' f éu(x,x,jw)dxdw = — f tr[E™ 'H] dw=1, (3.3.8)
2% _$ Q 2n -—w r
u )

przy czym ostatnia réwnosé zachodzi na mocy réwnania (3.3.7).
Aby wykazaé optymalnosé S y Wystarczy sprawdzié warunek (2.3.16)
wniosku 2.3.1. W tym celu zauwaZmy, ze dla o i 50 = 6(u—u1) mamy

“
u8,E) = =  [lurs(waw= 1 n. (3.3.9)
2rr _ " r
ummﬂﬁwmwwmhweb%@ﬂ
Mpax (G D7 = m, (3.3.10)

co koAczy dowbd.

Rozwazmy teraz zadanie I~optymalnego doboru sterowania w tym sa-
mym problemie identyfikacji. Jako wskasnik jakosci wybierzmy L[M"1] =
= tr[M’1]. Pokazemy; 2e rozwigzaniem problemu 3.3 (zadanie 3.2.1) jest
gestos8é widmowa o postaci:

8,(x,¥,30) = K" (x,=§0)E 2k (y, jws(w)/ex[17V/2], (3.3.11)

gdzie s € = jest dowolna lecz taka, %e zachodzi réwnanie (3.3.7).

We wzorze (3.3.11) operacje podnoszenia macierzy symetrycznych
1 dodatnio okreslonych do poteg utramkowych jest zdefiniowana w przyje-
ty w algebrze sposéb (por. np. [55]). Przynaleznodé S, do .§ sprawdza
sig podobnie jak we wzorze (3.3.8). Dla réwnania (3.3.11) i Eo(u) =
= 6(n-u1) mamy &

2 M(8,,¢8,) = aV2/er [m~1/2], (3.3.12)

W celu pokazania optymalnosci (3.3.11) skorzystamy z wniosku 3.2.1. Ze
wzglg¢du na wiasnoéci 1 1 2 macierzy H oraz przyjete kryterium, wystepu-
jacy w tym wniosku warunek optymalnos$ci mozna zapisaé w postaci

(m2] = e (], (3.3.13)

max
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Wstawienie wzoru (3.3.12) do (3.3.13) pozwala stwierdzié, ze warunek
dostateczny optymelno8ci jest dla (3.3.11) speilniony.

W podsumowaniu obu powyzszych przykladéw stwierdzié nalezy, e
otrzymene optymalne gestoscl widmowe sterowah nie zaleig od nieznanych
parametréw, a wigc mogg byé obliczone bez posiadania wiedzy apriorycz-
nej o nieznanych parametrach. Mozna je zatem obliczyé przed ekspery-
mentem 1 w jego trakcie nie zachodzi potrzeba uaktualnienia stosowa-
nych sterowaf, poniewaz badany obiekt nalezy do klasy & obiektéw li-
niowych wzgledem parametréw, dla ktdérych proponowane w tej pracy po-
dejScie jest doktadne.

Optymalne sterowanie w przyktradowych zgdania identyfikacji jednego
parametru statego

W przypadku identyfikacji jednego parametru ( r = 1) w r.r.cz.
zadanie doboru sterowania upraszcza slie¢ w tym sensie, %2e kryteria D-
i I-optymalnosci oraz wiele innych, prowadzg do maksymalizacji skalar-
nej wielkosci M(Su,ao) wzgledem Su. R6zne rozwigzania otrzymuje sie
tylko przez nalozenie réinych ograniczel na Su' Wzgledna prostota za-
daid doboruy sterowania w tym przypadku nie powinna przestaniaé ich roli
praktycznej. Jak wiadomo, zadanie estymacji pojedynczego parametru w
TeTeCz. mo%e byé trudne eksperymentalnie i obliczeniowo. Dlatego teéz
w wielu dziedzinach techniki, np. W teorii przewodnictwa ciepta [71]
identyfikacja jednego parametru skupia gtéwng uwage badaczy.

Jako elementarne wnioski z odpow#ednich twierdzef rozdzialu 2, p..
3,1 1 3.2 wskazaé¢ mozna jawng postaé¢ rozwigzania optymalnego dla r = 1.

Wniosek 3.3.1. W zadaniu identyfikacji jednego parametru rozwigza-

nie zadenia maksymalizacji M(Su,ao) wzgledem S, ma postad:
1. Dla Su €S

K(%y-F K, §0) % [6(wrd) +8(w=0)], (3.3.18)

%u(x,y,jw) =
W
)
gdzie Ho(w) s J; lK(x,Jw)[adx, natomiast ® = arg ﬁg?<¢no Hoon).
2. Dla Su €ESY
8, (x,y,3u) = 8(x=%) 8(y=3) n 5w )+ 8(w=w)] , (3.3.15)

gdzie x € Q, M e[:-“B'“B] sgq punktami, w ktérych jest osiggane supre-
mum funkcji IK(x,jm)l2 wzgledem obu argumentéw.
‘Zastosowania powyzszych wynikéw ilustrujg nastepujgce przyklady.

Przykitad 31 (kontynuacja przyktadu 1.1)
W celu otrzymania funkcji K(x,jw) nalezy zrdézniczkowaé obie strony
(1.1.6), co dla ustalonego polozenia czujnika u; > G daje
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(n4=x) Ju+a

K(x,j®) = 10¢4-x) exp [-— (M—X)} . (3.3.16)

v
Przyjmijmy Q, = [0,%,] oraz Q, = {4 ). Wowczas, zgodnie z wnios-
kiem 3.3.1, p. 1, gu dane jest wzorami (3.3.14) i (3.3.16), przy czym
ﬁeﬁ),ub] jest dowolne, gdyz Hj(w) = (1/3)%2 exp[2ax,/v] nie zalezy od
w. Jedng 2z mozliwych realizacji takiej Su otrzymuje sie¢ w wyniku
przetworzenia sygnatu sin (&t)/Hoq/a(&) za pomocg filtru o transmitan-
c¢ji (3.3.16) i podaniu tak otrzymenego sterowania na obiekt. Zauwazmy,
%e w tym przypadku K(x,jw) zalezy od nieznanego parametru a. Nalezy
wigc zastosowaé jedno 1z podejéé zaproponowanych w p. 1.2, w celu poko-
nania tej trudnosci. Warto w tym miejscu zilustrowaé podejécie 4. Wy-
maga to przedstawienia wzoru (3.3.16) w nieco innej postaci, ktérg o-
trzymuje sie¢ przez zrésniczkowanie obu stron (1.1.4) wzgledem a, Dos-
tajemy w ten sposéb r.r.cz. dla 3dq(u,tja) /3a 2z jednorodnym wa-
runkiem brzegowym. Réwnanie to, wraz z réwnaniem (1.1.4), pozwala

przedstawié (3.3.16) w postaci réwnowaznej:
%1

E(x,jw) = - f E(M:yvjw)a(y’xtjw)@s (3.3.17)
]

gdzie a(n,x,jm)'jeat transformatg Fouriera odpowiedzl impulsowej obiek-
tu w punkcie x na punktowe wymuszenie w punkcie x. Jezell poziom za-
kréceh nie jest zbyt duzy, to funkcje te mozna zmierzyé i po wstawieniu
jeJ -do wzoru (3.3.17) otrzymaé potrzebng trsmsmitancje filtru z "praw-
dziwg" wartoscig parametru a = a°.

Zauwazmy, ze dla naszych celéw pomiardé$w funkcji a(u,x,jw) wystar-
czy dokonaé¢ dla w= ® i dla x ze zbioru Qu = [0,u1]. Zatem jej znajo-
mo8é nie wystarcza do petnego opisu zachowania sie¢ obiektu dla x> %q
1 it Hqe Natomiast po dokladnej estymacji parametru a® i wstawieniu
go do réwnania (1.1.4) otrzymuje sig opis obiektu w pelnym zakresie
zmiennosci sterowah i zmiennej przestrzennej.

Rozwazmy teraz sytuacje z p. 2 wniosku 3.3.1. Jak tratwo sprawdzié,
optymalne wartoSci we wzarze (3.3.15)sa nastepujgce:

Y= {(u1 - a/v), jezeli ny > a/v (3.3.18)
0, w przeciwnym razie,

v
natomiast wéﬂb,wo] Jjest dowolne.

Przyktad 3.2 (kontynuacja przyktradu 1.2)

Rozwazmy réwnanie obiektu (1.1.8) zaktadajgc brak wymiany ciepia
z osteczeniem, tzn. a, = 0, i przyjmujgc warunki brzegowe (1.1.9). Iden~-
tyfikscii podlegaé bedzie parametr a,, przy czym % 4 =%/2, natomiast
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Q, = [0, nl. Pozrézniczkowaniu (1.1.10) wzgledem a, i obliczeniu tran-
sformaty Fouriera otrzymamy:

X, v (), (1q)k2
K(x,go) = - y L E 1 (3.3.19)
=1 (Ju + aqk®)

gdzie vk(x) =V 2/n sin(kx).
Korzystajgc z ortonormalnosci ciggu Vi k=1,2, ... Otrzymamy

> i K* sina(x1)
BW =F L. =77 77 - (3.3.20)
k=1 (w5 + kap)
Maksimum tej funkcji na zbiorze |- o;mo] jest osiggene, gdy & = O.
Zatem, zgodnie z punktem 1 wniosku 3.3.1,

2

B (¥ jw = : K(xy~J E(Y,§ &) 8(w) . (3.3.21)
o

Bezpodrednim rachunkiem mozna sprawdzié, ze optymalng wartosé H(Qu,io)
otrzymuje sig takze dla

2n
K(x,0)K(y,0)8(w) , (3.3.22)

gu(xiY'jW) =
o
a wiec jest ona takie optymalna. Dodatkowg Jej zaletg jest ratwiejsza
realizacja optymalnego sterowania o gestoSci (3.3.22). Sterowanie ta-
kie ma postads

1(t) |x dla x € [0,n/2]

U = —= " lnox ala xe(x/2, 5 ) (3.3.23)
1(t) jest funkcjg Heviside’a, natomiast B jest wspéiczynnikiem normu-
Jacym.

Sterowanie (3.3.23) jest sterowaniem optymalnym przy diugim cza-
sie obserwacji (T-+oo). Aby zbadaé jego jakoSciowe wlasnosci przy skoh-
czonych wartoSciach T i poréwnaé zapewniong przez nie jakosé identyfi-
kacji z jakoScig uzyskiwang przy innych sterowsniach, wykonano badania
symulacyjne. Oprécz sygnaiu 4 do badafh wybrano sterowenia:

w-1(t), x€ @,
W-sinx-1(t),

a) u(x,t)
b) u(x,t)

gdzie W jest wspéiczynnikiem normujgcym.
Przy kazdym z powyzszych sterowan badania symulacyjne przeprowa-—
dzano nastepujgacos
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1. Dla wartosci a, = 1 obliczano odpowiedZ obiektu na wybrane ste-
rowanie (przy zerowych warunkach poczgtkowych). Nastepnie odpowieds te
prébkowano z odstepem ¥ = 0.02, a do otrzymanych wartosci q(nq,tl),
1=1,2, ess ,L dodawano zakl6cenia pomiarowe generowane przez generator
liczb pseudolosowych o rozkladzie réwnomiernym w przedziale [-2,27
Otrzymane w ten sposéb wartosci traktowano tak, jak pomiary obiektu o-
trzymane w punkcie x4 =n/2.

2. Na podstawie "pomiaréw" uzyskanych w p. 1 dokenywano identyfi-
kacji parametru aqs minimalizujgc odchylenie Sredniokwadratowe. Otrzy-
mane w ten sposbéb oszacowanie a zagpamietywano.

3. Punkty 1 i 2 powtarzano 20-krotnie, zmieniajgc jedynie realiza-
cje zakiéceh pomiarowych. Z uzyskanych w ten sposéb 20 wartoéci a obli-
~oL -

czano empiryczng Srednig E a i wariancje var a.

Punkty 1-3 powtarzano nastepnie z rdéizng llczbq pomiaréw L, dobie-
rajac przy tym wspéiczynnik W w taki sposéb, by.[ f w2(x,t)dxdt = 1.
Otrzymasne wyniki podsumowano w tab. 3.1.

Tabela 3.1
Sygnat ' _ ' 1(8).
sterujacy §;i§;§§:§e u(x, £)=1(%), “(xzt)—1(t)
Liczba I N (3.3.23) X€ Q sin x
pomiaréw L TN
5 Ea 0.916 0.982 0.908
= 354 vara | 0.024 0. 144 0.072
1 Ea 1.0036 1,007 0.985
w = 500 vara | 1.08E-3 9.05E-3 0.002
20 Ea 0.994 0.930 | 0.996
W = 705 ~ ~
vara | 1.39E-4 0.062 | 15284

Analiza tej tabeli pozwala na nastepujgce wnioski:
i) wariancja oszacowania parametru a4 przy sygnale optymalnym
jest mniejsza niz przy pozostatych sterowaniach,
ii) strata jakoSci identyfikacji przy sygnale b jest zmnacznie
mniejsza ni% przy sterowaniu a,
1ii) doktadnosé estymacji uzyskiwana przy sterowaniu a i 20 pomia-
réw jest prawie 3-krotnie gorsza niz przy stosowaniu sterowania opty-
malnego i tylko 5 pomiarach,
iv) obcigzenie estymatora uzyskanego przy sterowaniu optymalnym
staje si¢ pomijalnie mate juz przy 10 pomiarach.
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Zauwazmy, %ze "ksztatrt" sterowah (3.3.23) 1 b jest zblizony, nato-
miast sterowanie a réini sie od nich istotnie. Tym tiumaczyé mozna
spostrzesenie we wniosku ii). Spostrzezenie to jest wasne z praktycz-
nego punktu widzenia. Swiadczy ono bowiem o matej wrasliwosci doktad-
noéci identyfikacji na mate odchylenia 0d sterowania optymalnego, a
wigc mate bledy w jego realizacji sg dopuszczalne. Jednoczesnie wyste-
puje duza wrazliwosé doktadnosSci identyfikacji na znaczniejsze odchyle-
nia przebiegu sterowania od sterowania optymalnego, co Aswiadczy o celo-
wosci jego starannego doboru.

Powyzsze wnioskl majg charakter jakoSciowy i ograniczony zakres
stosowania, jednakze uzyskanie odpowiednich wynikéw analitycznie nie
wydaje sig¢ mozliwe ze wzgledu na trudnoSci w otrzymaniu jawnej zalez-
noéci var a od sterowania przy skoficzonym T.

W przyktadzie tym badano jedynie wpiyw przestrzennego przebiegu
sterowania na jako&é identyfikacji, gdyz istotny wplyw przebiegu syg-
natéw w czasie zostat udokumentowany w badaniach obiektéw o paramet-
rach skupionych [37],[671.

Przyktad 33

W obu poprzednich przyktadach punktem wyjScia byto r.r.cz. Z réw-
nania tego byta obliczana odpowied%4 impulsowa obiektu z dokladnoScig
do parametréw. Drogé teka jest typowa, ale nie jedyna. Alternatywne po-
dejscie polega na sformutowaniu hipotezy o postaci odpowiedzi impulso-
wej i mozliwie dokiadnej identyfikacji jej parametréw. Przyjmijmy, ze
odpowiedz impulsowa g(u,x,tja) zdefiniowana w p. 1,2, ma wlasnofés

Viso 8uxt38) = 8(xx,t58) (3.3.24)

charakteryzujaca obiekty przestrzennie jednorodne (por. np. [1151).
W tej sytuacji celowe jest przyjecie, ze

T
g0, x,t58) = ) a9 (X)g; (e, (8), (3.3.25)
i=1

gdzie ¢i( ), £ = 1,2, «ee 4T jest znanym ukladem funkcji ortonormalnych
w Q0 natomiast ei(t), = 1,2, eee o 85 znanymi liniowo niezaleznymi
funkcaami na RY. Zadanie identyfikacji podlega identyfikacji 84985y see
e+ ,8, na podstawie opisu obiektu (1.1.20) i pomiaréw €1.2.1).
Rozwazmy zadanie D -optymalnego doboru sterowania w klasie §,
tzn. problem 2.2.1. Zakladamy przy tym, %e polozenie czujnika nq€ Qp =
= Q, Jjest tak dobrane, by ¢ 1011) £ 0, i=1,2, ... ,r. Przyjmujemy tes,
ze ei(t) =0dlat <0 i ze funkcge te s3 ¥ -transformowalne, a ich
transformaty oznaczymy przez e, (jw); i =12, oo yr. Wowczas
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K(xydw) = [0 ()9 (0)o1(J0) 50,0 (x) 9.0 (3] (3.3.26)

Wykatemy, %e rozwigzanie optymalne ma postaé:

r
8,003, 30) = 2 D 9y (g (9w [ 8w+ )+8w-8)] (5.3.27)
i=1
gdzie Qi = arg  sup IE;(jw)lz; 121;2; ees 3T
lw < wg

Odpowiadajgca mu UMI jest dana wzorem:
1 — . | 5
M(8,,E,) = ¢ diag [¢§(u1}l ei(awi)laz 121,2, cev 4r |+ (3.3.28)

Poniewaz dle wzoru (3.3.26) macierz H(jw), okreslona wzorem (2.3.13),
ma postaés

H(jw = diag[ 92(%)| T G@) I3, 1=1,2, ... ,r], (3.3.29)

wiec warunek optymalnosci (2.3.16) przyjmuje postal:

rosup  omax [T %5 (38,012 ] = = (3.3.30)
|w|gwe 1sisr -
Wobec odpowiedniego wyboru &i jest on oczywiscie speiniony.
Zaktadajgc, ze «&i £ ﬁ)l; i,1 = 1,2, «ee ,Tr, sygnat sterujgcy re-
alizujgqcy optymalnag gestosé (3.3.27) ma postaé:

r
u(t) = ) 9y (x)sin(w;8)-p , (3.3.31)
i=1
gdzie B Jjest czynnikiem normujgcym.
Zauwasmy, %e badana W tym przykiadzie klasa obiektéw jest podkla-
sq klasy & , wiec otrzymane sterowanie optymalne nie zalezy od niezna-
nych parametréw i moze byé stosowane bez informacji apriorycznej o nich.

Podsumowanie

PrdytOCZone przyktady pokazujq, ze uzyskane wyniki teoretyczne mo-
ga byé stosowane w identyfikacji wspétczynnikdéw zaleznych od zmiennych
przestrzennych oraz w identyfikacji parametréw r.r.cz. (przyktady 3.1
i 3.2). Pokazano ponadto, e dla szerokiej klasy zagadniei podaé mozna
rozwigzanie analityczne (przyktad 3.3, w ktérym nie zakladano konkret-
nych postaci funkcji wi(.) i ei(.), i=1,2, ee. ,r ani ksztaltu i wymia-
rowoéci zbioru ‘R ). Ponadto wnioski 3.1 i 3.2 podaja rozwigzenie opty-
malne w razie identyfikacji jednego parametru.
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3.4, Dobér sterowah D-optymalnych w dziedzinie czasowo-przestrzenne]

Podstawg wynikdéw rozdz. 2 i p. 3.1-3.3 byto sformutowanie zadafh
doboru sterowad w dziedzinie czestotliwobciowo-przestrzennej. W pod=-
rozdziale tym sformuiowane zostanie zadanie Dg—optymalnego doboru ste-
rowania w dziedzinie czasowo-przestrzennej. Celem naszym jest racze]j
pokazanie trudnosci jakie sie¢ tu spotyka nis peine rozwijanie tego po-
dejécia. Nalezy zaznaczyé, iz na trudnoSci tego samego rodzaju natknie-
to sie jus wczeSniej w analogicznych zadaniach dla dynamicznych obiek-
téw o parametrach skupionych (por. [651,(27],(37]) i dotychczas nie
zostaly one pokonane., To tiumaczy takie proporcje miedzy obu podejscia-
mi w niniejszej pracy. Nie oznacza to jednak deprecjacji badah w dzie-
dzinie czasowo-przestrzennej, a jedynie potrzebg poszukiwania innych
ich sformutowai. Jedna z takich mozliwos¢i zaproponowana zostanie w
rozdz. 4.

Sformutowanie zadania

Rozwazmy obiekt opisany réwnaniem (1.1.20) i przyjmijmy w celu u-
proszczenia wzoréw, zerowe warunki poczgtkowe (nie jest to istotme o-
graniczenie, gdyz koniec trajektorii w zadaniu sterowania jest swobod-
ny). Zadanie identyfikacji tego obiektu polega na oszacowaniu wektora
parametréw a® na podstawie pomiaréw (1.2.1). W odrdznieniu od wczes-
niej rozpatrywanych zadah, od czasu obserwacji T nle wymagamy, by by
on bardzo dtugi. W tej sytuacji ocena doktadnosci identyfikacji na
podstawie macierzy informacyjnej Fishera (MIF) jest dokladna dla obiek-
téw 2z klasy &, natomiast przy nieliniowej parametryzacji daje ona oce-
ne od dotu maclerzy kowariancji ocen. Zadanie DE-optymalnego doboru
sterowania u(.,t), t€[0,T] polega¢ wigc begdzie na znalezieniu u(.) ta-
kiego, ze

sup_ det Mp(u,€) = det MT(G,E), (3.4.1)
ueUT
gdzie MT(u,g) dana jest wzorem (1.2.11), natomiast £€ = jest ustalo-
nym rozmieszczeniem czujniké4w pomiarowych. We wzorze (3e8e1) UT jest
zbiorem sterowan dopuszczalnych w trakcie eksperymentu. Aby méc poréw-
naé wyniki tego podrozdziatu z poprzednim, przyjmiemy, ze UT ma postaéds

T
Uy = tu(.) : f f u®(x, t)dxdt §1} . (3.4.2)
o R,

Aby unikngé rozwazania trywialnych przypadkéw, o rozktadzie pomiardéw
£ €% zakladamy, %e jest on tak dobrany, iz det Mp(u,§) > O dla pewne-
go u € Up. Wéwczas takze MT(G,E) jest macierzg nieosobliwg.
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Na sterowania dopuszczalne nie nakladamy tutaj ograniczen szero-
koscli zajmowanego przez nie pasma czgstotliwosci. Ograniczamy sie do
poszukiwania sterowania optymalnego w ukladzie otwartym, tzn. bez
sprzezenia zwrotnego. Uzasadnienie tego ograniczenia podano w pracy
[27] w odniesieniu do snalogicznego problemu dla obiektéw o paramet-
rach skuplonych. Wykazano tam, ze dokiadnosé identyfikacji przy stero-
waniu w ukladzie zamknigtym nie moze byé wieksza ni%z przy sterowaniu
w uktadzie otwartym, przy czym stwierdzenie to odnosi sig¢ do zagadnien
z ograniczeniami na sterowanie. Analiza dowodu podanego w pracy [27]
pozwala stwierdzié, Ze powyzsza wlasnosé ma charakter strukturalny,
tzn. niezaleiny od tego, czy obiekt traktuje sie jako skupiony czy
tez roziozony. Przytoczone tu spostrzesenia wplynely tez na rozpatry-
wanie w rozdz. 2 i p. 3.1-3.3 sterowai W ukladzie otwartym.

Warunki konieczne gb-optxgalnoéci sterowania
Przy poczynionych zatozeniach zagadnienie istnienia rozwigzania

optymalnego problemu (3.4.1) jest stosunkowo proste. Zalozenie ZG poz-
wala stwierdzié, ze operatory catkowe (1.1.21), traktowane jako opera-
tory w L2(D), D= 8, x (0,T), sg peinociggte (por. np. [62]). Oznacza
to, %e ograniczony zbidér UT odwzorowywany jest przez nie w zbiory zwar-
te. Te z kolei przeksztatcane sg, zgodnie ze wzorem (1.2.11), za pomo-
cq cigglych operatoréw w zbidr mg & {(M:M=M\(u,E),u€Up) Zbiér ten
Jest réwniez zwarty, gdy:z ziozenie operatora ciggtego i pelnociggtego
daje operator petnociggty (por. np. [62]). Zatem problem (3.4.1) jest
poszukiwaniem ekstremum funkcji ciggte] (wyznacznika) na zwartym zbio-
rzeJ‘Z'gT w przestrzeni skonczenie wymiarowej; zadanie to ma rozwigzanie.

Wobec wlasnoSci wyznacznika tatwo zauwazyé, %e rozwigzanie opty-
malne 'w (3.4.1) lezy na brzegu zbioru Up» tzn. w zbiorze

g = {u(.) : j’rf u2(x, t)dxdt = 1}. (3.4.3)
0

2,

Aby je scharakteryzowaé, utwérzmy funkcjonat Lagrange’a.

A (u,Y) = 1n det Mp(u,8) + 7“? f u2(x,t)dxdt: -1] y  (3e4o4)

o Qu

gdzie 7 €R jest mnoznikiem Lagra.nge'a.

Jak wiadomo (por. [0101), jezeli u € U° jest rozwiqzaniem optymal-
nym, to istnieje takie 7 y 2e plerwsza wariacga A (u, 7) wzgledem u w
punkcie u jest réwna zeru. Pomijajgc zmudne lecz standardowe oblicze~
nia dostajemy stad, %e warunkiem koniecznym optymalnoéci funkcji u(.)
jest, by speiniasta ona réwnanie catkowe:
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T
A
YU(x)b) = ja/ P(x,t,y,v)u(y,V)dy,dv, (3.4.5)
o
gdzie
T
B my) 2 f J K" (0, %, =73 80 'k (%, ¥, t=v) E(W)axdt, (3.4.6)
o]
u

natomiast ﬁT 4 MT(G,E).

Oznacza to, ze rozwigzanie optymalne u jest funkcjg wiasng réwna-
nia (3.4.5), odpowiadajgcg wartosci wiasnej ? . Zauwazmy, 2e jgdro
(3.4.6) jest jgdrem symetrycznym i dodatnio okreSlonym. Wynika stad
(por. [75]), ze rbéwnanie ma W ogdlnym przypadku przeliczalnie wiele or-
togonalnych funkcji witasnych. JednoczesSnie nie wiadomo, ktéra z nich
odpowiada wartosci wiasnej ? . Swiadczy to o staboici warunku koniecz-
nego uzyskanego metodg klasycznego rachunku wariacyjnego. Istotnie moc-
niejszy jest nastepujacy warunek optymalnosci.

TWIERDZENIE 3.4.1. Jezeli U jest rozwigzaniem problemu (3.4.1),
to funkcja ta jest funkcjg wiasng réwnania calkowego (3.4.5), odpowia-
dajgca maksymalnej wartoSci wiasne] tego réwnania Y r (to jest, licz-
bie estymowanych parametréw).

Dowéd tego twierdzenia zamieszczono w Dodatku 3. Zaleta tego wa-
runku koniecznego optymalnosci wynika stad, ze wskazuje on jednoznacz-
nie u jako funkcje wtasng odpowiadajgca maksymalnej wartosci wlasnej.
Co wigcej wiadomo, ze krotnodé kazdej z wartodci wtrasnych (3.4.5) jest
skoficzona, gdyz (wobec 26) operator catkowy w L2(D) z jadrem P jest
peinociggty (por. [62]).

Mimo zalet tego warunku optymalno&ci nie udaje sie ustalié, czy
jest on warunkiem dostatecznym optymalnoSci. Trudnosé w badaniach jest
zwigzana ze skomplikowang strukturg zbioru JQ?. Twierdzenie 3.4.1 poz-
wala jednak skonstruowaé algorytm numg;yczny zbieiny do jednej z funk-
c¢ji wtasnych (3.4.5), odpowiadajgcej Y = r. Nie podajemy go, gdyz byi-
by on podobny do algorytmu 2.1, lecz znacznie trudniejszy w implementa-
cji, gdyz réwnanie (3.4.5) nie jest na og6é1r réwnaniem ze zdegenerowanym
jadrem. Uniemozliwia to znalezienie skoficzenie wymiarowej parametryza-
cjl sterowania optymalnego, a co za tym idzie - algorytm takl operowaé
musi w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni funkcyjnej. Co wigcej, na
kazdym jego kroku trzeba byloby znajdowaé maksymalng warto8é wtasng
réwnania (3.4.5). Powyzsze trudnoSci omingé mozna przez przyblizenia
jader typu (3.4.6) jadrami zdegenerowanymi, a wtedy przebieg algorytmu
bytby podobny do algorytmu 2.1.
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Podsumowsnie

W podrozdziale 3.4 sformulowano zadanie Dg-optymalnego doboru
sterowania w zadaniu identyfikacji z ograniczonym horyzontem obserwa-
cji (T ograniczone). Uzyskano warunek konieczny optymalnobci sterowa-
nia, ktéry pozwala numerycznie znajdowaé skoAczony zbiér sterowan, za-
wierajgcy sterowanie optymalne.

Poréwnujgc przedstawione w tym podrozdziale podejScie do problemu
w dziedzinie czasowo-przestrzennej z podejsciem czestotliwosciowo-
-przestrzennym zaproponowanym we wczesniejszych podrozdzistach stwier-
dzié nalezy, 2e jest ono znacznie mniej efektywne. Dlatego tez powinno
ono byé stosowane tylko wtedy, gdy czas obserwacji T jest bardzo krét-
ki (poréwnywalny ze stalymi czasowymi obiektu) i nie moze byé wydiuzo-
ny. Jednoczefénie spodziewaé sie nalezy, %e numeryczne znajdowanie ste-
rowad optymalnych w dziedzinie czasowo-przestrzennej wymagaé bedzie
bardzo duzych naktadéw obliczeniowych, poréwnywalnych z nakladem obli-
czeniowym potrzebnym do uzyskania sterowafA optymalnych systemami o pa-
remetrach roztozonych z klasycznymi kryteriami jakosci, z uwzglednie-
niem wzrostu liczby réwnah obiektu o réwnania wrazliwosci. ‘Ponoszenie
tak duzych kosztéw na przygotowanie oprogramowania oraz na wykonanie
obliczeA moze by¢é uzasadnione tylko wtedy, gdy mamy do czynienia z bar-
dzo kosztownymi eksperymentami. W przeciwnym razie bardziej optacalne
mose okazaé sie poniesienie kosztéw przedtuzenia eksperymentu i zasto-
sowanie podejscia opisanego we wczeéniejszych podrozdziatach tej pracy.
Z tych tei wzgleddw zrezygnowano z zamieszczania przyktadu.ilustracyj-
nego,; gdys musialby on - 2z koniecznosci - mieé charakter szkolny. War-
to tylko zwrécié uwage, 2e sterowania optymalne w dzledzinie czasowo-
-przestrzennej czesto maja postaé sygnatrédw typu wyktadniczego. W pracy
autora [88] zaproponowano podejscie w dziedzinie czgstotliwoéci, do-
puszczajgce stosowanie sygnatéw wielomianowych w trakcie identyfikacji.
Praca ta dotyczy identyfikacji obiektéw o parametrach skupionych i ce-
lowe wydaje sig podjecle préby uogdlnienia zawartych w niej wynikéw na
sygnaty typu wykladniczego oraz na oblekty o parametrach roztozonych.

Uwagi o mozliwoéciach oogbélnied rezultatéw rozdz. 3

Podrozdziat ten konczy przeglad gtéwnych probleméw. optymalnego
(z punkfu widzenia jakodci identyfikacji) doboru sterowah na podstawie
funkcjonaté4w macierzy informacyjnej Fishera. Wszystkie te problemy
mieszczg si¢ w jednolitym formalizmie uzywanym w rozdz. 2 1 3. Warto
wiec w tym miejscu zwrécié uwage na kilka, prawie oczywistych, mozli-
wnécl zastosowania calosdci wynikéw rozdz. 2 1 3 w sytuacjach innych
ni? opisane dotychczas.
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1. O zbiorze j}u zaktadalismy dotychczas, ze jego wymiar jest
réwny liczbie zmiennych przestrzennych. Jezeli ograniczenia praktyczne
pozwalajg na realizacje sterowah tylko w zbiorze punktéw przestrzen-—
nych o mniejszym wymiarze (np. tylko na brzegu zbioru Q, lub tylko na
pewnych krzywych), to wszystkie dotychczasowe wyniki mogg byé zastoso-
wane - zmienié jedynie naleiy interpretacje catek we wzorach (1.1.22)
i (1.1.23) oraz zastgpié wystepujace w nich funkcje g(.) oraz k(.) a-
nalogicznymi funkcjami odpowiedzi obiektu na wymuszenia punktowe, od-
dziatujgce w gbiorze o zmniejszonym wymiarze,

Zmiany wymaga wéwczas interpretacja zmiennych przestrzennych w
funkcjach Su(x,y,jw) i zwigzany z tym problem realizacji tej gestofci
za pomocg odpowiedniego sterowania.

2. Prezentujgc dotychczasowe wyniki zakladalismy, 2e stan obiektu
w punkcie u € Qp i chwili t jest wielkoécig skalarng. W celu zasto-
sowania wynikéw rozdz. 2 1 3 wtedy, gdy stan obiektu jest wektorem d-
~wymiarowym, wystarczy rozszerzyé wektor u o jeszcze jedng skl adowg
m, oznaczajgcg numer mierzonej zmiennej stanu m = 1,2, .. ,4. Zbidr
Qp zamienié wéwczas nalezy zbiorem S)p X {1,2, e ,d} we wszystkich
wzorach. Jasne jest, ze wtedy jest wymagana znajomosé (w formie anali-
tycznej lub algorytmu numerycznego) d funkcji odpowiedzi impulsowych
obiektu z tym, ze sg traktowane one jako jedna funkcja s rozszerzong
o jeden liczbg argumentéw.

DODATEK 3A

Dowéd Twierdzenia 3.4.
Sterowanie optymalne Jest, jak to pokazano, jedng z funkcji
wrasnych (3.4.5). Niech w € U° bedzie réwniez funkcjg wlasng tego réw-
nania, odpowiadajgca innej nlz 1 wartoSci wtasnej. Z teorii réwnah
catkowych typu (3.4.5) wiadomo, ze wéwczas {u,w> = O, gdzie <(.,.) 0z~
nacza iloczyn skalarny w L2(D). Wynika stad, ze dla « €[0,1]

2 [ ¥V (1-a)t6 +ya_"w] eul.

Optymalno&é a pozwala stwierdzié, ze

1
u

9
e 1ln det MT(ua, E)‘ R <0y (3.4.1)

co, po zrdéiniczkowaniu i skorzystaniu z wiasnosci <u,w> = O, daje nie-
réwnosé

‘YW < r, (30 A. 2)
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gdzie y, jest wartoscig wiasng réwnania (3.4.5), odpowiadajgcg funkeji
wiasnej w. Poniewaz W byla wybrana dowolnie wéréd funkcji wtasnych
(3.4.5), wigc (3.A.2) pokazuje, ze wszystkie wartosci wiasne (3.4.5)
nie przegfaczajq r. W celu zakoiczenia dowodu wystarczy teraz poka-
zaé, 2e Y = r, a odpowiadajgcg Jjej funkcjg wkasng jest U. Wynika to z
nastepujacego ciggu réwnosci:

or My ' (8,8)M,(5, )] =

T T \

= f f I f f“(xg".y,v)ﬁ(xy‘F)ﬁ(Y,V)dxd'rdydv = 7. (3eAe 3)
o Q

u ° 9y

T

4, ADAPTACYJNY DOBOR CIJGU STEROWAN W IDENTYFIKACJI STOCHASTYCZNYCH
OBIEKTOW O PARAMETRACH ROZZOZONYCH

Rozdzial ten rézni sie pod nastepujgcymi wzgledami od dwéch po-
przednichs

1. Identyfikowany obiekt jest pobudzany na wejéciu szumem o cha-
rakterze losowym i w tym sensie jest on obiektem stochastycznym
(w rozdz. 2 1 3 wystepowaly tylko zaktécenia pomiarowe).

2. Dopuszcza sle sterowanie o charakterze losowym, Co przy przy-
Jetych ograniczeniach ma wpiyw na jakosé identyfikacji (w poprzednich
rogdgiarach réwnie dopré‘jakoéé identyfikacji mozna byto osiggnaé za
pomocg odpowiednio dobranych sterowad zdeterminowanych ),

3., W zwigzku z p. 2 dopuszcza sie¢ generowanie sterowania w ukia-
dzie ze sprzezeniem zwrotnym (niecelowosé takiego podejscia w poprzed-
nie rozpatrywanych zadaniach wyjaéniono w p. 3.4).

4, Obiekt jest opisany réwnaniem "hybrydowym" z czasem dyskretnym
i zmiennymi przestrzennymi zmieniajgcymi sige w pewnym obszarze (po-
przednio uptyw czasu byl modelowany zmienng ciggls, chociaz nie byto
to istotwym ogreniczeniem).

S5. Inna jest zasada tworzenia wskaznika jakosci identyfikacji,
ktéry stuzy potem do doboru sterowania.

6. Ograniczenie w zadaniu doboru sterowania dotyczy Sredniej mocy
stanu obiektu, a nie energii czy mocy samego sterowania.

Powyzszy zestaw réznic raz jeszcze uwidacznia réznorodnoéé zadap,
jakie mogg sie pojawiaé w réinych sytuacjach.

Celowo5é stosowania podejsScia adaptacyjnego do doboru sterowan
uzssadniano w rozdz. 1. Przypomnijmy tylko, ze potrzeba taka wynika
z 'zalesrosci doktadnoéci identyfikacji od wartoSci identyfikowanych
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parametréw. Co, przy braku_informacji apriorycznej o parametrach pro-
wadzi do adaptacyjnego schematu doboru ciggu sterowafn, postepujacego

za wzrostem informacji o nieznanych parametrach. Koniecznym uzupeinie-
niem tego schematu jest rekurencyjny algorytm identyfikacji, ktéry zos-
tanie w skrécie opisany.

Podkreslié nalesy, ze dobér ciggu sterowan odbywa sie tutaj w
dziedzinie czasowo-przestrzennej. Jednakze proponowane podejscie jest
inne ni% w p. 3.4, ktére byto dostosowane do ogdlnego podejscia nasz-
kicowanego w rozdz. 1.

Z koniecznosci zostang dokonane pewne zmiany w oznaczeniach, a
pewne symbole wystgpia ponownie w nowym, Scifle okreSlonym znaczeniu.

4,1. Opis obiektu 1 ocena doktadnosci jego identyfikacji

W podrozdziale tym zostanie podany opis identyfikowanego obiektu
i warunkéw pomiaru jego stanu. Zaproponowana zostanie rekurencyjna,
stochastyczna wersja algorytmu znanej metody funkcji modulujgcychw(por.
prace [123]). Podajemy jg jako element procedury adaptacji, pomimo %e
rozprawa ta nie dotyczy bezpoSrednio metod identyfikacji. Nastepnie pod-
dana zostanie analizie doktadnodé identyfikacji w zaleznoséci od charak-
terystyk probabilistycznych uzytego sterowania, co stanowié bedzie pod-
stewe do sformutowania zadania w nastepnym podrozdziale.

Opis obiektu identyfikacji
Rozwazmy obiekt opisany nastepujacym réwnaniem réznicowyms

qn+1(x) = Ax(a)qn(x) + un(x) + en(x), xeQ, (4.4.1)

obowigzujgcym dla n = ees =1,041, oo o W réwnaniu tym qn(x) oznacza
stan (skalarny) obiektu w chwili n-tej w punkcie przestrzennym
xe Q@ c RX. Analogicznie un(x) i en(x) oznaczajq - odpowiednio - stero-
wanie i zakl6cenie niemierzalne, ktérych wiasno8ci zostang pédZniej o-
kreéslone. W (4.1.1) Ax(a) oznacza operator rézniczkowania wzgledem
zmiennych przestrzennych. Zalezy on od wektora a € R® nieznanych para-
metréw, ktére podlegaé bedg identyfikacji.

Zaktadamy, ge operator ten ma nastepujgqce wiasnoscii

Ay Ax(a) : Vg —=— Vg, gdzie Vg jest skoficzenie lub nieskoficzenie wy-
miarowg podprzestrzenig L2(Q) (w przypadku drugim ktadziemy K=9o).

A2) Operator ten ma postaé

A(a) = q + ) &%y,
i=1
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A,)

Ay)

gdzie Qi H Vk ——-—VK, i=0,1,2, ¢« ,r sg znanymi operatorami
rézniczkowania wzgledem zmiennych przestrzennych.

Funkcje wlasne vy € Vg, k=1,2, ... ,K operatora A (a) sg ortonor-
malne w L (Q) i rEZpinaaq Vg» Jesli K jest skohczone, lub tworzg
uktad zupeiny w L°(Q), jesli K =oco .

Wartosci wtasne 'Xk operatora Ax(a), Ax(a)vk = Akvk 83 rzeczywis-
te i l}\kl <1, k=125 oee 2+ Ko

Zardwno Vi Jak i A moga zalezeé¢ od a, lecz nie bedzie to uwi-

docznione w notacji. Przyktad operatora speiniajgcego warunki Aq-A,
podany zostanie w dalszej czesci rozdziatu.

Opis obiektu typu (4.1.1) jest uzywany w pracach na temat stero-

wenia optymalnego (por. [1301).

0 zakléceniach en(.) zak}adamy, ze en(.) € Vgr» B = eoe =1,0,1, ...

eraz, e sg one elementami losowymi (definicje elementu losowego mozna
znale%é np. w pracy [109]) o wartosci éredniej zero i jednakowych roz-
ktadach (nie zakladamy, %e sg one gaussowskie).

Ponadto zaktadamy, ze

Dla kazdego f € Vy zmienne losowe <f,en(.)>, D= eee =1,0,1, «us
sy wzajemnie niezalezine.

Dla kazdego ustalonego n = eeey, -1,0,1, ... i dowolnych f1,f2, e e
++s €Vg zmienne losowe <f,,e,(. )) £, (s)>, ++. sa wzajemnie

niezalezne.

Dlan = eee =1,0,7, «ve E[Ce (),vp] 2 202 <00, k=1,2, ... LK,
gdzie E oznacza wartos8é oczekiwang.

WrasnoSci te pozwalaja interpretowaé e ( ) jeko zaktécenia bedgce

szumem biaiym w czasie 1 przestrzeni. We wzorach wystepujacych w I,l—I3
{+y+) oznacza iloczyn skalarny w L (Q).

0 ciggu sterowah un(.) € Vg, n = eve =1,0,1, ... réwniez zaklada-

my, za. Jest on ciggiem elementéw losowych o wartoSciach oczekiwanych
zero i jednakowych rozktadach. Przyjmujemy, e eksperymentator moze do-
bieraé statystyczne wiasnoéci tego ciggu, a w szczegbdlnoSci wybierad
moze funkcje Ru(x,y,n) 2 E[un(x)un+m(y)]. Dopuszcza sige przy tym mozli-
wos¢ generowsnia u, W ukladzie ze sprzgzeniem zwrotnym z tym, ze u, ()
moze zalegeé tylko od stanéw qn_1(.),qn_2(.), .es o Jednoczesénie zakia-
da sie, ze elementy losowe un(.) ie,(.) (o tym samym numerze) sa nie-
zslezne.

Wielkosci mierzone
W odréznieniu od rozdz. 1 przyjmujemy, ze sg mierzone pewne funk-

cjonaly stenu obiektu. Doktadniej zestaw mierzonych wielko$ci jest nas-
tepujacys:
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Yp = <3059, (4.1.2)
£l = @ (), 9> 10,1, wuu ,r (%.1.3)
'En = ¢u (2),9>, (4.1.4)

przy czym wartoSci te sg znane dla n = 0,1, ... ,N-1.

W powyzszych wzorach ¢ € VK jest znang funkcja, ktéra moze byé
wybierana przez eksperymentatora lub narzucona przez warunki pomiaru.
W (4.1.3) Q? oznacza operator sprzezony wzgledem Q; (por. [62]), okres-
lony zaleznoScig:

Ve,e € Vg <YTi8> = <£,Q58> . (#.1.5)

Przyjeta tutaj postaé pomiaréw wymega komentarzy:

1. Zatozono, %e pomiary fermalnie sg wykonywane bez zaktécefr; nie
jest to jednak zbyt istotne ograniczenie, gdy3 przez formalne podsta-
wienie ewentualne zaklécenia pomiarowe mozna wigczyé do zakléceh {en}
(w dalszej czesci pracy uwazaé bedziemy, %e zabieg taki zostal juz do-
konany, chocias w praktyce jego wykonanie moze byé ratwiejsze z uzy-
ciem wzoru (4.1.6)).

2. W pewnych przypadkach pomiar funkcjonatéw stanu obiektu (ta-
kich jak momenty typu vxmqn(x)dx) Jjest dokonywany wprost; w innych -
pomiary postaci (4.1.2)-(4.1.4) traktowaé nalezy jako wartosci teore-
tyczne, aproksymowane w praktyce przez wyrazenia typu

I

Z wiqn(xi) CP(Xi) ’

i=1
gdzie Xy i =12, «.. yI oznaczajg potozenie czujnikéw punktowych,
natomiast Wi, i =12, «es 41 sg wagani formuty kwadraturowej przybli-
2ajgce] catke.

Mgorytm identyfikacji

Przedstawiany tutaj algorytm jest nowa, rekurencyjng wersjg meto-
dy funkcji modulujgcej. Opis jej w skrécie podajemy, gdyz stuiy ona tu-
taj jako jeden z elementdédw procedury adaptacyjnej.

Pomnézmy obie strony (4.1.1) przez ¢ € Vp i scatkujmy po Q,
Z wzordw (4.1.2)=-(4.1.5) otrzymamy

v ~ ~
Ypeq = fpa + fg + U+ e, (4.1.6)

v ~
g fé 218,22, ... 5], 8, 2 <ep ()03
2 A 2).

n = 0)1’ eo e ’m"t Dalej % = E(en
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Estymator ay wektora a € R® otrzymamy przez minimalizacje

N-1
~ v 2
Iy(a) = Z G, - £, @) (4.1.7)
wzgledem a, przy cazym ;n g Ip - r: - GA. Aby zapisaé 8y W postaci re-
kurencyjnej, zdefiniujemy macierz
N-1
v -1
Py =| O .t (4.1.8)
-~ n=0

przy czym okreSlenie to obowigzuje dla N > r oraz takich, ze macierz
w nawiasach kwadratowych jest nieosobliwa. Niech dalej GN+1 4 PN 'fN/
/(1= NPN N) b¢dzie wektorem wzmocniehd. Woéwczas dla dostatecznie duzych

aN+1 = aN + GN(;N - f&%)c (4.1.9)

Jest to znany zapis rekurencyjny (por. np. [27]) dla wektora minimali-
zujgcego wyrazenie typu (4.1.7). Wzér ten nalezy jeszcze uzupeinié zna-
nym rekurencyjnym wyrazeniem dla PN (por. [27)).

Ocena dokladnosci estymacji

Dla dokonania oceny dokiadnosci estymatora ay potrzebne Jjest za-
lozenie statystycznej regularnoSci badanego procesu. Najprostszym w
stosowaniu zalozeniem tego typu jest nastepujgce

1im _ [Npy]™" = E[£ £ ] 2 prawdopodobietstwen 1 (4.1.10)
N—=co : -
Zguwazmy, ze wobec stacjonarnosci ciqgéww{en},{unv}oraz obiektu, réw-
nies ciggi {qn} i {fn} 85 stacjonarne. Zatem prawa strona (4.1.10) nie
zalezy od n, a warunkiem dostatecznym na to, by (4.1.10) bylo spel-
nione, jest ergodycznosé ciggu {qn} Z (#.1.3) otrzymujemy:

[f f ] ff R (x,y)¢(x)¢ (¥)dxdy, (4.1.11)
gdzie Ry (x,¥) 4 E[q (X)qn(y)]. ¢ (x) =[44G0),45(x)5 oo ,¢ ()] , na-
tomiast ¢i( ) = ?(.). Zalbézmy, ze Rq jest taka, ze

\V&g Vg !!;Rq(")f(}‘)f(y)d"dy > 0. (4.1.12)

Wéwczas, jezelil Yi(.) 1i=1,2, eees or sg liniowo niezalezne, to macierz
P jest nieosobliwa (por. (4.1.11)).
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TWIERDZENIE 4.1.1. Przy powyzszych zalozeniach oraz N—ao, cigg
fﬁkaN - a) Jest zbiezny wediug rozkladu od wektora losowego o rozkia-
dzie 2ormalnym o wektorze Srednich réwnym zeru i macierzy kowariancji
N2-
g=-P .

Dowbéd zamieszczono w Dodatku 4A.

Podsumowanie

W podrozdziale 4.1 sformutowano zadanie identyfikacji stochastycz-
nego obiektu o parametrach rozitozonych. Zaproponowano rekurencyjng wer-
sje metody funkcji modulujgcych otrzymywania oszacowan nieznanych para-
metréw. Zbadano asymptotyczng doktadnosé estymacji, a otrzymany wynik
stanowié bedzie podstawe sformulowania zadania doboru funkcji korela-
cji stanu obiektu tak, by doktadnosé te maksymalizowaéd.

4.2. Optymalna funkcja korelacji stanu i jej adaptacy;na realizacja

W poprzednim podrozdziale pokazano, %ze macierz kowariancji asym-
ptotycznego rozktadu estymatora ay zalezy od funkcji korelacji stanu
R (x,¥). Celowe jest zatem rozwasenie optymalnego jej doboru. Jedno z
zadaﬁ tego typu rozwigzene zostanie w tym podrozdziale. Nastepnie
przedyskutowany zostanie problem realizacji optymalnej funkcji korela-
cji stanu za pomocg odpowiednio dobranego sterowania. Jak sie¢ okaze,
sterowanie takie uzyskuje sie przez odpowiednie przetworzenie ciggu lo-
sowego generowanego poza obiektem z tym, ze sposbéb jego przetworzenia
zalezy od biezgcych wartoSci oszacowan parametréy a.te zalezg od pomia-
réw we wczedniejszych krokach algorytmu. Jest to zatem uktad ze sprze-
zeniem 2wrotnym spetniajacym funkcje¢ adaptacyjng.

Ograniczenia
Ze wzoru (4.1.11) i twierdzenia 4.1.1 wynika, %e Ze wzgl¢du na

dokzadno$é estymacji, sposSrdéd dwédch funkcji Rq(x,y) i a‘Rq(x.y),a >1,
korzystniejsza jest druga. Jednakze wzgledy praktyczne zmuszajg nas do
natozenia na nig pewnego ograniczenia. Przyjmiemy, %ze ma ono postaé:

Qqu(x,x)dx < €2 (4.2.1)

gdzie €g > 0 jest zadang statg. Fizyczny sens tego ograniczenia wynika
stad, ze dla stacjonarnego i ergodycznego ciggu {qn }z prawdopodobiefis—
twem 1 zachodzi:

/ R (x,x)dx = 11m ¥ zi: Iq (x)dx . (4.2.2)
= n0 @

Zatem (4.2.1) mozna interpretowaé¢ jako ograniczenie na uéredniong po
czasie i przestrzeni energie stanu obiektu.



108

Uwaga 4.2¢1

Zwracamy uwage, %e statej €y > O nie mozna dobieraé catkiem do-
wolnie, gdyz usredniona energia ciggu {qn} zalezy nie tylko od {un},
ale takze od energii ciggu zaklébcen {en}. Dlatego warto&é €, powinna
byé nie mniejsza od pewnej statej. Do zagadnienia tego wrécimy w dal-
szej czesci rozdziatu.

W sformutowanym nizej zadaniu funkcja Rq bedzie zmienng decyzyjng.
Nalezy wigc na nig natozyé ograniczenia, poniewaz jest to funkcja kore-
lacji wzajemnej rodziny zmiennych losowych qn(x) i qn(y), X,y Q .
Ogranliczenia te to

B Viy Boxm) = Ry,
R2) Funkcja Rq Jest dodatnlo okreslona, tzn. zachodzi dla niej
(4.1.12).

Klase funkcji Rq spetniajacych (4.2.1) oraz Rq» R, oznaczaé bedziemy
przez R .

Sformutowanie zadania D-optymalnego doboru funkcji R;
Twierdzenie 4.1.1 oraz interpretacja kryterium D-optymalnoéci, po-

dena W rozdz. 1 stanowigq uzasadnienie nastepujgcego sformutowania prob-
lemu:

Problem 4,2.1
Przy ustalonej funkcji ¢ € Vy znalezé taka ﬁq.e.ﬁ, dla ktérej

sup » det p(nq) = det P(ﬁq), (4.2.3)

Rqe

przy czym zalezno$é macierzy P od funkcji Rq jest okreslona wyrazeniem
(4.1.11).

Zagadnieniem optymalnego doboru funkcji ¢ € Vi nie bedziemy sig
w tej pracy zajmowaé (pewne-wskazéwki daja wyniki badaA symulacyjnych
zamieszczone W p. 4.,3. Zatozymy jedynie, ze @ jest tak dobrana, ze

dla pewnego Rqe A macierz P(Rq) jest nieosobliwa.

Warunek konieczny i dostateczny optymalnoécijq
Przed przystgpieniem do sformutowania twierdzenia pozwalajgcego
rozstrzygaé o D-optymalnoéci Rq potrzebny bedzie nastgpujgcy lemat:

Lemat 4.2.1. Niech R € R bedzie taka, ze macierz P(R_)
jest nieosobliwa. Niech dalej H(x,y;Rq) §¢'(X)P'1(Rq)¢(y) przy ¢ (x)
okreSlonym tak jak w p. 4.1, Wowczas réwnanie carkowe

Mh(x) = £ H(x,y:Rq)h(y)dy, (4e2.4)

posisda skolczong llczbe rzeczywistych warto$ci wiasnych, a dla naj-
7z nich, oznsczanej dalej przez wau(H)1 zachodzi
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€5 Mpax(H) 2 To (4.2,5)
gdzie r Jjest liczbg estymowanych parametréw.
Dowéd podajemy w dodatku 4B.

TWIERDZENIE 4.2.1. Zdefiniujmy H(x,y) = H(x,y,ﬁ ). Wéweczas,
R € B Jjest rozwigzaniem (4.2.3) wtedy i tylko wtedy, gdy

o max(H) = Te (4¢2.6)

W dowodzie korzysta sig z lematu 4.2.1 i jest on podobny do dowodun
twierdzenia 2.2.1, dlatego zostanie pominiety.

Jawne wyrazenie dla D-optymalne;j funkecji gq
Z twierdzenia 4.2.1 otrzymujemy

Wniosek 4.2.1. Jezeli funkcje ¥,(.) i=1,2, ... ,r 83 liniowo nie-
zalezne, to rozwigzaniem (4.2.3) jest

ﬁq(x,y) = ¥ ), | (4.2.7)
gdzie

D2 ré[ ¥(x) ¥ (x)ax/e,, (4.2.8)
co wiece]

8 2,2
P(Rq) = D €°/r [

Dowéd polega na bezposrednim sprawdzeniu warunku optymalnodci (4.2.6)
i bedzie pominiety.

Rozwaszmy teraz problem mozliwosci realizacji ﬁq za pomocg odpo-
wiednio dobranego ciggu sterowan {u }. W tym celu potrzebny bedzie
zwigzek migdzy R,(x,¥y) a R,(x,y) & E(un(x) u,(¥)), X,y€ Q. Po pomnoze-
niu stron (4.1.1) przez qn+1(y) i obliczeniu wartosci oczekiwanej, po
skorzystaniu z zalozen o ciggach losowych {e } {un} z p. 4.1, otrzy-
mamy

R (%,¥) = Ap(a)Ay ()R (%,7) + R, (%,¥) + Rg(x,7)3x,¥€ Q, (4.2.9)

gdzie R, (x,y) 2 E[e (x)e (y)]. Po wstawieniu (4.2.7) do (4.2.9) otrzy-
mamy formalne réwnanie, kcére powinna speiniaé poszukiwana funkcja Rys
oznaczana dalej przez Ru Réwnanie to ma postaé:

Ry(xy) = ¥ ()N(aV(), (4.2.10)

gdzie v(x) 2 [vq(x),vz(x),...,vK(X)Jv , natomiast

v -1

ra) 2 ¢'p"lc - A c'p o= ¥ (4.2.11)
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We wzorze tym A £ diag [Ny k = 1,2, ... ,K], 22 diag[ci , k =
= 1,2y ees 4K], natomiast macierz C o wymiarach r » K ma elementy zde-
finiowane wzorami Cix =< PyrViDs i=12, ¢ee vy k =1,2, ... ,K.
Wz6r (4.2.10) nazwalidmy wzorem formalnym, gdyz wprawdzie okreSlona
nim funkcja ﬂu wstawlona do (4.2.9) daje w wyniku Rq = ﬁq, jednakze
nie mamy gwarancji, ze jest ona funkcjg autokorelacji pewnego ciggu
{ug}. Aby tak byro, macierz T(a) powinna byé dodatnio okreSlona. Ponie-
was | xk| <1 k =12, ¢es ,K, zapewnié to mozna przez wybdér dostatecz-
nie duzej wartosci €, Wystepujacej w ograniczeniu (4.2.1) 1 (4.2.8).
Delej uwazaé bgdziemy, ze wybdér taki jest mozliwy, gdyz w przeciw-
nym razie zadanie nasze nie jest poprawnie postawione (w tym sensie, ze
dopuszczalne energie stanu obiektu bylyby mniejsze nis energia stanu
wywotywana przez oddzialywanie zakiécer).
Wzé6r (4.2.10) wymaga jeszcze dwdch komentarzy. Gdy K = oo , WSZysSt-
kie macierze i wektory stajg sie nieskonczenie wymiarowe i wéwezas
wzér ten naleiy interpretowaé jako forme kwadratowg w przestrzeni 13-
-ciggéw sumowslnych w drugiej potedze. Uiyte oznaczenie T(a) podkresla
zaleznofé od wektora nieznanych parametréw a (gdyz zalezg od niego
wartoSci wiasne A ).

Realizacja sterowania o funkcji korelacji ﬁu
Macierz T(a), jako symetryczna i dodatnio okre&lona, moze byé

przedstawiona w postaci (por. (55]) T(a) = W(a)W'(a), gdzie W(a) jest
pewng K > K macierzg. Nasuwa sig¢ zatem nastepujacy sposéb realizacji
ciggu sterowan o funkcji korelacji przestrzennej ﬁu(x,y):

8, (%) = ¥ (x)W(a)ygy B = eoe =1,0,7, <ee (4.2.12)

gdzie Ya jest ciggiem stochastycznie niezaleiznych wektoréw losowych
K-wymiarowych o jednakowych rozktadach, wartosSciach oczekiwanych zero
i nieskorelowanych sktadowych o jednostkowych wariancjach. Sterowanie
realizujgce optymalng ﬁq jest ‘wiec stochastyczne.

Trudnofé w realizacji tego sterowania polega na nieznajomosci wek-
tora a. Zgodnie z metodami opisanymi w p. 1.3 mozna go zastgpié przez
wartosé nominalng a, uzyskujgc W ten sposéb zblizone do optymalnego
sterowanie w ukladzie otwartym.

Druga mozliwo8é polega na zastosowaniu podejscia adaptacyjnego,
ktére teraz krétko przedstawimy.

W celu uproszczenia przyjmujemy dodatkowe zatozenie:

) Fﬁnkcje wiasne operatora Ay(a) nie zaleza od wektora a, tzn.
avk(x)/aai =0 i=1’2’ eee oLy k = 1,2, DR ,Ka

Blasa takich operatoréw byta uzywana jako modelowa w kilku pracach au-
tora (85),(901,(97). Naleza do niej operatory postaci A, takie, ze vy
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jest réwnoczednie funkcja wtasng wazystkich Q4 i=0,1 ese 4r, t2n,

ink =4V 1=0,1y eee o3 k=1,2, «es ,K (4.2.13)
- N

dla pewnych liczb ‘@, Oznaczmy a g [a1k,a2k, . ’ark] . Zachodzg
wtedy rdéwnosci:

Mg = G + T8, K=1,2, oo oK (4.2.14)
(dowéd znaleZé mozna w pracy (82]).

Przy zaloieniu AS algorytm adaptacyjnego.wyboru ciggu sterujgcego
otrzymuje sie¢ przez zastgpienie w (4.2.10) i (4.2.12) wektora a przez
jego oszacowanie, co daje

B (x,3) = T (x)T(ay)¥(y) (4.2.15)

uN(x) = v'(x) W(an)vN; (4.2.16)
gdzie a, jest okreslone wzorem (4.1.9) a cigg {vn} ma takie same wias-
nodci.jak.w (4.2.12). Ze wzgledu na rekurencyjng formg estymatora ax»

wzér (4.2.16) obowigzuje dla N = r,r + 1, ... « Proponowany w (4,2.16)
sposdb generowania sterowania pokazano na rys. 4.1.

unlx) Gaalx)
n Uktad sterowania Obiekt
(4.2 .16)

Uktad
pomiarowy

Uktad identyfikacji a |_

Rys. 4.1. Struktura adaptacyjnego algorytmu generowania ciggu sterujg-
cego; A - uktad opdZniajgcy o jeden takt

Fig. 4.1. Structure of the adaptive algorithm for input signal genera-
tion: A - one-step delay subsystem

) QN

Prawid2owe funkcjonowanle tego ukzadu zalezy od zachowania sig Rﬁ
w stosunku do Ru’ gdy N—=oo , Aby zachowanie to zbadad, przepiszmy
(4.2.10) z uzyciem (4.2.11), w postaci

ﬁu(x,y) = T [6-Z]-v(y) -A"v(x)8V(y) X (4.2.17)
gdzie G £ ¢'D7'c, V(x) 2 aiag[vy(x), k=1,2, «ou K], X2 [hgahps oun gl
Zauwazmy, e wobec (4.2.14) wyrazenie (4.2.17) jest kwadratowg funkcjg
wektora a, co pozwala tatwo obliczyg jeJ gradient,

Z twierdzenia 4.1.1, wniosku 4.2.,1 oraz znanego twierdzenia o a-
symptotycznym rozkiadzie funkcji od estymatora asymptotycznie normalne-
go (por. [103]) otrzymujemy nastepujacy wniosek:
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Wniosek 4.2.2. Przy zalozeniach twierdzenia 4.1.1 i wniosku 4.2.1
zmienne 1osowevﬁf[§§(x,Y> - ﬁu(x,y)}, gdy N—+oo, sg zbiezne wedlug roz-
ktadu do zmiennej losowej o rozkiadzie normalnym o Sredniej zero i wa-
riancji

2
2 e '2 g A -1
a“(x,¥) = 2 —z & A-V(X)EV(y)-AD™ - aV(x)EGV(y)A-a,
o

gdzie A é[ 61,65, PP ,dk].

Inaczej méwigc, rozklad ﬁg(x,y) - ﬁu(x,y) jest asymptotycznie
,AXO,%Z(x,y)/N). Wniosek zapewnia poprawne funkcjonowanie ukladu adap-
tacji,N—+e°. Jego funkcjonowanie, gdy N jest skonczone zostanie zbada-
ne symulacyjnie w nastepnym podrozdziale.

Podsumowanie

W podrozdziale 4.2 sformutowano i1 w jawnej formie rozwigzano za-
danie D-optymalnego doboru funkcji korelacji przestrzennej stanu obiek-
tu. Oméwiono takze jej realizowalnosé za pomocg odpowiednio dobranego
sterowania. Zaproponowano adaptacyjny algorytm doboru sterowania i po-
kagano, %e funkcja korelacji przestrzennej otrzymanego w ten sposdb
sterowania jest zbiezna wediug rozktadu do optymalnej funkcji korelacji.

4,3, Adaptacyjny dobdr sterowall w identyfikacji parametréw réwnania
przewodnictwa ciepta - przyktad symulacyjny

Wyniki podrozdziatu 4.2 majg charakter asymptotyczny. Aby zbadaé
dokladno#é identyfikacji uzyskiwang podczas ich stosowania, gdy liczba
obserwacji jest skolczona, wykonano dokladne badania symulacyjne. Bada-
nia te dajq réwniez wskazdéwki co do doboru funkcji modulujgcej.

Opis symulowanego obiektu
"Pomiary" do badafd symulacyjnych byity uzyskiwane w wyniku nume-
rycznego modelowania nastgpujgcego obiektu:
_ 3 %q_ (x)
Uy (X) = ap(x) + Beag ="~ - Rayd (x) +
X

+ heu (%) +h e (x); xeQ 2 (0,1). (#.3.1)

Jest to pdéirdyskretna wersja réwnania przewodnictwa ciepta o diugosci
kroku czasowego h > O. Warunki brzegowe dla (4.3.1) przyjeto w postaci
qn(o) = qn(1) = 0 dla wszystkich n. Wéwczas funkcje wtasne zagadnie-
nia Sturms-Louville’a maja postaé v, (x) = V2 sin(ks x)5 k = 1,2, ...

W wynikach bada’ symulacyjnych, ktére zostang przytoczone przyje-
to'Vk jako podprzestrzen LZ(Q) rozpietqg na dwéch funkcjach wiasnych
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(tzn. X = 2) z tym, ze dobierano rézne zestawy vkj(x); J = 1,2. Zau-

wazmy, %ze z6 wzgledu na ortogonalnoéé¢ funkcji wiasnych i wybér ¢ EVk
nie byto potrzeby symulowania pozostatych wspéiczynnikéw rozwiniecia

qn(x) w szereg wzgledem {vk}, gdyz zachowanie sig¢ tych wspéiczynnikéw
i tak nie wpiyneloby na wynik symulacji. Przy przyjetych zatozeniach

operator Ax(a), okreélony na Vg» ma postaé:

A (a) = ha, -633 - ha, - I, (4.3.2)
X

gdzie I jest operatorem identycznoSciowym, natomiast a4 i a, wspbélczyn-
nikami podlegajgcymi identyfikacji. Wartosci wiasne tego operatora,
odpowiadajace {vk}, majg postaé:

kk =1 = a1k2ﬂ2h - azh; =1'2, eve o (4.3.3)
Zauwazmy, 3e operator Ax(a) speitnia zalozenie A5.

Zgktbécenia losowe byly generowane wedtug wzoru

en(x) = eé1)vk1(x) + eéa)vka(x), (4.3.4)

gdzie {eg},{eg } sa ciggami niezaleznymi zmiennych losowych o rozka-
dzie réwnomiernym na [-0.53 O.5]s "Pomiary" byity otrzymywane za pomocg
funkcji modulujgcej

o (x) = Bk"vk"(x) + Bkavkz(x), (4.3.5)

gdzie qu,Bkg sg zmienianymi wspéiczynnikami wagowymi. Wystepujace w
(#:3.4), (4.3.5) 1 dalej funkcje vgq 1 vk, sg tyml funkcjami, ktore
rozpinajg VK w aktualnym eksperymencie symulacyjnym.

Generacja ciggu sterowan
Zgodnie z wynikami p. 4.2 sterowania byly generowane wediug wzoru:

u,(x) =ny V (X)e +n?Vk (x)e , (4.3.6)

gdzie 53 kd n S8 ciggami niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie
rownomlernym na odcinku od -0.5 do 0.5. Ciggi 1iczbowe{ N ]{n }wybie-
rano

a) optymalnie, tzn. wediug (4.2.12) i wtedy wartoéci?}Q iT]§ bytry
state w czasie,

b) adaptacyjnie, tzn. zgodnie z (4.2.16).

Jak stwierdzono w p. 4.2, dokladna realizacja sterowania optymal-
nego (4.2.12) nie jest w praktyce mozliwa ze wzgledu na nieznajomosé
aqs 8y W badaniach symulacyjnygh dokadna realizacja byla oczywiscie
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mo2liwa.i zostala dokonana po to, by uzyskad punkt odniesienia do..bada-
nia algorytmu adaptacyjnego i wpiywu funkeji ¢ na dokiadno$é identyfi-
kacji.

Organizacje badad symulacyjnych
Przy ustalonym algorytmie sterowania (4.2.12) lub (4.2.16) program

komputerowy wykonujgcy badania obliczaz kolsjne.stany oblektu (4.3.1) 4
pomiary (4.1.2)-(4.1.4) z funkcjq ¢ dang przez (4.3.5). Réwnolegle ob-
liczane byly kolejne oszacowania wektora parametréw a dla N = 2,3, .4
eoe 3250, Nastgpnie caly teh proces powtarzano 20-krotnie, za kazdym rg-
gem dla inpej realisacji zakldced losowych. Otrzymywano w ten sposéb.20
realisacji estymatora 8y dla ustalonego N, przy czym smienno$é. obserwo-
wanych jego wartosci byia wynikiem jedynie oddzlatywania zakiéced.

Na podstawie tych 20Argalizacji ay obliczano:

a) empiryczng Srednig Ean, bedgcg oszacowaniem wartodci ocszekiwa-
nej estymatora, »

b) empiryczng maciers kowariancji éngaH) 1 Jej wyznacznik
det 63§(an).

W ten sposéb uzyskiwano kazdy z punkiéw przedstawionych na rys.
#4e2-4,T.

det(covia, )]

Rye. 4.2, Poréwnanie dokradnodcl estymacji uzyskanej przy sterowaniu
optymalnym (xxx - prsebieg 1), adaptacyjnym (ooo - przebieg 2), i tes-
towym (+++ - przebieg'5

Flz. 4.2. Comparison of the estimation accuracy, obtained by ueing the

zu3imal coptrel (xxx - run 1), adaptive control (oco - run 2), and test-
ing input signal (+++ - run 5)
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dﬁluﬂﬂoun

1E-7

1E-81

1E-9L,
10 50 100 150 200 2%0 N

Rys. 4.3, Adaptacyjny dobSr sterowania dla réznych % z
oszacowan parametrgw obiektu (+++ - przebieg 2,yxxx'3rp3§§%132t§pnggg -
przebieg 4) ’

Fig. 4.3, Adaptive choice of input signal for differe
nt initi -
tes of the system parametere (+++ - run 2, xxx - run 3, oogl-e:z;mz)

det(coviay)]

1E-9L+ = + + N
LY 50 100 150 200 250

Rys. 4.4, Pordéwnanie doktadno$ci estymacji dla réiznych wag w funkcji
modulujacej 9 (xxx - przebieg 1, ooo - przebieg 6)

Fig. 4.4. Comparison of the estimatlon accuracy for different weights
in the modulating function¢ ( xxx - run 1, 000 = rum 6 )

Wraz ze wzrostem N = 10,50,100, ... ,250 otrzymywano usrednione prze-

biegi zachowania sig¢ estymatora przy ustalonym algorytmie sterowania i

ustalonych wartoéciachﬁk1,ﬁk2. Naste¢pnie by zmieniany algorytm stero-
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det [covia, )]

1E-74

1E-9¢

%€-

-]

© S0 0 ®O 200 250 N

Rys. 4.5. Dokadnoéé estymacji uzyskiwana przez zastosowanie optymal-

nych sterowad dla kilku réznych zestawéw funkcji wZasnych rozpinajgych

Vz(ooo - przebieg 12, 111 = prggbieg)13, +++ - przebleg 14, xxx - prze-
: eg 1

Pig. 4.5. Estimation accuracy obtained by applying the optimal control,
spanned by different sets of eigenfunctions Vo (o000 - run 12, 111 -
run 13, +++ - run 14, xxx - run 1)

det [cowtay)]

N
B\

0 50 100 150 200 250 N

1E-71

Rys. 4.6. Pordwnanie dokladnodci estymacji uzyskanej przy sterowaniu
optymalnym (xxx - przebieg 11) i adaptacyjnym (ooo - przebieg 10) roz-
" pletych na funkcjach wtasnych V1_i V4

Pig. 4.6, Comparison 6f the estimation accuracy obtained by applying
the optimal 1n8ut sigral (xxx - run 11) and the adaptive one (0oo - run
10) spanned by the eigenfunctions vV, and V,
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det [coway)]

1E- 67

€-7¢

A\N
0 50 100 50 200 250 N

Rys. 4.7. Dok*adnosé estymacji przy zastosowaniu sterowania optymalnego
i réznych wagach funkcji modulujgcej ¢ (ooo - przebieg 9, +++ - prze-
bieg 8, 111 - przebieg 7, xxx - przebieg 1)

Fig. 4.7. Estimation accuracy obtained by using the optimal input eignal
for different weights in the modulating function ¢ (000 - run 9, +++ =
run 8, 111 - run 7, XXX - run 1)

wania lub jego wartos$ci startowe i/lub funkcje wasne Vi 99 Vko rozpina-
Jace VK. Wartosci liczbowe parametréw stosowane w kazdym przebiegu
przedstawiono w tab. 4.1. Numery przebiegéw usywane w tej tabeli.sg
zgodne z numerami przebiegéw uzytymi do opisu rys. 4.2 - 4.7,

W trakcie badafi"prawdziwe", nieznane wartoéci parametréw wynosiy
a, = 0.1, a, = 1. W przebiegach 1-11 parametr h = 0.1, natomiast w
przebiegach 12-14 parametr ten byt réwny 0.05. We wszystkich przypad-
kach ﬁarunki_poczqtkowe byzy zerowe,

Uwaga 4.3.1

Dla pordwnania przebieg nr 5 w tab. 1 uzyskano za pomocg sterowa~-
nia nie bedgcego sterowaniem ani optymalnym, ani adaptacyjnym. Miazo
ono postaé (4.3.6), lecz przyjeto eg = eﬁ i wybrano nh =1, n,.=

= 9.175 n=(2,1é eee o Te ostatnie wartosci maja te wiasnosé, ze (n‘;)2 +
3 A
+ (ni) = (n;) + (nﬁ)z, gdzie ﬁ oznaczajg wartosci optymalne.
Wnioski

Analiza tab. 1 1 rys. 4+2-4.7 sugeruje nastepujgce wnioski: _

1. Zastosowanie sterowania opisanego w uwadze 4,.3.,1 daje istotnie
wigksza uogélniong wariancje estymatora (det éE?(aN)) nis sterowanis
optymalne i adaptacyjne (rys. 4.2).
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Tabela 4.1
Numer Sygnat Wagi w Numery Empiryczne Ared-
prze- sterujgcy funkcji vk nie dla N = 100
biegu kq" 2 rozpina- o~ ~

Jjaecych vK a, ay
1 Opt. 131 132 0.099 1.03
2 Adapt.
ag = 0.05 131 132 0.098 1.03
2 005
3 Adapt.
a] = 0.5 131 132 0.09" 1.07
ag =2
4 Adlpt-
a] = 0.5 131 132 0.092 1.07
a; = 1.5
5 (4.3.6)
z 0] =1 131 1;2 0.093 1.22
Mg = 9.17
6 Opt. 10310 132 0.098 1.02
? Opte 0.5531.3 | 132’ 0.096 1.1
8 Opt. 0.22§1.4 132 0.089 1.37
9 Opte 0.731.24 132 0.097 1.07

T10 Opt. 131 134 0.100 0.97
1 Adapt. .

a: = 0.05 131 134 0100 0.95
’ ‘2 = 0.5
12 Opte 131 14 0.099 1.04

M3 Opt. 131 135 0.099 1.04

1% Opt. 131 234 0.099 1.13

Skrét opt. sznecza optymalny,
adapt. - adaptacyjny.
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2. Przy stosowaniu sterowania adaptacyjnego wptyw startowych war-
to8ci parametréw ag 1~a% Jest istotny w poczgtkowe] fazie procesu adap-
tacji, a potem maleje wraz z liczbg pomiaréw (rys. 4.3).

3. Na rysunku 4.6 pordéwnano uogdlniong wariancje eéstymatoréw uzys-
kanych podczas sterowania optymalnego i adaptacyjnego w zaleznofci od
liczby obserwacji. Ze wzrostem tej liczby dokladno$é identyfikacji pod-
czas sterowania adaptacyjnego zbliza sie do-dolnej granicy dokladnosci
wyznaczonej przez przebieg optymalny.

4, Na rysunku 4.5 zilustrowano wpiyw postaci zaleinofci sterowa-
nia od zmiennej przestrzennej na dokladnosé identyfikacji (analiza te-
oretyczna W p. 4.2 nie rozstrzygneta tego problemu do koAca). Okazuje
sie, ze najkorzystniej jest (przy ¢ o ustalonej postaci (4.3.5)), by
VK byto rozpiete na pierwszej funkcji wtasnej i funkcji o najwyzszym
realizowalnym technicznie numerze (tutaj V2 sin(5% x)).

5. Wykresy na rys. 4.4 i 4.7 ilustruja wplyw stalych By, Bk, ¥
(4.3.5) na doktadnosé identyfikacji. Na podstawie rys. 4.4 sformulowaé
mozna teze, %e dla dusych N absolutme wartoSci tych statych nie wpiy-
wajg na doktadnosé. Przy zachowsniu réwnosci BE1 + pﬁa = const isto-
tny okazuje sig¢ natomiast rozdzist tych wzmocniedA migdzy poszczegbdlne
funkcje wiasne (rys. 4.7).

6. Ostatnie kolumny t. 4.1 pozwalajg stwierdzié, ge zaréwmo pod-
czas sterowania optymalnego, jak i adsptacyjnego, obciggenie estymago-
réw przy N = 100 jest dostatecznie male, Jeseli tylko wartosci stalych
Bk, Bk, 83 dobrze dobrane (tzn. bez istotnego tiumienia jednej s funk-
cji wtasnych).

godsumoianie ‘
W podrozdziale 4.3 poddano symulacyjnej weryfikeecji ssprepomowany

W% p. 4.2 adsptacyjny algorytm doboru sterowaA. Badsnia potwierdsily Jje-
g0 wysoka jako#$ w poréwnaniu z teoretycsnym punktem odniesienia, Jeki
daje algorytm optymalny. Oo wigcej, wysoka jakosé algorytmu sdsptecyi-
negoe ujewnia sig przy stosunkowo malej liczbie krbkéw (W = 200).

DODATEK &4A

Dowéd Twierdzenia 4.1.,1
Z definicji ag oraz % (4.1.6)=(%,1.8) wynika, e

K(ayg-a) = (K-Py) - Tppo CVR)
N-1

1 o

= > £,8,. Uwzgledniwszy selesenia I, I, oraz (4.1.6)
n=0

2

gdzie T N
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stwierdzamy, ze cigg CN, N =12, ... jest martyngatem, gdyz dla kaz-
dego n, f i e sg niezalezne i Ee = O. Co wiecej, warunkowa wartosé
oczeklwana E[CN/CN 12 e 384 = O. Mozemy teraz zastosowaé twierdze-
nie 2.3.1 (gdy t = 1) z pracy (12], aby ustalié, ze ciag Ty Jest asym-
ptotycznie normalny o wektorze Srednich zero i macierzy kowariancji
E(%N,gx) -g P. Po uwzglednieniu uwagi(4.2.1 ) i (4.A.1) otrzymujemy
teze twierdzenia.

DODATEK 4B

Dowbdd lematu 4.2.1

Zauwazmy, ze Jjadro H(x,y;Rq) jest symetryczne, dodatnio okresSlone
1 jest jgdrem zdegenerowanym. Zatem pierwsza czeéé tezy lematu wynika
z teorii réwnah catkowych 2z jadrami tego typu (por. [75)). W celu wyka-
zania (4.2.5) skorzystamy z twierdzenia Mercera (por. [75]) w stosunku
do funkeji Ré(x,y), traktowanej jako jadro réwnania catkowego. Z twier-
dzenia tego uzyskamy reprezentacje

Rq(X,y) = g:‘ Ykrk(X)rk(y)' (Q-.B.")

przy czym szereg ten jest zbiezny Jjednostajnie w Q, natomiast Y i
ry(s) sa - odpowiednio - wartosciami wtasnymi i funkcjami wiasnymi réw-
nania catkowego z jgdrem Rq. Co wigcej, :k(.) mozna wybraé tak, by by-
1y one ortonormalne. Teras.nierdéwnosé (4.2.5) wynika z zaleznoscis

=] [ BGIIRDR Gy € Mg (D) D 1< €0 Mg (D),
QQ =1

przy czym ostatnia nieréwnosé wynika z (4.2.1).

ZAKONCZENTE

Przed przystgpieniem do podsumowania wyniké4w tej monografii warto
zwrécié uwage na te, rozpoczgte lub zarysowujace sig, kierunki badan,
ktére dotyczg innych aspekté4w problemu wpiywania na doktadnobé identy-
‘fikdcji niz rozwazane w tej pracy. Sg to:

1. Problemy rozmieszczenia punktéw pomiarowych, tak by maksymali—
zéwgé doktadnosé identyfikacji parametrdéw SPR. Byty one rozpatrywane
w ¥1lku pracach autora (83]-(85) oraz w pracy (80). Tematyka ta jest
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czedcig tresci prac przegladowych [023] i (95). W pracach tych zwraca
sie uwage, ze badane od poczgtku lat siedemdziesigtych zagadnienie op-
tymalnego rozmieszczenia czujnikdéw w estymacji stanu SPR, . reprezento-
wane np, w pracach (1],(3],(92), jest istotnie rézne od rozpatrywanego
w pracach (83]-(85]. Réznice te wynikajg z ocen dokladnosci estymacji
stenu i parametréw, ktdre w réiny sposéb zaleza od warunkéw eksperymen-
tu, To powoduje, ze rdéwniez problem najlepszego doboru sterowania w es-
tymacji stanu SPR na podstawie nieliniowych funkcjonaidéw stanu obiektu,
rozpatrywany w pracy [133], jest rdézny od zadad rozpatrywanych w te}
pracy.

2. Zagadnienia zageszczania siatki pomiaréw w taki sposdéb, by moz-
liwa byla nieparametryczna identyfikacja wymuszed lub parametrdéw funk-
cyjnych w SPR (por. (81),(961,(24)). Technika badawcza uzyta w tych
pracach jest.rozwinigciem metod nieparametrycznych uzywanych w identy=-
fikacji SPS (por. np. [281,(29],{1071),

3. Zadania sterowania ruchem czujnikéw pomiarowych w taki sposéb,
by uzyskaé maksymalng doktadnogé identyfikacji SPR (por. [1341).

4, Dobdr sterowan w identyfikacji SPR w sytuacji, gdy teoria ba-
danego procesu dostarcza informacji apriorycznej. Algorytmy identyfika-
c¢ji w takich sytuacjach zaproponowano w pracach (93],(941,(98],

Przedstawione problemy sg komplementarne w stosunku do tematyki
rozprawy i - jak sie¢ wydaje - powinny byé nadal rozwijane,

Zagadnicze wyniki tej pracy podsumowaé mozna nastepujaco:

A. Dokonano analizy kilku mozliwych sformuowafd zadahd doboru ste-
rowal w identyfikacji SPR i uzasadniono podejécia omdéwione nastepnie
w rozprawie.

B. ZaXozywszy nieskofczony horyzont obserwacji zbadano wpiyw czes-
totliwoSciowo-przestrzennej gestosci mocy sterowania uzytego w trakcie
identyfikacji na jej dokadnosé, w&raZonq przez uéredniong macierz in-
formacyjnge.

C. Na podstawie powyzszych wynikdéw pokazano metodyke formutowania
zadad optymalnego doboru sterowald przy réznych kryteriach,

D. Szczegdtowo zbadano zadanie D-optymalnego  doboru, z ogranicze-
niem na usredniong po czasie i1 przestrzeni energie sterowania, Zadanie
to potraktowano jako wzorcowe i dajgce pewien poglad na metodyke po=-
dejscia do innych zadaf. Wyprowadzone warunki konieczne i dostateczne
optymalnosci w tym zadaniu pozwoliiy na zaproponowanie sposobéw reali-
zacji sterowania optymalnego., Realizacja jest oparta na udowodnionym
w pracy twierdzeniu, ze optymalne sterowania sg liniowymi kdmbinacjami
sygnaiéw sinusoidalnych o amplitudach zaleznych od zmiennych przes-
trzennych., Amplitudy te z kolei sg liniowymi kombinacjami funkcji wraz-
liwosci obiektu na zmiany jego parametrdw, Wyniki te daty tez podstawe
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do skonstruowania numerycznego algorytmu iteracyjnego. Wykazano jego
zbieznoéé i praktyczng przydatno$é do szybkiego znajdowania przyblizen
sterowania optymalnego.

E. Przedstawiono wyniki dotyczgce dwdch zadar’ D-optymalnego dobo-
ru sterowand przy innych niz w p, D ograniczeniach, W pierwszym z nich
optymalne okazaty si¢ sterowania sinusoidalne oddziazujgce w odpowied-
nio dobranych punktach. W drugim przestrzenna forma sterowania byza
zadana, a optymalizacji podlegazy tylko charakterystyki czestotliwos-
ciowe sterowad. Udowodniono tez, Ze zagadnienie D-optymalnego doboru
sterowad w identyfikacji SPS moze byé potraktowane jako szczegdlny
prszypadek tego ostatniego zadania,

F. Otrzymano warunki optymalnodci sterowania dla tzw. liniowych
kryteridéw jakosci, demonstrujgc w ten sposdéb szeroki zakres zastosowad
wypracowanej metody badawczej.

G. Dla poréwnania, zbadano jedno zadanie D-optymalnego doboru
sterowan z zatozeniem krdétkiego czasu obserwacji.

H. Zaproponowano adaptacyjny algorytm generowania D-optymalnych
sterowald i wykazano jego zbieznosé.

Przedstawione wyniki starano sie¢ ilustrowaé na przykradach réwnaf
stosowanych w réznych dziedzinach techniki do opisu procesdéw rzeczywis-
tych. Przyktady te ilustrujg mozliwodci analitycznego wyznaczania ste-
rowanl do identyfikacji pewnych klas proceséw lub stuzg udokumentowaniu
(symulacyjnie) istotnosci wpiywu przestrzennej formy sygnalu sterujgce-
g0 na jakodé identyfikacji.

Badania symulacyjne wykasaty, %e przez zastoesowanie wynikéw roz-
prawy do zadania identyfikacji wspdiczynnika przewodnictwa-ciepla u-
zyskuje sie¢ dokradnosé od kilku do kilkuset razy wiekszg niz za pomocg
- stosowanego dotychczas w tej dziedzinie - sterowania réwnomiernego.

Warto zaznaczyé, %e przyjety w pracy opis SPR za pomocag funkcji
Greena pozwolil na jednolite potraktowanie réznych klas sterowan, Ce-
lowe jest jednak badanie zagadnied z rozdziaiéw 2 i 3 dla wezszych
klag obiektdéw, co umozliwia jeszcze doktadniejszg charakterysacje ste=-
rowali optymalnych., Poglad ten znalaz} odbicie w pracach (84] i [85],
gdzie wykorzystano szczegdlny rodza] parametryzacji - identyfikowanymi
parametrami obiektu byty jego wartosci wiasne, ktdrych znajomos$é poz-
wala na stosunkowo latwg idéntyfikacjg innych parametréw (por. prace
(90], gdzie zaproponowano odpowiedni algorytm). Innym przykladem jest
praca (97], w ktérej D-optymalne sterowania scharakteryzowano przez
wtssno$ci spektralne operatora obiektu.

Wydaje sige celowe kontynuowanie badad zardwno tych zagadnied, jak
i wymienicnych w punktach 1-3.
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CHOICE OF OPTIMUM INPUT SIGNALS IN LINEAR
DISTRIBUTED-PARAMETER SYSTEMS IDENTIFICATION

In the monograph a certain class of problems of optimum input
signals choice in linear distributed - parameter systems (DPS) is con=-
sidered. In opposite to the classical control theory, the aim of ap-
plying a reasonable chosen input signal is to maximize an identifica-
tion accuracy. Identification is understood as a way of obtaining
estimates of unknown system parameters, using noisy point measurements
of a system state, DPS are usually described by partial differential
equations (PDE) or by Green’s function, which is the system response on
applying pointwise impulse signal under homogeneous initial and bounda-
ry conditions. Green s function (GF) description is the basic system
characteristic used in this monograph. Unknown parameters, which appaar
in PDE or GF are usually interpreted as material constants, such as
Young ‘8 modulus, thermal diffusivity or rate of chemical reactions,
Frequently they can not be measured directly and identification
techniques are used for their indirect evaluation from experimental
data, Examples of this approach in various branches of engineering can
be found in [19],(203],(231,(32],(581,[71]). In these papers and mono-
graphs applications of many types of ad hoc chosen input signals are
reported, Signals, which are constant or harmonic in the time variable
and constant or pointwise in space variables are the most frequently
used examples., Their choice is usually dictated by simplicity of iden-
tification, rather than by their accuracy. Such approach to input
signals choice seems to be no longer justified, since fast.computers
and developments in the area of identification algorithms (see [77],
(781,(51) for survey papers) allow to identify relatively complex DPS
under arbitrary excitations. ’

This situation and lack of theoretical indications concerning in-
put signals choice in DPS identification, stimulated the author to
propose an approach based on maximization of various measures of the
identification accuracy by suitable input signal choice. The proposed
approach has been developed in [83]-[856],(95],[97), [100). Here, the
above quoted resulis are collected, unifizd and essentially extended,
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in partiocular in chapters 3 and 4. In our investigations guidelines of
existing theory of optimum input signals choice for lumped parameter
systems (LPS) identification (see (643,(651,(27], (132] for main con=
tributions) were useful in a limited sense only. Namely, we apply the
same optimality criterions i.,e. D- and L-optimality criterioms, which
are also commonly used in optimum experiment design problems for a
regression function parameter estimation (see e.g. (22],[44 ) for sum-
mary of this theory). On the other hand, our problems, differ from

' those for LPS in the same way as differ control problems for LPS and
DPS. The essence of these #ifferences is not only in the presence of
spatial variables in input signals but also in the fact that spatial
variables can 7ary in bounded domains, excluding the use of the Fourier
transform.

Chapter 1.
Problems of optimum input signal choice for DPS ddentification

As a basic system description input - state relatiomship (1.1.1)
is chosen (see List of symbols for definitions of variables). Examples
of engineering applications are given by PDE (1.1.4), (1.1.5) and
(1.1.13), Under regularity conditions Z1-Z10 the sensitivity of the
system state with respect to parameter changes is given by (1.1.23).
Pointwise, noisy measurements, which allow parameter estimation, are
of the form (1.2.1). In the monograph identification algorithms are not
‘considered. It is only assumed that we have in our disposal an iden-
‘tification method, which provides saysptotically efficient parameter
estimators (examples of such methods can be found in f6],[77],t78],[873.
(89]). This assumption allows to use Fisher ‘s information matrix for
evaluating the best, asymptotically attainable, identification accuracy,
independently on an identification method used.

Assuming that measurement noises are white in space and time,
Gaussian processes, Fisher s information matrix (PIM) is given by
(1.2.4), (1.2.5). Its general relationship to covariance matrix of
estimates is given by (1.2.3), but for T—=o0 asymptotic equality holds.
It is important that strict equality (1.2.6) holds if GF depends line-
arily on unknown parameters. In this case FIM depends only on input
signal and sensors positions i,e. it can be calculated a priori, form-
ing a ground for our work. In general case FIM depends als¢ on unknown
parameters, leading to troubles, which appear earlier in experiment
design for LPS. Typical ways of overcoming these difficulties are the
Tellowines
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a) to apply nominal paramester values,

b) to use Bajes approach or mean vector of a priori parameter
distribution,

c) to use adaptive approach with currently identified vector of
parameters at each stage.

All of these ways lead to optimization problems of the same type
(in case c¢) optimization is repeated at every stage of adaptive
procedure).

Thus, optimization of input signals is based on FIM (1.2.11),
where a is interpreted according to a, b, ¢, while E(w) represents
sensors positions, which are assummed to te fixed ("density" g(&) of
sensors is expressed by (1.2.10)).

In the monograph, we use two scalar functionals of FIM (1.3.2)
and (1.3.7) which lead to D- and L-optimality criterions (see -e.g.
[(21],[44] for statistical meaning of these functionals).

Chapter 2, D-optimum control - fregquency domain approach

In this chapter foundations of problems formulation in the frequen-
¢y domain are considered. They are based on assumption that the observa-
tion time T is large (theoretically T—oo ), Optimality criterions are
based on information gathered per unit of observation time, defined by
(2.1.4), and further called averaged Fisher s information matrix (AFIM),
The class of admissible input signals is constrained by (2.1.2), (2.1.3)
and it contains signals with the spectrum in a finite interval [-(%,w
Expressing AFIM in the frequency domain we obtain (2,1.12). It occures
that AFIM depends on input signal only through the spectral density
(2.1.10), The class admissible spectral densities is denoted by 5 .

We remark that § contains generalized functions (2.1.15), (2.1.16),
corresponding to Heaviside 's function and harmonic function of time
variable, respectively.

An element of § is called spectral density of input signal (SDIS).
In these terms Problem 1 is formulated as (2.2.1), Existence of its
solution is shown and characterized as follows,

Theorem 2.2.1. EuEI:; ig D-optimal if and only if (2.2,16) holds,
where Fmax(w;é) is the largest eigenvalue of (2.2.6) with the kernel
(2.2.4), in which gu is substituted. In (2.,2,16), r is the number of
estimated parameters.

Corollary 2.3.1. If £(x) = 8(x=»,) i.e. measurements.in one point
are available then §u€ S solves Problem 1 if and only if (2.3.15)
holds, where /imax(‘) is the largest eigenvalue in generalized algebra-
ic eigenvalue problem (2.3.14), while c(jw) is the corresponding eigen-

.

A

vector.
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Under assumptions of corollary (2.3.1), §
-optimal SDIS.

Corollary 2.3.2. Do-optimal SDIS is of the .form (2.3.17), where
S(w) > 0 is a function for which (2.3.18), (2.3.19) hold and
E% -/ 83(w) dw = 1. Existence of S(w), is also shown, together with the
fact that one can choose 5(w) of the form (2.3.23).

L ig further called DO-

One can notice that (2.3.23) can be treated as a spectral density
of the signal (2.3.24), This fact and corollary (2.3.2) allow to in-
dicate two different methods of generating an input signal (2,3.25),
which posseses Do-optimal SDIS. These methods are shown in Fig. 2.2
and in Fig. 2.3, respectively.

The above results are also used for constructing the computational
algorithm for finding Do-optimal SDIS. General idea of its performance
and proof of convergence can be found in f136 ] while 2etails are presen-
ted in p. 2.4. Numerical examplss, summarized in Tables 2.1 and 2.2,
indicate a sufficiently fast rate of the algorithm convergence and
small sensitivity of Problem 1 to inaccuracies in nominal parameter
choice.

Chapter 3. Problems of optimum control choice under additional
constraints and ways of generalizations

In this chapter, it is shown that a large number of particular
problems c¢an be considered using results and guideliness of Chapter 2.

The first of them is to find Doeoptimal input signal of the form
(3.1.1), under constraints (3.1.2), (3.1.3). It can be interpreted as
the problem of finding optimal spatial filters and their input signals
(see fige 3.1). Necessary and sufficient optimality conditions are
given by (3.1.6), while the optimal solution is of the form (3.1.7).
It can be interpreted as pointwise spatial filters driven by harmonic
excitations with appropriately chosen amplitudes and freguencies.
Detailed derivation of these results can be found in [100].

In [83) another problem of Do—optimum input signal synthesis has
been considered. It differs from the one above in that, a spatial
structure of excitation is prescribed and the experimenter is free in
choosing its temporal behaviour. This problem ig briefly discussed and
it is shown.that D-optimum experimsnt design problem for LPS iden-
tification (see e.g. [27]) can be treated as a special case, We remark
that other problems considered here are not comparable with experiment
design problems for LPS, since we choose not only temporal but also
gpatial behaviour of the input signal, which is defined in a bounded
spatial domain,
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Methodology proposed in Chapter 2 can be extended to other optima-
lity criteria, which are based on AFIM. This is illustrated for the
clage of L-optimality criterions, which are linear functional of AFIM
inverse. Results obtained for L-optimaelity criterions are fully peral-
lel in spirit to those in Chapter 2. There are however important dif-
ferences in computational details (see [1361). The above results are
illustrated by a number of examples. In particular identifying thermal
diffusivity of a rod the optimal input is of the form (3.3.23), provid-
ed that both ends of the rod are kept at zero temperature. In Table 3.1
simulation results are summarized. They have been obtained by identify-
ing thermal diffusivity using (3.3.23) and two other inputs, with the
same energy.

At the end of this chapter, time.domain synthesis of D-optimum in-
put signals is considered. It is shown that the classical variational
approach leads to a useless optimality condition, Much stronger, but
only necessary optimality condition is derived in this chapter,

Chapter 4, Adaptive choice of input signals in DPS indentification

The aim of this chapter is to provide an alternative approach to
the problem of input signal design for DPS identificatiom purposes. The
approach proposed here is alternative to that in chapters 2 and 3 in
two respects. Namely, it is suited to a concrete identification method
and it is adaptive in the sense that unknown parameters, which appear
in the optimal control characteristics are replaced by their current
estimates, Convergence of the adaptive scheme to the optimal input sign-
al is proved, Extensive simulation studies confirm sufficiently fést
rate of convergence of the algorithm. We do not give details here, sin-
ce these results will be published in [135) as a full paper.

CONCLUDING REMARKS

In the monograph a systematic approach to the problems of optimal
input signals choice for DPS identification has been proposed. Optima-
lity criteria are based on functionals of Fisher s information matrix.
A systematic way of deriving necessary and sufficient opitimality con-
ditions is elaborated and its applications are illustrated by D- and L-
~optimality criterions., These conditions serve also as a base for
systematic constructing of numerical algorithms. It is also shown how
to incorporate adaptation into the process of input signal choice,

It seems that the proposed approach gives guideliness for systematic
investigations of many practical problems.
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Simultaneously, influence of some other factors on DPS identifica-
tion. aeccuracy remained outside the scope of this monograph. An optimal
choice of some of them is treated in the author s papers [81], [(134],
[961.

Verification by Marzena Luczkiewicz

OINTHMAJILHHE VYIPABJIEHMS V11 HIOEHTHOUKALIMK JIMHEAHHX CHCTEM
C PACNPEJIEJIEHHBIMH NAPAMETPAMH

B MOHOrpaj¢uH pacCMaTPHBAKWTCA 3anadd ONTHMAJILHOTO, C TOYKH 3PEeHHd
TOYHOCTH HMAEHTHOHKAUMWH,: MaAGOpPa YyNpabBJIeHHA IUIA CHCTEeM C pacnpepesieHHHMH
napaMerpamu CPII . llpemntoxeH yHHMOHUHMPOBaHHHA MNOAXOHO K 3amjavaMm 3TOr'o THna,
KOTOPHA BKJNYaeT pPe3yNbTaTH MOJNYYEHHHE aBTOPOM paHplle BMECTe € pelleHHUAMH
3amad, KOTOpHe nevYaTalwTCA MepBHi pas.

B nMepBOf IJlaBe M3JIaraKWTCSA OCHOBHHE 3JIEMEHTH DacCMaTpPHBaeMoOr'o Kiacca
3amad. K HUM NpMHaO/IEXHT MaTeMaTHYecKas Moueslb HIOeHTHOHUHMPOBAHHOM CHCTe-
MHl, MOOHJIb HSMEPEHH# H ONMHCaHHe KJjlacca OONYyCTHMHX YNPaBJIAKMHX BO3OEHCT-—
Buf. _OCHoBHas momens CPI (1.1.20) aBnseTrcs mocTaTouHo obmes. B (1.1.20)
a£ R  o603HavaeT BEKTOP HEH3BECTHHX NapaMeTpoB. cucTemu, k{:) - sTo um~
nynbCHaA nepexonHaA (YHKIMSA. M o6O3HadYaeT ynpaBJIeHHe, %, X — 3TO NpO-
‘CTPaHCTBeHHHEe NepeMeHHHe. HW3MEeHeHHA COCTOAHHA CHCTEeMH q MPOBOOATCSH
B OHCKPeTHHX TOYKaxXx B NPHCYTCTBHH 6eJyioro wyma (CM. (1.2.1)). TounocTs
OlleHHBAHUA BEKTOpa a XapaKTepusyeT HHOOpMaUMOHHAR MaTpuuia OHmepa paHa
dopmynon (1.2.4) H (1.1.23). B nocnemHel YacTH 3TOM I'JlaBH NPHBOOATCSA CTa-
THCTHYECKHe COOGPaxeHHsa BH6Opa KpuTepueB D- M L-ONTHMaJbHOCTH, KOTOPHE
HCNONB3YKTCA B CJIeNyKMHUX TIJylaBax. JlaH O630P BO3SMOXHHX IOLXONOB K DeleHHo
3azjay, paccMaTpHBaeMHXx B MOHoOrpadHu.

Bo BTOpPOM rylaBe meTaJZIbHO pa3spaboTaHa 3apava D-onTHMmanbHOro noméopa
ynpasBJIeHHA H3I KJlacCa CHTHAJIOB C OTPAaHHMYEHHON cpelHel MOMHOCTBI M OLpaHU-
YeHHHM YaCTOTHHM IHana3oOHOM. 3TOT KJlacC CGHMTHAJIOB [ONyCKaeT CHNeKTpaJlbHYo
penpesenTauui Su(x, Yy, jw) 4 o6o3HavaeTcs ® . TeOpHs 3TOH rJaBH HMeeT
ACHMIITOTHYECKH XapaKTep B“TOM.CMHCJE, YTO BpeMsa H3MepeHult T GeCKOHeYHOo.
MepoX kavecTBa CJyXMT rpaHHia, Npd T—+oo, MHOOPMALMOHHOA MATPHUH Ha enu=-
HHULY BpPEeMeHH H3MepeHHus. OCHOBHasa 3amjavda (QOPMHPYeTCsa B YaCTOTHOM O6J1acTH
(2.2.1) c npumenenmem (2.1.12), (2.1.13).

Iis 3TOH 3amayM MOJIyYeHH HEO6XOOHUMHE M HNOCTATOYHHE YCJIOBHUA OMNTH-
ManbHOCTH {cM. (2.2.16), (2.2.6)) . Tu yCnOBHA BeoyT K IBYM BOSMOXHHM
NYTAM TEXHHYECKOH Dpeasusalluu ONTHMAJILHOTO ymnpaBiieHHsi. OHM IOKa3aHH Ha pH-
cynkax (2.1), (2.2). llpemsioxeH aJTrOPMTM IJIA BHYHUCJIEHHMSA ONTHMAIbHOI'O yIpa-
BJIeHHE. Ero pa6oTOCNOCOGHOCTH HCCJIEAyeTCs TeopeTHYeckH (CM. TeopeMa 2+2.7%
¥ npakTHuecRu. (cM. Tabmuua 2.1).

Lesiblo TPETHLER IJIaBH ABJAETCA O606MEHHE Pe3yJIbTAaTOB, IOJYYEeHHHX
B npepunyme@ tnaBe. IpuBeneHH pes3ysibTaTH Kacawmyecs D-ONTHMaIbHOTO ymnpaB-
JIeHHs B YCJIOBHAX, KOrOa JIMIE BPEMEHHHE KOMIIOHEHTH CHI'Hajla MOIJIexXaT BJIH-
AHMO 3KCNEepHMeHTaTopa. BHUIO MokasaHO, 4YTO METOH, HCHOJb3yeMult BO BTOPOH
mjage, paboToCnocobeH Takxe A TOYEYHHX YIpaBJIeHHI, HCCllefyeMHX paHblie
aBTOPOM. 3TOT METOX NPHMEHSeTCA K HOBOM 3amaye L-onTHMalbHOTO noméopa
ynpassieHHsi. [loJlydYeHHHe pe3ysbTaTH BIOJIHE MapauUlesIbHH pes3yJibTaTaM OJIf KpHU-
Tepua D-onTuManbpHOCTH. [IpHBeneHH NPHMEpPH aHAJIMTHYECKHX pemeHud, paccMa-
TPHBAEMHX 3amad.

’ Pe3ynbTaTH BTOPOX M TpeTheH IJjlaB He 3aBHCAT OT H36paHHOr'O MeTona
HNeHTUPHKALMUM ,TOTOMY, YTO o6paTHasg K HHPOPMALMOHHON MaTpHLE SBJIAETCA KO-
PapHalMOHHON MaTpHLeR JW6Oro aCHMINTOTHYECKHM OMNTHMAaJIbHOTO METOHAa OLEHKH
napapeTpoB. OOHAKO, NOJyYEeHHHE DPe3yJbTATH HMEWT JIOKAJNbHHE XapaKTep, Tax
KaK OHM 3aBHCAT OT anpHOPHON OlEHKH HEeM3BECTHHX NapaMeTpOB.
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ANbTepHATHUBHHN IMOOXON H3JlaraeTCda B YeTBEepTO# IJlaBe, I'Oe MpenjoxeH
PEeKYPEeHTHHI MeTOJ OlleHWBaHUs. HccrnenyeTcsa aCHMITOTHYecKas TOYHOCTB 3TOrO
MeToma, B 3aBUCHMOCTH OT BXOOHOI'O BO3HOEeHCTBHA. 3aTEeM, BHUYHCIAETCS ynpaB-—
JleHHMe, KOTopoe obecrneunBaeT MAKCHMAJIbHYI0 TOYHOCTH HIOeHTHOukauuH. OkasuHBa-
eTCcsi, YTO XapaKTEepPHCTHUKH OITHMAJILHOI'O yIpaBJIEHHs 3aBHUCAT OT HEH3BEeCTHHX
napamMeTpoB, KOTOpHE 3aCTyNawT HX TeKkymeH oueHkod. Takum o6pa3oM nojiydeHa
agjarnTHBHAA Npoledypa mom6opa ylpaBlleHHs. B pa6oTe mokasHBaeTrcs, 4YTO 3Ta
npolenypa acCHUMITOTHYECKH OINTHMalbHa. Ee paBGoOTOCHOCOBHOCTBH B YCJIOBHAX KO-
HEeYHOI'O I'OPU3O0HTa HM3MEPEeHHH HCCIlefoBaHa IPH IOMOIM MHOTOYHCIJIEHHHX HMHTa-
LHMOHHHX 3KCNEepPHMEHTOB. UX pe3ynbTaTH NpencTaBJIeHHW Ha pHc. 4.1-4.7.

B 3akwYeHHH MOHOrpaduu ykasaHa CBA3b ee pe3ylbTaTOB C OpyrumH pabo-
Tamu aBuopa [81), (83]-[(85), [96], xoTopHe HaMmMeuaWT BJIHSHHE IOPYTHX dak-
TOPOB, BHCTYIAKWHX BO BpeMsa 3KCIEepHUMEeHTa, Ha TOYHOCTb HIAeHTHUPHUKAaIIHH.
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