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1. WSTEP

1.1. Przedmiot pracy

Powazng cze$é zagadniend technicznych dotyczacych zjawisk prze-
pxyvwu masy i energii w osrodkach materialnych, opisujg réwnania
rézniczkowe o pochodnych czastkowych. Naturalne procesy o staXych
rozzozonych maja skomplikowany, najczegsciej nieliniowy i niestacjo-
narny charakter. Modele matematyczne tych proceséw sg zazwyczaj
opisami idealizowanymi i uproszczonymi, czestokrod .niéuwzgl@dnia-
jacymi wiclu istotnych szczegdidw rzeczywistego procesu. Uproszcze-
nia te dotyczg gidwnie przyjmowania liniowej formy rdéwnan, niedo-
kZadnego odwzorowania brzegdw obszaru i wystepujacych na nich warun-
kéw brzegowych, szacowania rzeczywistych parametrdéw odrodka mate-
rialnego. Przyczyna tego stenu rzeczy znajduje swoje Zrdédxo zardwno
W problemie identyfikacji zjawiska, jak i w niedoskonaXosci zna-
nych metod rozwigzywania zagadnied brzegowych., Czestokroé stosun-
kowo wierny rzeczywistosci model matematyczny procesu, nie znajdu-
je zastosowania praktycznego, ze wzgledu na brak dogodnych metod
dla fozwiqzywania problemu., W konsekwencji nastepuje uproszczenie
modelu,

WispdXczesne wymagania techniki powodujg, ze dokiadna znajomosé
zjawiska i mozliwos$é Jjego rozwigzania na drodze teoretyczne] staje
si¢ bardzo powaznym wymogiem. Przyjecie szerokich przedziadw
zmiennosci wartodci funkeji okreslajace]j stan procesu, uniemozli-
wia powszechnie stosowana linearyzacje rdéwnain. Stad szczegdlna po-
trzeba opracowania metod rozwigzywania nieliniowych zagadnien
brzegowych [32]. Analityczne rozwigzanie omdwionych zagadnied jest
bardzo trudne i mozliwe jedynie dla nielicznych i prostych przy-
padkdw [461. Jedna z najbardziej efektywnych drdg postepowania jak

dotad, jest zastosowanie metod modelowania [421. Technika modelo-



vania procesdw o staiych rozzozonych wyrdznia trzy podstawowe kie-
runki postepowaniacs

a/ modelowanie analogowe,

b/ modelowanie cyfrowe,

¢/ modelowanie hybrydowe.
lletodyka modelowania analogoviego 1 numerycznego zagadnien linio-
wych Jest znana stosunkowo dawno i ma dobrze opracowang teorie [12],
[24}, [52]. Réwniez zagadnienia prektyczne] realizacji obu technik
modelowania osiagnedy obecnie wysoki poziom rozwoju. Podstawowym
problemem stojacym na przeszkodzie .w powszechhym wykorzystaniu wy-
mienionych metod sg trudnodci metodyczne napotykane przy prdbie
rozwigzywania zagadnieil hiperbolicznych i nieliniowych [43]. Efek~
tywng droga postepowania Jjest zastosowanie ﬁechniki hybrydowe]j, Zag=-
czgcej elementy techniki analogowe]j 1 cyfrowe], do rozwigzywania

—_
|
|

—

oméwionych zagadnied[ 7 I
Szczegdlne miejsce w modelowaniu zagadnied brzegowych, zajmu-
ja metody siatkowe, wprowadzajgce dyskretyzacje wspdirzednych pro-
cesu. I tak métody siatek R-C i R-R EE&] znajdujg powszechne zasto=-
sowanle przy analogowym modelowaniu proceséw o stazych roziozonych.
Modelowanie cyfrowe bazuje na schematach réznicowych wynikajgcych
z wprowadzenia siatek do zagadnieill brzegowych [48], [64], [52].
Modelowanie hybrydowe zgczy oba kierunkl [26].
lletody siatek R-C i R-R, bazujg na prawach analogii, to jest
podobienstwa rdwnaid opisujgcych badany proces fizyczny i1 odpowied-
nich rdéwnain opisujgcych zjawiska elekiryczne. Takie odwzorowanie
zjawiska na drodze elekirycznej umozliwia bezposrednig ingerencje
W strukture modelu i szybkie przebadanie podstawowych zadaid. Stad
szczegldlna przydatnosé metod dla zadand z niepeing informacjg o pa-
rametrach procesu. lietody numeryczne nie angazujg dodatkowego sprze-

tu technicznego, oraz pozwalajg na uzyskiwanle bardzo dokZadnych
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wynikéw. Jednakze w przypadku duzych, skompﬂikowanych obszardw
metody numeryczne wymagajg stosowania bardzd szybkich, o duZe] po-
jemnoscl pamigcl maszyn cyfrowych. Ponadto Hezpodrednia ingerencja
w strukture modelu jest utrudniona. lietody hybrydowe xgczg zalety
giatek R~C 1 R-R z korzysciaml wynikajacymi ze stosowania techniki
cyfrowe] [44], umozliwiajac korzystny wyodr migdzy komplikacja kon=-
gtrukcyjna, a obcigzeniem maszyn cyrrowych.

W niniejszej pracy przedstawiono propozycje modelowania meto-
dami siatek R-C i R-R wybranych nieliniowych procesdéw o stazych
rozkozonych w obszarach niejednorodnych, prébujgc tym samym zmniej-
szyé zakres ograniczen tych metod dla zadan nieliniowych. Z kolei
przechodzac od metod analogowych wymagajacych nakizaddw konstrukeyj-
nych do metod hybrydowych, zaprezentowano algoryimy modelowania
tych procesdw w ukzadzie "“jednorodna siatka R-C /R-R/ - maszyna
cyfrowa", Nalezy nadmienié o jednoczesanym przedstawieniu propozy-
¢ji okreéloﬁego postgpowania przy modelowaniu zagadnien liniowych,
ma.jacych duze znaczenle prakiyczne Jjak np. zastosowanie zmodyfiko=-
wanego modelu R-C oraz modelowanie zagadnied w obszarze niejedno-

rodnym na jednorodnej siatce R-C.

1.2 Zakres pracy

llodelowanie procesdw o staiych rozZozonych Xgczy si¢ z rozwig-
zywaniem okreslonych probleméw danego pola funkbji, charakterystycz=-
nej dla badanego zjawlska fizycznego. Problematyka rozwigzywania
zagadnien brzegowych wiaze sie z przyjeciem pewnej klasyfikacJi
problemdéw bedacych przedmiotem badai. Najogdlniejszym podziaZem
zadan jest wyrdznienie zagadnied brzegowych prosiych i odwrotnych.
W tak przyjete] nomenklaﬁurze[‘Bj przez zagadnienie proste rozumie

sie zadania polegajace na szukaniu funkcji speiniajgcej w danym
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obszarze rdwnanie rdzniczkeowe i warunki brzkegowe., Zagadnienia od-
wrotne wystepuja w trzech wariantach jako:

a/ zadania polegajace na okredleniu wakunkdw brzegowych spei-
niajacych zadeny rozkZad funkeji w skoiczone]j liczbie punktdw wew-
netrznych danego obszaru, w kidrych speinione jest dane rdéwnanie
rézniczkowe,

b/ zadania polegajace na okresleniu brzegu /geometrii/ obsza-
ru, W ktérym speinione jest dane rdwnanie i rozkad funkcji dla
okredlonych warunkdw brzegowych,

¢/ zadanie polegajace na okredleniu wspdiczynnikéw rdwnania
lub wewne¢trznych wymuszed, przy zadanych warunkach brzegowych i roz-
kxadzie funkcji wewnatrz obszaru o znanej geometrii.

Réwnolegle do przedstawionego podziazu literatura [30], [31]
podaje inny typ klasyfikacji zagednied brzegowych, dzielac je na
cztery rodzaje zadan. Zadania proste sg okreslane jako zagadnienia,
w ktdrych przy zadanych warunkach brzegowych i zadanych charakterys-
tykach przenoszenia jest poszukiwane pole potencjazu. W zadaniach
odwrotnych majac eksperymentalne dane o polu potencjaiu wewnatrz
obszaru przy zadanych charakiterysiykach przenoszenia materiazdw
poszukuje sig wartodci warunkdéw brzegowych. W zadaniach inwersyj-
nych okreéla sie¢ charakterystyki materiazéw majgc informacje o po-
lu funkcji wewnatrz obszaru. VW zadaniach indukecyjnych na podstawie
danych o polu potencjazu uscisla sig¢ model matematyczny badanego
procesu.

Przedstawione podziaZy majg charakter jakosSciowy 1 sg mazo
precyzyjne. Dlatego rdwnolegle przyjeto odmienny podziaz [25] 7B~
gadnien brzegowych, okreslajac zadanie na gruncie teorii sterowa-
nia. Kaédy proces o staxych rozZozonych jest jednoznacznie scha-
rakteryzowany przez okreélenie odiektu, w ktdrym zachodzi zjawisko
fizyczne, wymuszenia podanego na ten oblekt oraz generowanej przez

.

niego odpowiedzi. W procesach o gtazych roziozonych obiektem jest



obszar o znanej geometrii i znanych parametiach dla kazdego punktu
poXoZonego wewngirz obszaru, wymuszeniami sf warunki brzegowe oraz
rozXozone wewnatrz obszaru Zrddia, odpowledfia - rozkiad danej wiel-
kodcl fizycznej wewngaltrz obszaru. rrzy tak przyjete] klasyfikac]ji
zagadnied brzegowych mozna wyrdznidé dwa sposoby ujecia problemu:
jako zadanie analizy 1 zadanie syntezy. Zadanie analizy polega na
okredleniu odpowiedzi znanego obiekiu na znane wymuszenie, Zadania
gyntezy, jako bardziej zZoZone, wyrdzniaja problemy poszulkiwania
obiektu lub poszukiwania wymuszenia przy znajomosci odpowiedzi i po-
zostaZego czynnika /wymuszenia lub obiektu/. Dodatkowo w problemach
poszukiwania obiektu mozna wyrdznié zadania poszukiwania brzegu

i zadania poszukiwania parametrdw osrodka; w problemach poszukiwa-
nia pobudzenia natomiast wyszczegdlnia sig¢ zadania poszukiwanla

1

brzegowych 1 zadania poszukiwania ZrddeX wewngtrznych.

-

warunkow
Problematyka rozwligzywanla okreslonych zadaid wiegze sie Scisle

ze sposobem i poprawnoéciag sformutowania zagadnienia. O ile sposdb
gformuiowania zadania moze mieé istotne znaczenie przy wyborze me-
tody modelowania i zespoxu urzadzedl, o tyle niewxasciwe Jego posta-
wienie prowadzi do bZzednych i nierealnych wnioskdéw. Podaje sig tzw.
warunki poprawnodci dla zagadniend brzegowych, ktdére zapewniaja
vwZadciwa interpretacje zadania. Dla zadan analizy warunki popraw=-
noéci w danej klasie funkcji sg speznione, jezell:s

- zagadnienie ma rozwliazanie przy dowolnych warunkach brzegowych,

w ktdrych wystepuja funkcje danej klasy,

6]

- zagadnienie jest rozwigzalne Jednoznacznie w danej klasie funkcji,

- rozvigzanie w danej klasie funkcJi zalezy w gposdéb ciagiy od wa=-
runkdw brzcgowych,
W zadaniach syntezy warunki poprawnosci [56] sformuiowania
zagadnienia brzegowego sg speznione whedy, gdy istnieje rozwigzanie
dla pewnej klasy danych funkcji w pewnej przestrzeni, jest ono je-

dyne w tej przestrzeni dla okreslone] klasy funkcji, oraz gdy nics-



koilczenie maZym zmianom danych odpowladajg pmiany rozwigzania nie
wychodzace poza wymleniong prz zestrzed /tzw. przestrzed poprawnodci/.
W ukZadach fizycznych dwa pilerwsze warunkl $q speinione, itrzecl wa-
runek natomiast wymaga okredlenia przestrzeni poprawnosci w danym
zadanil.

Problematyka modelowania procesdw o stakych rozlozonych wigze
sie z klasyfikacjag typdéw rdwnad, charakterystycznych dla okreslonych
procesdw. Klasyfikacja
[29], [24], [36], stad ograniczono sig¢ do przedstawienia typu réw-

nania bedgcego przedmiotem hadaid.

W pracy rozwaza sile wyiacznie zadania analizy procesdéw o sta=-

<

¥ych rozXozonych, ograniczajgc klasg problemdéw do quasiliniowego

-

réwnania typu Fouriera w obszarze niejednorodnym. Réwnanie typu
Fouriera Jest rdwnaniem rdiniczkowym o pochodnych czgstkowych dru-
giego rzedu typu parabolicznego, opisujgcym stany dynemiczne proce-
su, w ogbélnodci uwzgledniajacym wystepowanie wewngtrznych Zrddek

energii,

1e30 Cel pracy

Podjecie bhadand nad nieliniowyml procesami o sta&ych rozXoZzo=-
nych, jest kontynuacjg wieloletnich prac prowadzonych w Instytucie
Cybernetyki Technicznej Politechniki “rocluwsklej nad problematyka.
modelowania zagadnien brzegowych, Liczne doswiadczenia uzyskanc
w wymienionej dziedzinie, pozwolixy okreslié perspektywiczny przeg-

lad problemdw, ktdrych podjecie Jest niezbedne [20], [67], [13].

FJ

roviadzone prace zardwno o charakberze stosowanym [ 3 J, [65J 62J,
[(63], [ 97, [10], [11], [14], [15], [161, [53] jak réwnies aplika-
eyinym [66], [171, [18], [19], (68, wykazazy konicczno$é rozsze=-

rzenia problemetyki modelowania proceséw nieliniowych, Rownolegke



12

wdrasanie opracowanych metod modelowania, pdzwala na peine, ckono-
micznie uzasadnione wykorzystanie wynikdéw prac teoretycanych w kon-
kretnych dziedzina h{:4j, £2O]9 (67]. W daldzym ciggu pracy, kazdo-
razovwe wykorzystywanie rodzimych dodviadczeli mevodologiczno-aplika—
cyjnych jest sygnalizowane podaniem Zrdédei literaturowych.

3 ] - -

Celem ninlejsze] pracy jest przedstawienie propozycji metod

modelowania wybranych quasiliniowych zagadnied brzegowych metodami

azku z powyzsSzym wyzihaczono szereg celdw

e

siatek R~C 1 R-R. W zw
poérednich, majacych podstawowe znaczenie dla speinienia celu nad-
rzednego, Jjek rdéwniez dla udoskonalenla dotychczas stogowanych me-
tod modelowania, Nalezy do nich:

L]

a/ modyfikacja klasycznych ukzaddw siatek,

b/ zastosowanie transformac]i Kirchhoffa dla quasiliniowych
?

I

o niejednorodnych parametrach obszaru, réwnaid rézniczkowych czgsitko-
wych, |

¢/ opracowanle bezposrednich, analogowych metod modelowania
zadad quasiliniowych bazujacych na siatkach R-C i R-R,

4/ opracowanie algorytmu rozwigzywania zadan quasiliniowﬁch
w hybrydowym systemie obliczeniowym *jednorodna siatka R-C /R-R/ =
maszyna cyfrowal,

Analizujac podejmowane aktualnie kierunki prac w zakresie me-
todyki rozwigzywania zagadanled nieliniowych drogg modelowania moz-
na, zgodnie z podziaXem przedstawionym w p. 1.1, wyrdznié nastgpu-.
Jjace tendencje:

a/ metody numeryczne - bazujgce na tworzeniu Jjawnych 1 niejaw-
nych schematdéw réznicowyech [52], [64., (48],

b/ metody hybrydowe, rozwijane w dwéch kierunkach:

- systeny hybrydowe oparte na klasyczne] maszynie analogowej 1 ma-
szynile cyfrowe],
- gystemy hybrydowe oparte na slatkowym analizatorze pola 1 ﬁaszy-

nie cyfrowej.
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Metody modelowania bazujgce na systemie hybirydowym z klasyczng ma-
szyng analogowg, posiadajg aktualnie szerokla reprezentacje. Do bar-
dziej znanych nalezgs
a/ hybrydowa metoda DSCT [28],
b/ hybrydowa metoda CSDT
- klasyczna [22], [571
- ® -interpolacja [ 58!, |59
- dekompozyeji [ 601, [61].
lletody modeloviania wykorzystujace hybiydovy system obliczeniowy
z siatkowym analizatorem pola, bazujg gidwnle na wykorzystywaniu
siatki jako podprogramu rozwigzujacego linlowe zagadnienie brzegowe.

Powszechnie publikowane metody dotyczg gdwnie siatek R~R, pracuja-

cych w rezimie iteracyjoym |27, 151). Zastosowanie siatek R-C w sy-

stemie hybrydowym ma charakter sporadyczny[_6], ponadto niektdrzy
autorzy EBO], L_3_’~3.| eliminujg siatki R-C jako mozliwy Srodek dla mo-
delowania zagadnied nieliniowych.

W $wietle powyzszych uwag, nalezy sadzié, Ze speinienie celu
postawionego przed pracg, pozwoll na dalsze uzupeinlenie metod mo-

delowania nieliniowych zagadnleil brzegowych.

1e4e Wykaz oznaczei

A - wspdzeczynnik rdéwnania

B - wepbkczynnik réwnania,

b - wepdiezynnik pojemnosei fizycznej obszaru,

¢ - pojemnoéé¢ kondensatora,

C; = pojemnos¢ kondensatora w i-tym weZle siatki,
C - CONStans,

D - wspdtczynnik réwnania, constans,

B - silza elektromotoryczna,
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brad niecuwzgledniania nieliniowosci w i-tym wesle siatki
dla tej chwili czasu, po j=tej iferacji,

funkcja wymuszajaca,

wypadkowy parametlr obszaru,

przewodnosé elcktryczna rezystora,
e

przewodnoéé elektryczna rezystora miedzy weziami /i,i+1/,

przewodnosé¢ rezystora czasowego,

Al

przewodnosé rezystora czasowego Wri-tym weile siatki,

ol

funkeja pierwotna funkcji g,

funkcja odwrotna funkcji plerwotne],
wypadkowy parametir obszaiu,
krok dyskretyzacjli obszaru,
prad iniekeji do i-tego wezia siatki,
wypadkowy prad iniekcji do i-tego wezia slatki,

agkradowa pradu i-tego rezystora czasowego z k-=tego kroku

L

CZasowego,
rad i=tego rezystora cza*ore o dla kfoku czasowego
3 & B

a8 K,k+1?

SN TP SR Ay e s ,
wekasnlik numeru wgzaa
g

o

wartosé chwilowa pragcéu kondensatora,

[}

wskaZnik wymlaru przestrzeni,
numer kolejnej itcracji,
vepéXezynnik rdéwnania,
igpdXczynnik wzmocnienia,

-

przewodnos$é warstwy wodonosnej,

przewodnoé¢ fizyczna obszaru,

wypadkowy wepdkczynnik,

asowych /kroku czasowego/,

wskafnik numeru chwil cz

é krokdéw czasowych,

B
tr-.

los
loéé wezdw siatki, wymiar przestrzeni,

01\

|

kierunek normali,
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dfugosc

wypadkowa

croku czasowego,

funkcja nieliniowa,

Yadunek elektrycany,

wypadkowa

ole
QZYST

wypadkowa

nieliniowa rezy
rezystancja rezys
dlugodé obszaru W zagadnieniu

czag rzeczywis

Py

o
v

L=

o]

-, s -

diugosc

funkcja nieliniowa,

ancja,

funkcja nieliniowa,

stancja,

tora czasowego,

TYs

wila czasu rzeczyvilstego,

kroku czeasowego rzeczywistego ograniczonego

chwilami /k,k+1/,

ki dla k-tej chwill czasu,

warunek
warunek r
warunek
warunek
wypadkowa

bZad

-

B

poczatkowy

pDoCcZ

bezwzglediny I0

na kondensatorze,

nz kondensatorze w I{II] fazie aktywne}j,

procentowy

procesu,

atkowy modelu elektrycznego,

brzegowy procesu,

brzegowy modelu elektrycznego,

funkecja nieliniowa,

k=te] chwili czasu,

potencjazk

potencjax

B

potencja
czasu,

potencjax
potencjak

czasu,

elektryczny w i~-tym wegsile siatki,

modyfikujacy i-tego kondensatora,

elektryczny w i-tym wedle

ovie g0,

jcdaowymla;owym

rozwigzania w i-tym weiZle siat-

wigzania w i-tym weile siatki, dla

siatki, k-tej chwili

iniowego w k=tej chwili



k, k41
Vié

potencjaix i-tego wgzza, w k-te] chwili czasu, po j-te]
iteracji,

o

potencjat czasowy i-tego rezystord czasowego, dla kroku
J.

L‘l“( 1"|" [wd ‘\
cZ Ve go £ By et

wspdirzedna geometryczna,

wspdirzedna geometryczna i-tego wezza siatki,
krok dyskretyzacji obszaru,

wielkosé wypadkova,

wepdZcezynnik analogli pojemnosci,

wepdZezynnik analogii przewodnosci,

wepdtcezynnik anzlogli natgzenia pradu,

o
0

wespdzczynnik analogii czasu,

C‘}

wspdZezynnik analogii po

ol
(O]
.
O
Cte
[t
P
=
~

coanstans,

brzeg obszaru,

constans,

wepbZezymnik zbieznosci,

congtans,

blgd nieuwzgledniania nieliniowodci w i-tym weZle siatki,
*ad nieuwzgledniania nieliniowosci w i-tym wefle siatki,

dla k-teJ chwili czasu,

zmienna niezalezna,

zmienna niezalzszna,

wopdZezynnik proporcjonalnosci,
wspdZczynnik pojemnosci wodnej,
czas modelowy,

k=ta chwila czasu modelowego,

-
[

diugosé kroku czasowego, modelowego ograniczonego chwi-

lami /k,k+1/,
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wartosé funkcji pola /rozwigzanie/,
wartoéé funkeji pola w i-tym weile siatki,
wartosé funkeji pola w i~tym wegille dla k-tej chwili

czasu,

obszar pola.



1S
2. NIELINIOWE ZAGADNIENIA BRZEGOVE

2.1, Klagsyfikacja zadai nieliniowych

W pracy ograniczono sig do rozwazania rdéwnania rézniczkowego

Ja = - 2 ' & e sl . . , .
czastkowego typu parabolicznego, tzw. rownania Fourlera. Rownanie
t0 znane rdwniez jako rdéwnanie dyfuzji, przewodnictiwa cieplnego,
filtracji nieustalonej, opisuje niestacjonarne pola fizyczne z wew=-
netrznymi ZrédZami energii. Réwnanie Jest okreslone w pewnym obsza=
rze §2 , w ktdrym dany proces zachodzi, oraz speinia okreslone wa-
runki brzegowe i poczatkowe w tym obszarze. Ogélna postaé rdwnania

Pouriera dla obszaru n-wymiarowego Jjest nastepujaca:

n
- - NG
> 76){-'/1{;:&./ +P=DbZ%; ne N 2.1
j=1 ) J

z warunkiem poczgtkowyms: W, = ¢ /2,0/

i z warunkami brzegowymi:

I rodzaju /Dirichleta/ WUpgy = %,ﬂ"t/
; ' ; = 9% ]
II rodzaju /Neumanna/ Vgt = Aalp -
III rodzaju /Fouriera/ WarTT ='%1 ¢/Tst/ +.>‘2§ﬁr}q

IV rodzaju /sprzezenia/ Wsry
PrZy CZ¥m X = [XqpXpseeerX,]
Tunkcje k,b okredlajs parametry rozwazanego obszaru.
Tunkcja P stanowi o Zrdédiowosdci pola. W ogdlnym przypadku wymienio-
ne wielkosci k, by, F, jak réwniez warunki brzegowe sg funkcjami

wspbirzednych geometrycznych,czasu 1 stanu pola /wartodci rozwigza-

nia/s
x = k /=, ty 6 /
b = b / X9 t’qb/
2.0
F = F/x, ty0/
Wy Wolz 455l
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W zwigzlu z powyZszym wprowadzono nastgpujgcg nomenklature dla ok-
redlenia typu procesu o staiych rozzozonychi:

a/ nieliniowy proces o stalych rozZozohych - proces, w ktérym
parametry obszaru, warunki brzegowe lub wydajnosSci Zrédez
gg funkcja stanu pola,

b/ zagadnienie brzegowe w niejednorodnym obszarze - zadanie,

w ktérym parametry obszaru sg funkcjg wspdirzgdnych geome-
toycznych tzn. k = k/x/, b= b/’:r:/,

¢/ niestacjonarny proces o stazych rozozonych - proces, kité-
rego stan pola jest funkcja czasu.

PodziaZ nieliniowych procesdéw o staiych roziozonych, przeprowadzony
ze wzgledu na lokalizacje nieliniowosSei w ogélnym réwnaniu procesu

1321, zakiada trzy rodzaje nieliniowosci:

H

odzaju - tzn. zaleznosé parametrdw od

ia/

a/ nieliniowosdé I

3

]
w

gtanu pola /wartodci rozwigza
k = k/a/ ;5  b=0bls/

Réwnanie rdzniczkowe czastkowe zawierajace nieliniowosci I rodzaju,
jest czesto okreslane mianem rdwnania quasiliniowego.
b/ nieliniowo$é II rodzaju - tzn. zaleznosé warunkéw brzego-

wych od stanu pola /wartosci rozwigzania/

_. =/

) e T .-'{3/ . T - ¥ :"ﬂ“
ol 5w grIz’v 3 Vgry = Wyt -

=W

=W

Wgrr = Wgry BITI

Ten typ nieliniowo$ci czesto okresla sig¢ mianem nieliniowosSci zew-
netrznej.

¢/ nieliniowogé III  rodzaju - tzn. zaleznoéé wydajnodci wew-
netrznych Zrdédet energii procesu od stanu pola /wartosSci rozwigza-
nia/

F:F/r?/
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onadto ten typ nieliniowosSci obejmujd zadania w ktdérych poZo-

-

senia brzegdéw lub granic rozdziazu Jest furkcejg rozwigzania,., Nieli-

-

niowosé IIT rodzaju jest czesto okredlana mianem nieliniowos$ci wew-

netrznej.

Wystepujace w rzeczywistosci procesy o staxych rozozonych to
nejczeécie] niestacjonarne procesy nieliniowe zachodzace W niejed-
norodnych osrodkach. Przedstawicne w pracy metody modelowania doty-
cza niestacjonarnych proceséw quasiliniowych /nieliniowos$ci I rodza-
ju/ w obszarach niejednorodnych. PoniewaZ liniowe réwnanie TFouriera
dla obszardéw niejednorodnych jest szczegdlnym przypadkiem rdwnania

quasiliniowego, istnieje mozliwosé wykorzystania dla tych rdéwnad

przedstawionych metod modelowania,

2.2, Zastosowanic transformacii dla rozwiazywania nieliniowych

zagadnien brzegowvch

Ze wzgledu na znanag 1 opracowang teorig¢ rozwigzywania linio-
Wych'zagadnieﬁ brzegowych, dazy si¢ do linearyzacji zadand nielinio-
wych [32]. Efekt linearyzacji moze byé caikowity lub czesciowy.

I tak dla réwnaid quasiliniowych stosuje sig¢ tzw. transformacje caz-
kowa, kitdéra pozwala na caikowita lub czesciowa linearyzacje zada-
nia. Powszechne zastosowanie majg transformacje Kirchhoffa i Good=-
mana [40}9 i41j.

Ogdélna postaé jednowymiarowego réwnania quasiliniowego to:

2 lx/x,0/ 2% ] + #/x/ = v/z,0 1 2L 2.3
e L a g T Ay :
z warunkami: poczatkowym ¢ /x,0/
brzegowymi /0,47 5 ©/8,%/

Transformacja Kirchhoffa pozwala na czesSciowg linearyzacje rdwna-

nia 1 skumulowanie funkcji nieliniowe] przy pochodnej czasowejs



2

D 0 a, 286
——— F/x/ = ghk,0 e 2e4
o R 0%

i o
z werunkami: poczatkowym  O/x,0/
- -~ f - N
brzegowymi ©/0,t/ ; ©/8,%t/

s

Transformacja Kirchhoffa polega na zastosowaniu podstawienia:

dO =1{/X9(f)/'d?) 2.5
Dla okreslenia zaleznosci @ =8/c/ oraz G = 5,&)/ korzysta
i
sie 23
G
L]
O = k/\ k/x,6 / dc 2.6
[
lo
przy czyms 6 - wartosdé odniesilenia rozwigzania
/najczesdciej @, = 0/.

Nowg postadé funkcji nieliniowe] g/x , O/ wyznacza sig¢ z:

b lx, ¢ /0/
k [z, 6/€/] 2el

Zastosowanie transformacji Kirchhoffa 2.5 dla quagiliniowego row-

nania stacjonarnego /tzw. rdéwnania Polssona/

2. k/z,/ ==+ F/x/ =0 2.8
0 x o x

catkowicie linearyzuje rdéwnanie 2,8 :

520
- + P/x/ = O 2.9
ox
przy czym: G = ©/9/

Druga z transformacji, tzw. transformacja Goodmana czegsSciowo
linearyzuje rdéwnanie 2,3 , kumulujgc funkcje nieliniowg przy po-

chodnych przestrzennych

D r A R’
-— | £/x,0/ —= L2 B/x s 2.10
Ox G i;x* / / 3%
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o

z warunkami: poczatkowym g /x,0/
brzegowymi @ 0,8/ 5 @ /S,t/

Transformacja Goodmana polega na zastosowaniu podstawienia:
d @ =5 /x,@ 7/ do 2.11

oraz okresleniu 6 = ¢ / @ / na podstawie:
§

b /x,6/ &6 212

. =
i
R

przy cazya: C§ - wartosé odniesienia rozwigzania
<

/najczgsciej G, = 0/.
Nowa postad funkeji nieliniowej £ /x,0/ wyznacza sieg z:
x [x, 6/6/]
Ly ¢

£ /5,8 = — o 213
- b x, /0

Przedstawione oba typy transformacji majg szczegdlne zastosowanie
dla siatkowych metod rozwigzywania quasiliniowych zagadnied brzego-

wych, Dla stosowania analitycznych metod rozwigzywania rdwnand typu
2.3 stosuje sie przykzadowo transformacje:

31 = X ) t

=4 1at]

o<l

2,14

przeksztaZcajacy zadanie w nieliniowe rdéwnanie rézniczkowe zwyczaj-

ne
--51-—[15/@/9—"--1 s1p/a/q &= =0 2,15
d 9 : dyg - 2 dy

przy czym: dla 2,15 przyjeto X = 2.

Réwnanie 2,15 moze byé dale]j przcksztaXcane za posredniciwem
transformacji Kirchhoffa. Analiza i przedstawienie metody sg zawar-
te wl 2]. Nalezy zwrdcié uwage na nieefektywnodé i duzg ograniczo-

noéé zastosowania metod analitycznych, dla rdéwnad typu 2.1 .



2.3 Przykkady transformacji cquasilinidgwych zagadnien

brzegowych

[

¢é

Uls

Ze wzgledu na dufg przydatnos ransfoimacji dla przeksziaica-

pia quasiliniowych rdwnanl rézniczkowych czgstkowych do postaci umoz-

liwiajacych dogodne stosowanie okreslonych metod modelowania, wydaje

-

sic wsokazanym przedstawienie przykiaddéw zastosowad. Rozwazono dwa

réunania, istotne z prakiycznego punkitu widzenia. Pierwsze, to

”

uproszczone, jednowymiarowe rdwnenic beznaporowej filtracji nieusta=-

W

lonej [69], bez wewngtrznych ZrdédeZ zasilajgcych. Drugie rdéwnanie,
szczegdlnie cenne bo posiadajéce dokZadne rozwligzanie analityczne,
umo%liwia testowanie opracowanych metod /PeDP.5/s

Uproszczone roéwnanie beznaporowe] filtracji nieustalonej ma

postad:

N G ,..Ifi
- [K/Ksﬁ’ Ebw'W = m/x/ é?— 2,16
0 x ' ox - . ot '

Przy czyi K/xgc%/ = k/z/ - @ /x/

Stosujac podstawienie typu 2.5 otrzymuje sig réwnanie:

827 o /x o 5.
0%° K [x, §>/€F/] 0%
poniewaz
FQ k/x/ > '
0 /x/ = | k/x/ + G /x/ 4G = - ¢ °/=/ 2,18
0
stad
1
rze/x 7 °
' L s/
Uwzgledniajac 2.17 1 2,19 , ostatecznie otrzymuje sie rdwnanie:
2
AR B/z/ 20

e . . | 2420
D =2 . V@ .

cr



przy CZyms
B/x/ = fk/x/

Tpengformacji ulegaja réwnics zgodnie z 2,19 nieuwidocznione wa-
runki poczatkowy i brzegowe. Otrzymana postel rdéwnania pozwala,

dla okreslonych metod modelowania, na efekitywniejsze 1 szybsze uzys-
kanie rozwigzania [32]o Drugi przykiad rdéwnania quasiliniowego, zos-
taZ poddany zardwno transformacji Kirchhoffe, jak réwniez Goodmana.
Ze wzgledu na analogiczny wyze] przedstawiony sposéb postepowania,

otrzymane wyniki przedstawiocno w tabeli 2.1,



Zestawienie zadail poddanych transformacjom

Gl o B Po transformacji Po transTormacji
JECERLe Tygacleve Kirchhoffa Coodmana.
no  BE B N2 2a 29 ~ DB BS of 20
Réwnanie E“[??Q;;}z oy ;#g s o 5 E;f#“ :ﬁ/Fm/ﬂw |z e
oxl 'ox! B &% ox B® oxten oA Ox" £
W i ;
beneaore G/0,5/ = G/S,t/ = 0 ©/0,5/ = ©/S,%/ = 0 6/0,%/ = §/8,%/ = O
dla' C’)‘ . '-.:"_') \'.'}“"O
1 3A
Warunli, 213 - - 6A 1r 27
poczatkowe % /“9O/= ““/53 x-/ O/x O/~ + [8x=xx"/ Iz, /-w“1ﬂ=='=~/8ﬂ x~/]
& K B 5 “-DK ""
]
—_ B A o B A 6A . 1
Rozwigzanie 2,13 |p 2 @/xo% /== 1ln =
. G»/X t/~ = e S/ O /=t /=] Sx=x"/ 9 B G,
analityczne D K+Bt J ' +B% . %
D/RwEE7 P
D o 23
. r » @ = = GZ! 1
Zaleznosé 3 0 _ B . = s -
funkeyjna & = OA 14 & ¢=/5-©/3 ©= G8xp “gp=
J B (‘1
Uwagl G, - wartodé odniesienia, | Postaé rdunania dogod- Postadé rdwnania nie=-

dazgca do zera.

na dla modeloviania,

dogodﬂa dla modelovia=
nia. Wymage przejscia
granicznego dla brze-
gbéw obszaru.




3. MODELOVWANIE PROCESOW O STALYCH ROZEbﬁONYCH NA SIATKACH R-C.

3.1, Modelowanie zagadnied liniowych

3e.1.1. llodel elekiryczny procesu

lletodyka modelowania linicwego wdéwnania Fourlers na siatkach
R-C zostaZa opracowana w 1936 r. przez Boukena i przedstawiona W[ 5}.
Zagadnienia analogil elekirycznej i modelowania rzeczywistych proce-
séw sa podene we wspdiczesnej literaturze 241, 1367, [45]. Stad
w pracy zostang przedstawione tylko w zarysie najistotniejsze clemen-
ty modelowania zagadnied liniowych ne siatkech R-C. Walezy podkres-
1ié fakt peinej analogii wszystkich cziondw réwnania opisujacego
proces z modelem elektrycznym R-Co

Przyjmuje sie jednowymiarcwe, liniowe, niejednorodne rdwnanie

Touriera:
2 DG 7 Al
el [k/x/ ——h_j + B/x/ = bzl = 31
Ox o x 9%

z warunkani WO, WBI’ WBII'

Kolejne operacje matematyczﬁe nad réwnaniem 3.1 8a uzaleznione
0d rodzaju modelu R-C. Préby zastosowania zintegrowanych modeli R-C
o statych rozZozonych 134., .35., {54 nie sz przedmiotem niniej-
sze] pracy, stad dalsze postgpowanie bedzie dotyczyto wyiacznie mo-
deli siatkowych R=C. Modele siatkowe R-C modelujg procesy o stazych
roziozonych wedlug-zasady DSCT, to znaczy powodujg dyskretyzacje -
weplirzednych geometrycznych /obszaru/ z zachowaniem ciggtej fun-
kcji czasu. Stad kolejna operacjg bedzie dyskretyzacja pochodnych
przestrzennych w réwnaniu 3.1 , a w konsekwencji zastapienie opi-
su rozkkadu pola warbtodei funkcji, ukiadem réwnai rdzniczkowych
zwyczajnych, przyblizajacym rzeczywisty opis. ﬁianem dyskretyza-
cji [23] jest okredlany na ogdZ proces wyboru rozmieszczenla wy-

- =

réznionych punktdéw odosobnionych - wezzow silecl przesirzenne] -



oraz wWyznaczania zwigzkow micday xh“uu;01um1 funkeji w tych pun-
ktach, opisujacych wkadciwodcl badanego pola, to jest wyznaczania
péunai réznicowych pola. Zakiada sil¢ przeprowadzenie dyskretiyzacji
z jednakowym krokiem przestrzennym ~LZ = h. Dyskretyzacja réwnania,
wynikajace 2z rozwiniecia funkeJi w Szerég Taylora, Jjest przeprowa-
dzana dla waszystkich wewngtrznych wezidéw sieci przestrzennej.

W zwiazku z powyzszym w kazdym i-tym weile wewngtrznym obszaru obo-

wiazuje rdéwnanies

i T nh Y - _b.‘ - 3 ‘2"?" -z = ---»-==a
ﬂ/_"hi-r‘z'/ /L‘iji).“'i_i'.’i/%- li/Xi 2/ /(:P- - ::.‘i/I a -}-/.&L /-— I}. b/}‘- / 302

1=

W modelu siatkowym R-C /schq?at wezZa przedstawia rys.3.1/ zgodnie

z I prawem Kirchhoffa, bilans prqddéw w i-tym weZle ma postad:

av.,
i
1+1 1/v 17V /+ Gy e 15 1/V -1 q /% I - ci T 3.3
B -5
rzy warunkach wo, ”BI’ VT
Zgodnie z prawaml analogii rdéwnania modelu elektrycznego 3.3
i procesu 3.2 sa réwnowazne, jezell wprowadzone wspdiczynniki
enalogii:
[ 2% gaby £ BB, g oE. POUBER 5y
g F v H c.vt-- T 9 e ~ ol E] “g T G ? I~ I °
speiniaja zwiazki
f [
oy T wg aGtouy

Oczywiscie zgodnie z odpowiednimi wspdZczynnikami analogii trans-

formuja sie warunki brzegowe i poczatkowe:

1

D 1 B 1 -
wE ey o owE e =W s —— =W 3.6
0 dy © ! BI s BI BII I BII

Odrebnym zagadnieniem jest okredlenie wartosci elementéw modelu

na brzegach obszaru. Zagadnienie to Jest opracowane w [24].



3.1.2.1. Klagyczny_model_siatkowy R-C

Klasyczny model R-C, tzw. mclel Beukena, pozwala na modelowa-
nie niestacjonarnych, liniowych zagadnie# brzegowych metoda DSCT [45 ..
Oznacza to, %e uzyskane rozwigzanle w dyskretnych punktach obszaru
/wezach/ jest ciggie w czasie 1 obejmuje przedziaz czasowy od ini-
cjacji procesu /to jest chwili, dla ktdre] sag okreslone warunki po=-
czatkowe/ do uzyskania stanu ustalonego /brak zmian Zadunku na
wezystkich kondensatorach/. Klasyczny model R-C sklada sig¢ z siat=-
ki rezystoréw i kondensatordw. Zastosowane rezystory i kondensato-
ry modelujg odpowiednio parametry obszaru rzeczywistego. Inicjacja
procesu polega na skokowym wiaczeniu warunkdéw poczgtkowych, brzego-

wych i praddéw iniekcji. Szybkosé pracy modelu wzgledem procesu mo-

delowanego okresla wartosé wspdZczynnika analogii czasu {5
J g v
iy L N
% G iy Vi V; Vi /zf

S T o
/ .l t-¢L® Ga,m Gi+1,i+2 @
__J_‘.

| ;LC - J{Q i/ﬁ (44
V

Rys. 3.1. Fragment klasycznego modelu siatkowego R-C.

Pomiar i rejestracja rozwigzania sg realizowane przy pomocy przy-
rzgdow pozwalajgcych na pomiar wartosci chwilowej napigcila /oscy-
loskop, .rejestrator analogowy/. Przedstawiony sposdéb pracy modelu

klasycznego utrudnia otrzymywanie dokadnych /cyfrowych/ pomiardw
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potencjaxdéw wezkowych w wybranych chwilach ¢zasu, uniemozliwia okres-
lenie rozwigzania w dowolnym przekroju czasowym bez potrzeby pracy
repetycyjnej, wymaga zZozonego ukiadu zadawania warunkéw brzegowych,
poczgtkowych 1 praddéw iniekcji. Wymienionych wad nie posiada tzw.

zmodyfikowany model siatkowy R-C [6a].

3.1.2.2. Zmodyfikowany model siatkowy R-C

Zmodyfikowany model R-C umozliwia rozwlgzywanie liniowych
i quasiliniowych /DPeDPe3.2.4/ réunai parabolicznych zmodyfikowang
metodg DSCT. Modyfikacja metody polega na podziale wspdirzedne]
czagsowe] na odeinki o okreslonej diugosdci, przy zachowaniu efektu
ciag¥ej skali czasu. Siatka R-C sklada sig z rezystordw, kondensa-
tordéw i kluczy /wytacznikdéwu/ odZaczajgcych kondensabory od wezidéw

giatki /rys. 3.2/

:|:: -'"..':'_:: :_'l:‘."
lc Y B; l Gisg
Q (1
Viqlo) V) Viatl0)

Ryse. 3.2. Fragment zmodyfikowanego modelu R-C.

Viprowadza sie pojecie aktywnej i biernej fazy pracy zmodylfiko-
wanego modelu R-C. W okresie fazy akiywne]j nastepuje rozwd] proce=-
su nieustalonego w okredlonym odcinku czasu. Przejscie do fazy
biernej polega na "zamrozeniu® rozwoju stanu nieustalonego poprzez

réwnoczesne odigczenie kondensatordw od wezidéw siatki. Faza bierna
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akrada sie z dudch etapdw: etapu pomiarcwego i etapu modyfikacji

warunkdw poczatlowych. W czasie etapu pomlariwego, nastepuje pomiar

”»

nepieé na kondensatorach, peinigeych w tym okresle funkeje pamigedl
analogowych. Etap modyfikacji polega na zmianie wartosSci napigé
npodparcia kondensatordw wg okredflonego algorytmu /PePe3.2.4/.
Dla uzyskania rozwigzania réwnald liniocwych etap modyfikacji Jest
zbedny. Zakoidczenie fazy akiywnej 1 biernej jest rdwnoznaczne
z wykonaniem jednego kroku czascwego w zmodyfikowanym modelu R—C,
czyli zakoificzeniem jednegg cyklu procedury pracy modelu. Kolejny

cykl procedury rozpoczyna rozwigzanic zagadnienia od rozkiadu po-

tencjadw wystepujacego na koicu fazy biernej cyklu poprzedniego.
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Ryse. 303. PrzykZadowy wykres czasowy zmian potencjaiu weziowego
nodelu
u/ bez modyfikacji warunkdw poczgbtkowych,

b/ z modyfikacja warunkdw poczgtkowych,

V; = polencjaZ okZadziny kondensatoras.
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W czasie trwania evapu pomlarowego zmodyfikowany model R-C
dostarcza dwa rodzaje rozkiaddw potencjaidéw w modelowanym obszarze.
W wezach siatki rezystorowe] istnieje rozkZad stanu ustalonego mo-

delowanego procesu, a wigc rozwigzenie ukzadu rdéwnail réznicowych:

¢ “Vi/ o+ Gy, i/Vy_=Vi/ + I; =0 37

1,141 Vi im1 i

Ta okXadzinach kondensatordéw odigczonych od wezidw siatki istnieje

rozkZad potencjazdéw, wynikajacy z rozwigzania ukzadu rdéwnad réz-

niczkowych dla chwili czasu U, 4:

k+1 k+1,, vk+1 gkl _ dvi|
G, a1/ Vign = Vo /+ Gy q 3/Vioq - Vi" / + 13 = 0 g7y, 3.8
k+1
Ar — o~
przy czym: Vi+1 = Vi/L k+1/’

Wynika stad mozliwo$é bezpodredniego okreslenia rozwigzania proble-
mu w dowolnym przekroju czasowym procesu dla cazego modelowanego
obszaru. Oczywiscie w okresie fazy akiywne] potencjaty weziows i po-
tencjaty oktadzin kondensatordw sg identyczne, a rozkiad ich odpo-
wiada rozwigzywanemu zagadnieniu niestacjonarnemu.. Przedstawione
zagadnienie jest realizowalne przy nastepujacych zaioZeniachs

a/ w liniowych obwo&ach elektrycznych kondensator z niezero-
wym warunkiem /napieciem/ poczgilowym Lfc/o/ jest rdwnowasny
w sensile rdznicy potencjazdw, szeregowemu pozaczeniu kondensatora
nienaadowanego i idealnego ZrddZa napigciowego o sile elektrcmo-
torycznej rdéwnej warunkowi poczgtkowemu E = Uc/o/ [ 1],

b/ wartodcl statej czasowe] rozZadowania kondensatora przez
rezystancje upiywu jest nieskodczenie wielka,

¢/ dziaZanie kluecza /wyzacznike/ nie powoduje utraty energii
obwodu /brak zjawiska iskrzenia, rozzadowania przez ostrza atykow,
zerowy prad upkywu itp/; |

&/ proces zmian napigcia na kondensatorze w zmodyfikowenym

modelu R-C ma charakter clagiy, niezalezny od dyskretyzujacego
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dziaZania klucza., Warunek ten oznacza w prdkiyce kontynuacje w ko-
lejnej fazie aktywnej liniowego procesu nicustalonego od wartosci
napiecia 1 2z nachyleniem zmien napigclia wystepujgcych na koicu po=-
przednie] fazy akiywnej.

Dla potwierdzenia warunku &/ przeprowadzono nastgpujace rozu-
nowanie, Zakaeda sie nierozgaZeziomy obwéd R-C /rys. 3.4/ z wymu-
szajacym Zrédiem napieciowym i Zrddiem reprezentujacym warunek po-
czatkowy. Rezystancja obwodu jest traktowana jako rezystancja zas—
tepcza siatki modelu zmodyfikowanego., Klucz umozliwia realizacje

fazy aktywnej i biernsj.

|
(1) -
| ;@

4

3.4. Uproszczony schemat zasbtepczy zmodyfikowanego modelu R-C.

-~ -

Pierwszg faze aktywna realizuje sl¢ w przedziale czasu Le LLI Pk1j’
c? VA

w

przyjmujac przykadowo zerowe warunki poczgtkowe. Po zakoiiczeniu fa-

zy aktywne]j napiecie na kondenzatorze wynosi[ 1]:

= rl:. ile —
i 2]~ Ly 349

Iyl

i

3 -
UC/LI{“I"?/ = 5

|
[

natemiast nachylenie krzywe] Zadowania w chwili

i . mo
duy lye1 = Lk}
at | T

1
- 1_"-"’-(:\: Jiy :3-* /""' RC

Przy czym:

Ug - napiecie na kondensatorze w I-ej fazle aktywnej.



7 kolei przystepuje sie do realizacji druglej fazy aktywnej, trak-

tujac napigcie Ug/£k+1/ jeko nowy warunek poczatkowy. Przyamuagc

czag inicjacji procesu w kolejnej Tazie akfywne]j jako T = k+1

moszna stwierdzicé, Ze napigcia:

11

Ue

i _ TTI rll(
[ Vpr/ = U [/
- - L - - L] = L} .
na mocy zasady cliggzoscil na91§01a[ 14, oraz nachylenie krzywe}]

Yadowania na poczgtku drugiej fazy aktywnej wynosi:

I o
au 1T % C-T,
S = LE - V“ﬁ1J exp /- ——nﬂwﬁil/ 311
dt RC
przy czym: . 0y
k+1 _ o - “hd — Mie, |
Ugl - napiecie w II-e] fazie akitywne]
Stad:
Il - o
aus | 1
C_ » N < k
e dy  swp Bemp fe=sgge—s/ pris
I k+1
czylis
arrLd o
o |, L e |
d'e i .-k_l_-'f L E * e -1

A wige vzeczywiscie wprowadzenie fazy biernej nie spowodowazo
zmian w przebiegu zmian napiecia na kondensatorze., Analogicznc ro-
zumowanie mozna przeprowadzid dla procesu roziadowania kondensa-
tora.

Wyniki prakiycznego zastosowania zmodyfikowanego modelu R-C

sa zawarte w (68,



3e1e3e llodelowanie liniowych zagadnie:

Problematyka modelowania liniowych, niecjednorodnych zagadnien
brzegowych na siatkach jednorodaych, posiada szereg opracowan [51},
[21}, {53]. Nalezy nadmienié, 2Ze prezentowane metody najczegsciej ba=-
zuja na procesach iteracyjnych realizowanych w hybrydowym ukzadzile
tgiatka rezystorowa - maszyna cyfrowa"™, Stad bezposrednie uzyskanie
wynikéw i analiza wpiywu parametrdéw obszaru na rozwiazanie jest
utrudniona. Ponadto, w tak rozumianym modelowaniu zagadniend niejed-
norodnych, zostaje utracona peina analogia migdzy procesem a mode=
lem elekirycznym, tak istoina dla prakiycznych zadad z niepeZna
informacja o parametrach procesu. Ponize]j przedstawlono koncepcjg
metody modelowania liniowydh niejednorodnych i niestacjonarnych za-
gadniel brzegowych na Jednorodne] siatce R-C. lletoda pozwala na |
uzyskanie rozwigzania na drodze bezlteracyjnej, z zachowaniem
wszystkich zalet procedury DSCT, a wigc ciggzego czasu oraz analogiil
modelu i procesu,

Rozwaza sieg liniowe, Jjednowymiarowe zagadnienia brzegowe opi-
gane rdéwnaniem 3.1 3z okreélonymi’warunkami brzegowymi i poczatko-
wymi. Stosujac wzgledem rdwnania 3.1 transformacje Kirchhoffa,

r

otrzymuje si¢ Jjego nowg postac:

J

ne

Qcr)

-—-2 + B/x/ = g/x/

Ox
przy czym: g/x/ = {%%,

T
A

Y
¢

3.14

2|

z odpowiednio przetransformowanymi warunkami brzegowymi i poczgtko-
wymi. Model elektryczny procesu, utworzony zgodnie z zasadami
przedstawionymi w p. 3.1 ma postac:

avy

G /V; q#V3q=2Vy/ + I; = G5 g - 3475



giatka R-C realizujaca zaleznosé 3,15 zawilera jednorodne rezysto-
ry i niejednorcdne pojemnoéci kondensatordvi, Kolejnym krokiem bg-
dzie wprowadzenie siatki R-C z jednorodnymi wszystkimi elementami.
Jednorodng siatke R-C pozwalajgcg ne modelowanie zagadnienia 3.15
opisuje ukzad rdéwnai:

G/Vy q#Vs q=2V;/ + Iy = C Wd/vi-fi@-/- 3.16

dC

prZy czym: C = const., dla weszystkich wezidéw wewnglirznych siatki,

Peing ekwiwalentnos$é rozwigzand uzyskanych na siatkach opisywanych

révmanicmni 3.15 i 3,16 zapewnic speinienie rdwnosci:

C;-dvy =C ~a /v -V /- | 3.17

Rozwigzujac réwnanie rézniczkowe 3,17 , okresla sig¢ potencjax

V.. 1 algorytm jego generacji:

im
av, = /1 -E-/dv 3.18
stad:
V. =/1—-—-/ [V -V/O/J 3.19

LI

przy cayms Vi/o/ - warunek poczgﬁkowy w i=-tym weile siatkl
Poniewaz w procesie nieustalonym istoing jest tylko skzadowa zmien-

na potencjaiu V. stad w prakityczne] realizacji pomijajgc skza-

im?®
dowg staZg wykorzystuje sie zaleznosé:

/1---/v 3.20

Nalezy zauwaszyé, Ze algorytm generacji potencjaiu vim moze bydé
zrealizowany ukzadowo poprzez sprzegnigcie przy pomocy wzmacnlacza
operacyjnego wezza siatki z odpowiednig okzadzinq kondensatora
/rys. 3.5/, Zmieniajac wspdZczyanik wzmocnienia K wzmacniacza ope-
racyjnego

C. L’T 'h2 g/:‘:l/ : . Py

C C




wealizuje sieg dobdr parametrdw siatki dla rlocdelowanego procesu.
Wartoéé pojemnosci kondcnsatora C, doblera sie uwzgledniajac szyb-

o g L |

koéé pracy modelu 1 zastosowang technike pomiarowa. Tak zbudowany

jednorodny model siatkowy eliminuje konleczno$é stosowania, kxopot-

liwego w realizacji, magazyau kondensatordw. Wykorzystanie przed-

stawionej metody w zmodyfikowanym modelu R-C, podnosi walory

|

&= Pomiar

Ryse. 3.5. Schemat wezZe zmodyfikowanego, Jednorodnego modelu R-C.

uﬁyﬁkowe urzadzenia /pePe3.1.2.2/. Wyniki badan przeprowadzone na
modelach doswiadczalnych przedstawione sg w {16].

Nalezy sadzié, ze czestokrodé usytkownicy metody bedg daszyc
do zachowania peZne] odpowiedniogcl waritosci parametru przewodnos-
ci modelu i modelowanego obszaru, co ma isteine znaczenie pray
webepnym rozwigzywaniu odwrotnych zagadnied brzegowych /zadai syn-.
tezy/. W takich przypadkach pomija sig¢ transformacje 3.14 rdu=-
nania 3.1 , rezystory siatki okresla zgodnie z zasadamli 3.2 «
3.5 , przyjmuje sie jednorodne pojemnosci kondensatordéw C,
a wspdzezynniki wzmocnienia wzmacniaczy operacyjnych okresla sig
z zaleznoscis

2
Lo B - b/x;/

R 3.22
¢ c

Q




L)

Zastocowanie clagde]j regulacji wspdiczyanilia wzmocnienia K wzmac-
niaczy operacyjnych, pozwala na dokzadne zamodelowanie rzeczywistych

wartodel pojemmosci obszaru.

3.2, lModelovanie quasilinicuych zaegadniel brzegowych na giat-

kach R-~C.

...-—u——-o——-—-—nn.--—--n—-——

Problemem pierwotnym, wystepujacym przy modelowaniu quasili-
niowych zagadnied brzegowych, Jjest okredlenie modelu elekirycznego,
speiniajacego warunki odpowiedniogci z rzeczywistym procesem. O ile
w zadaniach liniowych bezposrcdnia realizacja tego modelu powodowa-

rozk¥adu pola potencjaxiw,

P

Ya uzyskanie rozwigzanla w postac
a tym samym zakonczenie postawiogc*o zadania, o tyle dla zadan nie-
liniowych jest to tylko punkt wyjsciowy, wymagajacy dopiero okres-

lenia metody uzyskiwania rozwigzania, a nastegpnie JeJ realizacji.

(A

Stad okreslenie modelu elektrycznego, majacego charakiter bilansu
energetycznego, powinno mieé charskter mozliwie ogdlny i niezalez-
ny od dalszego wyboru metody postepowania. Nalezy réwniez podkres-
1ié poitrzebe opracowania modelu elektrycznego w konteksScie para-
metré procesu rzeczywistego, a nle {tylko jako réwnania oddajacego
gens funkeji nieliniowej, bedgcego wyzgcznie punkiem wyjsSciowym

dla opracowania metody'/co czesto ma miejsce[ 6], [49]/. Brak o--
kredlenia zwigzkéw miedzy wepdZezyanikemi analogil uniemozliwia bez-

podrednie zastosowanie opracowasnych metod dla proceséw rzeczywis-

L

tych,

W pracy rozwaza sie wyzacznie niestacjonarne, jednowymiarowe
réwnania quasiliniowe typu 2.3 poddane transformacji Kirchhoffa
2.5 « Stad budowa modelu bedzie dotyczyXa transformowanego rdéw-

nania Fouriera:
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EWL + F/x/ = g/0 5/ — 3623

dx g%

oraz uproszczonej jego postacls

~y 2’ ™y

/J . )
:f""‘"} ld = 8/ @ gx/ "(":‘ e 3&24‘
ox &'t

przy okredlonych warunkach brzegowych i poczgtkowych w danym obsza-
rze. W dalsze] czesci pracy nie bgdzie sie kazdorazowo podkreslad

igtnienie warunkdw dbrzegowych, poczatkowych oraz obszaru dla proce-

Fa]

jac, Ze zagadnienie analizy zaw-

0.)

su i modelu elektrycznego, rozumi
sze jest prawidiowo postawlone.

Dyskretyzujac laplasjan w réwnaniu 3.23 olrzymuje sig¢ ukzad

réwnai:
| 2 .2 04
~ o) AR aneTSe [ e /O L/ St
Oi+1+ ©; .1 20 i'h P/-«i./“ﬂ u/u i’xl/ E_JL' 325
Wprowadzajac wspdxczynniki analogili elektrycznejs
2
LR/ 1 t
c[ = .(- . CFI = gezsasenkiy H L'[:G = = 3 o(‘r_|:= = 3026
vov i G T
do réwnal 3.25 otrzymuje sie zaleznoscé:
-;V ] !’ 8\;’1
' G/V 1.V -1~2V; / - I 1’1 g/c\ lxi/-;'r;- 327
“I l . Q!\.V “l ()L
ktéra przy spexnienius
o i g '
<,\vj‘_~(} = 9 s . -v“ = 1 3.28
T U- v I
Jest modelem elektrycznym procesus
e w2 Vi
AR e T a LR T o 26

Rozwigzywanie zagadnienia na siatkach R-C begdzle ponadto wigzazZo

si¢ z uwarunkowaniem h2 = C.



Dyskretyzujgc uproszczone i czgsto wyllorzystywane rdéwnanie

3,24 otrzymuje sig ukZad rdwnaihs

- ~ ) - 1A2 e L U'-;'~i

A
~Ar

ws
a
|

v

™ = 3.31

<10

#

do réwnald 3.30 otrzymuje sie zaleznosé:

\/

\f
v

g
no

\

[

i
Q
~

]

, i
o1 * Viaq 2Ty = o 0 el Vex/ == 3.32

ktéra Jjest modelem elekirycznym procesu 3.24 .
Rozwigzujac zagadnienia typu 3.32 na siatkach R-C nalezy speinié

warwicks

) B

L]
i
<

333

Przedstawione modele elektryczne 3.29 1 3.32 bedg wykorzystywa-

ne w dalsze] czescli pracye

— T — o — e e am e e b we e e mew o e omew wel e mes e mw e e e

362.201, Siatki_R-C z_nigliniowymi kondensatorami

Intuicyjnie najprostszg drogs rozwigzywania quasiliniowych
zagadnied brzegowych byzaby realizacja slatki z elementami R-C po-
siadajacymi okredlone charakierystyki nieliniowe. W rzeczywistodcl
kongtrukecja takich elementdw. jest bardzo utrudniona lub wrgcz obec—
hie niemozliwa. Stgd przedstawicone w niniejszym podrozdziale opra=-

cowanie ma charakter teoretyczny, z podkredleniem potrzeby poszu-

kiwed rozwiazaid konsirukcyjnych speiniajgcych otrzymane zaleZnoscie
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Viprowadza sig pojgcie nieliniowego kon{lensatora, tzn. elemen-
tu biernego posiadajacego zdoinosé magazynopania energii pola ele-
ktrycznego o pojemnosci zwigzane] zaleznosdclig funkeyjna z rdznicg
pofencjaiéw wystepujgca na jego okZadzinach. Ilo$¢ magazynowanego

w kondensatorze zZadunku elektrycznege Q, wynosi:
=C/U/ « U 3e34

przy czym: U - réznica polencjazdéw obu okzadzin kondensatora.
kreslajac wartosé pradu ic przepzywajacego przez kondensator

przeksztatca si¢ zaleznosl podstavowg:

i,= do _a/C- U/ _ o U, yac . /¢ + u &8y au 3,35
at dt at dt - au 4t
Oczywidcie dla kondensatordw liniowych %% = 0 1i zaleznoéé¢ 3.35

redukuje si¢ do ogdélnie znanej postacis

i =¢o. 3 396

natomiast dla kondensatordw nieliniowych o pojemnodel C = C/U/:

g

i = {C/U/ + U ac/u/ ; o 3637

© au - at

cr

Przykradowo, dla zaXozonych funkeji nieliniowodci, wartosci pradéw

i wyrazaja sie¢ nastepujgcymi zaleZnodciami:

C
a/ C/u/ =%k - U i, = 2kU 4y
dt
b/ C/u/ =k - U i, = 3xye- U
dt
1 . k 1 au
C/ C/U/'—-"k"-:'_", 1 T
Vu ¢ 2 VU at
a/ ©/u/ =k -+ i =0
U
e/ C/U/ =k - 1nU i =%x/1aU0 + 1/ X

° dt



Wykorzystujac zaleznosé 3.37 w oplsie moddlu siatkowego R~-C, za=
kzada sieg u4¢omlenlc jedne] z okZadek kondénsatora, a tym samym
interpretacje napiecia U Jjako potencjazu wezzowego siatki Ui=vi.

Tworzac siatke R-C 2z rezystoréw R 1 nieliniowych kondensatordw

0 pojemﬂoéci C/V;/, moina przedstawié bilans prgdéw w wgzdach view-

netrzunych siatkis

/ / / dCi / dVi

G/ V., .+V. -2V. . o= JC. 4 V. e e 338

1+17"1=1 i 5 i 1 av aT

Réwnoczeénie rozwaza sie proces o stakych rozzozonych 3.23 1 Jego
model elektryczny 3.29 tzn.:

G/Vy q#Vs_q=2V;/ + I; = WMl - V%, / —= =

L

Prawa strona réwnania 3,29 ma tez charakter prgdu, stad korzysta=-
jac z 3638 1 3.29 , mofna okreflié funkcje nieliniowoSci pojem-

nodci C/Vi/ z réwnania rdzniczkowego:

dc
C + V :1'; = hggfc{v * V,:’i’/ 3639

lub o przeksztazceniu i wprowadzeni omocniczej notacji
3 J

a/v/ = 1lg/L - V=) 3,40
‘7 rédwnania

ac 4 a/V/

r—— - =] = 304‘1

av v v

Réwnanie rdzniczkowe 3.41 posiada rozwigzanie ogbélne w postaci

[70] s

L

y . .
c/V/ = L | w/v/ - R/V/QV + ¢ | 3.42




pray cayile

ror .
WY/ = exp | | B/V/AV | =V 3.43
a/Vv/
R/V/ = i 3¢4‘4‘
v
B - 3,45
v
¢ = conste

i

Uwzgledniajac zaleznoScl 3.42 = 3,45 pojemnosé nieliniowego kon
densatora wynosis

\Y;
[

J q/V/aV + ¢ 2 3,46

~

1
c/V/ = -
-

W celu dokonania analizy wpiywu wartodci staze] c, podstawia sig
zalesznodé 3.46 do wyrazenia 3.37 okreslajacego prad piynacy

przez nieliniowy kondensator:

(1r Y a (e -\ av av
1, =4 =1 | Q/V/dv-l'c_] + V =i .jq/v/dV+c_J) — = q/V/ — 347
lv - S VAU R dt at

7 otrzymanem zaleznodci 3.47 wynika, ze wartosé staxej "c" nie
wptywa na wartosé pradu, stad dla uproszczenia przyjmuje sl¢ war-
t08é ¢ = 0., Tak wigc ostatecznie wyrazenie ogdlne okresflajgce po=-
jemno$é nieliniowych kondensatordw siatki R-C, ma postad:

. /av 3.48

- '
V9 .n-l

Przykiadowo podano funkcje C/V/ dla czgsto spotykanych nielinio-

woscis
_ k
a/ «/V/ =k - V ¢c/v/ = E v
2 k 5
b/ o/V/ =k - V c/v/ = 5 v
1 1
o/ o/V/ =k * T C/V/ = 2k Vi



1 k 1InV
d/ Q/v/ =k -~ - C/V/ 21—
v | v
e/ 9/V/ =k - 1nV ¢/V/ =k /InvV - 1/

S

Tnterpretacje warunkdéw poczgtlowych dla nieliniowych kondensatordéw

podano W De 3620263

3e2.2.2¢ Siatki R-C z_nielinipwyni rezystorami,

Poniewaz modelowanie nieliniowych zagadnieﬁ brzegovwych na
giatkach R-C 2z nieliniowymi rezystoraml nie Jjest przedmiotem niniej-
gze] pracy podaje sie tylko bardzo ogdlne informacje na ten temat,
uzupeiniajace caoksztaxi tematyki. Rozwaza sig¢ quasiliniowe rdwna=-
nie Pouriera 2.3 poddane transformecji Goodmana 2,11 . Uzyskana
postaé réwnania pozwala na konstrukcje siatki R-C zawierajgcej nie-
liniowe rezystory i jednorodne warioscl pojemnosci kondensaﬁoréw.
Préby budowy takiej siatki byzy czynlone [47]. Walezy jednak pod-
kredlié zZozonosddé konstrukcyjng elementdw rezystorowych, jak rdéw-
niez trudnodci technologiczne wigZgce sig z wykonaniem powtarzal-
nych elementdéw o okreslone] char erystyce. Dla wagskie] grupy
zadaf, tj. réwnad typu 3.24 3z nieliniowymi, jednorodnymi para-

metrami obszaru mozna wykorzysial nastepujacy model elektryczny:

M

B2 av,
Vigr + Ving = 2Vy = —8/dy- W/ T 3.49

W tym przypadku rezystory siatki bedg musialy posiadaé charakierys-
tyke zgodnag z funkcjq nieliniowa:

av.
3050

e

stad: R/V/ = g/\{.v' 7



e
~

oczywiscie trudnodci zwigzane z realizacja fechniczng pozostaja

niezmienione.

poczgtkowych w siatkach

7z nieliniowymi elementami

Problenm interpretacji warunkdw poczatkowych w siatkach z nie-
liniowymi elementami, a zwZaszcza z nieliniowymi kondensatorani
nabiera istotnego znaczenia. W p. 3.71.2.2, méwlge o gpogobie zada-
wania warunkdw poczatkowych w liniowych siatkach, zaprezentowano
dwe révnowasne rozwiazania. Pierwsze polegajace na wstepaym naXado-
waniu odZaczonych od siatlki kondensatordéw do napieé wynikajgcych
z warunkdw poczatkowych, oraz drugic bazujgce na modelu zastepczym
naXadowanego kondensatora, a mianowicie szeregowe poZaczenie Zrdéd-
Xa napicciowego i nienatadowanego kondensatora. O ile dla siatek
z nieliniowymi rezystoraml oba sposoby moga byé zamiennie stosova=
ne, o tyle dla siatek z nieliniouwymi kondensatorami, pojewia sig
problem'jedndznacznoéci okreélenia parametrdw siatki. Rozwaza sie
kolejno oba sposoby zadawania warunkdw poczatkowych w odniesieniu
do kondensatora o pojemncsici C = C/U/. Wstg¢pne natadowanie konden-
satora /rys. 3.6a/ do napiecia U = V/o/, powoduje okreslenie pojem-
noéci stanu wyjsciowego dla inicjacji procesu nieustalonego.
Pojemnodé ta wynosi C = C [V/o/ .

Drugi sposéb /ryse. 3.6b/, tj. szeregowe poigczenie nienaktado-
wanego kondensatora ze Zrdédiem napieciowym o wartodci SElM-ej
E = V/o/, powoduje okreélenie wartoSci pojemnodci dla réinicy po-
tencjaxdéw okzadzin réwnej zero, tj. C = C/o/. Poniewaz ogdlnie dla

kondensatordw nieliniowych

C/of # C [V/o/] 5 V/o/ #0 3451



gtad wynika brak jednoznacznosci interpretacji parametrdéw siatki,
Rys. 3.0C przedstawia przykiad breku jednoznacznoici dla funkeji

pojenanéCﬁ. C =k"U.

R (:) R

ey -, W

C/u/=k-U

o
-

Gyl ,L lwa/

|
|
I
|
I
I
I

b Vil U

Ryss 3.6- a/ Varunek poczatkowy wprowadzony przez wstg¢pne naXado-
wanie
b/ Warunek poczatkowy reprezentowany przez szeregowa SEM
¢/ Charakterystyka pojemnosci kondensatora z punktami

pracy dla przypadkdw a/ 1 b/.

Powstaje problem okredlenia poprawnosSci metody wprowadzania
warunkéw poczatkowych. Zardwno w tym, jek i wielu innych przypad-
cach nalezy skorzystaé z faktu istnienia fizykalnych rozwigzail, ma-
jacych naturalnag i zawsze poprawng realizacj¢ w przyrodzic. Nalezy
podkreslié istotna potrzebe czestego odwoxywania sig¢ do samego pro-
cesu o gtakxych rozxozonych, we wszysitkich wgtpliwych przypadkach.
Poniewasz w rzeczywistych procesach zawsze wystgpuje okreslona war-
t05¢ pojemnodci obszaru wynikajaca z naturalnego poczgtkowego roz-
kZadu wartodci pola potencjalnego, stad metoda wstepnego Zadowania
nieliniowego kondensatora, zapewniajaca peing analogi¢ z rzeczywls-—

tym procesem, jest metoda poprawng.



¢ig {‘ra modyfikacia

3.2.3.%1. Algorybm ciggzej modyfikacji warunkdw poczatkowych

> -

Jak stwierdzono w poprzedinim podrozdziale przedstawione metoda

modelowania zagadnieidl quasiliniowych na siatkach R-C z nieliniowymi

elementami jest trudna, 1lub wrecz niemozliwa obecnie w techniczne]
realizacji. Stad oplerajac sig na zasadzle budowy modeli siatkowych
spezniajacych okredlony bilans energetyczny dasy sig do opracowania
jednorodne] siatki R-C, w ktdrej na drodze ukZadowe]j sq realizowa-
ne okredlone nieliniowodci. Praca (49| zawiera przykiad zastosowa-
nia takie] koncepcji dla modelowania zagadnienia brzegowego z nie-

liniowos$ciaq II rodzaju. PonizZe]j, korzystajac z wymienione] zasady,

przedstawiono idee modelowania quasiliniowego zagadnienia brzegowe-.
g0e

Wprowadza sie pojecie ciagze] modyfikecji warunkdw poczatko-
wych kondensatoréw. Oznacza ono uZmiennienie'w czasie staze] dotych~-
czap wartodel warunku poczgtkowego, rozumianego jako szeregowe po-
taczenie kondensatora ze Zrddzen ﬁapi@ciowym. Korzystajac z zalez-

.’

nodéci na wartosé pradu piynacego przez liniowy kondensator

d/V—VH/
i = 0 ——— 3452
@ at

przy czym: V,V_ ~ potencjazy okzadzin kondensatora.
J 2 m

‘mozna stwierdzid, Ze dla v, = Vm/t/, powstaje nowa mozliwosd
ksztattowania zmian wartodci pradu ic/t/. Dotychezas V = V/o/ nie

s

miaxo wpiywu na wartosé chwilowg pradu piyngcego przez kondensator.
Przyjmuje sie modele elektryczne 3,29 1 3.32 Jjako wynik zasto-
sowania praw analogii wzgzledem rdwnad proceséw 3.23 1 3.24 pod-

g

denych transformacji Kirchhoffa. W obu modelach wartodci praddu



piynacyca przez kondensatory siatki R-C, ma|jg charakier nieliniows;
Korzystajac z mozliwoscl 3,52 ingerencji ¥ wartoéé chwilowg prag-
aéu dagy sie do okreslenia warunkdw ckwiwalgntnosci modelu siatko-
wego R-C z clagza modyfikacja warunikdw poczatkowych 1 ogdlnego mode-

1u elektrycznego procesu. Zestawlajac modele elektryczne procesdw

i réwnania opisujace siatke R-C z 018”18 modyfikacjg, otrzymuje sig:

G/Vy 47V _q=2V5/ + I; = h g/l Voxs/ E}_I._
d/V -V, / 3653
G/Vs pq#V321=2Vy/ + Iy = o
oraia
h? av,
V. o +V -2Vi/ o ‘:’/“rv V0%, E{_
/v, =V, / 354
Viaq W g0, m R = |

Spetniajac wstepnie warunki rdéwnowaznoscli 3.26 1 3.28 dla zes-

t3. B° = o RC dla zestawu 3.54

tawu 3,53 oraz warunek 3.33
okresla sie z kolel rdéwnanie rézniczkowe wigzace funkcje nielinio-

wodci z funkeja modyfikacji warunkéw poczgtkowych:

av,  a/v-V;/

g/c’: ng}:-/ — = = - 5 B
v Lt sq an
W efekcie rozwiazuje sie rdwnanie:
¢ = L - g/l i Nk e i 2
Qvim -~ I_1 g/u-_v .VT:LA.—'_./ = dvl 3056
Wartosé chwilowa napigcia nmodyfikujgcego wynosi
V.
i ;f‘a l
= — — { f . - = i
v:i.);f]L - vi Vi/o/ g/ d v Vl,Xl/dVl 3,57
' V;/o/

przy czym: V;/o/ - warunek poczatlowy.



Poniewaz W procesie nieustalonyn w siatce B~C istotng jest tylko
sktadowa zmienna naplegcia modyfikujgcego, stad w prakiyczne]j reali-

-

zacjli pomijajac sktadowg stazg wykorzystuje si¢ zaleznosé:

- - Q@ <
vim - Vi /”hv 1”“1/ 5058
przy czyms :5/{fv- V;,x;/ - funkeja pierwotna funkeji gﬂfv 59%57 o

Przedstawiona koncepcja jest uogbélnieniem zagadnienia modelowania
liniowych zagadnien niejednorodnych na Jednorodnych siatkach R-C

fp0p0301 o3/'

3.2.3.2, Realizacja modelu R-C_z ciagkg modyfikacja warunkdw

poczgtkowych _

Zaleznosé 3,58 okredla warunkl niezbedne dla realizacji ciagg-
tej modyfikacji warunkdéw poczgitkowych. Ponlewaz bezposrednie okres-
lenie wartosci potencjaiu weziowego Jest niemozliwe, stad ukzadowa
realizacja zaleznodci 3.58 sugeruje zastosowanie sprzgzenia zwrot-
nego. Siorqc pod uwage zmodyfikowany model R-C /pePe3.1.2.2/ charak-
teryzujacy sie okreslonymi zaletaml, sprze¢ga sie¢ odpowiednio obie
okzadziny wezystkich kondensatordéw. Rys. 3.7 przedstawia ogdlng
ideg¢ realizacji modelu R-C z ciggza modyfikach_warunkdw poczatko-

]
i

wych,

1e Przeksztaztnik

funkcyjny

2. Sumator

Rys. 3.7. Schemat realizacji modelu R-C z ciggxg modyfikacja

warunkéw poczatkowyche



Przedstawiony ukZad dovyczy wszystkich wezZdw siatki R-C modeluja-
cej quasiliniowy proces o statych rozxozonych. Ze wzgledu na rdino=-
rodny charakter funkcji nieliniowe]j W poszezegdlnych zagadnieniach,
atruktura przeksztazinika funkeyjnege musi ulegadé odpowiednio zmia-
nie. Stad najkorzystniejszym wariantvem jest budowa specjalizowanych
siatek R-C, przeznaczonych dla okreslonego typu funkcji nieliniowe],
wystepujace] w badanym procesie. Przykzadem sg wezystkie zadania
beznaporowe]j filtracji nieustalonej, kitdre bazujg na nieliniowosci
typus - |
g/0,x/ = B/x/ + © 3459

wynikajacej z transformacji Kirchhoffa /p.p.2.3/.

Prace zwigzane z powyzszym problemen sg prowadzone W Instytucie Cy-
bernetyki Technicznej, przy czym wetepne wyniki badai sg zawarie

w [16].

Zaletq przedstawionej metody jest mozliwosé otrzymania bezposrednie-
go rozwiazania nieliniowego zagadnienia brzegowego na jednorodne]
siatce R~C dla dowolnej chwili czasu. Otrzymane wyniki moga byé re-~
jestrowane w wybranych punktach obszaru, lub dla okreslonego przek-
roju czasowego. Niedogodnoscig metody jest potrzeba stosowania duze]j

ilodci elementdw elektronicznyche.

3e204e Modelowanie ne_siatkach R-C z dyskreina modyfikacja

— e pen | e e pm wee g e e Y

302.4.1. Algorytm dyskretnej modyfikacji warunkéw poczatkowych

Istniejaca w éwiecie tendencja do tworzenia hybrydowych sysie-
méw obliczeniowych, jest z dugym powodzeniem stosowana w odniesic-
niu do procesdéw o staXych rozXosonych, Wyrdznia sig zasadniczo dwa

kierunki rozwoju tej problematyki. Pierwszy predysponujgcy opracowy-



wanie algoryiméw dla systemdéw hybrydowych zkoZonych z klasycznej
maszyny analogowej 1 maszyay cylfrowej. Oraz diugl bazujacy na meto-
dach siatkowych, opracowywanych dla systemu hybrydowego zZoZonego

giatek R-R 1lub R-C oraz maszyay cyirowe]e. W tym przypadku siatka

|_J-

Z

speinia funkeje podprogramu, generujagc natychmiastowe rozwigzanie

w

-

dancgo etapu zadania. Znenc opracowanla dolycza w gidéwne] micrze

1 1.

stosowania siatek R~R w systemie hybrydowym., Ze wzgledu na napoty-

kane dotychczas trudnosci konstrukeyjne wspé&praca siatelr R-C z ma-

stosunkowo rzadlo recalizowsna. Praca | 6 | przed-

szyng cyfrowg jest s

(]

stawia prdébg takiego rozwigzania, Horzystajgc z zaiozZenl przedsta-

wionych w L6 | przedstawicao ponize] metode modelowania zagadnied
quasiliniowych na Jednorodnej siatce R-C z dyskretng modyfikacjg
warunkéw poczatkowyche W pe 3.2.4.2 przedstawiono propozycje reali-
gzacjl metody, z wykorzystaniem systemu hybrydowego. Przy opracoviy=-
waniu metody wykorzystuje sig nastegpujace zaiozenias

a/ rozwaza sle wyzgcznle quagiliniowe, niejednorodne, jedno-
wymiarowe rdwnania rdézniczkowe cz {owe poddane transformacji
Kirchhoffa,

b/ zadanie rozwigzuje sie na Jjednorodne] siatce R-C w wykona=
niu zmodyfikowanym, ze wspomagonlcm maszyng cyrrovig,

¢/ rozwigzanie dotyczy okreslonego przekroju czasowego 1 jest
otrzynywane w Jjednym cyklu procedury Foaps 31287,

d/ warunki poczatkowe kazdego cyklu procedury, stanowig roz-

azanie zagadnienia nieliniowego i sa generowane /modyfikowane/

-

przez maszyne cyfrowa w etapie modyfikacji fazy biernej cyklu po-
przedniego procedury.
Wynika stad, 2e na wstepie rozwiazuje sie zagadnienie liniow
- g (4

"

na zmodyfikowanym modelu R-C wykonujac krok czasowy o okreslone]
; R

diugosci, startujac z warunkdw poczgtkowych réwnych wartosciom roz-

wigzania zadania nieliniowego w danej chwilli czasowej. Naste¢pnile



- -

xorzystajac z informacjl o rozkizadzie pocsz zgbkowym, rozk¥adzie roz-

-

wiazania liniowego po. wykonaniu kroku czasoflego i postaci funkeji

-

nieliniowe]j »évmania, wyznacza si¢ na drodzp numeryczine] rozwigzanie

garadnienia nieliniowego dla chwili wyznaczajgce] koniec kroku czaso-

2
wego. RyS. 3.8 a,b przedstawia pomocniczg llustracje rozkiaddw i war-

- £~
a - s

odci potencjazdw wezzowych dla dowclunych chwil czasu E’P 1obpqe

DIugosé kroku czasowego wykonanego na zmodyfikowanym modelu R-C

okresla rdéinica wyrdznionych chwil czasus

£ l‘ fE - r‘f..
By ket T Vs i 3460
Vi N Vi A
1.Rozk¥ad poczatkowy /ti/ t

i
2 .RozkZad rozwigzania
liniowego /ix+1/
3.RozkZad rozwigzania

nieliniowego /Vi+1/

bk | k_\pk P
Vi=\; VisVi =--- ‘?\]E’/xin{/
vﬂi*f'l ] Wl A ¥
1 e s
1 | S |
L 1
i e e T e
| |
| I
| |
o/ b | t
e L ] o
X Lk ~k+1

Rys. 3.8. Wykresy zmiennodci potencjazéw wezXowych w funkcji:
J: > J

a/ wepbirzedne] geometrycznej, b/ czasu.

Rozwazania przeprowadzono dla dowolnego wewngtrznego weza 2z uwzgled-

nieniem wpZywu wezidw sasiednich, oraz dla dowolnej chwili czasu Lk
traktowanej jako poczatek kolejnego cyklu procedury. Oczywiscie
otrzymany algorytnm nalezy zastosowad dla wszystkich wewnetrznych

wezzdw sieci rozpoczynajac od chwili poczgtkowe] L



Rozwaza si¢ proces quasiliniowy Typu

ny ma postadc:

L]

«24 , ktérego model elektrycz-

3461

Voo #+ Ve o =2V, = — g/l _-V/ —=
i1 1=1 i Sty -
L L'[r ¥ d_ L
Jednorodng siatke R—C bez wewnetrznych iniekeji

ukZad rdéwnen:

AT
. . . av 3
V! V. w DY = R it
v1+1 # V3.4 2 i -
i
Zaktada sie, ze dla kaZdego wezia

rozwigzania zagadn

Swineg

toscl , okredlanej mianem bzedu ni

ienia nieliniowego i pewne],

pradowych opisuje

3.62

obszaru, liniowe rozwigzanie jest

nieznenej war-

euwzgledniania nieliniowosci

Vi=Vy+ €3 /1/ 3,63
Dodatkowo okres$la sie zZe:
I= A ES T
dla poczatku cyklu: E./T,/ = €3 - ViL Vi :
B RI 304
I - ;:‘." I
dla koilca cyklu: Ci/LP+1/ =84
Korzystajac z 3.63 dla 3,62 zymuje sigs
| , o 5
fvi":“‘i ’i‘- ‘Vi""l 2Vi/ - /R_: i-:-1 el & i.... i - 2;\"'i/ = ﬁc d_,... 3 °64
Unzgledniajac 3.61 w 3.64 otrzyauje sig¢ po przeksziaXceniachs
; 12 1 ¢
_ r e — =2 e o - = T
dvl = T E/\v i,:{i/dvl 4 /L"i'i"} fL,i_-i 2£l/dt 3& 5
¢ RC - RC

T

Poszukujgc rozwigzania 3,65 dla odcinka czasu &L‘k K cadkuje
]

si¢ wyrazenie:
g e+ T
V. ' ne Ei 1 “k+1
Jooag - IS A T R, 18141%1-172C /47
vk 5 7= I
i '"k
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otrzymujac po przekszlaicenius:
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W celu okredlenia wartodci ca

du nieuwzgledniania nieliniowosgci

przyrostéw czasu /krétkich krokdéw czasowych/ bad

qua«1
e { —
B /EagqtE RE /AT 3.67
= g

dyskretyzowanego laplasjanu bZg-
L

zakZada sig¢, Ze dla maiych

£ g W kazdymn

wezle jest liniowg funkcjg czasu /Ty8. 3.9/ 1 jest okredlony zales-

noscias
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Ryse 3¢9. ZaZozona zaleznodé bZedu nieuwzgledniania nieliniowosci

Ei/T:/ od czasu,

-
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Podstawiajac 3,69 do 3.67
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jl / {',-{ _LRC | "k+1
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otrzymuje sie:
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Wprowadzajgc 3.60 1 3.63 do 3.70 uzydkuje sieg:
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Wiazac ze soba parametry rdwnania modelu elektrycznego i siatki R-C,

zgodnie z 3.33, zakada sigs

112 = c}lt: RC

uzyskujac ostateczng postad rdwnania 3,71 Jako:

T+
Vi -

afir. ) _wck+1 & Al k1 [ gkl o k+1
f L%A{v vipmi/dvi—rlvi / SRC L/Vl"!"! vl'i'[ / *

vk
L k1 kv, skl
” C-- , c.:_ I Py rES
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» , - - - ' IC-l- 1
Poszukiwena wartosSé rozwlgzania vzn. Vj

nie moze byé okre$lona
bezpodrednio, poniewaz wystgpuje zardwno w gérnej granicy caiki
funkcji'nieliniowej? jak rdéwniez w czzonie uwzgledniajgcym wpiyw
sgsiednich wezidw, W efekcie otrzymuje sig ukZad rdéwnaid nielinio-
wych. Proponuje sie zastosowanic metod .iteracyjnych [1] umozli-

wiajacych uzyskanie poszukiwanego rozwlgzenla, W tym celu wprowa-

dza si¢ dodatkowy indeks "j" okreslajgcy numer kolejnej 1ueracJ1.
'\..' 1:+ 1
i L]

Stad aktualne oznaczenie poszukiwansj wartosci rozwigzania -
Przyk¥adowo :

Viyznacza sig w sposdb ogdlny wartosé rozwigzania 3+1vik+1,
traktowanego jako wynik kolejnej iteracji:

re-

" r 5
JFly k1 -1 [ /o Kyt ok, Ok k1 A+l iy ke
Vi =k i SEAL] [+ =Ty (= 5RO /v1+1 V541 / +

1&'.-!-1 1 P! el 2
+ [V 7 vk - 2/vi*‘{1-dviﬁ”/}} 373
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~ =1 . . PRESS
przy czym: Y -~ funkcja odwrotna funkeji plierwotnej g/l V,X/,
k - wypadkowy wspdZczyanik,

Procedura iteracyjna rozpoczyna sig¢ pray zalozeniu:

ra. oo
Ov}x‘.'{T - V-ki’i 39?4

Tatomiast zakoldczenie procesu iteracyjnego powinno nastagpié po uzys-

aniu w kazdym wezles

>0 3.75

@)
w8

R < R Pt O
Vi vy <

[
E
3
]
L}

W celu okreslenia warunku zbieZnosSci procedury iteracyjnej nalezy
porévnywaé wyniki rozwigzania w kolejnych krokach iteracyjnych.

Ze wzgledu na trudnosci wystepujace przy prdbie ogdlnego okreslenia
warunkéw zbieznodci, nalezy Jje wyznaczac w kazdym z konkretnych
przypadkdvi. Parametrami majgcymi bezposredni wpiyw na zbieznosé pro-
cedury iteracyjnej sg: dzugosé wykonanego kroku czasowego 1 krok

dyskretyzacji przestrzeni. Stad wspdZczynnik zbieznosci moze Dyc

okreslony Jjako:

-

i T
¥, ALt At e kb
= (v T . ----—-—--;“ 21-—-— = ---:-:--—-;-"’ 3 076
L 2h <+ RC

Prektyczne zastosowanie /pe.D.5/ wymienionej procedury iteracyj-
nej wykazaXo poprawnos$é metody, pozwalajace] uzyskad rozwlgzanie
Po wykonaniu zaledwie kilku iteracji. Nalezy podkreslié mozliwosé
zastosowania innych, byé moze bardziej efektywnych, sposobdéw roz-
wigzywania otrzymanego ukZadu rdéwnaid,

Zagstosowanie metody z dyskretng modyfikacja warunkdéw poczgtko-
wych dla procesu o statych rozzozonych typu 3.23 prowadzi do
podobnej zaleznodci, przy wymogu speznienia okre$lonych warunkdw

analogii,



3e2¢402s Realizacja_modelu R-C z dyskietnsg modyfikacj

3

Wprowadzony W Pe 3.2.4010 algorytin wydnaczania rozwigzania po-
siada stosunkowo skomplikowsng sirukiureg, sugerujaca koniecznosd

-

ragstosowania cyfrowe] techniki obliczeniowej. Nalezy podkresdlié

istote problemu, polegajgcq na eliminacji procesu iteracyjnego rca-

N

lizowanego na drodze dziazad techniczanych, na korzysé przerzucenia
obliczeill tego typu na maszyng cyfrowag. Jednorodna siatka R~C peini
w metodzie funkcje podprogramu dla rozwigzywanla linlowego zagad-
nienia brzegowego, co ma istotne znaczenie przy modelowaniu proce-
gbw w duzych i zZozonych obszarach. lletoda wymaga zastosowania
zmodyfikowanego modelu R-C /pPoPe3.1.2.2/, umozliwiajgcego zatrzymy-
wanie procesu nieustalonego siatki w dowolnym momencie czasSue
Realizacja metody z dyskreina modyfikacja warunkéw poczgtkowych mo-"
se byé przedstawiona przy pomocy schematu blokowego /rys. 3.10/.
Schemat blokowy programu i przylkiad programu dle obliczania wartos-

¢i rozwigzania wybranego rdunania nieliniowego zamieszczono w Do-
atku /KOIMUNIKAT ICT nr 280/,
Z kolel przedsitawiono propozycje technicznej realizacji ukfadu hy-

brydowego: “"siatka R-C - maszyna cyfrowa™. Ze wzgledu na specyfike

jedynie do krétkiego komentarza pro-

e
D

problematylki ograniczono s

- ) - - -

pozycji, pomijajac szczeglZowe zaxozenla techniczne ukzadu,
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Rys. 3.10. Schemat blokowy realizacji procedury rozwlgzywania nie-
liniowego zagadnienia brzegowego metoda dyskreinej mo-

dyfikacji warunkdéw poczatkowych jednorodnej siatki R-C.

[
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)a11. Propozycja techniczne] realizacjl ukZadu hybrydovego.

Legenda oznaczenia blokdws

1

naszyne cyfrowa=- jedunostla przetwarzajgca dane na drodzc nu-

H
—

ukZadu sterowanis systemen,
- bufory, zespét urzadzeil dopesonujgcych realne szybkoscl

A -

dziaXania ukaddw czedci cyfrowej 1 analogowe],

-

- przetwornik cyfrowo-anslogowy, przetwarzajgey informacje

binarng na analogowg wartosé napigcia elektrycznego [wartosé

-

warunkdw poczgtkowych/,

i--

- dystrybutor, urzadzenie rozdzielajace sygna elektryczny

do odpowiednich punkidw siatki /wprowadzenie warunik <6w poczat-

cowych do kondensatordw siatki R-C/,



R-C =~ Jednorodna siatka R-C w wykonaoaiu zmpdyfikowanym z okreslony-

nl warunkami braegcuymL 1 pragdami infiekcji,

g - selektor, urzgdzenie Zgczgce odpowlelinie punkty siatki /okZa=-
dziny kondensatordéw/ z ukZadem pomiarowym /przetwornikiem

A/C/,

A/C - przetwornik analogowo-cylfrowy, urzadzenie przetwarzajace wej-

ciowy sygnad analogowy na 1nformacje binarnag,
T - cyfrowy miernik czasu, urzgdzenie mieirzgce diugosé wykonywa-
nego kroku czasowego /czas twwania fazy akiywnej modelu R-C/,
STEROWANIE ~ zespdk urzadzeid o dziaZaniu logiczinym realizujacy ste-
rowanie pracg poszczegélnych clementdéw systemu, koordynowany

przez maszyne cyfrowa.

-

b

4, MODELOWANIE PROCESOW O STAZYCH ROZELOZONYCH NA SIATKACH R-R

4.1. Modelowanie zagadnied liniowych

ryczny Drocesu

e

oL

lietodyka modelowania liniowego rdwnania Fourlera na tkach

R~R zostala przedstawiona przez Liebmanna w 1956 r., [38]. Jest ona
alternatywna droga modelowania niestacjonarnych zagadnieil brzego=-

wych wzgledem metody siatek R~C. Wprowadzenie tzw, metody Liecbmanna

do modelowania zadaid niestacjonarnych, okazazo sig¢ faktem konkuren-

cyjnym wobec modelu Beukena., Bezsprzecznle prosteze 1 tanisze oprzy-
8 I

acego, jak réwniez stacjonarnosé

“

rzadowanie urzadzenia modelu]

otrzymywanych wynikdw prZyczyniay gie¢ do bardzo powszechnej aplika-

. »

¢Ji metody. Podstawowe wady metody, tj. wzrost bzgdu na skutek dys-

kretyzacji pochodnej czasowe] oraz duza pracochonnosé przy reali-

¢ji procedury nie byiy czynnilkiem hamujgcym Je] zastosowanic,



Podjete dzlazania o charakverzc Techiaicznyn L/h] majgce na celn

czedciowg eliminacje wymienionych wad, spoviodowaly w efekcie kompli-

kacje konstrukeyjna, pordwaywalng, a czestg wicksza od teJ jaka wno-

-

PR W
£

gl oprzyrzadowanie siatvek R-C. Zagadnienia dotyczace podstaw tecore-

tycznych metody Liebmanna, jak rdunics zastosowania zasad analogii

rédZzach literaturowych [39), L24], 1281, [36],

,

ga opracowanc W wielu 2z

Stad w pracy zostana prazedstawione tylko w zarysie najistotniejsze

.

przy opracowywaniu nastgpnych rozdziaildvw. Przyjmuje si¢ liniowe,

niejednorodne, jednowymiarcwe rdéwnanie Fouriera okredlone w obsza-
rze 2
A =1 NS
(" 2 | b oy
l k/x/ 2= | + /x/ = v/x/ L= bl
0x cfx" . %

z warunkami: poczatkowym WO

o bl ,. .F_ < T FOITHE
brzegowyni NSlg JB¢¢’

ZakZada sig¢ model siatkowy R-R, modelujgcy procesy o stazxych rozdo-

- ey

zonych wg zasady DSDT, czylli z dyskretyzacjg wspdirzednych geomet-

rycznych 1 czasu. Kolejng operacjag Jjest dyskretyzacja pochodnych

av}

przestrzennych i pochodnej czasowej w rdéwnaniu 4.1 , a w konsek-
wencji utworzenie ukZadu rdéwnad rdinicowych, przybliZajacego rzeczy-
wisty opis procesu. ZakZada sie przeprowadzenie dyskretyzacJi p
chodnych przestrzennych z jednakowym krokiem przestrzennym A X = h,

oraz zastosowanie przy dyskretyzacji pochodnej czasowej Tzw. ilora-

zu réznicowego wstecznego. W efekeie dla kazdego wewnglrznego wez-—

Za obszaru obowigzuje rdéwnanies 4,2
; n e+l k
L crl 1 kel kel i T i

1, Ko dee/ s [0 1:.': ’I__,,_,I].\.'*“I e el S 4.':. ol - J .1:. i i DRttty

/%5 2/ SFgetlen /+k/Xl 5/ fosa=Gs [+ 2 F/x;/= heb/x, e e

T modelu elekirycznym R-R, o schemacie wezZa przedstawlonym na rys.
41, zgodnie z I prawem Kirchhoffa, bilans prgdéw w i-tym weZle ma

postad:
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R < o ; i R B A T _
Cipr, 1/ VeV [t Gaoq gVl Ve /o I = Gy VTV 43

przy okresleniu warunkdéw poczagtkowych W

halr A =Rad et R ! st ".ru
l D C;_,O\JJC';.L IlEJ-g \iiBII?

godnie z prawami analogli , révnania modelu elektrycznego 4.3

i procesu 4.2 sg réwnowazne, jesell wprowadzone wspdezynniki

analogiis
{ G " k hzb/x/ r th/x/
do== 3 dy === 3 A = e————— AL
Vo y G ¢ at-c, + g
spe ja zwigzeks
v o' - I_ G_
= — 1 4 ° 5

-

Zagadnienie doboru elementdéw na brzegach modelowanego obszaru jest

przedstawione w [24]o

e 1 elekirycznego

e mes das

T
°
Y
e
no
(=]
o

1izacja_modell

o
[ wry
o]

1o

4o1.2.7+ Klasyczny model R-R

llctoda Liebmanna w swoje] oryginalunej formie bazuje na modelu

elektrycznym R-R, co oznacza modelowanie wszystkich czZondw rdéwna-

Zych rozZozonych elementaml rezystan-

o

nia opisujacego proces o sta

cyjnymi., Ponize] przedstawiono schemal elektryczny fragmentu modelu

R-R,
Model zawiera poiaczong sied rezystordw Gy 49 odwzorowujg-
?
cych obszar, zespdx rezystordw czasowych Gﬁ . poZaczonych & wez-

tami siatki i zespék Zrddek pradowych I modelujacych wewngtrzne

zrédta energii obszaru. Inicjacja pracy ‘modelu nastepuje poprzez



A
o

\ b+ d k*‘l
f ket \\ : f
\ _r";l Lf‘l

---h—] —o—] L4 i T S
/ G y B g = \
, i=2,i~4 @J_ Mt @ ‘-‘L,L*’l @ L*1,l+2 %
{

? L

14 h
:'}'
ot
I
[<p)
iy
o
| P —
[op]
‘_l-t'
x

—
-
LY
-
—
=

Ryse. 4o1o Schemat klasycznego modelu R-R.
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Ji pradowe] 1 podanie rozkZadu

poczatkowego na wolne koice rezystordw G, .. W efekcie otrzymuje

Tyl

sig w wezZach siatki rozkza

Cu
o]
(@]
<y
[
::1
C_, i}

*0w wezowych, stanowiacy roz-

wigzanie problemu po kroku czasowymm okreslonym waritoscia rezystora

czasove go CL ie Stosowang technikg pomiarowg Jjest cyfrowy pomiar
Uy

artoscl potencjaidw wezZowyche

ol

416262, liodel R-R_z iniecktorem pradowym

’ -

Duza pracochZonnosé rozwigzywanla problemu na siatce R-R, po-

[

- 3 ”

woduje podjecie dziazan technicznych, majgcych na celu automatyza-

cje metody [337, '44, 50 . W najczgstszych wypadkach polega to

ne automatycznym zadawaniu za podérednictwen “Zrddei napigciowych ste-

rowanych cyfrowo, napieé¢ zasilajacych rezystory czasowe, Rozwljane

Ui\

netody hybrydowe [27] bazuja ne

[
cn

CTEs

problem minimalizac

ciej na wymuszaniu okreslonych
aje 3

Pradéw iniekeji do wezidéw sieci. Pov

.

- i

1lodci sprzetu technicznego obsiugujacego tak wykorzystywana sied
R-R. Ponizej przedstawiono propozycje modyfikacji klasyczneso mo-

delu R~-R, wprowadzajac w miejsce ZrddZa napigciowego, generujacego



sotencjaky wezowe z poprzedniego kioku czagowego, sterowane Zrddio

pradovee Ryse 4,2 przedstawia kolejne etapy modyfikacji modelu R-R.

A 206 L
CM,L “'i M
PR oy SO [[re—
[ I
7 k,k+1

.T.atﬁ
n
ﬁﬁ

‘1

Ryse. 4.2, ROwnowaizne modele R-R:

a,b/ modele klasyczne, ¢/ model z iniektorem pradowym.

wad piynacy przez rezy or czasowy w modelu klasycznym R-R wynosi:

£ i

‘-'t' r'\

+1 Ik
l el I,J_ ) 436

A k
= Gt9ifvi V. / byd

i mose byé traktowany jako superpozycja dwdéch skZadowych, skdadowe]

rozwigzania z poprzedniego kroku czasowego i skadowe] rozwigzania

&8
=]

z akbtualnie wykonywanego krcoku czasowego. Ze wzgledu na niemozliwo

” - -, . =5 - ;{ "'1 . - - - -

bezposredniego okreslenla skdadowe] ﬁﬁi’ realizuje si¢ wydgcznle
?

iniektor skzadowe] I% g0 © predzie wyjsciowym:
2

boT

Stad wartodédé pradu wypiywajacego z wezia siecl do elementow modelu~-

(4

jacych pochodna czasowg wynosl

—k e+ G Sl k

' UkZad elekiryczny odpowiadajacy zaleinodécl 4.8 Jest przedstawlony
na rys. 4.2¢. Podobne wyniki otrzymuje sig stosujac wobec klasycz-
nego modelu R-R /rys. 4.2b/ twierdzenie o réwnowaznym zrddle prado-

wym[ 1],



64

erowania napigciowego do sterowania pradowego

i

Przejsécie od s
w modelu R-R, pozwala na wielokroiue wykorzysiywanie jednego inielk-
tora pradowego, generujaccgo wypadkowug warfosé pradu iniekeji, za~
wierajgcego okreslone skZadowe.

I tak przyjmujgc réwnenie typu 4.3 oraz uwzgledniajac 4.8 ,

model elektryczny R-R z iniektorem pradowym moze byé opisywany za-

121 -1 Iz A1 Ic+1
; J Wy W + G. Ya,a = Vo . = : 5 4.9
GL-?,l/VL—l / 1,1+?/ 141 { # J'I,,:L Gi,l Vl el
przy CZyil:
i

—F— - = - - I.- o [1.

*i,l Il gl +e 10
Czgstokroé niejednorodnosci obszaru sg uwzgledniane przy pomocy do=-
datkowych praddéw iniekcji do wezkdw jednorodnej siatki R-R (21

s

5¢ pradu iniektora bedzie zawieraXa do=-

=

W taekich przypadkach warto

U

datkowo skZadovig korygujaca niejednorodnosé obszaru.

Z wymienionych przykZzaddw wynika, Ze przyjecie koncepeji pre

dowego oddziazywania na giatke R-R, umozliwia budowe prosiszych mo-

- . - -

dell, dogodnych dla cyfrowego sterowania wypadkowymi pradeami inie=-

[

1, -

keji. Dalsza konsekwencja, jest mozliwosé konstrukeji zintegrowanej,

.

1 lx iatki R-R luze] niezawodnosdci i staZosci rametrdw.
jednorodnej siatki R-R o du niezawvodnoscl 1 staZosci parenm ow

Omawianie powyzszych problemdéw wykrecza poza zazoione Iany pPracye

4,2, noqelowﬂnlc quasiliniowych zagadnief brzegowych na jed

norodinyeh giatkach R=R,
4e2¢1. Metodyka postepomania

W punkeie 3.2 przedstawiono problematyke modelowania quasili-

niowych zagadnied brzegowych na jednorodnych siatkach R=C.



L

przyjecie tego typu modelu siatkoucgs joko podstawowego, wyjiclovc-
go do delszych badad, wynika z feolttu igtnidnia peinej analogii mode=-
1u elektrycznego i procecsu rzeczywistego. Jest to rzeczg bardzo po-
mocng dla okredlenia metod, ponicwai pozwala na ciagke konfrontacje
modelu 2z procesem. Bazujgce na wnlochkach wynikajgacych z przedstovwio-

3 T+ T

nych meted postepowania dle siatel R-C, dokonano ich transpozycjil
dia giatelr R=-R. Stad w dalsze] czgdcl pracy wprowadza sig gidwnie
varunki odpowiednicsci modeli R-R i T wC. Jaleay podkreslié, ze
przedstawione metody dotyczq quasilinio wych zagadnioin brzegowych
poddenych transformacji Kirchhofia.

Problcmatyka rozwigzywania guasiliniowych zagadnierl brzegowych
na siatlkach R-R jést googunltowo szeroko opracowana, Podstatwowymi
dwona kierunlkemi postepowania sa:

a/ modelowanie zaded na siatkech R-R zo zmiennymi elementami,

b/ modelowanie zadaid na Jjednorcdaych siatkach R=R z wykorzys—
fonien metod iteracyjnych angazujocych strukiture siatki w kazdym
crolou 1teracjio

Piervgzy 2 kierunkdw postepowania zawiera dwa rodzaje realiza-
cji technicznej. Najpopularniejozg formg Jjest reczna wymiana rezy-
stordy siatkl, wykorzysiujgca przeliczecnla oparve na linearyzacjl
nieliniowodel. Jeagt to metoda baikdzo pracochionna i wymagaja
ngpcnagenia cyfrowg technika obliczenidbwy i18]. Drugli rodzaj reall-
zacji tochnicznej, polega na zastoscwaniu sterowanych rezystordv

zystery stercwane cyfrowo wediug al=-

b
-

[47]. Vajezedeiej sa to fotore
goryimu wyr ikagaco~0 z lincaryzacii nieliniowosci i bazujgccgo na
znajomodei charalkterystyk statyczuych kazdego z elementdw, Lardso
czesto okredlenic ostatecaznych wertodci rezystordw siatki w denym
kroku czascwym ma charékﬁer iteracyjnye.

Drugi kierunck postegpowania wykorzystuje Jjednorodng siatke

R~R, na kitdrej za posredniciwem iteracyjnie okreslanych iniekeji



- oy -

pradowychg otrzymuje sie sgdony wookiod polencjadu wezowych /roz-

i 9 r | g | - L] »
piazanie problemu w danym keoku czascuym/ {1211,1551. Oba kierunki
postepowania nic pozwalaja ua otrzynonio réuwigzania wprost, ¢o
wirudnia badanie wpiywu paramctdy cboszaru na rozkiad potencjazd

! )

pads ted wymaga stosowania clicrmplilrowonogo sprzgiu technicznego.

(]

W nostopaych punktach procy pescedstawlono propozycje dwéch me-
tod, 2 kitdérych jedna tzw. metoda slathki R-R z wezZowym sprzgZeniem
gurobnymn - pozwala na bezpodrodnic olrzymanic rozwigzania zadania

nieliniowego w kazdym kwvoku czascuyn, oraz druga, tzw. metoda siat-

ki R-R z korekcja potencjazdu wezZowych eliminujqea proces itera-
cyjuny na strukiurze siatki,
4o2,2, llodelowanie ma_jednorodnych giatkach R-R z_wegzonym
gprzgzeniem zZWroLnyil

4e2.20%. Algorytm gencracii_poicncjaZéw_czgsomych

[P
—

Przyjouje sig jednorodny mcdel R-R opisyweny réwnaniami wezZo-

wymls

+

- Yo
e/verd 4 vl L oyt

o pleRl ke
ie1 * Vi I = G/Vs = Vyp / 412

n

lub

It+-1 g1 kel, _ o it _ gk !
/st v - avitly - G /V vin fel3

o L1

przy czyms Vip

- tzw, potencjak czasowy, podaweny na wolny ko-
o

niec rezystora 'Gt i okreslony dla kroku cza-

RozwaZa sig model.elextryczac procesu typu:

dV.

2 —n-—_



lub
2 g
Vi_:_.} + vi""i - 2vi = 11 g/’.,v 1941. / T 4.15
gpezniajace warunki 3,28 dla {.= 1.

7 kolel pordwnuje sie rdéwnania modelu elektrycznego i siatki R-R,
jon. 4012 2 4o14d ovaz 4,13 2z 4,15 , dla okreslonego kroku

czasovego. W wyniku pordwnania otrzyauje sig¢ zaleznosci

el k1, 42 gr o oo L '
Gy VT Vg = 0l V) = | 'l
& dv S Va-rr'l
[T 1
01’\.5“
& av, |
Nm Ekw, nlg [ Vsomg/ —= | 4oiT
G at | V.=V12c+1
: . |

Dyskretyzujac pochodng czasowg przy pomocy ilorazu rdznicowego

wotecznego otrzymuje sie odpowiednio zaleznoscis

2
5 11 & s T 2, -
N gl Vol /- oS vy 4.18
| Ll k1
oraw
2
s 1 h T
“‘i). 215" ‘1 4!-9 .&"‘1 L T L 1 " AL
: A =Vyd / = ey g/l S ,“./ AR / 4,19

i 9 1:'.:' 1

Wprowadzajac warunki rdéwanowainosci dla obu przypadkdw:

52
G’,-G = E - &la 4018 4920
A%, ke
oras
C. G
o S dla 4.19 4421
G A%y ki

ofrzymuje si¢ po przal:az aZceniu zaleznosé okreslajacg warltosd

potencjalu czasowego V .@ 1,
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Oznacza o, fe wprowadzajge wariodel polencjaudu ?i?p na wolne

c 2
kofico wszyotkich rezystordw czascuych siatkl R-R, otrzymuje sig dla

zagadnienia nieliniowego Zgdany rozkzad potencjaiéw wezZowyche

be2.2.20 Realizacja nodeclu B~-R 2z wezowym sprzeZeniem zwrot-

n y’i}

Dla realizacji modelu D=R 2z wezlowym sprzeicniem zwrotnym
przyjauje sig¢ jednorodng siatle R-R, wypeinlong rezysbtorami okred-
lonymi werunkami rdwnowasnodei 3.28 , 4,20 , 4.21 . Nastgpunic
obejuuje sig kazdy wgzex 1 rezyslor czasowy G petla sprzgzenia
gurothego, vak aby rezysitory czasovie byzy zasilane napiecilem
ko k1

V{%’ « Ryse 4o3. przecdstawia schemat blokowy wgziowego sprzgzenia
* 'y

zrotnegoe.

1. Przeksztaztnik funkeyjiny

.::)/I
g
-

2. Sumator

Gﬁx\‘\
—
[ S—

~i

k4 3
i 5;/06\,'%, Xi/ ke 3. CzXon mnozgcy

5V

3 ‘g 4., Sumator

Gl

¥

Ryse 4.3. Schemat blokowy wezZowego sprzgzenia zwroiuhego.
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podobnie jak w metodzie siatek R-C z clggig modylfikadjq warunkdw
poczgﬁkovychg pf”chuzta¢uﬂ¢; funkeyjny jest realizowany dla okreslo=-

nego typu funkeji nieliniowej. Inicjacja prapcy modelu nasigpuje

przoz wiZgezenle wax runkdw brzegowyeh, Zrdédex iniekeji i podanie po-
tencjaZdév rozkZadu poczatkcoviego V9. Biorac pod uwage komplik cje

techniczng modelu R-R z wezzZouyn sprzgzenlem zwrotnym, nalezy so-

dzié, zo aktualnie powszechne zastoscwanie ukZadu jest dyskusyjne.

4¢2.3. llodelowanie na_siatkach R-R z korelicia potencjaxéw_

£e203.7e Algorylin wyznaczania wariodci gkorygowanych poten-

cjaZéw_jieztouych

- e

Prezentowana metoda modclowania quasiliniowych zagadnied brze=-
govych na jednorodnych siatkach R-R z korekcjq potencjaéw wezZo-
wych Jjest ScisZym odpowiedunikiem metoldy jednorodnej siatki R-C
z dyskretng nodyllkacac warunkow poczatkowych. Terminologia zasto-
sowane w nezwie metody, tzn. "korelkcja potencjaidéw wezzowych' ma
gvoje uzasadnienie w technice jej wealizacji. A mianowicie, wyko-
rzystujac informacje o rozkZadzic potencjazdw wezZowych na poczgtku
croku czasowego, wyniku 1 oraiqzaaia liniowego na jednorodne] siatce

R=R i postaci funkcji ﬁiCLLan’OaCug koryguje sie na drodze nume=
ryczue]j wartvoscl poteﬂcgul W wezZowych uzyskujgc w efekcle poszulci-
wene rozwiazanie nieliniowe., Uzyskeny rozkZad potencjaxdév, stanowl
warunek wyjsciowy dla wykonania nastg¢pnego kroku czasowego.
Analizujac prace jednorodnej siatki R-R i zmodyfikowenej jedl
norodnej siatki R-C moZna stwierdzic, ze przy speinieniu okreslo-
nych warunkéw efekt kodcowy, tj. rozkiad potencjaxéw dla wybmanc]

chwili th,q, jest jednakowy. RéZnlca polega mna odmiennych sposobach



wykomania kroltu czasowego. V zucldylikcwanys modelu R-C zmiana poten-

1o+

SIS PR 2 i e . :
cjodu weztowego od warvoscl wyjscloice] Vi do Vi /odpowiadajace]

dtugoéei kroku czasowego/ ma charakicr ciadly, a diugosé kroku
{%,r,1 nic zalezy od parametzdw siatki 1 moze byé dowolnie zmienia-
Ly L5

r ) - ” , » _1{ .:.
na. W/ modelu R-R odpowiedZ w postaci rozkZadu potencjaxdw vi 1

ustala sie natychmiast po zasileaniu rezystordw czasowych wyjdciowa

wartodcia potencjaxoéw g, natomiagt diugosé kroku czasowego jest
wraleznicna od wartodcel rezystordn czasowych G. 1 majezescle]
pozostajc staza,

7 fektu istnicnia ScisZe]j odpowiednioscl rozwigzaid dla wybra-

pychh chwil czasowych v omawianych modelach R-R i R-C wynika, istoiny

wniosel, sugerujacy wykorzystanic opracowanego W DPe3.2.4.1 algoryt-
pu rozvigzywania zadania nielinicwego 1 okredlenie warunkédw rdéwino-
wasnoscei jednorodnyeh modeli R-=R L R~U, Rozwaza si¢ Jjednoroduy mo=

del R-R o rdwnaniu wezias

o 1o Ted-1 o~ TT?':-:-'E - I o fie

av
I3 "
L - T = Goy-® O » .24
G/Vi':‘/! ¥ vi_al 2'&’1/ i (W] dt 4 02 v

’ -

Inodyfikovona wersja siatki R-C umofliwia zatrzgmunle proccsu

/"zamrozenic®"/ w dowolne] chwili czasu tkh1, stgd rdéwnanic 4.24

mozna przedstawié jako:

: I

Joet | gkl k1, _ ,r . 1% -

G/VST Y + VTy - 2vi¥ = L ! k 4,25
| % F Verd

ZakZadajac ekwiwalenitnosdé obu siatek w sensie jednakowego rozkiadu

Potencjazdw wezZowych VﬁTT, mogna stwierdzié rdwnosé

le1 Ky - oo L



Dyskrety zujac pochodng czascug przy pomocy ilorazu rdznicowego

wotecznego i pomijajac bZzad winoszony przez dyskretyzacje otrzymuje

gies
a1 A, A L e Ig
Gt/gl Lo Vi/ - QT C -t 4 /vi vi/ 4027
) P TP
- 9&& [] 1]

Stad wprost mozna okreslidé warumlki rdwnowainosci obu siatek jakos

= 1 4,28

Forzystajace z wyrazenia 3071 1 warunkuw 4,28 otrzymuje sig za-

(4

i 5
R+ oty t e k1 Ty kel e+
f el Vioxy = L e /TJ" -TJ‘ Ko 2113 i_/vl—"i Vi1 /¥

i /VEE§1_v k+?/ g/v u.? V LTT/ ] 4.29

przy czyi

Vigsac ze sobg parametry modelu elekirycznego i siatki R-R zakZada

sig:
5
£ b"' i . i 4,50
Z = - o/
h R

Ny

m

0 ostateczna postad révmenia 4,29
it

i .

rt

D
Y LI = v I Tkt 1:--1 ulf—’-'! Ii: 1

"JT}?
i
Vbl o k+1, ”
= a1y | 4431
Podobnie jak W Pe 302.4.1, ckreslenic wartodci rozwigzania nieli-

niowego V-l“""i przeprowadza Sie przy pomocy procedury iteracyjnej,

fin



realisovone] aumerycznle:

e ot Vel Mk [ ot ket _§o ke
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Merunki inicjacji, zakoidczenia 1 zbieiznosScli procedury sa okresdlone

siatlkki R=-C 2 dyskreitng modyfi-

c:..;lJ
0

W Do 302e4e1, przy cmawianiu metod

racja warunkdw poczatkowych., Zastosowanie metody siatki R-R 5 korek-

¢ja potencjaZéw wezkowych dla proccsu typu 4e14 prowadzi do podobe

-

nej zaleznodci przy wymogu speinienia okreslonych warunkéw analogii.

A
!

3]
-
N

.o oJ. Lo GE ja modeliq | ZOorell :nI:.: 407
2.3.2, Recalizzcja mod korekeja potencjazdy

&
L4
r
+

i
!
{
!
¢
i
§

=t - =,
{lgzZougel

Przedstawiony w poprzedaim punkceie algoryinm wyznaczania roz-

viazania zZaegadnicnia niciinicwego, wymega organizacjl hybirydowego

gyaterma obliczenliowego W ukzadzie ¥giatka R-R - maszyna cylfrowal,

Jednorodne siatka R-R peZui fuunkeje podprogramu dla rozwiagzyuania

-

iniowego zagadnienia brzegowego, ¢o ma istotne znaczenie pray mo=
dolowaniu dusgych i zZozonych obszardu, Schemat blokowy programu

1 praylkiad programu dla obliczanie warbtosci rozwigzania nielinio-

wego roévnenia zamieszczono w Dodatku,

Rys. 4.4, przedstawie uproszczoay schemat blokowy realizacji meto-
dy siatki R-R z korekeja potencjeZdn wezzowych, Technliczna rcali-

zacja systemu hybrydcwego, jest dokonywana zgodnie ze znanymi [42]

rozvigzaniomi. Rys. 4.5 przcdsiawia przykzad takiego rozwigzonia,

-
- ,

Talezy stwierdszid mozliwosé wykorzystania jednorodnej siatlhi R-R

z iniektoren pradowyn /PoPobd.1.2.3/. W tym wypadku ulkkad pamicgcl

amalogowej musi posiadeé wyjscie pradowe, natomiast

-..

algorytn 4,32

Nelezy uzupeinié warunkemi rdunowaznosci dla procesdw typu 4.3 .



Okredlenie metody
Okredlenic obzzaru
Okredflenic paramctrd)

P

!

START §

Ly

v° Warunki pocz.::$>
i procesu

KOREKCJA
potencjatdw weztowych

PCHMIAR I REJESTRACJA
liniowego rozwigzania

na siatce R-R

_ PROGRAM
DANE

PRZETWARZANTIE
i nych

WYNIKT <

Obliczanie wartosci
rozwigzania nielinioweg

Bys, 4.4, Schemat blokowy realizacji metody siatki R-R z korekcjg

wled

-

k+7

poboncjaldédw wonlowychs.
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Rys. 4050 Schemat blokowy hybrydovego ukzadu “siatka R-R -

- maszyna cyfrowal,

Iegenda oznaczeil blokdw /bloki nieckomentowane sg opisanc w Pe

3020402/

I - meszyna cyfrowa,

B -~ bufory,

C/A = przetwornik cyfrowo-analogowy,

D - dystrybutor, urzgdzenle rozdziclajgce sygnady elektrycznc
do odpowiednich komdrek pemigci analogowe],

P - pamiedé analogowa, ukZed umozliwiajacy pamigtanie okreslonej
_ wartoscl sygnaiu elekirycznego /potencja&éw czasowych/,
R<R =~ jednorodna siatlka R-R, z okrecflonyml warunkemil brzegowyml

i pradami iniekeji,

S - gelektor,



75

4/C = przetwornik analogowo=CyLouy,
STEROVANIE - zespdx ukZaddw o dziaZeaniu loglcznym, koordynowanych
przez maszyng cyfrowg realizujqcy sterowanie pracg poszcze-

gélnych elementdw systenti,

5¢ SYITULACJA CYFROWA IICDELI STATXCWYCH R-R I R~C DILA ROZVIA-

-,

ZAWIA QUASILINIOWYCH ROVNAL ROZNICZKOWYCH CZASTKOWYCH

/PRZYKEAD/ .

-

5¢1e STormuowanic problem

-

Spoéréd przedstawionych w pracy metod modelowania na siatkach
R-C i R=R, wybrano dwie rdwnowaiie, dla udokumentowania poprawnosci
wzyskiwanych wynikdéw. Sg to:

a/ metoda jednorodnej siatki R-C z dyskreing modyfikacjq warun=-
kéw poczatkowych,

b/ metoda jednorodnej sictki R-R z korskcjg potencjaidw wezio-

Przetcaotowanie pozostazych metcd wigze si¢ z budowg skomplikc-

zell technicznych, co jest zadaniem kosztownym . Wy-

=3
©
[
e
S,
B
<
(¥
[}
2
QJ

brene zagadinienia, przetestowane ne modelach doswiadczalnych, sg
przedstavione w opracowaniach Insitytutu Cybernetykl Techniczne]
[16:}9 68 i sygnalizowene w tresci pracy. Dotyczy to gidwnie meto-
dy modelowanisa zagadnied niejednorodnych na Jjednorodnych siatkach
R=-C, oraz czgéciowo modelowanie zadai quasiliniowych na siatkach
R=C z ciggka modyfikacjg warunkdw poczgtkowyche

Dla przetestowania wybranych metod, zaktada sig okreslone
qQuasiliniowe rdéwnanie rdéiniczkowe czastkowe posiadajace dokadne
rozwiezanic analityczne przy zaxzozonych warunkach brzegowych i po-
czatkowych. Poniewaz prace metodologiczne 1 sjﬁulaCJane powinny

Wyprzedzadé podejmowanie dziaxad typu konstrukcygno-technlcznego,



sddecydowanno sie nma cyfrowg symulacje siatki R-R /lub zmodyfikowene]j
p-0/ elimimujac w tym przypodiu udsiaZ anallizatora siatkowego. Nie-
vielki rozmiar obszaru i nieskcmplikewana postad warunkdw brzego-

ayeh, powoduja duzq prostote cylfrowe] symulacjl siatkie

Zakada sie quasiliniowe réunanie rézniczkowe czgstkowe podda-
g6 transformacii Kirchhoffa /p.tab.2.7/3
2 2A
Sisere 5 s o 561
s u [ A ¥

&/S,t/ =0 5.2

&
~.
&)
o
o
-
il

i warunkiem poczgtkowyms:
©/r,0/ = A /Sx - 32/ 563

przy czyms A - wspéZezynnil rdévunania

S - wymlar obszaru.

Jadanie polega na okredleniu rozwigzenia nieliniowego réwnania

5,1 1 jego pordwnaniu z wynikeml znanego rozwigzania analitycz-
nego o postacis

J.'TL 2 :
0 /28] = e /57 = 5 5.3

Lo
-

Ze wzgledu na symetrie problemu, zadanie wystarcza rozwigzywad

dla obszaru =& [ 0,8/21 . W zwigzku z tym warunki brzegowe przyj-
ng postacds

[H
O
I
o
\Ji
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7 kolel prazyjmuje sie

dowych wartosciach

ﬁ.v a 1 3 T |
i dyskretyzuje réwnanie 5.1 do poastacis
2;4 2 \_IVj
V. + V. -2V, = == 17— i =1 n 566
3 o B Sein goeeyg o
i+1 i=1 i vi aT

n & N
g warunkemi brzegowymis

v/w/ =0 2.7

©
‘"-.. T-- §
o J'ZL i 0
ol De8
On |
{55
1 warunkiem poczatkowyms
o 2 g _ _
Vi./o/ = A/Sx;=%;7/ ; 1 = O lpwenll 569
Rozwigzanie analityczne przyjrmje postad:
A o
V/ / T"-—-/G:';i-:;.“ / ; i =0,19.¢¢,11 5010
9L
Tek zdyslkretyzowany obszar /poZowa cazosci/ zawiera (n + 1) wez-
26w, przy czym "n" okresSia si¢ jakos
5 _
n = —— 5.11
2h

o
0

* , - . - - ]
Réwnoczednie prayjmuje sie staly krok czasowy & L

k e = s WIOE-

liwiajac okredlenie czasu jako wielokrotnos$¢é kroku czasowego

I\'/k =k - P H k = 0,19..0’]11 5012
m &N
Ze wzgledu na dogodnosé zaplsu numerycznego werunek poczatkowy

..

1 rozwigzanie analityczne przedstawia sig¢ w postaci:
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- b = 09190009:'-1 5013
+ kP -
1: = 091999091'11
Talezy zauwaszyl, Ze warunel poczgtlhony jest szczegdlnym praypadkiem
rozwigzania onalitycznego dia &b = 0, Symulacja cyfrowa Jednorodne]
siatki R-R, moZe byé w prosty sposdb dokonana przy pomocy schematu

réznicovego jawnego (48l

ekl | ik T 1k ko oaytky = pes ) :
vi - 'Ui " i;d /Vi+1 + 'bi'”dz 21."3: / 2 i = 19!;00911 5@1‘{:-

P 1
- - 5015
n- o

-

oraz okreslenia wartoscli potencjaow wezzowych Jakos

ke 'k _ ok
.Volh = 0 H Il‘:1 - U:l':“'; 3 k = 091,...9'-;3; 5916

-,

funkeji nieliniowej g /fv-V,::/ me postads

=
o
L}
ci*
O
Ui
O
s

g [Ty Vox/ = g/ = — 5017

Mgoryitm 3,72 lub 4,31 wynmaga okrcslenia cazki oznaczonej tej

funkejis

- Jeed
:’?i i 1{ i '? v}.;; ':' 1
g/V/QV = 28 | ¢dV = 20+ 1n == 5418
i Wi v 2
k s
Vs A

Rorzystajac z warunku rdéwaowaznosci 3.33 , 4.28 lub 4,30 oraz
przeksztatconego algorytmu 3.72 lub 4.32 uwzgledniajacego 5.18

olrzymuje siegs
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']-l 1-?..“- — v & b R : V Ly - TJ‘ e ’rv"r [ _J i J'v (i)
K - Jh "\ ] - - : ’ 4| & _:‘ Tt R b
i XL L 2‘& |1 L ah.d ke 1 111 2 [ 1
I z"l 1C"‘1 i 'a“]
-3 -2/ vy I // 5419
pray Caym: I = 1900098l 3 Lk =0,750e0,m 3
prowadzajqce dla upmoszcezenla zapisu i organizacji programu wiel-
¢ Jrli+1 . .
kodé “E;V" okreslong jalko:
j -l "kl e kel .
J.L‘Ji = Vi i —J'Ui ' ; R 1990&911 5920
1: = Og19..tgm"‘1
algorytm wyznaczania rozwigzania nieliniowego ma postacd:
- i 5 i i 1
F 1 ' k1 I Jok+1 jok+1 4 Jok+1 f\f
'-1 r:' 1; ] aome : - L] v_, o] f e , ™ J‘_i‘_ .—2 E_. /: 13
;J V = vi CJ)-IJ : 2‘5" L e I L 211& ‘ l’)"l 1-1 Jd J{"l
- 5021
Procedura iteracyjna rozpoczyna si¢ od prayjeclas
OEOILT1 = 0 H i = 1990.9:'\1 5@22
k=091900091-1-1
2 Ifo.ubzy po osiggniegciu
I g Tra. < It i . .
13‘11; ‘:i‘l Jvii 1 : {\ D ; 4= 196..93- 5:)23
k 2091§0009m-1
D >0
Dla szacoviania warunkdw zbieznodci procedury pordwauje sie kolejne
wyniki iteracjis
;';—:-1v k41
(:J -fg. H k = 19...911 5024‘
_ j»:-QTJ k4
3 Vi =0
0 <[ g1



0znaczagjact praea = =5, warunek 5.24  uwzglednlajgey 5.21
2h

jey T

_ o | /j+1,iE$1 s 2j+1E_k+1 _ gh k41
j'{‘zv;‘ 1:':’ 1 N

i= i 141

i
9
r4

K5

Jm ks i k=1, 0
— di_‘,.“,l <+ 2“-'1‘.':“.[.A / . 5025
rtéra po uwzglednieniu 5.20 przyjauje postad:

el T

V. Fos o 4 A P - - . -
s s S cxp{ v/ /‘JHV-}:;l - V5T 4 /J'TV.“1 - 3V.k'1/ -
:]+2 1,*-_!,’] L i R | 8 5 .l.—‘l l""i

V.& LW

w

mas 53+1vik+1 - 3v.k+‘§ =0 3 4= YD 527
1 ! .

i szacuje maksymalng wartosé Z jakos
max |2} = 2D 5.28

Taztepnie rozwiczuje sie odpowiednice nierdwnosci 5.24 3z uwzgled-

nienicia 5,26 1 5.28 . Przykiadowo zakZadajge [i= 0,953 D = 1

I“ S — mﬁ:r-w "v.l - C‘ 3 025

Rozwigzene prazykiady potwierdzajs trafnosé oszacowania wariosci wa-

]

runku zbieZnosci.
Btad bezwzgledny, okreslajacy rdéznice migdzy warbtodcig rozwigzania
nalitycznego i uzyskanego w wynilm stosowania metody, jest obli-

czeny dla kazdego kroku czascwego w kazdym wewngtrznym weZle obszarus



- K+l _ vy ki1 k+1
LF] - Vi,ana‘.i.a - Vs 5+29

stad wzgledny, procentowy, olkreslajgcy skufiecznosé metody, jest ob-
liczany dla kazdego kroku czasowego W kazdym wewngtrznym weile ob-

szaru 2z zaleznosdcis

i,anal i
Uik+1 - lqﬂ- 3 a l o 100% 5.30
v 1»':‘1
i,anal.
141 ¢ - . : :
przy czym: Voo - wartosé rozwigzania analitycznego,
i,anal,
k+1 R T . c .
Vi - wartosé rozwligzaenia uzyskana po zakoidczeniu

procedury iteracyjnej.
Dla speinienia wymagal stewlanych przez Jgzyk programowania
JALGOL/ maszyny cyfrowej, przy realizacji programu wprowadza sig

nastepujaca notacjes

n = N; = M; i= 1 J = 4J; k = K; h = H;
v’= L; V = Y; Vf.:"‘.-:. e F; X = X; FE' = T'

Program wymaga wprowadzenia nastepujacych danych:
N, H, M, 2, 8, &; D

przy czyms
N = ilodé wezidw wewnelbrznych,
H - skok dyskretyzacjli obszaru,
M - ilo$é krokdéw czasowych,
P - dZugodé kroku czasowego,
S - wymiar caXego obszaru,
A - wepdtcezynnik rdéwnania,
D - dokZadnosé iteracji,
Schemat blokowy programu, program i wyniki obliczed dla rdznych

wariantéw danych sg zamieszczone w Dodatku do pracy.
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5.2 Analiza wynilkoy

ZakZadajac wstepnie wartoscl danych ijéciowych kieroweno sig

A . -

a/ wertoscl zmiennych muszg odpowiadaé technicznym realiom

-

giatkl analizatora polowego,

L, ',

b/ symulowana slatka powinna mieé prostg strukture w sensie

¢/ otrzymane wyniki powinny byé reprezentaltywne dla oceny sto-

Vymagania technicznej odpowiedniodeil siatki symulowanej i rze-

czywiste] wiagza

() [

7J¢
o0 procesu,

B
0

(G]
nej w analizatorze siatkowym “Oﬁfg

- ograniczeniem od dolu dtugosci kroku czasowego do 0,018, co wiaze
sie z technologlg wykonania zmodyfikowanego modelu R-C /dla mode-

lu R-R ograniczenie tego typu nie wyst@puje/,

- przyjeciem wartosci "1VW wspdiczynnika dokZadnosei iteracji, co
jest zwiazane z praktyczng rozrdznialnoscig pomiardéw w analizato-

rze silatkowym,
Przedstawione wyniki obliczen dotycza nwzypudkdw dla ktorych proce=-
dure obliczeniowa Jjest zbiezna do rozwligzania. Stwierdzono, ze dla
okredlonych wariantdw danych nie otrzymano finalnego rozwlgzania,
z¢ wzgledu na rozblesznosé procedury iteracyjnej.
Va ryse. 5.1 przedstawiono rozkzad wartoscl rozwigzania zadania

-

W modelowanym obszarze. Ze wzgledu na symetrie problemu zemieszczo-

ne wyniki dotycza tylko poZowy obszaru. Parametrem jest czas, stad
uvidocznione krzywe dotycza okreslonych przekrojéw czasowych. Roz-

kZad wariodci funkeji pola ma postad paraboli /dla caZego obazaxru/,



Rys. 5.2 przedstawia dla wybrenych wezidw giatki modelu zmiennodd
rozwiazania w czasie. W staniec ustalonyn mddelowanego procesu roz—

piazanie w kazdym wefle czigpe wartoilé zerd, Dla zilustrowania

idei zastosowane] metody na rys. H.5 sestawlono wykresy zmian roz-
pigzania zadania liniowego 1 nielinicwego w kolejnych krokach cza-
sgowyche

Z kolei przeanalizowano wpZyw poszczegdlnych parametrdéw modelu
na wartosé bieddw: bezwzglednego i wzglednego procentowego, okreslo-
nych wiyrazeniami 5,29 1 5.:30. Ze wzglgdu na nieco odmienny cha
rekter informacji jaka wnosza dwa rodzaje bxeddw, czgstokrod anali-

mje sile Je rdwnolegle dla konkretnego przypadku. Bigd wzgledny,

jednostkami potencjazu, pozwala na stwierdzenie stopnia

<
=3
]--1
W
n
}.._!
O
=
Ha)
&
c_1

niedok*adnosci otrzymanego rozwigzania w aspekcie technicznych moz-
zasbosowane] aparatury pomiarowe]. Biad wzgledny procentowy.
okresla prazydatnosé zastosowane] metody, w sensie zaloZonej dokiad—
nodcl. rozwigzania problemu /lub wykonywane] prognozy/.

Rys. 5.4 przedstawic rozkzad wertosci biedu procentowego roz-

wiazenla v modelowanym obszarze. Parametrem jest czas co umoiliwia
analize zmian bZedu dla »dznych chwil czasowych. Generalnie nalezy
stwierdzid, Ze najwicksze wartodé bZedu wystepuje w pierwszym weile

nodelu, malejac dla wezdw potoi

oanych wewnglirz obszaru. Rozwigza-

5 1~ ot — S 4 o L -
nie w Srodkowym weZle obszaru /x = 2/ jest obarczone najuniej-
szym bZedem. Przyczyny tego stanu rzeczy halezy upatrywadé we wpiy-
vie brzegu obszaru na weziy sialtki. Przyjecie wigkszego kroku dys-
kretyzacji przy te] same] ilosci wezidw modelu powoduje widoczne
mniejszenie bXeddw, zwZzaszcze w plerwszych wezZach siatki /rys.
5.7/. Bardzo istotng jest analiza zmian wartosci bZeddw rozwiaza-
hia w funkecji czasu, decydujgca o nﬂﬂydatn0501 testowanej metody.
Ta rys. 5.5 uwidoczniono wyniki takiej analizy dla pierwszego

wewnetrznego wezza, przyjmujac jako parametr dzugosé kroku czaso-



yego. Nalezy podkreslié, Ze w wigkezodcl wipadkdéw przedstawiane
gykresy dotyczg Doczqikouycu /lub pierwszepgo wewnelrznego/ wezkdw
nodelu, gdzie wartosci bxeddw sg najuickszp. Dla krokdéw czasowych
o dtugosci P > 0,085 rozwigzanie Jjest rozbieﬁne do nieskoiiczo=-

tovnym wzrostem wartosci bleddw.

.
(&)
1]
< 1.

L3
)
P
o

n06ci, co uwidocznione
I zaktresie zbieznosci procedury iteracyjne], wykorzystywane] pray
realizacjl metody, charakterystycznym jest wzrost biedu wzglednego
oraz viystepowanie maksimum dla bZedu bezwzglednego. W poczatkowe]
fazie rozwoju procesu oba bigdy narastajs stosunkowo szybko, po
czym bkad wzgledny wzrasta ze stosunkowo maXym nachyleniem, nato-
niast b*ad bezwzgledny po osiagnieciu meksimum maleje. Fakt ten

potwierdza celowosé analizowania dwéch rodzajéw biedu i wskazuje

na résny sens dostarezane] informacji. Ze wzgledu na istnienie

osci bz

6

wpkywu kroku dyskretyzacji czasu na war

Be

edéw rozwigzania

1..')

[co czedciowo sugeruje rys. 5.5/ na rys. 5.6 wykredlono krzywe

rmian wartosci bxeddw rozwigzaniae w funkcejl diugosci krokdéw czaso-
wych. Analiza dotyczy wybranych wezZdw modelu. Wzrost kroku dys-
kretyzac'i czesu powoduje sukcesywny wzrost bleddw rozwiazania
prowadza c do rozbieznodci rozwigzania dla okresgloaych Jego wartos—
ci, Wa rys. 5.7 uwidocznlono wniogkl piyngce ze zblorczego rozwaze-
nia wynikdw modelowania daﬂego problemu w obszarach o réinych wy-—

niarach. Kazdorazowo cbszar pokrywano jednakowg ilosScig wezdw

siatki. Stwierdzono istotne malenie bZedu procentowego ze wzrostem

dZuzoéci obszaru. Przyczyny tego zjawiska nalezy szukadé w maleja-

.3
cym, wzajemnym wptywie sgsiednich wezZdw siatki. OczywisScie biad
wynikajacy z dyskretyzacjl obszaru /siatka linivwa/ ma tendencje
przecivne, lecz w tTym przypadku, dla zadania nieliniowego nie Jjest
to sprawa istotna. Do podobnych wniogkdw prowadzi analiza wpiywu
ilodci krokdw dyskretyzac]i okreélonego obgzaru na biedy rozvulazna-

nia /rys. 5.8/. W konkluzji nalezy stwierdzié, ze v zastosowane J



GO
petodzie istotnym jest wzajemny wpkyw sasiddujacych wezidéw oraz

J zaleznosScl bZedu nieuwzgledniania

O

spednienic zaXoZenia o liniow
. LB St AR [ /""_')" e ky Py o S | 1 re oo -
pieliniowodedl & ;/t/ od czasu. Ponadio tiseba podkreslié specy-

wigzane] z nim funkcji wy=-

B3

ficzny charakter zadania testujacego 1
pradnicze] /eksponenta/. Réwnies przyjecle innego sposobu rozwigza-
pia ukZadu réwnaid nielinicwych moze doprowadzié do eliminacji prob-

lemu rozbieznosécl rozwigzania, Otrzymane wyniki w peini poiwierdza—
ja skutecznodé metody. Bxad bezwzgledny rozwigzania jest mniejszy

od rozrdinialnosci praktycznie wykorzystywanych prazyrzaddéw pomlaro-
wych. BZad wzgledny odpowlada wymaganicm stawianym przy modelowaniu
rzeczywistych procesdéw o staXych rozloZonych. Nalezy wyrazié nadzie-
je, ze metoda zastosgqwane do lanegoc tTypu procesdéw gquasiliniowych

pozwoll na uzyskanie réwnie korzysinych i dokzadaych wynikdéw mode=-

lowaniase
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dla rdéinych przekrojdw czasowych.
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Rys. 5.7 Wiykres zmisn wartosci bZedu procesntow
zania w funkcJi wymiaru modelovwanego obszaru,




Ryu. 5 8. Wykrcs zmian Targoéci bZeddw rozw1azan1q W Tune
keji ilosci krokdw dysl fCtyZaCJl modelowane o

) sl
obszaru dla rdinych przekrojéw czasoviych.
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6. VIITOSKI KONCOWE

Przedstawione w pracy metody mcdelowania na siatkach R-C i R-R

zastcosowanie zne 0 Z0

ezt

azcond Kirchhoffa dla quasiliniowych réwnai rdéiniczkowych

ipgstliowych. Prayjecie takiego zmaZoiZenla prowadzi do istotnych

q

wproszezell zardwno w seusic metodologicznym jak i konstrukeyjnym.
lmozliwia onos

o/ przeksztazcenie rdunal quagiliniowych do formy skupiajacej

= "

wynikowa funkeje nieliniowg przy pochodnej czasowe], 1 zwic

r'"3

LA EILE,
2 by eliminacje niejednorodnych weriodScli parametru przewodnoscl
obszEar,

b/ dla rdéwnend liniouych skupienic wartosci parametrdw niejedno-
rodnego obszaru przy pochodne] czasove.

Konsekwencja tych faktdw jest mozliwosé zastosowania siatek
R-C lub R~R 2z jednorodnymi wartodciami elementéw /rezystordvy/ mode-
lujacymi niejednorodny parametr przewodnosSci obszaru. Stad przed-

stavione metody dotycza Jednorodanej siatkl R, natomiast uwzglednia-

nie n;ellniowoéci za podrednictwem druglego elementu /R lub C/

posiada charakter metodologiczuny badd tez metodologiczno-ulZadowy.
T pracy przyjeto podziazx prezentowanych metod, rozgraniczajac siat-

ki R=C i R=R, Kazdorazowo prezentacje mctod modelowania zagadnieid

[

uagiliniowych, poprzedzajg opracowanla modyfikacjl klasycznych
vergji siatek, Jjako czynnika uzupeiniajgcego lub warunkujgcego zas-—
tosowanie dane] metody. Réwnoczednie przedsitawia sie zastosowanie
okreslonych koncepcji ctodologiczno=-uktadonych, dla niejednorod=-
nych, liniowych rdéwnail rdézniczkowych czastkowyche. Problematylkes ta
posiada duze znaczenie prekiyczne dla modelowania rzeczywistych

procesow o staZych rozZoZonych. I tak przedstawiono propozycje mo-

delowania niejednorodnego, linicwego rdéwnania Fourlera, pecddanego
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wanaformacji Kirchhoffa, na jednorodae] silatece R-C. Zagtapienie

=

g‘,zynu kondcnsatordw elektronicznyn ukZadem analogowym pozwala po=-

ale

ﬂdﬁo na stworzenie korzysinych warunkduw pdmiaru wartodcl rozuinza~

e oraz precyszyjne odwzorowanle paremetrdéw modelowanego obgzaru,
wonadzone proce aplikacyjne, poitwiordzaja zZalety te] metody.

lModel giatkowy R=C zostaZ przyjicty jako model wyjsciowy dla
;pracowania okreslonych metod postgpowania, Bazujge na analogli mo-

s -

iclu i procesu, moZna w dogodny sposdéb analizowad poszezegdlne ele-

N

pensy rozunowania., Na wstepie jest przedstawiona koncepcja zmodyfi-
kovenego modelu R-C, charakiteryzujacego sig szereglem pozytywnych

cech, @ mianowiciecs

I - | -

a/ mozliwoscig cyfrowego

v dowolnyn przekroju czasouya cazego obszaru siatki,
- | » - ” - ) - s m

b/ zachowaniem wZasciwoscl cigge] funkcji czasu,

¢/ prosiota zadawania warunkdw poczatkowych i inicjacji pracy

slatli,
d/ mozliwoscia wepdipracy w hybrydowym systemle obliczenlowyme
Prakiyezne zastoscwanie zmodyfikowanego modelu R-C potwierdziio

istnienic wymienionych zalet,

W precy przedstawicno trzy mebtody rozwiazywania zagadnicid qua=-
siliniowych na siatkach R-C. Sg Tos

o/ metoda siatki R-C z nielinicwym kondeunsatorem,

b/ metoda siatki R~C z ciagie modyfikacja warunkéw poczgtlo-
wych,

¢/ metoda siatkl R-C z dyskreing modyfikacjg warunkdéw poczab-
kowych,

V piexisz z metod wprowadzono pojecie kondensatora nielinicuego.
; Bae [

10 obecnic element nlereallzoual 1y, Nie

C’a

jeat

C..',

.CJ
W ogdlnyn przypadiu

mnie] zagadnienie ma charaliter uzupeinlajgey dziedzing modelcviania

Caine

. "

ne siatkach z nieliniowymi elementami. OkresSlenie wartoSci chwilowe]

i
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pradu pyigeego przez niclinicwy kondensatbr, pozwala na poprawng

interpretacje wartosci pojemanocsci kondeunsatbora w siatkach R-C,
rusn & wymienlonyeh metod polege na wykorgystaniu ciggke] modyfi-
racji warunkdéw poczagtkowych kondensatordw dla modelowania wartoded

chwilowe] przepiywaja cc“o pratu zgodnic z charakierem funkeji nie-

linicweje. Prakiyczna realizacja tej metody wigZe sig z pewng kom-

plikacjq ukiadowg jednorodnej siatlii R-C, Jednak w odniesicniu do
specjalizowenych zagadnieil brzegowych np. rozwigzyweaie bezinaporo-
rej filtracji nieustalone] zastoscowanie metody moze byé opkacalne,

-

felesy podkreslidé, zé zardwino plerwzsza, Jak 1 druga metoda, pozva-
la na rozwigzywanie quosilin;cwyca agadniell brzegowyeh v sposdh

ST A R
rayaywone . rozkzady potvencjaiow vezdo-
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pych stanowlg rozwigzanic zadenla, Przy zazozeniach ddealizujgcych

vkZadowa realizacje biedy metody w obu przypadkach nie wystgpuja,

e dokZzadne odwzorowanie proccait /po-
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rostaja bxzedy wyanikajace z dyskre: f”chl przestrzeni/. Trzccia z wy=-
nlenionych metod, bazuje na Jednorodue] zmodyifikowane] siatce R-C

i przeznaczona Jjest dla hybrydcwego systemu obliczeniowego. Rozwig-

[

- e -

anie ourﬂmmvge sie dla wybranych chwil czesowych stanowiacych gra=
nice krokdw czasowych., Jest ono okreslane numerycznie na podstawie
elgorytmu uvzgledniajacego charakter funkeji nieliniowe]j procecsu,
rozkZadu poczatkowege kazdego kroku czasowego i rozkzadu rozwigza=

nia liniowego. Wartosci ctrzymencego rozwigzenia modyfikujq warunkl

condensatordw siatki, tworzgc rozkiad poczatkowy dla ko=

=
[&]
o
L3
03
o
2
Fi
Q
(9]
o

lejnego kroku czasowego. DIugosé krokdw czasowych moZe byé w modelu

R-C zmieniena w prosty sposdéb. Ccchg charakterystyczng metody jostb

odejScie od realizacjli procelury iteracyjne]j na siatce do rozwigza-

nia tego problemu na drodze numerycznej. Siatka speinia funkcje

podprogremu rozwigzujacego sagadnienia liniowee Przedstawiona meto-

da obarcza rozwiazanie dodatlkowym bZedem metody. Ogdélne okredlenioc
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gartoscl tego biedu Jest bawrdzo uvrudnione, stad w pracy przedsia-—
piono wyXqcznie analizg wynikdw praykzadu ftestujacego metodg. Otrzy-
nane wyniki potwierdzaja poprawnodé metody siatki R-C z dyskretna

A

nodyfikacja warunkdw poczatb

-

-

kowych, Nalezy podkreslié duza uniwersal-

¢ metody, ktdra dzigki uwzglednilaniu i

I
F*:-

=

o kcji nieliniowej na dro-
dze programowej, moze byé stosowana dla rdinych proceséw quasili-
niowych, Ograniczeniem metody Jjest koniecinoéé okreslenia parametrdw
siatkl zapewniajacych zbieznosé procedury iteracyjne].

Z kolel przedstawiono problematylke modelowania quasiliniowych
zagadnien brzegowych na siatkach R-R. Na wstgple zaproponowano, al-
ternatywna wzgledem klasyczrnego modelu R=R, wersje siatki R-R
z iniektorem pradovwyr. Przyjeclie talkliego rozwligzanlis pozwale na mi-
nimalizacje sprzetu technicznego pray autom%tyzacji siatki., W pracy
zaprezentovano dwie metody rozwigzywania quasiliniowych réwnail rdz-
niczkowych czgstkowych na Jjednorodnych siatikach R-R. Sg to:

a/ metoda siatki R-R z wezXowym Spra

- o

«D

zeniem zwrotnym,
b/ metoda siatki R-R z korekcjg napiegé wezZowych.

Oble metody sa odpowiednikeml metod siatek R-C z clggigq i dyskreing

nodyfikacja warunkéw poczatkowych. lietoda siatki R-R z wezZowym

sprzgieniem zwrotnym wigze sig z ukiadowg komplikacjg modelu, nie-

-

, 2

mniej, pozwala na otrzymanie bezposredniego rozwlgzania, Nalezy
jednak sqdzié, Ze obecnie opZacalnosé techniczne] realizacji tej
netody Jest dyskusyjnae D%ara z metod, podobnie Jjak w przypadku
siatek R=C, pozwala na uzyskanie rozwigzania w wybranych chwilach
czasovych, wykorzystujgce informacje o rozwiazaniu w poprzednim kro-
ku czasowym, rozwigzeniu zadania liniowego 1 funkeji nieliniowe]
réwnania, letoda jest przeznaczona dla hybrydowych gysteméw obli-
czeniowych wspdipracujacych ze zaut Qﬁauyzow ang Jednorodng siatka
R-R. Zmiana dZugoscli kroku czasowego wymaga wymlany wszystkich re-
zystoréw czasowych, co jest technicznie niedogodne. Stgd najczes-

ciej modele R=-R pracujg z Jjednakowym krokiem czasowym.



tynikdén przykizadu testujgcego metodg. Otrzy-
nene wyniki potwierdzaja popravmosé metody siatki R-C z dysckretna

nodyfikacja warunkéw poczatkowych. Nalezy podkreslié duza uniwersal-

- -

nosé metody, ktdéra dziecki uwzglednianiu funkeji nieliniowej na dro-

-

ze programowe], moze by¢ stosowana dla rdinych procesdéw quasili-

niowych, Ograniczeniem metody Jest koniecznoéé okreslenia parametrdw

siatki zapewniajgcych zbieznosé proccdury iteracyjnej.
Z kolei przedstawiono problematyle modelowania quasiliniowych

zagednied brzegowych na siatkach R-R. Na wsteple zaproponoweno, al-

ternatywna wzgl@dem klasycznego modelu R-R, wersje siatki R-R

- - -

z iniektorem pradovwym. Przyjecie takiego rozwiazania pozwala na mi-

nimalizacje sprzetu fechnicznego pray aatométyzacji siatki. W pracy

zaprezentowano dwie metody rozwigzywania quasiliniowych réwnanl rdiz-
niczkowych czastkowych na Jednorodnych siatkach R-R. Sg tos
a/ metoda siatki R-R z wezzowym sprzeZeniem zwrotnym,

5

b/ metoda siatki R-R 2z korekcja napieé wezZowych.

-

B
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Obic metody sa odpowiednilkemi metod siatek R-C z ciggig i dyskreing

-

mOuy 'ikacjg warunkéw poczatkowych. lietoda siatki R-R z wezZowym

-

sprzgzeniem zwrotnym wigze sileg z ukiadowg komplikacja modelu, nie-

mniej, pozwala na otrzymenie bezposredniego rozwigzania, Naleiy

adzié, ze obecnie opZacalnosé techniczne] realizacji tej
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netody Jjest dyskusyjna. Druge z metod, podobnie jak w przypadku

siatek R~C, pozwala na uzyskanie rozwigzania w wybranych chwlilach

,-)

czasovych, wykorzystujge informacje o rozwigzaniu w poprzednim kro=-
ku czasowyn, rozwigzaniu zadania liniowego i funkcji nieliniowe]

réwnania, 1 etoqa jest przeznaczona dla hybrydowych gysteméwu obli-
czeniowyoh wspbZpracujacych ze zaulbomatyzowana jednorodng siatkg
R~R. Zmiana dZugoscl kroku czasowego wymaga wymiany wszystkich re-

zystordw czasowych, co Jest technicznie niedogodne, Stad najczes-

ciej modele R-R pracuja z Jednakowym krokiem czasowym.
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lletoda posiada cherakter uniwerselay dla réinych funkeji nielinio-
wych, Jjednakie wymaga doboru paremeirdw siatki zapewniajgcych zbiez-

nos¢ procedury iteracyjnej. O ile pieiwsza 2z metod nie wnosgi do roz-

a dodatkowego uchybu /poza uchybem wynikajacy n oz dyskiretyza=

=
[

"
o ey ey T
Wl ol

¢ji przestrzeni i czasu/, o "yle druza obelaza je bz

cdem metody.

B

A 3

Podobnie Jak dla siatek R-C ogdlne okreslenie wartodci tego biedu
jest bardzo trudne.
W podsumowaniu mnelezy stwicrdzié, Ze przyjecie siatki R-C jako

modelu wyjsclowego, pozwala na transponowenie opracowanych meiod

na giatki R-R, poprzelz wprowadzenic dodaﬁkowych warunkdw ekwiwalen-
tnodci rozwiazail obu ppiatek. Siatki R-C i R-R posiadaja okreslone

)

zalety 1 nicdogodnoscli.W zalezncscl od typu zadania i dostgpinych
srodlk w-tccnmlcznych-moina wartosciowaé cechy obu modeli, wyblerajac
wariant korzystny w danej sytuacji. Sposrdd przcdstawionych metod
pelng zomiennodé /w gensic progremcuym/ posiadaja: metoda siatlidl
R-C z dyskretna modyfikacja warunkdw poczgibl

i

R~-R z korekecja potencjaXdéw wezZowych. Fakt bten wykorzystano dla

przedotawienia konkretnego przykdadu testujacego obie metcdy. W prao-

- By

cy wykorzystano symulacje cyfrowg siatek, co dla jednowymlarowych

obszardw z nieskomplikowanymi warunkami brzegowyml Jest dogodaym
I J g J

>

rozwiazaniem. Wiemnie] dla dusych obszardw z réznorofnyml warunka

brzegowyni, bezpodéredni udziaZ melelu siatkowego w systemie hybry-

-

dowym Jest bardzo opiacalay.
gzystkie przcdstawiona metody zostaiy opracowane dla zagad-

niedl jednowymiarowych. Dla rozwiazywania zagadnien brzegowych w ob-

szarach praskich /dwuwymiarcwych/ bedZ przestrzennych /trdjuymiaro=
wych/ nalezy rozwingd przedsbawioae propozycje. Jest to mozliwe

dle wszystkich rdwned, w ktdrych moizna zastosowaé transfornacje

-

Fiwehhao?To, Podstawowa ides weozystkich przedstawionych metod pozos-

) -

taje nicuuaieniona, co wynika z czestego opierania si¢ ma bilangie

-

encrgetyesayn proceséw, Stad zwickszanie wymiaru zagadnlenia nic

- <
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powoduje istotnych zmian w przeprowadzanym rozumovwaniu,

T .

Na zakoiczenie naleZy poncwiic podkredlié istnienie zalet me-

r
tod siatkouych przy modelowaniu proccséu o stalych rozoZonych,

a W szczegdlnoscli ich zastosowanie w hybrydonycﬂ systemach obliczo-
niowych, pozwalajacych na optyaalne vwylorzystanie techniki cnalogo=

" -

wej 1 cyfrowejo Powszechnosé wystgepowania procesdw o staZzych rozio-

i

zonych powoduje, Ze w wielu rdinych dziedzinach nauki, zapotrzebowa-

2

] he

nic na metody modelowenia zagadniel brzegowych jest bardzo dusic.

Zuickszone wymagania technilii, provadzg do rozwazanlia nleupraszczaw-

w

wt |

nych, najczedciej nieliniowych réwnait rézniczkowych czgstkowych,
falezy wiec wyrazié dadzieje, 2e przedstawi y metody roz-
I l 7 é izieje, 2 vione w pracy metody ro
wigzywania wybranych procesdw o stakych roziozonych, beda kolejnym

SIS

elementem w dziedzinie modelowania zjawisgk fizycznyche
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7o PRZEDSTAWIENIE PROBLEIN

1.1 ZatoZenia wgtepne

Niniejsze opracowanie, bedace réwnoczesnie dodatkiem do pracy
1, zawiera wyniki praktyczne] realizacji wybranych metod modelo-
wania na siatkach R-C i R-R quasiliniowego procesu o stazych rozzo-
zonych, Dla przetestowania wybranych metod, zakitada sie okreslone
quasiliniowe réwnanie rdzniczkowe czastkowe, posiadajgce dokzZadne
rozwliazanie analityczne przy zaiozonych warunkach brzegowych i po-
czatkowych. Sposrdéd przpdstawionych w[ 1]1metod modelowania na giat-
kach R-C i R-R wybrano dwie rdwnowazne:
a/ metoda jednorodhe] siatki R-C z dyskreing modyfikacjg warun-
kéw poczatkowych,
b/ metoda jednorodhej siatki R-R z korekcja potencjaXow wezto-
wyche
Ze vwizgledu na zasadnosé podejmowania prac metvodologiczno-symulacyj-
nych przed dziaZaniem konstrukcyjno-technicznym, zastosowano cyfrowg
gsymulacje siatek, eliminujgc tym samym udzia analizatora siatkowego.
Wiewielki rozmiar obszaru i nieskomplikowana postacé warunkdéw brzego-
wych powoduja duzg prostote cyfrowe]j symulacji siatki. Analiza uzys=-
kanych wynikéw Jjest zamieszczona W[-1}0
Przetestowanie pozostaxych metod, przedstawionych w[ 1], wigze

sie z budowg skomplikowanych urzadzeil technicznych.

1206 Model procesu nieliniowego

ZokZada sie¢ quasiliniowe rdéwnanie rézniczkowe czgstkowe, podda-

ne uprzednio transformacji KirchhofTa
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e %49

z warunkaml brzegowymis

@ /0,t/ = @/S,t/ = 0 1.2
1 warunkiem poczgtkowyms

© /%,0/ = A /Sxz - %%/ 1.3

przy czym: A - wspélczynnik réwnanisa

S = wymiar obszaru

Zadanie polega na okresleniu rozwigzania nieliniowego rdéwnania 1.1
i jego pordwnaniu z wynikami znanego rozwigzania analitycznego

o postaci:

© /x,%/ = /Sx - x°/ 144

1+t

Ze wizglegdu ne symetrl¢ problemu zadanile rozwigzuje gie dla obszaru

x & [0,8/2] « W zwigzku z tym warunki brzegowe przyjma postads

|

™
>y

f.
ol

=B

R

@ /0,%/ =0 3 j— | = 0 15
Qn,i .
| X:S/Q
Z kolei przyjmuje sieg wspdZczynniki analogii LCV,QQE o przykiado=-
wych wartosSciach qu = KT = 1 1 dyskretyzuje rdéwnanie 1.1 do pos-
tacis
Vigl * Vgg =80 s o= b == 5 L = Tpmswili 1.6
i gL
z warunkami brzegowymi:
9V; |
VO/T/=0; ,——;l = 0 TeT



i warunkiem poczgtlowyms

Vi/O/ = A/SKi = Xzi/ ; i = 0919“-.9:@. 1.8

przy czym: wspdkeczymmik analogii potencjaiu,

-
wepdtczynnik analogli czasu,

,q
™
i

<
1

potencjax wezzowy siatki,

=
1

czas modelowy.

Rozwigzanie analityczne przyjuuje postads

A
2 y
V'/T/ = /Sx‘ - L "/ ; 1 =O 1 ‘Ougn 1.9
i 14 i i & Sty

Tak zdyskretyzowany obspar /poZowa catosci/ zawiera /n+1/ wezZdw,
przy czym "a%" okredla sii¢ jakos
S

0 = ¥l
2 - h

Réwnoczesnie przyjmuje sie stazy krok czasowy &T;k 4l = P, umoz=-
’ _

liwiajac okreslenie czasu jako wielokrotnosé kroku czasowego

e

Ly =k - P k = Oglyeee,m “1414

Ze wizgledu na dogodnosé zapisu numerycznego warunek poczgtkowy

i rozwigzanie analityczne przedstawia sig¢ w postaci:

I A g v 2] .
Vi = e {:Shl < i/l 3 1 = 031,sea00 1.12
T 14k P =

W
1

= 0913013'91}1

Nalezy zauwazyé, ze warunek poczatkowy Jjest szczegdlnym przypadkiem

rozwigzania analitycznego dla k = O.

1.3+ lletoda modelowania procesu quasilinioweg

Wymienione w pe. 1.1 dwie metody modelowania mozna uznaé za réw-



nowazne ze wzgledu na podobledstwo poszezegdlinych etapéw ich reali-
zacji. Stad w niniejszym opracowaniu wprowadkono Jjednolitag forme
algorytmu metody, dogodng dla symulacji cyfipwe] modell siatkowych.

W komentarzu programu operuje si¢ nazwg metody Jako: METODA KOREKCJI.
Rozwiazanie zadania nieliniowego prezentowang metodg jest dwuetapowe.
Na westepie rozwigzuje sle zagadnienic linlowe na jednorodnym modelu
siatkowym wykonujac krok czasowy o okreslone] diugosci, startujac

z warunkéw poczatkowych rdwaych wartosciom rozwiazania zadania nie-
liniowego dla tej chwili czasu. Nastgpnie korzystajac z informacji

o rozkiadzie poczgtkowym, rozlkZadzie rozwigzenia liniowego po wyko-

naniu kroku czasowego I postaci funkeji nieliniowe] rdwnania, wyzna-
cza gi¢ na drodze numelyczne] poszukiwong wartodé rozwigzania nieli-
niowego /po wykonaniu kroku czasowego/.

Uogdlniony elgorytm metody ma postacd:

Vili-l-‘i
r . T
! L+l ok, Atk ke A k+1
J Ay Vg [V =/ VT T/ =y T
v. K 2h
i

przy czyms Vik - rozwigzanie /potencjax/ zadania nieliniowego dla

chwili w"xv

VEk

e rozwigzanie /potencjaz/ zadania liniowego dla

chwili "kv
gfl «Vs:gx./ = 2A/V dla 1.1.
TvOOAras

Poszukiwana wartosé rozwigzania t.zn, Vik+1 jest okreslana na dro-
dze iteracyjnej /j - wskaZnik iteracji/, co dla zadania 1.6 i algo-

rytmu 1.13 prowadzli do wyrazenia

: 1
J+ly k+1 _ + k vkt _ vk _ ‘k+1 _ Jy k41
LR s ¥y th/vl+1 Vigr ¢

gy ket Vierd_dy kel 7]



dla: 1 = T,eee,013 k =0,1,e0sym

Vprowadzajqgc dla uproszczenia zapisu i organizacji programu wielkosé

jEE+1 okreslong Jako:
Jn k¥l _ S ke Jy k1
5 =Ty vy 1415

algorytm wyznaczania rozwigzania nieliniowego ma postad:

1 P . :
J+ly k+1 _ o k [ Ykl _y kT 3n k1 Jn k+1_ o3 k+1]

dla: i = 1,-|-.,Il; k = 0,1,...,111

Procedura iteracyjna rozpoczyna si¢ od przayjecia

OEik+1 = O dla i = 1,.'0,11 1.17

k =0,1,-..,m

a konczy po osiggnigciu:

[Py T LGy < op dla i = 1,e0.yn 1,18
k = 0’1',00-’111

D » 0

Symulacja cyfrowa jednorodne] siatki dla otrzymania rozwigzania li-
niowego moze byé w prosty sposéb dokonana przy pomocy schematu réz-

nicowego Jjawnego:

P
k+1 k k k k .

wymagajacego speinienia warunku zbieznosci:

B ¢ 1
e S 2
oraz okres$lenia wartodci potencjazdw wezXowych:
‘K A \k _ ok =



Zbieznos$é procedury iteracyjnej jest stwierdzona empirycznie i po-

réwnywana z wynikiem oszacowania zawariym WH 11,

NiedokZadnosdé metody modelowania wzgledem rdzwigzania analitycznego

zadania okreslajg:

- bZad bezwzgledny rozumiany jako:

[ S [ k+1
Wt = Vi analit. ~ Vi

- bkqd wzgledny procentowys

k+1 i,analit, i .
Upm = -y 100%
i,analit.

2. ORGANIZACJA PROGRAMU

2.1, Dane wejsciowe

1.22

123

Dla speznienia wymaganl stawlanych przez jezyk programowania

/ALGOL/ maszyny cyfrowej, przy realizacjl programu wprowadza sig

nastepujaca ndtacj@:

n

1

; m = M; 1 = 13 Jj = J; E = Ks

V = Y; ') = I X = X; T =T,

analit.

Program wymaga wprowadzenla danych w nastegpujace] kolejnosdci:

N H M P S A D

przy czym:
N - iloéé weztdéw wewnegtrznych,
H - gkok dyskretyzacji obszaru,
M - ilo$é krokdéw czasowych,
P - dlugosé kroku czasowego,
S = wymiar cazego obszaru,
A - wspdiczynnik rdéwnenia,
D

- dok*adnosé iteracji.
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Wartodel N,M,3 sa typu INTEGER, natomiast H,.P,A,D typu REAL. Dane
wejsciowe sg umieszczane na karcie perforowdne].

Program umozliwia realizacje w petli serii dowolnej ilodeci wariantdw
danych wejsciowych. Kazdorazowo serig¢ kart z danymi nalezy poprze-
dzié karta informujacg o ilosci kart /wariantdéw/ w serii, a zakoii-
czyC karltg z symbolem "ismwmh,

Dane testujace dobiera sie¢ zgodnie z technicznymi mozliwodciami rze-

czywistych analizatordw siatkowych, co wiaze gig¢ z ograniczeniami:

L,Y,} < 1000/mV/ oraz P > 0,01 /sek/

2+.2. Schemat blokowy programu

Schemat blokowy, & w kongekwenc]Ji program powinien zawierad:

a/ obliczenia rozwigzania analitycznego,

b/ symulacje liniowego modelu siatkowego,

¢/ obliczenia zgodnie z.podanym algorytmem,

d/ pordwnanie bezwzgledne i wzgledne wynikdw analitycznych
1 zestosowane] metody,

e/ reportowanie historii procedury iteracyjnej,

f/ raportowanie i1lodci zuzytego czasu maszynowego,

g/ tabelaryzacje wynikow.

Ryse. 2.1 przedstawia uproszczony schemat blokowy programu.



L3

}{ = 0'1‘4I¢,D‘j
7S, 4,1 je—e vrydruk danych

? ? L)

T

K __1 [ad seovigey ¥
Ky = 1;Kf’ ["III_(I“) ] e wydruk Ty

dla I=0,1,...,N

L = LK + [LK L EIIJKJ : e wydruk L}EH
i

J K+1 K+1
L "l

)

J_K+1

EO =
'y

[i]
.
y
<
= =
+ +
—_—
)Klv-—i
oy
+
-—b

JK+1 K+1 J,K+1
EI o LI - YI
dla I=1,2,...,N+1

4

¥ exp 1 [LK+1_ X _ P [J ;il L JgK+t 2JE?+

? ' ' T

o=g+1 [FHIyE+T JY§+1|<1)

J+1,K+1 K 7 -
t _J-vadruk J”Y?H

kT

;
N ! T
g ]

Rva. 2.1, StI:he at blokowv procramu svmulacii cvfrowei.



2.3. Vyprowadzanie wynikdw obliczei

-
3

Otrzymane wyniki obliczen wyprowadza si¢ na drukarke wierszowg.
Kasdorazowo po wykonaniu zadania wydruk zawilera:

a/ komentarz okreélajacy rozwlgzywane zadanie i metode,

b/ wykaz i okredlenie danych wejscilowych zadania,

¢/ tabelaryzacje wspdirzedne] przestrzennej /numery wezidw - x/

d/ tabelaryzacje¢ warunkdw poczagtkowych zadania /Fio/,

e/ informacje o chwili czasowej,dla ktérej rozwiazuje sig¢ zada-
nie /wepdirzedna czasoWa - T/,

£/ tabelaryzacje lrozwigzania liniowego /Lik+1/,

g/ tabelaryzacjg¢ Wwynikdw kole jnych iteracji /jYik+1/,

h/ tabelaryzacj¢ frozwiazania analitycznego /Fik/,

i/ tabelaryzacjg bXedu bezwzglednego /Wik/,

j/ tebelaryzacje bzedu wzglednego /Uik/,

k/ informacjg¢ o ilosci wykorzystanego czasu maszynowego.

Rys. 2.2 .przedstawia graficzny ukiad wyprowadzanych wynikdw.
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NIELINIOWE ZAGADNIENIE BRZEGOWE - METODA KORFEKCJI
ROWNANIE: DDX/F/ = 2A:F DT/ ®/

DANE:

ILOSC WEZEOW: N+1 N =
DYSKRETYZACJA OBSZARU: H H =
ILOSE XKROKOW CZASOWYCH: M M =
DYSKRETYZACJA CZASU: P P =
WYNIAR OBSZARU: S/2 S =
WSPOECZYNNIK ROWNANIA: 2A A =
DOKZADNOSE ITERACJI: D D =
X =

F/X,0/ =

W/X,0/ =

U/%,0/ =

'ng T=%-P SIK

L/%,K/ =

Y/X,K/ =

F/X,K/ =

W/X,K/ =

U/X,K/ =

CZAS OBLICZEN = SEK

Rys. 2.2. Forma wyprowadzania wynikdéw obliczen.
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TATEMFNT
1]
0
1t
0

10
11
12
13
14
15
16
17
T
T
18
18
18
19
N
21

s
23
2h
28
26
27
28
29
30
31

e
53
EXA
35
36
37

43

h1
fil)

4o
L

2.4+ Program

0Y /00175 COMPILED BY XALT Mk, 5

VLISTY(LP)Y
YPRUGRAMY (NZBH)
YINPIHTY 1=CR0O
'ONTRUTY 2=LP0O
YIiRACEY 2

YUFEOTINY _
"INTEUWERY 'PROCEDURF'Y SECONDS;
TEXTERMALY;

VINTFOUFR? T.f\]tKrI.‘IILDFM'M.S'S‘I!S?IO:
"YRPHAL' PosAsDH]
SELEGCTINPUTC(T) SELECTOUTPUT(2):
LU;=READ;
"FORY L1:=1 'STEP® 1 'UNTTIL' LD 'DO?
'BEGIN?
S1:=SECONDY:
Ni=RFAD;
Hi=RFAD;
Mi=RFEAD;
P:=RFAD;
Si=READ;
Ar=READ:
Dr=READ;
TUEGIN?
"ARRAY ' W U, E,L,B,F,Y[OtM+T,03N+1];

WETTETEXT (v v (VSCT0SY YW NLTUFLLATUNAZLYOLUAE LY L7 AAAGCHAYD YN VEFUNLT %X
YAPYRLZLF L OLOEN LAY =YY ML F TN LD YA LA L AO%RLF YW %O Y% (2085 Y poWNA
NIEY % s YUDDX(FY AUz A%2AY g %FA*ADT(F)* ('2CBS ) ' DANE.Y g (' 2CHSY) 1LOSCY
YWEZIOWML s UMY+ AV LS ARALLANL=L YY) 2

PRINT(N,2,0);
MRTITETEXTCv (v (12058 )y DYSKRETYZACJA%ZOBSZARUY , ZHARLANY=Y% 1) 0)
PRINT(H,s241) 1
MRTTETEXT (P (" ('2CS5S )y ' TLOSCZKROKOWZCZASOWYCHy y xMysxMu=yt) ')y,
PEINT (M, 2,0):
WRTTETEXTC ("' (*2C5S') "DYSKRETYZACJAXCZASUL : ApUXAL%A PRI 1)}
PRINT(P,244);
MPTTETEXTC (" (' 2C5S ") "UYMI ARYORSZARUL s %S/ 2UNLAUNALASHELYIT)
PRINT(S,2,0);
WRTTFTEXTCo (v w (120550 ) v HSPOLCZYNNIKARDWUNANTIAL 1 %2A%LLAY%=%1)1)]
PRINT(A,2,1)
METIETFXT (v (v (*2C55VyvDOKLADNOSCHITERACI T Ay UDAALRAALD Y=Y Yy V)
PRINT(D,2,1):

Ki1=U;

“HlIFTFXT('("('?C%S')‘V%%Z%Z%ZXZZ:')');

"FOR' 1:=1 'STEP' 1 YUNTIL' N 'DO’

PRIMNT(TI,7+0);
ETZIWRTTETEXTC ' C' "' 2055 ") 'F(X, ") ")
PRINT(V,2,0);
WMHTTETEXT (v )Y =70 )01y,

VEOEY =1 thp et 1 gt o !

-

Yeebf

2 I A A T A U I B A A B O BN LRI P
LS TR I N O T A [ PR I
llrlt‘;
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IRy M«1I|T|Aft'(ut(izﬁﬂh')t“(X;')');

g PTGy e, 0

i BT T Ry EOakye) vy,

. PERIES frey Ypdyg 02 4 VONTETLY N 0

o LRI TR I '

4K Y‘l’lfl“:f;“f']:

50 DLk v Je = LRy 1T1=Y v 1)/, 1 1%100:

519 Mlyeple=glk,11=Ylk,1];

4“7 PHINT (VLK T)sbh,2):

5% LMD

54 WRTITETERTC( (" (2058 Ui ") ")

55 PRINT(Ks2,0):

56 MKYTETEAT(" ()Y %=0%%" )" )

57 YFORY T3=1 PSTERY 1'UNTIL® nNtpO?

58 "WEGI MY

54 PrRINT(ULE,T]),3,2):

60 PRINTCH(21)

f!1 YEND'

62 YIFY KeM YTHEN' 'GO TO' ET1:

673 tIFY K=z 'THEND

63 Yekbpp!

63 "FORY T,=1 *STEP' 1 *UNTIL' N 'pOV
65 LLO,TJe=F[0,17:

bt VEND !

fré VELSFY YFORY 1,=0 YSTEPY 1 YUNTIL® N 'nO?
(7 LEK,1Te=vlr,12

68 LEK/O)e=L(Ke1,079=0 0;

60 LLroNeqTy= [K,N=97;

70 MRTIETEXTCY (PP (P3CREY )Y " rovaxty iy
71 PHIHTCLE+1)Y2P 2 44)

22 ML I ETERT O LY e S E Y L B Syt Loxl*3 )2
7% PRIINT ¢ (he), 2,002

) MRTITETEXT(Y (") Y=%ur)y

75 "Fok' Te=1 *STER' 1 tuntl ' N ‘Do
7h PHFUWINY

76 LLr+T 1) estlpa 1 14P/ Cuap) o (Ll Y+ lp,p+ 1Ym0 (LK, 1))
78 PRINT(LIK+1,1),44,2)!

79 YEpD Yy

RO LOK*¥1  N41]e=L[K+1,N=1]

81 Jer=Uy

) VFOKY Tp=0 *STEP! 4 SUNTILY N DO
83 Yig+1,1)e=LTk+1,1]):

A FI2¢v1F' J YGTY 19 'THEN!

K, VBEGIN

84 Ki=p+1:

86 "GO TO' ET3:

4 YEND '

“8 VFORY 1,20 *STEP' 1 ' NTIL' N *DO?
ol HLK+1,1]!=Y{V+1,]]:

90 Fleg*+1,01¢=0,0;

91 PLK+T o NgT)o=YrKal, Nat ) =Yrke1,NLT Y
92 VEORY 1,21 tSTEPY 4 CUNTILY N41 tpO?
93 L1, 1=l lwst,1)eylp+1,11:

94 MEWLTNE () ;

95 SPALFE ¢5)

94 MRIFETEXTIC*C'Y(Xs* )" )2

97 PRINTC(C#1),2,0)

9R URTVETEXT Y (" y%=X%1)0y.
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Ho YEOR' 1:=1 YSTEPY 1 YUNTIL' N '¢0'
100 VRELINY
100 VUIK#1, 1], =L lk s TI*EXP /(2 A)x LLIK*1 1) =LK TT=P/ (2hynn)
101 (pTK+q, I=1 14 (k4] , 149 =27p K+, 11)))!
102 PRINT(YLk+1,1146,2);
17073 TEND!Y .
104 vFORY 1,21 sSTEPY 1 vUNTILY N #DOv
105 "IEY ARSCYIK+1,T1)=-30K+1,11) 'GE' D '"THEN!
1065 "BEGIMY
104 Jr=J+1;
107 6o TO' ET?:
108 YEND':
1009 Kezg+1:
110 : ‘G0 TlOY ET3;
111 Flq:S2:=SECOMDS?
117 gl:=g2=51;
113 MRITETEXT/(v (' " ('5C5S )y ' CZAS%ORLICZEN Y =%%r) vy,
114 PRINT(S24400);
1S MEBITEFEXTCY C 4% SERTY) ) ¢
116 TENDY
197 YENDY SERTI
118 "ENDY PROGRAMU;




3. REALIZACJA PROGRAMU
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3.7. Zestawienie danych wejsciowych

I geria:

n 5

H 1.

M 30

F 0,01
S 10

A 40.

D Te
Jfe%r./

II geria:

N 8

H 0.625
M 30

B 0.01
S 10

A 40.
D 1.
/str./

IIT seria:

N 10

H 0.5
M 30

I 0,01
S 10

A 40.

D 1.

Fabib.f

5 5

1, 1.

30 30
0,02 0.03
10 10

40. 40.

1. 14

8 8
0.625 0.625
30 30
0.015 0.0175
10 10
40. 40.

1. 1,

10 10

0.5 0.5
30 30
0.0125 0,015
10 10

40.  40.

1. T1e

30
0.04

10

40.

0.625
30
0.02
10
40.

10
0.5
30
0.0175
10
40.

40
0.05

10

40.

8
0.625
30
0.0225
10
40.
1e

40
0.06

10

40.

8
06285
30
0.025
10
40.

50
0.07

10

40.

0.625
30
0.,0275
10
40.



IV seria:
N

H

i

P

S

A

D

/str./

V seria:s
N
H
M

/str./

2.
30
0,01
20
10,

4.
30

0.01
40

2.5

18

5 5 5
2. 8. g,
30 30 30
0.02  0.03 0.04
20 20 20
10. 10. 10.
1 15 T
5 5 5
4. 4. 4.
30 30 30
0.02  0.03 0.04
40 40 40
2.5 2.5 2.5
1s 15 - s

30
0.05
20
10,

Te

4.
30

0.05
40

245
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L¢Xy 725 ) = 1R3,11 16,02 WP2R, 09 LRI 1 504, 7%
Yok, p5 ) = 179 .8y 1o, 03 ALY T K79 hS 499, pg
Yix, ?5 ) = 17, A4 310 90 410 9% 479 b5 EEL
FqX, 25 ) = 18U, 00 52n 0o 420,00 GEN, D0 500,00
UEXx, 25 Y g Ut 0.0 n.n7 n.058 005
Hex, 25 ) = U,0e X " 0.0% X n,0? x 0,00 % . 0,01
T =n 1,0600 SFK
L(¥, 26 ) = 17Y, 45 319,50 99 5% Wr9 L85 499 .55
Yer, P63y om 176 30 313 56 411 H1 470 bk gﬂn.nq
YOXy 26 ) w 170,32 313462 411,69 470.53% 490.15
fed, 26 ) = 170,47 313,73 411,76 470, % hof, 20
. r
Weg, #6 ) = U. 45 0,10 0,07 n,ne 0,n%
HERy 26 Y om Wyn9 x n.noy X% n.o? X n.nv % n,n1
T 1, URUN SEK
Lexy 27 ) = 172,913 313423 411230 . 4701k Wh9, 75
yix, 27 ) = 17¢,91 307,5% 4,70 461,37 4RO, 63
Yex, 27 oy = 17¢ 9% 307 59 403 77 461 4B 4Rp 72
FiXy 27 ) w 178,08 107,69 LY. R Lh1.54 uho.77
wix, 27 ) = v, 15 0,10 0,07 0.06 0,05
ey, 27 )y = Vo9 oy 0,03 0,02 0,01 0.0
T e 1,1200 SEK
LeXy 28y e 172,54 307,21 403,39 461,10 480,33
YO o8 ) ® 0 q4¥a45 10q9.73 394.08 452469 LT1i56

yex, 28 )= 167 66 301,79 396,15 452,77 W7, 65

FeX, 28 ) = 16Y 81 301 89 394 2% 452 83 471 70
WiXe 20 ) a U5 010 ns0? 006 .05
UeK, 28 ) = U,0p %X 0,03 %X 0,02.% 0,001 x 0,01
T = 1,16u0 SEK
L(Xy 2Y ) = 16Y,29 309,461 395,77 452,39 674,27
YR, 29 3w 166 51 296 14 IARTS - bbn 31 462 BY
Y(X¢ 2% ) m 1A0.52 296,20 3RA. B9 b6, 39 462,91
FUX, 2y ) = 160 67 206,30 388 80 bt b4 462 ok
WX, 79 ) m v.15 0,10 n,or 0,06 0, 0%
uex, 9 ) & U n? X n.03 % p.p? X p.01 X 0,01
T = 1,£0u0 gF K
Ltxy 50 ¥ = 160,15 295,82 IRRL 4L Ghb. 0 462,54
yix, S0 ) = 163, 4R 290,74 3R, 68 L3623 454 61
YeX, 4y = 163,40 290 H1 3R 74 43430 454,40
FEXe s ) = 105,04 200,99 TRy P 436,36 L5459
e, i ) = u,1h n,o1n ronR n, 06 n,ns

Hex, xnoy o= u ey (T B nnz oy ooy n. o



M T FLITNITOME I oG APRNIENIE RROZF 6 0 W E 94 METOD g v DR E K J1

ROMNANIE 1 DRXCE) = 2a 1 F * pT(F)

DANE ]
1L0Sc  WEZLNW 5 N + 4 N = 5
NYSKRETYZACJA URSZARU 1 W H = 2,0

1L0Sr KROKOY CZASOWYCH ¢ M M= 3p
NYSKRETYZACJA LZASU , P P = n.nsno
WYMIAR ORSZARU ¢ S/ s = 20

AgPOLCZYNNTK UENANTA 4 2A A = 10,0

POKLADNOSE TTERACIL , p n o= 1.0

¥ _ = 1 2 3 & 5

Fex, 0 ilu 360,00 640,00 A4, 00 940,00  Tp00, 00

HeX, 0 3y = v, 0, 0. 0. N,

Uex, 0 ) = v, 4 0, - % n. ¥ n. i %
T = 0,U509 SEK

Lk, 1 ) = 359 00 63900 #3900 959 00 999 00

Yex, 1 )y = 5¢clnq. . ﬁnﬁ_?ﬂ ?oa_pw 913_18 . 951_31

LAE I T 342,75 609,53 Bnn. o1 914.29 952,39

Yex, 1) = She, 77 609, 4o 709,98 914,27 052,36

Fex, 1 )= S4¢ 86 609 52 Bno_on . 914 29 952 38

MK, 1 ) V.00 0.03 0.02 0.02 0.02

uex, 1) = v,03 % 0,01 X 0.00 % 0,00 ¥ n,0n %
T o= 0, 1000 S5FK

(X, 2 ) = 341,87 E0R, 54 799,073 913,32 951,41

Y¢X, 2 )= 320,86 581,13 767,77 871,75 908,08

Y(Xy 2 ) s 327,11 589,79 7hY. 62 A72.72 909,08

Yex, 2 ) = 327,13 581,75 76%, 60 872.70 909,06

FeX, 2 1y = 3a2r,27 581,82 763 64 872,73 909,09

WEXe 2 ) = Vet 0.07 n-0% 0.03 0.03

Uk, 2 ) = U,06 X 0,00 X 0,00 x 0,00 %¥ 0,00 %
L 0,15u0 SEK

((x, 3 )=  3206,22° S5B0,B4 767,69  B71.79 908,15
Y(X, 3 y =  31¢,63 555 B8 729 66 B33 9% 868, 66
Y(X, 3 ) u 312,85 556,46 730,40 R34.75 869,54
Fi(X, 3 ) = 315,04 556,52 730,43 834,78 869,57

HeX, 3 ) = v,19 0,07 0,064 0,03 0,03
UtKe 3 ) @ V.06 % 0.01 X% N.04 X" pg.0n X 0.00 %
T o= (r,20U0 SEK

LeX, 4 )= 311,99 555.58 729383 833.88 BEB. 67

Y(x, & ) = 29Y,60 532,75 699 34 799, 23 832 54
YeX, 4 ) = 209 78 533 26 699,95 799 97 833, 31
F(Xy, 4 ) g 3pus0n 533,313 700.00 800.00 R33,33
WeX, & ) = v,2? 0,07 0,08 0,03 0.02

Uty, & ) = uo? x 001 x 001 x 000 x 000 3



T " U, ey SEK

LeKy 12 ) = 2%1,3A8 412,13 541,21 610,66 [
Y(x, 12 ) = 224,70 lgg, 066 524,65 Sgp, 0k £, 64
Yix, 12 ) = 224,77 390 W7 524,92 599 95 6o 98
Fex, 12 ) = 22> 00 400,00 52% 00 Anop, 00 €25 00
HiXy 12 ) m U. 23 n+13 n.0f 005 N.05
(X, 12 1 = v,in % 0,03 X n,ne x 0,00 x 0,014
T = 00,0500 S5Fk
(X, 13 ) = 224,15 199 25 524,29 599 32 6.4 T
YeX, 15 ) = 217 90 387 55 S0R 764 561 48 6'5 72
Y(¥, 15 ) 217,95 3R7.75 sp%.0n . TA ALY |
FeX, 15 ) = 216,1R IH7, HH 50,0 LI 66,06
V(k, 13 ) = v,23 013 0,09 0,06 0,08
Uexy 13 ) = verr1 F 0.0 % pup2 % 0.01 % 0.0
T u,roun SFK
LiX, 14 ) a 247,35 IH7.14 SNA.Ln 581.15 605440
yix, 14 ) = 211,49 376,96 40% A9 564,39 " SB7 02
Yek, 14 )y = 211 54 376 54 WG 0% Sk 64 5Hﬁ‘1ﬂ
FCXy 14 ) = €11.76 7h. 47 L9512 SAhL. 7Y SRR, 24
WiX, 14 ) = v,23 0,13 0,09 0,06 0,05
Ugx, 164 ) = vt og 0,03 % n.02 % 0,01 % 0,01
T = 0,f5u0 SEK
LEXy 15 ) = 210,95 375,75 LAY 564,08 587,59
Y(K, 15 ) m 209,45 365,42 479,71 548,27 571,13
Yex, 15 ) = 205 49 365 58 479 91 S4B 51 571 137
FOXy 15 ) = 202,74 365.71 “Bp.nn 548,57 571.4%
WeX, 15 ) = v,22 6,13 n,0g 0,04 * 0,06
Utx, 15 ) = U1 x 0,06 % 0,02 % 0,00 x 0,01
‘1 = 0,B0Un SEK
LiXy 16 ) = 206,93 365,01 479,34 547,94 570,80
Y(x, 16 ) = 19y,74 355,27 LAk, 30 533,05 555,27

Yix, 16 ¥y = 19,78 355,42 Lok 57 533,27 555,50

Fex, 16 ) = 200,00 355,56 46A 67 533 33 555,56

M(Xy 16 ) w V.22 0.13 0.09 0.07 04064
Uex, 16 ) = v, X 0,06 X 0,02 x 0,00 x 0,01
T = 0,8500 SEK .
LeX, 17 3y = 199,23 354 87 L6k, 02 532,71 554,94
YeX, 17 ) = 194 35 345 68 453 79 518 65 540,27
Y(X¢ 17 ) & 194,38 345,89 45%5.96 51R.85 S40.4R
F(Xy 17 ) » 194,59 345,95 454,05 S18,92 540,54
WeX, 17 )y = v, 21 0,13 0,09 0,07 0,06

Ugky 17 ) U,11 X 0.046 X n.0? X 0.01 % 0.01



LOXy
YR,
YX,
F oy
WK

Uek,

LeX,

Yiex,'

YOX,
Fex
MK,

uex,

Y ix;
Yoox
Feny
v,

il.‘xII

LEX,
Y(X ¢
vex,
Fen,
WKy

Uex

L{X,
Y(X,
v X,
FOXy
WX,

Wer

25
23

1,€500 SEK
) = 163.00
Yy m 15Y 80
yon 15Y H2
Y om0 1AUL00
)y = U,1A
y = v
B | SEK
y = 15Y,37
) o= 150 3%
)y = 156 34
y = 156 52
oz U.1R
) = vu.1?
1,35u0 SFK
YoE 152, v1
y = 1'%3_11(1
Vo 153.0m1
Y o= 153,19
Yy = v 58
b o= Ue1d
1_anun- G k¥
) = S 15¢,49
) .: 14Y 11
Yy o= V47 K3
Vo= 150000
) = AT
) = u 12
1,45u0 SEw
Y = 147,41
) = 140 76
y = 146,77
) = 140,94
Yy = v v
} = voi2
1,000 SEx
) 140,36
) = 145,82
y = 143 B3
Y ] 1‘!"0{!“
Y om v,17
) = U q7

290,32

284,24
284,32

284,44

L%}
-~
~
™

2hh,12

260,69
255,82
ESSIﬁB
256,00

0,12

nns

377,70
65,03

348 12

Sﬁh_ﬁﬂ

IL0 LK
342,68
342,76
347, HA

n.an

0,03

435.8%
426:%?
426 50
W26, 67

0,08

H 0,02

L16 A7

Anp T3

(3 R

N %9

S8 21
Lin.0n
0n,0g

b 0,02

391,354
383,83
ALEIR A

3R4.00

v n 02

434401
Ld, 28
Gha 17
bhi, b

0,08 .

0,02

N2

fe5. 03

16 L9
W16, K7

0,02

407,67
399,84
599'92
400.00

0,0R

0O n?
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N T F LTI NTOWE ZAGADNITENTIE BRZFGUMWE » MFTDOD A ¢ 0/ EKCJT

ROMNANTIE 1 DDX(F) ® 24 | F * DT(F)

DANE 1
:|us? WFZLOW § N * 1 N on 5
pYSFREYYZACUA URSZARU q H H e 4,0

[L0SC KROKOW CZASDWYCH ¢ M Mom 30
DYSKRETYZACJA LUZASVU | P P = 0.0100
WYMIAR ORSZAMU 1 S/2 S = 40

WSPOLCZYHNTK pUUNANTA § 2A A= 2.5

DOKLADNOSE JTERACJL , D pw 1,0
X u 1 2 3 4 5
F(x, 0 ) = 360,00 640,00 B4, 00 960,00  1000,00
Wek, 0y m v, 00 0,00 0.00 0,00 0,00
utx, 0 ) = v,00 ¥ 0,00 X% n,0n x 0,00 x 0,00 %
T o= 0,U100 SEK
Xy 1) = 357 95 639,95 . 839,95 959,95 999,95
Y(X, 1 ) = 350,42 633,63 831,64 950,45 990,05
Y(Xy 1 ) @ 350,43 633,66 834,48 950,50 990,10
By 1) m 0 856,44 633,66 831,68 950,50 990,10
Wek, 1 ) = v, o0 =0,00 =N, 00 =0,00 =0, 00
UEXy 1) w V.00 X =0.00 % =0.00 %X =0.00 X 0,00 X
T = 0,v2u0 SEK
Lex, 2 ¥ = 350,39 633,61 831,43 950,45 990,05
YOG, 2 ) o= 352,92 627,42 B2%,49 941,13 9Hp, 34
YeX, 2 )= 35¢, 94 627 45 823,53 949 18 980,30
F(X, 2 ) 354,94 627,45 82%.53 941.18 980,39
WiX, 2 ) = v,00 =0,00 0,00 =0,00 2 0,00
utx, ¢ ) = V,00 % =0,00 % «n,00 X 0,00 ¥ w0, 00 X
. i
T = 0,U3u0 SEK
Lex, 3§ ) = 55¢, 49 627,40 B2T, LA 941,13 980,34

YeX, 5 y = 34Y 50 f21'35 815,50 931,99 ‘970,49

YiX, 3 ) & 347,51 621,36 615,53 932.04 970,87
F(X, 3 )y = 349,51 621,36 815,53 932,04 _5?0,3?
: i
Wex, 3 )y = u,00 0,00 -0,00 -0,00 «0,00
ek, 5 ) u v, on % u.hﬂ X =0,00 % =p,00 X .-o.nn ]
T = 0,u4un SFE .
LeXy 4 ) = 347, 464 621, 31 u15.a6 931,99 970,81
Y(X, & ) = 340 14 615,36 407,68 923,03 961,49
YeX, 4 ) om 340 15 615 38 Bn7 . 69 923,08 " 961,54
F(Ky 4 ) w 340,15 615, {8 Hn7., 60 923.08 961.54
Wik, 4 ) w v, 00 0,00 -0, 00 C =0, 00 0,00

Uex, 4 3y =" V00 X 0,00 X =000 x 0,00 x 0,00 %
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T . 0,¢500 SEF
LEN, 2% Y e 70,27 516,08 6r?, 3R 774,45 ANA, 41
vir, % ) = 2RELOR 511,98 671,08 787,98 740 07
Vin, 75} w 2R7 00 5% (0 6?72, 00 7AR, 0D Ao, on
Firdy 2% Y m 2RH, 00 512,00 672.00 7HB.00 Apn.nn
Wiy, 2% ) om w01 00 n.nn w00 =0, 00
Uex, 25 _} . uvonn oy non x - n0n x =0, 00 x =0 00

T m h,enun SFK
Lil, 26 ) n 2R/ ,05 511.96 67194 TA7,96 799,94
Yer, 26 ) w 2AD, 70 507,92 bEA 66 741,88 793, 6%
YeX, 26 3 ow 285 .70 507,93 - 6KA, AT 761,90 793 4%
FtXy 26 ) » 285,79 507.94 hhh 6T .?ay.uo 798,65
WiK, 46 } w v, n n,nn 0,00 -0, 00 -n,nﬁ
Uey, 24 ) = vonn o ox 0,00 x n.nh Ii -0,00 x =000

T 0,¢7un SEK
L(Xy 27 ) = IZﬂb.bh an?.ﬂﬂ. 6hh . AT ?761,.R7 793,61
Y, 27 Y m 2R3 45 SN3 . 92 . G61,40 755,88 7A7, 3R
YexX, 27 )y = 2R3 45 snf_?s Hh1 42 755,19 787,40
F(X, 27 V m FLENY 503,94 Iﬁﬁ1.np ?55.91 7B7,40
Wik, 27 ) = v.on1 0,00 n,nn n,n0 _ =N,0n
Utx, 20 )y = v,o0n % 0,00 X% 0o x n,00 x =0,00

i

T = 0, 2800 qFK!
LiX, 28 Y = 2R, 42 I 503,80 661, 3R 755,87 7R7, 36
Y(X, 2 ) @ 281,23 499 98 656,23 749,98 781,21
VX, 28 ) = 281, 24 500,00 654,25 750,00 781,25

F(Xy 28 ) @ 281,25 500.00 656.25 750.00 781,25

WeX, 2B ) = u,01 0,00 0,00 0.00 “0,00

UeK, 28 ) m v,00 x 0,00 X 0,00 x 0,00 x 0,00
T = 0,4900 SEK

LUXy 29 ) = 281,20 499,96 656.21 749.96 781.21

Yix, 29 ) =, 27¥,05 696,10 651,14 744,16 775,17

Yex, 29 ) = 279,06 496 12 - 651,16 Tha 19 775 19

F(Xy 29 ) m  27Y,07 496,12 651.16 744,19 775,19

(X, 29 ) = v,01 0,00 0,00 0,00 0,00
Uk, 29 ) = u,00 x 0,00 x 000 x 0,00 x 0,00
T = 0,3000 SEK

Liky 30y = 27Y,02 496,08 651.12 Th6,15 775,16

Yix, 30 )y = - 270,91 492,29 666,13 738,44 769,21
Yex, 30 ) = 276 91 492,30 646 15 738 46 ?60_2#
Fex, zp ) = 276,92 492,31 646,15 738,46 769,21
Wik, 30 ) = v, 09 n,nﬁ - 0,00 0,00 0,00

utx, 30 ) = v,00 x 0,00 X n;nn ¥ 0,00 x =0 0N
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[ENE Y

SFE

359 00
8¢ H?
35¢.94

35¢,94

35,084
346, R
540 15
346,15

v,

v oan

SFK

340,05
33Y .55
3i37.m
53Y 62

v, n1

v, nn

SFEK

337,52
535, ,.7
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135,13
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2
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=0, 00
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LiX,
YK,
Yiox,
FOX,
WK,

Uex,

LK,
Y(X,
YiX,
FiXy
WX,

H(x'

LK,
YieX,
YeX,
FLX,
WX,

UK,

LEX,

?(K;
YiX
FeX,
WX,

uex,

LEX,
Y(X,
YK
FeX,
WX,

VX .

LeX,
Y%,
Yox,
F(X,
WX,y

X,

25

25

25

25

26

24

26

26

29

9

29

29

30

10

0

1

0,50uU0 sFK
) = 245,16
) = 23Y 06
y m a;v.un
L] 24U, 00
) = v,02
) = v,01

) = 230 HO
) m 230 82
Y = 230,84
) = u,n2
) = v, m
0,%00 SFK
} o= 230,76
) = 235,73
) m 235,75
) 0= 235,77
) = u, 02
) = v, 01
b,2su0 SEK
Y = 235,68
) = 230,73
) = 230,75
) » 230,77
)} o= v,02
) & u,n1
0,5%a8u0 SFK
) = ?SU.bﬁ
y = 227,81

) = 221,85
) @ v,02
) = v, 0
u,6000 SFK

) = 224,96
)y = 224,98
) = 223,00
) = v,02

432,36 567.50 Guh 58 67%, 69
426,62 550,95 639 94 666 61
426 66 560,00 640 00 666 67
W26 ,67 560.00 6ho 00 66,67
0,01 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 «0,00
426,59 559,9% 639,93 666,60
421,01 552,58 631,52 657 84
421,04 552,63 631,58 657 90
421,05 5582.6% 631.38 657,09
0,01 0.00 0.00 “0,00
0,00 0,00 0,00 C=0,00
420,98 562.56 631,51 657, 8%
41554 545,40 623,32 649 29
418,57 545,45 623 38 649,35
415,58 545,45 623,38 649,15
0,01 n.on 0,00 =0,00
0,00 0,00 0,00 0,00
415,51 545.39 623,31 649,29
410,21 STA, 41 615,33 640,07
410,25 5TA 46 615 38 €41, 0%
410426 5%, 46 615.38 641,073
0,01 0,00 n.on 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00
410,18 5%TR,30 615,32 640,96
405,02 534,60 607,54 632,84
405,05 531,64 607,59 632,91
405,06 5%9,65 607.59 632,919
0,01 6.00 n.0o0 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00
404,99 539,5R 607,53 632,85
199,96 574,95 500,95 624,95
3199 99 525,00 a0p,00 625,00
400.00 525.00 600,00 625,00
0,01 n.on 0.00 n,on
0.00 ¥ n.0n ¥ p.OD x n.nn %

10¢
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NP FEL TN T WE g A GADMNTENTE 7 FGOMUE o MFETODA v 008 EKCEJ]
WOMNAMIE 3 DPALED ’- 2A 0 F M ODT(FY
nANE g
1,088 ﬁ?f:nu'q LA | N = 5
DYSEAFTYZALIA URSPAR 4 W H = 4,0

FLOST gROyOW CLASOWYCH ¢ M mo® 30
COYSKRETYZACJA LZASY P Pow n.0%00
WYMTA  OpSZAKL ¢ 8/2 § ® L0

WePDLEZYNNTK pUUNANTA § 24 A= 2.5

DOFLANNOSE TTEHACUL | D D = 1.0
¥ = 1 5 2 b 4 5
Fex, N )y = 160 00 dhn, 00 Ran, on 960,00 1000,00
WeXey 0y = v, 00 0,00 n,nn 0.00 n.on
ugx, 0 Yy = v,on o,nn X n,on x n,np x 0,00 x
T = 0,u3un SEK
LeX, 1 ) = 559 1S5 439 B85 R3O KE U509 HS 999 H% .
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