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1. Wstep

Analizujac dane statystyczne, mozemy natrafi¢ na obserwacje nietypowe, czg-
sto rézniace si¢ dosé wyraznie od pozostatych. Przyczyny wystgpowania tego typu
obserwacji moga by¢ rozne; mozemy je z grubsza podzielié na dwie kategorie.
Pierwsza kategoria obejmuje obserwacje, ktorych warto$ci zostaly btednie podane.
Dane moga by¢ tez niewtasciwie zapisane, a takze celowo zmienione. Przeklama-
nia danych wystgpuja zaréwno u samych zrddet ich zbierania, jak i podczas ich
kodowania. Moga tez wystepowac bledy obserwacji.

Drugim rodzajem obserwacji nietypowych sa poprawne dane, wyraznie odroz-
niajace si¢, odstajace od pozostalych. Pochodza one wtedy zwykle z populacji in-
nej niz zasadnicza cze$¢ obserwacji, nazywana czgsto rdzeniem. Zbior obserwacji
dzielimy wtedy na rdzen oraz obserwacje, ktore bgdziemy nazywac odstajacymi
(ang. outliers). Obserwacje odstajace mozna tez traktowaé jako zaburzenia znie-
ksztalcajace rozkiad badanej populacji.

W praktyce obserwacje nietypowe pierwszej kategorii znajdujemy zwykle w
sposob zdroworozsadkowy, wychwytujac np. absurdalne wartosci obserwacji, takie
jak wzrost osoby wynoszacy 348 cm czy gmina liczaca 34,6 mln mieszkancow. W
naszej pracy interesowac nas beda jedynie obserwacje nietypowe drugiej kategorii,
obserwacje odstajace. Badac je bedziemy metodami statystycznymi, wykorzystujac
wnioskowanie statystyczne. Zatozymy tez, ze rozpatrywane w pracy obserwacje
beda jednowymiarowe, dotyczace pojedynczej cechy.

W przypadku obserwacji jednowymiarowych wykrywanie obserwacji odstaja-
cych, czyli nietypowych, nie pasujacych do ustalonego rozkladu opisujacego bada-
na populacje, sprowadza si¢ do badania obserwacji ekstremalnych. Obserwacje
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odstajace pochodzace z innej populacji nie musza byé oczywiscie obserwacjami
ekstremalnymi, jednakze nie mozna ich wtedy wychwyci¢ metodami statystycz-
nymi. Réwniez nie kazda obserwacja ekstremalna jest odstajaca.

Praca ma charakter przegladowy. Sklada si¢ z dwoch czesci i dodatku. W
pierwszej przedstawimy wybrane metody wykrywania obserwacji odstajacych, a w
drugiej opiszemy odporne metody wyznaczania estymatoré6w charakterystyk roz-
kfadu populacji uwzgledniajacych obserwacje odstajace, jednak stabo na nie reagu-
jacych. Ponadto dodatek obejmuje 4 tablice, zawierajace wartosci testow staty-
stycznych umozliwiajacych wykrywanie obserwacji odstajacych.

Przyklady zamieszczone w pracy zawieraja glownie dane fikcyjne, stuzace je-
dynie do ilustracji przedstawionych metod wykrywania obserwacji odstajacych.
Podane sa jednak tez przyklady oparte na rzeczywistych danych, sygnalizujace
mozliwe, praktyczne zastosowania tych metod.

2. Wykrywanie obserwacji odstajacych

Intuicyjnie rzecz ujmujac, obserwacja ekstremalna moze by¢ odstajaca, gdy
jest dostatecznie oddalona od pozostatych obserwaciji, tzn. gdy jej wartos¢ jest zbyt
duza lub zbyt mata, nawet jesli jest obserwacja ekstremalna.

Z tego tez powodu do zagadnien zwigzanych z wykrywaniem obserwacji odsta-
jacych wykorzystuje si¢ zwykle tzw. festy niezgodnosci (ang. discordance tests)
[1], oparte na statystykach pozycyjnych. Zalézmy w tym celu, ze x|, x, ..., x, jest
n-elementowa proba pochodzaca z populacji o ustalonym rozkltadzie F. Moga to
by¢ przykladowo odpowiedzi wylosowanych n respondentéw na ustalone pytanie.
W celu wykrycia obserwacji nietypowych, nie pochodzacych z ustalonego rozkfa-
du F, czyli odstajacych, nalezy uporzadkowa¢ obserwacje, otrzymujac ciag

X(1) < X(z) <..< X(n)s

traktowany jako realizacja statystyk pozycyjnych Xy, X, ... , X(n. W przypadku
danych jednowymiarowych obserwacje odstajace, mozliwe do zlokalizowania, sa
ckstremalne: dolne, czyli x(), x(2) lub nastgpne, albo goéme, czyli x(,), X(».1y i kolejne.
Wartos¢ ‘géomych obserwacji ekstremalnych powinna by¢ istotnie duza wzgl¢dem
rozkiadu statystyki pozycyjnej Xi,, oczywiscie przy zalozeniu, ze populacja ma
rozktad F. Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w odniesieniu do dolnych
obserwacji odstajacych. Wtedy rozpatrujemy statystyki X{;,. Powyzsze rozwazania
stanowig istote testOw niezgodnosci.

Obserwacja x(, uznana na podstawie takiego rozumowania za odstajaca moze
pochodzi¢ z innej populacji o rozkladzie G, czyli byé zaburzeniem. W tej sytuac)i
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mozna wykorzystaé testy jednorodnosci proby [2]. Testy te polegaja na weryfikacji
przeprowadzonej na podstawie wynikoéw z proby hipotezy Hy, ze proba ta pochodzi
z ustalonej populacji generalnej o rozkladzie F, wobec hipotezy H,, ze jeden lub
wigcej elementow zostalo wylosowanych z innej populacji o rozkladzie G. Najczg-
$ciej przyjmuje sie, ze populacja F ma rozklad normalny N(y, o©), ale sa tez testy
dotyczace rozkiadu gamma, jednostajnego, logarytmiczno-normalnego, dwumia-
nowego, Pareta czy Poissona [1].

Testy wychwytujace obserwacje odstajace sa zaré6wno dwustronne, czyli wy-
krywajace dolne oraz gome obserwacje odstajace, jak i jednostronne, wykrywajace
tylko dolne lub géme obserwacje. Ponadto jedne testy wykrywaja pojedyncze ob-
serwacje odstajace, a inne cale grupy tych obserwacji.

Hipoteza alternatywna wystgpujaca przy testach jednorodnosci proby jest dos¢
ogolna. Mozna ja zawezié, dokladniej okreslajac charakter zaburzenia. Na przyklad
w odniesieniu do populacji o rozkladzie normalnym N(x, o) hipoteza alternatywna
moze przybrac postac:

H;: X;~N(u+a, o) dlapewnegoi.

Zakladamy wtedy, ze jedna obserwacja jest zaburzeniem pochodzacym z innej
populacji, ktorej rozklad jest réwniez normalny o tym samym odchyleniu standar-
dowym, przesunigty o wektor dtugosci a. Inna hipoteza alternatywna przyjmuje, ze
populacja, z ktérej pochodzi zaburzenie, ma rozktad normalny o tym samej warto-
$ci oczekiwanej, lecz o wigkszej wariancji, tzn.

H: X;~ N(u, bo) dla pewnego i,

gdzie b > 1.
Bamett w [1] podzielit sprawdziany testow niezgodnosci wykrywajacych ob-
serwacje odstajace na siedem klas:

. Statystyki nadwyzka/rozproszenie. Sa to statystyki oparte na roznicy sa-
siednich obserwacji ekstremalnych podzielonej przez jedna z miar rozproszenia.
Na przyktad moga to by¢ statystyki wykrywajace gérne obserwacje odstajace, takie
jak

Xy ~ X(n-1)
Xmy ~ Xy
lub
Xy ™ X(n-1)
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gdzie o jest odchyleniem standardowym bazowego rozkiadu. W analogiczny spo-
sob konstruujemy sprawdziany testu wykrywajacego dolne obserwacje odstajace.
Gdy odchylenie to nie jest znane, a ten przypadek najczeséciej wystepuje w prakty-
ce, zastepujemy je estymatorem wyznaczonym z proby, np. s. Miar¢ rozproszenia
wystepujaca w mianowniku powyzszych wzoréw mozna tez obliczy¢, usuwajac z
proby wartosci ekstremalne. Sprawdziany te wykorzystujemy w testach jedno-
stronnych.

1. Statystyka rozstep/rozproszenie. Statystyki te otrzymujemy przez wstawie-
nie w liczniku rozstgpu wyznaczonego z proby. Przykladem jest sprawdzian posta-
ci

X ™ *y
g

Stosujac ten sprawdzian, nie mozna niestety ocenié, czy mamy do czynienia z dol-
ng, géma, czy jedna i druga obserwacja odstajaca.

1. Statystyka odchylenie/rozproszenie. W liczniku tej statystyki wstawiamy
odchylenie od wartosci centralnej. Na przyktad dla gémych obserwacji odstajacych

przyjmujemy
Xy =%
—.

Wspomniane wady statystyki opartej na rozstgpie sa tu czgsciowo zrekompenso-
wane. Zamiast $redniej mozna tez wzia¢ inna miare polozenia. Inng modyfikacja
moze by¢ statystyka
|x, — %]
max
i s
IV. Sumy kwadratow. Statystyki tego typu sa ilorazami sum kwadratéw odchy-
len od wartosci sredniej dla proby z usunigtymi elementami ekstremalnymi i sum
kwadratow wyznaczonych dla pelnej proby. Na przyklad w odniesieniu do testu
umozliwiajacego wykrycie dwoch dolnych obserwacji odstajacych dla populacji o
rozkladzie normalnym stosujemy statystyke

n

Z (x(i) X, )2

i=]

3 (- )"

2
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- 1 &
gdzie X, , = n_—Z;x(i) :
V. Statystyki ekstremum/polozenie. Sa to statystyki oparte na ilorazach warto-
$ci ekstremalnych przez miary polozenia, takich jak prosty sprawdzian wykrywaja-
cy géme obserwacje odstajace:

X(n)

X

Sprawdziany tego typu sa wykorzystywane w odniesieniu do populacji o rozkla-
dzie gamma.

V1. Statystyki momentow wyzszego stopnia. Wykorzystuje si¢ w tym przypad-
ku statystyki oparte na miarach skosnosci i splaszczenia:

JrY (%Y nY (5 - %)
—= b =
S (x, -2y OCRESD%

Miary tego typu sa jednak rzadko stosowane w praktyce.

VII. W-statystyki. Sa to statystyki oparte na kombinacjach liniowych statystyk
pozycyjnych podzielonych przez sumy kwadratow odchylen obserwacji od warto-
sci $redniej. Przykladem jest W-statystyka Shapiro-Wilka [2]

[/2)
Z a,; (x(n—i+l) _x(i))z

3 (x, -’

gdzie wspélczynniki a,; spelniaja warunki Za,,_,. =0 oraz Za:’,. =1.
i=1 i=l

Przeprowadzajac testy wykrywajace obserwacje odstajace, mozemy natrafi¢ na
dwie niepozadane sytuacje. Sg to tzw. efekty maskowania i przeciagania. Efekt
maskowania wystepuje, gdy jedna obserwacja ,,zastania” druga, tzn. w testach
dotyczacych pojedynczych obserwacji odstajacych. Podczas wykrywania np. gor-
nej obserwacji odstajacej moze si¢ zdarzy¢, ze wczesniejsza obserwacja x(,-1y lezy
blisko obserwacji ostatniej x), tak ze ja ,,zastania”, i ze test jej nie wykryje, mimo
ze jest faktycznie odstajaca. Efekt maskowania mozna zniwelowaé, stosujac np.
testy wykrywajace grupy obserwacji odstajacych. Jednakze nalezy pamigtaé, ze np.
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obserwacja x,—» moze ,,zastania¢” par¢ obserwacji odstajacych x,-1) i x(,. Mozemy
tez najpierw sprawdzi¢, czy obserwacja x(,-;) w relacji do zbioru obserwacji x,
X@), --» X(s-2) J€st odstajaca. Jesli tak, to para obserwacji x(,1) oraz x, jest odstajaca.
W przeciwnym razie sprawdzamy nietypowos¢ obserwacji x(,. Procedurg ta mo-
zemy oczywiscie rozszerzy¢ na wieksza liczbe k obserwacji. Wtedy zaczynamy od
Obserwacji X(n—k +1)-

Efekt przyciggania zas wystepuje, gdy obserwacja nie bgdaca odstajaca bedzie
»przyciagana” przez jedna obserwacj¢ lub przez grup¢ obserwacji odstajacych.
Sytuacja taka moze wystapi¢ np. wowczas, gdy stosujemy testy badajace, czy wy-
brana grupa obserwacji nie narusza jednorodnosci (zob. przyktad 4), lub testy typu
,»odchylenie/rozproszenie”. W drugim przypadku géma obserwacja odstajaca moze
tak ,,przyciagnac” w swoja strong¢ wartos¢ srednia, ze dolna obserwacja nie bgdaca
odstajacq moze zosta¢ za nia uznana. Sytuacja taka wyst¢puje w przykladzie 1 w
[4] w przypadku obserwacji wielowymiarowych.

Przedstawimy teraz wybrane testy statystyczne umozliwiajace wykrywanie ob-
serwacji odstajacych [1; 2]. Na poczatku zatozymy, ze populacja ma rozktad nor-
malny N(u, o). Test istotnosci Dixona jest jednym z najcz¢sciej stosowanych. Po-
lega on na obliczeniu wartosci nastepujacych statystyk:

X, — X X, — X
(n) (n-1) (2) (1)
d, =———, d =————,
X(my ~ Xy Xny ~ Xq)
X, - X, X — X
_ _ Xy T A2 _Xe) ~ X
d,,=max(d,.d,), d,  =—"2  d,= —

Xy ~ Xay Xy ~ X

Jak widac, sa to statystyki typu nadwyzka/rozproszenie. Jesli dla ustalonego po-
ziomu istotnosci o [2]:

a) d, 2 d, 4 to element x, narusza statystyczna jednorodnos¢ proby, czyli moz-
na go uznac za obserwacj¢ odstajaca,

b)d, 2 d, , to element x(;) narusza statystyczna jednorodnos¢ proby,

¢) di» 2 d> 4, to elementy x;) i x, naruszajg statystyczna jednorodnos¢ proby,

d) dyn-1 2 dh 4, to elementy x(,) 1 x(,-;) Naruszaj statystyczna jednorodnos¢ proby,

€) d\» 2 ds o, to elementy Xy i x(2) naruszaja statystyczna jednorodnos¢ proby,
gdzie wartosci krytyczne d ,, d, 4 0raz ds , odczytujemy z tabl. I, zawierajacej war-
tosci krytyczne dla testu Dixona (por. [2]).
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Przyklad 1
Ponizsze dane przedstawiaja wzrost losowo wybranych 13 oséb mierzony w cm:
152; 172; 173; 174; 174; 175; 176; 176; 177; 178; 179; 195; 203.

Chcac przeprowadzi¢ test Dixona, powinni$my najpierw sprawdzi¢ zalozenie nor-
malnosci rozktadu badanej zmiennej [2]. Postugujac si¢ testem Shapiro-Wilka,
stwierdzamy, Ze nie ma podstaw do odrzucenia tezy o normalnosci rozkfadu.

Mozemy teraz przej$¢ do wykrywania obserwacji odstajacych. Sprawdzimy
przykladowo dwie hipotezy: pierwsza, ze obserwacja x; nie narusza jednorodnosci
proby, oraz drugg, ze obserwacje x)3 i x;; rownieZ nie naruszaja jednorodnosci pro-
by. W tym celu obliczamy

d, =20/51=0,392, di3,12 =24/51 =0,471.

Po przyjeciu poziomu istotnosci & = 0,05 otrzymujemy nastgpujace wartosci kry-
tyczne: d, , = 0,361 oraz d; , = 0,461. Wartosci sprawdzianéw obydwu hipotez s3
wieksze od wartosci krytycznych, tzn. dy,, < d), ds,4 < d}3,12, Wiec hipotezy te nale-
zy odrzucié. Badane obserwacje naruszaja jednorodnosé¢ préby, czyli mamy pod-
stawy do uznania x,, x5, X13 za obserwacje odstajace.

Test Dixona jest oparty na roznicach migdzy najwigkszymi badz najmniejszy-
mi wartosciami z proby. Z tego tez powodu nie jest on odporny na efekt maskowa-
nia. Zawodzi bowiem, gdy sa dwie obserwacje odstajace, mi¢dzy ktérymi sa male
odlegtosci.

Przyklad 2

W przykiadzie 1 efekt maskujacy wystepuje podczas testowania hipotezy
sprawdzajacej, czy obserwacja x,;, rozpatrywana pojedynczo, a nie w parze z xi»
jak w tym przykladzie, nie narusza jednorodnosci proby. Wtedy dj; = 0,157 <
0,361 = dy,,. W tym przypadku nie mamy podstaw do odrzucenia tej hipotezy i
uznania obserwacji x;3 za odstajaca.

Efekt maskujacy nie odgrywa wigkszej roli w tescie Grubbsa. Test ten jest
oparty na odleglosciach miedzy skrajnymi elementami a wartoscia $rednia, czyli na
statystykach

G _x(,,)—x G _x—x(l)
- s n = 1
(n) s (0] s

gdzie x jest $rednia, a s odchyleniem standardowym wyznaczonym z proby. Jesli
G = G, to obserwacja i = 1 lub » moze by¢ uwazana za odstajaca. Wartos¢ kry-
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tyczng odczytujemy z tabl. II. Jest to sprawdzian testu typu rozprosze-
nie/odchylenie. p-wartos¢ testu (p-value) mozemy tez oszacowaé z géry nieréwno-

Scig
n(n—2)G(,,)2
<nP|T _,> |——————— |, 1
p=n (n—Z \/(n—Z)Z—HG( 2 (D

n)

gdzie T, jest zmienna losowa o rozkladzie Studenta z k-stopniami swobody. Row-

nos$¢ w (1) zachodzi, gdy Gy > ,/%(:—2) [1].

Przyklad 3

Przeprowadzimy test Grubbsa w odniesieniu do danych przedstawiajacych wy-
datki w tys. z wybranych losowo 8 rodzin:

1,22; 1,24; 1,32; 1,39; 1,49; 1,68; 1,87; 3,02.

Warto$¢ sprawdzianu testu Gy = 2,295. Warto$¢ krytyczna dla poziomu istot-
nosci a = 0,05 jest rowna 2,03, wigc obserwacje xz = 3,02 mozna uzna¢ za odstaja-
ca. Prawa strona nieréwnosci (1) jest mniejsza niz 107, a tym bardziej p-wartosé
testu, co potwierdza wczesniejsze rozwazania.

Na danych z przyktadu 3 mozemy zaobserwowa¢ efekt przyciagania — druga
obok maskowania niebezpieczna sytuacj¢ towarzyszaca wykrywaniu obserwacji
odstajacych.

Przyklad 4

Po zastosowaniu testu Dixona do pary obserwacji x(7 1 xs) z przykiadu 3 otrzy-
mujemy dg; = 0,74 oraz d; , = 0,545 dla @ = 0,05. Mozna wigc na podstawie testu
Dixona uwazaé pare x7 1 x za obserwacje odstajace. Jednakze obserwacja x(7 nie
jest odstajaca. Zostala ona jedynie ,,przyciagnigta” przez obserwacj¢ x(s). Stosujac
ten test do obserwacji x(7y rozpatrywanej wzglgdem pozostatych, po usunigciu ob-
serwacji x mamy d; = 0,29 i d, , = 0,507. Hipotezy o jednorodnosci nie mozemy
wigc odrzuci¢. Obserwacja x(; nie jest zatem odstajaca. Potwierdza to tez test
Grubbsa. Wartos¢ sprawdzianu testu dla 7-elementowej proby wynosi Gz = 1,709,
a wartos¢ krytyczna testu jest w tym przypadku réwna 1,94.

Testy Dixona i Grubbsa mogga tez stuzy¢ do sprawdzenia jednorodnosci préby,
do weryfikacji hipotezy, ze proba pochodzi z populacji o rozktadzie normalnym,
wobec hipotezy, ze jedna lub para obserwacji naleza do innej populacji [2].
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Przyklad 5§

Podana ponizej, uporzadkowana proba przedstawia wartosci sumy ubezpiecze-
niowej AC 8 klientéw pewnej firmy ubezpieczeniowej z 2001 r.:

6 000; 11 500; 12 000; 15 000; 19 500; 20 000; 28 000; 38 000.

Mozna sprawdzic, ze test Shapiro-Wilka nie odrzuca na poziomie istotnosci o =
0,05 hipotezy dotyczacej normalnosci rozkiadu populacji generalnej. Po zastoso-
waniu testu Dixona do najmniejszej i najwigkszej obserwacji otrzymujemy warto-
sci testu réwne odpowiednio 0,172 oraz 0,313. Test ten nie odrzuca hipotezy o
jednorodnosci proby, poniewaz warto$¢ krytyczna wynosi w tym przypadku d; , =
0,468. Rowniez test Grubbsa potwierdza ten wynik. Wartosci tego testu sa odpo-
wiednio rowne dla skrajnych obserwacji 1,246 i 1,881, a wartos¢ krytyczna wynosi
2,03. Nie ma wigc podstaw do odrzucenia hipotezy o jednorodnosci proby. Otrzy-
mane dane pochodza wigc z jednorodnej populacji. Ekstremalne wartosci sumy
ubezpieczeniowej wylosowanych klientow nie odbiegaja istotnie od wartosci tej
sumy dla pozostatych klientow. Mozna ich zaliczy¢ do tej samej kategorii.

Test Grubbsa wykrywa jedynie pojedyncze obserwacje odstajace, a korzystajac
z testu Dixona, mozna odkry¢ pary tego typu obserwacji. Sg jednak testy znajduja-
ce wigksza liczbg obserwacji odstajacych. Testy te mozemy podzieli¢ na dwie ka-
tegorie. Do pierwszej naleza testy sprawdzajace, czy zestaw k£ obserwacji stanowi
zbidr obserwacji odstajacych. Moga to by¢ obserwacje najmniejsze, najwigksze lub
zaréwno jedne, jak i drugie. Druga grupa obejmuje testy sekwencyjne, sprawdzaja-
ce po kolei, czy dana obserwacja jest odstajaca. Jesli jest, to odrzucamy ja z zesta-
wu i wybieramy kolejna, ktdra nastepnie testujemy.

Jako przyktad podamy test bedacy uogélnieniem testu Grubbsa, sprawdzajacy
zestaw k najwigkszych wartosci, przy zalozeniu normalnosci populacji oraz nie-
znanej wartosci oczekiwanej 1 wariancji. Test ten jest oparty na statystyce

Xpeisty T oot Xy + X, — X
U= .

N

Jest on typu rozproszenie/odchylenie. Wartosci krytyczne testu podane sa w tabl.
I11. Ponadto p-warto$¢ mozemy oszacowac z gory nierdwnoscia

n n(n-2)U’
P S(k)P[T"" g \/k(n—k)(n “)-nU> ] ' @)
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K (n-D(n-k-1)
n(k+1)

Réwnos¢ zachodzi, gdy U > \/ . Gdy k = 1, otrzymujemy test

Grubbsa.
Przyklad 6

Rozpatrzmy nastepujace dane dotyczace dochodow, podanych w tys. z, bada-
nych 21 gospodarstw domowych:

1;1,1; 1,2; 1,3; 1,3; 1,4; 1,5; 1,5; 1,5; 1,6; 1,6; 1,7; 1,8; 1,8; 2; 2,3; 2,3;2.,4; 4, 6,3; 10.

Srednie dochody wynosza ¥ = 2,36, a odchylenie standardowe s = 2,11. Spraw-
dzimy, czy trzy najwigksze obserwacje sa odstajace (k = 3) na poziomie istotnosci
a = 0,05, Sprawdzian hipotezy jest w tym przypadku rowny U =
X9y + Xa0) + X2y — 3%

= 6,26. Wartosci krytyczne testu dla » = 20 oraz n = 30
s

wynosza odpowiednio 4,11 i 4,56. Te trzy obserwacje mozemy wigc uznac za od-
stajace. Réwniez prawa strona nieréwnosci (2) jest réwna 0,0002, co potwierdza,
ze obserwacje te mozemy uwazaé za odstajace.

Do testow sekwencyjnych zaliczamy test oparty na kurtozie z proby

ni (x, - ;)4

7

K, =
(Ze-

Pozwala on sprawdzi¢ zaréwno najmniejsze, jak i najwigksze wartosci, przy zato-
zeniach takich jak w poprzednim tescie. Wartosci krytyczne testu podano w tabl. IV.

Przyklad 7

Dane z przyktadu 6, o= 0,05. Sprawdzian hipotezy dla pelnej proby jest réwny
K5 = 9,693, a po odrzuceniu kolejnych najwiekszych obserwacji kurtoza wynosi
odpowiednio: K>y = 9,478, Kj9 = 7,496 oraz K5 = 2,346. Wartosci krytyczne sa
rowne K, = 4,13 dla n = 15 oraz K, = 4,17 dla n = 20. Trzy najwigksze obserwacje
mozna uzna¢ za odstajace, czwarta juz nie.

Stosujac powyzsze metody, zaktadaliSmy, ze badana cecha w populacji ma roz-
kiad normalny. W przypadku innych rozktadéw réwniez istnieja podobne metody
znajdowania obserwacji odstajacych. Na przyklad gdy populacja ma rozklad wy-
kiadniczy, mozemy wykorzystaé statystyke postaci [1]
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Fox = 2 = Xen

X(n)

Statystyka ta jest bardzo prosta, jednak jest podatna na efekt maskowania. Duza
warto$¢ obserwacji x(,-;) moze ,,przystoni¢” najwigksza obserwacjg x,, podejrze-
wang o to, ze pochodzi z innej populacji. Mozna dla statystyki Ex okresli¢ dystry-
buante jej rozkladu. Wynosi ona

F.() =1—n(n—1)B(%,n—l),

gdzie0 < <1, B(r,s) = w jest funkcja beta, a I'(¥) funkcja gamma.
r

+s

Przyklad 8
Wynotowano czasy obslugi w minutach wybranych losowo 8 klientow:
0,2;0,9; 1,7; 2,1; 4,1, 6,8, 7,9; 19,7.

Stosujac test Kolmogorowa-Smirmowa [2], mozemy sprawdzi¢, ze dane pochodza z
rozkiadu wykladniczego. Chcac zbadaé, czy obserwacja xg, = 19,7 jest odstajaca,
wyznaczamy wartos¢ statystyki testowej Ex = (19,7 — 7,9)/19,7 = 0,599. p-wartos¢
(p-value) jest rowna

1 - F(0,599) = 0,119.

Na poziomie istotnosci @ = 0,05 nie mozemy wigc uwazac obserwacji xg) za odsta-
Jaca.

Gdy dane pochodza z rozktadu logarytmiczno-normalnego, to mozemy skorzy-
sta¢ ze znanego faktu, ze ich logarytmy maja rozklad normalny, i stosowaé wczes-
niej przedstawione metody dotyczace rozktadu normalnego.

Przyklad 9

W tab. 1 przedstawiono uporzadkowane dane dotyczace wydatkéow X w tys. zt
(starych) 75 wybranych losowo gospodarstw domowych w Polsce w 1993 roku na
transport 1 komunikacj¢. Dane pochodza z raportu RAD Project ,,Powerty and Tar-
geting od Social Assistance in Eastern Europe and Former Soviet Union” Banku
Swiatowego. Petna proba liczyta 16 051 gospodarstw domowych.
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Tabela 1. Wydatki na transport i komunikacj¢ w tys. zi (starych)

Lp. X Lp. X Lp. X Lp. X
1 9,992 |20 | 258,760 |39 | 498,427 |58 {1030,000
2 80,481 |21 | 276,477 |40 | 502,651 |59 [1037,197
3| 130,781 |22 | 280,000 {41 | 556,381 (60 ;|1162,000
4| 134,928 (23 | 302,173 |42 | 564,000 (61 11178,483
5| 138,423 |24 | 304,201 [43 | 601,913 |62 [1238,697
6 | 140,162 |25 | 306,000 {44 | 602,318 (63 [1264,000
7 | 145,423 126 | 309,271 |45 | 602,832 |64 [1363,434
8 | 149,315 127 | 330,997 [46 | 662,703 |65 1438,256
9 | 156,076 {28 | 338,907 |47 | 737,025 |66 |1486,832
10 | 160,961 (29 | 343,196 |48 | 794,103 (67 |1575,202
11 | 176,143 |30 | 365,372 (49 | 832,000 |68 (1602,007
12 | 181,132 (31 | 375,181 |50 | 834,231 (69 {1661,952
13 | 202,801 (32 | 420,000 |51 | 854,987 |70 |1784,646
14 | 215,633 |33 | 425,286 |52 | 860,000 |71 [2741,000
15 | 221,758 |34 | 426,318 |53 | 887,733 |72 |3092,000
16 | 222965 |35 | 436,021 |54 | 899,191 |73 |3384,615
17 | 232,884 |36 | 452,124 |55 | 914,158 |74 |3946,092
18 | 243,361 |37 | 458,330 |56 | 988,405 |75 |5526,653

19 | 253,066 |38 | 466,442 |57 |1012,989

Zrédto: RAD Project ,Powerty and Targeting od Social Assis-
tance in Eastern Europe and Former Soviet Union”.

Mozna sprawdzi¢, ze wartosci logarytméw danych maja rozklad normalny. Po
zastosowaniu testu Dixona do pary najmniejszych wartosci logarytmow danych
otrzymujemy wartos¢ testu rowna d, ; = 0,407. Parg¢ obserwacji x;, x, mozemy trak-
towaé jako obserwacje odstajace, poniewaz warto$¢ krytyczna na poziomie istotno-
sci a = 0,05 jest mniejsza niz 0,322. Podobny wynik otrzymujemy, gdy stosujemy
uogdlniony test Grubbsa. Wartos¢ sprawdzianu testu wynosi 6,986, a wartosc kry-
tyczna jest mniejsza niz 5,62. Natomiast obserwacji o najwigksze) wartosci x5 nie
mozna uznac za odstajaca. Obydwa testy nie odrzucaja wtedy hipotezy zerowe;.
Gospodarstwa domowe odpowiadajace obserwacjom x; i x, wydaja wigc na
transport i komunikacj¢ istotnie mniej niz pozostale rozpatrywane gospodarstwa.
Mozemy je, przeprowadzajac calosciowa analiz¢ wydatkow tego typu, zaliczy¢ do
innej kategorii gospodarstw domowych. Nie wykluczone sa rowniez w tym przy-
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padku pomylki badz przektamania wystegpujace podczas wypetniania ankiety lub
J€j przetwarzania.

Gdy do wykrywania obserwacji odstajacych nie mozna stosowaé metod wnio-
skowania statystycznego, nie mozna np. okresli¢ rozktadéw prawdopodobienstwa,
wlwczas mozemy skorzystac z metod graficznych. Sa one w przypadku jednowy-
miarowych obserwacji bardzo proste. Wystarczy zaznaczy¢ na osi liczbowej war-
tosci obserwacji i wyr6zni¢ wartosci wyraznie mniejsze lub wigksze od pozosta-
fych. Inna metoda graficzna jest oparta na wykresie pudetkowym. Diugosé wasow
nie powinna przekraczaé pottora dtugosci calego pudetka. Obserwacje oddalone na
wieksza odleglos¢ od bokow pudetka zaznaczamy jako punkty izolowane. Mozemy
je interpretowac jako obserwacje odstajace. Mozna tez szczegolnie wyrdzni¢ punk-
ty oddalone o odcinek trzykrotnie dtuzszy niz bok pudetka. Na obserwacje te nale-
zy zwrdcié szczegdlng uwage podczas dalszej analizy. Moga by¢ one rzeczywiscie
obserwacjami odstajacymi.

Przyklad 10

Dane z przykladu 6. Na rys. 1 przedstawiono wykres pudetkowy dotyczacy
powyzszych danych. Wynika z niego, ze mozemy w tym przypadku wyréznié trzy
obserwacje odstajace xj9 = 4, x = 6,3 oraz x; = 10, a dwie ostatnie mozemy
szczegodlnie wyrdznic.

Rys. 1. Wykres pudetkowy z zaznaczonymi obserwacjami odstajgcymi
Zrédto: opracowanie wilasne.
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Rys. 2. Wykres prawdopodobienstwa normalnego dotyczacy danych z przykiadu 1
Zrédto: opracowanie wiasne.

Metody graficzne mozemy tez stosowaé przed przystapieniem do wykrywania
obserwacji odstajacych wczesniej przedstawionymi w tym punkcie metodami sta-
tystycznymi. Moze to by¢ np. wykres prawdopodobienstwa. W przyktadzie 1 hipo-
teza zakladajaca normalnos$¢ rozktadu wzrostu badanych oséb nie zostata odrzuco-
na. Na rys. 2 przedstawiono wykres prawdopodobienstwa normalnego dla obser-
wacji z tego przykladu. Na osi poziomej odkladane sa wartosci obserwacji, a na
pionowej kwantyle rozkladu normalnego. Na podstawie tego wykresu obserwacje
X1y X(2) 1 X3, mozemy wstepnie uznaé za odstajace. Potwierdzono to podczas do-
ktadnej analizy metodami statystycznymi.

3. Metody odporne

Analizujac dane, mozemy stosowac tez metody slabo reagujace na réznego ro-
dzaju obserwacje nietypowe. Sa to tzw. metody odporne. Obserwacje nietypowe
nie sa tym razem automatycznic usuwane, ale podlegaja analizie razem z pozosta-
ymi obserwacjami. Nalezy w zwiazku z tym zaznaczyé, ze zastosowanie metod
odpomnych nie obejmuje jedynie zagadnien zwigzanych z wystepowaniem obser-
wacji nietypowych. Odpornos¢ tych metod moze tez dotyczy¢ wystgpowania roz-
kfadu innego niz zalozony, np. zardwno réznych odstgpstw od rozkladu normalne-
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go, jak i braku spelnienia zalozonego wczesniej warunku niezaleznosci. Jednak w
naszej pracy bedziemy dalej omawiaé przedstawione metody z punktu widzenia ich
odpormosci na wystgpowanie obserwacji nietypowych, w tym przypadku odstaja-
cych, gléwnie zaburzen.

Wiadomo, ze klasyczne estymatory, takie jak miara polozenia — srednia, czy
rozproszenia — odchylenie standardowe, nie sa odpome na obserwacje nietypowe.
Nawet odrzucenie jednej obserwacji moze istotnie zmieni¢ ich wartosci, zwiaszcza
odchylenia standardowego.

Przyklad 11

Rozpatrzmy obroty w tys. zt 10 spélek: Trastychy, Atlantis, MNI, Kopex,
Amica, Indykpol, Kruszwica, BRE, Swarzedz i Forte. Przedstawione w tab. 2 upo-
rzadkowane dane pochodza z 10 wrzesnia 2005 roku.

Tabela 2. Obroty spolek w tys. zt

lgpc')lka Tra | Atl [MNI| Kop | Ami | Ind | Kru | BRE | Swa | For
lobroty 312 |1 379 | 415 | 430 | 437 [ 625 | 694 [ 798 | 801 [1320

Zrédto: ,,Gazeta Wyborcza” z 10.09.2005.

Na podstawie zaréwno testu Dixona, jak i testu Grubbsa spotke¢ Forte mozemy
uwaza¢ za obserwacj¢ odstajacg. W pierwszym przypadku wartosé testu wynosi
0,515, przy wartosci krytycznej réwnej 0,412 na poziomie istotnosci a = 0,05. Dla
testu Grubbsa otrzymujemy natomiast warto$¢ testu 2,309 i warto$¢ krytyczng
2,18. Mozna wigc uwazaé, ze spotka Forte ma obroty istotnie wigksze od pozosta-
fych rozpatrywanych spolek, i zaliczy¢ ja do innej kategorii.

Powyzsze rozwazania maja istotne znaczenie przy wyznaczaniu podstawowych
parametrow charakteryzujacych badana grupe spétek. Srednie obroty wyznaczone
dla 9 spolek, po odrzuceniu Forte, sa rowne 543,44 tys. zl, a odchylenie standar-
dowe 187,70. Sa one istotnie rozne od wartosci uzyskanych dla calej grupy spétek.
Srednia wynosi wtedy 621,10 tys. z}, a odchylenie 302,67. Roznica jest duza
zwlaszcza w przypadku odchylenia standardowego. Odrzucenie za$ w przykiadzie
9 obserwacji uznanych za odstajace nie spowoduje powstania az tak duzej wzgled-
nej réznicy wartosci tych charakterystyk. Srednie wydatki na transport i komunika-
cj¢ wyznaczone dla calej proby wynosza 810,54 tys. starych zl, a po odrzuceniu
dwoéch obserwacji odstajacych otrzymujemy 831,51 tys. zi. Dla odchylenia stan-
dardowego rdznica ta jest znikoma: przed odrzuceniem obserwacji odstajacych
mamy 935,86 tys. zl, a po odrzuceniu — 939,9 tys. zt — jest to spowodowane m.in.
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dos¢ oczywistym faktem, ze dla wigkszych préb odrzucenie malej liczby obserwa-
cji ma duzo mniejszy wptyw na wartosci charakterystyk.

Przedstawimy teraz najczesciej stosowane w zagadnieniach zwiazanych z ana-
liza odpornosciowa estymatory parametrow polozenia i rozproszenia stosowane w
praktyce. Niech xy, ..., x, bedzie n-elementowa probka pochodzaca z badanej popu-
lacji. Na jej podstawie wyznaczymy wielkosci charakteryzujace nasza populacje.
Dla kazdego estymatora podamy tez warto$¢ punktu zatamania (ang. breakdown
point) £, czyli najmniejszego udziatu zaburzen w probie, powyzej ktorego estyma-
tor si¢ zaltamuje. Dokladna definicje i wiecej informacji na ten temat czytelnik
znajdzie w [3; 5; 6].

Zaczniemy od miar polozenia. Beda one oparte glownie na statystykach pozy-
cyjnych (por. [5]).

1. Statystyki pozycyjne

Niech x; bedzie i-ta z kolei wartoscia obserwacji po ich uprzednim uporzad-
kowaniu w porzadku niemalejacym. Tak okreslong warto$¢ bedziemy nazywac i-tgq
statystykq pozycyjng. Srodkowa wartosé nazywamy medianq Me = x(qosn). Z teore-
tycznego punktu widzenia dowolna liczba z przedziatu [x(y), X(s+1)) moze by¢ uwa-
zana za mediang. Uogolnieniem mediany jest g-ty kwanty:

Qg = X(ign)»

gdzie 0 < g < 1, a dla g = 0 zakladamy, ze [gn] = 1. Gdy g = 0,5, otrzymujemy me-
diang, gdy ¢ = 0 — najmniejsza warto$¢ obserwacji x(;), a gdy ¢ = 1 — najwigksza
X(» Punkt zatamania dla g-kwantyla wynosi £ = 1 — ¢. Dla mediany otrzymujemy
warto$¢ £ = 0,5. Polowe obserwacji mozemy wtedy w miarg bezpiecznie odrzucié
[31.
IL. (o, pB)-obcieta srednia:
X,.4= L s X
a;p r-m o )

gdzie 0 < @, #< 0,5, m = [om] oraz r = n — [fn]. W tym przypadku odrzucamy
(a100)% najmniejszych i (#100)% najwigkszych obserwacji, a nastgpnic oblicza-
my zwykla srednig arytmetyczna. Gdy a = 0 $rednia jest obcieta prawostronnie, a
£ = 0 lewostronnie oraz gdy a = f, wtedy mamy do czynienia z symetrycznym
2f-obcigciem. Gdy a = f, wowczas punkt zatamania £ = f. Dla éredniej jest wiec
réwny zeru. Jedna obserwacja moze w tym przypadku istotnie zmieni¢ wartosé
tego estymatora.
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I11. Srednia typu (a; f)-Winsora

Tego typu $rednia obliczmy, zast¢pujac (a100)% najmniejszych i (£100)%
najwigkszych obserwacji odpowiednio przez m +1-sza i r-t3 obserwacjg, w ktorej
0< a,f<0,5 m=[an] oraz r = n — [fn]. Przybiera ona postac

1 r
Wes =_{ Z Xy T mx ) + (n—r)x(,)].

B\ j=m+l

Srednie obcigte oraz typu Winsor sa prostymi estymatorami reagujacymi na
obserwacje nietypowe. Polegaja one na usunigciu skrajnych obserwacji lub ich
zastapieniu przez bardziej typowe wielkosci. W zastosowaniach praktycznych po-
jawiaja si¢ problemy dotyczace symetrii uci¢cia oraz wartosci parametrow a i f.
Rozwiazanie ich nie jest proste ani jednoznaczne. Na przyklad w odniesieniu do
symetrycznych ucig¢ mozemy si¢ spotkac z propozycjami a = 0,05; 0,1; 0,15 oraz
0,25 i oczywiscie z mediang (= 0,5).

Przy wyznaczaniu miary polozenia danych pochodzacych z rozktadu normal-
nego N(u, o) czesto stosuje sig¢ prosta metode zaproponowang przez Anscombe’a.
Warto$¢ parametru i wyznaczamy wtedy, stosujac formute:

X, gdy |z, |< co dla wszystkich i,
Xm0 gdy 'z(l) 2co i |z(1) >l Z(m l,

fO;l/n’ gdy |z(n) [>co i |z(l) I<| 2 l,

gdzie z; = x; — X, a stala c jest ustalana arbitralnie, np. ¢ = 2. W przypadku niezna-
nego odchylenia standardowego podstawiamy odchylenie standardowe z préby,
tzn. o = s. Podobnie postgpujemy w odniesieniu do sredniej Winsora. Estymator
Anscombe’a mozemy interpretowac jako srednia wyznaczona dla grupy obserwacji
powstalej po odrzuceniu obserwacji pochodzacych z zaburzenia o rozktadzie
Nu+ A, o) [1].

Inna metoda stosowana w praktyce polega na usunigciu ze zbioru obserwacji
pewnej liczby danych ekstremalnych, speniajacych okreslony warunek, a nastgp-
nie obliczeniu $redniej dla pozostatych danych. Warunkiem tym moze by¢ spehie-
nie nieréwnosci

o) " Fen o
)

gdzie c jest ustalong stala.
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IV. L-estymatory
Sa to kombinacje liniowe statystyk pozycyjnych:

n
L=%cx,,
i=|

gdzie wspotczynniki ¢; przybieraja mniejsze wartosci wzgledem obserwacji eks-
tremalnych, zmniejszajac ich wplyw na wartos¢ estymatora, czyli zwigkszajac jego
odpormos$é. Wspotczynniki te powinny by¢ unormowane, tzn. spelmia¢ warunek

Zc,. =1. W niektorych, skrajnych przypadkach dopuszcza si¢ nawet wartosci
i=1
ujemne tych wag [3].

L-estymatory sa uogodlnieniem wczesniej rozpatrywanych estymatorow. Po
przyjeciu jednakowych wartosci wag c; = 1/n otrzymujemy srednia; mediana od-
powiada sytuacji, gdy wagi przybieraja wartosci zerowe dla wszystkich obserwac;i
poza srodkowymi, czyli ¢, = 1 dla nieparzystego n oraz ¢, = cn+1 = 0,5 dla parzy-
stego. W podobny sposob otrzymujemy kwantyle Q,. Obcigta srednia powstaje,
gdyci=c;=...=cp=cu1=Cmz=..=cp,=0o0razc;=1/(r—-m)dlam+1<i<r a
Winsora, gdy ¢;=1/ndlam+l <i<r-1,c,=(m+ 1)/n,c,=(n—r+ 1)/noraz
¢; = 0 dla pozostalych. W przypadklf symetrycznego rozkladu, np. normalnego,
zaklada si¢ zwykle, ze wagi spetniaja warunek ¢; = ¢4

Innymi przyktadami L-estymatora sa: tzw. trimean, oparty na medianie i kwar-
tylach,

Tm = 0,25(Qo,25 + 2Me + Qo 75),
estymator Gastwirtha
G = 0,3xqnap+1) + 0,4Me + 0,3x(,(u3))
oraz liniowa kombinacja statystyk pozycyjnych postaci
L=(xp)+3xg)+ 5x@y + ... + Cm = 3)xmy + 2m = 3)x(pe1y + Cm = 5)x(ezy + ... +
+3x(5-2) + X(n-1))/a,

gdzie a = 2(m — 1)* (suma wszystkich wspélczynnikéw znajdujacych sie przy X))
dla »n parzystego [1].
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Przyklad 12

W tab. 3 zawarte s3 warto$ci nast¢pujacych wybranych miar potozenia: sred-
niej (X), mediany (Me), 0,5%- i 0,10%-obcigtych srednich (X, , %, ) Oraz

$rednich typu 0,5%- i 0,10%-Winsora (Wo,s%,Wo.10%), trimen (7) i L dla danych z
przykiadu 6.

Tabela 3. Wartoéci wybranych miar polozenia

Miara polozenia x Me | X | Toaon | Wosn | Wouow | T L
Wartos¢ 2,36 | 1,60 | 1,98 1,75 2,19 | 1,97 | 1,73 | 1,75

Zrédlo: opracowanie wilasne.

Widaé, ze w przykladzie tym wystgpujq istotne réznice miedzy warto$ciami
poszczegblnych miar potozenia. Najwieksza warto$é przybiera srednia, a najmnie;j-
sza mediana. Chcac wi¢c wyznaczy¢ przecietny stan dochodow za pomoca réznych
miar potozenia, otrzymamy wartosci lezace miedzy 1,60 tys. zt a 2,36 tys. zt. Roz-
nice te wynikaja giéwnie z prawostronnej symetrii badanego rozkladu oraz z wy-
stepowania dwoch wyraznie odstajacych obserwacji. Inna sytuacja wystapi, gdy
rozklad bedzie symetryczny, i to nawet jesli beda odstajace obserwacje. Wtedy
warto$ci roznych miar polozenia moga by¢ prawie identyczne.

Przedstawmy teraz najczgsciej stosowane odpore miary rozproszenia [5].

1. Mediana odchylenia bezwzglednego (ang. median absolut deviation —
MAD). Jest to srodkowe odchylenie od mediany

MAD = Me{|x| — Me|, |x, — Me|, ..., |x, — Me|},

gdzie Me oznacza median¢ zbioru danych x,, ..., xn.
2. Liniowa kombinacja kwantyli:

Qap=c(Q(P) - (),

gdzie 0 < a < f< 1. Zwykle zaklada sig, ze kwantyle sa symetryczne, czyli a=1 - f,
a stala ¢ jest tak dobrana, aby spemione byly warunki regularnosci otrzymanych
estymatoréw. W przypadku symetrycznych kwantyli, gdy ¢ = 0,5, a = 0,25, otrzy-
mamy odchylenie ¢wiartkowe, a gdy ¢ =1, a = 0, najprostsza miar¢ rozproszenia —
rozstep.
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3. (a; P)-obciete standardowe odchylenie:

1 — 32
a;p = ) " Xap) >
S —\/ Z(x ) )

r—mis,

gdzie 0 < a, #< 0,5, m = [an] oraz r = n — [fn]. W podobny sposob mozna okre-
$li¢ standardowe odchylenie (&; £)-typu Winsora.
4. L-estymatory. Sa to kombinacje liniowe statystyk pozycyjnych

n
5= 2 5%
i=1

dla ktorych wagi, mogace by¢ ujemne, sumujg si¢ do zera. Po przyjeciu, ze b = -1,
by=by=..=bn_=0ibn=1, otrzymujemy rozstgp. Liniowa kombinacja kwanty-
li jest oczywiscie réwniez szczeg6lnym przypadkiem L-estymatora.

Przyklad 13

W tab. 4 zawarte sq wartosci nastepujacych wybranych miar rozproszenia: od-
chylenia standardowego (s), MAD, odchylenia ¢wiartkowego (Q), 0,5%- 1 0,10%
-obcigtych odchylef ($g,s;550.100, ) Oraz odchylen typu 0,5%- i 0,10%-Winsora

(sng% , sg;/lo% ) dla danych z przyktadu 6.

Tabela 4. Wartoéci wybranych miar rozproszenia

Miara rozproszenia | s |MAD| Q S0.5% | So:10% Sg;/S% Sg;/lo%
Warto§é 2,111 03 045§ 1,18 0,66 2,17 0,83

Zrodto: opracowanie wilasne.

Widac¢, ze najmniejsza wartos¢ ma mediana odchylenia bezwzglednego MAD
= 0,3, a najwigksza odchylenie Winsora s;fs% = 2,17. Ponadto odchylenia Winsora

przybieraja wartosci wigksze niz ucigte odchylenia. Wartosci obydwu estymatoréw
sa wigksze dla mniejszej wartosci granic a'i f.

4. Zakonczenie

W pracy przedstawiono wybrane metody wykrywania obserwacji odstajacych
oraz odporne metody estymacji. Nie sg to oczywiscie wszystkie tego typu metody.
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Obszeme omoéwienie tych metod znajduje si¢ w pracach [1; 3]. Nalezy tez podkre-
§li¢, ze nie ma w literaturze jednoznacznych i precyzyjnych definicji obserwacji
nietypowych. Dalsza czg$¢ rozwazan dotyczaca nietypowych obserwacji, omawia-
jaca obserwacje wielowymiarowe, znajduje si¢ w [4].

Dodatek — tablice statystyczne

Tablica 1. Wartosci krytyczne dla testu Dixona

n | dioso | diogs | droso | drogs | dyoso | dioss
0,886 [ 0,941
0,679 | 0,765 | 0,910 | 0,955 | 0,935 | 0,967
0,557 | 0,642 | 0,728 | 0,807 | 0,782 | 0,845
0,482 | 0,560 | 0,609 | 0,689 | 0,670 | 0,736
0,434 | 0,507 | 0,530 | 0,610 | 0,596 | 0,661
0,399 | 0,468 | 0,479 | 0,554 | 0,545 | 0,607
0,370 | 0,437 | 0,441 | 0,512 | 0,505 | 0,565
10| 0,349 | 0,412 | 0,409 | 0,477 | 0,474 | 0,531
11| 0,332 { 0,392 | 0,385 | 0,450 | 0,449 | 0,504
12 0,318 | 0,376 | 0,367 | 0,428 | 0,429 | 0,481
13] 0,305 | 0,361 | 0,350 | 0,410 | 0,411 | 0,461
14| 0,294 | 0,349 | 0,336 | 0,395 | 0,395 | 0,445
15| 0,285 | 0,338 | 0,323 | 0,381 | 0,382 | 0,430
16| 0,277 | 0,329 | 0,313 | 0,369 | 0,370 | 0,418
17| 0,269 | 0,320 | 0,303 | 0,359 | 0,359 | 0,406
181 0,263 | 0,313 | 0,295 | 0,349 | 0,350 | 0,397
19| 0,258 | 0,306 | 0,288 | 0,341 | 0,341 | 0,379
20| 0,251 | 0,300 | 0,282 | 0,334 | 0,333 | 0,372
21| 0,247 | 0,295 | 0,276 | 0,327 | 0,326 | 0,365
22| 0,242 | 0,290 | 0,270 | 0,320 | 0,320 | 0,358
23] 0,238 | 0,285 | 0,265 | 0,314 | 0,314 | 0,352
24| 0,234 | 0,281 | 0,260 | 0,309 | 0,309 | 0,347
25] 0,230 | 0,277 | 0,255 | 0,304 | 0,304 | 0,343
26| 0,227 | 0,273 | 0,250 | 0,299 | 0,300 | 0,338
271 0,224 | 0,269 | 0,246 | 0,295 | 0,296 | 0,334
281 0,220 | 0,266 | 0,243 | 0,291 | 0,292 | 0,330
29| 0,218 | 0,263 | 0,239 | 0,287 | 0,288 | 0,326
30] 0,215 ] 0,260 | 0,236 | 0,283 | 0,285 | 0,322

Zrédto: [2].

O 00~ L bW
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Tablica II. Warto$ci krytyczne dla testu Grubbsa

n| 0,05 001 j»} 005 | 001 | n|005]( 001 n 0,05 | 0,01
31 1,15 1,15 81 2,03 | 2,22 |15{241 | 2,71 40| 2,87 | 3,24
4| 1,46 1,49 91 2,11 | 2,32 | 16| 2,44 | 2,75 50| 2,96 | 3,34
5( 1,67 1,75 |10| 2,18 | 2,41 |18 2,50 | 2,82 60| 3,03 | 341
6 1,82 1,94 |12] 2,29 | 2,55 |20| 2,56 | 2,88 | 100| 3,21 | 3,60
71 1,94 2,10 |14] 237 | 2,66 130 2,74 | 3,10 | 120| 3,27 | 3,66
Zrédto: [1].
Tablica I1I. Wartosci krytyczne dla testu U
" k=2 k=3 k=4
0,05 0,01 | 0,05 [ 0,01 | 0,05 | 0,01
5( 2,10 | 2,16
6| 2,41 | 2,50
7| 2,66 |2,79 | 2,97 | 3,08
8( 2,87 | 3,02 3,39 3,42
9| 3,04 |3,22]3,58]3,73|3,82] 3,98
10} 3,18 | 3,40 | 3,82 | 4,00 | 4,17 | 4,34
12| 3,44 | 3,70 | 4,24 | 4,44 | 4,72 | 4,92
14{ 3,66 | 392 (4,57 |4,83]|520]| 542
16| 3,83 | 4,10 | 4,85 | 5,14 ]560 | 585
18] 3,96 | 425 (5,08 | 538|591 | 6,20
20| 4,11 | 441|530 5,60 |622]| 6,54
30| 4,56 | 4,92 |6,03| 641729 | 7,64
40! 484 | 529649 | 698|793 | 838
50| 5,06 | 551682734838 888
100| 5,62 [6,06 | 7,77 | 8,27 19,71 {10,30
Zrédlo: [1].
Tablica IV. Wartosci krytyczne dla testu K
n| 0051001 |~ ] 00511001l ] n | 005 ] 001 n 0,05 | 0,01
51 2,90 | 3,10 |12 | 4,05 { 520 | 40| 4,06 | 5,04 500 3,37 | 3,60
71 3,55 ] 423 | 15| 4,13 | 530 50( 3,99 | 4,88 | 1000| 3,26 | 3,41
8( 3,70 | 4,53 | 20 | 4,17 | 5,36 75| 3,87 | 4,59
9| 3,8 | 482 | 25| 4,16 | 530 | 100| 3,77 | 4,39
10| 3,95 | 5,00 |30} 4,11 | 521 |200] 3,57 | 3,98

Zrédto: [1].




67

Literatura

[1) Barnett V., Levis T., Outliers in Statistic Data (wyd. 3), J. Wiley & Sons, Chichester 1995.

[2] Domanski C., Testy statystyczne, PWE, Warszawa 1990.

[3] Hampel F.R., Ronchetti E.M., Rousseeuw P.J., Stahel W.A., Robust Statistics, J. Wiley & Sons,
New York 1986.

[4] Heilpern S., Obserwacje nietypowe — przypadek wielowymiarowy, Prace Naukowe Akademii
Ekonomicznej nr 1097, AE, Wroctaw 2005.

[5] Statystyczne metody analizy danych, red. W. Ostasiewicz, AE, Wroctaw 1998.

[6] Staude R.G., Sheather S.J., Robust Estimation and Testing Robust Statistics, J. Wiley & Sons,
New York 1990.

UNTYPICAL REALIZATIONS OF THE ONE-DIMENSIONAL
RANDOM VARIABLES

Summary

The paper is devoted to the untypical realizations of the one-dimensional random vari-
ables. This is a review, which presents selected methods of the detection of the outliers in
univariate data. These are the methods based on the statistical inference or on the graphical
methods. They detect the single outliers or the group of them. The methods used in the
normal population case, such as: Dixon’s, Grubbs’ — ordinary and generalized and based on
the kurtosis are presented. The method used in the exponential case studied is also. The
second part of the paper is devoted to the methods of the robust estimation.

The paper contains the examples illustrating presented methods and indicates their po-
tential applications. There are four tables with the critical values of the statistical tests used
to the detection of the outliers in the appendix.
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