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1. Wstep

Praca jest poswigcona badaniu nietypowych obserwacji wielowymiarowych.
Jest to praca przegladowa stanowiaca dalszy ciag pracy [4] dotyczacej danych jed-
nowymiarowych. W pracy bedziemy si¢ zajmowaé¢ wykrywaniem wielowymiaro-
wych obserwacji nietypowych, dokladnie — obserwacji odstajacych, oraz opiszemy
odporne metody estymacji charakterystyk wielowymiarowych rozkladow opisuja-
cych populacje. Przypomnijmy, ze w [4] obserwacje nietypowe, roznigce sig od
pozostatych, zostaly podzielone na obserwacje, ktérych wartosci zostaty bigdnie
podane, oraz na obserwacje odstajqce, poprawne, ale pochodzace z populacji innej
niz zasadnicza cze$¢ obserwacji, nazywana rdzeniem. W naszej pracy bedziemy si¢
zajmowali obserwacjami odstajacymi.

Analiza wielowymiarowych obserwacji odstajacych jest istotnie trudniejsza niz
ta, ktora dotyczy przypadku jednowymiarowego. Metod wykrywajacych obserwa-
cje nietypowe stosowanych w przypadku danych jednowymiarowych nie mozna
automatycznie stosowaé¢ do danych wielowymiarowych. Wszelkie rzuty przestrzeni
wielowymiarowych na przestrzenic o mniejszej liczbie wymiaréw moga ukryé
wystepujace obserwacje nietypowe. Powinniémy wigc stosowacé przede wszystkim
metody istotnie uwzgledniajace wszystkie wymiary danych, a kiedy jestesmy zmu-
szeni do redukcji wymiaréw, powinni§my traci¢ jak najmniej informacji istotnych
z punktu widzenia analizy obserwacji odstajacych. W pracy be¢dziemy badaé ob-
serwacje odstajace metodami statystycznymi, wykorzystujac wnioskowanie staty-
styczne.

Praca skfada si¢ z dwoch czgsci i dodatku zawierajacego dwie tablice staty-
styczne umozliwiajace znajdowanie wartosci krytycznych przeprowadzanych te-
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stow statystycznych. W pierwszej czgsci przedstawimy wybrane metody wykry-
wania obserwacji odstajacych, a w drugiej opiszemy odporne metody wyznaczania
estymatoréw charakterystyk rozktadu populacji — metody uwzgledniajace obser-
wacje odstajace, jednak stabo na nie reagujace.

Zamieszczone w pracy przyklady, oprocz przyktadu 4, zawieraja dane fikcyjne,
stuzace jedynie do ilustracji przedstawionych metod.

Obliczenia dotyczace wyznaczania odleglto$ci Mahalanobisa, testu Shapiro-
Wilka oraz metody Campbella zostaly wykonane za pomoca pakietu komputero-
wego opartego na arkuszu kalkulacyjnym EXCEL, zawartego w [7].

2. Metody wykrywania wielowymiarowych
obserwacji nietypowych

Jak juz we wstgpie wspomniano, metod wykrywajacych odstajace obserwacje
jednowymiarowe nie powinno si¢ stosowa¢ w przypadku wiclowymiarowym. Na-
lezy mie¢ na uwadze, ze metody oparte na redukcji wymiaréw nie wskaza wszyst-
kich tego typu obserwacji. Rzuty przestrzeni wielowymiarowych na przestrzenie o
mniejszej liczbie wymiaréw mogg ukry¢ wystepujace obserwacje odstajace.

] Rys. 1. Wykres przykiadowych danych dwuwymiarowych
Zrodlo: opracowanie wilasne.

Zaznaczone na rys. 1 obserwacje dwuwymiarowe tworza wyrazny rdzef; moz-
na na nim wyrozni¢ dwie obserwacje odstajace. Obserwujac jedynie rzuty tych
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punktow na o$ pozioma, nie mozemy wskazaé zadnej obserwacji odstajacej. Rzuty
zas na o$ pionowa umozliwiaja wychwycenie obserwacji zaznaczonej trojkatem.
Obserwacja zaznaczona kwadratem jest odstajaca, ale obydwa rzuty jej nie wskaza.

Pomimo tych wad analiza jednowymiarowa moze stanowi¢ jednak wstgpna
analiz¢ poprzedzajaca wlasciwe badanie otrzymanych danych. Jest bowiem znacz-
nie prostsza od analizy wielowymiarowe;.

Obserwacje m-wymiarowe bgdziemy traktowaé¢ w tym punkcie jako wektory
postaci:

xi = (xila Xi2y ooy xim))

a zbiér obserwacji bedzie tworzy¢ macierz obserwacji:

Xy X e X
X = Xy X e Xy,
X X2 e X

O powyzszych uwagach nalezy wigc pamigtac, chcac metodami graficznymi
zlokalizowaé obserwacje nietypowe. Sposrdd réznych prezentacji obserwacji wie-
lowymiarowych na plaszczyznie mozna wybraé metode krzywych Andrewsa i na jej
podstawie znalezé tego typu obserwacje. W metodzie tej kazda obserwacja
m-wymiarowa jest traktowana jako pewna krzywa na plaszczyznie [5; 11]. Krzywa
Andrewsa wyraznie rozniaca si¢ od pozostatych krzywych moze by¢ uwazana za
krzywa odpowiadajaca obserwacji odstajacej. Metoda krzywych Andrewsa moze
byé wiec wykorzystywana od wyszukiwania obserwacji tego typu. Jednak wada tej
metody jest zalezno$¢ wyniku prezentacji od uporzadkowania cech. Im mniejsza
jest warto$¢ indeksu wskazujacego na kolejnosé¢ danej cechy, tym wigkszy jest jej
wplyw na koncowy wynik. W celu znalezienia wigkszej liczby obserwacji odstaja-
cych powinnismy stosowa¢ t¢ metod¢ do réznego uporzadkowania cech. Na rys. 2
przedstawiono wykresy krzywych Andrewsa, ktére odpowiadaja pewnym obser-
wacjom. Z rysunku mozna wywnioskowaé, ze krzywa zaznaczona linia pogrubiona
wskazuje na obserwacje odstajaca.

Do znajdowania obserwacji odstajacych mozna tez wykorzystaé to, ze obser-
wacje te charakteryzuja sie wzglednie duza odlegioscia od srodka cigzkosci rdzenia
rozpatrywanych obserwacji. W praktyce stosuje si¢ w tym celu odlegto$¢ Mahala-
nobisa D; migdzy poszczeg6lnymi obserwacjami x; a wektorem $rednich X :

Diz =(x, _i)rs—l(xi -X),
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gdzie S jest macierza kowariancji. Wektor $rednich X jest w tym przypadku przy-
blizeniem $rodka ciezkosci rdzenia obserwacji — przyblizeniem, poniewaz oblicza-
jac $rednia z cato$ci danych, bierzemy pod uwage nie znane nam jeszcze obserwa-
cje odstajace [7].

) Rys. 2. Krzywe Andrewsa
Zrédto: opracowanie wiasne.

Gdy obserwacje pochodza z proby losowanej z populacji o wielowymiarowym
rozkladzie norrnalnymN(p,E) , mozemy, chcac znalezé obserwacj¢ odstajaca,
skorzystaé ze statystyki

(n—mn

F == i
(n"-=Dm

Powyzsza statystyka jest zmodyfikowana odlegloscia Mahalanobisa i ma rozklad
F-Snedecora o m 1 n — m stopniach swobody, czyli F; ~ F(m, n — m) [3; 5; 7]. W
odniesieniu do duzych préb mozna skorzystaé z tego, ze odleglos¢ Mahalanobisa
ma asymptotyczny rozklad chi-kwadrat z m stopniami swobody [8]. Obserwacjg x;
mozemy uznaé za odstajaca, jesli dla ustalonego poziomu istotnosci a warto$¢
krytyczna F, jest mniejsza niz warto$¢ statystyki F;. Spetmiony jest wtedy warunek

P(F,>F)=a.
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W tym przypadku obserwacja odstajaca jest interpretowana jako obserwacja tak
daleko oddalona od centrum rdzenia, ze praktycznie malo prawdopodobne jest jej
uzyskanie w analizowanej probie. Wielkos¢ tego prawdopodobienstwa ustalamy
subiektywnie, okreslajac odpowiedni poziom istotnosci a.

Przyklad 1

W tab. 1 przedstawiono dochody X i wydatki Y w tys. zt 33 losowo wybranych
gospodarstw domowych w ustalonym miesiacu. Podano tez wartosci statystyki F
majacej rozklad F(2; 31). Warto$¢ krytyczna na poziomie istotnosci a = 0,05 jest
réwna F, = 3,305. Widzimy, ze w odniesieniu do dwoch ostatnich obserwacji war-
tos¢ statystyki F; jest wigksza niz wartos$é krytyczna. Obserwacje te mozna uwazaé
za odstajace.

Tabela 1. Dochody i1 wydatki wybranych gospodarstw domowych

i X Y F i X Y F i X Y F
1| 94| 84 0280[13] 9,6 93| 0073] 25 | 65| 7,5| 0,640
2[105(11,5| o,142[14| 139] 128] 0487] 26 | 48] 89 1,293
3] 124] 129 o0425[15| 148 11,7] 0739] 27 | 74| 8,1 0,390
4| s6| 76| 0831(16]133] 100 0,643] 28 [ 11,5] 11,2] 0,052
sl 122100 0281 (17| 11,1 11,4] 0,075[ 29 | 11,7[ 11,5] 0,088
6| 86| 76| 0517[18]138[11,8] 0,402] 30 | 73] 7,5] 0545
71 63] 72| 074519 9,0[ 102] 0,104 37 | 200] 150 2593
8] 85| 7,1| 0,747[20] 9,2] 10,4] 0,100] 32 |23,0] 150] 5771
ol 89] 90| o,124[21] 71| 7.7] 0,509] 33 | 10,0 20,0] 11,169
10 103] 98] 0,029]22] 70| 8,1 0,449

11| 93| 9,31 0,074(23] 99| 10,0] 0,011

12 12,7] 11,3] 0,184]24] 94| 11,9| 0,517

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 3 jest interpretacja graficzna danych z przyktadu. Przedstawiona na
nim elipsa jest zbiorem punktow, dla ktérych wartos¢ statystyki F jest rOwna war-
tosci krytycznej F, = 3,305. Punkty lezace wewnatrz tej elipsy mozemy interpre-
towaé jako obserwacje nalezace do rdzenia, a dwa punkty lezace na zewnatrz jako
obserwacje odstajace. Punkt przedstawiajacy obserwacje x3, lezy wewnatrz elipsy,
ale bardzo blisko jej brzegu. Moze on by¢ rowniez uwazany za obserwacj¢ odstaja-
ca, poniewaz w tym przypadku wystgpuje efekt przyciagania. Elipsa wyznaczona
wartoscia F,, okreslajaca rdzen obserwacji jest ,,przyciagana” przez obserwacj¢ Xs,.
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W razie usunigcia tej obserwacji elipsa, oznaczona przerywana linig, nie obejmuje
juz obserwacji x3; (zob. rys. 3). Po usunig¢ciu odstajacej obserwacji x5 elipsa istot-
nie si¢ zmniejszyla i lezy wyraznie wewnatrz elipsy utworzonej przez wszystkie
obserwacje. W tej sytuacji punkt x;, nadal lezy poza ta elipsa, ale dodatkowo dwa
punkty: X,4 1 X,6, lezq blisko jej brzegu.

201 ®

15+

10+

) Rys. 3. Prezentacja graficzna danych z przykiadu 1
Zrédlo: opracowanie wilasne.

Statystyka wykorzystywana w powyzszej metodzie jest oparta na odleglosci
Mahalanobisa. Podejscie to mozna uogélnié, dopuszczajac inne rodzaje odleglosci
w przestrzeni wielowymiarowej. Odleglosci te porzadkuja obserwacje od najblizej
potozonych od srodka cigzkosci, bedacego w przypadku odlegtosci Mahalanobisa
wektorem $rednich X, do najdalszego. Wykrywanie obserwacji odstajacych spro-
wadza si¢ wtedy w zasadzie do przypadku jednowymiarowego, poniewaz dana
odleglos¢ przeksztalca przestrzen wielowymiarowa na dodatnia czes¢ prostej rze-
czywistej R,. Otrzymujemy wiec funkcje

¢(xl) = Diz s

indukujaca na wielowymiarowe;j przestrzeni R” staby porzadek, relacj¢ preferencji <,
okreslong zaleznoscia
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xixx o o(x;)<e(x;).

Funkcja ¢ jest wtedy reprezentacja funkcyjng relacji preferencji <. Obserwacje,
ktorych odleglosci od punktu ciezkosci sa takie same, sa nierozroznialne ze wzgle-
du na t¢ relacje preferencji.

Procedur¢ znajdowania obserwacji odstajacych mozemy wigc dalej uogdlnié,
opierajac si¢ na samej relacji preferencji porzadkujacej obserwacje. Nie musi ona
wtedy by¢ indukowana przez jaka$ odleglos$¢, wystarczy jedynie zadac t¢ relacje,
np. okreslajac jej reprezentacj¢ funkcyjna. Relacja ta porzadkuje obserwacje w
sposob liniowy z dokladnoscia do obserwacji nierozréznialnych:

X 2X2) = XX

a reprezentacja funkcyjna przenosi obserwacje wielowymiarowe na prosta rzeczy-
wista. Mozemy wigc wtedy stosowaé metody znajdowania obserwacji odstajacych
okreslone dla przypadku jednowymiarowego.

Reprezentacja funkcyjna ¢ relacji preferencji < moze stuzyé do konstruke;ji te-

stu sprawdzajacego, czy ekstremalna obserwacja X, jest odstajaca. Nalezy przy
tym pamigtaé, ze obserwacja x(;y lezy najblizej srodka cigzkosci, czyli jest jak naj-
bardziej typowa. W przypadku testowania hipotezy, ze cata proba pochodzi z wie-
lowymiarowego rozkiadu normalnego X ~ N(p, L), przeciwko hipotezie alterna-

tywnej, zakladajacej, Ze istnieje obserwacja zaburzona o rozkladzie N(u+ a,):),
gdzie a jest pewnym wektorem réznym od wektora zerowego, wykorzystujemy
porzadek generowany przez odleglo$¢ Mahalanobisa ¢@(X;) = D,~2. Sprawdzian
testu przybiera wtedy postac [1]

_ _ _\T ¢l =
¢"—¢(x("))-1|'r512)"((x,. X)ST(x,-X).

Rozklad statystyki ¢, zostal stablicowany przez Wilksa. Wartosci krytyczne dla
a=0,05 oraz a= 0,01 podano w tabl. I.

Obserwacja X, moze zosta¢ uznana za odstajaca, gdy hipoteza H zostanie od-
rzucona na poziomie istotnosci 1 — a, tzn. jesli wartos¢ statystyki ¢, jest wigksza
od wartosci krytycznej ¢, odczytanej z tabl. 1.

Powyzszy test, podobnie jak testy dotyczace obserwacji jednowymiarowych
przedstawionych w [4], opiera si¢ na statystykach pozycyjnych. Jest to podejscie
istotnie odmienne od tych przedstawionych w metodzie opartej na statystyce F.
Sprawdzamy tutaj, czy ekstremalna obserwacja jest na tyle oddalona od rdzenia,
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aby mozna bylo uwaza¢ ja za odstajaca, mimo ze jest ekstremalna. Wartosci kry-
tyczne, powyzej ktorych obserwacje uznajemy za odstajace, zaleza istotnie od
wielkosci proby. Im wieksza proba, tym trudniej obserwacj¢ ekstremalng uznaé za
odstajaca, w tym przypadku nie nalezaca do rdzenia (zob tab. 2). Jest to zgodne z
intuicja [1].

W metodzie opartej na statystyce F; mozemy zaobserwowac tendencje¢ odwrot-
na. Tam w miare wzrostu proby zmniejsza si¢ wartosé krytyczna. W tab. 2 przed-
stawiono warto$ci krytyczne dla obydwu metod, gdy p = 2 oraz o = 0,05. Dla me-
tody opartej na statystykach pozycyjnych, wykorzystujacych statystyke @,, warto-
. . (n—2)n
$ci krytyczne zostaty przemnozone przez m .

Tabela 2. Pordwnanie warto$ci krytycznych dla dwoch metod

n () F n [’ F n @ F
5(0,991 (9,552 |14 13,334 {3,885 [ 405,480 |3,245
6| 1,371 16,944 |16 13,632 13,739 [ 45]5,688 {3,214
71 1,717 |[5,786 |18 {3,892 |3,634 | 505,873 |3,191
8| 2,027 |5,143 {20 (4,119 3,555 [ 100 | 6,968 (3,089
92303 |4,737 |25 [4,580 |3,422 [ 200} 7,915 |3,042

10 [ 2,554 4,459 |30 (4,943 |3,340 | 500 [ 9,024 |3,014

121 2,979 (4,103 |35 5,237 |3,285

Zrodto: opracowanie wilasne.

Widzimy, ze dla matych préb, gdy » < 18, metoda oparta na statystykach pozy-
cyjnych latwiej uznaje obserwacje za odstajace. Natomiast dla prob wigkszych
mamy tendencje odwrotna.

Opierajac si¢ na macierzy A postaci

A=) (x,-0)x %),
i=1
mozemy badaé tez grupy obserwacji. Wyznacznik |A| nazywamy wewnetrznym
rozproszeniem proby. Przy zalozeniu, ze dane pochodza z wielowymiarowego
rozkladu normalnego rozpatrujemy ilorazy postaci

|A(i|-"2w~-'}) |
By, = N

b
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gdzie | A®")| jest wewnetrznym rozproszeniem otrzymanym po odrzuceniu s
obserwacji x,, X, , ..., X i, [1]. Sprawdzian testu jest oparty na statystyce

r, =minz,

W przypadku par obserwacji wykorzystujemy sprawdzian ./r, , rowniez stablico-
wany przez Wilksa, a jego wartosci krytyczne ¢, dla @ = 0,051 a = 0,01 zawiera
tabl. II. Pary obserwacji mozemy uzna¢ za odstajace, gdy wartosé sprawdzianu
testu bedzie mniejsza od wartosci krytycznej, czyli wtedy, gdy \/;2_ < ¢, Statysty-

ka r; opiera si¢ bowiem na najmniejszej wartosci ilorazu #; , ;. Jest to wigc test
N ? 5

.....

lewostronny.
Przyklad 2

Rozpatrzmy dane z przyktadu 1. Obserwacja X33 charakteryzuje si¢ najwigksza
wartoscig odleglo$ci Mahalanobisa ¢33 = 23,76. Wartos¢ ta jest zdecydowanie
wigksza od wartosci krytycznej, wynoszacej ¢, = 11,1 dla 35 obserwacji, gdzie
poziom istotnosci 1 — a = 0,95. Obserwacje x;; mozemy wigc uwazac za odstajaca.

Badajac parg obserwacji X3;, X33 podejrzanych o nietypowosé, otrzymujemy
macierz

_[444,46 216,34
“1216,34 240,20

ktorej wyznacznik jest rowny |A| =59 958,82. Natomiast

AL _ 281,37 156,41
~| 156,41 119,00

a jej wyznacznik |A®>*¥)| = 9019,42. Wartosé¢ sprawdzianu testu wynosi\/g =

0,388 i jest mniejsza od wartosci krytycznej coos, wynoszacej 0,6842. Par¢ obser-
wagcji X3;, X33 mozemy wigc uwazacé za obserwacje odstajace — co potwierdza wczes-
niejsze wyniki.

Grupy obserwacji mozemy tez bada¢, stosujac testy sekwencyjne i usuwajac po
kolei ekstremalne obserwacje.
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3. Estymacja odporna

W punkcie tym bgdziemy si¢ zajmowac estymacja odpoma wektora parame-
trow potozenia p = [, 4, ..., fim) Oraz macierzy kowariancji L = [0}]mxm. Esty-
matory wektora parametréw polozenia moga by¢ tworzone analogicznie do przy-
padku jednowymiarowego [4]. Najprostszy jest wektor median

Me = [Mel, Mez, cony Mem],

gdzie Me; jest mediang obserwacji xyj, Xy, ... , X,. W podobny sposob otrzymujemy
wektory kwantyli Qy, obcigtych srednich X, g $rednich Winsora W, czy rézne-
go typu L-estymatoréw, czyli liniowych kombinacji statystyk pozycyjnych.

Réwniez odporne miary rozproszenia, elementy lezace na przekatnych macie-
rzy kowariancji, mozna otrzymaé, przenoszac na przypadek wiclowymiarowy es-
tymatory jednowymiarowe. Uzyskamy wtedy wektor median odchylenia bez-
wzglednego MAD, odchylen ¢wiartkowych Q, obcigtych standardowych odchylen
Sap CZy roéznych L-estymatorow. Przez podzielenie wektora MAD oraz Q przez
stala 0,6745 otrzymujemy w przypadku rozkladu normalnego odpowiedniki kla-
sycznego odchylenia standardowego [5]. Jako odporny estymator kowariancji
dwoch zmiennych losowych X; oraz X; Huber [1] zaproponowat statystyke

S(aX, +bX,)-S(aX, - bX,)
S(aX, +bX )+ S(aX, -bX,)

S(Xi)S(Xf)’

gdzie S(X) jest odpomym estymatorem wariancji, np. obcigta wariancja lub wa-
riancja Winsora, zmiennej X, a a i b sa pewnymi statymi. Cz¢sto wybiera si¢

a=1/5(X;) oraz b=1/5(X)).
Do wyznaczania odpomych estymatoréw potozenia mozemy tez wykorzystad
relacj¢ preferencji < porzadkujaca obserwacje oraz jej reprezentacj¢ funkcyjna ¢.
Odrzucajac obserwacje ekstremalne, ze wzgledu na relacj¢ <, otrzymujemy wielo-

wymiarowe wersje ucietych i typu Winsora estymatoréow wektora srednich p i

macierzy kowariancji X£. Gdy reprezentacja funkcyjna jest kwadratem odleglosci
Mahalanobisa, mozemy roéwniez skorzysta¢ z dzialajacej na podobnej zasadzie
metody Gnanadesikana-Kettenringa [7]. Jest to iteracyjna metoda opisowa nie
wymagajaca znajomosci rozkladu populacji. Analiza obserwacji odstajacych opiera
si¢ na odleglosci Mahalanobisa.
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W pierwszym kroku iteracji obliczamy z préby wektor srednich x" oraz ma-
cierz kowariancji $'". Nastepnie usuwamy obserwacje najdalej oddalona od wekto-

ra XVj obliczamy nowe parametry x?i s?, Procedur¢ usuwania najbardziej

oddalonych obserwacji powtarzamy, az wyznaczone wielkosci 37 s® beda nie-
wiele si¢ rozni¢ od wczesniej obliczonych. Otrzymane w r-tej iteracji wielko$ci
uwazamy za odpomne estymatory wektora srednich p i macierzy kowariancji S.

Innym podejsciem jest metoda Campbella, przypisujaca poszczegdlnym ob-
serwacjom wagi w; charakteryzujace ich typowos¢. Obserwacje nalezace do rdze-
nia otrzymuja wagg¢ 1, a odstajace — wartosci bliskie 0. Wagi te mozemy interpre-
towac jako stopien przynaleznosci obserwacji do rdzenia traktowanego jako roz-
myty zbior obserwacji.

Stosujac metod¢ Campbella, nie eliminujemy obserwacji odstajacych [1; 7].
Wszystkie obserwacje biora udzial w dalszej analizie z uwzglednieniem oczywi-
Scie przypisanych im wag. Wykorzystujemy wtedy wspomniane juz wczesniej
estymatory wazone. Metoda ta moze tez rowniez stuzy¢ do eliminacji obserwacji
odstajacych. Za obserwacje odstajace mozemy wtedy uwazaé obserwacje, ktdrych
wagi sa mniejsze od ustalonego w sposob subiektywny progu wy, np. wp = 0,1.

Wagi przypisane obserwacjom zaleza od odleglosci Mahalanobisa tych obser-
wacji od srodka ciezkosci zbioru. Srodek cigzkosci wyznaczamy, uwzgledniajac
wagi, wedlug wzoru:

W podobny spos6b wyznaczamy macierz kowariancji
oW, —x)(x, %)
S=+= .
Z w'.2 -1
i=l

Metoda Campbella jest metoda iteracyjna. W pierwszym kroku zakladamy, ze
wszystkie obserwacje naleza do rdzenia, czyli w; = 1 dla kazdego i =1, 2, ..., n.
W nastgpnych iteracjach wagi sa modyfikowane wedlug wzoru:
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w = M)
i d,-
gdzie
4 = \/(x,. —i)r S7'(x; -X), gdy i=L2,...,n,
L Vm+2, dy i=0,
g
oraz

d, gdy d,<d,,
4=\ 4 exp(e(d —di Y/ '
vexp(—(d, -d,) 12,5), gdy d, >d,.

Gdy obserwujemy stabilizacj¢ wartosci wag, iteracj¢ konczymy. Mozna stosowaé
réwniez inne metody modyfikacji wag, jednak powyzsza metoda jest stosowana
najczesciej.

Przyklad 3

Dane z przykiadu 1. Wektor wartosci srednich ; = (10,46; 10,36), a macierz
korelacji wynosi

[14,45 6,93
| 6,93 7,52/

Po zastosowaniu metody Campbella otrzymujemy nastepujace wagi: w; = 1 dla i < 30,
wy = 0,74, wy; = 0,13 oraz wys = 0. Wagi te mozemy interpretowaé jako stopnie
przynalezenia do rdzenia zbioru obserwacji. Obserwacja wj; na pewno do niego nie
nalezy. '

Po uwzglednieniu uzyskanych wag otrzymujemy nastgpujacy zmodyfikowany
wektor $rednich X, = (10,04; 9,88) oraz macierz kowariancji

8,72 4,75
4,75 3,65|

w

Rousseeuw i van Zomeren w [10] przedstawili nastgpujace podejscie do odpor-
nej estymacji charakterystyk rozkladow wielowymiarowych. Zadanie polega na
wyznaczeniu estymatoréw polozenia T(X) i rozproszenia C(X) » wielowymiaro-
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wych danych X = (x, ..., X,), gdzie x; jest m-wymiarowym wektorem. Zak}ada sig,
ze estymatory te powinny by¢ afinicznie niezmienniczymi, tzn. spetnia¢ zaleznosci:

T(XlA + b, ,X,,A + b) = T(X], ,x,,)A +b
oraz
C(xA +b, ... x,A+b)=AC(x, ... X,)A”

dla kazdego wektora b i m-wymiarowej, nieosobliwej macierzy kwadratowej A.
Przykladami afinicznie niezmienniczych estymatoréw sa wektor $rednich T(X) =
lei i macierz kowariancji C(X) =%Z(xi ~T(X))(x, - T(X))" otrzymane
noia n—=1.

z préby. Nie sa to oczywiscie estymatory odporne.

Afinicznie niezmiennicZymi estymatorami odpornymi sa natomiast estymatory
otrzymane metoda elipsoidy o najmniejszej objetosci (MVE) [10]. Sa to estymatory
polozenia T oraz rozproszenia C takie, ze spo$rod wszystkich estymatoréw afi-
nicznie niezmienniczych speniajacych ograniczenia

#{i: (x,-T'C'(x,—-T)<d*} > h,

macierz C ma najmniejszy wyznacznik. Tak utworzone estymatory T i C wyzna-
czaja clipsoide o najmniejszej objetosci, zawierajaca co najmniej 4 elementow z
proby X.

Przyjmujac, ze préba X, ... , X, pochodzi z populacji o m-wymiarowym roz-
ktadzie eliptycznym F, ;, dobieramy stala a tak, aby speiony byt warunek [6]

B =((X-p) £ (X-p)<a’)=0,5.

Nieprecyzyjnie mowiac, tak utworzona elipsoida zawiera polowg elementéw popu-
lacji. W przypadku populacji o rozktadzie normalnym przyjmuje si¢ a* = Z;,s[m] ,
mediang rozktadu chi-kwadrat z m stopniami swobody. Druga za$ stala A, ograni-
czajaca liczb¢ elementow nalezacych do tej elipsy, powinna by¢ wigksza od poto-
wy liczebnosci proby. Punkt zalamania estymatorow MVE jest wtedy réwny [(n —
h)/n} [9]). Autorzy pracy [10] proponujg przyjac, ze h = [0,5(n + m + 1)], gdzie [q]
oznacza catkowitg czes¢ g. W tym przypadku punkt zatlamania wynosi [0,5(n — m +
1))/n i jest najwigkszy z mozliwych [6].

Innymi estymatorami polozenia i rozproszenia sa estymatory otrzymane meto-
da najmniejszego wyznacznika macierzy kowariancji (MCD). Metoda ta jest po-
dobna do MVE, a polega na znalezieniu /# obserwacji, dla ktérych macierz kowa-
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riancji ma najmniejszy wyznacznik. Estymatorem polozenia jest wtedy wektor
srednich dla wybranych s punktéw. Estymatory wybrane ta metoda maja punkt
zalamania ten sam co w przypadku metody MVE. Jednakze ich zaleta jest asymp-
totyczna normalnos¢.

Przedstawione powyzej odpomne estymatory wyznacza si¢ praktycznie, stosujac
metody kombinatoryczne. Dwa algorytmy wyznaczajace przyblizone rozwiazanie
metody MVE podano w [10], a w [9] zawarto algorytm otrzymywania estymato-
réw MCD. Ten ostatni algorytm opiera si¢ gldwnie na nastgpujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 1. [9] Niech X = {x|, ... , x,} bedzie zbiorem m-wymiarowych
obserwacji, a H, h-elementowym podzbiorem {1, ..., n}. Dla A, wyznaczamy es-

tymatory polozenia 1 rozproszenia: T, =l z X, oraz S, =l Z (x,-T)(x,-T)
iel, ieH,

oraz dla kazdego x;, gdzie i = 1, ..., n, odleglosci Mahalanobisa d; wyznaczone

przez wektor T i macierz S;. Otrzymane odleglosci d; porzadkujemy i wybieramy

h najmniejszych d,-l <..< di;, . Niech H, = {ij, ..., i}, a T2 1 S; beda estymatorami

wyznaczonymi przez H,; wtedy
det(S,) < det(S)).

Rownosé zachodzi jedynie, gdy T, = T, oraz S, = S,.

Estymatorami MCD polozenia i rozproszenia dla danych z przyktadu 1i A =3
sq estymatory T 1 S otrzymane dla zbioru obserwacji po odrzuceniu X3, X33 1 X33.
Wyznacznik macierzy S jest najmniejszy sposréd wszystkich macierzy kowariancji
wyznaczonych dla 30-elementowych zbioréw obserwacji.

Na zakonczenie przeprowadzimy analiz¢ danych dotyczacych wydatkéw go-
spodarstw domowych ze wzgledu na obserwacje odstajace.

Przyklad 4

W tab. 3 przedstawiono dane dotyczace wydatkow 82 losowo wybranych go-
spodarstw domowych w Polsce w 1993 roku na zywnos¢ (X)), utrzymanie domu
(X3) oraz kulture i edukacje (X3). Dane pochodza z raportu RAD Project ,,Powerty
and Targeting od Social Assistance in Eastern Europe and Former Soviet Union”
Banku Swiatowego. Pelna préba liczyta 16 051 gospodarstw domowych.

Nasze badanie zaczniemy od analizy poszczegdlnych zmiennych, wykorzystu-
jac metody przedstawione w [4]. Na poczatku sprawdzono, ze zmienne X, oraz X,
maja rozklad normalny, a zmienna X logarytmiczno-normalny. Dla zmiennych X
oraz X, nie stwierdzono obserwacji odstajacych. Sprawdzian testu Grubsa przybie-
ra wartosci mniejsze od krytycznych dla a = 0,05: G, = 2,72 1 Gy = 2,01 dla
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zmiennej X; oraz Gs;) = 2,70 1 Gy = 2,04 dla zmiennej X>. Zmienna X; ma rozktad
logarytmiczno-normalny, zbadano wigc logarytmy wartoéci tej zmiennej majace juz

Tabela 3. Wydatki na zywno$¢ (X)), utrzymanie domu (X5) i kulture i edukacje (X3)
w tys. zt (starych)

I X[ Xz X3 i XI Xz X3 i X/ Xg X3

1] 1928,7] 5463 3222[29] 27654] 570,8] 581,6] 57/2379,0] 880,7] 1806
2| 1308,8] 3434] 2787[30] 11144] 338,7] 558[ 58] 563,00 1059] 234
3] 1381,1] 800,0] 86,3]31] 24174] 620,6] 132,8] 59[2698,7] 555,3] 122,9
4] 2212,4] 1657,1] 312,7] 32| 25940 564,0] 351,0] 60/2798,9] 5930 12
s| 17804 467,8] 269,3]33] 2712,0] 1484,0] 217,0] 61]1465,7] 4403[1510,1
6 19979] 2323 161,6] 34| 1280,9] 4259 82,5] 62| 832,1] 2640 10,6
7| 2200,8 0,0 47,5/ 35 19454 4259| 1572| 633497,3| 399,5| 191,0
8] 2133,7] 631,7] 898 36| 1330,5] 479.8] 91,6] 64| 823,7] 5285 764
ol 1397,3| 3488 244.4]37] 2753,6] 712,7] 176,8] 65]1885,0] 478,6| 193,7

10{ 1317,0] 852,0] 127,0|38) 2674,8 687,4|1013,7| 66|4250,7(1119,5| 187,6
11| 3007,8) 784,8] 165,0/39] 2415,0] 502,7| 750,8] 67/2113,0] 477,0| 808,0
12( 1924,2) 547,4| 1762,5| 40| 2589,9| 597,7| 266,3] 68)4361,2| 837,2|24314
13| 2498,1] 880,9| 1055,5| 41| 2422,7| 1239,7| 174,4| 69]2419,2|1206,2] 840,6
14| 3690,7] 963,1| 991,6| 42| 1352,7| 667,2| 73,0 70{3401,6] 953,9/1184,9
15| 3880,8] 9873 1762,4| 43| 1636,6] 830,5 111,5| 71|1062,0] 244,7| 146,6
16| 2634,3] 964,1| 538,8| 44| 3642,0 757,0{1311,0{ 72| 777,2] 265,1] 362,2
17| 2344,3| 1493,7| 1341,9| 45| 2122,0] 675,0) 464,0] 73|/1721,3]| 788,8, 426,6
18[ 2019,9] 1130,0] 1234,0| 46| 2829,4| 1114,8| 334,4| 74{1169,5/1000,2| 13,4
19] 2639,5] 1202,6] 1201,6| 47| 1134,9] 568,6| 238,6| 75/1027,1(1013,7] 32,0
20| 2228,0) 1114,0] 743,0| 48| 3041,5| 1495,4|1896,5| 76/3119,1| 758,5| 4624
21| 2364,0] 874,0] 1309,0[ 49| 17229 622,1| 625,3| 77|1776,5| 172,4| 416,8
22 2800,4| 656,6] 165,01 50 2603,0] 661,0] 836,3] 78| 1297,0( 428,0] 345,0
23| 1559,6] 207,44} 120,4| 51} 1926,1| 503,7| 306,2| 79|1601,0] 906,0| 146,0
24| 15353 7698 81,9| 52| 2869,6] 821,7] 572,9| 80]/1955,4/1337,8 803
25{ 1677,6] 8485 3,2| 53| 3124,1| 607,4] 149,1] 81|2404,7] 699,0] 278,7
26] 1800,5| 486,8] 1301,0[ 54| 2184,2 1123,5/1357,8| 82/2139,8] 81,5 83,6
27] 1598,8] 3179 216,0[ 55 3163,0 937,0) 120,0
28| 2202,8] 5729] 3954 56| 2516,0] 1214,0]1393,0

Zrédto: RAD Project ,,Powerty and Targeting of Social Assistance in Eastern Europe and
Former Soviet Union”.
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rozklad normalny. Obserwacje¢ x3 o mozna uznac za odstajaca dolna, warto$¢ staty-
styki Grubsa wynosi dla niej G(;y = 3,81. Dla pary obserwacji x3 6o 1 X325 sprawdzian
testu U przybiera wartos¢ 6,91. Test U odrzuca hipotez¢ zerowa rowniez dla czte-
rech obserwacji: xj g0, X325, X362 1 X345 Otrzymujemy U = 1,26. Jednakze sekwen-
cyjny test oparty na kurtozie nie odrzuca hipotezy H, dla obserwacji x3 ¢; i x3 7.

Przejdzmy teraz, do analizy obserwacji tréjwymiarowych x; = (x1; x2,; x3,). W
tab. 4 przedstawiono 5 obserwacji, dla ktérych wartos¢ statystyki F; przekracza
wartos$¢ krytyczna Foos = 2,720. Podano tez wartosci kwadratu odleglosci Mahala-
nobisa D} oraz wartosci F;.

Tabela 4. Obserwacje podejrzane o nietypowosé

i X, X, X; D} F,

4 (22124 1657,1| 312,7| 9,747] 3,132
12 | 19242 | 547,4| 1762,5| 8,935 2,870
48 [3041,5| 14954 1896,5| 9,223| 2,963
66 [4250,7 | 1119,5| 187,6]10,792| 3,467
68 143612 | 8372| 2431,4|16,756| 5,382

Zrodto: opracowanie wilasne.

Przeprowadzajac test Wilksa, w przypadku obserwacji x¢g odrzucamy hipoteze
jednorodnosci proby. Dla préby 50-elementowej wartos¢ krytyczna na poziomie
a = 0,05 wynosi 14,18, a dla 100-elementowej 16,45. Dla pary obserwacji Xz, Xes
o najwigkszej wartosci odleglosci Mahalanobisa otrzymujemy wartos¢ sprawdzia-
nu \/Z = 0,8288, jest on jednak nieznacznie wigkszy od wartosci krytycznej cg s,
rownej w przyblizeniu (aproksymacja liniowa) 0,794. Obserwacje X¢s mozemy
wigc zaliczy¢ do obserwacji odstajacych. Pozostale wyrdznione obserwacje nalezy
traktowa¢ z pewna ostroznoscia. Metoda Campbella przyporzadkowuje obserwacji
X¢s wage 0,330, a obserwacji x¢s wage 0,955; pozostale obserwacje otrzymuja wage
rowng 1 — co potwierdza poprzednie rozwazania. Przy okazji otrzymujemy odpor-
ny estymator wartosci Srednich X, = [2157,5; 711,7; 480,9], gdzie zwykly estyma-
tor X =[2176,7; 718,0; 496,7], oraz odpormny estymator macierzy kowarianc;ji:

592678,8 111200,9 146024,6
S, =(111200,9 123850,1 63396,8
146024,6  63396,8 248553,1

oraz
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643295,1 113796,0 190582,4
S=[113796,0 122705,0 65175,0].
190582,4 65175,0 287250,1

Na rys. 4 przedstawiono wykres wartosci odlegtosci Mahalanobisa dla poszcze-
gélnych obserwacji. Gorna linia przedstawia aproksymowang warto$¢ krytyczna
dla testu Wilksa, wynoszaca 15,5, a dolna linia — warto$¢ graniczng Fyos pomno-

2
. .. (=-Dm
Zona przez wyrazenie o =Dm , TOwna 8,48.
(n—m)n
20 4
*
15 4
L 2
104 o ® . .
L d ] e
54 e . . .
» o. . P F o%e ‘~.0. [ 2
. »
0 1 T T T T T T T ' ! T 1 T T L 1
10 20 30 40 50 60 70 80

) Rys. 4. Wartosci odleglo$ci Mahalanobisa dla obserwacji z przyktadu 4
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Gospodarstwa domowe odpowiadajace obserwacji Xq uznanej za odstajaca
mozna uwazaé za istotnie ré6zne od pozostalych gospodarstw rozpatrywanych w
probie i zaliczy¢ je do innej kategorii. Na pozostale gospodarstwa domowe odpo-
wiadajace obserwacjom podejrzanym o nietypowosé, tzn. Xq, X2, X4 OTaz Xeg, Dale-
zy zwrdcic szczegblng uwage w dalszej analizie dotyczacej wydatkow.

4. Zakonczenie

Podobnie jak w [4], w naszej pracy przedstawiono jedynie wybrane metody
wykrywania wielowymiarowych obserwacji odstajacych oraz odporme metody
estymacji. Obszerne oméwienie tych metod znajduje si¢ w pracach [1; 3; 8; 9; 10].
Autor zamierza w przyszlo$ci przedstawi¢ dalsza cz¢s¢ rozwazan dotyczaca niety-
powych obserwacji, rozpatrujac zagadnienia regresyjne dotyczace zaréwno kla-
sycznej regresji liniowe;j, jak i uogélnionych modeli liniowych.
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Dodatek — tablice statystyczne

Tablica I. Rozklad Wilksa

" m=2 m=3 m=4 m=35
0,05| 0,01 0,05 0,01 0,05 0,01 0,05 0,01
5 3,17 | 3,19 :
6 4,00 [ 4,11 4,14 | 4,16
7 4,71 495 | 5,01 510 5,12 5,14
8 532 570] 577 | 597| 6,01 6,09 6,11 6,12
9 5,85 637 643 | 6,76 | 6,80 6,97 7,01 7,08
10 6,32 | 697 7,01 7471 7,50 7,79 7,82 7,98
12 7,10 800 799 | 8,70 | 8,67 9,20 9,19 9,57
14 7,74 | 884 878 9711 961 | 1037 | 10,29 | 10,90
16 827 954 | 944 | 10,56 {1039 | 1136 ] 11,20 | 12,02
18 8,73 110,151 10,00 | 11,28 | 11,06 | 1220 | 11,96 | 1298
20 9,13 | 10,67 | 1049 | 11,91 | 11,63 | 1293 | 12,62 [ 13,81
25 994 | 11,73 { 11,48 | 13,18 | 12,78 | 1440 | 1394 | 15,47
301 10,58 | 12,54 | 12,24 | 14,14 [ 13,67 | 15,51 | 14,95 | 16,73
351 11,10 [ 13,20 | 1285 | 14,92 | 1437 | 16,40 | 15,75 | 17,73
40 | 11,53 | 13,74 | 13,36 | 15,56 | 1496 | 17,13 | 16,41 | 18,55
45| 11,90 | 1420 | 13,80 | 16,10 | 1546 | 17,74 | 16,97 | 19,24
50| 12,23 114,60 | 14,18 | 16,56 | 1589 | 18,27 | 17,45 | 19,83
100 | 14,22 116,95 | 16,45 | 19,26 | 1843 | 21,30 | 20,26 | 23,17
200 | 1599 | 18,94 | 1842 | 21,47 | 20,59 | 23,72 | 22,59 | 25,82
500 | 18,12 | 21,22 | 20,75 | 23,95 | 23,06 | 26,37 | 25,21 | 28,62

Zrédto: [1].
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(1]
(2]

B3]
(4]
(5]

Tablica II. Rozklad Wilksa dla par obserwacji

" m=2 m=3 m=4 m=5
0,05 0,01 0,05 0,01 0,05 0,01 0,05 0,01

5 | 0,0025 |0,0005]| 0,0000

6 0,0337 [0,01500,0011 | 0,0002

7 0,0860 |[0,0498{ 0,0202 | 0,0090 | 0,0006 | 0,0001

8 | 0,1417 [0,0937]0,0580 | 0,0335 | 0,0136 | 0,0060 | 0,0004 | 0,0001
9 | 0,1942 |0,1393|0,1024 | 0,0674 | 0,0425 | 0,0245 | 0,0098 | 0,0043
10 | 0,2419 |0,1831/0,1470| 0,1049 | 0,0788 | 0,0518 | 0,0327 | 0,0189
12 | 0,3229 |0,26160,2288 | 0,1791 [ 0,1549 | 0,1163 | 0,0966 | 0,0686
14 | 0,3879 [0,32760,2982 | 0,2460 | 0,2246 { 0,1804 | 0,1631 | 0,1270
16 0,4410 |0,38280,3563 | 0,3040 | 0,2853 | 0,2389 | 0,2242 | 0,1838
18 | 0,4850 |0,4295|0,4054 | 0,3542 | 0,3376 | 0,2908 | 0,2782 | 0,2360
20 | 0,5221 [0,4694|0,4472 | 0,3976 | 0,3828 | 0,3366 | 0,3257 | 0,2830
25 | 0,5935 [0,5472]0,5288 | 0,4839 | 0,4722 | 0,4290 | 0,4211 | 0,3798
30 | 0,6451 |0,60410,5882 | 0,5478 | 0,5380 | 0,4984 | 0,4923 | 0,4537
35 | 0,6842 |0,64750,6335 | 0,5969 | 0,5885 | 0,5523 | 0,5473 | 0,5116
40 0,7150 10,6818 0,6693 | 0,6360 | 0,6285 | 0,5953 | 0,5911 | 0,5580
45 | 0,7399 |0,7097]|0,6982 | 0,6677 | 0,6610 | 0,6304 | 0,6267 | 0,5961
50 | 0,7605 |0,7328|0,7222 | 0,6941 | 0,6880 | 0,6596 | 0,6564 | 0,6270
100 | 0,8629 |0,8477{0,8417 | 0,8260 | 0,8225 | 0,8065 | 0,8047 | 0,7883
200 | 0,9232 |0,9152]0,9118 | 0,9035 | 0,9015 | 0,8929 | 0,8918 | 0,8830
500 | 0,9650 [0,96180,9602 | 0,9568 | 0,9558 | 0,9523 { 0,9517 | 0,9480
Zrédto: [1).
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OUTLIERS - MULTIDIMENSIONAL CASE
Summary

The paper is devoted to the outliers in multivariate data. It reviews selected methods of the detec-
tion of the multidimensional outliers. These are the methods based on the statistical inference using
Mahalanobis distance and the preference relations and based on the descriptive and graphical meth-
ods. The robust estimation of the vector location and the covariance matrix, weakly reacting to the
outliers, are studied. The Huber’s, Gnanadesikan-Kettenring’s and Cambell’s methods are presented
and the affine invariant estimators obtained by the minimum volume ellipsoid and the minimum
covariance matrix determinant methods are studied.

The paper contains the examples illustrating presented methods. There are two tables with the
critical values of the statistical tests used to the detection of the multidimensional outliers in the ap-
pendix.
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