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ROZKLADY ZWINIETE WZGLEDEM
USTALONEGO PUNKTU

Niech bedzie dana zmienna losowa X o rozkladzie o gestosci f(x). W wielu za-
stosowaniach zmienna losowa X przybiera wartosci wigksze od pewnej stalej y,
gdy tymczasem gestosé f(x) jest okre$lona rowniez dla x < y. Wtedy pomimo zgod-
nosci rozktadu empirycznego w czesci dziedziny dla x > y rozklad zmiennej X nie
jest trafnie dobrany, gdyz nie spelnia warunku unormowania w odniesieniu do
calego zakresu mozliwych wartosci X. Nalezy znalez¢ taki rozktad, ktorego gestosé
bedzie dodatnia dla x > y i dla tej dziedziny bedzie unormowana, i — co wigcej —
bedzie zgodna w duzej czg¢sci z f(x) dla odpowiednich y. Mozna to zrobi¢ poprzez
»zagiecie” tej czgsci rozkladu f(x), dla ktorej x < y, oraz zsumowanie wartosci czg-
Sci ,,zagigtej” rozkladu z czgscia rozktadu po prawej stronie y. Innymi stowy, szu-
kamy rozktadu nast¢pujacego:

{f(x) +f(2y—x) dlax>y,

8x)= dlax<y.

(D

Funkcja g(x) jest gestoscia rozkladu prawdopodobienstwa, co nietrudno spraw-
dzi¢.

jg(x)dx j(f(zy x) +f(x)) dx jf(zy x)dx + If(x)dx j f(z)dz + jf(x)dx
= jf(z)dz+ jf(x)dx=1.

Przyktadem moze by¢ zwinigty rozkiad jednostajny J(0,1) ktérego konstrukcje
przedstawiaja kolejne dwa rysunki.
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Rys. 1. Rozklad jednostajny. Szara ciemniejsza czgs¢ zostanie zagigta
) wzdluzx =y
Zrédlo: opracowanie wilasne.
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Rys. 2. Wykres zwinigtego rozkladu jednostajnego wzgl¢dem y
Zrédlo: opracowanie wlasne.
Zwinigty wzgledem y (0 <y < 1) rozktad J(0,1) ma wigc postaé

0 dlax<y lub x>1,
g(x)=42 dlay<x<2y,
1 dla2y<x<l.
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Obliczmy warto$¢ oczekiwang i drugi moment zwykly zwinigtego rozkladu w
punkcie y.

E, (X)= ]'xg(x)dx = q]‘x(f(Zy - x)+f(x))dx = c.:i'xf(2y - x)dx + c]xf()r)dx

= —_]:(2}' —-2z)f(z)dz + u]'x fix)dx =2y ]'f(z)dz - ]'z f(z)dz + | x f(x)dx )

-0 y

y

=2[yP,(X<y)— jzf(z)dz]+E,(X),

-

E,(X?)= ]‘xz g(x)dx = ?xz f(2y — x)dx + usz f(x)dx = yj(z y —2)* f(z)dz

+uj|‘x2 f(x)dx = 4y* ].f(z)dz -4y szf(z)dz + ]-zz f(z)dz + ]‘xz f(x)dx 3)

=4y[fo(X <y)- sz(z)dzJ+Ef(X2),

gdzie P, (X < y) i E{h(X)) oznaczaja odpowiednio prawdopodobienstwo i wartos¢
oczekiwang liczong dla rozkiadu o gestosci f(x). Dla zwinig¢tego rozkiadu jedno-
stajnego J(0, 1) mamy

( 1 l 2 yz 1 )’2 2 1
Eg(X)=2yIdz—Izdz+ xdx=2y ' ——+———=y" +—,
5 o ; 2 2

1

E, (Xz)=4y2;"dz—4y;i‘zdz+EI(XZ)=4y3 -2y’ +%=2y3 +3-,

B () B (V2w e (2 L) g
V (X)=E,(X*)-El(X)=2y +§—(y +o] =2y -y
Rozwazmy przypadek zmiennej losowej X ~ N(y, o). Zwinmy ten rozkiad
wzgledem punktu y, gdy 0 <y < u Oczywiscie ten przedzial dla y nie ma znacze-
nia i mozna wybra¢ punkt zwijania dowolnie, ale wydaje si¢, ze ten przypadek jest
ciekawszy. Przedstawiono to na kolejnych dwoch rysunkach.
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Rys. 3. Wykres rozkfadu N(2, 0,5)
Zrédto: opracowanie wiasne,

Zwiniemy ten rozktad w punkcie y = 1,1.
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Rys. 4. Zagigty lewy ogon rozkfadu N(2, 0,5)
Zré6dto: opracowanie wiasne,

Po zagigciu sumujemy obie funkcje i otrzymujemy zwinigty rozktad N(2, 0,5).
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) Rys. 5. Zwiniety rozktad N(2, 0,5) w punkcie 1,1
Zrodlo: opracowanie wiasne.

Funkcja gestosci zwinigtego w punkcie y rozktadu N(x, o) ma postaé

[ maf @y
P by {e 0 e ] dlax2y, @)
0 dlax<y.
Dla rozkladu z rys. 5 ggstos¢ ma postaé
o(x) =+ \/% (e'z("'z’z +e 20 ) dlax21,1,
0 dlax<l,1.
Szczegdlnym przypadkiem (4) jest rozklad dlay =0
! (e_(%')—z +e-%] dlax20
g(x) = W V2ro ’ &)
0 dlax<0.

Parametry rozkladu (5) obliczone na podstawie (2) i (3) wynosza:
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E,(X) ;i \F Zo+ yErf(J_L)

2

V(X)=4"+ 1—3-; o’ #Eﬁ(faj[2e_$\/%a+ﬂEﬁ(ﬁ)],

gdzie
2 %
Etf(z)=—= le™" d!.
7

Dla rozktadu (4) autor nie zna postaci analitycznej powyzszych parametréw. By¢
moze w przyszlosci uda si¢ je znalez¢. Na podstawie wzoréw (2) i (3) mozna wy-
znaczy¢ numerycznie wartosci Eg(X) 1 Eg(X 3 dla ustalonych parametréw x4, i y.
Na przyklad dla rozkiadu z rys. 5 obliczamy najpierw wartos¢

W=yP(X<y)- Ixﬁx)dx-llP(X<11) \/71‘ 2022
=1,1-0,035930319 — 0,0323856 = 0,007137751.

Wartos¢ catki w powyzszym wzorze zostala wyznaczona numerycznie. Parametry
Eg(X) 1 Eg(X 2) przybieraja wartosci

E,(X)=2W +E (X)=2-0,007137751+2=2,014275502
E,(X*)=4yW +E, (X*)=4,4-0,007137751+4,25
= 0,031406105 + 4,25 = 4,281406105.

Wariancja V,(X) jest rowna 0,2241. W zwinigtym rozkladzie N(2, 0,5) w punkcie
1,1 warto§¢ oczekiwana jest nieco wigksza niz w oryginale, a wariancja nieco
mniejsza.
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DISTRIBUTIONS ROLLED UP TOWARDS THE FIXED POINT
Summary

In the paper is presented a distribution of any random variable X with a density func-
tion given by:

flx)+f2y-x) forx2 y,
glx) = 0 .
orx<y,

where f(x) is a basic density function. This density function characterizes a distribution that
we have named as the ,rolled up” the point y. Examples of such distributions are given for
uniform and normal distributions. For g(x) such parameters are calculated as expected value
and variance.



	ROZKŁADY ZWINIĘTE WZGLĘDEM USTALONEGO PUNKTU

