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1. Wstep

Wykorzystanie metod statystycznych do wspomagania procesow zarzadzania
jakos$cig stalo sig — przynajmniej od czasu niewatpliwego sukcesu gospodarki
japonskiej w latach siedemdziesiatych XX w. — naturalne i niezbgdne. Wsérod
narzedzi statystycznych duza rolg odgrywajg metody planowania eksperymentow,
a wsrod nich, zaproponowane przez japonskiego inzyniera Genichi Taguchiego,
metody planowania odpornego (robust designing).

W zastosowaniach praktycznych dobdér odpowiedniego planu eksperymentu
pozwala nie tylko na najlepsza — w sensie okres$lonego kryterium — estymacjg efek-
téw czynnikéw (zob. np. [Wawrzynek 1977; 1993; Manczak 1976]), lecz takze na
istotna redukcje liczby do$wiadczen, a w kosekwencji na znaczna obnizke kosztéw
realizacji eksperymentu. Teoria eksperymentowania wskazuje takze na trzy poza-
dane wlasciwosci planu eksperymentu, jakimi sa (zob. [Logothesis, Wynn 1989)):
— zréwnowazenie polegajace na tym, ze dany poziom kazdego czynnika spotyka

si¢ taka sama liczbe razy z poszczegdlnymi poziomami pozostalych czynni-

kéw;

— ortogonalno$¢ ulatwiajaca obliczenia zwigzane z estymacja, polegajaca na
zerowaniu sig iloczynow skalamych poszczegdlnych kontrastow;

— estymowalnos$¢ pozwalajaca na estymacjg¢ wszystkich parametrow modelu.

Na skutek gwaltownego rozwoju metod eksperymentowania oraz nume-
rycznych metod obliczeniowych przedstawione postulaty przestaty juz odgrywac
zasadnicza rolg, aczkolwiek w dalszym ciagu sa wysoce pozadanymi cechami
planéw. Zaproponowane przez Taguchiego tablice ortogonalne spetniaja wszystkie
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trzy postulowane wilasnosci planow eksperymentu, jednak ich modyfikacja na
potrzeby konkretnego niestandardowego eksperymentu moze, oczywiscie, spowo-
dowac utratg badz ortogonalnosci, badz tez rownowagi eksperymentu.

Pojgcie ortogonalnosci i tablic ortogonalnych zdefiniowaé mozna, wiazac te
pojgcia z tzw. kontrastem. Niech V), Y, ..., ¥, bgda zmiennymi obserwowalnymi

i niech L =c,Y, +c,Y, +..+c,Y,. Kontrast to dowolna liniowa kombinacja L,

zmiennych obserwowalnych spetniajacych warunek Zc,.j =0.
=l
Dwa kontrasty — L oraz L,— sa wzajemnie ortogonalne, jezeli ich iloczyn
skalarny jest rowny 0, tzn. jesli

€€y +CpCpp +.n €65, =0

Tablica ortogonalna nazywamy macierz, dla ktdrej iloczyny skalarne dowol-
nych dwu kolumn sa wzajemnie ortogonalne.

W praktyce zastosowanie metod Taguchiego polega na realizacji eksperymen-
tu, ktérego plan odpowiada wybranej tablicy ortogonalnej. Tablice te sa czesto
zgodne ze znanymi planami Placketa-Burmana lub tez z utamkowymi planami
czynnikowymi wysokiego rzgdu. Taguchi zaproponowat szereg takich tablic oraz
skonstruowal metody wspomagajace wybor odpowiedniego planu eksperymentu.
Poniewaz liczba wszystkich mozliwych kombinacji pozioméw rozwazanych czyn-
nikdw jest ogromna, a przy tym nie sposob przewidzie¢ potrzeb eksperymentatora,
standardowe tablice ortogonalne poddaje si¢ odpowiednim modyfikacjom.

Celem tej pracy jest przedstawienie sposobu wyboru odpowiedniego planu
eksperymentu z uwzglednieniem standardowych tablic ortogonalnych i ich mody-
fikacji.

2. Standardowe tablice ortogonalne

Tworzenie tablic ortogonalnych jest zagadnieniem ztozonym ze wzglgdu na to,
iz powszechnie nie jest znany nieskomplikowany algorytm generujacy takie
tablice, niezaleznie od liczby czynnikéw 1 ich poziomdéw. Podstawowa metoda
tworzenia tablic ortogonalnych jest wykorzystanie macierzy Hadamarda (zob. np.
[Logothesis, Wynn 1989]). Inne metody konstrukcji szeroko oméwiono w pracy
[Hedayat, Sloane, Stufken 1999], a na korespondujacej z ksigzka stronie interne-
towej http://www.research.att.com/~njas/oadir/ odnalez¢ mozna uaktualniany na
biezaco zbidr uzyskanych przez autoréw tablic ortogonalnych (ponad 200) z liczba
doswiadczen z przedzialu od 4 do 100. Oczywiscie, przeprowadzenie tak duzej
liczby do$wiadczen moze okaza¢ si¢ zbyt kosztowne, dlatego w zagadnieniach
praktycznych szczegdlnym zainteresowaniem cieszg sig tablice dla maksymalnie
60 do$wiadczen.


http://www.research.att.com/~njas/oadir/
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Tablice ortogonalne zapisywane sa za pomoca specjalnego kodu. Kod tablicy
determinuje liczbe doswiadczen w eksperymencie oraz liczbg czynnikéw z dang

liczba poziomdéw. Na przyklad 19(34) oznacza tablice skladajacq sig z 9 wierszy
(doswiadczen) oraz 4 kolumn (czynnikéw) z czynnikami na 3 poziomach; tablica
L,;(2''3'?) okresla natomiast plan eksperymentu o liczbie do§wiadczet réwnej 36,

w ktérym 11 estymowanych czynnikédw to czynniki na 2 poziomach, a 12 czyn-
nikéw to czynniki na 3 poziomach. Kody wybranych standardowych tablic ortogo-
nalnych zaproponowanych przez Taguchiego zebrano w tab. 1.

Tabela 1. Kody standardowych tablic ortogonalnych

Tablica Liczba wierszy Liczba kolumn Maks)ég:;;;g;:;;g;{) r::él:,iw dia
ortogonalna (stopni swobody) (czynnikéw) 5
L (23) 4 3
Ly (27) 8 7 7
Ly(3%) 9 4 4
142(2‘ ‘) 12 11 11
L16(2'5) 16 15 15
L6k’ 16 5 5
L5277 18 8 1 7
LQS(S") 25 6 6
Ly, (3”) 27 13 13
Ly, (23‘ ) 32 31 31
L32(2'49) 32 10 1 9
L36(2“3’2) 36 23 11 12
L36(233'3) 36 16 3 13
L50(2'5”) 50 12 1 1
15,2'3%) 54 26 1 25
16, 2%) 64 63 63
Lesl4) 64 21 21
1,3%) 81 40 40

Zrodto: [Phadke 1989].

Nalezy zaznaczy¢, ze wybor odpowiedniej tablicy powinien by¢ kompromisem
pomigdzy liczba doswiadczen, wynikajaca z obliczonej liczby stopni swobody,



114

oraz liczba czynnikéw na danym poziomie. Oczywiscie, nic nie stoi na przesz-
kodzie, by liczba doswiadczen czy tez szacowanych czynnikow byla wigksza od
wyznaczonych lub zadanych wcze$niej warto$ci minimalnych. Wybdr tablicy
o zbyt duzej liczbie doswiadczen powoduje wprawdzie wzrost kosztéw ekspery-
mentu, lecz jednoczes$nie zwicksza dokiadno$¢ analizy; natomiast zwigkszenie
liczby kolumn oznacza badz to dotaczenie dodatkowych czynnikéw do ekspery-
mentu (czynnikéw, ktore w pierwszym etapie analizy zostaly uznane za nieistotne),
badz tez spowoduje niewykorzystanie co najmniej jednej z kolumn (nie wplywa to
na wlasnosci tablicy).

3. Wybér minimalnej tablicy ortogonalnej

Problem ten dotyczy zagadnienia estymowalnosci planu eksperymentu, polega-
jacego na wyznaczeniu minimalnej liczby do$wiadczen w eksperymencie, ktéra
zapewni estymacj¢ wszystkich parametréw rozwazanego modelu eksperymen-
talnego. Pierwszy etap wyboru odpowiedniej tablicy ortogonalnej polega na
okresleniu niezbgdnej liczby stopni swobody potrzebnej do oszacowania efektow
zadanej liczby czynnikéw. Okreslona liczba stopni swobody determinuje, oczy-
wiscie, niezbgdna liczbg¢ doswiadczen w przeprowadzanym eksperymencie. Jak
wiadomo, w celu obliczenia niezbgdnej liczby doSwiadczen potrzebnych do osza-
cowania efektow glownych i interakcji poszczegélnych czynnikéw nalezy zsu-
mowac stopnie swobody zwiazane z odpowiednimi czynnikami oraz ich inter-
akcjami. W zwiazku z tym jeden stopien swobody zwiazany jest ze $rednig ogélna,
dla kazdego czynnika liczba stopni swobody jest o jeden mniejsza od liczby
poziomdéw danego czynnika, natomiast liczba stopni swobody zwiazana z inter-
akcja jest iloczynem liczby stopni swobody czynnikéw uwzglednionych w danej
interakcji.

Przyklad 1

Rozwaza si¢ eksperyment, w ktérym nalezy wyestymowac jedynie efekty
glowne czterech wybranych czynnikéw, przy czym kazdy z nich jest na trzech
poziomach. Obliczona liczba stopni swobody wynosi 9 (po 2 na 4 czynniki i 1 na
érednia). W takim razie odpowiedni plan eksperymentu w celu oszacowania efek-
tow glownych czterech czynnikéw 3-poziomowych mogliby by¢ identyczny z tab-
lica ortogonalna L,,(34). Z tabeli 1 wynika, ze tablica L9(34) istnieje.

Przyklad 2

Celem eksperymentu ma by¢ estymacja efektu gléwnego tylko jednego
czynnika na 2 poziomach oraz efektow gtownych pigciu czynnikéw na 3 pozio-
mach. Wéwczas liczba stopni swobody wynosi 12. Zatem plan eksperymentu

mogliby tu by¢ skonstruowany zgodnie z tablicg ortogonalna l,12(2'35 ) . Niestety,

tablica taka nie jest wymieniona w tab. 1. W takim razie nalezy zwigkszy¢ liczbg
doswiadczen w eksperymencie, czyli poszukiwa¢ odpowiedniego planu w kolej-

nych wierszach tab. 1. Dopiero tablica L 4(2'3") pozwala wyestymowaé zatozona
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w modelu eksperymentalnym liczbg czynnikéw gltéwnych. Warto zauwazyé¢, iz
liczba kolumn w tej tablicy przewyzsza liczbg szacowanych efektéw, wobec czego
dwie z siedmiu kolumn pozostang puste badz tez pewne dodatkowe czynniki,
pominigte we wstgpnej fazie, zostang dotaczone do eksperymentu.

Przyklad 3

Nalezy obliczy¢ minimalng liczbg doswiadczen w eksperymencie, w ktérym
nalezy zbadaé trzy czynniki — A, B, C - na 2 poziomach oraz jeden czynnik D na 3
poziomach, a ponadto wyznaczy¢ interakcj¢ migdzy czynnikiem A i D. Liczba
stopni swobody w tym eksperymencie, a wi¢c minimalna liczba do$wiadczen
niezbgdna do analizy podanych czynnikéw, wyznaczona jest w tab. 2. Z przed-
stawionych w niej obliczen wynika, Ze niezbgdna liczba do$wiadczen jest co
najmniej réwna 8, tzn. tablica ortogonalna wybrana jako plan eksperymentu musi
zawieraé przynajmniej 8 wierszy odpowiadajacych kolejnym do$wiadczeniom.

Tabela 2. Minimalna liczba do$wiadczen niezbgdnych do
oszacowania wybranego modelu

Czynnik Stopnie swobody
A,B,C 3x1=3
D 2
AxD 1x2=2
Srednia ogolna 1
Razem 8

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Nietrudno zauwazy¢ (por. tab. 1), Zze wybdr odpowiedniej tablicy ograniczony
jest do tablic Ly (2“3'2) lub Ly (233'3). Mozliwe jest wprawdzie wykonanie az 36

doswiadczen, jednak wybdr takiego planu jest nieefektywny i moze diametralnie
zwigkszy¢ koszty przeprowadzanego eksperymentu. Dlatego Taguchi przedstawit
sposoby modyfikacji tablic ortogonalnych za pomoca wielu technik prowadzacych
do zmniejszenia liczby doswiadczen. Techniki te zostang przedstawione w punkcie
4 niniejszej pracy.

4. Zastosowanie graféw liniowych

Zaproponowane przez Taguchiego standardowe tablice ortogonalne sa wyko-
rzystywane jako plany eksperymentéw utamkowych i jako takie powodujg uwik-
tanie wielu efektow interakcyjnych. Metody Taguchiego zorientowane s3 zatem na
addytywne modele efektow gldwnych z pominigciem interakcji, mimo ze w nie-
ktérych sytuacjach estymacja efektu wspotwystepowania jest bardzo wazna. Z tego
praktycznie waznego wzgledu do tablic ortogonalnych dofaczone zostaja tzw.

macierze interakcji oraz grafy liniowe. W tabeli 3 przedstawiono tablicg LR(27) z
odpowiadajaca jej macierzg interakcji. Latwo zauwazy¢, iz np. kolumna 3 tablicy
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LB(27) przyporzadkowana czynnikowi x, jest iloczynem kolumny pierwszej i dru-
giej, a wige reprezentuje interakcje czynnikéw x, i x,, podobnie kolumna piata
jest iloczynem kolumny 1 i 4. W celu nieuwiklane) estymacji interakcji czynnikow
x, 1 x, nie nalezy zatem kolumnie trzeciej przyporzadkowywaé czynnika x; ani

zadnego z pozostalych czynnikow. Z kolei macierz interakcji pozwala zidentyfi-
kowaé czynnik, ktorego efekt jest uwiklany z interakcjg dwu innych czynnikow.

. . . , . ’ m . .o .
Poniewaz dla m czynnikéw mozna utworzy¢ (2] interakcji dwuczynnikowych,

. . . . I3 m P
stad tez macierz interakcji zawiera nad gtéwna przekatna [ 5 ]elementow.

Tabela 3. Tablica ortogonalna Lg (27 ) wraz z odpowiadajaca jej tablicg interakcji

X} X2 X3 X4 Xs X6 X7

-1 -1 1 1 -1 -1 1
-1 -1 1 -1 1 1 -1

1 1 1 1 1 1 1 1 Kolumny 1 2 3 4 5 6 7
2 1 1 1 -1 -1 -1 -1 \ 3 2 5 4 7 6
3 1 -1 -1 1 1 -1 -1 2 1 6 7 4 5
4 I -1 -1 -1 -1 1 1 3 7 6 5 4
51-1 1 -1 1 -1 1 -1 4 1 2 3
61 -1 I -1 -1 1 -1 1 5 3 2
7 6 !
8 7

Zrodto: [Phadke 1998).

Alternatywna metoda jest metoda wykorzystujaca grafy liniowe. W grafach
tych tablica reprezentowana jest przez kropki i linie. W przypadku, gdy dwie
kropki sa polaczone przez lini¢ oznacza to, Ze interakcja czynnikéw reprezen-
towanych przez kropki zawarta jest w kolumnie prezentowanej przez linie. Kazda
kropka i kazda linia sa opatrzone numerem odpowiadajacej im kolumny w standar-

dowej tablicy ortogonalnej. Dla przedstawionej wyzej tablicy LB(27) Taguchi
podal dwa alternatywne grafy, ktére zamieszczono na rys. 1. Jesli tablica Ld(27)
ma by¢ zastosowana jako plan eksperymentu dla estymacji parametréw modelu:

EY = By + Bix, + Box, + Byxy + Byxy + Byxx, + Braxx, + By xox,,

to z pierwszego grafu przedstawionego na rys. 1 wynika, ze w tablicy lﬂ(27)
miejsce czynnika x;, w trzeciej kolumnie tej macierzy zajmuje interakcja xx,,
miejsce czynnika x; zajmuje interakcja xx,, natomiast w kolumnie 6 zamiast
czynnika x, nalezy wstawi¢ interakcje x,x,. Drugi z graféw przedstawionych na

rys. 1 ma analogiczne zastosowanie w przypadku, gdy model eksperymentalny
przyjmuje postac:
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EY =B, +B,x, +B,x, +Byx, +Box; +Byxx, +Bxx, +B7x,x;.

1

Rys. 1. Dwa grafy liniowe dla tablicy ortogonalnej 1,3(23)
Zrédto: [Phadke 1998].

O ile tablice interakcji pozwalaja na przedstawienie uwiktan wszystkich
interakcji pierwszego rzedu z efektami gléwnymi czynnikéw przyporzadkowanych
poszczegdlnym kolumnom tablicy ortogonalnej, to grafy liniowe majg utatwic eks-
perymentatorowi wybor optymalnego planu eksperymentu. Dodatkowa zaleta gra-
fow lintowych jest mozliwo§¢ wykorzystania ich do modyfikacji i utworzenia nie-
standardowych tablic niezb¢dnych do dopasowania planu w celu przeprowadzenia
specyficznego rodzaju eksperymentu. Wyréznia sig trzy sposoby modyfikacji
graféw liniowych:

1. Usuniecie linii (breaking a line) — polegajace na usunieciu linii faczacej dwa
punkty i rezygnacji z estymacji interakcji odpowiadajacej usunigte;j linii.

2. Utworzenie linii (forming a line) — polegajace na usunigciu jednej z kropek
i wykorzystaniu jej do potaczenia dwoéch innych punktéw w celu oszacowania
odpowiadajacej im interakcji. Oczywiscie procedura ta musi uwzgledni¢ konsek-
wencje wynikajace z macierzy interakcji.

3. Przesunigcie linii (moving a line) — polegajace na polaczeniu dwoéch po-
przednich metod, tzn. w pierwszej fazie odbywa si¢ usunigcie linii, w drugiej za$
potaczenie dwoch odrgbnych kropek z wykorzystaniem jednej z kropek uzyska-
nych w wyniku usunigcia linii

Procedura modyfikacji graféw jest stosowana zaréwno dla czynnikéw na
dwdch, jak i na trzech poziomach, przy czym dla czynnikéw na trzech poziomach
laczenie odbywa sig¢ za pomoca przypisania do jednej linii dwoch kolumn (co jest
zwiazane z uzyskaniem odpowiedniej liczby stopni swobody). Schematycznie spo-
soby modyfikacji graféw liniowych dla czynnikéw na dwéch poziomach przed-
stawiono w tab. 4.
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Tabela 4. Techniki modyfikacji graféw liniowych

Tablica ortogonalna z czynnikami na dwéch poziomach
.. Czynniki na 2 poziomach znajduja si¢ w kolumnach 1, 2, 3, 4, 7;
Sposéb modyfikacji w kolumnie 3 znajduje sig interakcja kolumn 1i2 oraz4i7

o;olzbooo

Usuniecie linii
1 2 1 2 3

[ ) ] e —» .;.

Utworzenie linii

1 2 3 1 2
3
® ® [ J [ J
1 2 1 2
Przesuniccie linii (m—
3

[ J [ ] @o—e
8 7 6 7

Zrédlo: [Phadke 1989).

Przyklad 4 .
Modyfikacja grafu liniowego dla tablicy ortogonalnej [16(2'5)

— standardowy graf liniowy 116(2'5 ) przedstawia sig nast¢pujaco:

1 4 5

6
141

7
11 9

3 121 15| 13
2 8 10

Z grafu wynika, ze model eksperymentalny obejmuje dziesigé¢ efektow gltownych

czynnikéw przypisanych odpowiednio do kolumn 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11 oraz

pig¢ interakcji czynnikdw z kolumn 1i2;418;5i110;6i1l oraz719;

—~ usunigcie linii migdzy kropkami 7 1 9 prowadzi do grafu:
1 4 5 6

® ® @
2 8 10 N 7 9 14
W stosunku do poprzedniego grafu zrezygnowano tu z estymacji interakcji miedzy

czynnikami umieszczonymi w kolumnie 7 i 9. W zamian mozna wprowadzi¢ do
modelu dodatkowy — jedenasty efekt gléwny czynnika przypisanego do kolumny 14,
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~ polaczenie dwdch kropek 51 11 prowadzi do grafu:

® ®
2 8 10 11 7 9

Graf odpowiada modelowi eksperymentalny, w ktérym estymowaé mozna ponow-
nie 10 efektow gléwnych i 5 interakcji. W stosunku do standardowego grafu li-
niowego rezygnuje si¢ tu z oszacowania interakcji czynnikéw przypisanych
kolumnom 7 i 9 w zamian za estymacjg interakcji pomi¢dzy czynnikami umiesz-
czonymi w kolumnie 51i 11.

Mozna zauwazy¢, ze zmiany dokonywane w grafie liniowym nie maja wpltywu
na wyglad tablicy ortogonalnej (nie zmieniaja wartosci jej elementow). Mody-
fikacja grafu to jedynie formalna zmiana grafu standardowego do potencjalnego
modelu badawczego w celu opisania mozliwosci estymacji odpowiednich efektéw
gtéwnych i wybranych interakcji.

5. Metody modyfikacji tablic ortogonalnych

W celu zredukowania liczby niezbg¢dnych doswiadczen w eksperymencie
nalezy czasem dokona¢ zmian w wartoSciach elementoéw tablicy ortogonalne;.
Wsrod technik modyfikujacych wyglad tablicy ortogonalnej wyr6zni¢ mozna:

— technike sztucznego poziomu (dummy-level technique),

— metodg czynnika podwdjnego (dualnego) (compound factor method, combi-
ning technique),

— metodg taczenia kolumn (colum merging method, multi level formation),

— metodg biemej kolumny (idle-column technique).

Zastosowanie wymienionych metod moze prowadzi¢ do uzyskania badz
tablicy ortogonalnej, badz tez tablicy nieortogonalne;.

Metoda sztucznego poziomu

Metoda ta pozwala na modyfikacje standardowej tablicy ortogonalnej w ten
sposob, iz pozwala na zmiang czynnika n-poziomowego w czynnik m-poziomowy,
przy czym m < n. Dokonuje sig tego w ten sposob, ze jeden poziom lub wigcej
poziomow wybranego czynnika zostaje zamienionych na pewien z pozostatych
poziomow tegoz czynnika. Na przykiad jezeli dany jest 3-poziomowy czynnik A,
ktérego poszczegdlne poziomy oznaczone sg przez A(-1), A(0), A(l), i nalezy
rozwazy¢ czynnik 2-poziomowy, miejsce jednego z pozioméw A(i) pierwotnego
czynnika np. A(1) zajmie jeden z pozostalych dwu pozioméw A(-1) lub A(O).
Oznacza to, ze oszacowanie warto$ci zmiennej zaleznej dla jednego z poziomow
bedzie miato dwukrotnie wigksza precyzj¢ od oszacowania dla pozostatego pozio-
mu. Dlatego jako poziom preferowany zwyklo si¢ wybiera¢ ten, dla ktorego
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potrzebne jest dokladniejsze oszacowanie. Alternatywnym sposobem doboru pre-
ferowanego poziomu czynnika jest wybdr poziomu bardziej ekonomicznego, tzn.
takiego, przy ktérym koszty przeprowadzenia eksperymentu b¢gda mniejsze. Oczy-
wiscie, takie modyfikacje tablicy ortogonalnej powoduja utrat¢ zrownowazenia
planu eksperymentu oraz czg¢éciowg utratg ortogonalno$ci dotyczacej kolumny ze
zmniejszona liczba poziomow.

Przyklad 5

Nalezy zaproponowaé plan eksperymentu w celu oszacowania trzech czyn-
nikéw 3-poziomowych (B, C, D) i jednego 2-poziomowego (A). W tym celu nalezy
dokonaé odpowiedniej modyfikacji tablicy ortogonalnej Ly{3*) znanej z tab. 1, a

przedstawionej szczegdlowo w tab. 5. W tablicy tej kazdy z 4 czynnikow wyste-
pujacy na trzech poziomach oznaczono odpowiednio liczbami -1, 0 i 1. Liczbeg
pozioméw czynnika A nalezy zmniejszy¢ do dwu, np. poprzez zastapienie poziomu
0 przez poziom —1. Woéwczas wiasciwy plan eksperymentu wynikajacy z modyfi-
kacji tablicy L9(34) przedstawiono w tab. 6.

Tabela 5. Tablica ortogonalna 19(34) Tabela 6. Tablica L9(34) po modyfikacji
Numer Czynniki Numer Czynniki
dosw. Blc]|p] 4 dsw. [B[C[D] 4
1 -1 -1 -1 -1AED 1 -1 -1 -1 -1 A(-])
2 -1 0 0 0A®0 2 -1 0 0 -1ACD
3 -1 1 1 1 A(D 3 -1 1 1 1 A(l)
4 0 -1 0 1AQ) I:> 4 0 -1 0 1AW
5 0 0 1 -1AED 5 0 0 1 -1A-D
6 0 1 -1 0 A(0) 6 0 1 -1 -1ACD
7 1 -l 1 0 A(0) 7 1 -1 1 -1 ACD
8 10 -1 1 A1) 8 1 0 -l 1 A(D)
9 1 1 0 -1 AED 9 1 1 0 -1AED
Zrédlo: opracowanie wiasne. Zrodto: opracowanie wlasne.

Metoda podwdjnego czynnika

Metoda ta pozwala na analiz¢ wigkszej liczby czynnikéw niz umozliwia to
liczba kolumn tablicy ortogonalnej. W tym celu kolumng nominalnie przypo-
rzadkowang czynnikowi 3-poziomowemu wykorzystuje si¢ do okreslenia pozio-
méw dwdch czynnikéw 2-poziomowych w poszczegdlnych do§wiadczeniach eks-
perymentu. Liczba kombinacji wszystkich pozioméw tych dwdéch czynnikéw
wynosi 4. Wybiera si¢ trzy z tych kombinacji, traktujac je jako poszczegdlne
poziomy pierwotnego czynnika 3-poziomowego. W celu wyodrgbnienia odpowied-
niego efektu, w analizie statystycznej wynikéw przeprowadzonego eksperymentu
nalezy odejmowac od siebie odpowiednie poziomy czynnika 3-poziomowego.

Przyklad 6

Nalezy zaproponowac plan eksperymentu w celu oszacowania efektéw trzech
czynnikéw 3-poziomowych (C, D, E) i dwdch 2-poziomowych (A, B). W odnie-
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sieniu do wybranej standardowej tablicy ortogonalne;j 19(34) zastosowano w tym

celu metodg¢ podwojnego czynnika do kolumny czwartej, reprezentujacej czynnik
F, zastgpujac ten czynnik przez dwa czynniki: A i B. Sposrod czterech kombinacji
dwéch czynnikéw 2-poziomowych A(1)B(1); A(1)B(-1); A(-1)B(1); A(-1)B(-1),
wybrano 3 nastepujace: A(1)B(~1); A(-1)B(1); A(-1)B(-1), przy czym jesli w
standardowej tablicy czynnik F wystgpowal na poziomie 0, to po modyfikacji oba
czynniki A i B wystgpuja na poziomie -1, jezeli czynnik F wystgpowal na
poziomie —1, to czynnik A wystgpuje na poziomie 1, natomiast czynnik B — na
poziomie —1; wystgpowanie czynnika A na poziomie -1 oraz czynnika B na
poziomie 1 zwiazane jest z wystapieniem czynnika F na poziomie 1. Rdznica
A(-1)B(-1) -A(1)B(-1) daje oszacowanie efektu zmiany czynnika A natomiast
A(-1)B(-1) —A(-1)B(1) pozwala na estymacje efektu czynnika B (zob. tab. 7).

Tabela 7. Modyfikacja tablicy ortogonalnej z uzyciem metody podwdjnego czynnika

Numer Czynniki Numer Czynniki

dsw. | ¢ | p ] E | F dosw. [ C] DT ET] F
1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 A(BD)
2 -1 0 0 0 2 |-1 0 0 0 A(DB-I)
3 -1 1 1 1 3 -1 1 1 1 AG-DBQ)
4 0 -l 0 1 :> 4 0 -1 0 1 AEDB()
5 0 1 -1 5 0 0 1 -1A)BKI)
6 0 1 -1 0 6 0 1 -1 0ADB-1)
7 1 -1 1 0 7 1 -1 1 0 ADBEI)
8 1 -1 1 8 1 0 -1 1AGDBU)
9 1 1 0 -l 9 11 0 -1AWMB-1

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Negatywnym skutkiem takiego postgpowania jest utrata wzajemnej ortogo-
nalno$ci pary potaczonych czynnikéw. W stosunku do pozostatych czynnikéw (ko-
lumn) oba zlaczone czynniki sg ortogonalne. Taka sytuacja powoduje komplikacje
w obliczeniach dotyczacych analizy wariancji (zob. [Logothesis, Wynn 1989]).

Metoda laczenia kolumn

W metodzie tej mozliwe jest wigczenie do tablicy ortogonalnej czynnika na
duzej liczbie pozioméw za pomoca kilku czynnikéw o mniejszej liczbie pozio-
mow. Jezeli nalezy do tablicy wlaczy¢ czynnik 4-poziomowy, to mozna wyko-
rzysta¢ 3 inne kolumny tablicy ortogonalnej, a doktadniej méwiac, 2 kolumny do-
tyczace czynnikéw dwupoziomowych oraz kolumng zwiazang z interakcjg migdzy
wybranymi czynnikami. W celu uwzglednienia czynnika 9-poziomowego nalezy
wykorzysta¢ 4 kolumny tablicy ortogonalnej, przy czym dwie z nich zwiazane sa
z dwoma czynnikami 3-poziomowymi, oraz 2 inne kolumny identyfikujace inter-
akcje migdzy wybranymi czynnikami.

Liczba poziomdw tworzonego czynnika jest rowna liczbie mozliwych kombi-
nacji poziomdéw pierwotnych czynnikéw, a dodatkowe wykorzystanie kolumn
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zwiazanych z interakcjami jest niezbedne w celu uzyskania odpowiedniej liczby
stopni swobody dla tworzonego czynnika.

Przyklad 7

W tabeli 8 przedstawiony jest sposéb tworzenia czynnika 4-poziomowego
z wykorzystaniem dwdéch czynnikéw 2-poziomowych (A, B) oraz kolumny ich
interakcji (AB). Czynnikowi 4-poziomowemu przyporzadkowany jest poziom 1 w
tych doswiadczeniach, w ktérych oba czynniki A i B sg na poziomie —1, poziom 2
przyporzadkowany jest czynnikowi 4-poziomowemu, w przypadku gdy czynnik A
jest na poziomie 1, natomiast czynnik B — na poziomie —1; w sytuacji odwrotnej,
tzn. gdy czynnik A jest na poziomie —1, za§ czynnik B na poziomie 1 — kreo-
wanemu czynnikowi przyporzadkowuje sig¢ poziom 3; a gdy oba czynniki A i B sa
na poziomie 1, czynnik 4-poziomowy jest na poziomie 4 (zob. tab. 7).

Tabela 8. Modyfikacja tablicy ortogonalnej z uzyciem metody iaczenia kolumn

Numer Czynniki Numer
doéw. A | B | 4B dosw.
1 1 1
1 1 1

S O | E—
1 -1 -1

1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1
-1 -1 1

Czynnik 4-poziomowy

1 )
1 (1.1)
2 (1,~1)
2 (1-1)
3 (-1
3
4
4

=LD
(=L-1)
=1,=D

00 ~-J AWV HWN —
|
—

00O\ Wk -

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Metoda Iaczenia kolumn pozwala zachowaé ortogonalno$¢ i caltkowite zréwno-
wazenie planu eksperymentu. Dodatkowo metodg t¢ mozna stosowaé wraz z meto-
da sztucznego poziomu. Laczy sie kolumny, uzyskujac czynnik o duzej liczbie
poziomow, a nastgpnie redukujac jeden lub wigcej poziomoéw, doprowadza sig
czynnik do wymaganej mniejszej liczby pozioméw.

Metoda biernej kolumny

Wada tej metody jest nieortogonalno$¢ otrzymanej tablicy oraz wykorzystanie
jedynie tablic ortogonalnych dla czynnikéw 2-poziomowych. Metoda ta jest do
pewnego stopnia metoda identyczna z metoda laczenia kolumn. Modyfikacja
polega na tym, ze wybrana kolumna zwana tu kolumng biema lub bezczynna nie
»znika”, tzn. nie ulega polaczeniu z pozostalymi kolumnami. Pozwala to na
ponowne wykorzystanie tej samej kolumny do uzyskania dodatkowego czynnika.

W tabeli 9 przedstawiono tablice L (2*), w ktérej jako kolumng bierna wybrano
kolumng A. Wraz z kolumna B tworza one czynnik 3-poziomowy C, wedlug
schematu przedstawionego w tab. 8, gdzie poziom —1 oznacza, iz oba czynniki A
i B sa na poziomie 1, poziom 0 oznacza, ze czynniki A i B znajduja si¢ na ré6znych
poziomach, za$ 1 oznacza, ze oba czynniki A i B sg na poziomie —1.
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Tabela 9. Modyfikacja tablicy ortogonalnej L8(23) z uzyciem metody biemej kolumny

Numer Czynniki Numer Czynniki

dosw. A | B | 4B dosw, A C
1 1 1 1 1 1 1=(11)
2 1 1 1 2 1 1=(L1)
3 1 -1 -1 3 1 2=(,-1)
4 IS S :> 4 I 2=(1-D)
5 -1 1 -1 5 -1 2=(-LD
6 -1 1 -1 6 -1 2=(-11)
7 -1 -1 1 7 -1 3=(-1-1)
8 -1 -1 1 8 -1 3=(-1,-1)

Zrodto: opracowanie wiasne.

Przyklad 8

Rozwaza sig problem wyboru planu eksperymentu w sytuacji, w ktorej badaniu
poddano zostalo 6 czynnikdw, z ktorych trzy: A, B, C, sa czynnikami 2-pozio-
mowymi; dwa: D, E, sa czynnikami 3-poziomowymi, natomiast czynnik F jest
czynnikiem 4-poziomowym. Dodatkowo przypuszcza sig, ze wzajemne interakcje
czynnikéw 2-poziomowych moga okazal sig¢ istotne. Szacowany wobec tego
bedzie model o postaci:

EY = By + Bix, + Byx, + Byxy + Byxy + Bsxs + Bexs + Broxixy + Biaxxy + Bryxyxs.

Wybdér odpowiedniego planu eksperymentu rozpoczyna obliczenie niezbgdnej
liczby doswiadczen. Dla takiego planu minimalna liczba do§wiadczen wynosi 14.

Tabela 10. Minimalna liczba doswiadczen niezbgdnych do
oszacowania modelu

Czynniki Stopnie swobody
A B C 3x1=3
D, E 2x2=4
F 3
AxB; AxC; BxC 3x1=3
Srednia ogdlna 1
Razem 14

Zrodto: opracowanie wiasne.

Z tabeli 1 wynika, ze w$rod standardowych tablic ortogonalnych nie ma takich,
ktére umozliwialyby jednoczesna estymacj¢ czynnikéw 3- i 4-poziomowych.
Niezbgdne stanie si¢ wobec tego wykorzystanie metod modyfikacji tablic orto-
gonalnych.
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Tabela 11. Standardowa tablica ortogonalna L;g (2'5 )

Numer Numer kolumny

do$w. | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -l
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -l 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -1 -l 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 i

O 00 OB W N -
|
—
—

—_— =
N - O

—_—
PN

— —
S VIV G iy

16

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Z tabeli 1 wynika, Ze tablica ortogonalna, ktéra umozliwia wykonanie 14 dos-
wiadczen jest migdzy innymi plan o kodzie L16(215 ) Umozliwia ona estymacjg, az
15 czynnikéw 2-poziomowych. Tablica ta (zob. tab. 11) poddana zostanie mo-
dyfikacjom, by umozliwi¢ estymacj¢ okreslonych wezeéniej efektow oraz inter-
akcji. Do modyfikacji wykorzystane bgda metoda laczenia kolumn oraz biernej
kolumny, natomiast graf liniowy postuzy do przypisania czynnikoéw i interakcji do
odpowiednich kolumn.

2 10 8 4 5

Rys. 2. Graf liniowy dla tablicy ortogonalne;j L16(2'5)
Zrédto: [Phadke 1989].
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Tabela 12. Zmodyfikowana tablica ortogonalna 1,16(215) umozliwiajgca estymacje
modelu z 6 efektami giéwnymi i 3 interakcjami

Oryginalny numer kolumny

I:z;";’ 1 2 8 12,13) 4,15 G, 11,14 3 9 10
' A B C D E F AB AC BC

1 -1 -1 -l 1 1 1 1 -1 -1
2 -1 -1 1 2 2 2 -1 1 1
3 -1 -1 -l 2 2 3 -1 -1 -1
4 T 1 3 4 -1 1 1
5 -1 1 -l 1 2 2 1 -1 1
6 -1 1 1 2 1 1 11 -l
7 -1 1 -l 2 3 4 1 -1 1
8 -1 11 1 2 3 11 -l
9 1 -1 -l 2 2 4 11 -l
10 1 -1 1 3 1 3 1 -1 1
11 1 -1 -l 3 3 2 1 1 -l
12 1 -1 1 2 2 1 1 -1 1
13 11 -l 2 1 3 111
14 1 1 1 3 2 4 -1 -1 -1
15 1 1 -1 3 2 1 -1 11
16 11 1 2 3 2 S N |

Zrodto: opracowanie wiasne.

Czynniki A, B oraz C przypisane zostang odpowiednio do kolumn 1, 2 oraz 8.
Czynnik 4-poziomowy stworzony bedzie za pomoca metody taczenia kolumn
z kolumn 11, 5 oraz 14. Czynniki 3-poziomowe stworzone zostang za pomoca
metody biernej kolumny: czynnik D poprzez usunigcie kolumn 13 oraz 12, nato-
miast czynnik E poprzez usunigcie kolumn 4 1 15.

6. Zakonczenie

Zaproponowane przez Taguchiego idee planowania eksperymentow nie budza
zastrzezen wigkszo$ci badaczy. Szeroko dyskutowane sa natomiast poszczeg6lne
szczegdlowe rozwiazania wprowadzone przez Taguchiego. Warto tu wspomniec,
ze cala filozofia projektowania odpomego powstala w odpowiedzi na potrzeby
praktyki, wszelkie za$ rozwiazania proponowane przez Taguchiego maja na wzgle-
dzie ulatwienic procesu podejmowania decyzji zarzadzajacych. Podyktowany
wzgledami praktyki wyboér narzedzi i technik eksperymentowania znajduje sig
czesto na peryferiach klasycznej teorii planowania eksperymentow. Zapropo-
nowane przez Taguchiego standardowe tablice ortogonalne i metody ich mody-
fikacji pozwalaja w latwy sposob uzyska¢ dobry plan eksperymentu. Przed-
stawione w pracy tablice ortogonalne i ich modyfikacje nie sa jednak przedmiotem
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sporu migdzy entuzjastami metod Taguchiego i zwolennikami klasycznych metod
planowania eksperymentéw.
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METHOD OF CONSTRUCTION OF EXPERIMENTAL PLANS WITH
STANDARD AND MODIFIED TAGUCHI’S ORTHOGONAL ARRAYS

Summary

The article discusses the problem of construction of experimental plans. The author presents the
method proposed by Taguchi in which problem of choosing a plan is connected with the indication of
proper orthogonal array. Detailed algorithm of construction of plans with the methods of modify-
cations of orthogonal arrays essential in some cases is presented in article. The results of such
modifications in orthogonal array are discussed.
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