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Praca dotyczy zagadnienia optymalizacji statycznej w nie­
liniowych sieciach przepływowych (1.2.21)-(1.2.23 5* Pos­
tawione zostało wielowymiarowe zadanie (1.3.4)-(1.3.7) 
optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami. Scharaktery­
zowano znaną ideę prądów składowych i wyrównawczych dla 
modeli Kirchoffa (3*1*1)~(3*1 • , a następnie korzysta­
jąc z jej uogólnienia, określono warunki konieczne i wys­
tarczające rozwiązania optymalnego rozpatrywanego proble­
mu. Przyjmując sformułowane warunki (1.3.4)-(1.3.6;,(3.2.36) 
za podstawę do wyznaczania rozwiązania problemu podstawowe-.

• 3.7F, przeprowadzono redukcję tego zagadnienia 
do układu ^nieliniowych równań algebraicznych k3*3*'36). Na 
bazie opracowanej metody skonstruowano dwa algorytmy obli­
czeniowe, które oprogramowano i przetestowano pod kątem 
własności numerycznych. Przeprowadzono analizę zbieżności 
oraz wykonano badania porównawcze względem zmodyfikowanej 
metody Newtona, metody Fletchera-Powella-Davidona i metody 
Rosenbrocka.

1. WSTĘP

1.1. Zagadnienie optymalizacji w sieciach przepływowych

Optymalizacja sieci przepływowych to zagadnienie, które co­
raz częściej po'jawia się zarówno w publikacjach naukowych, jak 
również w codziennej praktyce inżynierskiej. W okresie kilkunas­
tu ostatnich lat, z uwagi na szerokie zastosowanie w tych pracach 
maszyn matematycznych, nastąpił niezwykle gwałtowny wzrost zain­
teresowania tą dziedziną badań, w której teorię grafów stosuje 
się z wyjątkowo dużym powodzeniem.

Sieć, jako pojęcie formalne, stanowi naturalny i poglądowy 
model matematyczny szeregu rodzajów obiektów fizycznych. Pierwszy 
wykorzystał to w 1847 r. G.Kirchhoff [27], który definiując zmien­
ne poprzeczne (prądy) oraz zmienne podłużne (napięcia), określił 
warunki (I,II prawa Kirchhoffa, prawo Ohma) jakie powinny one 
spełniać, aby dana sieć modelowała obwód elektryczny. Udoskonale­
niem jego wyników jest praca J.Maxwella [38] z 1892 r., w której 
autor wykazuje, że zagadnienie analizy obwodu elektrycznego spro­
wadza się do problemu optymalnego określenia przepływów, które 
minimalizują kwadratową funkcję celu przy liniowych ograniczeniach.

A.Łobaczew [36] w 1936 r. modyfikując sieciowy model obiektów 
fizycznych zaproponowany przez Kirchhoffa, opracował metodę anali­
zy nieliniowych obwodów hydraulicznych i pneumatycznych, a nieza­
leżnie od niego wynik ten uzyskał również H.Cross [10]. Wykazał 



-5-

on ponadto analogię pomiędzy potencjałami w sieciach przepływo­
wych a rozkładem naprężeń w konstrukcjach mechanicznych.

Dalszy rozwój optymalizacji sieci przepływowych wiąże się 
z opublikowaniem w 1956 r. przez Forda i Fulkersona [18] oraz 
niezależnie Eliasa, Feinsteina i Shannona [15], prac poświęconych 
optymalizacji warunków przepływu w sieciach. W publikacjach tych, 
które dały początek bujnemu rozwojowi takich dziedzin badań ope­
racyjnych, jak sieci transportowe czy sieci czynności, pokazano 
jak wiele zagadnień kombinatorycznych z zakresu badali operacyj­
nych można sprowadzić i rozwiązać w oparciu o zagadnienie opty­
malizacji przepływu w sieciach.

Duża wartość użytkowa aparatu formalnego, jakim jest; pojęcie 
sieci, spowodowała również w ramach informatyki, automatyki 
i sterowania, rozwój takich gałęzi wiedzy, jak teoria sieci trans- 
mitancyjnych czy komputerowych* Do podstawowych i charakterystycz­
nych prac w tym zakresie można między innymi zaliczyć prace 
Mansona [61] i Lorensa [60].

Jeżeli jednak za kryterium jakości modelu formalnego przyjąć 
liczbę jego konkretnych zastosowań praktycznych, wtedy pojęcie 
sieci zaproponowane przez Kirchhoffa okaże się jednym z korzyst­
niejszych. I tak Praeger [50] w 1954 rozwiązując problem opty­
malizacji sieci transportowych, posłużył się modelem sieciowym 
tego zagadnienia opartym na koncepcji sieci Kirchhoffa. Youngs 
[59] w 1971 r. określił warunki optymalnego kolorowania map ko­
rzystając także z pojęcia sieci Kirchhoffa, które spotykane jest 
również w zagadnieniach z zakresu architektury [57] » elektrycz­
ności [58] czy mechaniki [10].

Sieci Kirchhoffa stanowią, również podstawę do takich uogól­
nień, jak pojęcie sieci Leontieffa [62] znajdujących szerokie 
zastosowanie w badaniu zagadnień optymalizacji procesów przygoto­
wania i organizacji produkcji.

Bogata literatura z zakresu optymalizacji sieci, wśród wielu 
pozycji dotyczących głównie problemów optymalizacji liniowej, za­
wiera również grupę prac poświęconych optymalizacji nieliniowych 
sieci przepływowych. Zagadnienie to rozpatrywane było m.in. przez 
Watanadę [57] , Treumpera [55] ? Kasmusena [52] / Haarhoffa i Buysa 
[21], którzy zaproponowali algorytmy wykorzystujące metody progra­

mowania nieliniowego, budując procedury oparte w przeważającej 
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większości na algorytmach gradientowych. Wielu autorów formułując 
zasady optymalizacji wybranych typów sieci nieliniowych, podkreś­
la ich zadowalającą efektywność w odniesieniu do sieci małych 
i średnich rozmiarów. Odczuwalny jest natomiast, wynikający z po­
trzeb praktycznych, brak tego typu metod dostosowanych do optyma­
lizacji sieci dużych.

W związku z powyższymi uwagami, w niniejszej pracy dokonuje 
się próby“bpracowania metody optymalizacji nieliniowych sieci 
przepływowych, umożliwiającej budowę prostych i szybkich algoryt­
mów obliczeniowych nawet w przypadku sieci dużych rozmiarów.

W rozdziale H przedstawiono aparat formalny wykorzystywany’ 
w pracy oraz określono zadanie optymalizacji sieci przepływowych. 
Sformułowano w nim także tezę i określono cel rozprawy doktors­
kiej.

Rozdział 2 zawiera przegląd spotykanych w literaturze metod . i •
rozwiązywania zagadnień optymalizacji nieliniowych sieci przepły­
wowych. Zamieszczono w nim również analizę efektywności omówio­
nych metod w aspekcie tezy rozprawy.

W rozdziale 3 przedstawiono ideę prądów składowych i wyrów­
nawczych dla modeli liniowych Kirchhoffa oraz za­
prezentowano koncepcję uogólnienia tej idei również na nieliniowe 
sieci przepływowe. Określono warunki konieczne1 i wystarczające 
rozwiązania optymalnego a następnie sformułowano zasady optymali­
zacji sieci przepływowych w oparciu o transformację zadania wyjś­
ciowego do układu równań algebraicznych (3*3*36)>
umożliwiającą redukcję'wymiarowości rozpatrywanego zagadnienia.

Rozdział 4 zawiera opisy procedur i algorytmów optymalizacji 
opracowanych przez autora. Ponadto sformułowane w nim zostały wa­
runki zbieżności, opisano badania testowe oraz przeprowadzono ■ 
analizę własności numerycznych przedstawionych algorytmów. Na za­
kończenie, w celu pełniejszego zilustrowania przebiegu obliczeń, 
rozwiązano dwa przykłady.

Porównanie opracowanej przez autora metody optymalizacji sie­
ci przepływowych w odniesieniu do zmodyfikowanej metody Newtona, 
metody Fletchera-Powella-Davidona i metody Rosenbrocka oraz ocenę 
efektywności działania opracowanych algorytmów, zamieszczono 

h 1
w rozdziale 3 zawierającym także uzyskane wyniki badań numerycz­
nych.
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W rozdziale 6 przedstawiono dwa przykłady praktycznych zas­
tosowań. opracowanej metody. Pierwszy zaprezentowany na III Konfe­
rencji Metod i Środków Projektowania Automatycznego - Warszawa 
1981, dotyczy wykorzystania opracowanej metody w projektowaniu 
i modernizacji sieci hydraulicznych, gazowych i wentylacyjnych. 
Drugi, przedstawiony na III Konferencji nt. Zastosowanie Kompute­
rów w Przemyśle - Szczecin 1981, ukazuje w jaki sposób otrzymane 
wyniki umożliwiają automatyzację procesu optymalnego sterowania 
sieciami przepływowymi w czasie rzeczywistym.

Pracę zamykają uwagi i wnioski końcowe, wykaz pozycji lite­
raturowych oraz dodatek zawierający wydruki programów źródłowych 
i wyniki obliczeń przykładów przedstawionych w rozdziale 4.

Przyjęta w pracy symbolika zaczerpnięta jest m.in. ze zna­
nych i ogólnie dostępnych prac [6,11,22]. Jednakże, w celu łat­
wiejszego posługiwania się pracą, przedstawimy listę ważniejszych, 
stosowanych w pracy oznaczeń:

k p
n, u =1 1=1
V,3,3!

[aeA |<p(a)}

IIa II
Ib|

(X/| , Xg, • • •, 2^ 
X =<xi |iGM) 
X,Y,U,W,Ł,..» 
x,y,p*q,1h,... 
ff»• • • 
A,B,C

- funktory rachunku zdań: (i),(lub),(albo), równo­
ważność, implikacja

- operacje mnogościowe odpowiednio: iloczynu
i sumy

- kwantyfikatory: ogólny (dla każdego), szczegóło­
wy (istnieje takie), szczegółowy jednostkowy 
(istnieje dokładnie jedno)

- zbiór wszystkich elementów zbioru A, dla których 
prawdziwa jest funkcja zdaniowa (a)

- zbiór funkcji cp.
- ciąg elementów

,n) - produkt kartezjański zbioru n-elementowego
- zbiór pusty
- norma elementu "a"
- wartość bezwzględna liczby 'V
- gradient funkcji cp w punkcie x
- układ nieuporządkowany
- układ (ciąg) uporządkowany
- zbiory
- wektory
- funkcje
- macierze: incydencji, obwodów i przekrojów 

danego grafu



AZ . - zredukowana macierz incydencji wymiaru 
(w-l)xn

Bo
0
V

A^A)
mr
Ł?r—~-------jk

- macierz obwodów podstawowych względem dendrytu 0
- macierz zerowa
-diagonalna macierz jednostkowa
- i-ta wartość własna macierzy A
- r-ta marszruta w danym grafie G
- r-ty łańcuch, łączący wierzchołek początkowy - w^ 

z wierzchołkiem końcowym - w^

sji

- cykl r-ty
- r-ty cykl podstawowy względem dendrytu D
- zbiór wszystkich łańcuchów prostych łączących 

wierzchołki: w. oraz w^
B+,IR"
Ni

H(X)=&21
, d* 0X

card X 
crdky
det A 
rank A 
sgnfcp 
(h x x)'

999

- zbiory liczb rzeczywistych: dodatnich i ujemnych
- zbiór wszystkich liczb naturalnych nie mniejszych 

niż ”k” i nie większych niż ”1”
- hesjan funkcji f w punkcie x

- rozwiązania w punkcie optymalnym
- moc zbioru X
- k-ta składowa wektora y
- wyznacznik macierzy A j

- rząd macierzy A
- znak
- znacznik końca dowodu
- oznaczenia używane w opisach algorytmów oblicze­

niowych: znak podstawienia, znacznik wierzchołka 
wiszącego (w dendrycie D)

1»2. Formalizacja opisu sieci przepływowych

W ujęciu ogólnej teorii systemów [39], system to relacja bę­
dąca podzbiorem produktu kartezjańskiego

scxl |je 1}L u I J (1.2.1)

gdzie elementy p. nazywane są obiektami systemu S, natomiast I 
U

jest pewnym zbiorem indeksów.
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System S nazywamy we jściowo-wyjściowym w przypadku, gdy za­
leżność (1.2.1) można zapisać w formie:

SC U x w (1.2.2)

1 IrU C IR - jest zbiorem wielkości wejściowych, a W CR zbiorem 
wyjść systemu S.

Często spotykany^ w problemach analizy systemowej podejściem 
jest traktowanie systemu złożonego, jako zbioru wyodrębnionych, 
lecz powiązanych ze sobą elementów składowych. Każdy z tych ele­
mentów może być rozważany jako pewien podsystem S. (j-1,2,.•.,m), 
który w szczególności jest również systemom typu (1.2.2)

S. C U . * W.
j 2 j (1.2.3)

W celu otrzymania pełnego opisu systemu złożonego S wymagana 
jest znajomość relacji S. opisujących wszystkie obiekty składowe 
oraz znajomość struktury wzajemnych powiązań 9 pomiędzy tymi 
obiektami. Powiązania te określa ogólnie zależność9 (s) (U,W) = O (1.2.4)

przy czym U = ( U. j=1,2, 
t u oraz W = Iw. 0=1,2,..

I ó
,m} (1.2.5)• ?

są odpowiednio: zbiorami wejść i wyjść wszystkich obiektów skła­
dowych systemu S.

W przypadku, gdy wejścia i wyjścia są podzbiorami przestrze­
ni Euklidesowej, zależność (1.2.4) można przedstawić za pomocą 
grafu G reprezentującego strukturę połączeń systemu S. Wierzchoł­
ki grafu G odpowiadają elementom składowym systemu, krawędzie na­
tomiast odzwierciedlają powiązania pomiędzy poszczególnymi wejś­
ciami i wyjściami tych elementów.

Rozbijmy zbiory U,W na podzbiory tak, aby spełnione zos­
tały warunki

= o a 9 (y) = o (1.2.6)

S. C Ł X. Y. dla 1=1,2,...,n (1.2.7)
.Ł. J* Ju

gdzie X = { i=1,2,... ,n} oraz 1 i=1,2, • •. ,n| (1.2.8)

Dla pewnej klasy rozważanych w literaturze systemów typu
(1.2.2)-(1.2.4) postępowanie takie jest stosunkowo proste w reali-
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zacji i pozwala na wyrażenie zależności (1.2.4) za pomocą funkcji 
macierzowych grafu modelującego strukturę połączeń systemu S.
Przykładem takiego podejścia jest zaproponowany przez Kirchhoffa 
[27] model sieci elektrycznej, w którym jest funkcją postaci:

Si s Xi----- *Yi (1.2.9)

= ~Rjxj dla i=1>2,...,n : JR+ (1.2.10)

natomiast zależność (1.2.6) przyjmuje postać:

$L(X) = - q = © (1.2.11)
-CK

(Y) = By = © (1.2.12)
•/

Składowe wektora x = [ nazywane są zmiennymi po­
przecznymi, wektora y = [ y^,y9,...,y ]$- zmiennymi podłużnymi, na- 

jD n - - * '
tomiast wektora q = [ ^^29 • • • 5% " °śplywami. Macierze IB i A
są odpowiednio: [p*n] wymiarową macierzą obwodów podstawowych 
oraz macierzą incydencji wymiaru [w*n], opisującymi digraf bez 
pętli

G = (1.2.13)

reprezentujący strukturę połączeń pomiędzy poszczególnymi elemen­
tami sieci S. Przy czym

W = ( w. |i=1,2,...,W} / 0 (1.2.14)

jest zbiorem wszystkich wierzchołków sieci, zaś

Ł = { n I 0
*■ J

(1.2.15)

jest niepustym zbiorem łuków odwzorowujących elementy S^, natomiast
funkcja p. Ł-  w x w

(VveŁ)(3! (Wp.wpew^w ; Wp/ Wk 

gdzie: w^ - wierzchołek początkowy, 
łuku

) (P(?)= <Vwk» <1,2’n6)z

- wierzchołek końcowy

Dla potrzeb modelowania systemów (1.2.6)-(1.2.8), za pracą 
[51], przyjmiemy następującą definicję sieci; A

DEFINICJA 1.1
Siecią nazywamy uporządkowaną trójkę



s = ^G; {Ą} ;
gdzie: ={f - zbiór funkcji

(1.2.17)

IR, określonych na

[YdbW
zbiorze wierzchołków digrafu G,

- zbiór singletonowy funkcji ----- *JR 
określonych na zbiorze łuków digrafu G

Funkcje ,y określone są następująco:

J : W----- (wysokość wierzchołka)

(V WG W)(3^wGR)( ?(w) =fw) (1.2.18)

: W----- -IR (potencjał wierzchołka)

(V weS)QSiweE)(fl (w) =^w) (1.2.19)
/ / / Z /

y : Ł----- (oporność łuku) 
z

(VteE)(2dTeE)(y(t) = dr) (1.2.20)
' f z z »

W dalszych rozdziałach pracy, rozważania nasze ograniczymy do 
pewnej klasy sieci (1.2.17), w których zmienne poprzeczne - x. JL 
oraz zmienne podłużne - y^ spełniają prawa Kirchhoffa (1.2.11)- 
-(1.2.12). Teoria tego typu sieci, określanych mianem sieci 
Kirchhoffa [28] rozwijana jest m. in. u ramach zagadnień dotyczą­
cych transportu [50], problemów kolorowania [59], przepływów w sie­
ciach [18] czy mechanice [10].

DEFINICJA 1.2
Sieć (1.2.17) nazywamy siecią Kirchhoffa wtedy, gdy spełnione 

są zależności:

Ax - q = O (1.2.21)

By = O (1.2.22)
gdzie: y^ = d. • I x. |k.sgn(x. )+h_.; i=1,2,...,n ; k G R+ (1.2.25) 

JL *L JL * J-
/ *

Jeżeli k/1, to sieć (1.2.21)-(1.2.25) określać będziemy jako nie­
liniową sieć Kirchhoffa, przy czym związki pomiędzy zmiennymi po­
przecznymi - x^ i podłużnymi - y^ a funkcjami (1.2.18)-(1.2.20), 
określone są następująco:

(VteŁ)(3wp,wkeW)(p(T) = <wp,wk^> ==>^(wp)-^(wk)=hr) (1.2.24) 

(VTGŁ)(3wp,wkeW)(P(t) = <wp,wk) ==>S'(wk)-'«(wp)=y?) (1.2.25)



Nietrudno spostrzec, że tak zdefiniowana nieliniowa sieć 
przepływowa Kirchhoffa stanowi naturalny model matematyczny wielu 
złożonych systemów wejśćiowo-wyjściowych typu (1.2.6)-(1.2.8), 
takich jak obwody elektryczne, hydrauliczne, pneumatyczne czy 
sieci transportowe. Przy takiej interpretacji sieci (1.2.17)» 
(1.2.21)-(1.2.25) oraz grafu G reprezentującego strukturę jej po­
łączeń, 'w następnych ^zdziałach pracy wykorzystywać będziemy ta­
kie pojęcia teorii grafów jak: marszruta, łańcuch, cykl, które 
zostaną zdefiniowane poniżej.

DEFINICJA 1.3
Marszrutą (r-tą) w grafie G nazywamy dowolny ciąg przemienny 

wierzchołków w^£V/ oraz łuków ł^GŁ, o postaci

mr = {w^ł^ł*,...,^,!*,^} (1.2.26)

spełniający warunek

(Vkeidp((p(ł£) = v (Xł£) = <^?wk-i>^ (1.2.27)
/ > / s * * •

DEFINICJA 1.4
Łańcuchem Ł? łączącym wierzchołek począticowy - w., z wierz- 

J > K u
chołkiem końcowym - w^, jest każda marszruta (1.2.26) postaci

mr = Wj,ł^,w^,...,ł^,w^J (1.2.28)

jeżeli spełniony jest warunek

(Vn,iewi;n^i)(ł?,ł^eŁ? ,,=>!?££) (1.2.29)

Dążąc do uproszczenia zapisu, łańcuch B? k określać będziemy 
za pomocą 

przy czym

r 
'jk — r ł3" ł^ . ł1* i3** (1.2.30)

O -

jeśli ł?eŁjk i posiada zwrot zgodny ze zwrotem 
łańcucha

jeżeli łi^Ł^k

jeśli ł?e v i posiada zwrot przeciwny d.o zwrotu 
łańcucha



DEFINICJA
Długością - 1, łańcucha Ł| k w grafie G, określać będziemy 

ilość łuków tego łańcucha tj. liczbę elementów niezerowych wystę­
pujących w wektorze (1.2.30).

Z definicji 1.4 wynika, że krotność występowania dowolnego 
wierzchołka w łańuchu jest nieograniczona. Dlatego wśród wszyst­
kich łańcuchów grafu wyróżnimy łańcuchy proste, określone nastę- 
pująćor^

DEFINICJA 1.6
Łańcuchem prostym nazywamy łańcuch (1.2.28)-(1.2.29), którego 

wszystkie wierzchołki są różne, tj.

(Vn,iGlĄ;n^i)(w?,w^e L? , => w?/w^) (1.2.31)
i X XX J । X XX

DEFINICJA 1.7
Cyklem Cr nazywamy łańcuch . o długości l>0, postaci 

J > u

(1.2.52)

Zauważmy, że w ciągu (1.2.32) określającym cykl Cr mamy, w^=w^ 
oraz, że niektóre wierzchołki pośrednie mogą się powtarzać. Nato­
miast z definicji 1.4 i definicji 1.7 wynika, że wszystkie łuki 
cyklu są różne. Stąd

DEFINICJA 1.8
Cyklem prostym Cr o długości - 1 nazywamy taki cykl (1.2.32),

dla którego zachodzi

(V j, iSNk1; j/i) (wF,w? e 
I X J X J (1.2.35)

DEFINICJA 1.9
Cyklem podstawowym C^, względem dendrytu D, nazywamy taki 

graf prosty, który zawiera dokładnie jedną cięciwę tego dendrytu.

Oczywiście odpowiadający notacji (1.2.32) zapis cyklu w formie 
(1.2.30) w sposób jednoznaczny określa kierunek tworzenia ciągu 
składającego się na dany cykl podstawowy, który w poniższej pracy 
przyjmowany będzie zawsze zgodnie ze zwrotem cięciwy dendrytu.

DEFINICJA 1.10
Liczbą stabilności wewnętrznej grafu G - ©C(G), nazywać 
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będziemy liczbę wierzchołków najliczniejszego (w sensie wierzchoł­
ków) podgrafu pustego rozpatrywanego grafu G.

Przytoczymy teraz, zaczerpniętą z pracy [11], znaną w teorii gra­
fów własność, która wykorzystywana będzie w dalszych częściach 
pracy.

WŁASNOŚĆ 1^1
Jeżeli A jest [wxn] wymiarową, węzłowo-gałęziową macierzą 

incydencji grafu spójnego (1.2.13) o “W wierzchołkach, to rząd 
macierzy A jest równy (w-1) ([11] 'str.188)

rank A = w-1 (1.2.34)

Ponieważ, jak wynika z własności macierzy A [11] , każda jej kwa­
dratowa podmacierz jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy od­
powiadający jej podgraf jest drzewem, stąd

WNIOSEK 1.1
Jeżeli zredukowaną macierz incydencji A^ powstałą w wyniku 

wykreślenia z macierzy A, wiersza odpowiadającego węzłowi odnie­
sienia - z, podzielić na dwie podmacierze

(1.2.55) 
: [(w-1)xn]

gdzie: A^ - składa się z (w-1) kolumn odpowiadających gałęziom 
dendrytu D

Aq - jest pozostałą podmacierzą odpowiadającą (n-w+1) cię­
ciwom dendrytu D,

to otrzymana podmacierz Ap jest nieosobliwa ( [11] str.189)

det AD / O (1.2.36)

1.3 * Określenie zadania optymalizacji

Niech dana będzie skalarna funkcja celu f określona na wejś- 
ciowo-wyjściowym systemie (1.2.2)

f : S------B (1.5.1)



Problem optymalizacji systemu S rozumiany będzie jako zadanie:

f (U,W) —-extremum

W przypadku, gdy S jest nieliniową siecią przepływową (1.2.17), 
(1,2,21)-(1.2.25), zadanie jej optymalizacji zapiszemy następująco:

4 
f(x,y)------- extremum (1.3.3)

przy ograniczeniach

= O (1-3.4)

By = O (1.3.5)
y. = d..Ix.I^.sgn x. + h •, i = 1,2,...,n; k G R+ (1.3.6)

JL I X I X X

Powyższe zadanie nieliniowej optymalizacji statycznej ze zmiennymi 
ciągłymi określane w literaturze [62] mianem optymalizacji rozpły­
wu w sieciach nieliniowych (Kirchhoffa), rozpatrywane było przez 
wielu autorów. Analiza prac dotyczących omawianego problemu poz­
wala, ze względu na przyjmowaną postać funkcji celu (1.3*3), wy­
różnić trzy podstawowe grupy zagadnień optymalizacji sieci przepły­
wowych.

Zagadnienie 1
Przyjęcie funkcji celu (1.3.8) postaci 

n
(1.3.7) I U JL X

i_1
prowadzi do nieliniowego zadania optymalizacji statycznej, rozwią­
zanie którego pozwala na wyznaczenie, dla ustalonej struktury 
przestrzennej (1.2.17), optymalnych warunków rozpływu w danej sie­
ci S. Problemowi temu poświęcone są prace [24,33] a omówienie 
wyników w nich zamieszczonych zawiera rozdział 2.

Zauważmy, że funkcja celu (1.3.7), proporcjonalna do całkowi­
tych strat energii w sieci przepływowej, wyraża moc w niej traco­
ną, przy czym zgodnie z prawami bilansu energetycznego, mamy 

n w
2Zxiyi = = (1.3.8)

i=1 ‘ j=1
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Zagadn lenie 2
Jeżeli funkcję celu (1«3®5) określimy jako: 

/
f(x,y,d) = ^(z.y) + f2(x,d) (1.5.9)

gdzie d = [d1,d2,d5,...,dja]T

to problem (1.5.4)-('Ł5.6),(1.5.9) staje się zagadnieniem optyma­
lizacji rozpływu przy zmie'nnej strukturze przestrzennej danej 
sieci. Efekt ten uzyskiwany jest poprzez przyjęcie, iż funkcja y , 
występująca w zależności (1.2.17), zależy od wartości parametrów 
sit tj.

y: Ł * S------ -B (1.J.1O)

(VłeŁ)(VsteS)Gdłeia)(y (ł.sp = dp 
./ / / f »

gdzie: S = ^s^|i=1,2,..,,m; s^ - dyskretne

Przykładem takiego podejścia mogą być prace [24,32], w których 
przyjmując funkcję celu

n n ^k
f(x,y,s) = - dj_.Xj_.yj_ + ^> ' (1.5.11)

i=1 j=1 sj

gdzie; l.,cŁ.,kG - to stałe parametry, 
u u

rozpatrzono zagadnienie optymalizacji struktury i przepływu w sie­
ci S z uwzględnieniem kryterium kosztów. Poszczególne składniki 
funkcji celu (1*3.11) określają odpowiednio: koszty związane z mo­
cą traconą w sieci oraz koszty zmiany przepustowości poszczegól­
nych łuków.

Zaletą takiegp postawienia problemu jest objęcie procesem 
optymalizacji również struktury połączeń sieci. Jednakże osiągane 
jest to kosztem wzrostu wymiarowości zagadnienia i ilości ograni­
czeń, co znacznie zwiększa stopień złożoności problemu.

Zagadnienie 3
Problem (1.3»4)-(1.3-6),(1.3.9) ulega znacznej redukcji, je­

żeli możliwym j‘est pominięcie w wyrażeniu (1.3.9) pierwszego skład­
nika funkcji celu. Postępowanie takie znalazło praktyczne zastoso­
wanie m.in. w zagadnieniach z zakresu projektowania i modernizacji 
sieci, a odpowiada ono ograniczeniu procesu optymalizacji jedynie 
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do struktury połączeń.
Przykładowo, w pracy [571 przyjmując funkcję celu

^(x,s) = > li (1.3.12)
' 1=1 si

przedstawiono opartą na algorytmie transportowym, metodę wyko­
rzystującą własność j&nkcji (1.5*12), umożliwiającą rozwiązanie 
zagadnienia (1.3.4)-(1.3*6),(1.3.12) doboru optymalnych przepusto­
wości łuków oraz struktury połączeń'ze względu na kryterium kosz­
tów wyrażonych zależnością (1.3.12).

W pracy niniejszej obszar naszych zainteresowali ograniczymy 
do Zagadnienia 1. Wybór taki, podyktowany został zarówno dużym 
zapotrzebowaniem na szybkie i proste algorytmy rozwiązujące oma­
wiane zagadnienie, jak również tym, że znajomość rozwiązania opty­
malnego problemu (1.3.4)-(1.3.7) w sposób istotny ułatwia rozwią­
zanie Zagadnienia 2. Umożliwia ona bowiem sprowadzenie zagadnienia 
2 do postaci (1.3.4)-(1.3.6),(1.3*12) z dodatkowymi ograniczeniami 
nieliniowymi otrzymanymi w wyniku rozwiązania problemu (1.3.4)- 
-(1.3.7).

1.4 . Sformułowanie celu i tezy rozprawy

Teoria optymalizacji dysponuje szeregiem metod i algorytmów, 
które z powodzeniem można wykorzystać w celu rozwiązywania różno­
rodnych zagadnień optymalizacyjnych. Ogólnie jednak, wybór algoryt­
mu rozwiązywania złożonego zadania optymalizacji jest swoistego 
rodzaju sztuką. Bardzo często korzystnym jest zmodyfikowanie ist­
niejących, bądź opracowanie nowych algorytmów, przystosowanych do 
konkretnego typu zagadnienia. Postępowanie takie pozwala, poprzez 
wykorzystanie specyficznych własności analizowanego zagadnienia, 
uprościć proces rozwiązywania, najczęściej drogą zmniejszenia 
liczby iteracji czy redukcji całkowitego czasu obliczeń.

Mając na uwadze powyższe spostrzeżenia, przyjęto następującą 
tezę rozprawy:

Uwzględnienie w procesie wyznaczania rozwiązania optymalnego 
problemu (1.3.4)-(1.3*7), zależności właściwych nieliniowym 
sieciom przepływowym typu (1.2.17),(1.2.21)-(1.2.25), znacznie. 



poprawia efektywność stosowanych algorytmów oraz pozwala na 
opracowanie algorytmów nowych o wyraźnie skróconym czasie 
trwania obliczeń i zredukowanej zajętości pamięci operacyjnej 
maszyn cyfrowych.

W pracy wykazana zostanie również celowość zastosowania idei 
leżącej u podstaw metody prądów składowych i wyrównawczych [38], 
w celu rozwiązywania t^dań postaci (1.3.4)-(1.3*7)» Ponadto okreś­
lone zostaną warunki konieczne i wystarczające optymalności roz­
wiązania Zagadnienia 1, jak również przedstawione będą algorytmy 
obliczeniowe wyznaczające zbiór rozwiązań optymalnych tego zagad­
nienia.

Uwzględniając powyższe, zasadniczy cel niniejszej pracy pole­
ga na:

Opracowaniu metody i algorytmów optymalizacji nieliniowych 
sieci przepływowych typu (1.2.17),(1.2.21)-(1.2.25) ze wzglę­
du na kryterium minimalizacji strat energetycznych '(1.3*7), 
charakteryzujących się takimi parametrami eksploatacyjnymi, 
które umożliwiają ich wykorzystanie w procesie projektowania, 
modernizacji i sterowania pracą rozpatrywanych sieci, zarówno 
w trybie off-line, jak również w czasie rzeczywistym.

i i

2. ANALIZA STOSOWANYCH METOD OPTYMALIZACJI NIELINIOWYCH SIECI 
PRZEPŁYWOWYCH W ASPEKCIE TEZY ROZPRAWY

Rozdział ten zawiera krótki przegląd spotykanych w literatu­
rze metod rozwiązywania zagadnień optymalizacji nieliniowych 
sieci przepływowych, postaci (1»3<3;-(1*3*6). Rezultaty 
otrzymane w wyniku zastosowania w celu rozwiązania omawianego 
problemu, znanych metod statycznej optymalizacji nieliniowej, 
przedstawiono w rozdz. 2.1. Następnie opisano ideę redukcji 
zagadnienia (1.3»4)-(1.3«7) opublikowaną w pracy [34] już 
w trakcie pisania rozprawy^ umożliwiającą znaczne zwiększenie 
efektywności stosowanych algorytmów. W rozdz. 2.2 omówiono 
także algorytmy opracowane w oparciu o wspomnianą ideę oraz 
przeprowadzono analizę efektywności omawianych metod w aspek­
cie tezy rozprawy (rozdz.2.3)*

2.1. Wybrane’ metody optymalizacji nieliniowych sieci przepływowych

Zagadnieniu rozwiązywania nieliniowych zadań optymalizacji 
statycznej z ograniczeniami poświęcono w literaturze niemało uwagi..
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Analiza dostępnych prac wykazuje, że w zakresie sposobów rozwiązy­
wania wspomnianego zagadnienia istnieje szereg metod i algorytmów 
umożliwiających otrzymanie rozwiązania zagadnienia (1 *3«4)-(1.3.7). 
Jednakże ze względu na specyfikę rozpatrywanego problemu, jedynie ' 
zastosowanie niektórych z nich daje zadowalające efekty obliczenio­
we*

Próby rozwiązani^ zagadnienia (1.3*4)-(1.3»7) w oparciu o me­
to dęGarrol a [15] rozwiązywania zadań programowania nieliniowego 
z ograniczeniami, jak również metodę mnożników Hestenesa [25] zmo­
dyfikowaną przez Schuldta [53] przyniosły wynik negatywny.

Metodę Carrola zastosowano w wersji zmodyfikowanej przez 
Fiacco i Mc.Cormicka [14], rozszerzając funkcję celu w następujący 
sposób

F(x,y,k) = ^(y.y) - k h.2(x,y)

(2.1.1)

gdzie h^(x,y) - ograniczenia równościowe rozpatrywanego problemu 
g^(x) ' - ograniczenia nierównościowe rozpatrywanego problemu

Następnie, iteracyjnie metodą Fletchera-Powella-Davidona [16] 
minimalizowano funkcję (2.1.1) dla monofonicznie malejących, dys­
kretnych wartości współczynnika kary "k" skąd7dla granicznej war­
tości k=O, osiągane zostaje minimum zadania (1.3»4)-(1.3*7)•

Z uwagi na fakt, że punkt startowy metody Carrola powinien 
spełniać ograniczenia (1*3*4)-(1.3»6), jego doboru dokonywano ite­
racyjnie w oparciu o procedurę Newtońa-Raphsona [29] rozwiązywania 
układów równań nieliniowych.

W metodzie Hestenesa [23] będącej kompilacją metody zewnętrz­
nej funkcji kary z metodą mnożników Lagrangeza, wykorzystano ite­
racyjnie w ciągu bezwarunkowych optymalizacji również algorytm 
Fletchera-Powella-Pavidona, co ułatwia porównanie obu wspomnia­
nych algorytmów. W procesie optymalizacji zarówno stała kary 
jak i mnożniki Lagrangeza były uaktualniane po każdej bezwarunko­
wej minimalizacji, jednak w przeciwieństwie do metody Carrola 
nie wymagano, aby punkt startowy spełniał ograniczenia (1.3«4)- 
-(1.3.6), co znacznie uprościło proces obliczeń.

Z otrzymanych rezultatów wynika, że zastosowanie powyższych 
metod bezpośrednio do zagadnienia (1.3»4)-(1.3*7), jakkolwiek 
możliwe, jest jednak mało efektywne, czasochłonne oraz wymaga 



rezerwacji znacznych obszarów pamięci operacyjnej. Główną przy­
czyną takiego stanu rzeczy wydaje się byó duża liczba zmiennych 
występujących w omawianym zagadnieniu, jak i znaczna ilość ograni­
czeń.

Inne spojrzenie na sposób rozwiązywania problemu (1.3*4)- 
reprezentują prace [33,52], w których w celu wyznaczenia 

rozwiązania optymalnego omawianego zagadnienia wykorzystuje się 
metodę^dekompozycji o^lz metodę podziału zadania, opracowaną przez 
Geoffriona [20]•

Zagadnieniu wykorzystania metod dekompozycji do zadania (1*3*4)- 
-(1.3*7) poświęcona jest praca Rasmusena [52]. Idea przedstawionej 
w niej metody polega na rozwiązywaniu równań (1.3*4)-(1.3*7) two­
rzących model matematyczny rozpatrywanej sieci i wyznaczeniu tzw. 
węzła miarodajnego - charakteryzującego się najmniejszą war­
tością potencjału węzłowego (w^), tj

(Vi=1,2,...,W)(VwiG W)(S(wk) C SKwp) (2.-1.2)

Następnie na poziomie wyższym, wyznaczane są drogi łączące węzeł 
miarodajny ze wszystkimi źródłami sieci w ten sposób, aby zapewnić 
minimalizację strat ponoszonych na dostarczenie dodatkowej ilości 
przepływu - △ od źródeł do wyznaczonego węzła. Dysponując, naj­
lepszymi z punktu widzenia przyjętego kryterium, drogami - s^ 
(i=1,2,...,z) oraz przepływami - (i=1,2,...,n) spełniającymi
(1*3*4)-(1.3.'7), na poziomie niższym rozwiązywane jest zagadnienie 
rozdziału przepływów na poszczególne drogi postaci:

n z
f(A) = S |b..| • d-(b - .*△-*x.) ^+hi(bii-A.+Xi)-*min (2.1.3)

' i=1 j=1

przy ograniczeniu

z △ .=o* u
(2.1.4)

gdzie: b^G R - współczynniki określające przynależność 
i-tego łuku do j-tej drogi.

i zwrot

Otrzymane, nowe wartości przepływów
z 

x<?+1 3 bi=1,2..........  (2-1.5) 

j=1
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przekazywane są na poziom wyższy, gdzie stanowią nowy punkt star­
towy dla procedury rozwiązywania układu równań (1.3.4)-(1.3.7). 
Po ponownym ich rozwiązaniu wyznaczany jest nowy węzeł' miarodajny 
oraz powtórzona zostaje procedura wyboru optymalnych dróg łączą­
cych go ze wszystkimi źródłami sieci itd.

Proces obliczeń zakończony zostaje w chwili, gdy norma z o- 
trzymanego na poziomej niższym wektora

A = [ A^» A2,...» AZ]T (2.1.6)

jest dostatecznie mała.
Do wyznaczenia rozwiązania problemu (1.3.4)-(l.3.7) posłużyć 

się można również opracowanym w 1972 r. przez Geoffriona [20] al­
gorytmem będącym uogólnieniem wyników Bendersa [2] na następującą 
klasę zadań, 

f(x,y)------min (2.1.7)

przy ograniczeniach

G(x,y)<iD (2.1.8)

e Z; y e Y

Metoda Geoffriona opiera się na podziale zbioru zmiennych de­
cyzyjnych na dwie grupy, x,y (w przypadku problemu (1.3«4)-(1.3«7) 
podział ten jest identyczny jak podział na zmienne poprzeczne 
i podłużne), a następnie poszukiwaniu rozwiązania optymalnego za 
pomocą iteracyjnego algorytmu o strukturze dwupoziomowej.

Na nadrzędnym poziomie optymalizacji, dla otrzymanych z po­
ziomu niższego wartości zmiennych rozwiązywany jest problem 

/ ' ir) >poszukiwania optymalnych wartości zmiennych 2? . Wyniki obliczeń
poziomu nadrzędnego wykorzystywane są w zadaniu poziomu niższego, 
gdzie szukane są optymalne wartości itd. Obliczenia te pow­
tarzane są iteracyjnie, aż do momentu, gdy wyniki procesów optyma­
lizacji na obydwu poziomach (tj. wartości funkcji celu) zrównają 
się z przyjętą dokładnością.

Efektywność obliczeń przedstawionych algorytmów Geoffriona
i Rasmusena jest w odniesieniu do problemu (1.3»4)-(1.3»7) lepsza 
niż metod Carrola czy Hestenesa. Jednakże i w tym przypadku, wy­
korzystanie ich w celu optymalizacji rozpływu w średnich i dużych 
sieciach nieliniowych jest ograniczone przede wszystkim przez 
znaczną czasochłonność obliczeń związaną z dużą ilością ograniczeń • 



postaci (1.?.4)-1.3«5)* Z tych samych powodów także inne podejścia 
do zagadnienia'optymalizacji (1.3*4)-(1.3«7)> polegające na bezpoś­
rednim wykorzystywaniu metod optymalizacji~ńieliniowej z ogranicze­
niami, nie przyniosły zadowalających rezultatów. Wymienić tu można 
algorytmy opracowane przez Jewdokimowa [24] oraz Haarhoffa i Bayesa 
[21] oparte na redukcji grądientu rozszerzonej funkcji celu.

Dopiero przedstawiona w pracy [34] redukcja problemu (1.3*4)- 
~(1*3*7) wykorzystująca fakt nieaktywności ograniczeń (1.3*5), po­
łączona "z eliminacją części zmiennych, stworzyła możliwość optyma­
lizacji rozpływu w sieciach nieliniowych o stosunkowo dużych roz­
miarach.

2.2. Optymalizacja sieci przepływowych drogą redukcji zadania 
wyjściowego

Z przeprowadzone w rozdz. 2.1 przeglądu metod optymalizacji 
sieci (1.2.17),(1.2.21)-(1.2.23) wynika, że możliwość zastosowania 
znanych metod'statycznej optymalizacji nieliniowej w celu otrzyma­
nia rozwiązania zagadnienia (1.3*4)-(1.3*7), uzależniona jest 
przede wszystkim liczbą ograniczeń'oraz wymiarowością rozpatrywa­
nego zagadnienia.

Własności te, charakteryzujące stopień złożoności rozpatrywa­
nego problemu, w sposób istotny wpływają na wymaganą zajętośó pa­
mięci operacyjnej maszyn cyfrowych i na całkowity czas obliczeń, 
decydując o przydatności określonej metody. Powoduje to, że opisa­
na w pracy [34] metoda redukcji problemu (1.3.4)-(1.3*7) nabiera 
szczególnego znaczenia. Wykorzystanie przez autorów tej pracy spe­
cyficznych własności rozpatrywanego zadania umożliwiło im dokona­
nie szeregu istotnych uproszczeń, prowadząc w konsekwencji do 
znacznej redukcji czasu trwania obliczeń.

Zasadnicza idea redukcji [34] polega na określeniu dla prob­
lemu (1.3*4)-(1.3*7) warunków Khuna-Tuckera [15] i wykazaniu nie­
aktywności ograniczeń nieliniowych (1*3*5)* Na tej podstawie roz­
patrywane zadanie sprowadza się do zagadnienia transportowego 
z nieliniową funkcją celu postaci,

n
f(x,y) = = -X2/------min (2.2.1)
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przy ograniczeniach

Az - qi = © (2.2.2)

gdzie
yi^i* |xi|k.sgn(xi)+hi; i=1,2,...,nj keR+ (2.2.3)

Ponadto fakt, iż występująca w ograniczeniu (2.2.2) macierz A 
jest macierzą incydenti grafu (1.2.13), umożliwił eliminację 
części zmiennych zadania wyjściowego.

Dokonano tego poprzez wyznaczenie dowolnego dendrytu D i roz­
bicie wektorów zmiennych decyzyjnych na dwie grupy x = [xJx9]T; 
y s * z których pierwsza odpowiada gałęziom dendrytu D,
druga natomiast jego cięciwom. Stąd

to 8 At^ + Ąjx2 = q (2.2.4)

czyli
= A^ą - ^^^2 (2.2.5)

Ostatnia zależność, wyznaczająca wartości przepływów w łukach 
tworzących dendryt D w oparciu o przepływy płynące w jego cięci­
wach, po podstawieniu do zagadnienia (2.2.1)-(2.2.3) pozwoliła na 
redukcję wymiarowości tego problemu. W ten sposób otrzymano 
(n-w+1) (n,w - liczby łuków i wierzchołków sieci S) wymiarowe za­
gadnienie optymalizacji nieliniowej bez ograniczeń.

Zauważmy, że otrzymane zadanie zredukowane pozbawione jest 
tych niedogodności, które w sposób istotny decydowały o małej 
efektywności obliczeniowej algorytmów omawianych w rozdziale po­
przednim. Transformacja zadania (1.3»4)-(1.3*7) do problemu 
o mniejszej wymiarowości i całkowicie bez ograniczeń, umożliwiła 
ponadto wykorzystanie w celu znalezienia rozwiązania optymalnego 
tego zagadnienia, dowolnej metody rozwiązywania problemów optyma­
lizacji nieliniowej bez ograniczeń.

W pracy [19], rozwiązując omawiane zagadnienie w odniesieniu 
do sieci hydraulicznych, ze względu na różniczkowalność funkcji 
celu i tym samym możliwość wykorzystania przy optymalizacji dodat­
kowych informacji, jakie daje znajomość jej gradientu, zadanie 
zredukowane rozwiązano przy pomocy metody kierunków sprzężonych 
opracowanej przez Fletchera-Reevesa [17] • Bo wyznaczenia nowego 
kierunku poszukiwań posłużono się wzorem Polaka-Ribiórego [15], 
natomiast w celu znalezienia optimum w danym kierunku, wykorzysta­
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no metodę aproksymacji funkcji celu wielomianem drugiego stopnia.
Zamieszczone w [19] wyniki, w sposób jednoznaczny wykazują 

dużą efektywność obliczeń tej metody, znacznie przewyższającą do­
tychczas omawiane algorytmy. Wynika to, nie tylko z faktu redukcji 
zagadnienia wyjściowego lecz także z przyjętych, niezwykle prostych, 
procedur wyznaczania gradientu i wartości zredukowanej funkcji celu.

Inne podejście s^tykane w literaturze polega na rozszerzeniu 
techniki ~wyznaczania kolejnych kierunków poprawy. W algorytmie 
Fletchera-Reevesa nowy kierunek poszukiwań określany jest w opar­
ciu o informację o funkcji celu, jakiej dostarcza jej gradient. 
Postępowanie takie w przypadku rozpatrywanego zagadnienia, podyk­
towane było prostotą wyznaczania gradientu, a co za tym idzie rów­
nież prostotą określania kolejnych kierunków sprzężonych. Analizu­
jąc możliwość wyznaczania kierunków poprawy w pracy [34] opisano 
wyniki zastosowania do zadania zredukowanego zmodyfikowanej metody 
Newtona [15] • Każdy kolejny kierunek wyznaczano wykorzystując za­
równo gradient jak i dodatkowe informacje o funkcji celu, jakie 
daje jej hesjan. Wymagało to każdorazowo rozwiązania układu (n-w) 
równań liniowych postaci

H(x) • dl = -^f(^) (2.2.6)

gdzie: ft(x) - hesjan zredukowanej funkcji celu f 
- gradient zredukowanej funkcji celu f

dl = [d/|,dg,... ,dn.wJ - wektor kolejnych kierunków poprawy, 

co spowodowało wzrost czasu trwania obliczeń jednej iteracji, lecz 
zmniejszając jednocześnie ich ilość, przyniosło dalsze skrócenie . 
całkowitego czasu trwania obliczeń numerycznych.

/
2.3. Podsumowanie analizy efektywności omówionych metod

Z przeprowadzonej powyżej analizy wynika, że w teorii optyma­
lizacji nieliniowej znane są metody i algorytmy, których wykorzys­
tanie pozwala na rozwiązanie zadania (1.3*4)-(1.3*7)•

Specyfiką tego zagadnienia jest jednak'znaczna wymiarowość 
problemu, jak również duża liczba ograniczeń które to cechy w spo­
sób negatywny [24],[34] wpływają na efektywność procesu obliczeń 
numerycznych. Fakt ten powoduje, że bezpośrednie zastosowanie, 
w celu znalezienia rozwiązania optymalnego, znanych metod optyma­
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lizacji nieliniowej z ograniczeniami, możliwe jest jedynie w przy­
padku sieci o niewielkich rozmiarach [24]. Dopiero przeprowadzenie 
redukcji opartej na specyficznych własnościach zadania wyjściowego, 
prowadzące do znacznego zmniejszenia wymiarowości eliminuję tę 
niedogodność.

Otrzymany problem zredukowany postaci (2.2.1)-(2.2.3),(2.2.5) 
rozwiązany być może je^ią z wielu metod optymalizacji nieliniowej ' 
bez ograniczeń, np. zmodyfikowaną metodą Newtona czy metodą 
Pletchera-Reevesa. Jednakże nawet w tym przypadku, wymagana zaję- 
tość pamięci operacyjnej, jak również osiągane czasy obliczeń [34], 
nie spełniają wymagań jakie stawiane są metodom wykorzystywanym 
w procesie automatycznego sterowania sieciami przepływowymi.

Podkreślić należy, że jakkolwiek wzrost efektywności obliczeń 
algorytmów prezentowanych w pracy [34], osiągnięty drogą redukcji 
zagadnienia, po uprzednim wykorzystaniu własności macierzy A, 
jest wyraźny, to jednak nie jest on zadowalający z punktu widzenia 
zapotrzebowań praktycznych. Potwierdzenie tego faktu zawarte zosta­
nie w rozdziałach następnych, gdzie sformułowane będą warunki ko­
nieczne i wystarczające optymalności w taki sposób, który umożliwi 
opracowanie algorytmów konkurencyjnych w stosunku do metod istnie­
jących, zarówno pod względem czasu obliczeń jak również możliwości 
zastosowań praktycznych.

3. ZASTOSOWANIE METODY PRĄDÓW SKŁADOWYCH I WYRÓWNAWCZYCH DO ROZ­
WIĄZYWANIA ZADAŃ OPTYMALIZACJI NIELINIOWYCH SIECI PRZEPŁYWOWYCH

W rozdziale tym przedstawiono ideę leżącą u podstaw znanej 
z literatury metody grafów składowych i wyrównawczych oraz 
zaprezentowano koncepcję uogólnienia tej idei również na 
nieliniowe sieci przepływowe typu (1.2.17), (1.2.21)-(1.2.23)• 
Ze względu na nieliniowość rozpatrywanego ^zagadnienia zre- > 
zygnowano z zasady superpozycji, a uogólnienie to osiągnięto 
drogą rozszerzenia warunków koniecznych i wystarczających 
(3.1.2)-(3.1.5),(3.1.25) sformułowanych w rozdz. 3.1. Następ­
nie, dysponując warunkami koniecznymi i wystarczającymi op­
tymalności zagadnienia nieliniowego postaci (1.3*4)-(1.3.7), 
określono zasady jego transformacji do układu równań algebra­
icznych, umożliwiające redukcję wymiarowości rozpatrywanego 
zagadnienia.
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3*1. Metoda prądów składowych i wyrównawczych - warunki konieczne.
i wystarczające punktu optymalnego

W rozdz. 1.2. zdefiniowano sieć (1.2.17)>(1.2.21)-(1.2.23), 
która ze względów tradycyjno-historycznych określana jest w lite­
raturze mianem sieci Kirchhoffa. Nazwa ta związana jest z zagad­
nieniem dotyczącym za^id rozpływu prądu w sieciach elektrycznych, 
sformułowanym przez tego autora w 1847 r. w pracy [27] , postaci 

n
P(U,J) = = -UT.J----- ►min (3.1.1)

i=1

przy ograniczeniach

A ’ J - Iw = © (3.1.2)

B • U = © (3.1.3)
gdzie:

U± =R^ R+; i=1,2,...,n (3.1.4)

Zmienne podłużne, to napięcia Lh mierzone wzdłuż łuków sieci, na­
tomiast zmiennym poprzecznym odpowiadają prądy płynące w łukach. 
Ograniczenia (3.1.2)-(3. 1.4) to odpowiednio: I,II prawa Kirchhoffa 
oraz prawo Ohma, zaś każdy ż iloczynów występujących w funk­
cji celu (3.1.1), wyraża moc traconą na i-tym elemencie sieci.

Dodatkowo przyjęto, że składowe wektora odpływu 
występującego w zależności (3.1.2), spełniają 

warunek 
w
Yl = 0 (3.1.5)
.  ..... V 
j=1

zapewniający (zgodnie z przyjmowanym w teorii grafów założeniem, 
że jedna gałąź wiąże nie więcej niż dwa wierzchołki) niesprzecz- 
ność układu równań (3.1.2).

Zagadnienie powyższe,' z matematycznego punktu widzenia będące 
liniowym zadaniem optymalizacji statycznej ze zmiennymi ciągłymi 
jest szczególną postacią problemu (1.3.4)-(1.3.7), której ze wzglę­
du na liniowość ograniczeń poświęcono w literaturze szereg gruntow­
nych analiz.

W teorii optymalizacji znanych jest także wiele metod oraz 
algorytmów obliczeniowych wyznaczających rozwiązanie problemu



Wspólną podstawę dla większości z nich stanowi za­
proponowana przez Kirchhoffa metoda prądów składowych i wyrównaw­
czych [28], której idea opiera się na spostrzeżeniu, że wartość 
zmiennej poprzecznej J^, płynącej w i-tej gałęzi można przedsta­
wić w formie sumy dwóch składników

dla 1=1,2, • ,n (3.1.6)

gdzie: składnik pierwszy <RW, nazywany prądem wyrównawczym, zależy 
od potencjałów źródeł, natomiast prąd składowy J^s związany

. jest z zaspokojeniem potrzeb odbiorców.

Wynik powyższy otrzymano rozpatrując wycinek sieci elektrycznej 
(rys.3.1)» dla którego zgodnie z definicją potencjału i prawem 
Ohma (3.1.4), mamy

(3.1.7)

a stąd, po uwzględnieniu (5*1*2), otrzymamy równość

skąd

^k

Ji

i-1
~ j = Ji$jk * ✓> . ^lk^wl 

1=1
i-1W ~ + 1=1

$jk $jk

(3.1.8)

(3.1.9)

wk
*k

i

Rys.3.1. Zamknięty odcinek sieci elektrycznej

Z Z T W .Zgodnie z ostatnią zależnością prąd wyrównawczy J . gest fun- g 
keją różnicy potencjałów źródeł, natomiast prąd składowy zależy
jedynie od wartości składowych wektora odpływów Iw. Zatem, jeżeli 
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dla danego problemu (3.1•1)—(3-1•5)» wektor I jest ustalony, 
wtedy wektor prądów składowych Jr = [J2,...,JnJ nie ulega 
zmianie w czasie procesu optymalizacji. Minimalizacja strat okreś­
lonych warunkiem (3.1.1) przebiega więc przy ustalonych wartościach 
składowych wektora J8 i polega na poszukiwaniu optymalnych wartoś­
ci składowych wektora Jw = [J2>•••»określonych zależnoś- 
Clą (3.J.9).

W oparciu o warunek (3*1*9)> korzystając z zasady superpozy­
cji, w pracy [27] sformułowano równoważność:

(VieB^)(jV = o) <=> ( w.,wkeWz)(‘Rk- «j=O) (3.1.10)

gdzie: <z = |w^ |i=1,2,••.,z } / 0 jest zbiorem węzłów będących 
źródłami

stąd

LEMAT 3.1
Na to, żeby para wektorów (fi,J) była rozwiązaniem optymalnym 

zagadnienia (3.1.1)-(3*1.5), potrzeba i wystarcza, aby spełniała 
ona następujący układ równań

A • J3 - I™ = © (3.1.11)• w
B • U = O (3*1.12)

= -Hi . J?; ^6^; i=1,2,...,n (3.1.13)

Dowód; (Część 1 (“*))
Niech wektory U,J będą rozwiązaniem optymalnym zagadnienia 

(3.1.1)-(3.1.5)• Funkcja Lagrangefa rozważanego problemu przyjmie 
postać '

L(J,A,p) = JTRdJ + &T(AJ- Iw) + pT(B-Ra- J) (3.1.14)

gdzie: Rj - macierz diagonalna o elementach 
[n^n] r = ~ oraa = q dla i / j

p - wektory mnożników Lagrange*a, przy czym 
na mocy (3.1.3) mamy

(Vie^)(VwieW)( = O) (3.1.15)

Zgodnie z teorią mnożników Lagrange'a wektor J spełnia warunki:
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= 2Rd J + ATA+ RdBTp = O (3.1.16)

2ŁLŁAa£1 = A ’ J - Iw = © (3.1.17)

®ŁC2_lAjJL1 = B • Ra • 5 = O (3.1.18)

Obliczając J z warunk^(3*1*16) otrzymamy

J = O^-R^U^A + RdBTp) (3.1.19)

co wraz z (3*1*13) daje

BRdRa-#-A + = © (3.1.20)

a stąd, korzystając ze znanej z teorii grafów [6] własności orto­
gonalne śc i macierzy A i B, mamy

B • RdBT p = O (3.1.21)

co wobec zależności (3*1*9) (o dodatnich wartościach ]R^, 
(i»1,2,.. • ,n) pociąga za sobą

(Vó=1,2,...,(n-w+1))(pj = O) (3.1.22)
* * t f

Uwzględnienie powyższej zależności w równaniu (3*1*16) daje

2Rd • 5 + AT A = © (3.1.23)

skąd, wymnażając lewostronnie powyższą zależność przez wektor Ł? k, 
określający łańcuch prosty (1.2*31)> otrzymamy

(Vj,k£N5)(Vw.,w. GW)(Łi ,zRd<t = = O) (3.1.24)I J J 9 A. U. J 5

co wobec zależności (1.3*25) i równoważności (3*1*10), kończy 
dowód części 1 (=^>).

Gzęśó 2 (<=)
Dowód dostateczności, wobec faktu że funkcja celu (3*1*1) 

jest wypukła a ograniczenia (3*1*2)-(3*1*5) liniowe, jest oczywis­
ty ( [15] str»62) 
(h k a)

Zgodnie z powyższym lematem, każdemu rozwiązaniu optymalnemu 
problemu (3*1*1)-(3*1*5) odpowiada rozwiązanie układu równań



i odwrotnie. Zatem, w celu otrzymania rozwiąza­
nia zagadnienia (3*^ wystarczy rozwiązać układ równań
liniowych, co stanowiąc istotne uproszczenie zagadnienia, pozwala 
na znaczne skrócenie czasu obliczeń. Warto zauważyć również, że 
z omawianego lematu wynikają następujące wnioski.

Wniosek 3*1
Zbiór rozwiązań optymalnych problemu (3*1*1)-(3*1*5) jest 

jednoelementowy ([3] str.166)

Wniosek 3*2
Zbiór warunków koniecznych i wystarczających rozwiązania 

optymalnego zagadnienia (3*1*1)-(3*1*5) tworzą równania (3*1*2)- 
-(3*1*5) oraz zależność

(yj^eJN^fyw^w^ = const>= O) (3.1.25)

Dowód:
Z (3.1.6), dla rozwiązania optymalnego, mamy 

/
J. = dla 1=1,2,..., n

skąd na mocy (3.1.15),(5.1.4) otrzymujemy

" E1V = "Mi3 1=^.2,«..,n

a stąd
= O dla i=1,2,*..,n

co wraz z równoważnością (3*1*10) kończy dowód
(k x h) >

Drugi z przedstawionych wniosków prezentuje ujęcie metody 
prądów składowych i wyrównawczych odbiegające od przedstawionego 
w pracach [28] , [38] , przede wszystkim z^owodu zastąpienia pierw­
szego członu równoważności (3*1*10) warunkiem (3*1*25)* Podejście 
takie związane jest z faktem, iż w'nieliniowych sieciach przepły­
wowych (1.3*17),(1.2.21)-(1*2.23) nie obowiązuje zasada superpo­
zycji i podział na przepływy: składowy i wyrównawczyfńa znaczenie I 
jedynie teoretyczne. Natomiast, jak zostanie to wykazani w rozdz. 
3.2, poszukiwane rozwiązanie zagadnienia (1.3*1)-(1*3*7) optymaliza­
cji sieci nieliniowych, zawsze spełnia warunek będący naturalnym 
rozszerzeniem zależności (3.1.25).
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3.2. Uogólnienie metody prądów składowych i wyrównawczych w celu 
redukcji problemu wyjściowego

Jest rzeczą oczywistą, iż ze względu na nieliniowość rozpa­
trywanego problemu, zastosowanie zasady superpozycji w celu otrzy­
mania rozwiązania optymalnego jest wykluczone. W tej sytuacji rów­
nież wyodrębnianie pr^pływów składowych i wyrównawczych, tak 
ułatwiające otrzymanie rozwiązania optymalnego w przypadku sieci 
liniowych, praktycznie jest mało efektywne i posiada jedynie zna­
czenie teoretyczne. Jednakże, jeśli powrócić do Lematu 3*1 i do­
kładnie przeanalizować Część 1 (=>) jego dowodu, to nietrudno zau­
ważyć, iż zasada superpozycji w sposób istotny wykorzystywana by­
ła przede wszystkim w jego ostatniej fazie (poprzez skorzystanie 
z równoważności (3*1.10))• Tak więc zależność (3-1.25) otrzymano 
zakładając jedynie, że para wektorów (U,J) jest optymalnym rozwią­
zaniem zagadnienia (3*1•1)-(3-1*3) będącego zawężeniem problemu 
(1.3.4)-(1.3.7) do przypadku sieci liniowych.

W'związku'z powyższym nasuwa się przypuszczenie, że rozpatry­
wany warunek (5.1.25) jest szczególną postacią zależności bardziej 
ogólnej, będącej warunkiem koniecznym optymalności rozwiązania 
zagadnienia (1.3-4)-(1.3*7).

W celu potwierdzenia tej hipotezy utwórzmy funkcję Lagrange'a 
problemu (^1 • 5•^)—(*1.3*7) postaci: 

/ *
L(x,y,A,£) = + AT(Ax-q) +PT(By) (3.2.1)

gdzie: - wektory mnożników Lagrange*a, przy czym
wektor A jest postaci

A= [0,0,...,0, (3.2.2)

Zgodnie z teorią mnożników Lagrange'a [15] zbiór warunków 
koniecznych punktu optymalnego wyznaczają zależności:

= (k+Dy^ * aziAz+k (3’2.3)
"xi ' zZT

i=1,2,...,n

A a a n
iŁLzAiiŻl _ X a„.-£. = O, z=1,2,...,w (3.2.4)

X ' tr1 1
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g^- b A = Q, 3=1,2,...,p (3.2.5)

przy czym
d y.

y^ = y-h. oraz y? = —- i=1,2,...,n (3.2.6)
1 1 Ł 1 dx.i

Ponadto^JLla.rozpatrywanych sieci przepływowych, prawdziwe są nas- 
tępującę uwagi,

Uwaga 3*1
Dla dowolnej wartości przepływu x^ (i=1,2,... ,n) zachodzi,

y? = —Ł<o, 1=1,2,....n (3-2.7)
1 dxi

Dowód:
Na mocy warunku (1.2.20) mamy

di<0, 1=1,2, ...,n (3.2.8)

skąd
dyy/ =—-= (d.-1 xJ kssgn(x. )+hi)’ =

1 dx. 1 1 x - 1,
k 1= [d.*k*|x. I ~ sgn(x.)] *sgn(xj) =•L * JL *

= d^k ^J ^-sgn2^) <0 
/

co wobec faktu, iż rozumowanie przeprowadzone zostało dla dowolne­
go wskaźnika l , kończy dowód.
(» K «) 

✓
Uwaga 3.2.

Dla każdego wektora h, o składowych h^,h2,...,hn określonych 
zależnością (1.2.24), niezależnie od wyboru dendrytu D prawdziwym 
jest warunek:

Bd • Ł = © (3.2.9)

Dowód(Nie wprost)
Przyjmijmy, że zależność (3.2.9) nie jest spełniona, tj.

Bp • Ih / © (3.2.10)
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Zgodnie z określeniem macierzy obwodów podstawowych Bp, mamy

= t (3.2.11)

gdzie: Cp - jest n-wymiarowym wektorem określającym, zgodnie 
z (1.2.30) i definicją 1.9, cykl podstawowy zawiera­
jący j-tą 'cięciwę dendrytu D.

Korzystając“z^ostatniej zależności warunek (3*2.10) zapiszemy 
następująco:

(%h / O dla 3=1,2,...,p (3.2.12)

czyli

> / O j=1,2,...,p (3.2.13)
i=1

1.
gdzie:- to operator sumowania po wszystkich lukach tworzących 

i=1 cykl j-ty o długości 1..J
W myśl definicji cyklu (zgodnie z którą każdy cykl jest łań­

cuchem), w oparciu o (1.2.24), warunek (3*2.13) przyjmie postać

1.
> [^(w^p - ftwp ] / O dla 3=1,2,...,p (3.2.14)
i=1 '

a stąd
f(w ) - f(w,.) ^ O dla 3=1,2,...,p (3.2.15)

J ' 1
co po uwzględnieniu faktu, że dla dowolnego cyklu zachodzi

w = w-, - dla j=1,2,..,,p (3*2.16)
0 j

prowadzi do sprzeczności, kończąc dowód 
(k k k)

Wyliczając z zależności (3.2.9) oraz korzystając z uwagi 
3.2, po podstawieniu uzyskanego wyniku'do (3.2.5) otrzymamy

= O dla j=1,2,

czyli

.,p (3.2.17)
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Z=1
z zi

Li=1 j=1
= O,

j—1>2,...,p (3.2.18)

Zauważmy, że pierwszy składnik zależności (3.2.18) stanowi 
T Aj-tą składową wyrażenia B-A -A, przy czym z teorii grafów [6] wia- 

domo,' że,
B ’ AT = © (3.2.19)

Stąd warunek (3*2.18) przyjmie postać

n p
bji2Z bji^j$i = ^=1,2,...,p

i=1 j=1
(3*2.20)

Zauważmy, że zależność powyższa określa jednorodny układ rów­
nań liniowych względem wektora , przy czym rząd macierzy tworzą­
cej ten układ jest równy p. Stąd mamy

B = O, j=1,2,...,p (3*2.21)U
Otrzymany warunek pozwala na znaczne uproszczenie zagadnienia 

(1*3.4)-(1.3*7)» drogą eliminacji ograniczeń nieaktywnych (1*3*3)> 
jak to'zrobiono w pracy [34], lub w sposób jaki zostanie przedsta­
wiony poniżej.

W tym celu, dla potrzeb dalszych rozważań, wykażemy prawdzi­
wość następujących uwag;

Uwaga 3*3
Niech będzie n-wym i arowym wektorem określającym r-ty łań­

cuch prosty łączący dowolne dwa wierzchołki w 
Wtedy

. ,wn będące źródłami. 3

(WZ)(V^ eS^) Ł = ^> h^ = ^(wp-^wj)) (3.2.22)
" ' Ł.,

r 31
gdzie; ' - jest operatorem sumowania po wszystkich łukach tworzą- 

Łjl cych r-ty łańcuch prosty łączący wierzchołek w^

sjl "
z wierzchołkiem w^, 
zbiór wszystkich łańcuchów prostych łączących wierz­
chołki w. oraz w-..



Dowód:
Rozpatrzmy dowolny łańcuch-łączący źródła oraz w-^

Na mocy definicji 1.4 oraz w oparciu o zależność (1.2.24) zachodzi

r ' r r
wi-l)“^wi^ = (3.2.23)

z / i f

w1 (3.2.24)
z

= f (w.)- i(w,) (3.2.25)

Pon ie waż* ąj ednak

Wp = w., wk = 

stąd r
Ł^h => h.

JJ- TC

a więc Uwaga 3-3 jest udowodniona 
(k k «)

Uwaga 3-4
Dla każdego łańcucha reS^ określonego wektorem łączące­

go dowolne dwa źródła w. oraz w^ , spełniony jest warunek cj •*- 
r w

(Vwj,w1e»z)(VreS.1)(^1 • &TA=2Z 21Azazi = O) 
Łjl z=1

(3.2.26)

Dowód:
Zgodnie z przyjętym założeniem (1.2.16), że jeden łuk łączy 

nie więcej niż dwa wierzchołki, kolumna - a£ macierzy A, odpowia­
dająca i-tej gałęzi zawiera tylko dwa elementy niezerowe (tj. 1, 
-1) na tych pozycjach, które odpowiadają wierzchołkom w^ i w^ tej 
gałęzi. Stąd 

r w r
=22 2Z AZazi =1^ - Ak} (3.2.27)

3 Łrl * ■

Powracając do definicji łańcucha prostego otrzymamy 

r r
22 (A* -Ah (A.. - Ap =Ai -A, (3.2.28)
_ P ŻŁ J.- I X J XŁji Łj;L

co wobec warunku (3-2.2) daje zależność (3-2.26) i kończy dowód. 
(h k k)



Obecnie, mając na uwadze warunek (3*2.21) oraz korzystając 
z zależności (3.2.3)» mamy

r * . r . w
(V»J,«1£Ws)(yrssJ1X>_ |Ł =2_ ’0)

31 31 ' “-1 0.2.29)
czyli (

—,— ----- r r i r w
(Vw.,w,eW )(VreS.n )(2Z (k+l)y. +2Z h. + 2E2 5^ Ua .=0)

31 ' 31 Łjl (3.2.30)

stąd zgodnie z Uwagą 3*1 oraz Uwagą 3.2, otrzymamy

r
Wz)(VrG S;jl)((k+1) 22 y± = ^wp+ffap) 

' Łjl
oraz
(Vw.,w,eW )(VreS.1)(22 =-------X------ —)

u x 41 z « , gj x k+1

(3.2.31)

(3.2.32)

Jeżeli teraz skorzystamy z określenia potencjału węzłowego Ji , 
to na mocy warunku (1.2.25)

? (wp - ?(wx) 
(Vwj,w1Swp(tfreS.jl)(fl -%WV --------—-------- - = const) (3.2.33)

• z z X jj J£*b I * •
gdzie

TKwU =Ti(w.) +?(w.), 1=1,2,...,w (3.2.34)
•u JU «4*

nazywany będzie względnym potencjałem węzłowym.

Otrzymany warunek (3*2.33) 
o której wspominano na początku 
dostrzec, że zależność (3*1*25) 
runku, powstałą przez przyjęcie

jest poszukiwaną prawidłowością, 
tej części rozdziału. Nietrudno 
jest szczególną postacią tego wa- 
założenia

(VielN^)(VwieW)(<f(wi) = o) (3*2.35)

co rzeczywiście miało miejsce w przypadku problemu (3*1.1)-(3*1*4) 
omawianego w trakcie prezentacji metody prądów składowych i wyrów­
nawczych. Fakt ten, jak również przedstawione pcwyżej rozumowanie, 
będące bezpośrednim potwierdzeniem hipotezy odnośnie możliwości 
rozszerzenia Wniosku 3.2 także na nieliniowe sieci przepływowe, 
prowadzą do następującego twierdzenia;
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TWIERDZENIE 3*1
Dla każdej pary wektorów (x,y) będącej optymalnym rozwiąza­

niem zagadnienia (1.3*4)-(1.3*7), różnica względnych potencjałów 
węzłowych wyrażona sumą algebraiczną zmiennych podłużnych y^, 
liczoną wzdłuż dowolnego łańcucha łączącego każde dwa źródła, jest 
wielkością stałą, tzn.

a ę (w ) ~ (w )
(Vwj,w^^ęXVrGS^pF^^ ----- » const) (3.2.36)

Dowód:
Wynika bezpośrednio z rozumowania przedstawionego powyżej. 

(x X k)

Otrzymane twierdzenie dotyczy jedynie warunku koniecznego 
istnienia punktu optymalnego zagadnienia (1.3.4)-(1.3»7)• Jak wia­
domo spełnienie zależności (3*2.36) przez daną parę wektorów (x,y), 
w ogólnym przypadku nie jest równoznaczne z optymalnością danego 
rozwiązania, a także nie daje podstaw do wnioskowania, że rozwią­
zanie takie istnieje. Niezbędnym jest więc sformułowanie warunków 
wystarczających, których spełnienie zapewniałoby otrzymanie roz­
wiązania optymalnego.

Wykażemy teraz, że warunek (3*2.36) tworzy wraz z zależnościa­
mi (1.3*4)-(1.3*6) zbiór warunków koniećznych i wystarczających 
optymalności rozwiązania zagadnienia (1«3.4)-(1.3.7). W tym celu 
skorzystamy z następującego lematu zaczerpniętego z pracy [15].

Lemat 3*2
Niech f:]?—posiada drugie pochodne cząstkowe 

(i,j=1,2,...,n). Warunkiem wystarczającym istnienia 
3xidXj

minimum funkcji f (x) jest to, aby dla wartości x spełniających wa­
runki konieczne istnienia minimum,* hesjan

♦

H(x)
_ (^) = S^f (x^_

0X^ 0 X . $ j
(5.2.37)

n*n

był dodatnio określony ([15] str.36), tzn.
/

(y^elR11; x / 0) (xTH(x)x>0) (3.2.38)

Podstawiając do funkcji celu (1*3.7) równania (1.3.6), okreś­
lające wzajemne powiązania pomiędzy odpowiednimi składowymi wekto-
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rów, zmiennych poprzecznych - x oraz podłużnych - y, otrzymujemy 

n
■ = ~ y ^di? (5*2.59)

1=1 ' - 

a po przekształceniu

(5.2.40)
i=1

Stąd hesjan funkcji (J.2.40) zawiera elementy postaci

a2f(x) f -d^k-Ck+Dt Isjk-1 dla i=j

i j O dla i>Łj
(3.2.41)

czyli jest macierzą posiadającą elementy różne od zera jedynie na 
głównej przekątnej. Oznacza to, że wyrażenie x%x dla funkcji 
(3.2.40) przyjmie postać

n
xTH(x)x = -d^*k(k+l)• | XjJ

i=1
(3.2.42)

Zgodnie z powyższym, warunek (5.2.38) dodatniej określoności 
hesjanu (3.2.41) będzie spełniony, jeżeli'wszystkie wartości para­
metrów d^ (i=1,2,•••,n) są ujemne, a to zapewnione jest zależnoś­
cią (1.2.20). Stąd

TWIERDZENIE 3.2
Funkcja celu (1*3.7) zagadnienia optymalizacji (1.3.4)-(1.3»7) 

osiąga minimum dla tych wartości wektorów (x,$), które spełniają 
układ równań (1»3*4)-(1.3*6), (3*2.36). 

* / ' *
Dowód:

Ponieważ wszystkie wartości parametrów d. są niedodatnie, stąd 
n

(VxgIRi1)(xTH(x)x = [(-di)k(k+1) > O) (3.2.43)

i=1
W szczególności więc, pomijając przypadek trywialny mamy 

(VxeRQ; x / O) (x^H(x)x > 0) (3.2.44)

co w świetle Lematu 3.2 kończy dowód.
(k k k)
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Twierdzenie powyższe nie dostarcza informacji o tym, które 
z uzyskanych rozwiązań (x,y) układu równań (1.3*4)-(1.J.6),(5.2.36) 
stanowią minima lokalne, a które są globalnymi. Nieprecyzuje rów- ' 
nież liczby tych rozwiązań. Jednakże w literaturze sformułowane 
zostały warunki przesądzające te wątpliwości. Pamiętając o nieak- 
tywności ograniczeń (1.3*5)» przytoczymy za pracą [15] lemat roz­
strzygający zagadnienie pierwsze;

Lemat 3*3
Dany jest problem minimalizacji

f(x)-----min (3*2.45)

przy ograniczeniach

g.(x) = O i = 1,2,...,m (3.2.46)
JL

Jeżeli ograniczenia (3*2.46) są liniowe, a funkcja (3*2.45) wy­
pukła, to w punktach, dla których spełnione są warunki;

= 0, i = 1,2..........n (3.2.47)

^^^• = 0, i = 1,2,...,m (3.2.48)

i = 1,2,...,m (3.2.49)

osiągane jest minimum globalne funkcji (3.2.45) w rozpatrywanym 
obszarze.

W oparciu o lemat 3*3, wobec zależności (3*2.21) mamy

Wniosek 3*3
Funkcja celu (1.3*7) zagadnienia optymalizacji (1*3*4)-(1.3*7) 

osiąga minimum globalne dla tych wartości wektorów (£,$0, które 
spełniają układ równań (1.3*4)-(1.3*6), (3*2.36). 

z z *
Dowód:

Niech wektory x,y będą rozwiązaniem układu równań (1.3*4)- 
-(1.3.6),(3.2.36), wtedy wobec nieaktywności ograniczeń (1*3*5), 
problem'(1*3*4)-(1.3*7) spełnia założenia lematu 3»3» a więc funk­
cja celu (1.3*7) osiąga w punktach (x,yO minimum globalne, co 
kończy dowód.
(k k x)
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W ten sposób, uogólniając zasady leżące u podstaw metody 
superpozycji prądów, otrzymano warunki będące rozszerzeniem Lema­
tu 3*1, oraz Wniosków 3.1, 3*2 na przypadek nieliniowych sieci 
przepływowych (1.2.17), (1*2.21)-(1.2.23).

Zauważmy, że Twierdzenie 3.2 wraz ż wnioskami z niego wypły­
wającymi umożliwia sprowadzenie zadania optymalizacji (1.3.4)- 
-(1*3*7) do zagadnienia rozwiązywania układu równań algebraićz- 
nych XT.3i4)-(l.3*6) , (3* 2.36). Tego typu postępowanie znane jest 
w teorii optymalizacji, a typowym jego przykładem może być metoda 
mnożników Lagrange'a. Niestety, w przypadku zagadnienia (1.3*4)- 
-(1*3*7) metoda ta okazuje się zawodna, bowiem ze względu na dużą 
wymiarowość problemu i znaczną ilość ogrąniczeń, rozwiązanie ukła­
du 2n równań (3*2.3)-(3*2.3), pomimo istnienia szeregu metod ite- 
racyjnych, jest uciążliwe.

Z tego punktu widzenia, sprowadzenie nieliniowego zagadnienia 
(1.3*4)-(1.3*7) do problemu rozwiązania układu równań postaci 
(1*3*4)-(1.3*6)', (3*2.36) należy uznać za korzystne, bowiem w wyni­
ku takiego postępowania następuje podwójna redukcja ilości równań 
koniecznych do rozwiązania, tak iż ostatecznie stajemy przed prob­
lemem rozwiązywania (n+z-w) równań nieliniowych, który rozpatrzony 
zostanie w rozdziale 4.

3•3• Zasady optymalizacji nieliniowych sieci przepływowych w opar­
ciu o transformacje zadania wyjściowego do układu równań 
algebraicznych

W rozdziale poprzednim uzyskano warunek (3*2.36) umożliwiają­
cy sprowadzenie zagadnienia optymalizacji (1*3*4)-(1.3*7) do prob­
lemu rozwiązywania układu równań nieliniowych (1.3*4)-(1*3*6) 
określających strukturę rozpatrywanej sieci, przy jednoczesnym 
spełnieniu s-równań nieliniowych wynikających z zależności (3*2.36). 
Z utylitarnego punktu widzenia postępowanie takie jest uzasadnione 
jedynie wtedy, gdy możliwe jest zadawalająco szybkie i efektywne 
znalezienie rozwiązania nowo powstałego układu. Jednakże ilość 
równań wynikających z zależności (3*2.36) równa jest sumie wszyst­
kich, różnych dróg łączących każde dwa źródła w^,w^gWz, czyli
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z z
S = card $. . (3.3.1)* " ’ z 1 11 xd

i=1 j=1 
j/i

gdzie: card S. . określa moc zbioru S. ., 

a jak wiadomo z teorii grafów skierowanych, moc zbioru wszystkich 
dróg łączących dwa dolinę wierzchołki, w przypadku grafów wielo- 
oczkowych przyjmuje duże wartości.

Z tej przyczyny, wykorzystanie w procesie optymalizacji wa­
runków koniecznych i wystarczających w postaci (1.3.4)-(1.3.6), 
(3.2.36) jest niecelowe. Powodem tego jest także duża ilość równań 
nieliniowych, których rozwiązywanie, jeśli nawet nie wymaga się 
nadmiernej dokładności, zawsze związane jest ze znaćznymi stratami 
czasu. Dlatego, sprawą niezwykle istotną jest problem redukcji 
ilości równań występujących w rozpatrywanym układzie.

Obecnie, zostaną określone reguły transformacji zależności 
(1.3.4)-(1.3.6),(3.2.36) do układu równań typu (1.2.21)-(1.2.23), 
a następnie opiszemy metodę jego redukcji opartej na specyficznych 
własnościach macierzy obwodów podstawowych IB oraz węzłowo-gałęzio- 
wej macierzy incydencji A.

Procedura transformacji polega na zastąpieniu równań wynika­
jących z warunku (3*2.36) układem (z-1) zależności typu (1.2.22), 
przy czym w procesie tym wykorzystywane jest następujące spostrze­
żenie;

Uwaga 3.3
Oznaczmy przez analogię do (1.2.24)

h _—i.;.—; w.,w.ew (3.3.2)
i3 k+1 1 3

Jeżeli S jest nieliniową siecią przepływową (1.2.17),(1*2.21)- 
-(1.2.23), wtedy zależność (3*2.36) oraz warunek

JGreS^)^?^ = hL) (3.3.3)

są sobie równoważne.

Dowód:
Przypomnijmy, że obwody podstawowe względem dendrytu D okreś­

lone są n-wymiarowymi, liniowo niezależnymi wektorami 0$ i tworzą 
macierz
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* * * * ’ * • * (3.3*4)
/ 

stąd korzystając z (1.2.22) mamy

(VieiNP)(cj-y = o) (3.3.5)

Ogólnie w sieci $ istnieje l>p różnych obwodów, z których każdy 
jest obwodem podstawowym, bądź kombinacją liniową obwodów podsta- 
wowych.^Ztego powodu warunek (3*3*3) pociąga za sobą również 
prawdziwość zależności

(ViGN^)(Cp’y = O)

Przyjmijmy, że istnieje łańcuch taki że

Ł?.• y - h1. . = O

1- 
id’Rozpatrując dowolny obwód zawierający łańcuch B 

z (3.3.6) i definicją łańcucha, mamy

0.3.6)
/

(3.3.7)
/

zgodnie

= O oraz = -Ł^ (3.3.8)

i 12 2Rozbicie obwodu 0$ na łańcuchy oraz B^^, gdzie B^ określa 
jedną z dróg r , S.., daje nam;

<Łij+ = Li?+ =0

a stąd, wobec zależności (3.3.7) otrzymujemy

^ij^ “ hij = 0 (3.3.10)
p

co, wobec faktu iż jest dowolnym elementem zbioru kończy 
dowód.
(h k h)

Na mocy powyższej uwagi spełnienie warunku (3.2.36) wymaga 
rozwiązania układu równań, z których każde odpowiada jednej z dróg 
łączących dwa dowolne elementy zbioru Wz. Naturalnie ilość takich 
równań wynosi

s = (^ = S * - Wz (3.3.11)

lecz zgodnie z (1.2.8),(3.3.2) oraz (3.2.9) tylko (z-1) tworzy 
układ równań niezależnych. Jak wiadomo, odpowiadają one' gałęziom 
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dowolnego dendrytu D łączącego wszystkie źródła w>,woł.,.,w pW . 
W szczególności więc, dla dendrytu powstałego przez połączenie 
źródła pierwszego z pozostałymi (z-1) źródłami, z (3.2.36) otrzy­
mamy

= O, j=2,3,...,z (3.3.12)
czyli

y Jn-i-eJ

(3.3.13)

gdzie: £jexn] = [ ... ,Ł1jZ]T yn+1^,1+1 (3.3.14) 

1=1,2,•. •,e

natomiast macierz jest [exe] wymiarową, diagonalną macierzą • 
jedynkową (e=z-1).

TWIERDZENIE 3.3
Niech W = [ x; ,... ]T oraz = [ ^ I yn+1, • .. »yn+elT

gdzie i,& określone zależnościami (1.3.4)~(1.3.6),(3.2.36) są roZ' 
wiązaniem optymalnym zagadnienia (1.3.4)-(1.3»7)« Wektory i’,y’ 
spełniają układ równań

A’x’ - ą’ = C (3.3.15)

B*y’ = © ' (3.3.16)
y^ = di.|x^|k.sgn(xp+hi, i=1,2,...,n+e (3.3.17)

wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A5 oraz B’ są postaci;

A = A j

-1T lBrixe]
a

B, , I 0 
”[pxn] ; (3.3.18)

..__..[exe],. 
0

£ [exn] Ś d [exe]

Dowód:
Wynika z rozumowania poprzedzającego twierdzenie. Zauważmy 

jedynie, że rozpisując w oparciu o (3»3.18)> zależność (3.3»15)t 
otrzymamy wektor 

z  * rp 
q = [ q1 + x ■ ^n+i’ ^2-:xn+1 ’ q3-xn+2’ ’ ‘ ’ ^z^+e’qz+1 »•••’%] 

i=1------------------------------------ - (3.3.19) 
występujący w zależności (1.3.4). 
(x X x)
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Przedstawione twierdzenie, określające zasady transformacji 
układu równań (1.3*4)-(1.3*6),(3*2.36) do postaci (1.2.21)-(1.2.23), 
posłuży jako podstawa do algórytmizacji tego procesu. Wykorzystanie 
zależności (3.3*18) wymaga jednak opracowania metody wyznaczania 
macierzy £ (3*3*14)', co wiąże się z dodatkowymi nakładami czasowy­
mi. Z tego powodu opracowano procedurę transformacji pozwalającą
na wyznaczanie macier^ 
rzy łańcuchów (3*3*14).

A’ ,B5 bez konieczności wyznaczania macie- 
Opiera się ona na spostrzeżeniu, że okreś­

lanie macierzy A’ ,B’ w oparciu o wcześniej zbudowane macierze A,B 
(zgodnie z (3.3*18)), zastąpić można procedurą wyznaczania tych ma­
cierzy drogą transformacji struktury sieci S.

W tym celu należy:

PROCEDURA 1. (Transformacja)

Krok 1. Wyznacz zbiory (1.2.14),(1.2.15) wierzchołków i łuków 
optymalizowanej sieci przepływowej S oraz określ relację 
(1.2.16) i funkcje $ (w), y (T), Ti (w) 

/ * / /
Krok 2. Rozszerz zbiór (1.2.15) łuków rozpatrywanej sieci o pod­

zbiór

L’ ={ X J j=n+1,n+2,.. ♦ ,n+e} (3*3*20)

przy czym spełniony powinien być warunek

(Ł’)(3!1gK^)(p(T) =(w1,wi» (3.5.21)

Krok 3* Każdemu nowemu łukowi 'icŁ* przyporządkuj wielkości h^ 
oraz dT, zgodnie z zależnością

|p(t) = ^iw^)^^ = h^ s --------*----------= O) 
k+1------- (5.3.22)'

Krok 4. Koniec procedury transformacji.

Korzystając z otrzymanego, rozszerzonego w Procedurze 1, mo­
delu struktury przestrzennej sieci s’, można wyznaczyć macierz 
obwodów podstawowych B5 oraz macierz incydencji A’ , występujące 
w zależnościach (3*3*15)-(3*3*16). Przestrzeganie powyższych reguł 
transformacji gwarantuje otrzymańie macierzy A*fB’ o strukturach 
określonych zależnością (3*3*18) ponieważ:

- warunek (3.3.21) zapewnia, że wszystkie elementy ?GŁ’ two­
rzą drzewo identyczne ź tym, które stanowiło podstawę sformułowa­
nia zależności (3*3*13),



-na mocy zależności (3.3.22),(3*3»^7) mamy 
/ /

y^+i = ,i+i dla 1=1,2,...,e (3.3.23)
* 

co odpowiada warunkowi O.S*^).

Zauważmy, że otrzymamy w wyniku transformacji, układ (3.3.15) 
~(3*3»17) posiada niezmiernie istotną własność związaną z ortogo-' 
nalnością— macierzy A’ , która umożliwia dalszą redukcję liczby
równań, które należy rozwiązać.

Lemat 3*4
Przyjmijmy, że macierze A,B są odpowiednio: [wxn]- wymiarową, 

węzłowo-gałęziową macierzą incydencji oraz [pxn]-wymiarową macie­
rzą obwodów podstawowych pewnego grafu G. Jeżeli wektor x° jest 
rozwiązaniem układu równań

Ax - q = © (3*3*24)

to dla dowolnego wektora 4 elR?, zachodzi
A(x° + i) - q = © (3.3.25)

/ /

Dowód:
Z założenia mamy

Ax° - q = © (3.3*26)

a stąd także
Ax° - q + ©41 = © (3.3.27)

gdzie © jest macierzą zerową wymiaru [wxp].
Korzystając z ortogonalności macierzy A,B [22], z warunku (3*3*27) 
otrzymamy

Ax° - q = © (3.3.28)
a więc

A(x° + - ą = © (3.3.29)
/ .... > 

co kończy dowód. 
(x m m)

Przed przystąpieniem do omówienia wniosków wypływających 
z powyższego lematu, przypomnijmy, że rozwiązanie układu równań 
nieliniowych posiada zwykle wiele pierwiastków i w przypadku ogól­
nym znalezienie ich wymaga żmudnych obliczeń. Często określenie



-46-

pełnego zbioru rozwiązań jest wręcz praktycznie niemożliwe nawet 
przy wykorzystaniu maszyn cyfrowych. W pracy [3] wykazano, że po­
mimo nieliniowości równań tworzących układ (3.3*15)-(3*3*17), 
prawdziwym jest następujący lemat:

Lemat 3*5
Oznaczmy przez R zbiór rozwiązań układu równań nieliniowych 

(3*3*15^373.17), tj.
R ={ (i,^ (-i=-1,2,...,t] (3.3.30)

Jeżeli układ równań (3*3*15)-(3*3.17) jest niesprzeczny, wtedy 
([3], str.166)

card R = 1 (3*3.31)

Istnienie co najwyżej jednego rozwiązania układu (3.3.15)- 
-(3*3.17) znacznie upraszcza rozpatrywane zagadnienie, umożliwia­
jąc wykorzystanie w procesie obliczeń szeregu znanych w literatu­
rze metod iteracyjnego rozwiązywania układów równań nieliniowych 
(np. metody Newtona-Raphsona). Jednakże wiadomo [51], że maksymal­
na efektywność obliczeń uzyskana zostanie jedynie wtedy, gdy pro­
cedury te zastosowane zostaną do rozwiązywania układu złożonego 
z możliwie najmniejszej ilości równań. Dlatego też, zauważmy że 
podstawiając równanie (3*3*17), określające zależności pomiędzy 
składowymi wektorów zmiennych 'poprzecznych - x i podłużnych - y, 
do równania (3*3.16) otrzymamy, odpowiadający (3*3*15)-(3*3*17), 
układ (n+e) równań liniowych z niewiadomymi Z/pZg,... • • •
••m3^, P°staci 

n+e
5" - <11 = O, z = 1,2,...,(w-1) (3.3.32)

i=1 

n+e
|^|k-sgn 4-hp = O, j=1,2,...,p'(3.3.33) 

i=1

Jeżeli teraz, w celu rozwiązania powyższego układu zastosuje­
my metodę iteracyjną, w której nowe wartości przybliżeń obliczane 
są wg'zależności

zł(ii+-1) = x(0) + B«T4(n) (3.3.34)

gdzie € R(P+e) - wektor poprawek po n-tej iteracji, 



3=1

gdzie; R, p' =

Z Lematu 3.4 oraz

to przyjmując za punkt startowy wektor spełniający równania 
(3.3.32), na mocy lematu 1.4, otrzymamy problem zredukowany z nie­
wiadomymi 4 , 4 postaci

I T) "T©

n+e p+e
+ hi].= 0

1=1 j=1 '

------    (3.3.35) 
n+e p+e

b ,. r+d. (:J0) + "S b../l .)k + h^ = O

i=1 j=1 . ' '

który po przekształceniach przyjmie formę 

p+e k
s^u) =22 ^.^i = °

0=1 i=O

.........................................................  (3.3.36) 
p+e k

i=O

p+e

Lematu 3*5 wynika ponadto,

Wniosek 3-4
Układ równań nieliniowych (3.3.36) posiada (w przypadku ist­

nienia) dokładnie jedno rozwiązanie 4 / przy czym jeżeli
jest dowolnym wektorem spełniającym (3.3.15)» to rozwiązanie ukła­
du (3.3*15)~(3.3.ł7) określone jest warunkiem

^^eR^KB^eRp*0)^’ = + B,T^) (3-3.37)
/ / * / 

Dowód:
Niech 4 będzie rozwiązaniem układu (3.3«36), a więc także

(3.3.35). Stąd wektor y określony zależnością (3»3»ł7) (po uwzględ­
nieniu (3*3.34)) spełnia równania (3-3.16).

Ponieważ spełnia (3-3.15),stąd ńa mocy Lematu 3.4 rów­
nież x jest jego rozwiązaniem, co dowodzi prawdziwości warunku 
(3.3.37).

Istnienie co najwyżej jednego rozwiązania wynika natomiast 
bezpośrednio z Lematu 3.5, co kończy dowód.
(x x x)



-48-

Przedstawione lematy i wnioski dowodzą, że wykorzystanie wa­
runków koniecznych i wystarczających (3.3.15)-(3.3.17) optymalnoś- 
ci zagadnienia (1*3»4)-(1.3*7) znacznie upraszcza proces optyma­
lizacji, pod warunkiem, że w algorytmie obliczeniowym uwzględniona 
zostanie procedura transformacji umożliwiająca otrzymanie układu 
równań (3«3«36).

Sformułowany w r^zdz. 1.J, problem nieliniowej optymalizacji 
statystycznej (1.3*4)-(1.3*7) z "n” ograniczeniami, sprowadzono 
do zagadnienia rozwiązania układu (n-w+z) równań nieliniowych 
(3»3»36). W ten sposób znacznemu zmniejszeniu uległa wymiarowość 
rozpatrywanego zadania, jak również skrócony został czas trwania 
obliczeń, który jak wiadomo, zależny jest w sposób istotny od 
ilości równań tworzących rozwiązywany układ.

Opisana procedura transformacji charakteryzuje się tak dużą 
prostotą, że wykonanie jej bez pomocy maszyny cyfrowej, nawet 
w przypadku bardzo dużych sieci przepływowych, nie nastręcza więk­
szych trudności.

Nie bez znaczenia jest również fakt, że otrzymany w wyniku 
transformacji układ równań, umożliwia wykorzystanie w procesie 
optymalizacji znanych i oprogramowanych metod rozwiązywania ukła­
dów równań nieliniowych, bez potrzeby wprowadzania zmian w istnie­
jących programach obliczeniowych.

4. ALGORYTMY MINIK1ALNO-ENERGETYCZNEJ OPTYMALIZACJI SIECI PRZEPŁY­
WOWYCH OPARTE NA POSTACI ZREDUKOWANEJ PROBLEMU WYJŚCIOWEGO

W rozdziale poprzednim dokonano transformacji i redukcji za­
dania optymalizacji nieliniowej (1.3«4)-(<1.3«7) do układu 
nieliniowych równań algebraicznych (3.3*36). Postępowanie ta­
kie wymaga jednak,aby dla przyjętej me to dyr o związywania 
układu równań tej postaci spełniona była zależność (3*3»34). 
Obecnie przedstawiona zostanie metoda Crossa-Łobaczewa ite- 
racyjnego rozwiązywania układów równań, spełniająca ten wa­
runek, a następnie opisane zostaną: procedura redukcji i pro­
cedura przyspieszająca otrzymanie rozwiązania optymalnego, 
zwiększająca efektywność obliczeń omawianej metody. Po przed­
stawieniu procedur budowy macierzy A,B zaprezentowane zostpną 
dwa, opracowane przez autora, algorytmy obliczeniowe przezna­
czone do rozwiązywania zagadnień postaci (1.3*4)-(1.3*7)« 
Pierwszy, zalecany w sytuacji, gdy nie dysponujemy modelem 
danej sieci i konieczna jest jej symulacja. Drugi dostosowa­
ny do wymogów automatycznego sterowania w trybie on-line, 
rzeczywistą siecią przepływową. W rozdz. 4.4 sformułowane
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zostały warunki zbieżności, a rozdz. 4.5 poświęcono omówieniu 
wyników przeprowadzonych badań testowych opracowanych algo­
rytmów. Na zakończenie w rozdz. 4.6 podano przykłady oblicze­
niowe prezentujące działanie obydwu algorytmów.

4.1. Metoda Crossa-Łobaczewa iteracyjnego rozwiązywania układów 
równań nieliniowych

Zgodnie z zależnościami przedstawionymi w rozdz. 5*5» poszu­
kując rozwiązania n-wymiarowego problemu optymalizacji (1.5.^)- 
-('1*5.7) należy rozwiązać układ (n-w+z) równań postaci (5*5*56).

Ze'względu na warunek (5*5*54), w'celu rozwiązania otrzymane­
go w wyniku transformacji układu algebraicznych równań nielinio­
wych, wykorzystany zostanie algorytm opracowany przez Grossa [10] 
i Łobaczewa [56]. O wyborze tej właśnie metody zadecydowała duża 
prostota algorytmu, połączona z zadowalającą efektywnością obli­
czeń oraz fakt, iż uwzględniając zasady redukcji, umożliwia ona 
bezpośrednie otrzymanie rozwiązania problemu (1.5.4)-(1.5*7). 
Ponadto metoda ta jest znaną i powszechnie stosowaną w dziedzinach, 
w których omawiany problem optymalizacji jest szczególnie istotny.

Metoda Crossa-Lobaczewa [56] jest jedną z szeregu znanych 
w literaturze p*-wymiarowych modyfikacji metody Newtona rozwiązy­
wania równań nieliniowych [51], stąd kolejne przybliżenia rozwią­
zania układu równań (5*5*56) obliczane są (podobnie jak w metodzie 
Newtona) za pomocą jednopunktowych wzorów iteracyjnych

(4.1.1)

gdzie: macierzą diagonalną postaci

..........O

f r )przy czym zakłada się, że elementy ? są funkcjami analityczny­
mi w pewnym otoczeniu poszukiwanego rozwiązania A • Natomiast 
g^r\^r^) jest wektorem o składowych określonych zależnością 
(5*5.56)?

Korzystając z ostatniej zależności, rozwiązanie 4 obliczamy 
jako



r
4 = lim 4 = 40 + lim S dT^ (4.1.3)

r-*®  ' r—m 4-^

* a Cr 1Naturalnie otrzymane zależności są funkcjami wektora Zm v ' 
wyrażonego za pomocą a w celu otrzymania (4.1.7)> (4.1.8) 
jako jawnej funkcji wektora 4 należy w zależnościach tych7 
uwzględnić wzór (4.1.5)* Zauważmy również, że ostatnią zależność 
otrzymujemy, pomijając 'wzajemne oddziaływania składowych wektora 
a oraz rozwijając równania układu (3*3*36) w szereg Taylora, 
w otoczeniu punktu rozwiązania i odrzuceniu reszty zawierającej 
wyrazy z 4 w stopniu wyższym niż pierwszy.

podstawiając
= 4 - 4 (1“1) (4.1.4)

Oczywiście zgodnie z (3*3*34)  mamy również, 
_.

p+e
= x£0) + S b.14^r“'1^ dla 1=1,2,...» (n+e) (4.1.5)

j=1 '
oraz

i = 2ZQ + B5 T4 (4.1.6)

gdzie i jest rozwiązaniem problemu optymalizacji (1.3.4)-(1.3.7).

Metoda Crossa-Łobaczewa polega więc na iteracyjnym rozwiązy­
waniu równań nieliniowych (3*3*36)  przy wykorzystaniu zależności 
(4.1.1) i po przyjęciu za funkcję' 

^U*) = 
d '

p+e
k • bj:J j-1,2,... (p+e)

(4/1.7)

a stąd, wzór iteracyjny (4.1.1) przyjmie postać

Z(r+1) =zł (r) _ ^(r) =-d (*)^(r)), j=1,2,...,(p+4) (4.1.8) 
d * u ' d ' d ' '

gdzie ,
ś b^j^fd. ^.sgaCK^b+h.

= - —--------- --------------------------------------- , j=1,2,...,(p+e)
k •V'd.-lb.J.p^i  ̂ C*-^)

X . ii dii l i 'I 
i=1
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Oznaczmy przez Ł ' p'-wymiarowy wektor niedokładności 
przybliżenia rozwiązania A w r-tej iteracji, wtedy

= Ą (4.1.10)

Rozwijając prawą stronę powyższego warunku w szereg Maclaurina 
a

w otoczeniu punktu 4 i pomijając wyrazy w stopniu wyższym niż 
pierwszy, otrzymamy

(4.1.11)

gdzie [p’xp’] ^est macierz4 pochodnych cząstkowych liczoną 
w punkcie rozwiązania o elementach.

13 .(p+e) (4.1.12)

A

Korzystając z (4.1.1), dla.punktu rozwiązania 4 , mamy

a z = 4 dla re N
' 4-4

(4.1.13)

stąd, zależność (4.1.11) przyjmuje postać

= ^(4) * relN

Wartości elementów 
wzorem

^ij^^ obliczone, na mocy (4.1.1)

(4.1.14) 

określone są

= -^(zDg^U) (4.1.15)

i,j=1,2,•••,(p+e)

gdzie: cf^-delta Kroneckera, natomiast

^Pi-i = 1 gi1 = i,j=1,2,...,(p+e) (4.1.16)
T+d dZlj ^-d aZij , ,

Wyrażenie (4.1.15) dla 4 = 4 przyjmie więc postać

(p\(4) x -kp^^^g^^) i,j=1,2,...,(p+e) (4.1.17)

a stąd, zgodnie z (4.1.7),(3^*35),(5*3«36) 
p+e
X ‘ bis*bjs'^sd ^sl

. (4) = cfjj - ~p+e------------- ------------ ---- i, j=1,2, • • •, (p+e) (4.1 »18)

' ’ h .a • I IZ bis ds I xs‘



Dysponując zależnościami (4.1.11),(4.1.18) oszacujmy stałą asymp­
totyczną błędu C metody Crossa-Łóbaczewa oraz określmy rząd tej 
metody. W tym celu przyjmijmy, że istnieje granica (4.1.3), 
a rząd zbieżności metody określony jest zależnością [15] '

lim lim
41 p =

W przypradktrmetody Cr^ssa-Łobaczewa mamy,

— = C / O (4.1.19)

lim 
r-*oo

= lim 
r-*co

dla p=1

(4.1.20)

stąd, w oparciu o nierówność Schwarza, otrzymujemy

C = lim 
r-*oo

(4.1.21)

przy czym, za pracą [51] przyjmiemy, że norma macierzy wys­
tępująca w ostatniej zależności, rozumiana będzie w sensie normy 
spektralnej określonej następująco;

DEFINICJA 4.1
Niech A będzie macierzą prostokątną o wymiarach [nxn]. Normą 

spektralną macierzy A nazywamy liczbę rzedzywistą

|| A || = max{ Ai(AAT)| i=1,2,... ,n ] (4.1.22)
i /

A? Tx / T(AA ) oznacza i-tą wartość własną macierzy AA .

Uzasadnienie użycia normy spektralnej, jako oszacowania sta­
łej asymptotycznej błędu metody rozwiązywania układów równań, 
zawarte zostało w pracy [51] , jak również poruszane będzie w rozdz. 
4.3 przy okazji formułowania warunków zbieżności metody Crossa- 
-Lobaczewa.

Powracając do zagadnienia szybkości zbieżności metody Crossa- 
-Łobaczewa, zauważmy, że algorytm ten jest zbieżny liniowo, o sta­
łej asymptotycznej błędu C nie większej niż norma spektralna ma­
cierzy (4.1.10). Efektywność rozpatrywanej metody, ze względu na 
liniową zbieżność, jest odwrotnie proporcjonalna do wymaganej 
dokładności obliczeń, jednak może zostać znacznie zwiększona przez 
zastosowanie prostych procedur przyspiszających, które omówione 
zostaną w rozdziale następnym.
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4.2. Opis procedury redukcji i procedury przyspieszającej otrzy­
manie rozwiązania optymalnego

W rozdz. 3 dokonano transformacji zadania optymalizacji nie­
liniowej typu (1.3«4)-(1.3.7) do układu nieliniowych równań alge­
braicznych 'a następnie przy dodatkowym warunku
(3«3»34), wykorzystując specyficzną postać otrzymanego układu, 
przeprowadzono jego redukcję do postaci (3.3.36).

Sposób transformacji oraz warunki jej realizowalności przeds­
tawiono w rozdziale 3*3, poniżej natomiast omówione zostaną: pro­
cedura redukcji oraz procedura przyspieszająca otrzymanie rozwią­
zania optymalnego, umożliwiająca wykorzystanie w procesie optyma­
lizacji metody Crossa-Łobaczewa omawianej w rozdziale poprzednim.

PROCEDURA 2 (Redukcja)

Krok 1. Podstaw W:=card W; N:=card E; SK:=1; J:=1; I:=2; D(1):=1 
ZEjscrd^PC^)); A(1 ^ ): =0 i przejdź do kroku 2.

Krok 2. Sprawdź, czy A(J,1)/O? Jeżeli tak, przyjmij K:=A(J,1) 
i przejdź do kroku następnego. Gdy nie - przejdź do kro­
ku 4.

Krok 3» Sprawdź, czy ZE=crd P (T^) ? Gdy nie, przejdź do kroku 
4. W przypadku przeciwnym podstaw Dd+1) :acrd(3“S^ [ P (T^)] 

ZEssDd+l); A(J,1):=O; D=I+2; J:==2; KZ:'»3 i wróć do 
kroku 2.

Krok 4. Sprawdź, czy J<W-1? Jeśli tak, J:=J+1 i powróć do kroku 
2. Gdy nie, przejdź do kroku następnego.

Krok 3. Sprawdź, czy SK=1? Jeżeli tak, podstaw SK:=2; J:=1 i wy­
konaj krok 2. W przypadku, gdy nie, sprawdź wartość 
przełącznika KZ. Gdy KZ=3, wykonaj krok naśtępny. Jeżeli 
KZ=1, to podstaw KY:=KY+2, i przejdź do kroku 6.

Krok 6. Sprawdź, czy I<KY? Jeżeli nie, to podstaw D(I):=999» 
KZ,SK,J:=1, Dd+1): =D(I-KY), ZE:=Dd+1); powróć do kro­
ku 2. W przypadku przeciwnym podstaw I:=I-2 i wykonaj 
krok 7*

Krok 7. Sprawdź, czy D(I)=999? Jeśli tak, to podstaw I:=I-2 i wy­
konaj ponownie krok 7. Gdy nie, L: =|D(I)| , Q(D(I-1)J = 
Q(D(I-1))+Q(D(I+/1)) I X(Ł):=Q(D(I+1)SGN(D(I)) 
i przejdź do kroku następnego. *
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Krok 8. Sprawdź, czy I<2? Jeżeli nie, to podstaw I:=I-2 i wy­
konaj ponownie krok 7. Gdy tak, przejdź do kroku 9.

Krok 9» • Oblicz wartości współczynników j=1,2, •. • ,p’
występujących w układzie równań (3.3.36) w oparciu 
o zależnośćG(o)-—w - = V®(i,J)-r(i) |(x(i)|

i=i . 1 ■
k-sgn(x(i))

j=1,2,...,(p+e) (4.2.1)
N®iP?=K3~' b(i,j)-r(i)’| x(i)| K-1

i=i
i przejdź do kroku następnego.

Krok 10. Koniec procedury redukcji.

W przedstawionej procedurze wyszczególnić można dwa etapy: 
generacji punktu startowego - (Kroki 1-8) oraz redukcji właś­
ciwej (Krok 9)*

Generacja punktu polega na wyznaczeniu maszynowej repre­
zentacji dendrytu D, a następnie w oparciu o otrzymaną strukturę 
tego drzewa, określeniu takich wartości przepływów X(I) w jego 
gałęziach, dla których spełniony jest układ (3.3«15)» Po wykona- ■ 
niu opisanych czynności syponujemy punktem startowym (X(1),X(2),... 
...,X(N)) spełniającym powyższe wymaganie, przy czym różnd od zera 
wartości przepływów X(I) odpowiadają gałęziom dendrytu D. Wydaj­
ność źródła pierwszego określa nastomiast całkowite zapotrzebowa­
nie odbiorców.

Etap redukcji właściwej sprowadza się do określenia współ­
czynników występujących w układzie równań (3.3.36), jednakże 
z uwagi na przyjętą metodę rozwiązywania tego układu (ńozdz.4.1) 
wyznaczane są jedynie te współczynniki dla których k^1 
oraz i=j. Pozostałe natomiast w myśl założeń metody Crossa-Łoba- 
czewa, porównywane są do zera. Z chwilą wykonania Kroku 9 opisa­
nej procedury dysponujemy układem równań postaci (3.3*36) oraz 
punktem startowym umożliwiającym wyznaczenie rozwiązania w o- 
parciu o opisaną w rozdziale poprzednim metodę Crossa-Łobaczewa.

Procedura powyższa, której schemat blokowy przedstawiono na 
Rys.4.1, odznacza się niskim stopniem złożoności oraz umożliwia 
zredukowanie ilości koniecznych do rozwiązania równań, przy czym
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^PROCEDLBA 2^

i
KONIEC PROCEDUR!

Rys.4.1. Schemat ogólny sieci działania procedury redukcji
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stopień redukcji jest w przybliżeniu wprost proporcjonalny do 
mocy zbioru W. Należy przy tym zaznaczyć, że wybór metody Crossa- 
-Łobaczewa tak znacznie ułatwiający redukcję i upraszczający dal­
szy proces obliczeń, pociąga za sobą wzrost ilości iteracji ko­
niecznych do otrzymania wymaganej dokładności. Powodem tego jest 
wolna (liniowa) zbieżność metody Crossa-Łobaczewa, obniżająca 
efektywność obliczeń tym znaczniej, im bliżej punktu optymalnego 
się znajdujemy. Wpływ ^ej negatywnej własności na efektywność ob­

liczeń może zostać jednak ograniczony poprzez zastosowanie proce­
dur przyspieszających [51].

Poniżej przedstawiony zostanie algorytm zbliżony do procesu 
cf^-Aitkena [51] > który wykorzystując fakt liniowej zbieżności me­
tody Crossa-Łobaczewa, zapewnia zwiększenie efektywności jej dzia­
łania.

Z własności (4.1.20) metod zbieżnych liniowo wynika, że dla 
dostatecznie bliskiego otoczenia rozwiązania 4 , wartości

(4k-^; (zl^-Ą; (4k+2-J); ... ; (4.2.2)

tworzą ciąg geometryczny o ilorazie C, określonym zależnością 
(4.1.21). Oczywiście wielkości J^.j^+1.... ^jn, g^z^e zgodnie 

z (4.1.4)

=zlk -4k_1 = (^k ) - (^k-1 -A ) (4.2.5)

tworzą także ciąg geometryczny, o tej samej wartości ilorazu O 
i postaci

= { [Uk-4)(C-1)] (^“2; (4.2.4)

W szczególności więc mamy

|jk+1|| = Cpk|="\(C^)2 + (c-<fk)2 + ... + (C.rfk)2 (4.2.5)

a stąd (3kGN)(Vi= 1,2..........p)(VheNk)(j“ = C-^-1) (4.2.6)
/ z / * *

więc składowe wektorów ,... tworzą również ciąg geome­
tryczny o ilorazie C.

Jednocześnie, zgodnie z (4.1.3) mamy

= 4? + Hm
x . n—oo k=1

dla i=1, 2,..• ,p (4.2.7)
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a stąd, korzystając ze wzoru na sumę wyrazów ciągu geometrycznego 
n (J?)

X =4? + lim f — x 1=1,2,...,p (4.2.8)
1 1 n-*oo 1-C 1 1 °^i ~

Otrzymana zależność (4.2.8) znacznie polepsza zbieżność meto­
dy Crossa-Lobaczewa pod warunkiem, że prawdziwe są poczynione po­
wyżej założenia. Dlatego procedura, która zostanie teraz przedsta­
wiona, uruchamiana jest po uprzednim stwierdzeniu, że zależności 
(4.1.20),(4.2.6) są spełnione.

Zauważmy jednak, że otrzymana ze wzoru (4.1.14) zależność

£(r) = [^’(4)]r-£(0) ; rew (4.2.9)

określający r-ty wektor iterowany, stanowi podstawę znanej z lite­
ratury [51] metody potęgowej obliczania wartości własnej macierzy 
fU) o największym module.

Stąd na podstawie twierdzenia Von Hisesa [51] mamy

(akeN)(Vr>k)(£(r+'1) = (Fg-S) = Ac*£(rb (4.2.10) 

gdzie Ao - wartość własna macierzy (J> (zi) o największym module 

co przy podstawieniu Xc:=C daje (4.2.6). 
/

PROCEDURA 3> (Akceleracja)

Krok 1. Podstaw I:=1; K:=1; C,D,E:=O; J:=0 i przejdź do kroku 2«

Krok 2. Oblicz wartości wyrażeń;

a «= B := 1O 0 - c+t^i)2

D := D+DE(2,I)2 E := E*DE(5,I)2 $0^
, —P ' V*

Sprawdź, czy |A-B| <10 ? Jeżeli tak, J:=J+1 i przejdź 
do kroku 5- W przypadku, gdy nie - przejdź do kroku 
następnego.

Krok 5., Sprawdź, czy I >P? W przypadku, gdy tak - przejdź do kro­
ku 4. Jeżeli nie - podstaw I:=I+1 i powróć do kroku 2*

Krok 4. Podstaw C:=^C,j Dis^F; E: = pFwyznacz wartości D:=D/B 
C:=C/D oraz sprawdź czy |C-D|<10“2? jeżeli nie, to 

przejdź do kroku 7* W przypadku, gdy tak - sprawdź war­
tość (J-P). Jeżeli J-P<0, to przejdź do kroku ?• . Gńy 
J-P=O, 'podstaw I:=0 i wykonaj krok nśstępny.
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Krok 5* Podstaw D^I+I, L:=1 oraz oblicz;.
cf . DE(4,D2
I’ DE(5,I)-DE(4,I)

i przejdź do kroku następnego.

Krok 6. Podstaw J: = |B(I,L)| i oblicz nowe wartości przybliżenia 
rozwiązania wg wzoru

——XU)k+'1:=X(^k+cT:l;'SGN(B(l,L))

Sprawdź, czy L<SP(I)? Jeżeli tak, L;=L+1 i powtórz 
krok 6. Gdy nie, sprawdź czy KN-W+1? Gdy tak, wróć do 
kroku 5* W przypadku gdy nie, wykonaj krok 7•

Krok 7♦ Koniec procedury przyspieszającej.

Celem pełniejszego opisu zasad działania powyższej procedury, 
na rys.4.2 przedstawiono w skali logarytmicznej wielkości jednej 
ze składowych wektora $ , wyznaczonej w kolejnych iteracjach w o- 
parciu o metodę Crossa-Łobaczewa uzupełnioną procedurą 3 i bez niej, 
w czasie rozwiązywania Przykładu 1. 
Strzałkami zaznaczono moment każdorazowego uruchomienia procedury, 
której działanie rozpoczyna się od sprawdzenia, czy spełnione są 
warunki jej stosowalności (kroki 1-4). W przypadku, gdy cztery os­
tatnie punkty wyznaczają, z przyjętą'dokładnością, prostą równoleg­
łą do prostej określonej przez wyniki metody oryginalnej, wyznacza­
ne są poprawki przyspieszające (krok 5)* Następnie obliczane 
są nowe wartości przybliżeń (Krok 6) i następuje powrót do orygi­
nalnej metody Crossa-Lobaczewa, aż do momentu kolejnego wywołania 
procedury przyspieszającej.

Dokładna analiza wyników badań porównawczych przeprowadzona 
zostanie w rozdz. 4.5, tutaj podkreślimy jedynie;

- dużą efektywność procedury przyspieszającej,
- empiryczne potwierdzenie liniowej zbieżności metody Crossa- 

-Łobaczewa,
- konieczność rozwiązania problemu częstości i wyboru chwili 

początkowej uruchamiania procedury przyspieszającej.
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Rys.4.2. Wielkości poprawek cTi obliczanych w kolejnych iteracjach 
w oparciu o oryginalną i zmodyfikowaną przez autora metodę Crossa- 
-Łobaczewa

4*J» Algorytmy optymalizacji nieliniowych sieci przepływowych 
z wykorzystaniem postaci zredukowanej problemu wyjściowego

Poniżej przedstawione zostaną dwa algorytmy przeznaczone do 
rozwiązywania zagadnień optymalizacji (1

Pierwszy (I), którego koncepcja budowy óparta jest na zasa­
dach transformacji i redukcji problemu wyjściowego, przedstawionych 
w rozdz. 3*5 oraz rozdz. 4.2, zawiera między innymi procedurę roz­
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wiązywania układów równań nieliniowych zmodyfikowaną metodą Crossa- 
-Łobaczewa.

Drugi (II) - posiadający strukturę związaną bezpośrednio 
z Twierdzeniem '3*2 i Wnioskiem 3*3, oparty jest na metodzie Grossa 
[10], przy czym różnice pomiędzy wspomnianymi metodami sprowadzają 
się do innych postaci funkcji występujących w zależności 
(4.1.1).

Dwoistość ta podyktowana została względami praktycznymi. Jak 
wykazane zostanie w rozdz. 4.5, użycie algorytmu I daje szczegól­
nie dobre rezultaty w przypadku, gdy nie dysponujemy modelem 
(1.2.21)-(1.2.23) danej sieci i konieczna jest jej symulacja. Nato­
miast użycie algorytmu II zalecane jest w procesach automatycznego 
sterowania sieciami przepływowymi, gdzie pomiar wartości potencja­
łów węzłowych *71^ umożliwia wyznaczenie minimalno-energetycznej 
strategii sterowania systemem.

Dążąc do zwiększenia przejrzystości algorytmów wyodrębniono 
w nich grupę pięciu procedur (zasady trzech z nich; transformacji, 
redukcji i procedury przyspiszającej, opisane zostały w rozdz.3*3, 
rozdz.4.2). Stąd przed przystąpieniem do opisu algorytmów omówione 
będą kolejno; procedura budowy węzłowo-gałęziowej macierzy incy- 
dencji A oraz procedura określania macierzy oczkowej B.

Ogólnie znaną własnością macierzy incydencji jest fakt, że 
każda jej kolumna zawiera jedynie dwa elementy różne od zera. 
Wskaźnik zapełniania macierzy definiowany jako iloraz ilości elemen­
tów niezerowych do elementów wszystkich, będzie więc równy:

% = = 2/w (*.3.1)

Ponadto wykonywanie działań arytmetycznych na elementach macierzy 
A o tak niskim wskaźniku zaplnienia, charakteryzuje się małą efek­
tywnością, ponieważ konieczność wielokrotnego mnożenia i dodawania 
wartości zerowych lub wcześniejszego sprawdzania elementów a^, 
znacznie zwiększa czas trwania obliczeń. W konsekwencji tradycyjną 
postać macierzy incydencji należy uznać za tym mniej przydatną do 
obliczeń numerycznych, im większą sieć ona opisuje.

Z tych powodów, procedura wyznaczania macierzy incydencji, 
która' zostanie podana poniżej, wykorzystuje jeden ze sposobów za­
pisu macierzy rzadkich, zapewniający wielkość wskaźnika zapełnie­
nia (4.3*1) na poziomie nie niższym niż
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^A = = 7~w (4.3.2)
+ n

PROCEDURA. 4. (Wyznaczanie macierzy A)

Krok 1. Wprowadź parametry W:=card W, N:=card Ł oraz przyjmij 
J:=1; SK:=1; I:=1; K:=1. Przejdź do kroku 2.

Krok 2-*——Sprawdź, cz^ ord® P(^) =D? Jeżeli tak, wykonaj krok 

następny* W przypadku przeciwnym, przejdź do kroku 4.

Krok 3* Określ element A (J,K) podstawiając;

A(J,K) : = 
/ z

oraz zwiększ wskaźnik rzędu wierzchołka J-tego tj, 
podstaw K:=K+1 i przejdź do kroku 4.

Krok 4. Sprawdź, czy I<N? Jeśli tak, wykonaj krok następny, 
w przeciwnym razie przejdź do kroku 6.

Krok 5* Podstaw I:=I+1 i powróć do kroku 2.

Krok 6. Sprawdź, czy SK=1? W przypadku gdy tak, podstaw 
SK:=SK+1, I:=1 i powróć do kroku 2. Jeżeli nie, przejdź 
do kroku następnego.

Krok 7* Podstaw S(J):=K-1. Sprawdź, czy J<W? Jeżeli tak, pod­
staw J:=J+1, IjsI, K:=1 i ponownie wykonaj krok 2. 
Gdy nie, wykonaj krok następny.

Krok 8. Koniec procedury określania macierzy A.

Powyższa procedura umożliwia wyznaczenie macierzy incydencji 
A, przy czym pierwsze W = card W wierszy macierzy A odpowiada ko­
lejnym wierzchołkom grafu (1.2.^13). W każdym wierszu - J znajduje 
się S(J) elementów niezerowych, określających numery łuków incy- 
dentnych z danym węzłem. Jeżeli łuk wchodzi do węzła, wtedy odpo­
wiedni element macierzy jest dodatni, w przypadku przeciwnym - 
jest ujemny.

Dysponując macierzą A, otrzymaną w wyniku realizacji powyż­
szej procedury, możemy przystąpić do budowy macierzy obwodów pod­
stawowych IB. Oczywiście również i w tym przypadku wybrano taki 
sposób komputerowej reprezentacji macierzy B, który zapewnia dużą 
efektywność wykonywanych obliczeń tzn. pamiętane są jedynie ele­
menty niezerowe macierzy B.
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W teorii grafów [II],[20] znane są dwie podstawowe własności 
umożliwiające określenie macierzy obwodów podstawowych. Jedną 
z nich jest ortogonalność macierzy A,B, drugą natomiast określa 
zależność

B • CT = O (4.3.J)

gdzie: G - macierz przekrojów podstawowych wymiaru l(w-1)xn]*
__ . &

PROC^bR^i 4.

Rys.4.3* Schemat blokowy procedury wyznaczania macierzy A

Jeżeli przyjąć 
A r 1

B = oraz C =[ C^l^j (4.J.4)

gdzie: 
- macierz jednostkowa odpowiadająca cięciwom dendrytu, 

względem którego budowana jest macierz B,
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B^ - odpowiednia podmacierz dla gałęzi dendrytu,
- macierz przekrojów złożona z kolumn odpowiadających 

cięciwom
1q - macierz jednostkowa dla (w-1) gałęzi dendrytu, 

wtedy z (4.33) otrzymamy
1B . 0^ + . l0 = © (4.5.5)

skąd________
B^ = (4.3.6)

Warunek powyższy stanowi podstawę działania opracowanej pro­
cedury budowy macierzy IB. Wybór taki wynika z faktu, że określenie 
macierzy B w oparciu o zależność (3*2.19) wymaga działań na macie­
rzach odwrotnych, co zgodnie ze wzorem Strassena [63] pociąga za 
sobą konieczność wykonania w^Z? operacji mnożenia i dodawania. 

Zastosowanie zaś procedury opisanej poniżej, sprowadza się do wy­
konania co najwyżej tej samej ilości operacji dodawania, w rezul­
tacie skracając czas obliczeń.

PROCEDURA 3.(Wyznaczanie macierzy B)

Krok 1. Przyjmij W:=card W; N:=card Ł; J:=1; lisi; K:=s1 
i przejdź do kroku następnego.

Krok 2. Sprawdź, czy I=J? Jeśli tak, podstaw I:=I+1 i przejdź 
do kroku następnego. W przypadku przeciwnym wykonaj 
krok 3*

Krok 3* Oblicz wartość wyrażenia Z: = |A(I,1)-A(I,K)| • Jeżeli Z=0, 
wykonaj krok 7. Jeśli jest inaczej/ przejdź do kroku 
następnego.

Krok 4. Sprawdź, czy K<S(J)? Gdy tak, podstaw K:=K+1 i powtórz 
krok 3. W przypadku,' gdy nie, wykonaj krok następny.

Krok 3. Sprawdź, czy J<W? Jeżeli tak, podstaw J:=J+1, K:=1 i po­
wróć do kroku 2. Gdy nie, wykonaj krok 6.

Krok 6. Porównaj wielkości: I oraz W. Gdy I<W-1, podstaw I:=I+1 
K:=1, J:=1 i cofnij się do kroku 2. W przypadku, gdy 
I=W-1, ‘prząjiź do kroku 9*

Krok 7. Porównaj każdy z elementów wiersza I-tego z każdym ele­
mentem wiersza I-tego macierzy A, pfzy czym jeżeli 

(3L6S(I))(3N£S(J))(| A(I,L)| =|A(J,N)| )



~o4“

PROCEDURA 5

Rys•4.4. Ogólna sieć działania procedury wyznaczania macierzy B 
(część 1)



(kOKIaC PKOC^WRi

Rys.4.4. Ogólna sieć działania procedury wyznaczania macierzy B 
(część 2)
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wtedy podstaw A(J,N):=O i przejdź do kroku 8. Natomiast 
gdy, 

(3lgs(i))(vn£s(j))(|a(i,l)|/|a(j,n)| )

to przyjmij S(J):=S(J)+1 oraz A(J,S(J)):=A(I,L) 
i przejdź do kroku 8.

Krok 8, Sprawdź, istnieje taka wartość Ł=1,2,... ,S (J), dla 
~~ której A(J,L)=O? Jeżeli tak, to dla każdego N=L,L+1,...

...,S(J) podstaw A(J,N):=A(J,N+1) oraz S(J):=S(J)-1 
i powtórz krok 8. Jeżeli nie, powróć do kroku 5*

Krok 9* Wyznacz zbiór cięciw dendrytu D = { TJ I=1,2,...,M+l], 
dla którego (~3 le{ 1, • •. ,N}) (| A(J,1) | =1) oraz przyjmij 
J:=1, I:»1, SP(J);=1 i przejdź do kroku'następnego.

Krok 1Ot Podstaw B(J,SP(J)5=?^ i przyjmując SP(J):=SP(J)+1, do­
łącz do wiersza J-tego macierzy B, te elementy A(L,1); 
L=1,2,...,(W-1), dla których

Gl,ngn)( |a(l,n)^

Krok 11. Sprawdź, czy KN-W+1? Jeżeli tak, to podstaw J:=J+1, 
I:=I+1, SP(J):=1 i wróć do kroku 10. W przypadku prze­
ciwnym przejdź do kroku następnego.

Krok 12. Koniec procedury wyznaczania macierzy IB.

Postępowanie opisane w Procedurze 4 kończy się z chwilą otrzy 
mania macierzy B, zbudowanej z (n-w+1) wierszy określających obwo­
dy podstawowe, z których każdy zawiera SP(J) (J-wskaźnik wiersza) 
elementów niezerowych. Pierwszym elementem każdego wiersza jest 
numer cięciwy, następnymi - numery gałęzi dendrytu tworzących dany 
obwód. Jeżeli element J-tego wiersza jest ujemny, oznacza to, że 
odpowiednia gałąź grafu wchodzi do J-tego obwodu ze zwrotem prze­
ciwnym do jego orientacji, która pokrywa się z orientacją cięciwy 
generującej ten obwód. W przypadku przeciwnym zwroty gałęzi i ob­
wodu są zgodne.

Zostanie teraz przedstawiony algorytm I rozwiązywania zagad­
nienia optymalizacji (1.5»4)-(1.5*7) oparty na zasadach transfor­
macji i redukcji opisanych w poprzednich rozdziałach. W algorytmie 
tym wykorzystano zmodyfikowaną przez autora metodę Crossa-Lobacze- 
wa, co umożliwiło uzyskanie lepszej efektywności obliczeń.
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Wprowadzone zmiany dotyczą dwóch zagadnień. Po pierwsze - zredu­
kowano czas trwania iteracji poprzez obliczanie jedynie tych war­
tości ,» które posiadają największy wpływ na otrzymaną dokład­
ność rozwiązania. Po drugie - korzystając z liniowej zbieżności 
metody Crossa-Łobaczewa zastosowano proces przyspieszający jej 
zbieżność.

ALGORYTM I. »

Krok 1. Wprowadź parametry N:=card Ł; W:=card W, LI: = liczba 
iteracji, £:= wymagana dokładność rozwiązania, 
L1:= numer iteracji, od której zacznie działać proce­
dura przyspieszająca, L2: = ilość Iteracji pomiędzy ko­
lejnymi włączeniami procedury 3, oraz podstaw J:=O, PK:=1, 
R:=1, I:=1 i przejdź do kroku 2.

Krok 2. W oparciu o zasady transformacji (3.3*2O)-(3.^»22) roz­
szerz strukturę przestrzenną rozpatrywanej sieci 
i przejdź do kroku 3*

Krok 3* Wyznacz według procedury 4, węzłowo-gałęziową macierz 
incydencji A’ i przejdź do kroku następnego.

Krok 4. Zbuduj macierz obwodów podstawowych IB’ zgodnie z proce­
durą 5 i przejdź do kroku 5*

Krok 3. Korzystając z procedury 2, przeprowadź redukcję układu 
równań opisanego macierzami A’,BS wyżnacz punkt starto­
wy obliczeń i przejdź do kroku 6.

Krok 6. Podstaw JjsJ+1; L:=1; gj:=O; Fts-1 i przejdź do
kroku następnego.

Krok 7* Sprawdź, czy Mj=O? Jeżeli tak, przejdź do kroku następ­
nego. W przypadku, gdy nie, podstaw Mjj=O; G:=G+G/J 
i przejdź do kroku II.

Krok 8. Przyjmij I: = | B’(J,L)| oraz oblicz wartości wyrażeń 
g^g^+dj- |X(I)^| 4sGN(X(I)(Rb’SGN(B»(J,L)) 

k“1

Sprawdź, czy L<SP(J)? Jeśli tak, podstaw L:=L+1 i wróć 
do kroku 8. W przypadku gdy nie, wykonaj krok następny.



Krok 9* Przyjmij L:=1; -----i-g ; G:=G+^R+/1^ ;
k J o- ^(R+1)

DE(T, J) := cT^1^ i sprawdź czy -------£------ - ?

i powróć do kroku 6.

Krok 16. Przyjmij i = i w oparciu o zależność (5«3»17) wyz­
nacz wartość y oraz oblicz wartość funkcji celu ' 
(1«3»7) w punkęie (i,y). W oparciu o procedurę 2 
(wygenerowany dendryt D), korzystając z zależności 
(1.2.25) wyznacz wartości potencjałów wierzchołków^^. 
Wyprowadź wyniki obliczeń i przejdź do kroku 17•

Krok 17. Koniec algorytmu I.

'Postępowanie opisane przez algorytm I polega na transforma­
cji problemu wyjściowego (1.3«4)-(1.5»7)» a następnie w oparciu 
o procedurę 4 oraz 5, określeniu układu 'równań (3*3«15)-(3«3»17) 
modelującego rozpatrywaną sieć (1.2.17),(1*21)-(1.2.25)•

d d J
Jeżeli tak, podstaw Mj:=777 i wykonaj krok następny.
Jeżeli nie, przejdź do kroku 10.

Krok 10. Podstaw I:^B’(J'■ X(I)^+^^:=X(I)® 

czy'L<SP(J)? Jeżeli tak, L:=L+1 i powtórz krok 10. 
Gdy nie, sprawdź czy F=1? Jeśli nie - wykonaj krok 
następny. Natomiast jeżeli F=1, przejdź do kroku 12.

Krok 11.. Sprawdź, czy J<N-W+1? Jeżeli tak, wróć do kroku 6.
W przypadku gdy nie, sprawdź czy R=PK? Gdy tak, pods­
taw F:=1, J:=0 i przejdź do kroku 1^. Jeżeli nie 
(PK/R), wtedy wykonaj krok 14.

Krok 12. Sprawdź, czy J<N-W+1? Jeśli tak, przejdź do kroku 
następnego. Gdy nie PK:=PK+L2 i wykonaj krok 14.

.JŻł Przyjmij J:=J+1; c^. = J>DE(T, J) ’ L:=Zl
i powróć do kroku 10.

Krok 14. Sprawdź, czy G<€? Jeżeli tak to przejdź do kroku 16. 
Gdy nie - wykonaj krok następny.

,L)| i oblicz nowe wartości przybliżeń 
+ cTp+1\sGN(B’(J,l)) oraz sprawdź,

Krok 15. Sprawdź, czy R<LI? Gdy nie, wykonaj krok następny. 
Jeżeli tak, to podstaw R:=R+1; G:=0; J:=0 i sprawdź 
czy T=4? Jeśli tak, to T:»1, w innym przypadku T:=T+1
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ALG0R1TM I

KOPIĄC ALGORYTMU

Rys.4.5* Ogólny schemat działania algorytmu I
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Otrzymany układ, po przeprowadzeniu jego redukcji do postaci 
(3*3*36), rozwiązywany jest iteracyjną metodą Crossa-Łobaczewa. 
Kolejne 'wartości przybliżeń rozwiązania - obliczane są w kro­
kach 8-10, gdzie sprawdzane są również wartości parametrów kon­
trolnych Mj,PK.

Wartości parametrów Mj, określając wpływ J-tych poprawek 
na dokładność wyniku^ umożliwiają eliminację obliczeń tych war­
tościuj^ wpływ na dokładność rozwiązania jest pomijal- 
nie mały. Natomiast wartości parametru kontrolnego PK decydują 
o uruchomieniu procedury 3, przyspieszającej zbieżność zastosowa­
nej do obliczeń metody Crossa-Łobaczewa.

Przedstawiony zostanie teraz jeszcze jeden algorytm, który 
wykazując znaczne podobieństwo w stosunku do algorytmu I, może 
być wykorzystany w procesie automatycznego sterowania nieliniową 
siecią przepływową (por. rozdz. 6.2).

Jak nietrudno zauważyć na układ (3*3*36) rozwiązywany w al­
gorytmie I składa się (p+z-1) równań, z których p związanych 
jest z modelem rozpatrywanej 'sieci, natomiast (z-1) wynika z ko­
nieczności spełnienia warunku (3-2.36).

Z uwagi na fakt, że w praktyce (ż-1) p, naturalnym jest
dążenie aby w sytuacji, gdy posiadamy możliwość pomiaru stanu 
sieci, bądź dysponujemy jej modelem (zapewniającym spełnienie 
wszystkich "p" równań), ograniczyć się jedynie do zagadnienia 
rozwiązania pozostałych (z-1) równań układu (3*3*36).

Idea prezentowanego algorytmu II opiera się na'spostrzeże­
niu, że spełnienie zależności (1.3*4)-(1.3»6) wymuszone zostaje 
przez samą sieć przepływową 8, natomiast proćes optymalizacji 
powinien zostać ograniczony do takich działań, które zapewniłyby 
spełnienie warunku (3*2.36).

W omawianym algorytmie II, w części symulującej sieć prze­
pływową 8 wykorzystano metodę Grossa [10] rozwiązywania układów 
równań nieliniowych typu (1.2.21)-(1.2.23)* Charakteryzuje się 
ona gorszą efektywnością obliczeń niż metoda Crossa-Łobaczewa, 
znana z algorytmu I, jednakże umożliwia bezpośrednie wykorzysta­
nie warunków koniecznych (3*2.36) optymalności rozwiązania. 
Metoda ta polega bowiem na iteraćyjnym obliczaniu kolejnych 
przybliżeń wartości potencjałów węzłowych ^w, za pomocą jedno- 
punktowych wzorów iteracyjnych postaci;
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^(r+1) = ^(r) - (4.5.6)

tak długo, aż otrzymane wartości (w=1,2, • • • ,W) nie spełnią 
(po uwzględnieniu zależności (1.2.25)) układu równań (1.3.4)- 
-(1.3.6) modelującego sieć nieliniową'S.

Ponieważ, zgodnie z Twierdzeniem 3.2 oraz Wn. 3*3 i Wn.3.4, 
otrzymane rozwiązanie ,^2» • • • »^W]T powinno spełniać waru­
nek __ _______  &

^(w.)— ^(w. )
(ywpW.effl)^ = ----- ‘L------- i- = const) (4.3*7)

. wi wj k+1

stąd wzór iteracyjny (4.3.6), w myśl metody Grossa [10], przyjmie 
postać

dla w^.2, ...,z t

n+e

ttCR+D-wCR) 1=1 
W * W '

WHi’ +qw
K1 

lę-R^R 
•W 1 1

(4.3.8)

w=(ź+1),...,W

gdzie; - przewodność łuku i-tego, określona zależnością

Ni = y 1=1,2,..., (n+e) (4.3.9)

natomiast licznik ułamka występującego w wyrażeniu (4.2.13) od­
powiada składowej g^C^^b’ za$ mianownik - ^R^®^Rb*

ALGORYTM II.

Krok 1. Wprowadź dane wejściowe W:=card W, LI: = liczba iteracji, 
E: = wymagana dokładność rozwiązania dla metody Grossa, 
6^ = wymagana dokładność rozwiązania końcowego, 
wymagana minimalna wartość potencjału węzłowego, 
LZ:=card W oraz podstaw R:=0, J:=Z, S:=0 i przejdź do 

* kroku 2.

Krok 2. Wyznacz, zgodnie z procedurą 4, węzłowo-gałęziową ma­
cierz incydencji A. Podstaw

^w53 ^+4 dla ’2’ * • •,LZ kroku nas­

tępnego .



Krok 3. Podstaw J:=J+1, L:=1, <fjS=O, gjt=O i przejdź do kroku 4. 

Krok Przyjmij I: = |A,J,L)| , N-j-:=A(J,L+1) oraz oblicz wartości 
g^t=g^+Nr | «E(j)-SiE(l)| ^.SGK^CJM^I))

Sprawdź, czy L<S(J)? Jeżeli tak, podstaw L:=L+2 i pow- 
----- tórz krok W przypadku gdy nie, wykonaj krok następny.

Krok 5* Podstaw
K 

S:=S+|4E+'1>|;

Sprawdź, czy J<W? Jeżeli tak, przejdź do kroku 3. 
Gdy nie, wykonaj krok następny.

Krok 6. Sprawdź, czy S<g? Jeśli tak, koniec obliczeń dla me­
tody Grossa,. przejdź do kroku 8. W innym przypadku 
wykonaj krok 7.

Krok 7* Sprawdź, czy R>LI? Jeżeli nie, podstaw J:=Z; R:=R+1 
i powróć do kroku 3* Gdy tak, przejdź do kroku 8.

Krok 8. Podstaw J:=Z i oblicz wartość wyrażenia

cL^lJ-T^j) - ±--±^2—X 
J z - k+1

Sprawdź, czy < Sj? Jeśli tak, podstaw K:=O i przejdź 
do kroku 9. V/ innym przypadku K:a1; Ti (J):=ft(j)+c£j- i wy­
konaj krok następny.

Krok 9. Sprawdź, czy J<Z? Jeżeli tak, podstaw J:=J+1 i powtórz 
krok 8. Gdy nie, sprawdź czy K=O? Jeśli tak, wykonaj 
krok następny, gdy nie J:=Z i powróć do kroku

Krok 10. Podstaw Tu = Tii® oraz wyznacz i-tą składową wektora 

potencjałów węzłowych tak, aby

= min{ ^10=1,2,..., W} 
j

Oblicz wartość wyrażenia = Następnie podstaw
(w=1,2,... ,W) i przejdź do kroku 11.
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^ALGORYTM II

KONIEC ALGORYTMU

Rys.4.6. Schemat działania algorytmu II



Krok 11, W oparciu o zależności (1.2.25),(1.2.23) wyznacz wek­
tory i oblicz wartość funkcji celu (1.3.7). Przejdź do 
kroku następnego.

Krok 12. Koniec obliczeń algorytmu II.
I

Działanie przedstawionego algorytmu II sprowadza się do wy­
liczania w oparciu o metodę Crossa, aktualnych wartości potencja­
łów wżerz-cłrołków Baroki 2-7) oraz takiej ich korekty, aby 

spełniały one warunek (3-2.36) '(kroki 8-9). Z chwilą otrzymania 
poszukiwanych wartości (w=1,2,...,W) wybierana jest z nich 
wartość najmniejsza T\ p która porównywana jest z wymaganą mini­
malną wartością potencjału węzłowego T\ W wyniku tego porów­
nania otrzymujemy wartość poprawki cT (krok 10), o jaką należy 
zmienić wartości wszystkich potencjałów węzłowych, tak aby

Algorytm II 'został przedstawiony w wersji opartej na modelu 
(1.2.21)-(1.2.25) sieci przepływowej, z wykorzystaniem metody 
Crossa [10]. Przystosowanie powyższego algorytmu do sytuacji, gdy 
dysponujemy możliwością pomiaru potencjałów węzłowych w sieci 
rzeczywistej, polega na zastąpieniu kroków 24*7, odczytem aktual­
nych wartości Ti w. Postępowanie takie (rozdz.6.2) czyni algorytm 
II prostszym i szybszym, umożliwiając uzyskanie 'optymalnych war­
tości potencjałów źródeł, w czasie w pełni dopuszczalnym z punk­
tu widzenia wymagań automatycznego sterowania w czasie rzeczywis­
tym.

4.4. Sformułowanie i analiza warunków zbieżności

Przedstawiając w rozdziale poprzednim algorytmy I,II umożli­
wiające rozwiązanie zagadnienia optymalizacji (1•3.4)—(1•3•7)» 
nie określono warunków zapewniających zbieżność stosowanych pro­
cedur obliczeniowych. Z uwagi na fakt, że algorytmy te należą do 
tej samej grupy metod iteracyjnych o podobnych własnościach 
i schematach obliczeniowych, w dalszej części poniższego rozdzia­
łu rozpatrzymy jedynie algorytm I, pamiętając, że wszystko co 
zostanie powiedziane o warunkach zbieżności algorytmu I jest tak­
że prawdziwe dla algorytmu II. Występowanie ewentualnych różnic 
zostanie natomiast wyraźnie podkreślone na końcu tego rozdziału.
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Rozważmy problem zbieżności algorytmu I oraz jej charakter, 
które związane są ściśle ze zbieżnością wykorzystywanej w nim 
iteracyjnej metody Crossa-Łobaczewa, rozwiązywania układów równań 
nieliniowych postaci (1.5.4)-(1.5*7)•

To ostatnie zagadnienie rozpatrywane było w pracach [10],[7], 
[24], w których wykazano, że jeżeli metoda ta jest zbieżna, to 
jest to zbieżność rządu pierwszego (liniowa) o stałej asymptotycz- 

, ___ w ,
nej błędu

C = max^AJ i=1,2,...,p} (4.4.1)

gdzie A^GR - wartości’własne macierzy (4.1.12).
Zgodnie z rekurencyjną zależnością (4.1.14) mamy

zatem ciąg • • •;

(4.4-. 2)

jest zbieżny do zera, Jeżeli

lim [<b’(4)]r 
r—oo *■ 1 J

Zapiszmy macierz

= ©

w postaci

(4.4.3)

<i’(4) = ^~
1 ■ i=1

(4.4.4)

przy czym to odpowiednio; znormalizowane wektory własne
kolumn i wierszy macierzy cjpGd), 
oraz skorzystajmy ze znanej z algebry [51] własności

Uwaga 4.1
Dla dowolnej macierzy A wymiaru [nxn], o wartościach włas­

nych A/j,A2, • • • ,An, wartości własne A^,... ,A’n k-tej potęgi 
tej macierzy Ak równe są k-tym potęgom wartości własnych

([51], str.475) tj.

k
■i i=1,2 (4.4.5)

Na mocy uwagi 4.1 i 
mie postać

lim [(FC^)] r = lim. 
r—oo1 “■ - r—o

zależności (4.4.4) warunek (4.4.5) przyj-

(4.4.6)TLY/ = ©

a stąd,



(lim 
r—*oo

Ćb ’ (4)] r=0) <=> ((Vie ) WAgRp : det[A’ (4)-Al]=O) (| Atl <<))

(4.4.7)
Warunek zbieżności (I) [7] '

Niech i=1,2,...,p będą wartościami własnymi macierzy
(jAzll). Dla zbieżności algorytmu I potrzeba i wystarcza, by wszyst­
kie wartości własne macierzy (4.1.12) były, co do modułu, 
mniejsze od jedności ^gj..
(VieN^j(V^=1^; A2;.. ;ńp] T| det [<b’(^)-Al]=O) GAJ<1) (4.4.8)

Dowód:
Wynika bezpośrednio z przeprowadzonego powyżej rozumowania 

(h X k)

Powyższy warunek zbieżności (I) wymaga znajomości punktu 
optymalnego A, określa więc jedynie sposób weryfikacji optymal- 
ności otrzymanego rozwiązania. W praktyce, ponieważ 4 jest nie­
znane, zgodnie z sugestiami prac [7] > [51] , rozpatrywana jest nie 
macierz (J>’(4), lecz . Oczywiście postępowanie takie jest 
dopuszczalne, jeżeli istnieje otoczenie punktu 4 , takie
że każdy wektor 4 należący do tego otoczenia 'spełnia warunek - Iz*
(4.4.8) Ponadto musi być zapewnione, że przybliżenie ZB , otrzy­
mane pó wykonaniu skończonej liczby iteracji, należeć będzie do 
wspomnianego otoczenia.

Warunek zbieżności (II) [7]
Niech A^, i=1,2,.'..,p będą wartościami własnymi macierzy 

<|>’(4), gdzie |^-4||<cT ; łeR+.

Algorytm I jest zbieżny, jeżeli spełnione są warunki

(3JeR+)(V4<=Rp; (*.4.9)

(V<fGR+)(3keN)(Vi>k)(v/eGp)( (4.4.10)

Dowód: [7]
Załóżmy, że w wyniku obliczeń algorytmu I otrzymaliśmy ciąg 

przybliżeń oraz odpowiednio
(J)’^); J)...., • (^(z^), przy czym zŁ k spełnia warunek

(ą.4.10), a więc'moduły wartości własnych macierzy są,
zgodnie'z (4.4.9), mniejsze od jedności.
Ponieważ błąd na mocy (4.1.14) wyrażony jest wzorem
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=(t>\4k)*c|>\4k+V.^ i=(k+1),...,r (4.4.11)
Ir* * z . *

stąd, jeżeli A należy do o toczenia , to z (4.1.21)

fc(k+1)|<|$(4k)| j£(k^^
a więc również 4 (k+^ oraz pozostałe przybliżenia 4^k+z\.. .4^r^ 

należą także do tego otoczenia.
Na to miast _z_( 4.4.9) m&iy

,....r})(Vje{%...,p} )(lAjl<1)
j-ta wartość własna macierzy
będzie macierzą o największej wartości własnej A^,tj. 

u

(Vie{k, (k+1) 

gdzie: Aj - 
Niech (pUn)

>X4n) = max £ | (p’(4^) | i=k,(k+1)

oraz |^n)| = A* =A a |A|<1 (4.4.12)

Korzystając z (4.4.11),(4.4.12) oszacujmy wartość graniczną błędu

lim ^lim [ d>’(4n)l _ g^^iim [ d)’(4n)] Ł=O
i-® ' i-®L I / i-oo 1 ?

co oznacza zbieżność algorytmu I, kończąc dowód. 
(k x x)

Obydwa przedstawione warunki zbieżności algorytmu I związane 
są ze skomplikowanym zagadnieniem numerycznego wyznaczania wartoś­
ci własnych A?. Problem ten, nawet w przypadku niedużych rozmia­
rów macierzy (^£4), pociąga za sobą znaczny wzrost czasu obliczeń. 
Niedogodność ta może być wyeliminowana, jeżeli skorzystamy 
z twierdzenia Gerszgorina [51] dotyczącego lokalizacji i szacowa­
nia wartości własnych macierzy.

Twierdzenie Gerszgorina [51]
Niech (J)’U) = (Tjdpxp natomiast ci>cj • • • >PI j=1, ...,p)

będą kołami o środkach ^4, v>?4 i promieniachXX 1 J J

p
ri = .1 ^kil

k=1
z k/i

i,j—1,2,••• ,p (4.4.13)

oraz
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P P
Dr U Cj ; Di = U 0^. (4.4.14)

j=i i=i ;

Wtedy wszystkie wartości własne Ai (1=1,2,...,p) macierzy <|)’(4) 
leżą w obszarze ([51j , str.478) ' 4

P P
---------- HI C-i = V*( u C± = Dj = D (4.4.15) U U XX

j=1 i=1

Na mocy powyższego twierdzenia oraz w związku z faktem, że 
(zgodnie z (4.1.15)) macierz (|?G4) posiada na głównej przekątnej 
elementy zerowe, obszar D będzie kołem o środku w początku układu 
i promieniu r, równym

r = min {lip R2} (4.4.16)

gdzie R^ = max { rj i=1,2,...,p} = max { r^| j=1,2,... ,p}

Pozwala to na sformułowanie prostego kryterium zbieżności algo­
rytmu I. W celu określenia czy ciąg wartości 
dąży do zera, należy wyliczyć wartość promienia r, określoną wzo­
rem (4.4.16) i sprawdzić, czy r<1?

Spełnienie tej nierówności świadczy o tym, że wartości włas­
ne macierzy <J)s(Zl) są mniejsze od jedności, natomiast sytuacja 
przeciwna nie daje podstaw do rozstrzygnięcia zbieżności algoryt­
mu I.

Warunek zbieżności (III) [7]
Oznaczmy przez cj)(żO macierz (4.1.12) określoną w punkcie, 

gdzie ||zJ-^||<cT; cTe R+.
Jeżeli elementy tej macierzy spełniają warunek

P P
(VzŁGd(M))(Vi,je^)(^|^^^ 221^(4)1 <D (4.4.1?)

' k=1 ' ' k=1

oraz prawdziwa jest zależność (4.4.10), to algorytm I jest zbież­
ny liniowo [7] ze stałą asymptotyczną'błędu nie większą niż;

P P
min{22|^kU)| ; ^2|cp’k;j(Zl)| | i,j=1,2..........p}>0 (4.4.18)

k=1 k=1
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Otrzymana postać warunku zbieżności algorytmu I, poprzez 
zastąpienie zależności (4.4.9), prostszą do sprawdzenia formą 
(4.4.17), wydatnie upraszcza rozstrzygnięcie czy w danym przypad­
ku, posługując się tym algorytmem, otrzymamy rozwiązanie opty­
malne •

Ponadto dla metody Orossa-Lobaczewa wykazano [56], że jeże­
li punkt startowy (spełniający warunek (4.4.9)) nie znajduje 
się wo-toazeniu to odpowiedni wybór dendrytu D, stano­
wiącego podstawę budowy macierzy oczkowej IB, zapewnia iż po wy­
konaniu skończonej liczby iteracji otoczenie to zostanie osiąg- 
nię te •

W tej samej pracy stwierdzono również, że wspomnianego wy­
żej wyboru dendrytu należy dokonać tak, aby składał się on z ga­
łęzi o najmniejszych wartościach parametrów d^. Stąd, w celu za­
pewnienia zbieżności algorytmu I, przed przystąpieniem do obli­
czeń należy, stosując jeden ze znanych algorytmów, wyznaczyć den- 
dryt Dk o minimalnym koszcie, a następnie wybrać taki punkt star­
towy zfi°, który spełnia zależność (4.4.17)*

Przedstawiony w rozdz. 4.3 algorytm II jest ilustracją moż­
liwości zastosowań utylitarnych opracowanej metody do potrzeb 
sterowania rzeczywistymi sieciami przepływowymi. Ponieważ jednak 
nie dysponowano możliwością dokonywania pomiarów na obiekcie rze­
czywistym, konieczna była symulacja jego działania. O zbieżności 
algorytmu II decyduje więc w tym wypadku, zbieżność metody wybra­
nej do symulacji sieci przepływowej tj., metody Crossa [10].

Natomiast w sytuacji, gdy w algorytmie II wykorzystywane są 
pomiary na obiekcie rzeczywistym, zbieżność tego algorytmu za­
pewnia przyjęta metoda regulacji (zapewniająca spełnienie warunku 
(3.2.36)). 

/ /

4.5. Badania testowe i analiza własności opracowanych algorytmów

W poprzednich rozdziałach rozprawy określono warunki ko­
nieczne i dostateczne optymalności zagadnienia (1»3»4)-(1.J.7)» 
Wykazano również, że wykorzystanie sformułowanych zależności, ' 
pozwala na opracowanie nowych algorytmów rozwiązujących rozpatry­
wany problem optymalizacji.

Opracowane w rozdz. 4.3 algorytmy zostały oprogramowane w ję­
zyku FORTRAN IV-E i przetestowane na minikomputerze MERA-400.
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Poniżej przedstawione zostaną wyniki testów, które umożliwiają 
ocenę efektywności opracowanych przez autora algorytmów w zależ­
ności od typu i struktury sieci nieliniowej (1.2.21)-(1.2.23) 
oraz specyfiki rozpatrywanego zagadnienia.

Jako podstawowe kryteria oceny przyjęto: 
- czas trwania obliczeń numerycznych (T) 
- stopień zajętt^ci PAO maszyn cyfrowych (M) 
- liczbę iteracji (L) jakie należy wykonać dla osiągnięcia 

żądanej dokładności
- dokładność (£) osiągana po ustalonym czasie obliczeń.
Przy doborze zadań testowych szczególną uwagę zwrócono na: 

wpływ wymiarowości problemu optymalizacji (1.3»4)-(1.3*7), wpływ 
topologii i stopnia nieliniowości sieci (1.2.21)-(1.2.23) oraz 
wpływ położenia ekstremum, na efektywność testowanych algorytmów. 
W tym celu rozpatrzono szereg wielowymiarowych problemów optyma­
lizacji postaci (1.3*4)-(1.3*7) , z których dwa przedstawione zos­
taną w rozdziale następnym. Zagadnienia te zostały rozwiązane dla 
różnych stopni nieliniowości sieci, zarówno przy pomocy algorytmu 
I jak również algorytmu II, a otrzymane wyniki przedstawione zos­
tały odpowiednio: w Tabeli 4.1 oraz Tabeli 4.3*

W przypadku algorytmu I, porównanie otrzymanych czasów (ko­
lumna 5> Tab.4.1) w odniesieniu do topologii optymalizowanej sie­
ci, pozwala stwierdzić wyraźną zależność czasu trwania obliczeń 
od ilości obwodów podstawowych oraz struktury połączeń sieci $.

Zwiększenie czasu obliczeń wraz ze wzrostem ilości obwodów 
podstawowych, związane jest między innymi z większą ilością ope­
racji arytmetycznych składających się na jedną iterację (testy 
nr VII, VIII, Tab.4.1). Natomiast wpływ struktury połączeń sieci 
na czas obliczeń wynika ze specyfiki metody Crossa-Łobaczewa [10], 
zakładającej brak wzajemnych oddziaływań pomiędzy składowymi wek­
tora (4.1.1) w danej iteracji. Siła tych oddziaływań jest propor­
cjonalna do'liczby stabilności wewnętrznej (def.1.10) grafu 
(1.2.13)> opisującego strukturę połączeń sieci. Im liczba stabil­
ności wewnętrznej grafu (1.2.13) jest mniejsza, tym oddziaływania 
te są słabsze, co w rezultacie zwiększa szybkość zbieżności (tes­
ty V;il, XII, Tab.4.1) zmniejszając liczbę iteracji niezbędnych 
do osiągnięcia żądanej dokładności.



Tabela 4.1. Wyniki badań testowych algorytmu I

Nr 
testu

Ilość 
węzłów

Ilość 
łuków

Stopień 
■ nieli­

niowoś­
ci

Czas 
obli­
czeń

Wyma­
gana 
dokład­
ność

Liczba 
itera­
cji

Wymaga­
na za- 
jętość 
PAO

W N K T EPS L XFAM

1 _____ 2 4 5 6 7 8

I 4 4 2 2s 10“6 15 7,0 k
II 4 4 4 2s 10"6 15 7,0 k
III 4 4 6 2s 10~6 11 7,0 k
IV 4 4 8 2s 10-6 15 7,0 k

V 5 8 2 2s 10“6 14 7,2 k
VI 10 20 2 27s 10"6 79 7,5 k
VII 12 27 2 23s 10"6 85 7,4 k

VIII 21 40 2 36s 10“6 82 8,5 k
IX 21 40 4 57s 10“6 84 8,5 k
X 21 40 6 36s 10“6 83 8,5 k
XI 21 40 8 38s 10“6 87 8,5 k

XII 76 94 2 58s 10-6 132 11,5 k

Otrzymane wyniki badań testowych, zamieszczone w Tab.4.1 wy­
kazują ponadto również nieznaczny wpływ stopnia nieliniowości prób 
lemu (1*3*4)-(1.5»7) na czas trwania obliczeń (testy VIII,XI, Tab. 
4.1), co jest naturalną konsekwencją przyjętej metody rozwiązywa­
nia 'zagadnienia. Nie stwierdzono natomiast zależności pomiędzy 
przyrostem czasu trwania obliczeń spowodowanym wzrostem nieli­
niowości zagadnienia, a wielkości optymalizowanej sieci.

W ramach obliczeń testowych zbadana została także wrażliwość 
opracowanego algorytmu na dobór punktu startowego. Otrzymane wy­
niki stanowią potwierdzenie rezultatów zamieszczonych w pracy 
[56], w której zagadnienie to (w odniesieniu do metody Crossa- 
-Lobaczewa) poddano szczegółowej analizie. Z tego powodu, rezyg­
nując z ich powtarzania, w poniższej pracy ograniczymy się jedynie 
do przedstawienia tych wniosków z nich wypływających, które w spo­
sób istotny ułatwiają wykorzystanie algorytmu I.



Tabela 4,2. Wyniki badań efektywności procedury przyspieszającej

Nr 
testu

Cross-
Łobaczew 2-2

Cross-Łobs 
2-4

iczew z prc 
2-6

jcedurą 
4-2

przyspies 
4—4

>zającą (I 
4-6

>1-L2) 
6-8 • 6—4 4-8

iT t i L t ; L T
।
। L i

i
T i i L T L T T iL T | Ł T

।
l Li T

i
i Li ----

I 4 I 110 2 | 18 2
i
| 12

i
2 [ 16 2 22 2 ! 15 2 I 17 2 1 16 

। 2
“I------

[ 14 2 I 18I
V 2 1 32 3; 51 3 I 5^ 2 I 30 2 24 2 । 15 I 2 I 15 2 i 15 2 I 14 2 I 15
VI 27 } 79

I — 45 i 130 29 ’I 84 — — — I
39 | 159 38 i 134 I 200 55 I 50

VII 29 [ 
1

118 I I
— 38 ! 193 31 i 98 — 52 ; 179

।
23 ; 85

I
26 । 92 34 ] 122

I
24 I 87

VIII 55 i 123
II — 110 ' 206

।

i
43 | 93 — 89

।
I 205 42

I
; 97 36 | 82 42

»
! 101 36 ! 89

IX 55 : 123
I

~ I — 110 ; 206 43 ’ 95 — — 90 I 205 42 I 95 36 | 84 41 199 36 | 89
X 55; 122 I — 110 [ 209 43 I 96 — — 90 I 210 42 ; 98 36 I 81 I 42 ! 105 36 i 90
XI 55 | 124 “ II

— 111 I 209I
43 ! 94 — 90 I 212 

i 41 ! 96
i 36 i 80 i 42 ! 100 36 190

XII

1

203!1 F
480

I I
I I

— 130 ; 235 
t

i 
i 

103] 
_____ L

213 —
■

—
।

86 I 197 
I

95 i 216 i
i

58 [ 132 
i

91
-i — —
। 202 
।

92 I 208 
।

Uwaga: T - czas obliczeń w sekundach, L - liczba iteracji, 2-4 - wartości parametrów (L1-L2)

i 
co 
no
i

”-n brak danych ze względu na niezbieżność metody
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Niezwykle ważną cechą algorytmu I jest mała wrażliwość na 
dobór punktu startowego . Szybkość obliczeń tego algorytmu za­
leży natomiast od wyboru dendrytu D, jednakże każdorazowe zasto­
sowanie procedury przyspieszającej, zbieżność tę wyraźnie osła­
bia. Znaczne skrócenie czasu obliczeń ma miejsce w przypadku, 
gdy suma parametrów d^ wybranego dendrytu jest najmniejsza. 
Wtedy bowiem stała asymptotyczna błędu (4.1.21) przyjmuje małe 

rs 
wartońcn—zwiększając zbieżność algorytmu.

W rozdz. 4.1 i rozdz. 4.4 pokazano, że metoda Crossa-Łobacze- 
wa jest zbieżna według normy, przy czym jest to zbieżność typu 

liniowego. Stąd, jeżeli czas trwania jednej iteracji jest dla da­
nego zadania wielkością stałą, to jeśli po wykonaniu "k" itera­
cji zwiększono dokładność rozwiązania o jedną liczbę znaczącą, 
to w celu przejścia do dwóch liczb znacząych należy zwiększyć 
czas obliczeń dwukrotnie (rys.4.2). Własność ta powoduje, że 
szybkość zbieżności algorytmu I, opartego na metodzie Crossa- 
-Łobaczewa maleje wraz ze zbliżaniem się do minimum.

Aby zapobiec temu zjawisku, wykorzystano opracowaną przez 
autora procedurę przyspieszającą (rozdz.4.2) opartą na liniowej 
zbieżności metody Crossa-Lobaczewa. Otrzymane wyniki przeprowa­
dzonych badań testowych, zamieszczone w Tab.4.2, dowodzą wysokiej 
efektywności opracowanej procedury, a także umożliwiają empirycz­
ne określenie chwili początkowej (L1) oraz częstości (L2) urucho­
mienia procedury 3*

Podkreślenia wymaga jednak fakt, że wykorzystanie tej proce­
dury możliwe jest jedynie wtedy, gdy spełniony jest warunek 
(4.2.6). W przypadku przeciwnym, uruchomienie procedury przyspie­
szającej wyraźnie obniża efektywność przeprowadzanych obliczeń. 
Sytuacja taka wystąpić może w dwóch przypadkach. Po pierwsze 
wtedy, gdy w procedurze redukcji wygenerowany zostanie taki den- 
dryt D (względem którego budowana jest macierz obwodów podstawo­
wych Bp), że określona zależnością (4.1.12) macierz ^)’(zi) posia­
da nieliniowe dzielniki elementarne [51] (Test VI, tab. 4.2). 
Po drugie w przypadku, jeżeli procedura przyspieszająca urucho­
miona zostanie za wcześnie, tj. w chwili gdy bieżący wskaźnik 
iteracji n<k (por. (4.2.6)) (Testy VI-XII, (2-2), tab.4.2).

Wystąpienie co najmniej jednego z opisanych powyżej przy­
padków sygnalizowane jest w procedurze 3 (krok 4), a następnie 
podejmowana jest decyzja o przerwaniu wykonywania procedury 
przyspieszającej i porocie do metody Crossa-Lobaczewa.
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Analizując zestawione w tabeli 4.2 liczby iteracji (1) oraz 
czasy trwania obliczeń (T), otrzymane dla oryginalnej metody 
Crossa-Łobaczewa i metody zmodyfikowanej, o różnych wartościach 
parametrów sterujących 11,12, nietrudno dostrzec wpływ właściwe­
go doboru ich wartości na efektywność obliczeń algorytmu I.

W celu zilustrowania omawianego zagadnienia na rys.4.7 przed­
stawiono wartości jednej ze składowych wektora poprawek ^k, 
oblic^ranychrw kolejnych iteracjach w czasie wykonywania Testu I 
(Tab.4.2), z uwzględnieniem procedury przyspieszającej. Każda 
z krzywych odpowiada innym wartościom parametrów 11,12, określa­
jących; numer iteracji, od której należy uruchomić procedurę 5 
oraz ilość iteracji pomiędzy kolejnymi jej wywołaniami. Dodatko­
wo linią ciągłą zaznaczono wyniki otrzymane przy wykorzystaniu 
oryginalnej metody Crossa-Lobaczewa.

Rys.4.7» Zależność dokładności rozwiązania od wartości paramet­
rów L1,L2 procedury przyspieszającej
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Najlepsze efekty obliczeń uzyskano w przypadku, gdy war­
tości D1,L2, każdorazowo dobierano do topologii optymalizowanej 
sieci (dla testu V, tab. 4.2, optymalnego wartości to D1=6,L2=4, 
a dla testu XII - L1=6,L2=8).

Jednakże możliwym jest takie przyjęcie wartości L1,L2 dla 
których efektywność obliczeń algorytmu I jest zadowalająca dla 
sieci o zróżnicowanych strukturach przestrzennych (przeprowadzone 
testy-wsteaują, że ^rtościami tymi mogą być L1=6, L2=8). Należy 

jednak pamiętać, że zbyt małe wartości parametrów L1,L2 powodują 
wczesne uruchomienie procedury przyspieszającej, kiedy to waru­
nek (4.1.20) nie jest jeszcze spełniony (krzywa 4-2, rys.4.7). 
Tym samym, efekty zastosowań procedury 3 są w tym przypadku nie­
wielkie, a nawet powodują rozbieżność omawianego algorytmu. Z dru­
giej strony, zbyt duże wartości L1,D2 opóźniają uruchomienie pro­
cedury przyspieszającej, uniemożliwiając osiągnięcie wszystkich 
korzyści z tego faktu wynikających.

W przypadku algorytmu II, wyniki badań testowych przedsta­
wione w tabeli 4.5, pozwalają wnioskować o występowaniu istotnej 
zależności czasu trwania obliczeń od stopnia oraz ilości wierz­
chołków rozpatrywanej sieci. Ponadto wykazują one istnienie cech 
negatywnych, wynikających bezpośrednio ze słabej zbieżności meto­
dy Grossa, wykorzystywanej w tym algorytmie.

Duża liczba iteracji, pociągająca za sobą wydłużenie się 
czasu trwania obliczeń oraz mała dokładność otrzymywanego rozwią­
zania, powodują, że algorytmu II nie można uważać za konkurencyj­
ny w stosunku do algorytmu I, przy rozwiązywaniu zadań optymali­
zacji postaci (1.3*4)-(1.3*7) w tych przypadkach, kiedy zachodzi 
konieczność symulacji sieci optymalizowanej.

Główną zaletą algorytmu II jest jednak to, że wszystkie ope­
racje w nim określone wykonywane są nie na wartościach przepływów, 
a w oparciu o wartości potencjałów wierzchołków (1.2.19)* Duża 
wartość tej własności, wynika stąd, że w przypadku, gdy problem 
optymalizacji (1.3.4)-(1.5*7) odniesiony jest do sieci rzeczy­
wistej, to proces symulacji ińożna zastąpić pomiarami przeprowa­
dzanymi bezpośrednio na obiekcie. Wtedy zastosowanie algorytmu I, 
wymagającego znajomości parametrów sieci oraz jej symulacji, jest 
niecelowe. Natomiast w celu uruchomienia algorytmu II wystarczy 
znajomość potencjałów wierzchołków będących źródłami, których 
pomiar (w wyniku, którego otrzymujemy wartości Ti... ,^z) 
zastępuje kroki 24-7 algorytmu.
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i

Tabela 4*3* Wyniki badań testowych algorytmu II

Nr 
testu

Ilość 
węzłów

Ilość 
łuków

Stopień 
nieli­
niowoś­
ci

Ocena 
obli­
czeń

Wymaga­
na dok­
ładność

Liczba 
itera­
cji

Wymaga­
na z a- 
jętość 
PAO

W N K T EPS L XFAM

1._ 4 5 6 7 8

I 4 4 2 4s w"!
7 5,7k

II 4 4 4 4s 10”3 7 5,7k
III 4 4 6 10"5 9 5,7k
IV 4 4 8 7s lO-5 12 5,7k

V 5 8 2 10s 10"5 15 6,Ok
VI 5 8 4 10s 10-3 15 6,Ok
VII 10 20 2 73s 10“5 140 6,8k

VIII 21 40 2 83s 10“5 160 7,2k
IX 21 40 4 81s 10“3 158 7,2k
X 21 40 6 87s 10"5 173 7»2k
XI 21 40 8 76s 10-5 147 7,2k

XII 76 94 2 — 10" 5 — 11,7k

W świetle przeprowadzonych badań testowych i przedstawionej 
analizy nasuwają się następujące wnioski:

- ze względu na opisane własności opracowanych algorytmów, 
w przypadku konieczności symulacji sieci przepływowej, korzyst­
niejszym jest zastosowanie w procesie rozwiązywania zagadnienia 
(1»3«4)-(1.3*7) algorytmu I,

-'ustalając wartości parametrów sterujących procedurą 
przyspieszającą zalecanym jest przestrzeganie zasady doboru tych 
stałych (L1,L2) w oparciu o topologię optymalizowanej sieci. 
W przypadku konieczności określenia wartości parametrów L1,L2, 
dla serii zagadnień optymalizacji (1 .3«4)-(1.3»7)» należy unikać 
zbyt' małych wartości L1,L2. (Proponowane'wartości minimalne, wy­
nikające z otrzymanych wyników badań testowych wynoszą L1 = 6, 
L2 = 8)
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- jeżeli dysponujemy możliwością przeprowadzenia pomiarów 
na rzeczywistej sieci przepływowej lub jej modelu, wtedy znacz­
nie lepsze efekty daje zastosowanie mniej skomplikowanego i szyb 
szego algorytmu II.

4.6. Przykłady oblicgeniowe

V / celu pełniejszego zilustrowania przebiegu obliczeń i meto­
dyki działania opracowanych algorytmów, podane zostaną dwa przy­
kłady obliczeniowe rozwiązywania problemu optymalizacji (1.3.4)- 
-(^•5»7) w oparciu o algorytm I oraz algorytm II.

Przykłady, które zostaną przedstawione, rozwiązane zostały 
przy użyciu programów #ALG1 oraz #ALG2, których postacie źród­
łowe zamieszczono w rozdziale 9 (dodatek), gdzie również znajdu­
ją się otrzymane tabulogramy wyników.

PRZYKŁAD 1. (Algorytm I)
Dana jest nieliniowa sieć przepływowa stopnia drugiego (k=2)

przedstawionej na rys.4.9. Wyznaczyć wartości przepływów w posz­
czególnych gałęziach w sposób zapewniający minimalizację funkcji 
celu określonej zależnością (4.6.1), wyrażającą straty ponoszone 
w sieci na dostarczenie wymaganej ilości czynnika od źródeł Z^,

Rys.4.8. Struktura przestrzenna sieci przepływowej z przykładu 1 
(test V)
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Model matematyczny rozpatrywanego zagadnienia optymalizacji 
przyjmie więc postać:

8
f(x,y) = ^1>yi —min (4.6.1)

i=1

przy ograniczeniach:

---- +x^-x^-x(p = 10
X2+x^-Xq+x^ = 5

'-z x7+x8+x4 = 15
tz ^+x4+x5-<iz = O 

xz|+x2-q1 = O 

y2-y5+y4-y7-y1 = 
y3+y7-y4 = o

Z y6“y5iy4“y7 = 0
V/ y8-y4+y5 = o 

gdzie
2 

yi = di*xi :

- X/ t A ę 

K6 ^^4, - 'TS'

‘U ■ 'if ’

I

■±+\ i=1,2,...,8

(4.6.2)
/

(4.6.5)

(4.6.4)

1. Dane wejściowe do obliczeń (krok 1)
N=8, W=5, Z=2, K=2, EPS=10-5, D1=4, L2=6

P(I,J) =
1 ; 1; 2
5 I 4i 5

0,01]0,02 ! 0,04

2| 2] 5; 3; 4
5; 4: 4; 5; 5

0,051 0,04! O,02'0,0510,01

Q = [ OjOjlO^jlS]1 H = [ -Ij-lj-I.Sj-IjO.SjSjO.Sj-l.jr

2. Problem transformowany (krok 2)
Nł=10; W'=6; Z=2; K=2; EPS=lÓ“5} L1=4; D2=6

P*(I,J) =
T 6 6

P(I,J) i 2 1
' I 0 0

I

Q* = [ O,O,1O,5;15j-5O]t

h’ = [ -1;1;-1,5;-1;O,5;2;O,5;-1,5;/I;'I,/16] T

3» Macierz Bł (krok 4)

2l-5| 4l-7<-1 ■
3i 7i-4[ 0; O
6|-5I 4 -7l o
8 -4l 5, Oi O 
9; 4j-7;-l|-10
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,4. Problem zredukowany (krok-. 5)

B y = O
o

y. = d..x. .sgn x.+h. 1=1,2,...,10Ja d> «L Jw «Ju
oraz punkt startowy

x0 =[3O;O;O;-5;5;O;2O;O;O;3O]T

—^^“Wartości pierwszej poprawki (dla problemu zredukowanego) 
wynoszą (wg (4.1*9))

= [ 1,1110]1. 9443I-3-0378] 3.6210]-2.5849] T

a pierwsze przybliżenie rozwiązania
X1 = [ 11.6942] 6.9443; 3.8890] 3.96391 3.5O86,'-O.O378] -5.6210] 5.4151] T

6. Ponieważ nie osiągnięto wymaganej dokładności (tj. II^J^O"5) 
ponownie obliczamy poprawki

^2 = [-.1761] .3483!-3.6266] 2.1790]-2.3819]®

a stąd
x2 = [10.0705] 7.2027] 4.0651] 4.16691 4.40491-3.6644] 7.8000] 3.0332] T

7• Wartości poprawek oraz przybliżeń następnych wynoszą;
= [ .59521.5885]-1.3345]1.0349]-.8434]T

V4 =[ .15191 .2524]-.63761 .4422]-.3944] T

x4 = [10.322518.1336: 3.3180:3.9275'4.2984] -5.636519.277111.7954]T

8. Ponieważ wartość parametru L1=4, po zakończeniu czwartej 
iteracji uruchamiana jest procedura przyspieszająca (krok 11) 
wyznaczająca poprawki (krok 13)

= [.0 8481 .1895:-38331 .3299:-.3465]T

9. Wartości kolejnych 6-ciu poprawek wynoszą
= [ .1485] -0536 |. 0102] .0424] .OO89] T

uf6 = [-.0223!-.0005;-.000961.0014:-.0014] T

= [ -.0002]-.0002]-.0007!.00073:-.00079] T

J8 = [ - .000009! --00004 -.0004].000411 -.00042]1

= [ .0000151 .0000081-.000261.00021-.00022]T

= [ .000016] .00002]-.000141.0001] -.00011] T
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oraz
X10 = [ 10.300218.376OI3.139913.8928;4.2911!-6.212219«6523;1.4549]T •

10. Ponieważ L1+L2=10, po zakończeniu 10-tej iteracji, po­
nownie uruchamiana jest procedura przyspieszająca (krok 11), któ­
ra wyznacza poprawki

= [-.0(^011 -.00011 -.0002,' .00011 -.0001 ]T

11. Wartości następnych 5-ch poprawek wynoszą
= [ .00019;.00007;.00001I-.000005!.000004]T

J12 = [ -.000003 -.0000041.000005I-.000002!.000002]T

= [ -.0000011 -.000002;.000002;-.0000008;.ooooooe]T 

natomiast
x15 = [10.3002! 8.376013.1398! 3.8928! 4.2911 i -6.2123i 9.6524,' 1.45*8] T

Ponieważ osiągnięto wymaganą dokładność rozwiązania (tj. ||<^^ll<10-5), 
proces obliczeń zostaje zakończony.

Rozwiązanie problemu (4.6.1)-(4.6.4) stanowią wektory:
x = [10.3002!8.3760I 3.139813.89281 4.29111 -6.2123|9.6524;1.4548]T 

y = [ -.06091 -2.40321 -1.1057! -.24231 -1 . 23651 -1.65781 -3.86341-1.5212] ? 

dla których funkcja celu (4.6.1) przyjmie wartość

f(x,y) = = 80.2795

PRZYKŁAD 2. (Algorytm II)
Dla danej sieci przepływowej stopnia drugiego przedstawionej 

na rys.4.9, wyznaczyć wartości przepływów w poszczególnych gałę­
ziach, minimalizując funkcję celu wyrażającą straty energetyczne 
ponoszone w sieci

Rys.4.9. Struktura przestrzenna sieci przepływowej z przykładu 2 
(test I)
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Model matematyczny rozpatrywanego zagadnienia optymalizacji 
przyjmie postać:

• 4 .
xi-yi---- * (4.6.5)

i=1

przy czym
------—^z] +x2 = 5

x^+x4 = 12 (4.6.6)
^+Q2 = 17 '

y^-y^y^-y^. = o (4.6.7)
2 

gdzie y. = d..x.Ssgn x.+h. 1=1,2,3,4 (4.6.8)•u J- 1. JL

2. Macierz incydencji A (krok 2)

1. Dane wejściowe do obliczeń (krok 1)

N=4; W=4; Z=2; LI=100; K=2; EPS^IO"4

1 ! 2 ; 2 1
P(I,J)'= 3 : 3 I 4I 4

' ' . i 640 ; 17 4 4

QW = [0,0,5,12]1 H(I) = [2,3,5,2]t

-1 ! -4
-2 j -3

1 i 2
3 ! 4

S(J) =

2
2
2
2 J

oraz punkt startowy
= [0,6666;1!5i2]T

3. Wartości pierwszej poprawki wynoszą, zgodnie z (4.3»8) 
$ = [0!01-89.17361 -53.0999]T

a pierwsze przybliżenia rozwiązania
TB1 = [ 0.666! 1!-84.1736,'-31.0999] T

4. Ponieważ nie osiągnięto żądanej dokładności 
ponownie obliczamy kolejne poprawki i przybliżenia



^2 = [ Ol Ol-266.8364I-118.7311]®

«2 = [0,6661 11-351.01001-149,8310] ®

= [ Ol 01-185.2103I-95.4450]1

= [0.6661 11-556.22031-245.2760] T

ef4 = [ Ol Ol -24.16871 -14.8959]1

.................= [0.6& 1| -560.3890; -260.1719]®

= [ Oi Ol -0,27161-0,2254]®

W5 = [0,6666I 11-560.6606!-260,1949] ®

tf6 =[ Ol Ol-0,000021-0,2029]®

W6 = [0.6666,'1 i-560.66061 -260.3973]®

ef7 = [ Ol Ol -0.000021-0.00008]®

«7 = [0.66661 11-560.66061-260.3973]® =«

5* Ponieważ osiągnięto wymaganą dokładność rozwiązania (tzn. 
pl^EPS), obliczenia zostają przerwane i w oparciu o (1.2.25), 

(1.2.23) wyznaczane są wektory Ł,y (krok 11)
X =[ 4.0615 0.9385 3.9213 8.0787]®

y = [ -561.3272 -561.6606 -261.3973 -261.0639]®

dla których funkcja celu (4.6.5) przyjmuje wartość
f(x,y) = x®y = 5941,0229
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5. WYNIKI BADAŃ PORÓWNAWCZYCH OPRACOWANEGO ALGORYTMU

Celem porównania proponowanej przez autora metody rozwiązy­
wania zagadnień optymalizacji przepływów (1.3.4)-(1.3.7) 
oraz oceny efektywności działania opracowanego algorytmu, 
przeprowadzono serię badań porównawczych. Korzystając z wy­
ników analizy zamieszczonych w rozdz. 2.3» przed przystą­
pieniem do badań, zredukowano wymiarowość rozpatrywanego 
zagadnienia poprzez sprowadzenie go do zadania transporto-

.—jwego-z-nie liniową funkcją kosztów. Spowodowało to wzrost 
konkurencyjności wybranych do porównania metod w stosunku 
do metody opracowanej przez autora. Dla potrzeb analizy 
wybrano trzy metody; Fletchera-Powella-Davidona, zmodyf. 
metodę Newtona oraz metodę Rosenbrocka . Otrzymane wyniki 
zamieszczono w rozdz. 5*3, gdzie przeprowadzono także ich 
analizę oraz ocenę efektywności obliczeń opracowanego al­
gorytmu w świetle przeprowadzonych badań.

5.1. Sprowadzenie zadania optymalizacji do zagadnienia transpor­
towego z nieliniową funkcją kosztów

Analiza literaturowa zamieszczona w rozdz. 2 wykazuje, że 
główną trudnością napotykaną w procesie rozwiązywania problemu 
(1.3*4)-(1.3*7) jest duża wymiarowość zagadnienia i znaczna licz­
ba ograniczeń. Stąd przed przystąpieniem do badań porównawczych, 
problem optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami (1.3«4)-(1»3.7) 
sprowadzony zostanie do zadania transportowego z nieliniową funk­
cją kosztów [34]• Ponadto, w oparciu o znaną w teorii grafów 
własność 1.1 (rozdz.1.2), zredukujemy wymiarowość zagadnienia, 
co spowoduje, że porównywane czasy obliczeń odpowiadać będą za­
daniom zredukowanym o identycznej wymiarowośći.

W rozdz. 3.2, poszukując rozwiązania problemu (1.3»4)-(1.3«7) 
wykazano nieaktywnośó ograniczeń (1.3«5)> co umożliwiło sformuło-' 
wanie warunków koniecznych i wystarczających rozwiązania optymal­
nego postaci (1.3.4)-(1.3.6),(3.2.36) i stworzyło podstawę do 
opracowania algorytmów I,II. Nieaktywnośó ograniczeń (1.3»5)» 
sygnalizowana także w pracach [42,34] pozwala na sprowadzenie 
rozpatrywanego problemu, do równoważnego mu zagadnienia transpor­
towego z nieliniową funkcją kosztów

n
f(3r) = ^•sgn z^h^^—* min (5*1*1)

i=1

z ograniczeniami
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Ax-q = O (5.1,2)

Zbiór ograniczeń (5*1.2) jest układem "w” równań liniowych, 
z .których każde (w-1) równań jest liniowo-niezależnych, a wystę­
pująca w ograniczeniach macierz A, to węzłowo-gałęziowa macierz 
incydencji odpowiedniego grafu G, reprezentującego strukturę po­
łączeń sieci nieliniowej.

Korzystając z ^mieszczonej w rozdz. 1.2, własności 1.1 ma­
cie rzy incydencji A, mamy

rank A = w-1 (5*1*3)

a zatem (Wn.1.1, rozdz.1.2, zredukowaną macierz incydencji Az 
przedstawić można w postaci

Az = [ Ad I Ac] (5.1.4)

gdzie
An = [annl oraz An Z O (5*1*5)D ^'(w-DkCw-I) D

Stąd, dokonując odpowiedniego rozbicia wektora x na dwie grupy 
zmiennych

x = [xD; xcJT (5*1*6)

ograniczenie (5*1*2) przyjmie postać:

+ AqXq - q = © (5*1*7)

lub
xQ = A^ą - A^A^^ (5*1*8)

Posługując się ostatnią zależnością, n-wymiarowe zagadnienie 
(5*1*1)-(5*1*2) optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami spro­
wadzone być może do (w-n+1)-wymiarowego zadania bez ograniczeń 
[34], Jak nietrudno dostrzec, postępowanie takie przynosi znaczne 
korzyści prowadzące do zmniejszenia czasu obliczeń, bez względu 
na zastosowaną metodę rozwiązywania zadania bez ograniczeń. Z te­
go powodu uwzględnione ono zostało we wszystkich algorytmach wy­
korzystywanych w przeprowadzonych badaniach porównawczych, któ­
rych omówieniu poświęcony będzie r o dział następny.
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5»2. Rozwiązanie nieliniowego zadania transportowego metodami 
Rosenbrocka , Fletchera-Powella-Dayidona i zmodyfikowaną 
metodą Newtona

W literaturze znanych jest szereg metod i algorytmów rozwią­
zywania zagadnień optymalizacji nieliniowej, które posłużyć mogą 
do wyznaczenia rozwiązania, otrzymanego w wyniku transformacji 
zagadnienia (5.1.D-^5.1.2), problemu optymalizacji nieliniowej 

bez ograniczeń. Spośród nich, dla potrzeb omawianej analizy wyb­
rano trzy: metodę Fletchera-Powella-Davidona, zmodyfikowaną meto­
dę Newtona oraz metodę Rosenbrocka , reprezentujące odmienne spo­
soby poszukiwań minimum funkcji nieliniowej. Wybór taki podykto­
wany został dążeniem jak najpełniejszego porównania opracowanej 
metody z innymi algorytmami i metodami już istniejącymi, jak rów­
nież (w przypadku metody F-P-D) tym, że metoda przyjęta do porów­
nania uważana jest w literaturze [d5] za jedną z najlepszych.

Pozostałe dwie metody wybrano natomiast w oparciu o wyniki 
badań zamieszczone w pracy [54] i przeprowadzone testy oblicze­
niowe, dające podstawę do przypuszczeń, że pomimo iż powszechnie 
uważa się je za gorsze od pierwszej, to jednak specyfika rozpa­
trywanego zagadnienia powoduje, że ich zastosowanie również 
przynieść może zadowalające rezultaty.

Metodę poszukiwań prostych opracowaną przez Rosenbrocka 
oprogramowano w wersji przedstawionej w pracy [15]* Dla potrzeb 
realizacji obrotu współrzędnych bazowych wykorzystano procedurę 
ortogonalizacji Gramma-Schmidta [15]• Natomiast, celem uniknięcia 
niejednoznaczności przejścia od jednego układu bazowego do dru­
giego, w przypadku gdy suma kroków (s,) w danym kierunku była

—Z1O ■równa zeru, podstawiano = dO
Ponadto, przyjęto zaproponowane przez Rosenbrocka wartości 

parametrów; ekspansji (c^) i kontrakcji (p) na poziomie 
p=O,5 oraz dążąc do uniknięcia nadmiernej częstotliwości obrotu 
bazy, każdorazowo po wykonaniu obrotu' pozostawiono ostatnie 
wartości długości kroku.

Warunkiem uruchomienia procedury obrotu układu bazowego by­
ło dwukrotne, kolejne otrzymanie wyników negatywnych we wszyst­
kich kierunkach bazowych, zaś jako kryterium końca obliczeń przy­
jęto odległość rozwiązania bieżącego od znanego rozwiązania opty­
malnego.



Oprogramowując zmodyfikowaną metodę Newtona [15], należącą 
do grupy metod kierunków poprawy, celem wyznaczenia macierzy dru­
gich pochodnych funkcji celu, wykorzystano wyniki zamieszczone 
w pracy [34]. Po określeniu nowego kierunku poszukiwań, minimali­
zację przeprowadzano w oparciu o bezgradientową metodę aproksyma­
cji kwadratowej, przyjmując za kryterium stopu przekroczenie za­
danej liczby obliczeń wartości funkcji celu. Za warunek zakończe- 
nia prncesu-obliczeń^ podobnie jak w metodzie poprzedniej, przy­
jęto aktualną odległość otrzymanego rozwiązania od znanego punktu 
optymalnego.

Trzecia, ostatnia z metod wykorzystywanych w badaniach porów­
nawczych, to metoda zmiennej metryki Fletchera-Powella-Davidona, 
w której cólem wyznaczenia minimum w kierunku posłużono się ideą 
aproksymacji funkcji celu formą kwadratową z identycznymi jak 
w zmodyfikowanej metodzie Newtona kryteriami stopu. Szczegółowy 
opis programu znajduje się w pracy [54], gdzie również zamiesz­
czono jego postać źródłową.

W oparciu o te trzy metody, oprogramowane w języku FORTRAN, 
przeprowadzono serię badan porównawczych polegających na rozwią­
zywaniu przykładowych problemów optymalizacji postaci (1.3*4)- 
-(1.3*7) kolejno; opracowaną metodą (algorytml) oraz metodami 
Fletchera-Powella-Davidona, Rosenbrocka i zmodyfikowaną metodą 
Newtona.

Prezentacji otrzymanych wyników poświęcony będzie rozdział 
następny, w którym także przeprowadzona zostanie ich analiza oraz 
ocena użyteczności opracowanego przez autora algorytmu.

5.3. Ocena opracowanego algorytmu optymalizacji w świetle prze­
prowadzonych badań porównawczych

Poniżej podane zostaną wyniki badań porównawczych opracowa­
nego przez autora algorytmu I, w ramach których rozwiązano 12 
testowych zagadnień optymalizacji postaci (1.3*4)-(1.3*7)•

Dokonując wyboru problemów testowych, szczególną uwagę zwró­
cono na zróżnicowanie poszczególnych zadań zarówno pod względem 
stopnia nieliniowości zagadnienia, wielkości i topologii optyma­
lizowanej sieci, jak również jej struktury przestrzennej. Stąd 
przyjęte, główne kryteria różnicujące przykłady to:

- stopień nieliniowości zagadnienia optymalizacji (K),



- ilość wierzchołków (W) i łuków (N) optymalizowanej sieci, 
liczba stabilności wewnętrznej grafu G,

- zakres wielkości parametrów ń^,h^.
Przyjęcie dwóch pierwszych kryteriów wynika z faktu, iż 

efektywność obliczeń wybranych do porównania algorytmów w sposób 
istotny zależna jest od wymiarowości i stopnia nieliniowości roz­
wiązywanego zagadni^.ia. Natomiast wyboru trzech ostatnich kryte­
riów dokonano w oparciu o przedstawione w rozdz. 4.5 wyniki badań 
testowych algorytmu I, wskazujące na wyraźną zależność jego efek­
tywności obliczeń od topologii optymalizowanej sieci i wielkości 
parametrów d^.

Spośród sformułowanych 12 testowych zagadnień optymalizacji 
postaci (1.3*4)-(1.3*7) dwa, test V oraz test I przedstawione 
zostały w rozdż. 4.6 (Przykład 1 oraz Przykład 2). Poniżej opi­
sane zostanie zadanie testowe VII, któremu w dalszej części roz­
działu poświęcimy szczególną uwagę.

PRZYKŁAD 3 (test VII)
Dana jest nieliniowa sieć przepływowa stopnia drugiego, 

przedstawiona na rys.5*1* Wyznaczyć wartości przepływów w posz­
czególnych gałęziach w sposób zapewniający minimalizację funkcji 
celu określonej zależnością (5*3*1), wyrażającą straty ponoszone 
w sieci na dostarczenie wymaganej ilości przepływu od źródeł Z^, 
Z^ do odbiorców.

Model matematyczny rozpatrywanego zagadnienia optymalizacji 
przyjmie więc postać:

27 
f (x,y) =

i=l
przy ograniczeniach

Ax*q = © 
By = ©

min (5.3*1)

(5*3*2)
(5*3*3)

yi = d^J2 sgn(xi)+ki i=1,2,...,27 (5*3*4)

gdzie:
A [12x27] - macierz incydencji grafu modelującego rozpatry­

waną sieć,

B [16x27] - macierz obwodów podstawowych grafu G

qT = [O O 15 9 5 10 3 11 6 5 3 o] (5.3-5)



Tabela 5*1* Wyniki badań porównawczych algorytmu I
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Algorytm I Ele tcher-tPowell- 
Dawidon

Zmodyf. metoda ossenbrock
10-1 10“5 10“6

10
Newtona 0-1 10-5 '10“6

PAOPAO 10“ ‘10“^- IO“D PAO 10-> 10“° PAO
— - W N K EPS1 EPS2 EPS’ EPS1EPS2 EPS3 XFBM EPS' EPS2 EPS3 XFEM EPS1 EPS2 EPS3 x?m

I 4 4 2
1

2 i
I

2 j 5 7,0 2 [3 * 9,8 2 2 3 0,3 7 11 23 10,0
II 4 4 4 2 1 1 2 I 3 7,0 2 i3 4 9,8 2 2 3 10,3 8Q 14 23 10,0
III 4 4 6

1
2 i 2 1 3 7,0 3 ,3 4 9,8 2 2 4 10,3 6 20 26 10,0

IV 4 4 8 2 I 2 [ 3 7,0 2 I3 [5 9,8 2 2 3 10,3 9 19 26 10,0
— +----

V 5 8 2 2'2' 4 7,2 7 I8 |12 11,7 3 5 6 11,8 12 30 71 11,5
VI 10 20 2 i8; 25 । 41 7,3 16 '21 [35 13,2 9 14 22 12,5 26 69 179 13,8
VII 12 27 2 15 i 29 ' 35 7,4 33 *48 [69 14,9 28 43 64 14,7 67 109 213 14,1

■ - +----- u I I I
VIII 21 40 2 27 | 42 I 54 8,5 78 |85 ,163 16,3 46 73 148 15,1 — — — —
IX 21 40 4 22 1 41 1 54 8,5 78 [85 '164 16,3 0,6 73 148 15,1 — — — —
X 21 40 6

1
25 1 42 1 1 54 8,5 79 |86 [l64 16,3 47 73 149 15,1 — — — —

XI 21 40 8 s ; 42 , 54 8,5 79 [88 H66 16,3 46 74 148 15,1 — — — —

XII 76 94 2 42 [ 59 [ 87 115 58 [245 •427 i 20,0 96 238 358 18,6 — —

Uwaga:
Dla poszczególnych metod w pierwszych trzech kolumnach podano czasy trwania obliczeń 
(w sekundach) do momentu otrzymania rozwiązania z wymaganą dokładnością EPS1,EPS2,EPS3» 
Natomiast w kolumnie ostatniej zamieszczono wymaganą wielkość obszaru pamięci operacyjnej 
wyrażoną w K-słówach
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Rys.5.1. Struktura przestrzenna sieci przepływowej 
z testu VII

W tabeli 5.1 podano czasy trwania obliczeń zadań testowych 
rozwiązanych w oparciu o opracowany algorytm I oraz algorytmy wyb­
rane do porównania, w funkcji wymaganej dokładności wyniku końco­
wego. W odróżnieniu od badań testowych przedstawionych w rozdz. 
4.5, obliczenia dokonywano na maszynie ODRA-1525, a do pomiaru 
czasu wykorzystywano podprogram pomocniczy 1TIME.

Dla wszystkich metod jako kryterium końca obliczeń przyjęto 
wielkość EPS, określającą stopień niespełnienia II prawa Kirch- 
hoffa (1.5.5) w dowolnym obwodzie podstawowym rozpatrywanej sie­
ci. Ustalono 'trzy poziomy dokładności rozwiązań odpowiadające 
wartościom EPS1,EPS2,EPS5, po osiągnięciu których przerywano ob­
liczenia. Natomiast zamieszczone czasy trwania obliczeń, do mo­
mentu osiągnięcia wymaganej dokładności wyniku końcowego, podano 
w sekundach, przy czym w przypadku, gdy wartości te były większe 
od 5OOs obliczenia przerywano. Stąd np. brak czasu rozwiązywania 
testu VIII w oparciu o metodę Rossenbrocka, rozumieć należy jako 
nieosiągnięcie wymaganej dokładności (EPS3=1O""^) rozwiązania 

w czasie poniżej 5 min.
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Rozwiązując zadanie testowe 
no dodatkowo dokładności osiągane 
wyniki przedstawiono na rys.5»2.

nr VII (Przykład 3) rejestrowa-
po każdej iteracji, a otrzymane

lo

lo

ALG 1
F-P-D

i

10° •
metoda
Rosenbrocka

lo1- ,o
iteracje

lo 2o 3o 4o 5o

Rys.5*2. Wyniki obliczeń zadania testowego nr VII (tab.

Kształt przedstawionych krzywych (rys.5*2), odpowiadających 
poszczególnym algorytmom, jest oczywiście zależny od postaci roz­
wiązywanego zagadnienia i nie może być reprezentatywny dla wszyst­
kich przeprowadzonych testów obliczeniowych. Jednakże rys.5*2 
uwidacznia pewną, jak się wydaje, pozytywną cechę opracowanego 
algorytmu I. Polega ona na wyznaczaniu rozwiązania optymalnego 
drogą wykonywania dużej liczby iteracji, przy czym czasy wykona­
nia pojedynczej iteracji są bardzo krótkie, co powoduje, że rów­
nież całkowity czas trwania obliczeń jest niewielki.

Odwrotnie jest dla pozostałych metod, gdzie ilość wykonywa­
nych iteracji jest wyraźnie mniejsza (F-P-D, zmodyf. metoda New­
tona) lecz ze względu na duże czasy trwania iteracji pojedynczej, 
sumaryczny czas obliczeń jest większy.

Ten odmienny od pozostałych sposób poszukiwania rozwiąza­
nia optymalnego za pomocą małych lecz szybkich kroków w kierunku 
minimum, posiada szczególne znaczenie z punktu widzenia dokład-
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ności otrzymywanego rozwiązania w przypadku, gdy obliczenia zosta­
ną przerwane po upływie określonego czasu.

W . świetle otrzymanych wyników (Tab.5.1) nasuwają się nastę­
pujące wnioski:

- proponowany algorytm I, rozwiązywania zadań optymalizacji 
nieliniowej (1.5*4)-(1.3*7), jest lepszy od pozostałych, gdyż 
przy ustalonej doklat^ości wyniku końcowego, pozwala znaleźć 
rozwiązanie szybciej i przy mniejszej zajętości obszaru pamięci 
operacyjnej przez program obliczeniowy,

- w przypadku wykonywania dużej ilości obliczeń technicz- 
—1 —Pnych (tj. z niewielką dokładnością, rzędu 10"* *10 ), wykorzysta­

nie opracowanego algorytmu I jest bardziej celowe przede wszyst­
kim ze względu na krótsze czasy trwania obliczeń,

- proponowana metoda (algorytm) wydaje się być dobrym na­
rzędziem do rozwiązywania zagadnień optymalizacji nieliniowej 
zarówno małej, jak również dużej (około 100-150 łuków) wymiaro- 
wości, które opisane są modelem (1*3*4)-(1.3*7)•

• •
6. PRZYKŁADOWE ZASTOSOWANIA PRAKTYCZNE OPRACOWANEJ METODY 

i
Jednym z ważnych i istotnych elementów oceny jakości nowej 
metody jest ilość i znaczenie jej zastosowań utylitarnych. 
Dlatego zostaną teraz przedstawione dwa przykłady, ilustru­
jące w jaki sposób otrzymane rezultaty posłużyć mogą do 
rozwiązywania zagadnień praktycznych. Pierwszy, zaprezento­
wany na III Konferencji Metod i Środków Projektowania Auto­
matycznego - Warszawa 1981, dotyczy wykorzystania algorytmu 
I w projektowaniu i modernizacji sieci hydraulicznych, ga­
zowych i wentylacyjnych. Drugi, przedstawiony na III Konfe­
rencji nt. Zastosowanie Komputerów w Przemyśle - Szczecin 
1981, ukazuje sposób w jaki otrzymane wyniki umożliwiają 
automatyzację procesów sterowania sieciami przepływowymi 
w czasie rzeczywistym.

6.1. Projektowanie i modernizacja sieci hydraulicznych, gazowych 
i wentylacyjnych

Niezmiernie istotnym i złożonym zagadnieniem charakteryzują­
cym się znaczną liczbą zmiennych decyzyjnych i ograniczeń, jest 
problem projektowania nowych bądź modernizacji już istniejących 
sieci przepływowych typu sieci wodociągowych, gazowych czy wenty­
lacyjnych.
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Zadanie to w ogólnym przypadku przyjmuje postać zagadnienia 
2 typu (1.3«4)-(1.3*6),(1.3-11), opisanego w rozdz. 1.J. Jednak­
że ze względu ha duże trudności napotykane w procesie jego roz­
wiązywania, sprowadzane jest (najczęściej drogą przyjmowania do­
datkowych założeń upraszczających) [35], [57] do znacznie prostszej 
postaci (1.3«4)-(1.3-6),(1.3-12) W praktyce oznacza to, nieuwzg­
lędnianie w fazie projektowania'optymalnych warunków eksploatacji 
nowo-powśtałych sieci, ograniczając się jedynie do doboru optymal­
nych struktur połączeń oraz przepustowości, ze względu na kryte­
rium kosztów inwestycyjnych.

Uwaga powyższa dotyczy powszechnie stosowanych [35] w biu­
rach projektowych pakietów programów optymalizacyjnych i pomocni­
czych typu systemu programów SIEĆ opracowanego w Centrum ETOB - 
"Etoprojekt”, Warszawa czy pakietów programów PP-1-PP-7 pochodzą­
cych z Wrocławskiego Biura Projektów Budownictwa Przemysłowego 
[32], [46].

Sytuacja taka, wymagająca od projektantów dodatkowej analizy 
warunków eksploatacji zaprojektowanych sieci, spowodowała znaczny 
wzrost zainteresowania budową analogowych i cyfrowych analizato­
rów pracy sieci nieliniowych. Przykładowymi urządzeniami tego 
typu mogą być: brytyjski - Water NetWork Distribution Anylyser, 
skonstruowany W British Aircraft Corporation Ltd. [58], czy ame­
rykańskie analizatory rozpływu w sieciach, opisane w pracach [9], 
[12]. Również w Polsce analizatory takie skonstruowano m. in. 

w Zakładzie Pomiarów i Automatyki Centralnego Laboratorium Gazow­
nictwa [44] oraz w Zakładzie Automatyki i Telemechaniki Politech­
niki Wrocławskiej na zlecenie Biura Projektów Gazownictwa - Gazo- , 
projekt [4].

Ze względu na stosunkowo dużą ilośó niezbędnych do analizy 
wariantów stanów pracy sieci oraz znaczne koszty zakupu analiza­
torów rozpływu, ten sposób rozwiązania zagadnienia 2 (rozdz.1.3) 
nie znalazł jednak powszechnego zastosowania i aktualnie w więk­
szości prac projektowych, kryterium oceny jakości proponowanego 
rozwiązania oparte na minimalizacji kosztów strat energetycznych 
ponoszonych w czasie eksploatacji sieci, nie jest uwzględniane. 
W tej sytuacji, w świetle zwiększonej uwagi na oszczędności 
energetyczne, idea leżąca u podstaw opracowanej metody wydaje się 
być szczególnie przydatna. Umożliwia ona bowiem, poprzez modyfi­
kacje istniejących programów obliczeniowych, wyznaczenie w fazie 
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projektowania przewidywanych, minimalnych kosztów eksploatacji 
rozpatrywanego rozwiązania. "

Spośród stosowanych w pracach projektowych programów nume­
rycznych, wyróżnić można grupę, której cechą wspólną jest wyko­
rzystywanie, w celu wyznaczenia rozwiązania układu równań nieli­
niowych , metody Crossa-Łobaczewa. W algorytmach
tych, dla przyjętych Rozpływów, określa się optymalne średnice 
połączeń węzłów sieci, a następnie w oparciu o metodę Crossa- 
-Łobaczewa obliczane są rozpływy rzeczywiste, odpowiadające wyz­
naczonym średnicom. Otrzymane rozpływy stanowią podstawę do wyz­
naczania następnych przybliżeń optymalnych średnic połączeń itd. 
aż do chwili gdy w kolejnych iteracjach wartości średnic nie u- 
legną zmianie.

W tym przypadku, zastąpienie oryginalnej metody Crossa-Łoba­
czewa opracowanym przez autora algorytmem I, powoduje że programy 
te zyskując na szybkości obliczeń (w wyniku zastosowania procedu­
ry przyspieszającej), wyznaczają optymalną strukturę połączeń 
projektowanej sieci, nie tylko w sensie kosztów inwestycyjnych, 
lecz również w sensie przewidywanych kosztów strat energetycznych 
ponoszonych w trakcie późniejszej jej eksploatacji.

Zastosowanie algorytmu I umożliwia ponadto określenie wiel­
kości efektów ekonomicznych, uzyskiwanych drogą wprowadzania 
w sieciach przepływowych układów regulacji automatycznej [35] 
oraz przeprowadzenie szeregu analiz, dotyczących kosztów i warun­
ków eksploatacji rozpatrywanych sieci [1].

Jak nietrudno dostrzec, dysponując programami opartymi na 
metodzie Crossa-Łobaczewa, niezbędna ilość modyfikacji, związana 
z wykorzystaniem algorytmu I, sprowadza się do uzupełnienia prog­
ramów istniejących procedurami: przyspieszającą i transformacji, 
co ze względu na ich przystosowanie do metody Crossa-Łobaczewa, 
nie przedstawia większych trudności.

W przypadku pozostałych programów, w których metoda Crossa- 
-Łobaczewa nie jest wykorzystywana, wymagane modyfikacje polegają 
natomiast na odpowiednim (zależnie od specyfiki programu) uwzględ­
nieniu w procesie obliczeń, warunków transformacji (3* 3*20)- 
-(3.3.22).

Na zakończenie podkreślić należy istotną zaletę proponowanej 
modyfikacji wynikającą z faktu, że algorytm I opiera się przede 
wszystkim na znanych, oprogramowanych [32],[35] powszechnie sto­
sowanych w biurach projektowych metodach obliczeniowych, a jego
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wprowadzenie do programów istniejących nie wymaga zasadniczych 
zmian ich struktury. Wydaje się więc, że wykorzystanie proponowa­
nego algorytmu w procesie projektowania sieci przepływowych, poz­
bawione będzie szeregu niedogodności jakie są udziałem metod nowych 
nieznanych projektantom.

6.2. -Optymalizacja procesu sterowania siecią wodociągową w czasie 
rzeczywistym z wykorzystaniem minikomputera MERA-400

Obserwowany od kilku lat zwiększony nacisk na oszczędności 
energetyczne spowodował wzrost zainteresowania takimi obiektami 
przemysłowymi i komunalnymi, których wysoka energochłonność stano­
wi znaczne obciążenie bilansu energetycznego. Ze względu na dużą 
ilość i stosunkowo wysoką energochłonność, wśród obiektów tych 
znalazły się także, takie nieliniowe sieci przepływowe jak sieci 
dystrybucji wody w aglomeracjach miejsko-przemysłowych.

Prowadzone od szeregu lat, na zlecenie Instytutu Inżynierii 
Środowiska Politechniki Warszawskiej, w ramach programu rządowego 
PR-7, badania dotyczące metod i algorytmów automatycznego sterowa­
nia sieciami dystrybucji wody [47],[48],[49], w pełni potwierdzi- 
ły zasadność poszukiwania takich metod sterowania, które uwzględ­
niając wysoką energochłonność sieci wodociągowych, minimalizowa­
łyby koszty strat energetycznych ponoszone w czasie ich eksploa- * 
tacji.

Analiza literatury i wyników badań zamieszczonych w pracy 
[49] wskazują, że szczególnie potrzebne są algorytmy i układy ste­
rowania, których realizacja praktyczna nie wymagałaby dużych na­
kładów inwestycyjnych.

Zauważmy, że Twierdzenie 3*1 wyrażające podstawową własność 
rozwiązania optymalnego zagadnienia (1.3*4)-(1.3*7), zapewnia 
spełnienie tych wymagań. Sprowadza ono bowiem zagadnienie optymal­
nego sterowania siecią, do problemu pomiaru i kontroli oraz regu­
lacji ciśnień utrzymywanych we wszystkich pompowniach, w taki spo­
sób aby spełniały one warunek (3*2.36).

Korzyści z tego faktu płynące polegają głównie na możliwości 
zrezygnowania z' budowy modelu matematycznego sterowanej sieci 
i jego okresowej identyfikacji. Ponadto zależność (3*2.36) pozwa­
la na wypracowanie decyzji sterujących bez konieczności rozwiązy­
wania złożonych zadań optymalizacji statycznej. Oczywiście wszyst­
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kie te fakty, jak również ograniczenie, niezbędnej do właściwego 
sterowania, ilości punktów pomiarowych do wartości minimalnej, 
znacznie obniżają koszty systemu sterowania i upraszczają sieć 
przesyłu informacji.

Proponowany algorytm, minimalno-energetycznego sterowania 
przepływami w sieci dystrybucji wody, przyjmie zatem postać algo­
rytmu II (rozdz.4.3)^przy czym kroki 24-7 zastąpione zostają od­
czytem' aktu alny ch wartości ciśnień p^ ,p2,... ,pŁ oraz modyfikacji 
ulega kryterium stopu (rys.6.1).

Rys.6.1. Schemat blokowy algorytmu sterowania zespołami pompowymi 
zasilającymi sieć dystrybucji wody
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W przedstawionym algorytmie (rys.6.1) na jeden pełny cykl 
regulacji, składają się dwa etapy:

- korekcji wzajemnych oddziaływań zespołów pompowych w posz­
czególnych pompowniach w celu zapewnienia optymalnych warunków 
współpracy układów pompowych,

- regulacji ciśnień zasilania w pompowniach w celu dostoso­
wania rzeczywistych wydajności zespołów pompowych do aktualnego 
zapotrzebowania odbi&ców.

W czasie trwania etapu pierwszego, korekcji ulegają wartości 
ciśnień zasilania tak, aby spełniały one warunek (3*2.36). Etap 
drugi polega natomiast na takim doborze minimalnych ciśnień zasi­
lania, dla których wartości ciśnień panujących w sieci znajdują 
się w wymaganym przedziale przypadku, gdy warunek
ten nie może zostać spełniony, ciśnienia zasilania dobierane są 
tak, aby żadne z ciśnień panujących w sieci nie przekroczyło 
górnej granicy przedziału dopuszczalnego.

Jak nietrudno dostrzec, specyfika metody sprawia, że częs­
tość wykonywania procedury korekcji może być (w stosunku do pro­
cedury regulacji) znacznie mniejsza. Tak więc, na proces sterowa­
nia składa się okresowe wykonywanie pełnego algorytmu i kilku 
cykli skróconych (tylko procedura regulacji). Oczywiście, ilość 
cykli skróconyćh przypadających na jeden cykl pełny, jak również 
częstotliwość wykonywania cykli pełnych, zależą w sposób istotny 
od dynamiki zmian zachodzących w sieci i powinny być określane 
na podstawie wyników badań przeprowadzonych bezpośrednio na obiek­
cie.

Mając na uwadze wszechstronne przedstawienie idei leżącej 
u podstaw proponowanego układu regulacji, rozpatrzmy sieć dys­
trybucji wody w aglomeracji miejsko-przemysłowej, przedstawioną 
na rys.6.2.

Pompownie P2,P^,P^, połączone z pompownią centralną P^ sie­
cią teletransmisji, wyposażone są w regulatory zapewniające utrzy­
manie właściwej (zgodnej z (3.2.36)) różnicy ciśnień w sto­
sunku do pompowni centralnej. W dyspozytorni centralnej, wyposa­
żonej w minikomputer MERA-400, po otrzymaniu za pośrednictwem 
kanału automatyki przemysłowej INTKŁDIGIT-PI,1 informacji o war­
tościach ciśnień p^p^,•*•,p^0 panujących w miarodajnych punktach 
sieci, wypracowywana jest poprawka cT. Następnie przekazywana 
ona jest za pośrednictwem sprzętu automatyki kompleksowej
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INTELDIGIT-PI do pozostałych pompowni (rys.6.3), gdzie podawana 
jest na wejścia regulatorów ustalających punkty pracy poszczegól­
nych zespołów pompowych.

Struktura połączeń rozpatrywanejRys.6.2. sieci dystrybucji wody

Rys.6.3« Schemat funkcjonalny systemu automatycznego sterowania 
siecią dystrybucji wody
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Przedstawiony algorytm sterowania został oprogramowany 
i przetestowany na minikomputerze MERA-400 w języku FORTRANIV-E. 
Otrzymane wyniki pozwalają przypuszczać, że może on być użytecz­
ny na każdym etapie wprowadzania automatyzacji sterowania [4-1] , 
zarówno tam gdzie pracą sieci kieruje bezpośrednio dyspozytor, jak 
również w przypadku gdy zadanie to powierzone jest układom regu­
lacji automatycznej czy maszynie cyfrowej.

tatnim przypadku, ze względu na dużą szybkość wyko­
nywania operacji, jak również krótki czas trwania pełnego cyklu 
sterowania opisanego algorytmu, decyzje sterujące podejmowane są 
okresowo , umożliwiając współbieżne wykonywanie dodatkowych analiz 
i obliczeń nie związanych bezpośrednio z procesem sterowania.

7. UWAGI I WNIOSKI KOŃCOWE

W pracy określono zasady rozwiązywania zadań statycznej op­
tymalizacji nieliniowej w sieciach przepływowych postaci (1.2.17), 
(1.2.21)-(1.2.25)• Wykazano, że do rozwiązywania zagadnieii opty-' 
malizacji nieliniowej typu (*1.3*7) wykorzystać można
ideę leżącą u podstaw znanej z literatury 'metody prądów składo­
wych i wyrównawczych, co znacznie poprawia efektywność stosowa­
nych algorytmów oraz umożliwia opracowanie algorytmów nowych, 
o wyraźnie skróconym czasie trwania obliczeń i zredukowanej zaję- 
tości pamięci operacyjnej maszyn cyfrowych.

Problem (1.3.4)-(1.3*7) to n-wymiarowe, statyczne zagadnienie 
optymalizacji nieliniowej o 'dużej liczbie ograniczeń, na które 
składają się trzy grupy równań. Dwie pierwsze to "ń ograniczeń 
liniowych na zmienne poprzeczne ^-(1.3*4) oraz zmienne podłużne y 

trzecia natomiast to równania nieliniowe-(1.5*6) określa­
jąca powiązania pomiędzy odpowiednimi składowymi wektorów x i y.

Dla powyższego problemu, w rozdziale trzecim, określono wa­
runki konieczne i wystarczające optymalności rozwiązania, umożli­
wiające transformację zadania wyjściowego (1»3*4)-(1.3.7) do 
układu nieliniowych równań algebraicznych (3• 3•'15)—(3• 3•'I?)• 
Następnie wykazano możliwość redukcji otrzymanego 'układu, tak iż 
w efekcie końcowym otrzymano do rozwiązania układ (n-w+z) równań 
nieliniowych postaci (3-5-3G).
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Uzyskana w ten sposób znaczna redukcja wymiarowości rozpa­
trywanego zagadnienia, w połączeniu z odpowiednim doborem metody 
rozwiązywania układu (3*3*36), pozwoliła na opracowanie szybkiego 
i efektywnego algorytmu (I) optymalizacji, opartego na znanej 
w literaturze metodzie Crossa-Lobaczewa. Bardzo mała zajętpśó pa­
mięci operacyjnej maszyny cyfrowej, jaką charakteryzuje się algo­
rytm I, wynika z wykorzystania w nim tej niezwykle prostej metody rs 
iteracyjnej. Jednakże konsekwencją takiego wyboru była słaba 
zbieżność opracowanego algorytmu (I), stąd dalsze uprawnienia 
związane były z przyspieszeniem tej zbieżności.

W tym celu, wykorzystując liniową zbieżność metody Crossa- 
-Łobaczewa, opracowano procedurę przyspieszającą (3), zbliżoną do 
procesu J -Aitkena oraz określono warunki jej stosowalności. 
Wykazano również celowość wykorzystania opracowanej procedury dla 
przyspieszenia zbieżności metody Crossa-Lobaczewa.

Wyniki przeprowadzonych badań testowych zamieszczone w roz­
dziale czwartym, wykazują, że główną zaletą algorytmu I jest duża 
efektywność obliczeń połączona ze stosunkowo małą zajętością pa­
mięci operacyjnej oraz niewielka czułość na dobór punktu starto­
wego. Natomiast negatywna własność metody Crossa-Lobaczewa, jaką 
jest zależność czasu trwania obliczeń od wyboru macierzy IBp, zos­
tała osłabionaLpoprzez zastosowanie procedury przyspieszającej.

W celu lepszej oceny własności algorytmu I, dokonano jego 
porównania z algorytmami opartymi na metodach: Rosenbrocka, 
Fletchera-Powella-Davidona i zmodyfikowanej metodzie Newtona. 
Przeprowadzone serie badań porównawczych, których wyniki przedsta­
wiono w rozdziale piątym, wykazały wyższość opracowanego algoryt­
mu w stosunku do dwóch pierwszych (Rosenbrock, F-P-D). Charakte­
ryzuje się on znacznie krótszymi czasami obliczeń, jakie są niez­
będne dla uzyskania rozwiązania z wymaganą dokładnością. Dla 
wszystkich zadań testowych obserwowano 3^5 krotne skrócenie czasu 
obliczeń przy średnio 1,5-krotnie mniejszej zajętości pamięci.

W przypadku algorytmu opartego na zmodyfikowanej metodzie 
Newtona, osiągane korzyści są mniejsze (skrócenie czasu obliczeń 
rzędu 1,5^2), jednakże również wskazują na konkurencyjność opra­
cowanego algorytmu I.

Szczególną uwagę poświęcono w pracy problemowi zastosowań 
praktycznych opracowanej metody rozwiązywania zagadnień (1.3*4)- 
—(^•^•7)* Stąd m.in. wykorzystanie w algorytmie I, znanej i opro­
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gramowanej metody Crossa-Łobaczewa, powszechnie używanej przy pro­
jektowaniu i modernizacji sieci przepływowych. Wybór taki stwo­
rzył warunki umożliwiające wykorzystanie opracowanej metody w biu­
rach projektowych, po wprowadzeniu niewielkich zmian w istnieją­
cych programach, które jednak nie zmieniają zasadniczej struktury 
ich obecnej budowy.

Zastosowania praktyczne opracowanej metody nie sprowadzają 
sięjednaky-tylko do prac projektowych. Przedstawiony w rozdziale 
czwartym algorytm II umożliwia optymalizację (w sensie minimali­
zacji strat energetycznych) procesu sterowania sieciami przepływo­
wymi w czasie rzeczywistym.' Koncepcja budowy takiego systemu ste­
rowania zaprezentowana została na III Krajowej Konferencji - Zas­
tosowanie komputerów w Przemyśle, a wyniki tej prezentacji oraz 
dyskusja nad proponowaną koncepcją wydają się potwierdzać jej 
znaczenie praktyczne.

Określone w pracy zasady optymalizacji nieliniowych sieci 
przepływowych ograniczone zostały do zadań postaci (1.3*4-)-(1.3*7)» 
w których zależność (1.3*6) jest funkcją potęgową. Otrzymane re­
zultaty sugerują celowość rozszerzenia badań teoretycznych na za­
gadnienia optymalizacji w nieliniowych sieciach transportowych 
oraz na przypadek, gdy zależność (1.3*6) jest wielomianem, 
a w aspekcie zastosowań praktycznych - ha komputerowe wspomaganie 
optymalizacji sterowania i zarządzania pracą omawianych systemów.

/
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OPTIMIZATION " ALGORITHMS OF ENERGI WASTES 
IN NONLINEAR FLOW NETWORKS

In this dis^rtation a new method. of the optimization 
of energy wastes in the nonlinear complex networks flow 
was presented.

For this aim the miltidimensional nonlinear statical 
problem with constraints was described. The optimization 
criterion was the total energy wastes in network and the 
considered problem belongs to the main problem named as 
optimization in nonlinear Kirchhoff's network /two laws 
stated by Kirchhoff were constraints/.

The necessary and. sufficient conditions for existence 
of optimal solution were formulated based on Khun-Tucker 
theory. To reduced obtained conditions firstly,a well-know 
eąualizing and component current method were generalized. 
Secondly,some properities of the kirchhoff's network which 
gave the possibility to reduce number of eąuations were used 

i ?
Moreover there were given most efficient algorithms 

to find a solution of finally obtained system of equations. 
This algorithm was constructed basis on modifited Henry 
Cross method aided by special acceleration procedurę which 
can be compared to very well-know in literaturę (5^-Aitken's 
procedurę.

A generaliz&tion of eąualizing and component current 
method gave second simple algorithm for determinated a solu­
tion of considered problem. This algorithm was very similar 
to first but it may be aplyed in on linę automat!cal control 
process.

Finally,to demonstrated the manner in which described 
algorithms can be applied in the pr&ctical case,considered 
two examples.
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DODATEK

9•1• Postać źródłowa programu ALGI - opracowanego 
w oparciu o algorytm I

SOIIRCE UPDA7E 09. 06. 1982 STRONA .1
LISTING

1 1 PROGRAM ALGI
9 9 REAL X<100) yDE(4y50) y(HlOO) 4K100)
3 _ 3 _ INTEGER &ZySKyA<30y20)yB(30y20)yP(100y3)yG(30y20)
4 4 IN7EGER $P(30)yS(30)yNK(30)yKP<6)yKK(6)yLP(3)yLK(3)
5 5 INI'EGER D<200)
6 6 READ (1y 0)N y Wy ZrLIy LIy L2y EPS yKA
7 7 READ(lyO) ((PCJyI)y1=1y3) y>yN)
8 8 READ<1y 0)(0CI)y I = 1 yW)
9 9 READ(1y 0)(H (I) y I = y N)

10 10 K=1
11 11 DO 100 J=lyW
12 1? DO 8 IP=ly2
13 13 .SK=2*IP-3
14 14 DO 8 1=1 yN
15 15 IF(P(IyIP).NE.J) GO 10 8
16 16 A (J y K)= I^SK
17 17 K=K+1
18 18 8 C0N7INUE
19 19 S(J)=K-1
20 20 100 K=1
21 21 DO 183 1 = 1 yZ
2? 22 183 NK(I)=S(D
23 23 111=0-1
24 24 DO 601 1=1yIU
25 25 DO 602 K=yW
26 26 IHK.EG.I) GO 10 602
O “7 27 IP=S(K)
28 28 DO 602 J=lyIP
29 29 IF(IABS(P<KyJ)).EQ.IABS(P(Iy)D GO 70 604
30 30 602 GONIINUE
31 31 GO TO 601
32 32 604 IX=-P(K’yJ)
33 33 P <K y J)=0
34 34 IP=S(D
35 35 IK=S(K)
36 36 DO 605 L=2yIP
37 37 DO 606 LU=lyIN
38 38 IF(IABS<P(IyD).NE.IAPS(P<KyLU)>) GO TO 606
39 39 P(KyU)=O
40 40 GO TO 605
41 41 606 CONiINUE
42 42 P(KyLU)=X/P(Iyl)
43 43 P(KyLU)=P<KyLU)*P<IyL)
44 44 S(K)=S(K)+1
45 45 605 GONTINUE
46 46 DO 607 IMM=ly2
47 47 IP=S<K)
48 48 DO 607 LU=lyIP
49 49 IF(PCKyLU)NE.O) GO TO 607
50 50 IK=S<K)-1
51 51 D0608 IZ=liyIK
5? 52 IN=IZH
tr ~y 53 608 FCNylZWCK-TN)
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UPDAU
LISTING

09. 06. 1982

54 54 S(K)*(K)-1
55 55 607 CONIINUE
56 56 GO 10 602
57 57 601 CONTINUE
58 - -5&.... -IP=U-1 &
59 59 no 65 i-nip
60 60 IF(Pdyl) .Ll.O) GO TO 609
61 61 LU*S<1)
62 62 HO 611 K=1,LIJ
63 63 611 P(I,K)=~P(I,K)
64 64 609 CONUNUE
65 65 NUÓ=IAnS(P(IrD)
66 66 615 B(NUOr1)*111
67 67 L*1
68 68 K=1
69 69 HO 612 J=1,N
70 70 IFCBCJd) .EG.111) GO 10 612
71 71 B(L,K)*J
72 72 K=K+1
73 73 IP*W-1
74 74 DO 613 M*1?IP
75 75 IK=S(M)
76 76 DO 613 MH=2PIK
77 77 IF<IABS(P<MfM«)> .EO.J) GO TO 64
78 78 613 C01INOE
79 79 SpCD^K-l
80 80 L*L+1
81 81 K*1
82 82 612 CONTINUE
83 83 GO TO 510
84 84 614 B(L ?K)=-P(ii7 n M)*P(011)/J
85 85 K-K+l
86 86 GO TO 63
87 87 510 conmiE
88 88 no 555 1*1,8
89 89 555 WRITE(2,0)(P<I,J),J=1,6)
90 90 no 666 1*1,8
91 91 666 WRHE(2,0) (Bd,J) ,J=1,7)
92 92 KZ=3
93 93 KI *2
94 94 D(1)*P(1,1)
95 95 z.E*n<i)
96 96 334 CONTINUE
97 97 no 333 IP*1,2
98 98 IPP*3-IP
99 99 SK*3~IP*2

100 100 IK=W~1
101 *01 DO 333 K*ldK
102 102 IR*P(K,1)
103 103 IF(IR.EG.O) GO TO 333
104 104 IF(P(IR,IP).NE.ZE) GO TO 333
105 105 • if(Kz.eo.i) k:i*khi
106 106 KZ*3

/

S1RUNA 2



-118-

UPDATE
LISTING •

09. 06. 1982 STRONA 3

107 107 KY=3
108 108 IZ-KT+l
109 109 DCIZ^PaRrlPP)
110 110 ZE^PCIFMPP)
111 _ 1U .. ri(Ki)=nB&K
112 112 PCK,1)^0
113 113 KT-KI+2
114 114 GO TO 334
115 115 333 CONUNIJE
116 116 IF(K2.EQ.3) GO TO 339
117 117 KY«KY+2
118 118 KI-KI-l
119 119 IZ«KI-KY
120 120 IF(I7.L.E.O) GO TO 340
121 121 339 D (KI)“999 a

122 122 IK-KI+l
123 123 D(IK)~D(IZ)
124 124 ZE=D(IZ)
125 125 KI-KI+1
126 126 KZ«1
127 127 GO 70 334
128 128 340 CONTINUE
129 129 341 KI=I-2
130 130 IF(D(KD .EG.999) GO TO 341
131 131 L-IABS (D(KI))
132 132 IK=D(KD
133 133 IZ--ZI + 1
134 134 iz=naz)
135 135 IZ*.TZ»SIGNaK)
136 136 X(L)-Gaz)
137 137 IK=KI-1
138 138 IK=D(IK)
139 139 0(IK)«G(IK)łG(I7)
140 140' IHKI.LE.2) GO TO 342
141 141 GO 70 341
142 142 342 CONTINUE
143 143 NW~N~U+1
144 144 CALL 7IMUAl(KP)
145 145 CALL TIHE(LP)
14 6 146 K=1 •

147 147 DO 202 JA=1,LI
148 148 s~o
149 149 DO 503 J=,NW
150 150 AA~O 1
151 151 C=0 / ■ 1 ■ -

152 152 INK=SP(J)
153 153 DD 386 KW=niNK
154 4 54 PA~AFiS(B(J,WD
155 155 DD=1
156 156 DO 99 NWfKA
157 157 99 DD=D*X(PA)
158 158 DD~DD»R(PA)
159 159 IF(X(PA).FQ.O.)X(PA)~1 .0E-10



SOURGE UPPATE
LISTING

09. 06. 1982 STRONA 4

160 160 PP=FL0AT(PA/B(JyKW))
161 161 PI=DD*X(PA)
162 162 PA- <SIGN (PI y X (PA)) -H (PA)) *PP
163 163 INK~SP(J) (
164 164 C-C+ABSOT) 

O+ABSCW)165 --—-445---
166 166 AA=AA+PA
167 167 IHC.EO.O.) GO TO 503
168 168 PH-AA/C
169 169 PH-AA/C
170 170 NT=KA+1
171 171 RE^HOAI (NT)
172 172 DH=~DH/RE
173 173 DE(K,J)=DH
.174 174 INK=SP(J)
175 175 DO 19KW=1fINK •

176 176 PA=IABS(B(JyKI4))
177 177 PP«FLUAT(PA/(J»KW>)
178 178 19 X (PA)~X(PA)+DH*PP
179 179 S=S<ABS(DH)
180 180 503 GONIINUL
181 181 222 CONTINUE
182 182 IF(S.LE-PS) GO TO 203
183 183 IHJA.EQ.L1) GO TO 44
184 184 IF(lx.NE.4)
185 185 IHK.EG.4) K«1
186 186 202 GONI INGI:
187 187 GO TO 203
188 188 444 GONHNUE
189 189 E=0
190 190 D«0
191 191 0=0
192 192 AA=PE(4,J)/DE(3,J)
193 193 C*DE(2,J)/DE(1,J)
194 194 G^C+DEdyJ) **2
.1.95 195 B»D+DE (2, J) **2
196 196 E^E+DE (3 y J) **2
.197 197 IF(AA.GŁ.0.2) GO 10 44
198 198 G-SGRT(G)
199 199 P~SQRI(D)
200 200 E-SQRT(F)
201 201 C^C/D
202 202 G"C-D
203 203 C-ABS(G-D)
204 204 IF(C.EO.O.) GO TO 44
205 205 IF(C.E0.5.) GO TO 44
206 206 C=PE(3yJ)-DE(4yJ)
207 207 IF(C.EO.O.) GO TO 44
208 ' 208 DH-DE(4 yJ)**2/C
209 209 INK-SP(J)
210 210 DO 44 1x14=1 y INK
211 211 PA=B(JyKW)
2.12 212 IF(PA.LE.)PA=-PA



SOURCE UPDATE 09. 06. 1982 STRONA 5
LISTING '

213 2.13 PP-LOAT(PA/B(JyKW))

214 214 X(PA)~X(PA)+DH*PP
215 215 44 CONTINUE
216 216 L1=4:HL2 

K-l217 .. 21’7 ’
218 218 (50 10 20?
219 219 203 GONTINUE
220 220 CALL TIMDAT(KK)
221 221 CALL TIME(LK)
222 222 J=K(2)-IP(2)
?23 223 I~KK(5 -KP(5
224 224 L=KK(6)-KP(6)
225 225 WRITF(2y56)
226 226 WRITE(2y57)
227 227 WRUE(2y58)
228 228 WRITE(2y 59)N y W y Z y LIyL1y L2,EPS y KA
229 229 WR11E(26O) (P(IyJ)yI-lyN) yj«ly?) y (R(J) yJ^lyN)
230 230 URHE(?yól) (Q(I) yI~lyW) y (H(J) yJ^lyN)
231 231 WRHE(2y63)(X(I)yI=l?N)y(DE(Iy50)yI=yN)yf yl
232 232 56 FORMAT(6Xy70(1H*)//28Xy"ALGORYTMY OPTYMALIZACJI'/y9Xy
233 233 •' NIELINIOWYCH SIECI PRZEPŁYWOWYCH DROGA nINIMAL.1 ZACJI
234 234 -/29Xy"STRAT ENERGETYC7NYCH'//y 5X y 0(1H* >/)
235 235 57 FORMAT(25Xy "WYNIKI OBLICZEŃ PROGRAMU #ALGr /33Xy PRZYKL AD i "/A 22
236 236 -38(1H*)/)
237 237 58 FORMAT (26Xy’DANE WEJŚCIOWE'Z?5Xy i 4(1H-)/)
238 238 59 FORMAT (11X y "N—' 11 y 3Xy' W~ " 11 y 3Xy "4=' 11 y 3Xy ”LI = 11 y 3X y ”L.1 ~11 y 3Xy
239 239 -"L2="11y3Xy'EPS-"F7.5y 3Xy"KA-'11/)
240 240 60 FORMAT(17Xy8(6X1l)/10Xy"P(IyJ)^"5Xy11y7(6Xy11)/y17Xy8(F7.2) Ź)

FORMAT (llXy"Q«5F4.0)//10Xy"H«"8(F5.D/) *241 241 61
2 4 2 242 62 FORMAT(26Xy'WYNIKI 0BLIC7N'725Xy16(1H-)/IlXy'ROZWIĄZANIE OPtYHAL
243 243 -NE '710Xy22(lH.)/)
244 244 63 FORMAT (l?Xy "X-"8 (F8.4) /y UX‘y "Y="8 (F8.4) /y 1IXy "WARTOŚĆ FUNKCJI
245 245 -CELIJ/f10X!2?(lH.)/12X»"F(X(Y)--''F8.4/10X»*CZńS ORLTCZFr/lOK
246 246 - C F L U '7 y 10 X y ? 2 (1H.) / 3 4 X y" F (X y Y) ~" F 8.4 /10 X y" C Z A S U B LIC Z E N ‘710 X y
247 247 -14(1H.)//34X y'T='13 y' SEKUND")
248 248 EXI

H ILOSC REKORDÓW W ZBIORZE WYJŚCIOWYM = 248
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9.2. Postać źródłowa programu ALG2 - opracowanego 
w oparciu o algorytm II

i UPDA1E 18. 06. 1982 STRONA 1
LISTING

1 1 LIST
9 9 P F< (1G R A ii (A L G 2)
3 3 INPUT >;R0
4 54 OUTPUT 2=LP0
5 5 TRACH 2
6 6 END
7
8

7
8 MASTER OPTYMALIZACJA

9 9 REAL P(100y4) yH(lOO) y 014(100) yX(100) yHD(lOO) yHG(lOO)
10 10 REAL A (100 y20)yUH(100)y OMA(10) y GOL(30)
11 11 INI EGER PAyU y XX y Y y S(100)yNN(10)y NK(10)
12 12 READ (1 y506) .TH
13 13 READ (1 y 200) Ny 14 y Z y LI y KA y EPS
14 14 READ(ly528) (QW(I) yH(l) yHLKD yHG (I) y 1 = 1 y W)
15 15 READ(1y298) ((P (Iy J)y J=1y3)y1 = 1yN)
16 16 506 FORMAT(10)
17 17 200 FORMAT(410)
18 18 528 FORMAT(200F0.0)
19 19 298 FORMAT (1000F0.0)
20 20 KyNIK=l
21 2.1 AGA=0.5
P2 22 DO 508 1 = 1 y 14
23 23 HD(I)=HD(I)+H(I)
24 24 HH(I)=H(D
25 25 H(I)=H(D73 n
26 26 508 CONTINOE
27 27 DO 989 1=1yN
9Q
?9 989

30 30 DO 10 IP=ly2
31 31 IPP=3-IP
32 32 DO 8 1=1yN
33 33 IF(PdylP).NE.J) GO TO 8
34 34 A(JyK)=P(IyIPP)
35 35 K=K+1
36 36 A(JyK)=P(Iy3)
37 37 K=K+1
38 38 8 CONTINUE
39 39 10 CONTINUE i
40 40 S(J)=(K-l)/2
41 41 K=1
42 42 100 CONTINUE
43 43 DO 505 IC=lyIM
44 44 CALI. niiiE(KP)
45 45 IF(NIK.EG.l) GO TO 111
46 46 READ(ly507) (QW(I) yI=LZHyU)
47 " 47 507 FORMAT(15F0.0)
48 48 111 CONTINUE
49 49 NIK=2
50 50 GOL (10=0.
51 51 DO 1002 l=L7HyW
52 52 GOL(IC)=GOL (10+014(1)
53 53 1002 CONTINUE
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source updaie
LISTING

18, 06. 1982

54 54 AM -AKA+GOLYdC)
55 55 FS-0.1
56 56 DO 202 -LI '
57 57 SS=O .
58 58 DO 503 j-nw
59 59 AA,BD^O
60 £ . £0 . -s- 1' IF(J.LL^Z) GO 10 503

. 61 61 DO 386 K^lrS(J)
62 62 K=KU*2-1
63 63 PA"A(JyK)
64 64 DA"H(J)~H(PA)
65 65 IF(DA.GE.O) GO TO 17
66 66 DA=SQRT(-DA)
67 67 GO TO 19
68 68 17 DA^-SORT(DA)
69 69 19 CONTIhME
70 70 IF(DA.EQ.O)GO TO 386
71 71 DD^A (1)*AGA/ABS(DA)
72 72 DA=DA*A(J?K+1)
73 73 BB^BB+DD
74 74 AA“AA+DA
75 75 386 CONTINUE
76 76 AA=AA-QW(J)
77 77 IF(BB.EG.O) GO 10 503
78 78 DH-AA/BB
79 ' 79 H(J)~H(J)+DH
80 80 SS-SS+ABS(DH)
81 81 503 GONIINUE
82 82 IFCSSJF.EPS) GO TO 203
83 83 202 CONFIMIE
84
85

84
85

203 GONI IN11E 
HA=H(1)

86 86 DO 320 1*2 r U
87 87 IF(H(I).LE.HA) GO 10 321
88 88 320 CONTINOE
89 89 GO 1038
90 90 321 HA^H(I)
91 91 GO TO 320
92 92 38 1*0
93 93 DO 206 IA*1?N
94 94 Y*P(IA?1)
95 95 XX~P(IA?2)
96 96 UK=H(Y)-H(XX)
97 97 E*HII (Y) -HH (XX)
98 98 U^ABS(UK)
99 99 IF(U.EQ.O) GO TO 206

100 100 UK--4IK/U
101 101 E=~E
102 102 U=SQRT(U)
103 A, 103 X(IA)-U*P(IA?3)*IIK
104 104 FS<S+ABS (X (IA) *X (IA) *0)
105 105 FS=FS+X(IA)*E
106 106 206 CONTINUE

STROHA



SOURCE UF'WE 
LISTING

18. 06. 1982 STRONA 3

107 107 AS=HD(1)~H(1)
108 108 DO 823 1=1 y W
109 109 H(D=H(I)-HA
110 110 IF ((HDCT^HD) .LE.AS) GO TO 823 

AS=HD(IWia)111 nr
112 112 823 CONTINUE
113 113 DO 824 1 = 1 y W
114 114 824 H(I)=H(IHAS-HH(I)
115 115 BW=O.
116 116 KI = 1
117 117 DO 180 1=1yŁ7
118 118 DO 182 KU=KI?S(IHKI-1
119 119 182 BU=BUłH(I)*X(KW)
120 120 180 K1=S<IHKI -
121 121 DO 181 1=1. y W
122 122 181 H(D«H(I)-AS+HH(I)+HA
123 123 GALL. ITIHL(KK)
124 124 KK=KK-KP
125 125 WRITE(2y56)
126 126 WRITE(2y57) ■
127 127 WRITE(2y58)
128 128 WRITE (2 y 59)N y W y Z y L I y K Ay EPS
129 129 WRITE(2y60) (PCIyJ) yJ=ly4) yl=ly3)
130 130 WRITE(2y12)(QW(I)yl=ly4)y(H(I)yl=ly4)
131 131 WRITE(2y63) (X(I)?1=1y4) y (HHG) yl = ly4) yFSyKK
132 132 56 FORMAT (6Xy70UH*)//24Xy"OPTYMALIZACJA WARUNKOM PRACY"/y9Xy fi
133 133 -"NIELINIOWYCH SIECI PRZEPŁYWOWYCH DROGA MINIMALIZACJI"
134 134 -/29X y“ ST RAT ENERGE 1YCZNYCH '7/ y 5X y 0 (1H*) /) 7
135 135 57 FORMAT(25Xy' WYNIKI OBLICZEM PROGRAMU SALG?7'33Xy ' PRZYKŁAD 5jZ>>22)

136 136 -38(1H*)/)
137 137 53 •FORMAT(26y‘DANE WEJŚCIOWE'/5Xy14(1H~)/) i
138 138 59 FORMAT (14Xy'N='y11y4X y'W="y11y4Xy' Z=" y11y 4X y"LI ='y11y 4X r
139 139 -"KA=-y11y 4X y'EPS=' yF6.4/)
140 140 60 FORMAT (36Xy4 (F4.0y3X) /26Xy ' P (I y J) ='74 (F4.0y3X) /36Xy4 (F4*0<W /)
141 141 12 F 0RM AT (14 X y' (TW = ‘ y 4 X (F 4.0) //14X y " H=" y 4 (F 4.0) /)
142 142 62 FORMAT (26Xy WYNIKI 0BŁIC7EN'725Xy16(JM-)/llXy'ROZWIĄZANIE OPTYMAL
143 14 3 -NE "/10Xy22(1H.)/)
14 4 144 63 FORMAT (12X y‘X='8 <F8.4)/y11X y"Y=' 8(F8.4) /y11X y"WARTOSC F UNKCJI
145 145 -CELU/y10Xy22<1H.)/12Xy"F(XyY)="F84/10Xy"CZAS ODLICZEŃ'/10X
146 146 -14(1H.)/11X y'T=I3ySEKUND')
147 147 END
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9* 3* Wyniki obliczeń programu ALGI dla przykładu X

XXXXXX.XX* X X X X X X X X X W X- X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X W X X X X X X X X X

ALGORYTMY OPTYMALIZACJI '
NIELINIOWYCH SIECI PRZEPŁYWOWYCH DROGA MINIMALIZACJI 

STRAT ENERGETYCZNYCH

#MMXXXXKXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXMXXMXKXXXMXXXXXXX

WYNIKI

X XX X X

OBLICZEŃ
PRZYKŁAD

X- X X X X X

PROGRAMU
1
XXX

SALG1

N-8

P(IfJ)-
1
3 

0.01

DANE WEJŚCIOWE

ŁI-100

4 
0.02

Ll=4

3 
0.04 0.05

EPS~O.0000.1

4 
0.04

3
5

0.03

KA=1

3
4 

0.02 0.01

X X X X X

L

4

0= O 0. 10

O „ 5 OH- -1.0 1.0 ~1.5 -1.0 5 2.0 1.5

DDLICZFN

ROZWIĄZANIE OPTYMALNE

X= 10.3002 8.3760 3.1398 3.8928 4.2911 -6.2123 9.6524 1.4548

Y~ -0.0609 “2.4032 -1.1057 -0.2423 -1.2365 1.6578 -3.8634 -j.5212

WARTOŚĆ FUNKCJI CELU

F<XrY)= 80.2795

T= 1 SEKUND

CZAS ’ OMICZEN
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9i4* Wyniki obliczeń programu ALG2 dla przekładu 2

*********** * * * ** ii X* ** *M ******** * * ***********************************

ALGORYTMY OPTYMALIZACJI
NIELINIOWYCH SIECI PRZEPŁYWOWYCH DROGA MINIMALIZACJI 
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