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OZNACZENIA

a,b,d,e 
a , b , c 

a1»a2»a3

-odcięte wierzchołka gęstości wielokątnej

-współczynniki trójmianu kwadratowego /tylko w podrozdziale 6.1/
-ramiona sił względem najbardziej obciążonej krawędzi przy­
czółka

a -współczynnik do obliczania siły od hamowania pojazdów 
h

b -ramię wypadkowej sił pionowych względem najbardziej obciążonej El
krawędzi przyczółka

b , bn,b -współczynniki wpływu kąta nachylenia podstawy
13 U C

c -spójność
c^ ,/i«1,•.•,n/ -spójność przy podstawie i-tego paska /tylko w pod­

rozdziale 3.6/,spójność w i-tej warstwie /w pozostałych 
rozdziałach/.

cq -współczynnik kłusy bezpieczeństwa

d$»dp,d -współczynniki wpływu zagłębienia fundamentu
e -mimośród działanie wypadkowej obciążeń /tylko w podrozdziale 3.7/
f -współczynnik tarcia betonu o baton
f(xp...,xn) -funkcja określająca kryterium bezpieczeństwa
gn,gn,g. -współczynniki wpływu nachylenia naziomu /tylko w podroż- u c

dziale 3.7/
g(x) >gy(x) jg^ ,... ,xn) -gęstości prawdopodobieństwa

g (x) -gęstość prawdopodobieństwa standaryzowanego rozkładu normalnego

h o
h1 ,h2

-wysokość przyczółka
-rzędne punktu początkowego i końcowego gęstości wielokątnej 
/tylko w podrozdziale 4.3/

» /i=1 ,2,...,n/ -miąższość i-tej warstwy
h -ramię wypadkowej sił poziomych względem najbardziej obciążonej 

fi.
krawędzi przyczółka

B’n 
k 

k1 
k2 
k„, u

1 o

, i -współczynniki wpływu nachylenie wypadkowej obciążeń
1/ c
-stała związana z przybliżoną dystrybuantą rozkładu normalnego
-współczynnik redukcyjny dla kąta tarcia wewnętrznego
-współczynnik redukcyjny dła obliczania oporu spójności

ip -parametry rozkładu Frecheta
-długość przekroju powierzchni cylindrycznej

, /i«1,...,n/-długość podstawy i-tógo paska
m^ jm^^^ -współczynniki kierunkowe gęstości wielokątnej 

n,n -liczebność ciągu
p -prawdopodobieństwo
P»q-,r^, /i«1,2,3/-pomocnicze parametry dystrybuanty /tylko w rozdz. 4/ 

p , -parametr obciętego rozkładu Frecheta ob
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p.,/i=1,...5/ - prawdopodobieństwo utraty stateczności w i-tym przypadku 
/oprócz rozdziału 4/,

Po ” ogólne prawdopodobieństwo utraty stateczności przez przyczółek

p^ -prawdopodobieństwo wystąpienia ujemnego momentu przy obrocie wokół 
powierzchni cylindrycznej

qo -równomierne obciążenie naziomu- część nielosowa

q^ -równomierne obciążenie naziomu-część losowa
q - iloraz ciągu geometrycznego /rozdział 8/ norma prawdopodobieństwa /pod 

rozdział 2.1/,obciążenie naziomu /w pozostałych rozdziałach/
q(x) -intensywność obciążenia na przęśle
rR»rg-miary bezpieczeństwa poziomu czwartego

BB»°D»°c -współczynniki kształtu 
t -czas

W1’W2,W3 -parametry rozkładu trójkątnego

x,y -zmienne niezależne
»• • •xn) -element n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej

x, -parametry rozkładu lognormalnego
z.,/i=1,...n/ -wartość dystrybuanty empirycznej
B -powierzchnia lub szerokość podstawy przyczółka
D -minimalna głębokość posadowienia

-statystyka Kołmogorowa
E -symbol wartości oczekiwanej
F(x),F^(x) -dystrybuanta

F (x} -dystrybuanta standaryzowanego rozkładu normalnego

(y) -funkcja odwrotna do dystrybuanty
Fn(x) -dystrybuanta empiryczna
G. -ciężar i-tego paska

H . -wypadkowe parcie czynne w i-tej warstwiea. i
Hp -wypadkowe parcie bierne

- siła od hamowania pojazdów

- składowa wypadkowej sił styczna do podstawy przyczółka
Ip -stopień zagęszczenia

-stopień plastyczności

I(x) -linia wpływowa efektu statycznego
K .

i
K .ai
K

P
K

L

- linia poślizgu o indeksie i
-współczynnik granicznego parcia czynnego w i-tej warstwie

-współczynnik odporu granicznego /parcia biernego/
(x»y) -funkcja kowariancji procesu stochastycznego^*)]

-długość przęsła
-długość podstawy przyczółka
-wypadkowy moment sił względem osi powierzchni cylindryczna.



I .
M -momenty utrzymujące

M -momenty wywracającew
N -liczba realizacji

-składowa wypadkowej sił normalna do podstawy przyczółka
-ciężar gruntu na odsadzkach przyczółka

-ciężar gruntu ograniczonego powierzchnią cylindryczną

^B’^D’^c -współczynniki nośności podłoża
N -reakcja przyczółka od obciążeń ruchomych
N -reakcja przyczółka od ciężaru własnego belki
N -ciężar własny przyczółka
N (x -rozkład normalny o wartości oczekiwanej x i wariancji C/
0 -środek obrotu
P(*) ,p{..*} -prawdopodobieństwo pewnego zdarzenia

Pq -wypadkowa wszystkich sił działających na przyczółek
-nośność graniczna podłoża gruntowego

Q (t,x) -pole losowe obciążeń /czasowo-przestrzenne/
R -nośność /w rozdziale 2/,rozkład jednostajny /w rozdziale 6/
Rq -promień najniekorzystniejszej linii poślizgu

R^ -promień powierzchni cylindrycznej

R^Rg -reakcje podporowe
R X) -rozkład zmiennej losowej X

5 -obciążenie /tylko w rozdziale 2/ 

,/i=1,...5/ -współczynnik pewności /bezpieczeństwa/ dla i-tego kryter­
ium

T -siła /moment/ przeciwdziałająca utracie stateczności
U -siła /moment/ powodująca utratę stateczności
Var -symbol wariancji

X,X. -zmienne losowe
— 1
X -wartość oczekiwana /średnia/ zmiennej losowej X
(x^ 9..*,-n-wymiarowy wektor losowy

- zapas stateczności przyczółka w i-tym przypadku /kryterium/
- kąt nachylenia ściany przyczółka /tylko w rozdz® 3/,parametr rozkładu 

Ririchleta /tylko w rozdz. 4/
, /i=1 ,. . • n/ -kąt nachylenia w i-tym pasku /tylko w rozdz* 3/,parametry 

dystrybuanty rozkładu wielokątnego /w pozostałych rozdz./

^G,UG -parametry rozkładu Gumbela
- kąt nachylenia naziomu /tylko w rozdz® 3/,parametr rozkładu Dirichleta 

/tylko w rozdz® 4/.
n -wskaźnik niezawodności

-parametry dystrybuanty rozkładu wielokątnego
1 *^2'O



-ciężar objętościowy
,/i=1,...n/ -ciężar objętościowy w i-tej warstwie

£ -kąt tarcia między ścianą przyczółka a gruntem /w rozdziale 3/,parametr 
rozkładu Dirichleta /tylko w rozdziale 4/,mała liczba dodatnia /w roz­
dziale 8/.

1 ^2^3 “kąty nachylenia wykresów poszczególnych odcinków gęstości 

wielokątnej /tylko w podrozdziale 4.3/

1

2

£

p -

-współczynnik skośności zmiennej losowej 

-kurtoza /oprócz podrozdziału 4.3/ 
-miara probabilistyczna skoncentrowana w 
-mała liczba dodatnia /tylko w rozdziale 

=1,...4/ -poziomy istotności
-kąt nachylenia podstawy
-parametr rozkładu Poissona

-kwantyl rzędu p

/oprócz podrozdziału 4.3/

zerze
8/

x

..4/ -parametry pewnego rozkładu prawdopodobieństwa /tylko w roz­
dziale 2/,estymator nieobciążony i-tego momentu centralnego 

-estymatory obciążone momentów centralnych
-współczynnik zmienności

i’

-odchylenie
-kąt tarcia 

..n/ -kąt 
kąt

s tandardowe
wewnętrznego
tarcia wewnętrznego w i-tej warstwie /oprócz 

tarcia wewnętrznego w podstawie i-tego paske

podrozdz.3 

/tylko
6/

X

n

w podrozdziale 3.6/

-element przestrzeni probabl1istycznej
-współczynnik bezpieczeństwa

-funkcja gamma liulera

-wyróżnik trćjmianu kwadratowego /w rozdz. 6./,symbol różnicy
/ w innych rozdziałach/

-sigma - ciało podzbiorów
^przestrzeń probabilistyczna
-zbiór liczb rzeczywistych
-n-wymiarowa przestrzeń euklidesowa

-funkcja charakterystyczna /indykator/ zbioru A

wartości

Uwaga:
Przy referowaniu prac innych autorów zachowywano zazwyczaj oryginalne 

oznaczenia,stąd pewne symbole tu objaśnione mogą się pojawiać w innym znacze­

niu w trakcie cytatu.W takich przypadkach to odmienne znaczenie jest objaśnio 

ne w tekście.
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1. WSTĘP

1.1 Wprowadzenie

Masywny przyczółek mostu drogowego Jest nie tylko podporą 

przęsła skrajnego, lecz służy również jako mur oporowy, przy - 

trzymujący czoło nasypu. Otaczający go ośrodek gruntowy decydu­

je o nośności podłoża, ale równocześnie stanowi obciążenie dla 

samego przyczółka. Stąd też fluktuacje losowe własności fizycz­

nych i wytrzymałościowych gruntu mają bardzo duży wpływ na bez­

pieczeństwo takiej konstrukcji. Grunt jest ze swej natury ośrod­

kiem statystycznie niejednorodnym. Współczynniki zmienności po­

szczególnych parametrów geotechnicznych osiągają niekiedy znacz­

ne wartości. To sugeruje, że właściwe podejście do badania sta­

teczności masywnego przyczółka powinno opierać się na analizie 

probabili stycznej•

Analiza probabilistyczna może tu stawiać sobie różne celo. 
Bardzo często ma ona odpowiedzieć na pytanie w jaki sposób wyzna­

czać wartości obliczeniowe poszczególnych parametrów, tak aby 

prawdopodobieństwo utraty stateczności było mniejsze od określo­

nego poziomu. Można także obliczać prawdopodobieństwo utraty 

stateczności /zniszczenia czy awarii/ i porównywać je z postulo­

waną wartością wynikającą z analizy ekonomicznej kosztów budowy 

i zniszczenia. Można też badać prawdopodobieństwo niezniszczenią 

konstrukcji w z góry określonym czasie jej eksploatacji.

Prace związane z analizą probabilistyczną masywnych przy - 

czółków mostowych zostały podjęte w latach sześćdziesiątych przez 

Biernatówskiego 04, 15,16b ] a podane tam propozycje wykorzy - 

stują metody linearyzacji Leviego i Rżanicyna 01, 95] . Pojawia­

ją się jednak trudności, które wymagają prowadzenia dalszych ba­

dań nad tym zagadnieniem. Pierwszą taką trudnością jest fakt, że 
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stosowane miary stateczności mają skomplikowane analityczne 

postaci/ w szczególności kryteriom dotyczące wypierania 

gruntu spod przyczółka/• Trudność ta wzrasta wraz z ilością 

warstw geotechnicznych, które muszą być wzięte pod uwagę i po­

woduje, że obliczanie prawdopodobieństw utraty stateczności mo­

że odbywać się prawie wyłącznie metodami przybliżonymi# Metody 

przybliżone nie dają na ogół możliwości oszacowania popełniona - 

go błędu# Interesujące jest pytanie, jakie relacje zachodzą mię­

dzy wynikami otrzymywanymi w poszczególnych metodach# Następne 

trudność wiąże się z wyborem odpowiednich rozkładów prawdopodo­

bieństwa dla poszczególnych cech gruntowych. Wybór tych rozkła­

dów opiera się zwykle na analizie laboratoryjnych badań posz - 

czególnych cech. V/ tej sytuacji istnieje pewna dowolność w sto­

sowaniu rozkładów# Nie ma też zgodności wśród badaczy, czy mają 

to być rozkłady o nośnikach ograniczonych, czy nie, jakkolwiek 

poszczególne parametry gruntowe przyjmują wartości z dość wąy- 

kich przedziałów. Dodatkowo dochodzą problemy związane ze zmien­

nością przestrzenną parametrów.

Ważnym zagadnien iem Jest także ocena wpł ywu porzcz^r.ó i ny' h 

zmiennych losowych nu prawdopodobieństwo utraty sLa teczności 

przez przyczółek#

Innym ciekawym zagadnieniem jest zbadanie rozkładów zmien­

nych losowych, będących miarami stateczności, przyjmowanymi na 

przykład jako różnica lub iloraz wielkości reprezentujących v.y- 

trzymałość i obciążenie.

Wymienione problemy stanowią przykłady zagadnień związanych 

z probabilistyczną analizą stateczności przyczółka. Niektóre 

z nich zostaną podjęte w ramach niniejszej pracy#

1.2 Cel i zakres pracy

Podstawowym celem pracy jest podanie sposobu obliczania 
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prawdopodobieństwa utraty stateczności przez masywny’ przyczółek 

mostu drogowego, w sytuacji, gdy przeprowadzona jest geotechnicz­

na analiza podłoża gruntowego. Zakłada się, więc, że znany jest 

układ warstw gruntowych oraz dysponuje się odpowiedni? ilością 

wyników badań la bora toryjnych na próbach gruntowych, które pozwo­

lą na zbadanie rozkładów prawdopodobieństwa /a przynajmniej ino - 

mentów sta ty styczny chi/ parametrów niezbędnych do analizy* Ściślej 

chodzi tu raczej o wybór spośród istniejących metod najbardziej 

adekwatnej i przeprowadzenie tą metodą odpowiednich obliczeń. Po­

nadto pożądana jest taka metoda, która dawałaby możliwość oceny 

rozkładów prawdopodobieństwa zmiennych losowych przyjętych jako 

miary stateczności. Wobec tego w rozdziale 2-gim dokonuje się 

przeglądu kilku takich /znanych z literatury/ metod. Wybór padł 

na metodę symulacyjną, co podyktowane było bardzo skomplikowanymi 

wy raź eniami anali ty cz nymi opisuj ącymi mi ury s tat e czności, w k tóio 

uwikłane były wyjściowe zmienne losowe, a także możliwością przy­

bliżonego zbadania rozkładów prawdopodobieństwa tychże miar.

Miary' stateczności a także schemat obliczeniowy przyjęto za praca­
mi Bie matów ski ego £lz4, 15, 22 • Schemat ten składa się z pięciu

kryteriów - możliwości utraty stateczności, mianowicie: przesunię­

cia, obrotu wokół najbardziej obciążonej krawędzi podstawy, obrotu 

wokół powierzchni cylindrycznej, wystąpienia osuwiska i wypiera - 

nia gruntu spod przyczółka /rozdział 3/* Zagadnieniu wyboru, odpo­

wiednich rozkładów prawdopodobieństwa dla układu wejściowych zmien­

nych losowych poświęcono rozdział 4. W pracy analizuje się sta - 

teczność przede wszystkim z geotechnicznego punktu widzenia, w 

związku z tym za zmienne losowe przyjęto parametry gruntowe wy 

stępujące w kryteriach stateczności, a więc w każdej warstwie grun­

towej kąt tarcia wewnętrznego - / , spójność - c / dla grun -

tów spoistych/ oraz ciężar objętościowy Dodatkówą zmien-
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ną losową stanowi reakcja przyczółka od losowych obciążeń mostu 

przejeżdżającymi pojazdami. Chodzi bowiem o stwierdzenie, czy 

losowe zmiany tej wielkości mają duży wpływ na prawdopodobieńs­

two utraty stateczności. Przedstawia się także własne propozycje 

opisu parametrów gruntowych rozkładami wielokątnymi, poparte wy­

nikami testów statystycznych dla rzeczywistych badań tychże pa­

rametrów. Podstawową zaletą tych rozkładów jest ich przydatność 

do badań symulacyjnych ze względu na prosty i efektywny gene ra - 

tor liczb losowych.

Korzystając z przedstawionych kryteriów przeprowadza się 

obliczenie prawdopodobieństw utraty stateczności dla prostych 

przypadków i przy pewnych upraszczających założeniach metodą bez­

pośredniego całkowania odpowiednich funkcji gęstości /całkowanie 

przybliżone-numeryczne/. Wyniki przedstawia się i komentuje w 

rozdziale 5. Następnym etapem jest budowa generatora liczb loso­

wych o i^ozkładzie wielokątnym, wykorzystująca metodę odwracania 

dystrybuanty- oraz budowa odpowiedniego programu na maszynę cy - 

frowąTumożliwiającego obliczenie prawdopodobieństw stateczności 

we wszystkich pięciu przypadkach oraz wyznaczenie momentów sta­

tystycznych i rozkładów prawdopodobieństwa zmiennych losowych 

będących miarami stateczności w po szczególnych przypadkach /roz­

dział 6/. W oparciu o zbudowany program analizuje się serię 
przykładów pozwalających na stwierdzenie skuteczności metody 

oraz na zrealizowanie dodatkowych celów,którymi sa:zbadanie 

wpływu losowości poszczególnych parametrów gruntowych na prawuo- 

pouobienstwo utraty stateczności i na rozkłady prawdopodobień­

stwa miar stateczności, a także na zbadanie wpływu losowości 

reakcji od obciążenia pojazdami na wyżej wymienione miary* 

kodaje się też pewne uwagi o wpływie typu rozkładów wyjś­

ciowych na uzyskiwane wyniki w kontekście zastosow.nia prostych
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rozkładów trójkątnych symetocznych. Przykłady obliczeniowe i 

związane z nimi komentarze zawarte są w rozdziale 7. Jak w kuż- 

dej metodzie przybliżonej także i tutaj istotną rolę odgrywa oce­

na błędów popełnionych w trakcie obliczeń. W pracy podejmuje się 

próbę takiej oceny poprzez oszacowanie niezbędnej liczby’ reali - 

zacji dla danego poziomu dokładności oraz analizę wpływu parame­

trów początkowych generatora(wprowadzonych w celu zapoczątkowania 

procesu symulacji,na uzyskane wyniki /rozdział 8/•

W celu porównania dla jednego z przykładów przeprowadza się 

obliczenia przy zastosowaniu metody linearyzacji Rżanicyna, któn 

jest dosyć rozpowszechniona, ale może prowadzić do dość dużych 

błędów. Dodatkowo wykonuje się obliczenia korzystając z rozwi - 

nięć dystrybuanty w szereg względem pochodnych rozkładu normal­

nego /rozwinięcie Grama-Cha rl i era i rozwinięcie Edgewortha/. 

Porównanie wyników prezentuje się w rozdziale 9.

Przeprowadzone analizy pozwoliły na wyciągnięcie szeregu 

wniosków o charakterze ogólno - poznawczym, które omówiono 

zebrano w ostatnim rozdziale pracy.

Zagadnienia związane z określeniem dopuszczalnego ryzyka 

w oparciu o analizę ekonomiczną /por. np. pi , 166, /, jnk

również problematyka związana z określeniem odpowiednich wartoś­

ci obliczeniowych parametrów w zależności od przyjętego poziomu 

bezpieczeństwa /np. [s6, 9 5] / nie stanowią przedmiotu niniejs..ej 

pracy. Podstawową tezę pracy można sformułować następująco:

Metoda symulacyjna stanowi dogodne narzędzie do wyznacza - 

nia prawdopodobieństw utraty stateczności masywnego przyczółka 

mostowego. Pozwala ona także na analizę wpływu losowej zmiennoś­

ci poszczególnych czynników na stateczność przyczółka. Przy sto­

sowaniu tej metody pożytecznie jest korzystać z rozkładów w.ielo- 

kątnych jako rozkładów prawdopodobieństwa kąta tarcia wewnętrz - 

nego - spójności - c, oraz ciężaru objętościowego - y
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2. NIEKTÓRE METOM OBLICZANIA PRAWDOPOjWBIEŃSTW 

NIESPEŁNIANIA WARUNKU STATECZNOŚCI

2.1. Wprowadzenie

W.
 Ind.

Zadania postawione w tej pracy mieszczą się w ramach teorii 

bezpieczeństwa konstrukcji. Probabilistyczne podejście do zagad­

nień bezpieczeństwa konstrukcji zostało zapoczątkowane pracami 
M.Maiera w 1926r. [8l] , N.S.Strieleckiego w 1955r. [122] , M.Prota 

w 193$r. |l08j , a w Polsce przez W.Wierzbickiego w 19J56 •

Od togo czasu nastąpił intensywny rozwój teorii bezpieczeństwa kon­

strukcji opartej na bazie teorii prawdopodobieństwa i procesów sto­

chastycznych. Równolegle rozwijała się matematyczna teoria nieza­

wodności, której wywody stanowiły uzasadnienie przyjmowanych modo- 

.i i metod teorii niezawodności konstrukcji /por. [?l] /. 
I

We współczesnej teorii bezpieczeństwa konstrukcji ze względu 

na stosowane miary niezawodności można wyróżnić cztery poziomy ob­

liczeń /podano za pracą ^5] ,por. także [55] / :

a/ poziom pierwszy, gdzie miarą niezawodności jest współczyn­

nik bezpieczeństwa 

lub zapas bezpieczeństwa

Z = R - S> 0 (2.2)

gdzie
R - nośność,

S - obciąż o ni e,'

b/ poziom drugi, w którym miarą bezpieczeństwa jest wskaźnik 

niezawodności określony następująco :



lub~ (2-Ą)
far s 

gdzie

Z - wartość oczekiwana zapasu bezpieczeństwa,

P - wartość oczekiwana współczynnika bezpieczeństwa,
> ^InP " odchylenie standardowe odpowiednio Z i ln£"\ 

jg - postulowany wskaźnik niezawodności;

c/ dla poziomu trzeciego przyjmuje się następujące miary nieza

r - dystrybuanty rozkładów zapasu bezpieczeństwa Z i 

współczynnika bezpieczeństwa r , zaś

x) ^un^cJe gęstości rozkładów zapasu bezpieczeństwa

Z i współczynnika bezpieczeństwa,

- norma prawdopodobieństwa

d/ poziom czwarty /por. [86] /, w którym miary bezpieczeństwa

określamy wzorami :
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w których:

Fn(x) , Fq(x) - dystrybuanty rozkładów/ prawdopodobieństw/ noś- 
IŁ Ó

ności i obciążeń uogólnionychj 

gp(x) 9 g$(x)-gęstości powyższych rozkładów 

r (x) , rr(x)- ryzyko przemoczenia wartości R i S odpowiednio K o
cQ - współczynnik klasy bezpieczeństwa

Ujęcie problemu w/ niniejszej pracy najbliższe jest trzeciemu 

poziomowi obliczeń.

Prawdopodobieństwo bezawaryjnej pracy konstrukcji (niezawodność, 

oblicza się ze wzoru (2.5),który może być także zapisany w 

postaci:

. p = j g(R,S) dRdS (2*9)
S <R

Autor monografii [36j w/prowadza rozróżnienie pomiędzy stanem 

bezawaryjnym a stanem bezpiecznym, przy czym prawdopodobieńs­

two tego drugiego (bezpieczeństwo) dane jest wzorem (por.fegj):

°nom
P1 “ V j g(RfS) dRdS (2.10)

“ 00 ^n om
(R .S - wartości graniczne odpowiednio R i S)

W niniejszej pracy w/ykorzystywany jest wzór (2.9). Bowiem 

w warunkach geotechnicznych rozdzielenie nośności od obciążeń 

okazuje się trudne, gdyż warstwa gruntowa przenosząca obciążeń.La 

sama częstokroć stanowi znaczne obciążenie konstrukcji.
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V/ związku z tym obciążeniu i nośności na ogół nie mogą być uzna­

ne za niezależne zmienne losowe /por. uwagi w podrozdziałach 

5-6 i 5-7/. Ponadto wzajemne zależności pomiędzy obciążeniami 

przyczółka a nośnością graniczną stwarzają Komplikacje w określe­

niu wartości ^nom oraz Snom.

Niech kryterium bezpieczeństwa /stateczności/ ma postać :

KxTX2”-’ Xn)> 0 (2.11)

lub

p .i?)

gdzie
,X2,••.Xn - pewien układ zmiennych losowych określo­

nych na przestrzenifss.E.P)

( - przestrzeń probabilistyczna,

“ c/- ciało podzbiorów 5

D - prawdopodobieństwo^

wybrany stosownie do rozpatrywanego zagadnienia. V/ zagadnieniach 

związanych z bezpieczeństwem konstrukcji opartych na podłożu grun- 

towym takim przykładowym układem zmiennych losowych są cechy grun­

tu tj. wilgotność naturalna, stopień plastyczności, ciężary objęto­

ściowe, stopień zagęszczenia, spójność, kąt tarcia wewnętrznego 

itp. i cechy konstrukcji : materiał konstrukcyjny, kształt, połą­

czenia elementów oraz obciążenia : zewnętrzne /wiatr, śnieg, itp./ 

i wewnętrzne /użytkowe, termiczne, itp./.

Zatem występuje tu n - wymiarowy wektor losowy /X^/.

Dalej zakłada się ,że rozkład tego wektora, który jest pewną miarą 
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probabilistyczną w |R , jest absolutnie ciągły względem miary Le- 

besgue'a w [Rn , czyli istnieje jego gęstość, która oznaczana bę­

dzie przez g(x^,x^,.•.,xnj• Kolejnym założeniem jest przy­

jęcie, że funkcje f, 1^ i występujące we wzorach /2.T1/ i /2.12/ 

są mierzalne po borelowsku. Dzięki mierzalności £ wielkość okreś­

lona wzorem

X = f(X]....... 2^) 2.15 j

jest zmienną losową Y

W dalszej części tego rozdziału będzie wykorzystywana jedynie 

nierówność /2.11/. Jakkolwiek stosowanie warunku bezpieczeństwa 

w postaci /2.12/ bywa czasem wygodniejsze.

Po tych wstępnych uwagach i założeniach zaprezentowanych zostanie 

kilka metod obliczania prawdopodobieństwa spełniania nierówności 

/2.11/.

2.2. Metoda dokładna

Z rachunku prawdopodobieństwa wiadomo, że prawdopodobieństwo

spełnienia nierówności /2.11/ wyraża się wzorem ;

[we

= f fg(x» ••• M d*i-- • 

xe R'ł:f(xb...Xrt)S:Oj
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Oczywiście prawdopodobieństwo'zdarzenia przeciwnego jest równe :

P^X1,^,...XQj-<oJ =J j g(x,,X2) ...Xr,)dy,... dxn 

[xe(Rn:f(x, ,x2) ...xn)<oj

Prawdopodobieństwo to bywa czasem nazywane prawdopodobieństwem ka­

tastrofy lub prawdopodobieństwem awarii /probability of failurc/. 

Jeżeli zmienne losowe ,X2,••>Xn są stochastycznie niezależne, to 

wzór /2.1Ą/ przyjmuje postać :

[x£Rn -f (x,r..xn)>oj

W niektórych przypadkach udaje się ex~plicite znaleźć gęstość 

gy zmiennej losowej Y (w]= (wp..,Xn(w))i wówczas :

+00

0

Jeśli f jest funkcją tylko jednej zmiennej, czyli Y = f(x^i po- 

nadto f jest klasy C oraz f / 0 w rozpatrywanym obszarze, to po­

mocne jest następujące twierdzenie :

Aby znaleźć g^(yjdla danego y, należy rozwiązać równanie

y = f(xy

wyrażając x przez y. Jeśli ,Xo,.. ,xn.. 

mi rzeczywistymi równania :

y = f = ... = =

(2.18

-są wszystkimi pierwiastka-

, to :» • —
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gdzie;

gx(x) “ gęstość zmiennej losowej X , zaś 

df( x) 
f1 (x) = — ......  

dx

Jeżeli dla pewnego y równanie nie ma pierwiastków rzeczywistych, 

to

gY(y)= o (2.20)

Prosty dowód tego twierdzenia można znaleźć w [l04j.

Twierdzenie to można uogólnić na przypadek wielu zmiennych, lecz 

wówczas posługiwanie się nim staje się utrudnione ze względu na 

występujące całki wielokrotne we wzorze na gęstość.

Dla szczególnych przypadków funkcji f oraz szczególnych rozkładów 

zmiennych X^fX^,..,XU znane są rozkłady zmiennej Y. Przypadki te 

są szczegółowo omówione w podstawowych podręcznikach rachunku pra­

wdopodobieństwa, np. [55 t 12 , 54 , % , 10ńJ •

V/ większości przypadków obliczenie prawdopodobieństwa ze wzorów 

/2.14/ lub /2.15/ sposób dokładny okazuje się niemożliwe ze 

względu na dużą ilość zmiennych losowych i skomplikowaną formułę 

określającą zapas bezpieczeństwa.

Uciekanie się do metod całkowania przybliżonego na ogół nie dajo 

oczekiwanego rezultatu, gdyż błędy przy numerycznym obliczaniu 

całek wielokrotnych mogą być znaczne, co przy małych zwykle warto­

ściach prawdopodobieństwa /2.15/ prowadzi do niezbyt pewnych re­

zultatów.
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W związku z tym od dawna już proponowane są pewne przybliżone me­

tody obliczania tych prawdopodobieństw. Metod tych jest w chwili 

obecnej już wiele. Niżej podano kilka przykładów takich metod.

2.5. Linearyzacja Rżanicyna

Istotny rozwój metod przybliżonych rozpoczął się pod koniec 

lat czterdziestych. Zapoczątkowany został pracami Strieleckiego 

[H23J , a następnie Rżanicyna fl12 , 113 , H^J • Drugi z tych 

autorów opracował metodę nadającą się do skomplikowanych funkcyj­

nie warunków bezpieczeństwa.

Założył on, że zmienne w warunku /2.11/ posiadają rozkła­

dy normalne o znanych parametrach, zaś funkcja f z tego warunku 

rozwijana była w szereg Taylora w otoczeniu wartości oczekiwanych ; 

przy czym brane były pod uwagę jedynie wyrazy liniowe tego rozwi­

nięcia :
n 

£(x^,x2,..,xn\»f^,X2,..,Xa\+Y' _ z ~ \ (2.2-1)
9/i

/wartość oczekiwana zmiennej X^/. Przy takim za-gdzie = SĄ 

łożeniu wartość oczekiwana i odchylenie standardowe zmiennej 

X = f (x^ ,.. dane są zależnościami

EY =

' 1 ) ' " 1 )
oznacza odchylenie standardowe zmiennej X^

2.22

.gdzie
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Jeśli zmienne X^,..,X są stochastycznie niezależne, to oczywiście 

przybliżona zmienna Y ma rozkład normalny o parametrach danych 

przez /2.22/ i /2.2V* Wówczas prawdopodobieństwo spełnienia nie­
równości przeciwnej do ( 2.11) wynosi;

o

• O0

Jeśli żądamy, aby prawdopodobieństwo Spełnienia nierówności /2LTI/ 

było nie mniejsze niż p, to otrzymuje się następujący warunek bez­

pieczeństwa /por. [22] lub [51J /:

gdzie - kwanty 1 rzędu p standaryzowanego rozkładu normalnego.

Podobnie można postąpić w przypadku skorelowanych zmiennych z tym,
i

że zmienia się wówczas wzór na wariancję zmiennej Y i ma postać :

W przypadku stosowania tej metody zwykle z góry zakłada się, że

Y ma rozkład normalny /nie wnikając często w rozkłady X^/ o parame­

trach danych wzorami (2.22J i (2.25) •
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Spotyka się także praco, np. 05] w których rozkład Y jest roz­

kładem dwuparametrowym, innym niż normalny, ale jego parametry 

wyznaczone są opisaną wyżej metodą.

Metoda Rżanicyna jest bardzo rozpowszechniona, a zastosowana line- 

aryzacja wokół wartości średnich stała się podstawą rozwijanej 

przez Cornella /por. [44] / metody POA /first ordor uncerbainty 

analysis/. Metoda POA rezygnuje z badania rozkładów zmiennych lo­

sowych, ograniczając się jedynie do wyznaczenia pierwszych dwóch 

momentów. Można wymienić sporo prac wykorzystujących linearyzację 

Rżanicyna w zagadnieniach geotechnicznych. Przykładowo można tu 

wskazać prace takich autorów jak : Alonso [i] , Biernatowski [15] 

Cornell fl^] cz^ ^rster i Weber [57] •

Podstawową wadą opisywanego wyżej sposobu jest fakt, że w przypad­

ku nieliniowych funkcji f może ona prowadzić do błędnych rezulta­
tów /por. [38] i H /• Błędy mogą też pojawić się w wyniku od­

stępstw od rozkładów normalnych, /dla rozkładów normalnych, przy 

założeniu liniowej funkcji f - motoda jest dokładna/. Dodatkowo 

nie ma ona własności niezmienniczości ze względu na kryterium bez­

pieczeństwa /por. [95] /• 1 tak np. warunki /2.11/ i /2.12/ mogą 

być przy założeniu odpowiednich funkcji ^^fp równoważne, zaś w 

wyniku zastosowania metody Rżanicyna uzyskane prawdopodobieństwa 

nie są na ogół równe.

2.4 . Metody związane z linearyzacją Leviego

R. Levi / , 75] /podobnie do Rżanicyna posłużył się .

liniowym przybliżeniem funkcji f, wynikającym z rozwinięcia taylo- 

rowskiego, ale rozwinięcie to następuje w punktach, które na ogół 

różnią się od wartości oczekiwanych zmiennych Xi» 
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Metodę Tjoviego w polskie;) literaturze przypomniał /wraz z wpro­

wadzeniem pewnych uściśleń/ Cz.Eimer fjl] . Można ją streścić na­

stępująco :

a/ Dokonuje się takiej transformacji współrzędnych /o ile jest 

ona możliwa/ aby :

^i(x)= ^0(^1 ” dla każdego

Ej - dystrybuanta zmiennej X. J* -L '
EQ - dystrybuanta standaryzowanego rozkładu normalnego .

b/ Poszukiwane prawdopodobieństwo w nowych zmiennych wyraża się 

wzorem :

c/ 0 wartości całki z prawej strony /2.2Ó/ decydują wartości fun­

kcji podcałkowej w pobliżu jej maksimum, któro znajduje się 
poszukując minimum funkcji X.dla punktów leżących na brze-

gu obszaru B. Minimum to przedstawia kwadrat najmniejszej odle­

głości obszaru całkowania od początku układu współrzędnych w 

przestrzeni n - wymiarowej /^...^Z* Poszukiwanie minimum pro­

wadzi do następującego układu równań :
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d/ Oznaczając rozwiązanie tego układu przez(Soj...bonJ/VJspółrzędno 

te nazywa Eimer wartościami krytycznymi/, otrzymuje się 

odległość obszaru B od początku układu współrzędnych w postaci:

Rozwijając funkcję f w szereg Taylora ograniczony do składników

liniowych wokół wartości krytycznych^uzyskuje się następujące 

oszacowanie dla poszukiwanego prawdopodobieństwa :

Metodę Leviego szczególnie łatwo można zastosować, gdy zmienno lo­

sowe mają rozkłady normalne albo lognormalnc. V/ innych przypadkach 

pojawiają się znaczne trudności rachunkowe przy poszukiwaniu war­

tości krytycznych. Można stosować wówczas procedury iteracyjno 

/por. [95j /.

Metoda opisana wyżej była stosowana do oceny stateczności fundamen­

tów i zboczy przez K.Biernatowskiego ^14, 15 > 18 J •

Szacowanie odległości /wzór(2.^oj/ zbioru odpowiadającego awa­

rii /failure region/, oznaczanego wyżej przez B, od początku ukła­

du współrzędnych wykorzystali Hasofer i Lind [62] .

Podali oni kryterium oceny bezpieczeństwa konstrukcji wykorzystu­

jące J30 oraz wartości średnie i odchylenia standardowe poszczegól­

nych zmiennych X. /i=1,...,n/.
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W wielu przypadkach kryterium to, sprowadza się do wzoru /2. 
I

Autorzy ci przyjmują dla nazwę wskaźnika niezawodności /relia- 

bility index of the design/.

W zbiorowym opracowaniu [55j z 19?6r. dotyczącym tzw. metod nie­

zawodności pierwszego rzędu sprowadzono ocenę niezawodności do na 

stępującego toku postępowania :

a/ dokonać transformacji zmiennych X^,..,Xn na standardowe niesko 

rolowane zmienne gaussowskie 1^,...^^ /zmienno skorelowano 

można przekształcić na nieskorelowane przy użyciu liniowej 

transformacji ortogonalnej - szczegóły np. w [95] § 5*5 lub [62 

Appendix II/

b/ znaleźć odległość zbioru odpowiadającego awarii /w przes­

trzeni nowych zmiennych Y^,...,7^/ od początku układu współrzę 

dnych.

Prawdopodobieństwo awarii szacuje się ze wzoru;

Można wykazać /por. np. /, że jożoli zbiór odpowiadający

awarii jest zbiorem wypukłym w przestrzeni nieskorelowanych zmie­

nnych gaussowskich, to :

przy czym dla funkcji f liniowej - niezależnych zmień

nych gaussowskich zachodzi równość.

Widać, że zasadniczy sposób postępowania bardzo przypomina zna­

ną już przecież od wielu lat metodę IcYicgo.
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।
Należy jednak dodać, że zaproponowano toż Oj) pewne nowe meto­

dy poszukiwania Ao /a. w zasadzie punktu realizującego tę odleg­

łość/.

2.5 * Wykorzystanie metody kolokacji

Do znalezienia prawdopodobieństwa katastrofy wykorzystać moż­

na tzw. metodę kolokacji. Metoda ta opracowana przez J.Murzewskie- 
go /por. np. [94, 95, 9l] wywodzi się z graficznej metody siatek 

probabilistycznych. Istotą metody jest zastąpienie wyjściowego 

rozkładu prawdopodobieństwa przez inny rozkład wygodny z punktu 

widzenia celów obliczeniowych, a więc najczęściej : rozkład norma­

lny, lognormalny czy jeden z rozkładów ekstremalnych. Przykładowo 

transformując rozkład o dystrybuancie F(x) na pewien trójparamo- 

trowy rozkład o dystrybuancie )żąda się aby w

pewnym aproksymacyjnym punkcie kolokacji x*dystrybuanty P i IC by­

ły sobie równe wraz z dwiema pierwszymi pochodnymi, czyli :

= dla i = 0,1,2 (2.^)

Rozwiązanie układu /2.^4/ pozwala wyznaczyć poszukiwane parametry 

dystrybuanty /szczegóły wraz z wykresami funkcji pomocniczyeh. 

można znaleźć w [94 , 95 , 92] / .

Dla znalezienia prawdopodobieństwa awarii należy rozkład każdej 

ze zmiennych z warunku bezpieczeństwa /2.11/ zamienić na roz­

kład normalny stosując kolokację w pewnym punkcie aproksymacyjnym 

x* = (x^ , x^,,. fx^. Jednocześnie warunek bezpieczeństwa /2.11/ 

linearyzuje się /przez rozwinięcie taylorowskie/ wokół punktu xQ , 

a następnie oblicza się pierwsze przybliżenie wskaźnika niezawod­

ności :



por. Lind-Hasofer

(2.^)

gdzie : jest wartością oczekiwaną rozkładu normalnego

uzyskanego drogą kolokacji z rozkładu Xj, zaś

odchyleniem standardowym tegoż rozkładu normalne­

go*
Z kolei otrzymuje się następne przybliżenie punktu aproksymacyj­

nego :

= ( 9 Kgf • • • * Xn)

gdzie ;

j i = 1,...n (M

i-1,.. .n (2.37

VJ nowym punkcie aproksymacyjnym x* stosuje się ponownie kolokację 

wyjściowego rozkładu. Procedurę powtarza się aż do spełnienia z 

góry określonego kryterium zbieżności dla punktu aproksymacyjnego.

Mając końcowe przybliżenie oblicza się prawdopodobieństwo awarii

wg wzoru /2.32/.
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Metodę identyczną w idoi lecz mniej ogólną i różniącą się od powy­

ższej w szczegółach realizacyjnych zaproponowali autorzy pracy [j 1oJ, 

Metoda ta jest nazywana w literaturze zachodniej algorytmem Pac- 

kwitza-Fiesslera /R-F/. Algorytm R-F dotyczy jedynie zamiany roz­

kładu wyjściowego na rozkład normalny. Pewną modyfikację /rozsze­

rzenie/ tego algorytmu zaproponowali Chen i Lind /por. [41] /, w 

której zastosowali aproksymację dystrybuantą normalną pomnożoną 

przez pewną stałą /kolokacja o trzech parametrach - por. wzór

Podali toż interesującą aproksymację funkcji pomocniczej 

służącej do wyznaczania parametrów poszukiwanego rozkładu norma l.ne- 

go. Algorytm Rackwitza-Fiesslera znalazł już zastosowanie w prab by- 

ce do obliczania prawdopudobien stwa awarii określonych t-.ns brtda-. i. 

.Przykładowo można tu wymienić prace Madsena |j30j ,Hjera/,era i bl;ov;i [p]

2.6 . Inne propozycje

Celem dokładniejszego oszacowania prawdopodobieństwa katas­

trofy autorzy pracy [54] zastosowali rozwiniecie Taylora funkcji 

f w warunku /2.11/ wokół punktu uproksymncyjnego z uwzględnieniem 

składników zawierających drugie pochodne. Podejście takie napotyka 

jednak na duże trudności ze względu na pojawianie się liniowych 

kombinacji niecentralnych rozkładów kwadrat, których roz­

kłady w jawnej postaci można podać jedynie w szczególnych przypad­

kach. Znajomość tych rozkładów jest niezbędna dla obliczenia praw­

dopodobieństwa awarii. Autorzy zwracają uwagę na fakt, że różnica 

pomiędzy oszacowaniem liniowym a kwadratowym zależy w bardzo du­
żym stopniu od krzywizny brzegu f x:f (x^,. .xn J = oj w otoczeniu 

punktu aproksymacyjnego. Stąd oszacowanie liniowe może dawać duże 

błędy.
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Tę ostatnią ideę podjął K.Breitung, który w pracach f37] i pa]

podał przybliżony wzór na prawdopodobieństwo katastrofy. Breitung

nie korzysta z rozwinięcia Taylora, lecz bada krzywizny brzegu
^x : f(xz|,..,xnJ = oj w kierunkach wyznaczonych przez wektory

<e^: i=1,..,nj , czyli jednostkowe wektory w kierunkach osi

• 1=1,..,nl .

Wzór ten dla przypadku, gdy na brzegu £x : = ojist-

nieje dokładnie jeden punkt realizujący odległość J3o , ma następu­

jącą postać :

. n-l x
z oj«j0 -Bojn p-Aj'2

. J L-1
(2,58j

gdzie Ki - jest krzywizną w kierunku wektora e^. Inne przypadki 

i dowody wzorów można znaleźć w pracach [37] i ^8j .

Omówione w niniejszym rozdziale metody dają z większą lub mniej­

szą dokładnością /która to dokładność jest zwykle trudna do osza­

cowania/ odpowiedź na pytanie, jakie jest prawdopodobieństwo kata­

strofy /awarii/.

Z probabilistycznego punktu widzenia pełny obraz zjawiska losowe­

go znany jest dopiero wtedy, gdy znany jest rozkład danej zmien­

nej losowej.

Może się bowiem zdarzyć, że istotna jest nie tylko znajomość praw­

dopodobieństwa katastrofy, lecz także np. momenty zmiennej Y /Y- 

jost tu rozumiana jako zapas bezpieczeństwa/, lub nawet kształt 

funkcji gęstości. W przypadku, gdy zmienna losowa Y dana jest 

skomplikowaną zależnością od zmiennych X^,..,X , praktycznie jody­

ną metodą przybliżonego wyznaczenia jej gęstości jest opisana ni­

żej i zastosowana w tej pracy metoda symulacyjna.
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2.7 * Metoda symulacyjna

Metody symulacyjne /zwane też metodami Monte Carlo/ znane są 

od dawna i wykorzystywane nic tylko do opisu zjawisk losowych, 

lecz także typowo deterministycznych /jak np. obliczanie numerycz­

no całek/. Opisy tych metod można znaleźć w wielu pozycjach litera­

turowych, np. fi 40 , 142 , 10?] . W przypadku niniejszej pracy spo­

sób zastosowania metody symulacyjnej jest następujący :

A. Wygenerowanie odpowiedniej ilości liczb pseudolosowych z rozkła­

du jednostajnego na odcinku |0,l1 .

B. Dla każdego i, i=1,..,n wygenerowanie /z wykorzystaniem liczb

uzyskanych w A/ liczby pseudolosowej z rozkładu jaki posiada

zmienna

0. Podstawienie wygenerowanych /zgodnie z B/ liczb pseudoJo-

sowych do wzoru Y - f(xzp..,xn^ , da liczbę pseudolosową z niez­

nanego rozkładu Y ,

D. Przeprowadzenie dużej liczby operacji A-C pozwoli otrzymać his­

togram częstości występowania liczb pseudolosowych z rozkładu

Y dla z góry zadanych przedziałów prostej rzeczywistej. Będzie 

to aproksymacja gęstości rozkładu Y .

E. Zsumowanie częstości dla przedziałów z lewej strony zera da w 

przybliżeniu poszukiwane prawdopodobieństwo awarii

Znane są przykłady zastosowania metod symulacyjnych w zagadnie­

niach geotechnicznych. Odpowiednie przykłady takich prac związane 

ze znajdowaniem rozkładu współczynnika pewności dla zboczy

99 J współczynników parcia [117J i nośności podłoża [83J zosta­

ną podane w rozdziale 5.



5. SCHEMAT OBLICZENIOWY MASYWNEGO PRZYCZÓŁKA MOSTOWEGO

3.1 Uwagi wstępne

Zostaną tu przedstawione kryteria opisujące możliwość 

utraty stateczności przez masywny przyczółek mostowy. Na margi­

nesie tychże kryteriów podane będą informacje o znanych z lite­

ratury przykładach probabilistycznej analizy danego problemu.

Jako mirry stateczności przyjęto zgodnie z propozycjom i 

zawartymi w [22J : 

a/ zapas stateczności:

Z » T - U (3.1)

gdzie; T - wypadkowa wszystkich sił /lub momentów sił/ przeciw­

działających utracie stateczności; U - wypadkowa sił /momentów/ 

powodujących utratę stateczności, 

b/ współczynnik pewności /bezpieczeństwa/, który w literaturze 

geotechnicznej często bywa też nazywany wskaźnikiem stateczno U 

ci /por. [22]/:

/oznaczenia Jak wyżej/.

Miary powyższe są analogiczne do Z i P określonych wzorowi 

(2.2) oraz (2.l) •

Oczywiście przy badaniu stateczności korzysta się zazwyczaj 

z jednej z podanych miar (3.1) lub (3.2). Zagadnienie wy­

boru jednej z nich w zależności od badanej sytuacji nie będzie 

tu szerzej dyskutowane. W rozważaniach probabilistycznych 

często o tym wyborze decydują typy rozkładów prawdopodobieństwa 

poszczególnych zmiennych losowych. W przykładach obliczeniowych 

/rozdział 7 / stosowane są obydwie miary dla podkreślenie, że 

opracowane tu metoda dopuszcza posługiwanie się zarówno Jedną
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jak i drugą miarą.

W związku z losowym charakterem T oraz U poszukiwane 

będzie następujące prawdopodobieństwo /utraty stateczności/:
p ęz<o}-p(s<ij (3.3)

Rozpatrywany tu schemat utraty stateczności przez przyczółek 

zaczerpnięty został z pracy flśj. Sprowadza się on do wyspecy­

fikowania pięciu przypadków, z których każdy powoduje inny me - 

chanizm utraty stateczności. Tymi przypadkami są: 

a/ przesunięcie przyczółka /rys. 5.2/, 

ł/ obrót przyczółka wokół dolnej krawędzi podstawy /rys. 5*5/, 

c/ obrót wokół powierzchni cylindrycznej /rys. 5.5/, 

d/ powstanie uskoku naziomu wzdłuż najniekorzystniejszej po - 

wierzchni poślizgu /rys. 5*6/, 

e/ wypieranie gruntu spod podstawy przyczółka /rys.

Zakłada się, że utrata stateczności ma miejsce wtedy, gdy wystą­

pi co najmniej jeden z przedstawionych wyżej przypadków.

Jest rzeczą jasną, że przyjęcie takiego schematu stanowi 

pewne uproszczenie. Na ogół bowiem w sytuacji utraty stateczności 

przez przyczółek występuje jednocześnie kilka sposród omówionych 

wyżej przypadków. Obrót łączny się zwykle z wyparciem pewnych 

mas gruntu, a często występuje także przesunięcie. Oprócz tego 

z przypadkiem b/ można mieć do czynienia przy posadowieniu ni 

gruntach praktycznie nieodkształcalnych, natomiast z przypadkiem 

c/ - dla gruntów niespoistych w stanie luźnym, lub spoistych 

w stanie plastycznym. Idealnym rozwiązaniem byłoby tu jednolite 

i konsekwentne podejście oparte na teorii stanów granicznych, 

opisujące globalny stan naprężenia i odkształcenia /por. p7] A 

Jak dotąd jednak nie istnieje opis spełniający ten warunek, któ­

ry równocześnie nadawałby się do przeprowadzenia analizy próba - 

bilistycznej.
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Decydując się na przyjęty w pracy schemat należy także pamiętać, 

że stateczność przyczółka należy sprawdzać nie tylko dla fazy 

Jego eksploatacji,lecz także w trakcie budowy obiektu.wiąże 

się to z różnymi możliwymi schematami obciążeń.Przykładowo au­

tor [^s]'' sugeruje tę analizę dla trzech następujących układów 

obciążeń:

-przyczółek i nasyp wybudowane,przesła nie ma,obciążenia ruchome 

na naziomie nasypu;

-budowa mostów i dojazdów ukończona,przęsło obciążone,uwzględnio­

na siła hamowania (zaczepiona na wysokości przegubu łożyska) .

Probabilistyczną analizą masywnych przyczółków mostowych zajmował 

się Biernatowski w pracach 05] i 06 b] .Autor ten rozpatrywał 

w zasadzie dwie sytuacje .Pierwsza z nich to przypadek,gdy wszystkie 

zmienne losowe miały rozkłady normalne.wówczas stosowano metodę 

linearyzacji Rżanicyna,dochodząc do warunku bezpieczeństwa typu 

(2.25).W drugim przypadku przyjmowano,że zmienne losowe mają 

rozkłady lognormalne i stosowano linearyzację Leviego.Dokładne 

określenie wartości krytycznych w tej metodzie okazało się niemoż­

liwe,wobec tego proponowano metodę iteracyjną.Dla rozpatrywanych 

sytuacji autor wyznaczył pierwsze przybliżenia tych wartości 

i przyjął Je Jako wielkości obliczeniowe,znajdując w końcowym 

etapie współczynniki bezpieczeństwa.?/ przykładach tych zakładano, 

że obciążenie pojazdami Jest zdeterminowane i nie zmienia się 

losowo.
Jak Już powiedziano przyczółek mostu belkowego jest nie tylko 

podporą przęsła skrajnego,lecz również służy Jako mur oporowy, 

podtrzymujący podtrzymujący czoło nasypu drogowego.Tak więc 

analiza stateczności przyczółka zawiera w sobie analizę stateczno­

ści konstrukcji oporowej,dodatkowo uwzględniając także obciążenie 

przęsłem i siły związane z ruchem pojazdów na moście oraz 



na naziomie nasypu drogowego. Probabilistyczną analizę statecz­

ności murów oporowych przeprowadził Bielski w pracy 0fj• Ana­

liza ta zawierała jedynie kryteria a, b i e /poprzednio opi­

sane/. Do obliczenia wartości oczekiwanej i wariancji zapasu 

stateczności zastosowano linearyzację Rżanicyna.

Przyjmując, że zapas stateczności ma rozkład normalny o 

wyliczonej wartości oczekiwanej i wariancji, znaleziono prawdo­

podobieństwa zachowania stateczności przez mur oporowy w przy - 

padkach a, b oraz e.

3.2 Obciążenia przyczółka

Uwzględniono następujące obciążenia pionowe: 
/z / VN - ciężar własny przyczółka /wielkość nielosowa/, 

N - losowa reakcja przyczółka od obciążeń pojazdami^ na przęśle 

mo stu,

Np - reakcja od ciężaru własnego belki przęsłowej /wielkość nie- 
/ V lo sowa/,

N, - ciężar gruntu na “odsadzkach" przyczółka /o ile występują/ - 
V zmienna losowa.

Równomierne obciążenie naziomu na dojeżdzie do mostu rozdzie­

lono na część stałą związaną np. z ciężarem nawierzchni drogowej -qQ 

oraz część losową będącą konsekwencją ruchu pojazdów - .

Z reakcji N oblicza się intensywność obciążenia na całym przęś­

le i taką samą przyjmuje się dla naziomu, czyli:
2 • N „

-----O-*)
Obciążenia poziome stanowią przede wszystkim parcia gruntu 

na przyczółek. Sposób obliczenia parć przyjęto wg. klasycznej te­

orii parcia /por. np. 034]/. W związku z tym wypadkowe parcie 

czynne w i-tej warstwie gruntu napierającej na przyczółek, 

VDokładne wyszczególnienie,które wielkości są tu traktowane 

jako zmienne losowe, dokonane jest w rozdziale 4.



w przypadku, gdy jest to grunt niespoisty, wynosi:

n ( n
"al--! MW.*', • feWK.l (’-5

*- * A33 I y j aX

gdzie:

- ciężar objętościowy gruntu w i-tej warstwie^ - ciężar 
objętościowy gruntu w k-tej warstwiej; h.^ - miąższość i-tej 

warstwy, q - obciążenie stałe naziomu, q. - dane wzorem (^./H

Jeśli ściana przyczółka jest nachylona pod kątem cC , na­

ziom pod kątem p , zaś kąt tarcia gruntu o ścianę ma miarę 5 » 
u 

to współczynnik parcia granicznego dany jest wzorem Mullera-

Bresiana |/ por.jj^ /;

Jeśli rozpatruje się warstwę gruntu spoistego, to analitycz

ne wyrażenie dla wypadkowej parcia czynnego można uzyskać jedy­

nie dla przypadku płaskiego i równomiernie obciążonego naziomu, 
pionowej i gładkiej ściany « p « 6 « 0^. W innych przy­

padkach /brak analitycznych wyrażeń/ symulacyjne badanie pro­

cesu stateczności byłoby na ogół praktycznie niemożliwe lub

wymagałoby skomplikowanych i zwykle niezbyt dokładnych aproksy-

macji. Dlatego przedstawiony dalej program symulacyjny, w przy -

padku,gdy występują warstwy gruntu spoistego, wymaga założenia

cź p « 0.

Możliwe są tu dwa przypadki /rys. 3.l/:

V
— " y

Kai /^ - spójność w warstwie i; Kgi _ wzórf^.
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wówczas wypadkowe parcie czynne Jest równe co do wartości polu 

trapezu przedstawionego na rys. 3*1 a.

Rys* 5.1 Parcie czynne gruntu spoistego na ścianę oporową 
a/ przypadek 1; b/ przypadek 2 /opis w tekście

Czyli wyraża się wzorem:

(5.8^

W tym przypadku wypadkowe parcie czynne Jest równe co do

wartości polu trójkąta zakreskowanego na rys. 5.1 b. Ostatecznie:

We wzorach (5.8 i 3.9] q oznacza obciążenie równomierno i Jogo

wartość Jest oczywiście zależna od tego, która warstwa gruntu

Jest rozpatrywana. Dla i « 1

q * Qo + Q1 5.10
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Dla i > 1

q « % ♦ qn + (5.11)

Jeśli uwzględnia się odpór gruntu działający na zagłębioną część 

przyczółka z drugiej strony, to wzory na wypadkową siłę parcia 

biernego przyjmowane są w postaci:

Dla gruntu niespoistego:

H « — 'p* h2,K
P 2 0 p

gdzie: K • tg2 f
P \ 4

(5.12)

(5.13)

Kp - dane wzorem

Probabilistyczną analizę współczynników i K w postaci 
^3»6) i (3*13^ przeprowadził A. ‘Singh fil?]. Przyjął on, że 

kąt tarcia wewnętrznego / ma rozkład normalny i symulacyjnie 

/liczba realizacji N « 2000 / wyznaczał rozkłady K oraz K 

przy różnych współczynnikach zmienności kąta V • Podstawowe 

wnioski uzyskane przez Singha są następujące:

- rozkład współczynników K i K można uznać w przybliżeniu a p
za normalny /przy założeniu, że / ma rozkład normalny/, 
- dla dużych wartości kątów / współczynniki zmienności VK 

i Vkp /dla wsp. parcia/ są istotnie większe od współczynnika

zmienności /kąta tarcia wewnętrznego/* 
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Inne szczegółowe wnioski dotyczące współczynników zmienności 

wraz z histogramami oraz wykresami dystrybuant przedstawione 

są w pracy fl17j.

Oprócz obciążeń poziomych związanych z parciem gruntu na przy­

czółek rozpatrzono jeszcze siłę pochodzącą od hamowania pojazdów* 

Siłę tę przyjmowano w postaci:
Hh - ah • NP1 (3’16)

gdzie: - współczynnik /i/ określony zwykle przepisami

normowymi. Siła ta działa na wysokości przegubu łożyska. U) ana­

lizy stateczności przyjmuje się zwrot tej siły zgodny ze zwrotem 

składowej poziomej parć czynnych.

3.3 iYzesunięcie przyczółka

Siły poziome działające na przyczółek dążą do przesunięcia 

przyczółka. Przeciwstawia się temu tarcie w płaszczyźnie 

kontaktu podstawy przyczółka z podłożem /lub w warstwie grunto­

wej poniżej podstawy - por. rys. 3.2/. V/ przypadku gruntów 

istych dodatkową siłą przeciwdziałającą przesunięciu jest 

spójności lub przyczepności /adhezji/.

Ogólne wzory na zapas stateczności i współczynnik pewności 

w tym przypadku postać:

“ Wo ’ B ‘ k2 ’ G ~ ^o 

spo- 

opór

mają

(3.17)

gdzie:
- składowa wypadkowej sił normalna do podstawy przyczółka, 

Hq - składowa wypadkowej sił styczna do płaszczyzny podstawy, 

/ - kąt tarcia wewnętrznego, c - spójność, B - powierzchnia 

podstawy /ewentualnie szerokość w sytuacji, gdy rozważa się 

obciążenie przypadające na 1 m bieżący długości przyczółka/. 

Współczynniki k1 i k^ są równe jedności, jeśli płasz - 



- 59

czyznę ścięcia zakłada się w gi^uncie poniżej podstawy przyczółka.

Jeśli płaszczyzna ścięcia pokrywa się z płaszczyzną kontaktu pod- 

statwy przyczółka i podłoża, to k^ zaś k^ e [0,2 ; 0,5j 

Bys. 3.2 Przesunięcie przyczółka

____ pta szczytna koniak fu 

____ pl cisz czy z na ścc 'a

Wzór (3.17) może po rozpisaniu występujących w nim składowych 

No i Ho przyjmować różne postaci. Przykładowo dla dwóch warstw 

gruntowych /por. rys. 3.2/, przy założeniu że pierwszą stanowi 

grunt niespoisty, zaś drugą - spoisty, otrzymuje się:

dla przypadku /q dane wzorem (3*1l)/

oraz dla przypadku Q'VKa2 <2c:
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W zakresie m«tod niezawodności poziomu pieiwszego wielu 

autorów podaje minimalne bezpieczne wartości współczynnika 3^ 

I tak np. Wiłun /134( podaje wartość “ SS* 

3#4 Obrót wokół dolnej krawędzi podstawy

Obrót wokół dolnej krawędzi podstawy, czyli względem naj­

bardziej obciążonej krawędzi podstawy /Rys. 3*3* - dalej często 

będzie się tu używać określenie - obrót wokół punktu i\/, bez 

współpracy podłoża gruntowego, ma miejsce zazwyczaj przy posad - 

wleniu na gruntach praktycznie nieodkształcalnych i o znacznej 

wytrzymałości, np. przy posadowieniu na skale«

Tutaj zapas oraz wskaźnik stateczności opisane są wzorami:
Z2’MuA-^A (3‘2°}

a s „ p»2i)
^A

gdzie: MwA • wypadkowy moment sił względem punktu A dążących 

do obrócenia przyczółka.
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MuA * moment wypadkowy wzgl. punktu A przeciwdziałających

J warstwą

JL carstwa

Rys* 3*3 Obrót przyczółka względem punktu A

Przy rozpatrywaniu niniejszego przypadku należy awrócić 

uwagę na punkty przyłożenia poszczególnych sił, co Jest istotne 

ze względu na konieczność obliczania momentów tych sił* Szcze - 

golnie istotne są punkty przyłożenia sił parć gruntowych, któro 

w związku z losowymi zmianami odpowiednich parametrów gruntowych 

wraz z wielkościami sił parcia, będą podlegały losowym wahaniom*

W klasycznej teorii parcia siły przyłożone są na wysokości 

środka ciężkości bryły tych parć* Wygodnie Jest tutaj rozbić 

trapez wykresu parć na równoległobok - związany z obciążenicm q 

/por. wzór (3*1l)/ i trójkąt - związany z przyrostem parć Jednost­

kowych w ramach danej warstwy /rys. 3*A/ * Dla tego równoległo lo­

ku i trójkąta położenia rzędnych środka ciężkości są zdeterminowa­
ne przez miąższość warstwy / h^ oraz 4 hj - odpowiednio/, 

która uważana będzie w ramach tej pracy / o czym mowa w rozdz. V 

za wielkość nielosową* W tej sytuacji moment sił parcia od danej 

warstwy będzie sumą dwóch momentów sił, których ramiona względom
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punktu A będą nielosowe#

Rys. 3.4 Rozkład siły parcia na dwie składowe, umożliwiający 
przyjęcie nielosowych ramion sił

Podobnie Jak dla przesuwu podany zostanie poniżej w form’o 
rozpisanej wzór (3.2o) dla przypadku dwóch warstw, pierwszej ~ 

niespoistej, drugiej - spoistej /por. rys. 3.3/;

dla przypadku 2c

Z2 ’ al'Wp1 * al'Np2+a2Wq " ®h ' WPrn3

1 \ / 2'N \ 1 1
+ h +h< J + % . h2 + -I

3 / \ J \

/ 2 N 1 q) 2 / TT
_ q + ----- EJ- + / h • h_ • tg ——

,A L P j ' 4

1 n> .k 2 +„2 / Ł_ * ^4 . — h +
+ ----- ~ hx • tg-----+ —+2 p 3 4 2 / 3 5

1
• h^

1 2 /
- 77,-•

. 2 / T M .> < ig ----- - -------1
7J l 4 2 /

- —— - 2* c -b9 *
2 /

2 / T - 1 ,
\ 4 2 / 3

. / TT ^2 ]
2»C'h7 • tg ----- * —

J l 4 2 /

(5,22)



dla przypadku

Z2 “ al'Np1 * a1*Va2Nq " ah ’ NP1 ’ a3 ~l ~ Jl h12‘(' h2 +

/oznaczenia jak w punkcie 3*2/

Jak widać wzory na zapas są w tym przypadku dosyć złożone. Ozn 

cza to, że znalezienie gęstości prawdopodobieństwa dior >.

analityczną, a następnie obliczenie prawdopodobieństwa p|Zp<0 

jest praktycznie niewykonalne. Na zakończenie warto podkreślić 

iż Wiłun fl39j sugeruje iż współczynnik pewności w tym przy­

padku powinien spełniać warunek:
> 2 2 »

3*5 Obrót wokół powierzchni cylindrycznej /kołyskowej/

Podobnie jak w 3»^ wzory na zapas i wskaźnik stateczności

mają postać:

3 M - M uo wo

3
u o

3.24

5



^uo * Mwo " oznaczaj^ momenty tak Jak w (5.20) i (3.21) 

z tym, że oblicza się Je względem punktu 0^ * środka pow. 

cylindrycznej /por. rys. 3.5/.

Rys. 3*5 Schemat obrotu wokół pow. cylindrycznej

W praktyce inżynierskiej przypadek ten rozpatruje się, gdy 

przyczółek Jest posadowiony w gruntach luźnych i plastycznych 

o małych wartościach kąta tarcia wewnętrznego. Ograniczono się 

tu do powierzchni cylindrycznej, której środek obrotu Jest 
środkiem symetrii prostokąta, uwidocznionego na rys. 3.5 /por.[27 

Rozpatruje się tu ponadto dodatkową siłę będącą ciężarem

gruntu ograniczonego pow. cylindryczną.
Wzory i ^3.25] można tu doprowadzić do postaci:

Z, - -i/r„2’ P 2 - M 2" . tg JÓ + R • c«l - M ( 5.26)
3 V 1 0 0 1oo \ '

Jr2* P 2 ~ M . tg jó + R • c • 1 / 1s, - V-J----- 2--------- O--------- S----------- j--------- 2 (3.27
3 M V /

o

gdzie Po - wypadkowa wszystkich rozpatrywanych sił, 

- wypadkowy moment względem punktu 0^ , 

R^ - promień powierzchni cylindrycznej, 

1Q - długość przekroju powierzchni cylindrycznej 

prostopadłego do osi.
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Wzory zachowują słuszność na gruntu niespoistego po podstawie­

niu c « 0. Za dodatnie uważane są tu momenty powodujące obrót 

przyczółka w kierunku od naziomu /na rys. 3.5 zgodnie ze wska­

zówkami zegara/.

Rozpatruje się tu schemat zniszczenia polegający na obró­

ceniu się przyczółka w kierunku od naziomu. W przypadku gdy 

moment Mq Jest ujemny /co oznacza tendencję do obrotu w kie­

runku naziomu/ ulega zmianie schemat działających sił. Od 

strony naziomu nie działa wówczas parcie czynne, Jęcz bardzo 

duży odpór bierny, który uniemożliwia obrót w kierunku do 

naziomu. Zatem w przypadku Mq^ 0 utratę stateczności przez 

obrót wokół pow. cylindrycznej uważa się za niemożliwą. To za­

gadnienie będzie Jeszcze komentowane w rozdziale 6.

3.6 Uskok naziomu wzdłuż najniekorzystniejszej linii poślizgu

Jest to zagadnienie analogiczne do badania stateczności 

zboczy. Dlatego też można wykorzystać tu różne istniejące me­

tody. Tutaj zdecydowano się wykorzystać szeroko rozpowszechnio­

ną metodę Felleniusa /zwaną też metodą szwedzką, por. np. fili ,

134j/. W związku z tym wzory na zapas stateczności i w.spółczyn- 

nik pewności mają postać:

Z4

S4

M-M u w
M u
M w

gdzie^ 
n , . n

Mu “ R<Ł (Gi’C0S + Ró2< Gi‘sin

i«1 / i=n>, + 1
(3.30) 

n1
M - R V G. sin <£. ( 3-31)

i«1
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Poszczególne litery oznaczają;

n * liczba pasków, * kąta tarcia wewnętrznego

w postawie i-tego paska,

RQ- promień najniekorzyst- c^ - spójność w podstawie i-tego 

niejszej linii poślizgu paska, 

przyjętej Jako kołowa,

1^- długość podstawy i-tego paska,

CC- kąt nachylenia ciężaru G^ względem normalnej do podstawy 

pakka /por. rys. 3.6/.

Składowe styczne do podstawy paska ciężarów występujące z lewej 

strony punktu 0 /por. rys. 3*6 / wywołują moment obracający, 

zaś styczne do podstawy po prawej stronie punktu 0 moment 

utrzymujący /moment obracający o przeciwnym znaku/.

Stąd we wzorach (3.30) , (3.3l) występuje - liczba pasków 

z lewej strony punktu 0. Oczywiście sformułowanie z lewej, czy 

z prawej strony zależy/ od orientacji przyczółka i w tym przyp.

odnosi się do sytuacji Jak na rys. 3.6, na którym zaznaczono 

też sposób numeracji pasków odnoszący się do wzorów {3*30) i 

f.3l) .

Efekty ciśnienia spływowego związane z ewentualnym prze - 

pływem wód gruntowych nie są tutaj rozpatrywane. Ponadto $ 

oraz c we wzorach (3.30) i ^3.3l) są parametrami całkowity­

mi, co oznacza, że oddzielny wpływ ciśnienia porowego nie Jest 

rozpatrywany.

Probabilistyczna analiza tego zjawiska nie Jest prosta, gdyż 

wraz z losowymi fluktuacjami parametrów gruntowych zmienia się 

losowe położenie najniekorzystniejszej linii poślizgu. W zasa­

dzie należałoby sytuację tę opisywać polem 

teczności Ro)(x,y,Ro)e A

x, y określają położenie środka obrotu 0, 

losowym zapasów sta- 

gdzie współrzędne 

zaś R Jest pro- o
mieniem linii poślizgu.
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Rys. 3.6 Uskok naziomu. Metoda Felleniusa

Takie podejście nie da je efektywnych rezultatów w postaci praw- 

dopodobieństw utraty stateczności. Problem staje się niezwykle 

trudny, gdyby założyć, że wspomniane pole losowe nie jest gau - 

ssowskie. Trudności związane z probabilistyczną analizą położe­
nia linii poślizgu są opisywane w literaturze np. JF18 , 9$Q , 

lecz do tej pory nie udało się znaleźć pełnego rozwiązanie.

W niniejszej pracy przyjęto następujący tok postępowania. 

Dla średnich wartości parametrów znajdowano metodą Felleniusa 

położenie najniekorzystniejszej kołowej linii poślizgu. Przy zna­

nej już i ustalonej linii poślizgu przeprowadzono probabilistycz­

ną analizę rozkładów i S, /wykorzystując wzory i

Takie postępowanie odpowiada następującemu probabilisty­

cznemu schematowi, który zaczerpnięto z pracy Athonasiou-Grivasa 
/M/. Niech P < 0 /KjJ bę dz i e p rawdo po do bi eń s t wem w a run - 

kowym zdarzenia Z^ < 0, pod warunkiem że linią poślizgu jest
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Ki* rozpatruje się N linii poślizgu, przy czym każda

z nich może wystąpić z określonym prawdopodobieństwem P(K.

oraz to ze wzoru na prawdopodo -
i=1

bieństwo całkowite wynika:
p

P Z. < 0 4

N

Niech K^ będzie

przy obliczeniach

linią, dla której ma wartość najmniejszą 

na wartościach średnich /oczekiwanych/, wtedy: 
N~1

P Z„4 F Z O/K P K.i4

deśli przyjmie się, że prawdopodobieństwa PIK N-1

są bardzo małe w porównaniu z co oznacza, że pknP KN ’
Jest bliskie 1,/a. Grivas twierdzi, że w praktyce zawsze takie

łożenie Jest
* o

P Z4i< 0 &

do przyjęcia/ wtedy ze wzoru otrzymuje si^
f

P'Z4 kn 3.34

Sytuacja ta koresponduje z opisanym wyżej tokiem postępowania*

Literatura dotycząca probabilistycznego badania statecz - 

ności zboczy Jest Już dzisiaj bardzo bogata /por. np. |18 , 99 , 
4 , 128 , 136 , 1 , 43 , 42 , 30 , 82j/. Większość stano­

wią prace wywodzące się z klasycznych deterministycznych metod 

badania stateczności zboczy, a więc wykorzystujące metody, pas­

ków oraz badające probabilistyczne charakterystyki współczynnika 
pewności /wzór (3.29) /. Jedna z pierwszych probabilistycznych 

analiz stateczności zbocz cl pochodzi od Biematowskiego p6aj , 

w której przedstawiono propozycją znajdowania współczynnika pew­

ności przy zadanym z góry poziomie bezpieczeństwa /przez założe­

nie z góry prawdopodobieństwa awarii/ z wykorzystaniem linearyzacji 
i . ■ '

Leyiego • Pewne orientacyjne oszacowania prawdopodobieństw kata - 
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strofy dla określonych wielkości współczynnika pewności podał 

Meyerhof (85j . Obszerną i wnikliwą analizę zagadnienia podał 

Alonso w pracy flj • Rozpatrzył on zmienność losową kąta tarcia, 

spójności, ciśnienia porowego oraz geometrii skarpy /losowo 

zmienna wysokość/• Ponadto uwzględnił przestrzenną zmienność 

spójności i kąta poprzez zastosowanie odpowiednich funkcji auto­

korelacyjnych i w ograniczonym zakresie ciśnienia porowego 

/funkcja kowariancji między poszczególnymi paskami/* Zmienne 

losowe uważane były za niezależne. Do wyznaczania prawdopodo­

bieństwa utraty stateczności autor zastosował linearyzację 

Rżanicyna, przyjmując, że współczynnik pewności ma rozkład nor­

malny lub lognormalny. Na podstawie przykładu obliczeniowego 

przeprowadzono analizę wpływu zmienności losowej poszczególnych 

parametrów na zmienność współczynnika pewności. Wreszcie podano 

propozycję, aby prawdopodobieństwo utraty stateczności badać 
w postaci P ^5^nJ , gdzie - wsk. stateczności, zaś N - 

zmienna losowa charakteryzująca różnego typu dodatkowe niepew­

ności występujące w modelu /np. anizotropowość warstw, efekty 

wytrzymałości rezydualnej itp./ przy czym wartość oczekiwana

N wynosi 1. Metodyka zaproponowana przez Alonso była wyko - 

rzystywana i uzupełniana przez innych badaczy /por. np.[70 , 

Stochastyczne warianty tradycyjnej metody Fróhlicha przedstawili 

Forster i Weber [l21 , 57] •

Z badań tych autorów wynika, że uwzględnienie korelacji pomiędzy 

c oraz tgjd deje mniejsze prawdopodobieństwo utraty statecz - 

ności, niż uzyskane w przypadku pominięcia korelacji f57j o

V/ pracy 02l] przedstawili oni c oraz tg/ Jako Jedno - 

rodne i izotropowe pola losowe i badali funkcje autokorelacyjne 
oraz funkcję kowariancji pomiędzy polami cj oraz ^tg . 

Analizą probabilistyczną stateczności długotrwałej /long - term 

stability/, czyli stateczności po ustaleniu się warunków filtracji 
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lub stateczności po kilku latach od wykonania wykopu, przeprowa­

dzili Yucemen i Tang 059] • 2 kolei autorzy pracy [li] badali 

prawdop. utraty stateczności ze szczególnym uwzględnieniem wa­

runków wodopi^epuszczelności, do analizy których wykorzystano 

metodę elementów skończonych * Rozwijana jest także trójwymiaro­

wa probabili styczna analiza zboczy /por. np. 038] oraz ana - 

liza niezawodności w czasie przeprowadzona przez Alonso i Lloreta 

fó}. W tej ostatniej autorzy badali zapas stateczności jako sto­

chastyczny proces w czasie, używając do badania znanych metod 

teorii procesów stochastycznych takich jak teoria spektralna i 

problemy przejścia procesu przez określoną granicę.

Rozwijane są także niekonwencjonalne metody probabilistycznego 

badania stateczności zboczy, które nie nawiązują bezpośrednio do 

deterministycznych metod lub posługują się innymi miarami 

stateczności niż (3.28) i (3.29) . Za przykład może tu służyć 

praca Chowothurytego i Athanasiou - Grivasa (43, , w której 

autorzy analizują progresywny model zniszczenia, polegającym na 

kolejnym osuwaniu się poszczególnym bloków. Wykorzystano tu zna­

ne metody teorii łańcuchów Markowa, poprzez wprowadzenie odpo­

wiedniej macierzy prawdopodobieństw przejęcia, które charaktery­

zują możliwość propagacji procesu osuwania się z Jednego bloku 

do następnego. Podano także /dosyć uproszczony/ sposób znajdowa­

nia tych prawdopodobieństw. Propozycję tę wykorzystali Obonl i 

Bourdeau [99) do określenia prawdopodobieństwa utraty stateczności 

przez zbocze w całości i podali specjalny algorytm do poszukiwania 

powierzchni poślizgu, przy której prawdopodobieństwo to Jest naj­

większe. W tym miejscu należy podkreślić, że propozycję zastoso - 

wanla metod probabilistycznych do wariacyjnego badania najnieko - 

rzystniejszej linii poślizgu przedstawił wcześniej Biematowski

. V/ innej pracy [2Ó| autor ten zaproponował wynikającą



- 51 -

z linearyzacji Rżanicyna postać zapasu stateczności, który Jest 

zależny od wcześniej ustalonego / w oparciu o względy ekonomicz­

ne/ poziomu bezpieczeństwa. Tak zidentyfikowany zapas okazuje 

się szczególnie przydatny przy stosowaniu iteracyjnej metody ba­

dania stateczności zbocza przedstawionej w pracy [65J •

Oryginalne podejście do zagadnienia przedstawili Bjerager 

i nitlcysen [io] , którzy analizę probabilistyczną oparli na 

teorii plastyczności, traktując grunt Jako nieważki ośrodek 

Culomba, zaś 0 L C Jako Jednorodne i izotropowe pola losowe. 

Jeszcze Jednym przykładem odmiennego podejścia może być praca 

[jOóJ , gdzie analiza stateczności oparta Jest na teorii in - 

formacji, a konkretnie na zastosowaniu zasady maksimum entropii 

do wyznaczania prawdopodobieństwa osuwanie się bloków zbocza po 

linii poślizgu.

Należy też wspomnieć o opracowaniach dotyczących pozagrun- 

towych wpływów środowiska na stateczność zboczy, Jak np. trzę - 

sienią ziemi 0A4 * ^38J długotrwałych opadów deszczu

Istotną rolę w probabilistycznym podejściu do badania sta­

teczności skarp i zboczy odgrywają metody symulacyjne. Przykładem 

ich wykorzystania Jest program, skonstruowany w 1BW PAN w Gdańsku 
i opisany w pracy [67] . Program ten oparty na metodzie Felleniu- 

sa i Bishopa uwzględnia: losowość /, c i y , przestrzenną zmien­

ność tych parametrów poprzez wprowadzenie zdyskredytowanych pól 

losowych i odpowiednich funkcji autokorelacyjnych, korelację wza­

jemną między polami losowymi i { cJ. Efekty s3, przed­

stawione w generowanej wielowymiarowej zmiennej losowej gaussows­

kiej. Stosując uproszczony sposób poddano analizie losowe fluk- 

tuacje poziomu wód gruntowych, modelując Je rozkładem normalnym 

dla poziomu wody w najwyższym punkcie stoku. Przewidziano też 
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uwzględnienie losowości wynikającej z niepewności takich czynni­

ków Jak: niewłaściwe przeprowadzenie wiei^ceii i pobieranie prób, 

niepoprawnego przeprowadzania badań, wadliwości aparatury itp. 

Niepewności te uwzględniono przez wprowadzenie współczynników 

poprawkowych o rozkładzie normalnym. Program ten pozwala na ana­

lizę uwarstwionych skarp, gdy powierzchnia terenu, Jak również 

linie podziału na warstwy mogą mieć dowolne nachylenie. Część 

wstępną stanowi znalezienie środka obrotu i powierzchni pośliz­

gu, które poszukuje się w sposób deterministyczny, przyjmując 

wartości średnie odpowiednich parametrów. Obróbka stochastyczna 

dotyczy Już tylko jednej tak właśnie znalezionej linii poślizgu. 

Otrzymany z obliczeń rozkład współczynnika pewności . autorzy 

aproksymują rozkładem normalnym, a następnie obliczają prawdopo - 

dobieństwo wystąpienia osuwiska.

Inny przykład symulacyjnego badania rozkładu współczynnika pew­
ności można znaleźć w pracy [d/] . Program tam rozpatrywany ma 

Jednak znacznie skromniejsze możliwości od poprzedniego, gdyż 

uwzględnia Jedynie losowość /i c modelowaną dwuwymiarowym 

rozkładem normalnym /nie są rozpatrywane efekty przestrzennej 

zmienności/. Ciekawym spostrzeżeniem autorów tej pracy Jest fakt, 

że w rozpatrywanym rozkładzie wraz ze zmianą współczynnika korę - 

lacji między / i c od -1 do 0 prawdopodobieństwo utrą - 

ty stateczności rośnie od ok. 0,08 do ok. 0,102.

Jak widać z podanych przykładów istnieją różnorodne sposoby 

i możliwości probabilistycznej analizy stateczności skarp i zbo­

czy.

■Schemat przedstawiony w niniejszej pracy Jest niewątpliwie 

uproszczony. Podstawową przyczyną zastosowania schematu uproszczo­

nego był fakt, że badanie prawdopodobieństwa osuwiska stanowi 

tu Jeden z pięciu elementów badania stateczności przyczółka.
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Zastosowanie takiego wariantu Jak np. [67J spowodowałoby nad­

mierne rozbudowanie programu symulacyjnego. Zwłaszcza, że w ni­

niejszej pracy chodzi o symulacyjne obliczenie prawdopodobieńs­

twa utraty stateczności /bez użycia rozkładu aproksymującego / 

oraz przybliżone zbadanie rozkładu prawdopodobieństwa zmiennych 

i ^/i = 1,...,5/. Takie podejście wymaga, aby liczba re­

alizacji była rzędu kilku tysięcy/zagadnienie to będzie omówio­

ne dalej/, co w pewnym stopniu ogranicza możliwości rozbudowywa­

nia programu.

W deterministycznych opracowaniach autorzy np 

podają, że współczynnik S (3.29) powinien być 

£134 , 117] 

nie mniej -

szy niż 1,1 - 1,3. V/ opracowaniach probabilistycznych do pusz - 

czalna wielkość S, zależy oczywiście od tego jakie ma być 

prawdopodobieństwo zaistnienia osuwiska, a ponadto zależy od 

rozkładów i zmienności poszczególnych parametrów. Przykładowo

Alonso [i] uzyskał S = 1,5 przy prawdopodobieństwie utraty

stateczności p - 0,005 , a dla ok. p = 0,0001 - ® 2,0.

Natomiast Athanasiou-Orivas [41 dla prawdopodobieństwa p « 

= 0,025 uzyskał = 1,25.

Na zakończenie warto zauważyć, że w tym przypadku, o ile 

zakłada się losowość ciężaru objętościowego y , nie można zało­

żyć /co często czynione jest w teorii niezawodności, por. roz­

dział 2/, że “nośność” i “obciążenie” są stochastyczne nie­

zależnej od ciężaru y zależą funkcyjnie zarówno momenty utrzy­

mujące jak i momenty obracające.

3.7 Wypieranie gruntu spod przyczółka

V/ ostatnim rozpatrywanym tu kryterium zapas i wskaźnik sta-

Uwaga: V/ dalszej części pracy dla tego przypadku używa sie 
także określenia przekroczenie /wyczerpanie/ nośności 
granicznej podłoża.
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teczności wyrażają się następująco:

Z^ 0. - N 5 f o
i

(3.35)

(3.36)

gdzie:

- nośność graniczna podłoża gruntowego pod podstawą

przyczółka,

Nq - składowa wszystkich obciążeń działających na przyczółek 

normalna do jego podstawy.

Obliczenie nośności gruntu obciążonego dowolną siłą może być 
dokonane różnymi metodami, opisanymi w literaturze np. [49 , 

48, 741. Tu zastosowano rozwiązanie Brinch-Hansena [36^ 0

Wzór na nośność Q„ jest następujący:

Qf “ Mg ' B"Yb‘^^B^B^B^B ’ NB + * D + q)'

X (3.3
'dD XD ' WD ' bD ' °D + c ' Nc ’ sc ’ dc ‘ 1c ’ bc ‘ s<j 

gdzie:

N$, Np, N , - współczynniki nośności podłoża,

i^, ip, i - współczynniki wpływu nachylenia wypadkowej sił

względem kierunku normalnego do podstawy,

dp, dD* " współczynniki wpływu zagłębienia fundamentu,

SB* SD* sc * współczynniki kształtu, które dla fundamentów

o długości znacznie większej niż szerokość mogą 

być przyjęte: sB = Sp = sc = 1,

bp, ^c ~ współczynniki wpływu kąta nachylenia podstawy 

/przy podstawie poziomej b^ =I bp ~ bc = i/
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g^, gc * współczynniki związane z nachyleniem naziomu /od 

strony minimalnego zagłębienia fundamentu;

kąt P na rys. 3.7 ; gdy nie ma nachylenia 

gB = = sc = 1,
^B’ * c^$żary objętościowe gruntu - odpowiednio pod

i otok fundamentu /por* rys. 3.7/>

D - minimalna głębokość posadowienia: c - spójność gruntu, 

q - obciążenie naziomu/od strony minimalnego zagłębienia /,

B - B - 2*e /B - szerokość podstawy; e - momośród działania wy 
wypadkowej obciążeń /

Rys. 3.7 Wypieranie gruntu spod przyczółka.
Niektóre? oznaczenia do wzorów na nośność graniczną.

V/ przypadku, gdy p « 0, czyli powierzchnia jest pozioma, 
wzór ^3.37^ upraszcza się. Stosując zależności wynikające z 

rozwiązań teorii stanów granicznych dla podłoża pod fundamentem, 

Brinch - Han sen proponuje wzór:

Występujące tu współczynniki mają takie samo znaczenie jak dla

/?.37) i wyrażają się wzorami:
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tutaj;

II - składowa styczna do podstawy/wypadkowej obciążeń^
B - powierzchnia podstawy /lub szerokość - por, wzór ^3.17^/

B • iB B.iD / , )
* i - 0,4 ---- ;-----  ; Sp « 1 + sin^* ----------- V * /

^“l^BIi. L1

/B - szerokość podstawy - długość podstawy/

dg - 1 j dD » 1 + 2 tg /! p - sin /y • ----- ^3»42 ]

bn « e ; bD = e l3.4jl

kąt nachylenia podstawy mierzony względem poziomu/. 

Pozostałe szczegóły - w pracy

Propozycje Brinch - Hansena są o tyle wygodne, że wszystkie 

wielkości potrzebne do obliczenia nośności granicznej dane są 

w postaci analityczne j. Wzory na współczynniki, które w teorii 

stanów granicznych nie mają reprezentacji analitycznej uzyskano 

drogą emp.i ry c zną,

Warto zauważyć, że w przypadku zaistnienia obrotu przyczółka 

wokół punktu A /podrozdział 3*4 / teoria powyższa traci sens, 

gdyż wówczas siła wypadkowa V/ odniesiona do płaszczyzny pod- 
stav/y.
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jest przyłożona z jej zewnętrznej strony / z prawej strony 

punktu A na rys* 3.5/. W tej sytuacji musiałby być B < 0, 

co jest oczywiście niemożliwe /por. także wagi w podrozdziale 

6.2 /.

Zagadnienie wypierania gruntu spod fundamentu było także 

badane metodami probabilistycznymi. Obok wspomnianych już prac 

[16 b] i [13] tematyka ta poruszona jest w pracach 116,

75, 155, 83J « W pierwszej z nich [H7j A. Singh zbadał roz - 

kłady współczynników nośności granicznej N^, Np, Np, przyjmując 

normalny rozkład kąta / i stosując symulację numeryczną /nie­

wielka liczba realizacji N - 200/• Zauważył on, że współczyn - 

niki zmienności dla Np, Np i N są większe niż dla współ­

czynników parcia K i K /przy tym samym kącie //. Najwięk -

szy współczynnik zmienności zaobserwowano dla Np . Współczynni­

ki zmienności dla N^, Np,NTc rosną wraz ze wzrostem kąta / 

/przy stałym współczynniku zmienności / /. Dla kątów / > 15° 

są one większe niż współcz. zmienności / . Ostatnią z tych obser­

wacji potwierdza Schultze , który zbadał nośność graniczną

pod pionowo obciążonym fundamentem /obciążenie nielosowe/. 

Schultze do aproksymacji rozkładów Np, Np, Nc użył rozkładu 

normalnego. Jednak nieduża liczebność próby N * 50 oraz brak 

testowania i wykresów dystrybuant empirycznych stawiają tę apro­

ksymację pod znakiem zapytania.

Symulacyjne badanie nośności granicznej podłoża pr*zy dużej 

liczbie realizacji N » 2000 przeprowadził I McAnally .

Wykorzystał on także rozwiązanie Brinch-Hansena. Badania te do - 

tyczyły jedynie gruntów niespoistych i oprócz losowości / i 

uwzględniały także takie efekty losowe jak: przestrzenną zmienność 

kąta /, błędy spowodowane np. niedokładnością testowania czy 

niedokładnością metody obliczeniowej, niepewność wymiarów fun­

damentów, losowość obciążeń. Autor ten stwierdził, że rozkład 
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zapasu stateczności (3.35) jest bliski rozkładowi normalnemu. 

Trzeba jednak stwierdzić, że podobnie jak autorzy dwóch poprzed­

nich prac nie uwzględniał on możliwości mimośrodowego działania 

wypadkowej, ani też jej ewentualnego nachylenia względem pod - 

stawy, ;

Wielkości współczynników pewności 8^ są oczywiście uza­

leżnione od warunków gruntowych, rodzaju konstrukcji itp. Przy­

kładowo Meyerhof [35] podaje = 2 - 3, Lumb {75J:

=2-3 dla piasków oraz 3-4 dla glin, co ma dawać pra­
wdopodobieństwo utraty stateczności rzędu 10~^. McAnally [83J 

, -4otrzymuje - 3 przy prawdopodobieństwie awarii 10 ,

Bielski [13] otrzymał wartość = 4,15 przy prawdopodobieńs­

twie utraty stateczności równym 0,03.

Na zakończenie należy zauważyć, że podobnie jak w przy - 

padku osuwiska, nie można tu założyć, że nośność i obciążenie są 

niezależnymi zmiennymi losowymi. V/ przypadku przyczółków mosto - 

wych /konstrukcji oporowych/ duży udział w obciążeniach może 

mieć parcie gruntu. Jeśli pod podstawą przyczółka znajduje się 

ten sam grunt, co w nasypie obciążającym przyczółek /choćby tyl­

ko do pewnej wysokości/ to oczywiście zarówno nośność jak i ob - 

ciążenie zależą między innymi od tych samych parametrów /, c 

i V .
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4. OPIS ZMIENNYCH LOSOWYCH DO BADANIA STATECZNOŚCI 

MASYWNEGO PRZYCZOŁKA MOSTÓWEGO

W niniejszym rozdziale precyzuje się te wielkości 

użyte do probabilistycznej analizy stateczności przyczółka 

mostowego, które w ramach tej pracy traktowano jako losowe • 

W oparciu o studia literatury zostaną podane propozycje doty­

czące rozkładów prawdopodobieństwa poszczególnych zmiennych 

losowych oraz własne propozycje związane z tym zagadnieniem.

4.1 Specyfikacja wielkości losowych

Uwaga pracy skoncentrowana jest na badaniu prawdopodo - 

bieństwa stateczności przyczółka mostowego pod kątem wpływu 

losowych własności podłoża gruntowego oraz losowego obciążę - 

nia pojazdami przejeżdżającymi przez most. V/ związku z tym 

jako nielosowe uznano:

1. Wymiary konstrukcji - wielu autorów zakłada, że losowość 

wymiarów może być w zagadnieniach tego typu pomijana ^51, 117, 

13, 135, 11ńj*

2. Cechy i parametry materiałów konstrukcyjnych, czyli w tym 

przypadku ciężar własny przyczółka i obciążenie stałe przeka­

zywane przez belkę (ciężar belki),

3* Miąższość warstw gruntowych w otoczeniu miejsca posadowienia 

przyczółka. Stałość rozumie się tu jako nielosowość oraz jedna­

kową miąższość danej warstwy gruntowej w analizowanym sąsiedz - 

twie przyczółka. Uwzględnienie losowej miąższości warstwy impli­

kuje konieczność wprowadzenia odpowiedniej funkcji losowej /pro­

cesu stochastycznego/ charakteryzującej tę miąższość i indekso - 

wanej położeniem danego punktu w otoczeniu przyczółka. Prowadzi 

to do dużych trudności w analitycznym wyznaczeniu parcia na 
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ścianę przyczółka. W tej sytuacji ze wszystkich wielkości wystę­

pujących w kryteriach stateczności za zmienne losowe uznano: 

- reakcję przyczółka od obciążenia pojazdami, 

- parametry geotechniczne w każdej warstwie gruntowej.

Już samo wyodrębnienie określonych warstw geotechnicznych 

czy gruntowych wiąże się na ogół ze zmiennością statystyczną 

pewnych parametrów. Zagadnienie to szczegółowo omawiają prace 

[23, 24, 50j • Przyjęcie układu zmiennych losowych w ramach 

określonej warstwy może odbywać się w różny sposób. Można na 

przykład wyróżnić tak zwane cechy wiodące, którymi są parametry 

dotyczące stanu, a więc stopień plastyczności dla gruntów

spoistych oraz stopień zgęszczenia dla gruntów niespoistych

W oparciu o związki funkcyjne i korelacyjne można wówczas wyzna - 

czać inne niezbędne parametry [lOOj*

W niniejszej pracy za podstawowe zmienne losowe w danej 

warstwie przyjęto te parametry, od których w sposób Jawny zależą 

funkcje opisujące warunek bezpieczeństwa przyczółka dla rozpatry­

wanych pięciu możliwości utraty stateczności •

Dla ustalonej warstwy geotechnicznej są to: 

- kąt tarcia wewnętrznego 
z z t

- spójność c /dla gruntu spoistego/, 

- ciężar objętościowy y.

Założenie, że zmienna N Jest stochastycznie niezależna r 
od układu zmiennych charakteryzujących fizyczno-mechaniczne włas­

ności gruntu, nie powinno budzić żadnych zastrzeżeń. Zakłada się 

także, że zmienne opisujące parametry w różnych warstwach geotech­

nicznych są stochastycznie niezależne. Jednak parametry tej samej 

warstwy geotechnicznej mogą być uważane za skorelowane. Często 

przyjmuje się, że spójność i kąt tarcia wewnętrznego są ujemnie 
skorelowane fo, 8, 67, Również ciężar objętościowy Jest 
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dodatnio skorelowany z kątem tarcia wewnętrznego [j3, 63, 67 . 

Jednak Lumb w pracy £77] po szczegółowej analizie wysuwa hipo­

tezę, że obserwowana korelacja pomiędzy parametrami i c może 

być spowodowana szybkością odkształceń w aparacie trój osiowego 

ściskania.Ponadto w oparciu o ana-i-izę dwuwymiarowego rozkładu 

normalnego tych parametrów z uwzględnieniem i bez uwzględnienia 

wzajemnej korelacji dochodzi do wniosku,że nieco większe prawdopo­

dobieństwo wystąpienia mniejszej wytrzymałości na ściskanie daje 

przypadek nieskorelowanych zmiennych / i c.W konsekwencji Lumb 

proponuje ,aby traktować te wielkości jako niezależne zmienne lo­

sowe .Podobnie Alonso ^2 jest zdania (co popiera odpowiednimi 

przykładami),że parametry ci/ można uznać za nieskórelowane 

(por. także Singli [l17]).Ten sam autor uważa, że stwierdzona kore­

lacja między ciężarem i parametrami wytrzymałościowymi ma charak­

ter lokalny (punktowy; i w obliczeniach dotyczących stateczności, 

gdzie rozkłady reprezentują pewne średnie tendencje dla całej war­

stwy nie powinna byc ona uwzględniana (podobnie autorzy prac [63] 

i [67] ) .
V/ związku z tym założono w ninejszej pracy, że w danej 

warstwie geotechnicznej układ *y,/,c jest układem zmiennych sto­

chastycznie niezależnych•

Inną przyczyną takiego podejścia była trudność w symulacyjnym 

generowaniu rozkładu wektora losowego (y ,/, c) w przypadku, 

gdyby poszczególne zmienne nie były niezależne.Trudność ta nie / 
istnieje w przypadku wektora losowego o rozkładzie normalnym, 

który można w nietrudny sposób generować lub stosować odpowied­

nią transformację ortogonalną 95, 6ŹJ układu współrzęd­

nych, która doprowadza do diagonalizacji macierzy kowariancji. 

Dla wektora gaussowskiego oznacza to automatycznie niezależność 

poszczególnych rozkładów brzegowych.W niniejszej pracy nie za­

stopowano jednak rozkładów normalnych,ale rozkłady wielokątne
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/co będzie omówione i uzasadnione dalej/. Można wyobrazić sobie 

wielowymiarowy analog takiego rozkładu, w którym funkcja gęstości 

składałaby się z kilku kawałków pewnych hiperpłaszczyzn. 

Autorowi nie Jest znany Jednak generator liczb pseudolosowych o 

takim rozkładzie. Również transformacja ortogonalna nie prowadzi 

tu do niezależności, gdyż w tym przypadku zmienne nieskorelowane 

nie muszą być niezależne.

4.2 Losowa zmienność parametrów gruntowych

Nawet w ramach jednej warstwy geotechnicznej poszczególne 

parametry doznają dużych wahań przypadkowych. Jest to spowodowa­

ne przede wszystkim stochastyczną niejednorodnością ośrodka grun­

towego, gdyż wpływ przypadkowych błędów pomiarowych można często 

oszacować 0^3 • Wiłun 034^ podaje następujące przyczyny te - 

go zjawiska /por. 017] /;

- niejednorodność skały pierwotnej, z której powstał grunt, 

- różny stopień zwietrzenia Jego składników mineralnych, 

- różne warunki sedymentacji,

- różne warunki konsolidacji / w środku warstwy i przy jej gra - 

n i c z nych powi e rz chnia ch/,

- wpływ wgłębnego przemarzania w okresach zlodowaceń,

- wpływ sfałdowań geotechnicznych i glacitekfonicznych, powodują­

cych powstanie nieciągłości strukturalnej na kontakcie wzajemnie 

przesuniętych warstw /powierzchni zlustrzeń/, 

- ruchy osuwiskowe na zboczach.

Oprócz tego znaczne zrnieny cech gruntów mogą powstać pod 

wpływem:

- niewłaściwego pobierania prób,

- naruszenia struktury gruntów przy wciskaniu próbników, 

- zmian zawilgocenia w czasie przechowywania prób - migracja wo - 
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dy w próbach warstwowych do warstw spoistych lub wyschnięcie 

prób*

Dlatego też istotne staje się podanie odpowiednich rozkła­

dów prawdopodobieństwa dla poszczególnych parametrów. Jest to 

jednak zadanie o tyle trudne, że w przypadku gruntu nie ma żad­

nych modeli teoretycznych, które prowadziłyby do akceptowania 

takiego lub innego rozkładu. Wraz ze zmianą warstwy geotechnicz­

nej może się zmienić nie tylko wartość średnia i odchylenie stan­

dardowe danego parametru, lecz także kształt czy nawet typ rozkła­

du. Dodatkową trudność stanowi zróżnicowanie przestrzenne charak - 

terystyk parametrów, czyli inne zachowanie się danej cechy w za - 
/ 

leżności od miejsca, w którym pobrano próbę, nawet jeśli próby po- 
i 

bierane są ze stosunkowo niewielkiego obszaru.

Prowadzone są prace-w kierunku opisu podłoża jako pewnego ro­

dzaju ośrodka stochastycznego /por. np. £25, 40, 1lÓj / co wydaje 

się być najbardziej adekwatnym podejściem. Na razie jednak teoria 

ta nie daje żadnych wskazówek co do charakteru rozkładu rozpatry­

wanych tu parametrów podłoża gruntowego. Podobnie interesującą 

propozycją jest opis warstwy geotechnicznej za pomocą odpowied - 

niego pola losowego /np. fż, 7, 39, 124, 132] /. V/ tym przypadku 

analiza często ogranicza się do badania wartości średniej i fun­
kcji autokorelacji 09, 7] . Zazwyczaj jednak rozważania zawężają 

się do jednoparametrowej funkcji losowej i badania dotyczą zmien­
ności cech wraz z głębokością [2, 8, 79j • Aparatem tu stosowa - 

nym jest klasyczna teoria spektralna dla procesów stacjonarnych 
|2, 79j . W niniejszej pracy przyjęto wariant najprostszy. Każdemu 

parametrowi z określonej warstwy geotechnicznej przyporządkowana 

została jedna zmienna losowa, która opisuje przypadkową zmienność 

tego parametru w rozpatrywanym obszarze danej warstwy. Określenie 

rozkładu takiej zmiennej może nastąpić jedynie w wyniku systema - 
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tycznych badań opartych o próby o dużej liczebności i estymowa- 

nie różnych rozkładów znanymi ze statystyki metodami, a następ­
nie testowanie [l2, 22, 6oJ. Literatura obfituje w prace tego 

typu. Za pionierskie uważa się opracowanie P* Lumba > w 

którym za pomocą testu chi-kwadrat /liczebność prób wahała się 

od 27 do 120 / testowano rozkłady statystyczne wszystkich 

podstawowych parametrów gruntowych* Przedmiotem badania były 

cztery rodzaje gruntów: ił morski /marinę clay/, aluwialny ił 

piaszczysty /aluvial sandy clay/, rezydualny piasek pyląsty /re- 

sidual silty sand/, rezydualny ił pylasty /residua], clayey silt/, 

szczegółowo omówione w pracy* Testowany był głównie rozkład 

normalny, ale również lognormalny /współczynnik konsolidacji/ 

i dwuwymiarowy normalny /łączny rozkład wskaźnika plastyczności 

i granicy płynności/. Dla spójności c i kąta tarcia wewnętrzne­

go / i jego tangensa /tg fi / przyjęto rozkład normalny. Lumb 

zbadał też wpływ głębokości na zmienność przedstawionych wyżej 

parametrów. Zagadnieniu zmienności statystycznej własności grun­

tu oraz jej badaniu poświęconych jest także kilka późniejszych 

prac Lumba, np. [76, 77, 78, 79j . Obok prac Lumba w dziedzinie 

badania probabilistycznych rozkładów parametrów geotechnicznych 

należy wymienić prace takich autorów jak: Schultze £l15, 11 ó] , 

Singh p 17], Krizek 2, 6óJ i Athanasiou - Grivas

Dla spójności i kąta tarcia wewnętrznego przyjmowano po - 

czątkowo niezależne rozkłady normalne ^7bJ* Lumb w pracy 

twierdził, że zarówno / jak i tg / można opisać rozkładem 

normalnym / z punktu widzenia rachunku prawdopodobieństwa jest 

to oczywista sprzeczność/, jednak rozkładowi temu lepiej odpowia­

da tangens / i tę właśnie wielkość jest wygodniej tr-aktować 

jako zmienną losową. Opinię tę podtrzymał Schultze pl 15 , wska - 

zując jednocześnie, że histogram ctg - / jeszcze lepiej opisu­

je się rozkładem normalnym niż histogram tg / /przedmiotem
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badania były iły, glina i piasek z Nadrenii/• Rozkład normalny 

dla / i tg / stosowany Jest także w późniejszej pracy 

Schultzego dzięki swym zaletom analitycznym i statystycz­

nym bywa nadal chętnie stosowany w pracach innych autorów, np. 
fll7, 8, 45, 15, 64J• V/ kolejnej pracy Lumba £77] stosowany 

jest najpierw dwuwymiarowy rozkład normalny, lecz w konsekwen­

cji uwag o korelacji przytaczanych , w 4.1 autor przechodzi do- 

dwóch niezależnych rozkładów dla c i dla tg / przyjmując 

rozkłady beta. Zaletą tego rozkładu jest jego ograniczony noś­

nik [a, bj /parametry c i tg / przyjmują ograniczone 

wartości/, a także możliwość opisania zaobserwowanej skośności 
। 

rozkładów tych parametrów. Ponadto rodzina rozkładów beta za - 

wiera bardzo różnorodne krzywe gęstości [12J , co ułatwia zna­

lezienie stosownego opisu przy danym, histogramie, W później - 

szych pracach inni autorzy również korzystali z tego rozkładu 

/przykładowo Jj3, 99] /.

Interesujące uogólnienie propozycji Lumba stanowi opis 

zastosowany przez autorów £5]; stosowali oni dla skorelowanych 

zmiennych 0 i c dwuwymiarowy rozkład Dirichleta o gęstości;

rH ___ r. 
r^j.r^wy

dla x, y > 0

x -

1i x + y

gdzie:

0

di >0,

dla pozostałych (x, yj

P?o, 6>o - parametry rozkładu, P(x)- funk­

cja Eulera.

rozkładami brzegowymi tego rozkładu są rozkłady beta, dla­

tego bywa on też nazywany dwuwymiarowym rozkładem beta. 

Innym często używanym do opisu losowej zmienności / i c 

rozkładem, jest rozkład lognormalny. Rozkład ten można spotkać 
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u takich autorów Jak: Biematowski p9, 14, 15 , 

Wu i Kraft [l35] • Warto też odnotować propozycję 

Webera [".571 stosowania rozkładów jednostajnych w

Mc Annały p331 *

Fttrstera i

odniesieniu do

c oraz tg / (traktowanych jako niezależne zmienne losowe)#

Przechodząc do zmienności ciężaru objętościowego trzeba od 

razu stwierdzić, że w tym przypadku obseiwowany rozrzut wyników 

jest znacznie mniejszy niż w poprzednio omawianej sytuacji# Stąd 

także dość niewielkie zainteresowanie autorów badaniem rozkładów.

Niektórzy z nich jak np. Singh [j czy Yucemen 139 , sugeru-

ją, że losowość ciężaru może być nu ogół pominięta, jednak jak 
wykazu ją Evangelista i Pellegrino |^52] może mieć ona doniosłe 

znaczenie np# dla stateczności zapór ziemnych# Proponują oni 

rozkład normalny /testowany testem chi-kwadrat/, zwracając uwagę, 

że nie we wszystkich przypadkach jest to opis wystarczająco do - 

kładny. Dla tych przypadków proponują zastosowanie rozkła - 

du lognor walne go, beta lub nawet gamma. Rozkład normalny jest 

v/ przypadku y jednak zdecydowanie najczęściej stosowany / por# 

np# ^83, 115, 18, bJ, rzadziej zaś lognormalny pl5j czy betafs]. 

Warto jeszcze przyjrzeć się, jak duże mogą być wahania /, c i y 

w ramach jednej warstwy geotechnicznej; najprostszą miarą tych 

wahań jest oczywiście współczynnik zmienności:

V =

(j- odchylenie standardowe danego parametru, x - wartość średnia. 

Poniżej w tablicy 4.1 podano zakres współczynników zmień - 

ności dla /, c jakie spotyka się w literaturze.

Łatwo zauważyć, że poszczególne współczynniki zmienności podlega­

ją dużym wahaniom. Najmniejszym współczynnikiem odznacza się 
ciężar objętościowy, największym zaś - spójność# Biematowski [*2lJ 

i Ingles [64-J podjęli na podstawie własnych obserwacji oraz szcze 

gółowej analizy współczynników zmienności podawanych dla różnych
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Tablica 4.1

Współczynniki zmienności parametrów c}y

Rodzaj 
parametru

Zakres stosowanych 
współ czynników zmien­

ności

Źródła 
literaturowe

7 0,01 - 0,15 '8, 18, 21, 4
59, 64 J

5,. 52,

c 0,15 - 0,71 *8, 14, 21, 64, 75, 
L116J

- grunty niespo­
iste

0,05 - 0,15 £ 21, 64, 116, 117j

- grunty spoiste 0,10 - 0,56 [8, 21, 115, 
117]

1 16,

tg / - grunty 
niespoiste 0,073- 0,138 [75, 83, 115, 116)

tg - grunty 
spoiste 0,15 OJ

parametrów w literaturze, próbę przy jęcia pewnych ustalonych war­

tości tych współczynników, które mogłyby być wykorzystane w za - 

gadnieniach bezpieczeństwa konstrukcji współpracujących z grun­

tem. Poniżej podano te propozycje dla omawianych wyżej cech grun­

towych (współ czynniki zmienności wyrażono tu w procentach);

litemu towskl IngLu:
K ą t tu rc 1 a w ewn ę t rzn e go
grun ty ni c spo i s te 
grunty spoiste 15 1/5 (15)v

10

Spójność
konsystencja półzwarta i twarda 
ko n sys tenc j a pla styc zna
rn i ę k k 0 pl a s ty c zn h

10
12,5 (20)/
15 (30)v

30

C1 ę ż a r 0 b j ę to ś ci owy 2,5 3

Wartości w nawiasie - dla gruntów mało spoistych.
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Podsumowując należy stwierdzić, że rozkładem najczęściej 

stosowanym przy statystycznym opisie /, c i jest rozkład 

normalny. Jednak zastosowanie tego rozkładu ma dwa podstawowe 

mankamenty, na które zwraca uwagę wielu cytowanych wyżej bada­

czy, mianowicie:

- symetria rozkładu normalnego, podczas gdy empirycznie uzyska­

ne rozkłady c i wykazują zwykle dużą skośność L8J;

- nieograniczony nośnik rozkładu normalnego, podczas gdy para­

metry geotechniczne zmieniają się losowo w ograniczonych / zwy - 

kle dość wąskich/ przedziałach.

Stąd też głównie wywodzi się zainteresowanie Innymi rozkładami, 

głównie rozkładem beta. Jednak z punktu widzenia metod symula - 

cyjnych rozkład beta nie jest korzystny, gdyż obecnie znane 

generatory liczb losowych o tym rozkładzie są mało efektywne 042 

Fakt ten będzie szerzej omówiony w rozdziale 6 . Należy też 

podkreślić, że na wybór konkretnego rozkładu prawdopodobień - 

stwa duży wpływ ma zwykle dogodność opisu, czyli przyjęcie ta­

kiego rozkładu, który będzie ułatwiał dokonywanie dalszych prze­

kształceń i obliczeń.

4.3 Zastosowanie rozkładów wlelokątnych

V/ niniejszym podrozdziale zostanie podana propozycja użycia do 

opisu parametrów /, c i rozkładów wlelokątnych, które po­

siadają bardzo proste generatory liczb pseudolosowych, co mię - 

dzy innymi znacznie ułatwia symulacyjne badanie prawdopodobieństw 

utraty stateczności przez konstrukcje zagłębione w gruncie. Przez 

rozkłady wielokątne rozumie się tu rozkłady, których funkcje gęs­

tości złożone są co najwyżej z trzech odcinków łamanej, z tym, 

że oba końce całej łamanej umiejscowione mogą być na różnych wy­

sokościach. Rozszerzenie na większą liczbę odcinków łamanej nie 

przedstawia większych trudności.
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Funkcja gęstości takiego rozkładu ma następującą postać:

m^x -aj + dla x g a; e

zaś znaczenie pozostałych parametrów objaśnia rysunek 4*1.

Rys* 4.1 Parametry rozkładu sześciokątnego

We wzorze (4.3/ występuje osiem parametrów, Jednak warunek 

unormowania miary:

daje następującą zależność między tymi parametrami:

Oczywiście warunek ten musi zostać uwzględniony przy poszu-
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kiwaniu parametrów gęstości (4.3), dalej jednak dla zachowania 

przejrzystości wzorów korzystać się będzie z ośmiu parametrów, 

pamiętając przy tym, że łączy je związek

Wykonanie elementarnego całkowania prowadzi do następują­

cego wzoru na dystrybuantę rozkładu o gęstości ("4.3

dla

m

x 4 a

2

2
-------_ h * a
2 1

. ~ ni • a + nu • e — m,/ e • x +11 1

dla [d b

dla x b

nu • d

widać

m9 • e 
+-u.

2

nu* a + m • e - mo«e + nu 12 2
♦ a2

W prowadzając oznaczenia

2
2

3 “ m2 ’ d
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otrzymuje się:

0 dla x^a

•x2 -»• c^1*x + Pi dla xe[af e

We wzorze (4.8^ liczba parametrów wynosi 13, ale należy pa­

miętać o zależnościach (4.5) i > które redukują tę li­

czbę dla siedmiu niezależnych wielkości. Jako szczególny przy- • 

padek rozkładu o gęstości otrzymuje się np. gęstość roz­

kładu jednostajnego /prostokątnego/ na odcinku [a, bj : 

fi r 7
--------  dla xe a, b
b - a

Innym istotnym przypadkiem szczególnym jest rozkład trójkątny 
skoncentrowany na odcinku £a, bj. fbzkład ten otrzymuje się 

przyjmując we wzorze - 0, m^ « 0 oraz e « d. Dla

znalezienia momentów zmiennej trójkątnej wygodnie jest posłu - 

żyć się opisem gęstości przy użyciu nieco innych parametrów.

Wykres gęstości oraz znaczenie nowych parametrów ilustruje rys.4.2
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Hys• 4,2 Gę s to ś ć ro zkładu trójką triero /a syme trycznego/ 
w - długość podstawy trójkąta i, w? - współ - 
rzędna środka podstawy trójkąta, w^ - różnica 
między odciętą wierzchołka a odcięTą środka 
podstawy

Jasne jest, że ze względu na warunek unormowania (4.4

rozkład ten jest trój parametrowy. Jego gęstość wyrażona w

nowych parametrach zapisuje się wzorem:

4 , . 2
----y-------------  (x - W„ +  

w;2w7 + w,---------------- 2w-, + w.1 \ 5 1/ 3 1

Jak łatwo obliczyć pierwsze trzy momenty centralne zmiennej

o gęstości g2 wynoszą

1 
EX « ---- • wx woX J



Ti -

2 2
f I o W d

Var X = E( X - EZj ' » —- + ——
' J 18 24

3/ \ -X Wy Wx * W.
E(X - EXP = -- - -------1
' ' 135 60

(4.12)

(A.1?)

V/ szczególnym przypadku, przyjmując w^ - 0 otrzymuje się 10z - 

kład trójkątny Symetryczny, który Jest rozkładem dwuparametrowym. 
ze wzorów (z+®11^ i ^4.12y otrzymuje się w tym przypadku:

EX « Wp ^4.14 j
2 

w^ ( \
Var X =---- — 4.13)

24

Po tym omówieniu niektórych zagadnień związanych z rozkłada­

mi wielokątnymi zostaną podane przykłady mające na celu pokazanie, 

że istnieje możliwość opisu parametrów c i tymi rozkłada­
mi oraz podanie sposobu oceny parametrów gęstości (4.3).

Na wstępie należy zaznaczyć, że w niektórych przypadkach 

kształt histogramu może sugerować dobór odpowiedniego rozkładu 

wielokątnego. Gdy po przeprowadzeniu jednego z testów istotności 

okaże się, że nie ma podstaw do . rezygnacji ze wstępnie przyjęte­
go rozkładu, to wówczas parametry gęstości (4*3) odczytuje się 

bezpośrednio z wykresu. Często okazuje się, że w rozpatrywanym 

zagadnieniu wystarczy posłużyć się rozkładami trójkątnymi. Z pra­
cy f28, 96J zaczerpnięto przykłady statystycznych badań kąta 

tarcia wewnętrznego </), spójności c i ciężaru objętościowego 

dla gliny.

Dystrybuanty empiryczne odpowiednio dla kąta tarcia wewnętrz- 

nego, spójności i ciężaru objętościowego zestawiono w tablicach : 

Z 3.1, Z 3.2 i Z 3.3 w załączniku nr 3, zaś uzyskane para - 

metry zawiera tablica 4.2. Histogramy uzyskane z badań podano 
na rysunkach 4.3 , Z|.Z{ i 4.5
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Tablica 4.2

Parametry statystyczne dla tf, c i y uzyskane 

z badań

Parametr gruntowy Liczeb­
no ść 
próby

Wartoś ć 1 
środnia

Odchyl, 
stand.

Współcz. 
zmienn.

Współcz 
skośn.

Kąt tarcia
* n

wewn •

50 9,33 2,48 0,264 0,410

Spójność 0 [kPa] 50 28,84 12,64 0,438 0,321

Ciężar obj ę toć 
fkN'

3Lm _

cl owy 50 19,74 0,53 0,027 —

Rys. 4.3 Histogram kąta tarcia wewnętrznego wraz z hipo­
tetyczną gęstością trójkątną /asymetryczną/
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Rys. Histogram spójności i hipotetyczny rozkład 
tró j kątny /a symetrycz ny/

Rys. Histogram ciężaru objętościowego i hipotetyczna 
gf^stość trójkątna /symetryczne/



Posługując się metodą momentów /por, np. L106, 95'J/ z wykorzy­

staniem wzorów ^4.1l) - (4.13), ^4.14) i (4,15^) znaleziono 

gęstości trójkątne o momentach wg tablicy 4.2. Dla kąta tarcia 

wewnętrznego i spójności zaproponowano rozkłady trójkątne asyme­

tryczne, zaś dla ciężaru objętościowego rozkład trójkątny syme - 

tryczny. Odpowiednie parametry gęstości (4.10) wynoszą : 

Kąt tarcia wewnętrznego </> :

w1 « 11,71 , w^ = 10,32 ? w. * - 2,82 .

Spójność c :

w^ « 58,84 , w^ = 34,39 ) w^ « - 16,66.

oraz dla gęstości symetrycznej ciężaru objętościowego;

w1 = 2,61 , V/2 - 19,75 .

Na rysunkach 4.3 , 4.4 i 4.5 zaznaczono także wykresy . 

tych gęstości, zaś ich dystrybuanty wraz z dystrybuantami empi­

rycznymi przedstawiono na rysunkach Z 3.1, Z 3.2, Z 3.3 /załącz 

nik 3/. Następnie za pomocą zgodności testu Kołmogorowa 006, 12 

testowano hipotezę, że zmienne losowe fi, c i y mają zapropo - 

nowane wyżej rozkłady trójkątne. Znajdowano więc wartości staty - 

styki:

gdzie: l?n - dystrybuanta empiryczna, zaś F - dystrybuanta teore­

tyczna.

Ponieważ liczebność próbki była mniejsza od 100 stosowano do­

kładny rozkład tej statystyki podany przez Masseya /por. [lOó] / 

korzystając z tablic [l4lj.

Obliczone wartości statystyki D oraz jej graniczne war - 

tości dla poziomów istotności Tj « 0,2 , = 0,1 , 7^ - 0,05

i 00. -0,01 podane są w tablicy 4.3.
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Tablica 4.3

Wyniki testowania zaproponowanych rozkładów

testem Kołmogorowa

Parametr 
gruntowy

Obliczona wartość 
statystyki Dn

Wartości graniczne

^^0,2 ^2-0,1 ^=0,05 1)Ą=O,O1

0,1132’

c 0,1320 0,1484 0,16959 0,1841 0,22604 i
0,1096 I

Jak widać, na żadnym z tych czterech poziomów istotności nie ma

podstaw do odrzucenia przedstawionych hipotez. Przedstawiony po - 

wyżej przykład został także zaprezentowany przez autora w pracy 

[26]. W przypadku, gdy rozkład trójkątny nie nadaje się do opisu 

uzyskanych danych i stosuje się rozkład wielokątny, użycie me­

tody momentów staje się znacznie bardziej skomplikowane. Gdyby 

bowiem doszło do znajdowania metodą momentów wszystkich siedmiu 

/niezależnycli/ parametrów gęstości (4.3) , należałoby rozwiązywać 

układ równań zawierający równanie siódmego stopnia. Poniżej poda­

ne przykłady zademonstrują inny sposób znajdowania tych parane - 

trów. Dane, podobnie Jak poprzednio, pochodzą z badań opisywanych 
w [28] i [96].

Badanym gruntem była glina piaszczysta. Tablica 4.4 przedstawia 

parametry statystyczne uzyskane próbek.

Tablica 4.4 

Parametry statystyczne uzyskane z badań

1 Parametr 
gruntowy

Liczebność 
pro by

Wartość 
średnia

Odchylenie 
standardowe

Współczynnik 
zmienności

c kPa 79 34,317 17,113 0,499

0 p] 
1 79 12,289 5,798 0,472 

_________
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Dystrybuantę empiryczną spójności żarnie czczono w tablicy Z 

/Załącznik V, n na rysunku 6.6 uzyskany histogram.

Rys. 6.6 Histogram spójności. Gęstość gc^ — linia kreskowana, 
gęstość g p - linia ciągła

Dla wstępnej oceny możliwości wyboru odpowiedniego rozkła­

du wielokątnego wygodnie Jest posłużyć się odpowiednią siatką 
2 prawdopodobieństwa, a mianowicie taką, w której parabola y « x' 

ma postać linii prostej, zwanej dalej siatką pierwiastkową. Na 

siatkę tę nanosi się wartości dystrybuanty empirycznej /przed - 

stawiono to w załączniku nr 3 na rysunku Z 3.6/• Takie przed­

stawienie umożliwia ocenę, na Jakich odcinkach i Jakimi parabo - 

lami /które mają tu postać prostych/ można aproksymować dystry- 

buantę empiryczną. Przykład takiej oceny przedstawiony Jest w 

postaci trzech odcinków łamanej na rysunku Z 3.4 /dystrybuanta 

ta będzie tu oznaczona przez ^ / • Ustalając, dla każdego od -Cr I
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cinka dwa punkty należące do niego i wykorzystując zamieszczo­
ną skalę -^(c)1 znajduje się równanie prostej w postaci y «

« px + q. Podnosząc prawą stronę tego równania do kwadratu otrzy­

muje się odpowiedni odcinek dystrybuanty parabolicznej* V/ omawia­

nym przykładzie dystrybuanta ma postać:

dla x 00 4.17^

0,000529 x2 dla xf[o; 301

0,000215135-x2 + 0,0073315-x + 0,0625326

dla xe f30; 45)

5,06285 10"6-x2 + O,OO36393x+ 0,6540785

dla xef45; 85} 

dla x > 85

Okazuje się jednak, że funkcja gęstości g^ rozkładu o 

tej dystrybuancie jest nieciągła /jej wykres zaznaczony jest 

na rys. 4.6 linią kreskowaną/ i składa się z trzech rozłącz­

nych odcinków. Formalnie rzecz biorąc, gęstość prawdopodobieńs­

twa nie musi być funkcją ciągłą. Wzór (4.?} można łatwo uogólnić, 

tak aby obejmował on także przypadek nieciągłej gęstości. W za - 

sadzie nie ma więc specjalnych przyczyn do odrzucenia takiego opi­

su /o ile nie zostanie on zdyskwalifikowany testem statystycznym/, 

zwłaszcza, że jego parametry mogą być w prosty sposób znalezione 

opisaną wyżej metodą* Jednak opisy.nieciągłą funkcją gęstości nie 

są zwykle stosowane* Z tego względu w dalszym ciągu będą używane 

rozkłady o ciągłej gęstości.

Warunki ciągłości w punkcie xQ dla dystrybuanty i gęstości 

dla dwóch sąsiednich odcinków prowadzą do następujących równań:

2 2
P1,XO + ql'Xo + r1 ’ p2xo + q2‘xo + r2

2p1,xo + q1 “ 2^2’xo + $2

^4.18



- 80 -

Trzeba Jeszcze dodać, że zastosowana siatka nie wyczerpuje 

wszystkich przypadków dystrybuant kawałkami parabolicznych, 

gdyż w postaci prostej wpisują się się w nią tylko parabole ty- 

pu y =(p x + .

Posługiwanie się siatką można usprawnić, poprzez odpowiednie 

przesunięcie układu współrzędnych /do punktu od którego rozpo­

czyna się aproksymacja/, tak aby aproksymacja na każdym z odcin­

ków rozpoczynała się od punktu zerowego (o,oj* Bowiem stosowa - 

na tu podziałka pozwala na przeprowadzenie dokładniejszej apro - 

ksymacji dla małych wartości*

Niżej prezentuje się inny sposób wyznaczenia parametrów, 

gęstości wielokątnej oparty na metodzie najmniejszych kwadratów. 

Niech obszar zmienności c będzie podzielony na trzy odcinki 
£o; 20^ , £2©; 50^) i £50; 85^ . Taki podział może być również 

zasugerowany wykresem dystrybuanty empirycznej w siatce pierwia­

stkowej /por. rys. Z 3.4 /. Rozpoczynając aproksymację od środ­

kowego przedziału £20, 50y , po zastosowaniu warunku najmniej - 

szych kwadratów:

/gdzie xi - punkty skoku dystrybuanty empirycznej oraz

zi “ * n ~ liczebność próby/, i przyrównaniu do zera po­
chodnych względem trzech poszukiwanych parametrów ^r^, q^ 

otrzymuje się następujący układ równań:
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- P2-Z1 / " q2‘^ xi “ r2^Ł X2 = O
i~1 11 z i«1 1 z i-1 x i-1 1

Obliczonej tego układu parametry p2, a?, są współczynni­

kami trójmianu kwadratowego będącego środkowym odcinkiem dystry­
buanty /przedziałko; 50^ Pierwszy odcinek dystrybuanty /prze - 

dział^O; 20^ znaleziono korzystając z warunków ciągłości (4.18) 

i przyjmując założenie, że gęstość w punkcie początkowym jest 

równa zeru /tzn. h^ = 0 we wzorze - pole obszaru pod pierw­

szym odcinkiem gęstości musi być równe wartości dystrybuanty w 

punkcie połączenia z odcinkiem drugim/. Trzeci odcinek wyznaczo­

no w oparciu o założenie, że gęstość w punkcie końcowym b ma 
wartość zero, warunki ciągłości pF.IB^ i fakt, że ^c2(b)~

Warunki te pozwoliły wyznaczyć punkt b, który w tym przypadku nie 

był z góry ustalony. Ostatecznie otrzymano następującą dystrybu - 

antę:

dla x Z. 4,7008
o

0,000886675+ 0,00833617*x + 0,0195949

F o(xU < -O,OCO146418'X2 
Cc. /

-O,000762845'X2

dla x£ £4,7008; 20J 

+ 0,0329878-x - 0,3936473
dla xf £20; 50 1

+ 0,0946304 x - 1,9347098
dla xe £50; 60 , 025 

dla x > 62,025

(4.21)

Wykres odpowiadającejtej dystrybuancie gęstości g ~ wraz z 

histogramem spójności przedstawia rysunek 4.6 /linia ciągła/.

Łatwo zauważyć, że nośnik gęstości gc2 dość znacznie różni 

się od przedziału zmienności c otrzymanego z badań. Z prawej 

strony na przykład nie obejmuje on pięciu zaobserwowanych war - 

tości. Jeżeli tych skrajnych obserwacji nie można uznać za nie - 

istotne /np. niewiarygodne/, to skracając nieco środkowy przedział
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oraz korzystając z warunków ciągłości (4.18), związku F(b) = 1 

i zerowania się gęstości w punkcie końcowym /ostatni warunek mo­

że być zastąpiony przez g(b) * h2 > 0 albo przez ustalenie 

położenia punktu b/, można otrzymać gęstość z nośnikiem o więk­

szej długości. V/ taki sposób otrzymano gęstość gc^ odpowia - 

dającą dystrybuancie F^, która to dystrybuanta dana jest wzo-

dla x6 - co ; 38)

-0,000339835 x2 + 0,047687 x - 0,672927

dla x£ ^38; 70, 1672)

dla x > 70, 1672

Wykres gęstości gc^ przedstawiono na rys. 4.7 linią przerywaną.

e
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Analogicznie można modyfikować pierwszy odcinek gęstości, 

wprowadzając w ten sposób do nośnika wartości najmniejsze. Przy­

kładowo otrzymuje się:

0 dla x 4 0

F,(x)=J 0,000393563-x2 + 0,00382876-x f4.23)

dla x€[o; 27^) 

(xj dla x > 27

Odcinek gęstości gcą różny od g^ zaznaczono na rys. 4.7 

linią ciągłą.

Nietrudno zauważyć /por. rys. 4.7 /, że modyfikacja ostatniej 

gęstość /gcą - trzeci odcinek/, polegające j na zastosowaniu gęs­

tości złożonej z czterech odcinków łamanej, daje jeszcze lepszą 

aproksymację uzyskanego z badań histogramu. Odcinki nowej gęs­

tości gc^ różne od gęstości gc^ zaznaczono na rys. 4.7 

linią kropkowaną. Odpowiednia dystrybuanta zapisuje się wzorem:

0 dla x C 0

Fc4(x) dla X£[o; 38)

F -0,000623'X2 + O,O6922O75-x - 1,0818158 (4.24)

dla xe^38; 50 )

-0,000066646-x2 + 0,0135714-x + 0,3091

dla xe[50; 101; 817049)

1 dla x > 101, 817049

Nośnik gęstości g $ obejmuje wszystkie zaobserwowane w bada - 

niach wartości c.

Zadanie poszukiwania dystrybuanty rozkładu wielokątnego moż­

na także rozpocząć od innego jej odcinka - na przykład końcowego. 

Po określeniu tego odcinka przez rozwiązanie układu (4 *20) można 

dalej stosować warunek najmniejszych kwadratów, który po podsta-
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wieniu (4.18) prowadzi do równania:

Z (4.25) wylicza się parametr p^.

Posługując się metodą najmniejszych kwadratów należy pamię­
tać, że odcinek paraboli uzyskany z układu (4.20^ lub z równa - 

nia (4.25) nie zawsze musi być rosnący /układ (4.2o) nie 

zawiera warunku gw.arantującego otrzymanie odcinka rosnącego/. Na 

ogół rośnięcie to wymuszone jest przez wartość dystrybuanty em - 

pirycznej, która jest funkcją niemalejącą. Jednak w sytuacji,gdy 

przedział, w którym poszukuje się rozwiązania jest zbyt długi, 

można otrzymać także fragment malejący. Oczywiście jest to roz - 

wiązanie nie do przyjęcia. Należy wówczas skrócić przedział, na 

którym odbywa się aproksymacja i ponownie znaleźć rozwiązanie dla 

odcinka krótszego.

Przedstawione tu propozycje prowadzą do określenia parame - 
trów gęstości (4.3) bez użycia metody momentów dającej zbyt 

skomplikowane równania. Otrzymane parametry dla omówionych gęs - 
tości /poza gęstościami g^ i gc^ , które nie mają postaci(4.3 

zestawiono w tablicy 4.5.

Tablica 4.5

Parametry hipotetycznych gęstości spójności

Gęstość a e d b h1 m1 m2 mm3

gc2 4,7008 20 50 62,025 0 1,77335-
• 10“ 3

-2,9284*
-4'10

-1,5257- 
• 10“ 3

sc3 4,7008 20 38 70,1627 0 1,77335-
•10“ 3

-2,9284-
•10“4

-6,7967-
-10"4

®c4 0 27 38 30,1627 0,0382 7,87127- 
•10“4

-2,9284-
•10"4

-6,7967- 
_ •10“Ą
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Tak Jak poprzednio w celu weryfikacji hipotez dotyczących roz­

kładu c posłużono się testem Kołmogorowa i dokładnym rozkła­

dem statystyki /wzór (4.16) /. Wyniki przedstawiono w ta­

blicy 4.6.

Tablica 4.6

Wyniki testu Kołmogorowa dla gęstości g^, gc£> gc/ , 

1 gc5

Gęs­
tość

Obliczona 
wartość sta 
tystyki D

Wartości graniczne

- 0,2 ^2 - 0,1 ~ 0,05 - °’01 |

to
 to t

o to 
to

 
o o o

 o o 
V

i 
O

m
' 

-i 0,077045

0,1072244 

0,0715687 

0,1008986 

0,1008986

0,11860 0,13551 0,15052 0,18060

I

Z wyników podanych w tablicy 4.6 wynika, że nie ma pods - 

taw do odrzucenia hipotetycznych gęstości g^ , g^, Ścą 

i Wybór jednej spośród tych gęstości Jako gęstości zmień -

nej losowej c stanowi oddzielne zagadnienie, które nie będzie 

tu szerzej omawiane /obszerną dyskusję na .ten temat można znaleźć 
np. w książce Cornella fl2j/. Warto Jedynie zwrócić uwagę, że przy 

wyborze tym może zdecydować np. zachowanie się gęstości przy naj­

większych i najmniej szych wartościach, c • Innym kryterium może 

być porównanie momentów poszczególnych gęstości z momentami próby. 

Poniżej zamieszczono tablicę dwóch pierwszych momentów centralnych 

dla rozkładów o gęstościach Sc1r SC5 (tab.4.7). 

Analogicznie rozważono zastosowanie rozkładu wielokątnego Jako 

rozkładu kąta tarcia wewnętrznego. Parametry statystyczne z ba - 

ć(ań podane były w tablicy 4.4, W załączniku nr 3 (tablica Z 3.5)
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Tablica 4.7

Porównanie momentów rozkładów o gęstościach ^ci’ gc2? 
próbyoraz momentów uzyskanych zgc3’ gc4’ gc5

Gęstość Wartość 
oczekiwana

Odchylenie 
standardowe

Współczynnik 
zmienności

gc1 34,0704 17,8978 0,5253

®c2 32,2662 13,0758 0,4053' i

gc3 32,8632 14,0664 0,4280

gc4 32,0446 15,1870 0,4739

gc5 34,3713 19,4215 0,5651
. ...

Wartości 
uzyskane 
z próby

34,317 17,113

i

0,499

przedstawia uzyskaną dystrybuantę empiryczną, zaś histogram

częstości obrazuje rysunek 4.8. Analogicznie jak dla spójności, 

dla wstępnej oceny możliwości wyboru odpowiedniego rozkładu wie- 

lokątnego zastosowano siatkę pierwiastkową, na której naniesiono 

wartości dystrybuanty empirycznej /rys. Z 3*5 w załączniku nr 

3/* Zastosowano tu sposób postępowania identyczny jak przy kons­

trukcji dystrybuanty Fcp dla spójności. Najpierw poszukiwano 
środkowej części dystrybuanty na odcinku ^6; 15,5^ , wyko- 

korzystając układ równań (4.20^. Pierwszy i trzeci odcinek okre­

ślono używając warunków ciągłości ^4.18^, warunku F^(b) = 1 

oraz przyjmując założenie, że dla gęstości g^ jest:

(a) ~ ~ rezu3-tacie otrzymano następującą dystrybu- 

antę:

/

fo dla x < 4,6024

I 0,0416502* x2 - 0,3833821*x + 0,8822396 

dla x G £4,6024; 6^ 

-0,0048026»x2 .+ 0,1740 521 *x - 0,790064



dla x €^6; 15^

-O,00086433+ 0,0559039*x + 0,0960482 
dla xep5; 32,3395)

1 dla x> 32,3395 (4.26,)

Gęstość g^ rozkładu o dystrybuencie wykreślono na rys.

4.8 /linia przerywana/; do nośnika tej gęstości nie należą 

pierwsze trzy zaobserwowane wartości • W związku z tym zmo­

dyfikowano pierwszy odcinek dystrybuanty w taki sposób,jak przy 

dystrybuancte . 1 ^/i spójności, uzyskując rezultat:

Rys. 4.8 Histogram kąta tarcia wewnętrznego wraz z gęstoś­
ciami /linia przerywana/,’ /linia ciągła 
dla odcinka, na którym g^ £ ^2/> “ odcinek,
dla którego f g^ - Imia kropkowana



Z kolei z prawej strony nośnik gęstości znacznie

przekracza zaobserwowane wartości kąta Rezygnacja z założe­

nia, że g^fb) = 0 i przyjęcie, że końcowym punktem nośnika 

jest b - 27 przy zachowaniu bez zmian dwóch pierwszych odcin­

ków gęstości /dystrybuanty/ prowadzi do dystrybuanty %
wzór

(x)

(4.28); w tym przypadku g^^fb) = % (27} « 0,01334.

M dla x < 15
-0,0006932 *x2 + 0,0507701.x + 0,134551 

dla xó £l5; 27^) 

1 dla x 27

(4.28/

/wykres gęstości g^^ dla odcinka niepokrywającego się z g^2 

zaznaczono na rys. 4.8 linią kropkowaną/.

Parametry* gęstości 

w tablicy 4.8, a wyniki testowania testem Kołmogorowa w ta­

wg wzoru ze

blicy 4.9.

Tablica 4.8

Parametry gęstości hipotetycznych g/2*
kąta tarcia wewnętrznego

Gęs­
tość

a e d b h1 m1 m2 nu3

gjtfl| 4,6024 6 15 32,3395 0 8,33'
•4 0“2

-9,6052-
•10"3

-1,72866*
-10~3

g02 2,8085 7,42 15 32,3395 0 2,2288*
-2 .10

-9,6052-
•10"3

-1,72866- 
• 10“ 3

g^3 2,8085 7,42 15 27 0 2,2288- 
•10"2

-9,6052-
•10"3

-1,3864*
___ -1Q~3

Z zamieszczonych w tablicy 4.9 wyników należy wyciągnąć wniosek, 

że nie ma podstaw do odrzucenia, żadnej z trzech gęstości na za - 

prezentowanych poziomach istotności. Obliczono także, pierwsze 

dwa momenty o gęstościach , g^?> które porównano zod-

nowiednimi moment'.mi ni ' / 10



- 89 -

Tablica 4.9

Wyniki testu Kołmogorowa dla. g^, g^2, g^ 

kąta tarcia 'wewnętrznego

Gęstość Obliczone 
wartości sta • 
tystyki Dn

Wartości graniczne

li = 0,2 1^2=0,1 93-O,O5 Ą=0,01

g i A ^r/1

$02
cy
W3

0,1157667

0,1157667

0,1157667

0,1186 0,13551 0,15052 0,1806

Tablica 4.10

Wartości oczekiwane, odchylenia standardowe i współ­

czynniki zmienności hipotetycznych rozkładów kąta tarcia 

wewnętrznego p" oraz odpowiednie momenty uzyskane z próby

Gęstość Wartość 
oczekiwana

Odchylenie 
standardowe

V/ spół czynnik 
zmienności

L01 12,1839 5,9522 0,4885

^2 12,0858 6,0653 0,5019

g03 11,9434 5,7740 0,4809

Wartości 
z próby 12,2894 5,7983 0,4718

Przedstawione w tym podrozdziale przykłady wskazują na możliwość 

zastosowania rozkładów wielokątnych jako rozkładów kąta tarcia 

wewnętrznego, spójności oraz ciężaru objętościowego. Pokazano tak­

że, sposoby doboru odpowiedniego rozkładu wielokątnego na podsta­

wie posiadanych wyników badań.

Ważną cechą rozkładów wielokątnych Jest możliwość aproksymo- 

wania histogramów niesymetrycznych. V/ dalszej części pracy /roz - 

dział (V zostanie pokazane, że rozkłady te mają bardzo prosty ge­
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nerator liczb losowych, co ma zasadnicze znaczenie przy symula­

cyjnym badaniu zjawiska losowego.

4.4 Losowe obciążenia ruchem pojazdów, przekazywane z przęsła 

na przyczółek. Rozkłady reakcji podporowych.

Wcześniej założono, że obciążenia przyczółka wywołane cię­

żarem belki przęsłowej będą traktowane jako nielosowe. 

Za zmienną losową przyjęto natomiast obciążenia mostu losowym 

ruchem pojazdów przekazywane poprzez belkę na przyczółek mosto­

wy. Rozważania ograniczone są do przyczółków mostów drogowych.

Stochastyczne teorie obciążeń mostów stanowią pewien dział 

bardzo dziś rozwiniętej probabilistycznej teorii obciążeń /por. 

np. 0J4, 32^/ Teoria taka uwzględnia zwykle informacje o różnych 

typach pojazdów przypadkowo pojawiających się na moście, przy 

czym podstawową rolę gra tu losowy ciężar pojazdu, rozstaw osi 

oraz długość pojazdu. Inne elementy schematu to: odległości mię­

dzy pojazdami na moście, częstość pojawiania się określonych ty- 
✓

pów pojazdów oraz średnie prędkości przejazdu przez most. Usta - 

lenie konkretnych wartości parametrów wymaga wielu żmudnych ba - 

dań statystycznych, np. obserwacji ciężarów całkowitych pojazdów 

/wyniki badali tego typu dla warunków polskich można znaleźć w 
pracy Wysokowskiego 03/] . Poniżej w formie bardzo skrótowej zo­

stanie podanych kilka propozycji probabilistycznych schematów, 
dedną z pierwszych podał Asplund [ó]. Rozważa on możliwość poja­

wienia się jednego lub kilku pojazdów "wyjątkowo ciężkich” /lub 

transportów o równoważnym obciążeniu/, za które uważa pojazdy o 

ciężarze T « 36,9.9 i długości L » 10,2 m. Przyjęto, że po- 
m

jawiają się one z prawdopodobieństwem p = 0,001. W celu oblicza­

nia prawdopodobieństwa pojawienia się takich pojazdów w liczbie 

k, na przęśle o rozpiętości równej n-krotnej długości pojaz-
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du "wyjątkowo ciężkiego",użyto rozkładu dwumianowego. błąd. po- 

szukiwane prąwdopodobl uiisiwo wynosi:

Autor bada wielkości p^ w zależności od rozpiętości przęsła 

(olcreślonej przez n) oraz prawdopodobieństwa przekroczenia okre­

ślonej proporcji -.Przyjmując określony średni ciężar przeciętne- 

go przejazdu U = 4,38 bada średnie intensywności w postaci:

f | Iz i \
A » U + T - U - a h. 30)\ /n ) l /

gdzie A - średnie obciążenie przypadające na odcinek L=1O,2 m.

Oznaczenia zgodne są z pracą fój. Wyznaczane są te wartości 

które są- przekraczane 
10~5, 10-6.

Modyfikacje tego

, — Az zadanymi prawdopodobieństwami 10

gdzie dla wyznaczenia

modelu przedstawiono w pracach jTós] i 

ciężaru pojazdu "wyjątkowo ciężkiego” uży-

ty został asymptotyczny rozkład ekstremów I-go rodzaju ( rozkład

Gumbela/. Obok rozkładu dwumianowego najczęściej pojawiającym się 

opisem liczby zaobserwowanych pojazdów jest opis przy pomocy roz­

kładu Poissona:
\k -A 

r.k . —

k - liczba pojazdów, A - wartość średnia /intensywność/.

Propozycja ta pochodzi od Stephensona fl20] i była wykorzy­

stywana przez wielu innych autorów, np. £l0, 12, 93j • 

Propozycja uwzględniająca możliwość wystąpienia przerw /większych 

niż minimalne/ między pojazdami lub grupami pojazdów przedstawio­

na została przez Murzewskiego i Winiana w pracy f$3j. Autorzy ci 

rozważyli sekwencję ciężarów losowych G stochastycznie niezależ­

nych, działających na konstrukcję w stałych odstępach Ax. Chcąc 

uwzględnić fakt że nie można pominąć niezerowego prawdopodobleńs-
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twa q /= O, braku obciążenia G » 0 założono, że rozkład 
i .prawdo podobieństw a G nie jest ciągły, lecz składa się z^ częś­

ci atomowej skupionej w zerze i części absolutnie ciągłej. Umow­

ną gęstość tego rozkładu przedstawia wzór

fi(c) = q • ó(g) + p • (p (g) (4. 3?)

gdzie &(g) - miara probabilistyczna skoncentrowana w zerze,

- gęstość warunkowa przy G 0, p + q = 1. Gęstość (p 

może być także niesymetryczna lub wielomodalna.

Rys. 4.9 Nieciągły rozkład obciążenia G

Następnie przyjęto, że odstęp = t między pojazdami

jest losowy i wyznaczono rozkład prawdopodobieństwa dla obciążę- 
Gnia zastępczego z = -r /korzystając z niezależności zmiennych 

losowych G i t /:
«=O

g(z) = q* 6(z) + pT (p ^z ‘ tjg^tjtdt J 

/ \ o
gdzie g.(tj - gęstość prawdopodobieństwa odstępów pojedynczych 

obciążeń, t = • Jawną postać rozkładu podano

dla gęstości g^ wykładniczej /co odpowiada poissonowskiemu 

strumieniowi pojawiania się pojazdów/ oraz dla warunkowej gęsto; 

ci (p normalnej i typu gamma. Podano także sposoby estymacji 
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prawdopodobieństwa p występującego we wzorach (ń.32^ i ("ń.33 ) 

dla przypadków strumienia Poissona i Erlanga /por, £93j/C W pra­

cy £87] Murzewski podał dwie dalsze propozycje przydatne z punktu 

widzenia przeciążenia mostów. W pierwszej z nich /tzw. “modelu 

ciągłym”/ obciążenia obiektu są reprezentowane przez wektorowe po­
le losowe o(t, x) zależne od czasu obciążenia t i współrzęd­

nej x - przekroju poprzecznego. Autor przyjmuje następujące za - 

łożenia:

- pole stochastyczne obciążeń losowych jest gaussowskie,

- efekty czasu i przestrzeni są rozłączne,

- standaryzowana funkcja stochastyczna obciążeń jest stacjonarna 

wzdłuż osi mostu x w każdym czasie,

- losowy proces obciążeń jest stacjonarny w czasie t dla każ­

dego przekroju poprzecznego obiektu mostowego.

Założenia te pozwalają na określenie wartości oczekiwanej funkcji 
autokorelacji obciążenia $(t, xj za pomocą dwóch parametrów i 

trzech funkcji skalarnych.

Problem przeciążenia jest przedstawiony jako problem prze - 

wyższenia nośności przez stacjonarną gaussowską funkcję stocha - 
1

styczną. Prawdopodobieństwo przeciążenia dla całego obiektu mosto­

wego dane jest wzorem

1 _ exp^-r*LlJ ^4.3^

gdzie: L - długość obiektu mostowego, T - przewidziany okres eks­

ploatacji konstrukcji, r - ryzyko przeciążenia /przewyższenie noś­
ności przez proces gaussowski - wzory w pracy £8?]/,

W drugiej propozycji (“modelu dyskretnym”) autor rozważa dwuwymia­
rowy ciąg maksimów lokalnych losowego pola obciążeń Q (t, xj.

Ponadto wprowadzona zostaje koncepcja tzw. prób krótko termino - 

wych. Czas próby krótkoterminowej £ y - odstęp czasu po­

między szczytowymi obciążeniami/ jest tak dobrany, by losowy
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szczyt ekstremalnych obciążeń podczas próby krótkoterminowej 

był praktycznie niezależny od innych krótkoterminowych obcią­

żeń, ale 't jest małe w porównaniu z okresem użytkowania T. 

Ekstremalne obciążenie Jest wzięte z odcinka mostu o długości

X - const., Al < X < L t ja ponadto wartości ekstre - 

rnalnych koncentracji obciążeń QjK w różnych odcinkach mostu 

powinny być stochastycznie niezależne. Taka koncepcja prowadzi 

do prawdopodobieństwa przeciążenia w postaci iloczynu odpowied­

nich prawdopodobieństw przeciążeń dla poszczególnych odcinków 

czasowo przestrzennych. Jeżeli liczba tych odcinków Jest duża, 

to proponuje się użycie asymptotycznego rozkładu wartości eks­

tremalnych. V/ tym przypadku użyto rozkładu I-go rodzaju /Cum- 

bela, por. wzór (4.39) • W innej pracy f9o] ten sam autor uży­

wa dla scharakteryzowania maksymalnych obciążeń rozkładu II-go 

rodzaju /Frecheta, por. wzór (4.40)/ . Ostatnio znaczną rolę od­

grywają metody analizy obciążeń mostów wykorzystujące symulację 

komputerową różnorodnych obciążeń mostu w czasie trwania ruchu 

drogowego. Typowym tego przykładem Jest "model ARRB* zaproponowa­

ny przez Bramelda [35] dla warunków w Australii. Składa się 

on z dwóch części: symulacyjnego opisu ruchu drogowego oraz 

schematu ciężaru pojazdów. W pierwszej części mogącej symulować 

czterostrumieniowy ruch pojazdów uwzględniono takie elementy Jak: 

moment przyjazdu pojazdu, prędkość pojazdu, typ pojazdu, propor­

cje samochodów ciężarowych do innych, minimalna odległość między 
♦ 

pojazdami. Zagadnienie ciężarów pojazdów opracowano w opaiuiu o 

ważenia pojazdów przejeżdżających przez Jeden z australijskich 

mostów. Spośród obserwowanych dziesięciu grup pojazdów wyróżnio­

no trzy klasy pojazdów i opracowano dla nich histogramy rozkła - 

dów ciężaru. Ciężary te rozkładano na poszczególne osie / w za - 

leżności od klasy/, przy czym zbadano także zagadnienie losowego 
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rozstawu osi w poszczególnych klasach /histogramy częstości/• 

Opracowany program posłużył do symulacyjnego badania naprężeń 

występujących w konstrukcji jednego z mostów, który był jedno­

cześnie poddany badaniom doświadczalnym. Badania prowadzono z 

myślą o prognozowaniu stanów granicznych zarówno nośności jak 

i użytkowania obiektów mostowych.

V/ rozpatrywanych dotąd propozycjach nie była poruszana 

sprawa obciążeń przekazywanych z przęsła mostowego na podporę. 

Wyznaczenie tego obciążenia jest równoznaczne wyznaczeniu re­

akcji podporowych od obciążeń ruchomych z przęsła.

Jeśli rozpatruje się belkę na końcach wolnopodpartą o długości 

L i podporach A oraz B, na którą działa obciążenie o in­

tensywności q(xj , to reakcje podpór są odpowiednio równe /pod­

pora A umieszczona w początku układu współrzędnych; por. np. 

[97]/ :

Jeżeli założy się, że » 0 < x IJ, jest stochastycznym

procesem obciążeń średniokwadratowo ciągłym, to całki (4.35) 

można rozumieć jako średniokwadratowe całki stochastyczne /por. 

np. Jednak przy takim podejściu wyznaczenie drogą anali­

tyczną konkretnego rozkładu prawdopodobieństwa R^ ^73
przy zadanym procesie £q(xj : 0 < x-< ij , jest na ogół zada­

niem niewykonalnym. Można jedynie w prosty sposób przedstawić 

wartość oczekiwaną reakcji:

oraz wariancję:
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gdzie K [ funkcja autokowariancji procesu stochastyczne- q(x»yy
go £q(x) : 0 x lJ

/uzasadnienie powyższych wzorów wynika z twierdzeń podanych w

Chcąc zatem otrzymać konkretne rozkłady prawdopodobieńs­

twa dla reakcji należy użyć innego podejścia. Jeżeli przedmio - 

tein zainteresowania są jedynie reakcje maksymalne to można po­

służyć się wywodem autora cytowanego poprzednio modelu dyskret­

nego lub analogicznym rozumowaniem autora pracy Okres

użytkowania T jest podzielony na n okresów elementarnych w 

taki sposób, że maksymalna reakcja R^ w i-tym okresie /i=1, 

2,...,n / jest stochastycznie niezależna od maksymalnej reakcji 

R. v/ innym okresie elementarnym, i /= j. Ponadto zakłada się, V
że rozkłady tych maksimów są jednakowe /założenie to można osła­

bić/. Jeśli weźmie się pod uwagę maksymalną reakcję

( i n
Rw = max R± fa.38)

i-1 

to o ile n jest dostatecznie duże, można zastosować jeden z 

asympto tycznych rozkładów wartości ekstremalnych /dla maksimów/. 
Wyróżnia się trzy typy tych rozkładów (por. np. [l?b, Rozkład 

graniczny zależy od typu "prawego ogona" dystrybuanty Rj• W pra­

ktyce stosuje się jedynie dwa typy rozkładów dla maksimów: roz - 

kład I-go rodzaju /Gumbela/ i rozkład Ii-go rodzaju /Frecheta/. 

Szczegółowe informacje na ten temat można znaleźć np. w fl2, 84, 

8óJ. Gęstość i dystrybuanta dla rozkładów I-go i Ii-go rodza­

ju mają postać:

rozkład Gumbela

UG - parametry rozkładu,



rozkład Frecheta:

kp, u - parametry rozkładu

Poszczególne maksymalne reakcje R^ są tu nieujemne,a więc na- 

leżałoby raczej zrezygnować z założenia,że mają one rozkłady no­

rmalne ,Jeżeli'założy siej że rozkłady są lognormalne (rozkład sto­

sowany często do opisu obciążeń),wówczas asymptotycznym rozkładem 

jest rozkład Frecheta (por. £34]) .Innym sposobem otrzymania roz­

kładów jest zastosowanie symulacji cyfrowej przy wykorzystaniu 

symulacyjnego sposobu badania obciążeń mostu.Autorowi znane są 

jedynie dwie prace,w których podjęto to zagadnienie.Autorzy pie­

rwszej z nich (Harman,Uavenport i Wong [6lJ) przedstawili podej­

ście dwuetapowe.U'pierwszym etapie założono stałą proporcję mię­

dzy liczbą samochodów ciężarowych a całkowitą liczbą pojazdów 

na moście.W każdej realizacji badano maksymalny efekt statyczny

(siły tnące,momenty zginające,reakcje),posługując się wzorem: 

fi _
Rm = I (4.41)

Jo

gdzie L - długość przęsła, I-- odpowiednia dla danego efektu 

linia wpływowa, W - uśredniona w czasie funkcja modelująca cię­

żary pojazdów ( szczegółowy w [61] ) .Uzyskane z wielu realizacji 

wyniki R* autorzy badali przy zastosowaniu normalnej siatki 

prawdopodobieństwa. Ula opisanych przypadków I(x) stwierdzono 1 

dobrą zgodność z rozkładem normalnym, niestety praca zarówno w 

pierwszej jak i w drugiej części nie zawiera wyników'(ani żad­

nych wzmianek) . o przypadku,gdy I(x) jest linią wpływową reakcji 

podporowej.
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W drugim etapie zrezygnowano z założenia o stałej pro­

porcji pomiędzy liczbą samochodów ciężarowych i całkowitą liczbą 

pojazdów. Losowośó pojawiania się pojazdów ciężarowych uwzględ - 

ni ono przez zastosowanie zmodyfikowanego procesu Poissona /por. 
f6lj/. V/ rezultacie uzyskano następujący rozkład prawdopodobieńs­

tw a mak symalne go ef ek tu:

Pm mF

gdzie T - okres eksploatacji, - prawdopodobieństwo warunkowe 

pojawienia się m pojazdów ciężarowych na długości L, pod 

warunkiem pojawienia się jednego takiego pojazdu na określonym 

miejscu, M - liczba niezależnych odcinków czasowych /podział 

okresu T /, F^ LR, t J - odpowiednie rozkłady normalne wyznaczo­

ne w pierwszym etapie.

Nasuwa się też uwaga, że wzór (4.42) przedstawia dystrybu-

antę rozkładu maksimum z 

dach o dystrybuantach F^ 

żych M można by rozkład

M zmiennych niezależnych o rozkła -

- t • a więc dla du -m m m \ ’ 0 / ć
ten aproksymować asymptotycznym roz­

kładem ekstremów. Autorzy nie czynią tego, stosując natomiast 

.inną formułę przybliżoną /szczegóły

Drugą propozycję rozkładu reakcji stanowi podejście symula­
cyjne przedstawione przez Takaokę pl25, 12óJ.

Autor rozważył trzy grupy pojazdów /lekkie, średnie, cięż - 

kie/, przy czym przyjęto, że ciężary w każdej z tych grup zmie - 

niają się losowo według ”obciętych” rozkładów normalnych. Następ 

' nie pojazdy ustawiono w losowy sposób na przęśle mostu /odległość 

między pojazdami była stała/. Proces kontynuowano aż do zapełnia- 
5

nia przęsła. Symulowano N » 10' takich procesów obciążenia przę­

sła. Badania te posłużyły do opisu obciążenia jako stochastyczne- 
go procesu {q(x); x 6 fo, l] ( /L - długość przęsła/. Uzyskane wy-
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niki pozwoliły autorowi na wysunięcie hipotezy, że proces ten 

jest stacjonarny w szerszym sensie. Funkcja autokowariancji te­

go procesu była aproksymowana przez: 

gdzie - wariancja obciążenia /dla‘staćjonarnego procesu 

stochastycznego - wartość stała /

Szczegółowo przeanalizowano moment zginający jako proces 
stochastyczny £ M ; xe[o, i wyznaczono funkcję autokowaria- 

ncji tego procesu. Zagadnienie niezawodności zostało przedstawio­

ne jako proces przekroczenia przez losowy proces pewnej

ustalonej wartości momentu M /zero-Crossing from below 
problem/. Szczegółowe wzory zawarte są w pracach M i [126], 

Drogą symulacyjną poszukiwano rozkładu prawdopodobieństwa mo - 

mentu zginającego w środku przęsła. Otrzymany rozkład porównano 

z teoretycznymi rozkładami: normalnym, lognormalnym i Gumbela. 

Zaproponowano opis ”skorygowanym” rozkładem normalnym, uzyskanym 

przez odpowiednią modyfikację wartości oczekiwanej i wariancji. 

Z punktu widzenia niniejszej pracy najważniejsze są rezultaty 

przedstawione w suplemencie do pracy , dotyczące rozkładów 

reakcji podporowych uzyskanych z powyższych badań symulacyjnych. 

Suplement ten ze względu na późniejsze nadesłanie nie został wy­

drukowany w pozycji 026j. Dlatego w załączeniu nr 3 przedsta­

wiono w całości zamieszczoną tam tablicę /tabl. Z 3.6 / oraz 

rysunki rys. Z. 3.6 - Z 3.11 /.

Z rysunków Z 3.6 - Z 3.11 można wnioskować, że lepsze 

efekty da je zastosowanie rozkładu Frecheta.

Trzeba jeszcze raz podkreślić, że otrzymanie rozkładu praw­

dopodobieństwa reakcji podporowych z ogólnego probabilistyczne - 

go schematu obciążeń drogą analityczną jest na ogół niemożliwe.
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Przedstawione przesłanki teoretyczne, jak i badania symulacyjne 

świadczą, że można założyć, iż reakcje te mają asymptotyczne 

rozkłady wartości ekstremalnych / w przypadku gdy przedmiotem 

zainteresowania są reakcje maksymalne/. Szczególnie rozkład 

Frecheta /dla maksimów/ wydaje się być najbardziej właściwy.

W badaniach symulacyjnych zastosowanych w ramach niniejszej pra­

cy do badania stateczności podpór mostowych użyto tego właśnie 

rozkładu.
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5. PRZYKŁADY UPROSZCZONEJ PROBABILISTYCZNEJ ANALIZY 

STATECZNOŚCI MASYWNEGO PRZYCZÓŁKA MOSTOWEGO

5.1. Informacje o sposobie rozwiązania i przykładzie 

obliczeniowym

Rozważa się tu pewien uproszczony sposób obliczania prawdopo­

dobieństwa utraty stateczności i znajdowania rozkładu zapasu sta­

teczności. Sposób ten polega na wyodrębnieniu w formule przedsta­

wiającej określony zapas stateczności pewnych grup wyrażeń algeb­

raicznych. Każda z takich grup uważana jest za zmienną losową o 

założonym rozkładzie. Poszczególne grupy są wybierane tak, aby 

zmienne losowe można było uznać za niezależne /przy pominięciu ko­

relacji między oraz tak, aby dalsze operacje na tych zmien­

nych dawały możliwość prostego sposobu znalezienia prawdopodobień­

stwa utraty stateczności. Szczegóły zostaną wyjaśnione na przykła­

dach obliczeniowych. Przykłady podane tu dotyczyć będą jedynie 

dwóch pierwszych kryteriów, tj. stateczności na przesuw i obrotu

wokół punktu A. W przykładach rozważono masywny przyczółek przed-
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Dla wielkości zmiennych losowo sprecyzowane będą tu dwa pier­

wsze momenty, gdyż używane rozkłady będą dwuparametrowe. I tak w 

rozpatrywanym przykładzie przyjęto :

I warstwa - piasek średni, zagęszczony 

: wartość średnia =^6,8°~0,642 rdj

odchyl.stand. = 3»4°« 0,059 rd

współcz.zmień. = 0,09

II warstwa - żwir zagęszczony 

: wartość średnia =42° 0,73304

odchyl.stand. ĆT^ » 3>5%0,062 rd

- M 
wartość śred.'h=17-j

kN
odchyl • stand^-0,85~v 

4 mp

współcz.z mi en.?^ =0,0$

wartość śred.%=20-^ u u
kN

odchyl, stand .^=s1—^

współcz.zmień, = 0,08 współcz. zmien.l^ =0,05

Reakcja przyczółka na losowy ruch pojazdów : 
kN

wartość średnia N = 25O — 
p m

odchyl, stand. VN
x m

współcz.zmień. = 0,12

Zakłada się, że Np1 , 

żnych zmiennych losowych

/i = 1,2/ stanowią układ niezale-

Wielkości deterministyczne :
kN

Ciężar przyczółka N = 336 —- $ reakcja na obciążenie belką NnP= 
kN m

- 450 —— ; współczynnik do obliczania siły od hamowaniaok=O, 16$ 
m

ramię wypadkowej sił poziomych względem punktu A /dla uproszcze­

nia przyjęto tu jako wielkość stałą/ h& = 4,45 m; ramię wypadko­

wej sił pionowych względem punktu A: b = 2 m. a
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Obciążenie naziomu /przyjęte tu jako wielkość nielosowa i stała/ 
kN

q0 = 68 —~ ; współczynnik redukcyjny do kąta tarcia między pod- 
in

stawą przyczółka i podłożem k^ = 0,69.

Zakłada się brak tarcia pomiędzy ścianą boczną przyczółka a na­

pierającym gruntem /ściana idealnie gładka/.

5.2. Badanie stateczności na przesunięcie

Kryterium stateczności w postaci zapasu ma tutaj postać :

^pS*^) * > 0 (5.1)

gdzie : - siła od hamowania

/ cyp 1 \

&a » tg 4 - 2 j - współczynnik parcia, h0-wys.przy­

czółka

Po prostym przekształceniu otrzymuje się :

Np^+nJ . Ka>o (5.2)

Zgodnie z uproszczoną metodą przyjmuje się następujące zmien­

ne losowe :

X1=Np1+Np2+Nq | 2)-^ ; xj=a^Np2+^

Po podstawieniu do (5*2^ kryterium stateczności przyjmuje pos­

tać :

Y = X^ . Xg + > 0 5.4
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Wartość oczekiwana i wariancja dla wynoszą odpowiednio:

Mzj = EfNp^+Np2+Ngj - + NP2 * %

Var(x4= Yar^+N^+N^ Yar^l« (5.6

Momenty zmiennych X2 i X^ oblicza się w sposób przybliżony, wyko­

rzystując linearyzację wokół wartości średnich-Rżanicyna /wzoi'y 
(2.22) i (2.23)/!

ex2 % (5.7)

(5.8)

(5.9)

>2 2
Y = Var Xx= • Var
*3 5 0

/
W przypadku zmiennej X^ można założyć z góry jak to czyni wielu 

autorów, że zmienną losową jest tg ^/zamiast 2/ i podać pa- 

rametiy tej właśnie zmiennej , wówczas procedura przybliżona

będzie zbędna.
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wobec założenia o niezależności (przyjętego w 5.1) zmienne 

są niezależnymi zmiennymi losowymi.W celu znale­

zienia gęstości zmiennej stosuje się wzór na gęstosć

iloczynu niezależnych zmiennych losowych (por. np.f104| pa­

ragraf 7.2)

+ co

- OD

Dodanie zmiennej X^ (niezależnej od X^ i Xg) oznacza,że 

gęstość Y będzie splotem gęstości X^*X^ oraz X.^, czyli:

W rozpatrywanycn przykładach przyjmowano,że zmienne 

X1,X£,X^ mają określonego typu rozkłady dwuparametrowe 

o momentach wyznaczonych według wzorów (5.5)~(5.10).Poni­

żej przedstawiono jeden z takich przykładów (przykład A). 

W innych przykładach,które ze względu na brak miejsca nie 

są tu szczegółowo omawiane,występują ponadto zmienne losowe 

Xq=j X^* Xg oraz X^ i X^ - takie, że X^ • X^=X^ .Momenty zmiennych 

XQ,X^,X^ oblicza się analogicznie jak dla zmiennych X^,X2>X^. 

Przykłady różnią się między sobą stosowanymi przekształceniami 

i szczegółami rachunkowymi.W większości z nich w końcowym 

etapie uciekano się do przybliżonego całkowania wykonywane­

go metodą trapezów za pomocą kalkulatora programowalnego. 

Zestawienie założeń poszczególnych przykładów oraz obliczonych 

w nich prawdopodobieństw utraty stateczności znajduje się. 

w tablicy 5.1 pod koniec niniejszego rozdziału.
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Przykład A.

X1,X2,X^ mają rozkłady normalne , ®(X2,O’2)>

N(X^,O"^) odpowiednio.

Całkując gęstość (5.12) w przedziale ["o,+oo ) i wykonując 

kilka prostych przekształceń otrzymuje się następującą 

formułę na prawdopodobieństwo zachowania stateczności:

gdzie jest dystrybuantą standaryzowanego rozkładu nor­

malnego N(0,1) •

W celu numerycznego wykonania całkowania przyjęto przybli­

żoną dystrybuantę PQ określoną wzorem (por. L142J ):

F.|(x) =

1
1+e

1 ___ 1
1 + el£X

dla x 0

dla x< 0 (5.14)

gdzie : k=

Całkę we wzorze (5.1‘5) obliczono na kalkulatorze progra­

mowalnym stosując metodę trapez ów. Otrzymano wynik:.
PjX1-X2+X5> oj = 0,9987
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5.3. Badanie stateczności na obrót wokół najbardziej 

obciążonej krawędzi /wokół punktu A/

Kryterium stateczności w postaci zapasu można tu zapisać

w postaci :

Np1+Np2+N4 Hh+^”ho7'l+<^* KaJ* ha 0 

%

lub w postaci równoważnej

Npl(v ^p2ba+ Va ’ ho(A"Ml+4 Ka’ha > 0

\ / \ 0 /

Wprowadzając oznaczenia :

X1= Np1 4a“ NP2*ba+ %-ba‘

(5.15)

(5.16

(5.17

Wzór(5.16)przepisuje się w postaci :

xn - x2.x. > 0 (5.111)

Momenty zmiennych i można wyznaczyć dokładnie

EX1 = '

°x,= varxi = va4p<S_Va)) * (v

(5.19)
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Podobnie jak v/ podrozdziale 5.2 jeden z przykładów omawia się

poniżej /przykład a/, zaś założenia i wyniki pozo stałych zesta­

wione są wraz z przykładami dotyczącymi przesunięcia w tablicy

5.1 ♦

Przykład A

Niech N ma rozkład Frecheta o parametrach kp i

Parametry te znajduje się ze znanych zależności /por.
UF

np.

0 z na cz a J ą c w i e 1 ko ś ci ni. c 1 o so vj e: 

so 55 Nr/> * K + N * b , otrzymuje się X - s. • N . 4- sc. p<. a ą a ' I l p i z.

i gęstość X1 z gęstości N według zależności:

dla
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Niech Xo. X-, /traktowane jako zmienne losowe niezależne/ ma- 

ją rozkłady lognormalne o parametrach X9, i otrzy­

manych z momentów f 5»20) i ( 5.21 ) przez zastosowanie zna­

nych zależności /por. np. fl2j /:

(5. 26)exp

Po podstawieniu odpowiednich wartości liczbowych /wyznaczonych 

na podstawie wartości parametrów podanych w 5.1 7 i przepro­

wadzeniu całkowania numerycznego otrzymano:

p/xi ~ x2 * x4^ c = °>9851

5.4 Zestawienie wyników - uwagi

Obliczone uproszczoną metodą prawdopodobieństwa zachowania 

stateczności przy badaniu możliwości przesuwu i obrotu wokół 

najbardziej obciążonej krawędzi przyczółka opisanego w punkcie 

5.1 zestwiono w tablicy 5.1.

Analizując wyniki obliczeń można poczynić następujące uwagi : 

1. Różnice pomiędzy poszczególnymi prawdopodobieństwami zarówbo 

w przypadku przesunięcia, jak i obrotu, są niewielki*. Maksymal­

na różnica między prawdopodobieństwami przesunięcia wynosi: 0,C1C 
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a dla obrotu: 0,009.

2. Największe prawdopodobieństwo utraty stateczności przez 

przesunięcie uzyskano w przypadku uwzględnienia największej 

ilości zmiennych losowych /przypadek D - 4 zmienne losowe/ 

i przyjęcia, że zmienne losowe mają rozkłady lognormalne.

3. Największe prawdopodobieństwo utraty stateczności przez 

obrót wokół najbardziej obciążonej krawędzi uzyskano /podob - 

nie jak dla przesunięcia/dla rozkładu lognormalne go.

4. Najmniejsze prawdopodobieństwa utraty stateczności w obu 

przypadkach przesuwu i obrotu wokół punktu A, uzyskano w przy­

padku, gdy zmienna losowa zawierająca reakcję podpory miała 

rozkład Frecheta, a pozostałe zmienne miały rozkład normalny.

5. V/ przypadku utraty stateczności przez obrót, gdy wyodrębni 

się w wyrażeniu na moment pochodzący od parcia gruntu dwie zmien­

ne losowe - jedną związaną z ciężarem objętościowym, drugą z ką­

tem tarcia wewnętrznego, to uzyskuje się zwiększenie prawdopodo­

bieństwa utraty stateczności.

6. Ekstrapolacja powyższych uwag na przykłady dotyczące innych 

przyczółków nie może być dokonywana. Zbyt małe różnice w praw­

dopodobieństwach /por. uwaga 1 /, nasuwają przypuszczenie, że 

w innych warunkach geotechnicznych /uwagi 2, 3, 4 i 5 / mogą 

być jakościowo różne.

7. Należy zauważyć, że różnice między tymi rezultatami wynikają 

nie tylko z różnych założeń wyjściowych, ale również z błędów nu­

merycznych, związanych przede wszystkim z zastosowaniem przybli­

żonej dystrybuanty rozkładu normalnego, a także przybliżonego 

całkowania.

Omawiane tu przykłady zaprezentowane zostały w pracy fl09*].
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Tablica 5.1

Prawdopodobieństwa zachowania stateczności na prze­

sunięcie i obrót wokół punktu A obliczone przy 

zastosowaniu metody uproszczonej

Przy­
kład

Zmienne losowe Rozkład Prawdop. 
statocz.

1 2 3 4

Pr
ze

 su
ni

ęc
ie

A
X. -N .1 pi

X-,=aJ3 h \

+N O+N pz q

N „+N, p2 q)
.h 7

°\
2 -ho7l+q oj * Ka

normalne O,99B7

B

X =N „+N O+N1 p1 p2 q Frecheta

X2-t^

X^a, ' 3 h

-

I N O+N 
\ p2 q

3h

Uh«0
H,ho'7i+q^ •Ka

।

no rmalne 0,9992

C
, Xl“Np1+Np2+Nq 5 logno rmal.

0,9994

X3”ah'l N O+N V 
P2 q)

-h • 1
°\
4 Mr*) • Ka no rmalny

D
X1 ^pl+Np2+Nq * ^ah lo gno rmal. ।

0,9893

X4“(iho7i+< • h ; Xp.=KaI o 7 5 logno rmal.

E
M'n . fN ofN \ /tgL’^Va. 1 

p1 p2 q j ‘ \ 1 2J h normalny
0,9985

X3“ah' (N o+N
\ p2 q] -h0

(rho7i^łKa no rmalny

F
X - 0 (n . +N „+N pi p2 c.)•( AHh) Frecheta

0,9998

3 hl N -+N p2 qj •ho-|4ho7i+q) • Ka no nn alny

G
X = ( o Frecheta

0,9993
( 2 ' ho 71 +l l)‘ho’ X5=Ka logno rmal.
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..... — - __

A

2 5 4

p
'O

O

xrNPi Frecheta

jn 
■ 

H 
i 

** 
i

o 
o 

* 
o

1 

i i
u 

' 

i

lognormal,
0,9851

B
V

X2 =

Vl’( ba"ahha} +N b +Ń »b p2 a q a

.h •h ; Xx=Ka o ar 5

lognoimai. 0,9850

C
xr 

yj-

fi „.f b -a. h p1 a h ay +N o«b +N-b p2 a q a

• h • Ka a

normalne 0,9921

D
xrNPi Frecheta

0,9940

Y= [ 4 *h • y * h * h *Ka
2 o f 1 7 o a normalne

Na zakończenie należy stwierdzić, że w wielu przypadkach za­

stosowanie takiej procedury może prowadzić do dużych błędów w obli­

czaniu prawdopodobieństwa. Przykładowo uwzględnienie spójności 

/grunt spoisty/ lub większej ilości warstw gruntowych prowadzi do 

wzrostu liczby wyjściowych zmiennych losowych, a to powoduje ko­

nieczność numerycznego obliczenia całek wielokrotnych /krotności 

większej niż dwa/, co z kolei wiąże się z dużymi błędami w obli - 

czeniach. Z kolei zastępując kilka zmiennych losowych przez jedną 

/tak jak było to czynione w przykładach/ i szacując jej momenty 

przez linearyzację - także popełnia się błąd i to tym większy im 

większa liczba zmiennych losowych zostaje zastąpiona jedną. Inne­

go typu trudność wystąpi w przypadku, gdy ten sarn rodzaj gruntu 

będzie wywierał parcie czynne na ścianę przyczółka /chociaż na 

pewnej jej wysokości/ i równocześnie będzie znajdował się pod 

podstawą przyczółka. Wówczas w przypadku przesuwu nie rnożna uznać 

zmiennych i /por. punkt 5.2/ za niezależne.

Tego typu trudności nie są istotnej przy zastosowaniu metody 
symulacyjnej.
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6. SYMULACYJNA METODA PROBABILISTYCZNEJ ANALIZY 

STATECZNOŚCI MASYWNEGO PRZYCZÓŁKA MOSTOWEGO

6.1. Generator liczb losowych o rozkładzie wielokątnym

W rozdziale 2 /podrozdział 2.7/ podano w skrócie sposób wy­

korzystania metody symulacyjnej do znajdowania rozkładu prawdopo­

dobieństwa danej zmiennej losowej, będącej funkcją kilku innych 

zmiennych losowych oraz do obliczenia prawdopodobieństwa zaistnie­

nia awarii /katastrofy/ danej konstrukcji. Zasadniczym elementem 

tej metody jest wygenerowanie liczb losowych /w istocie są to li­

czby pseudolosowe, gdyż powstają w wyniku zastosowania pewnych 

generatorów programowych w maszynie cyfrowej/ o rozkładach takich 

jakie zakłada się dla poszczególnych zmiennych losowych. W niniej­

szej pracy wykorzystuje się w opisie parametrów gruntowych wie- 

lokątne rozkłady prawdopodobieństwa, o czym była już mowa w ro­

zdziale 4. Generator liczb losowych o tym rozkładzie buduje się 

wykorzystując w zasadzie najprostszą metodę , tj. metodę odwra­
cania dystrybuanty /por. fi 42] /, która to metoda opiera się na 

następującym rozumowaniu :

Dla dystrybuanty F - ściśle rosnącej na przedziale, w którym 

0<F(x)<1, określa się nową zmienną losową ;

X = ^(r] (6.1.'

gdzie R jest zmienną losową o rozkładzie jednostajnym na (o,l)

Ponieważ :

P [x^x}= (r^L p(R«I'(x)j= P(x) 6.2.
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więc zmienna losowa X ma rozkład o dystrybuancie F. Wynika stąd 

że jeśli » & = 1,2... jest ciągiem liczb losowych o roz-

kładzie jednostajnym na przedziale pj, 7 , to ciąg ^nj • n = 1,2** 

dla = F~‘ (^n) , jest ciągiem liczb losowych o rozkładzie z 

dystrybuantą F. Wystarczy zatem znaleźć funkcję odwrotną do dys- 

trybuanty F rozkładu wielokątnego. Przypuśćmy, że w dystrybuan- 

cie przedstawionej w rozdziale 4 - wzór (4»8) współczynniki m^, 

m^jm^ są różne od zera /wszystkie trzy/. Wówczas wykresy tej dys- 

trybuanty składają się z trzech rosnących odcinków paraboli. Z po 
2

staci kanonicznej trójmianu kwadratowego y = a0*x 4- b0*x + co

/ — bo V — △
y = a; x------------- +---------

' 2ao / ą-a0

/ △ - wyróżnik trójmianu/

otrzymuje się :

Jest to funkcja odwrotna do tej'‘gałęzi” funkcji kwadratowej, 

której wykres znajduje się na prawo od wierzchołka paraboli :
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"bo
W przeciwnym przypadku x <------------- otrzymuje się :

2*3-Q

funkcję odwrotną dla gałęzi po lewej stronie wierzchołka.

Tu interesujące są oczywiście tylko rosnące gałęzie funkcji kwa­

dratowej. Dla aQ> 0 rosnąca jest gałąź prawa, czyli funkcja od­

wrotna dana jest wzorem /6.5/, natomiast dla ao<0 rosnącą gałę­

zią jest gałąź lewa, której funkcja odwrotna dana jest wzorem 

/6.6/.

Zapisując to przy użyciu takich parametrów dystrybuanty J? jak we 

wzorze (4.8) otrzyma się następujący wzór na funkcję odwrotną do 

dystrybuanty rozkładu wielokątnego.
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dla
m a2 /
®2I p \

——— — -f- I (£, 4 4 Ó, „ I (1 +
2 \ 7

przy czym F^ej
m «2 m^e

2
+ c£*£ t

y 6

O

o

m2d2

2

Jeśli stosuje się rozkłady trójkątne na przedziale fatbj , to 

wzór /6.?/ znacznie upraszcza się.
W tym przypadku g(a) = g(b)=O /gęstość rozkładu trójkątnego- g/, 

oznacza to, że pierwsza gałąź dystrybuanty ma wierzchołek /wie­

rzchołek całej paraboli/ w punkcie a /pochodna zeruje się/. Btri

już wynika, że :
.2 n \ (6.8J

n /Ckj -2 \

- -—— = a i - ------------- l= 0 /są to współrzędne
2 rDl / wierzchołka/

Podobnie druga gałąź dystrybuanty ma wierzchołek w punkcie b.

co implikuje :
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2 
m,-. 2m~ (6.9)

Po uwzględnieniu (6.8) i (6.9) oraz Paktu istnienia tylko

dwóch gałęzi dla rozkładu trójkątnego z (6.7) otrzymuje się!

a + 2
m. J dla y b-e

i'”1(y) = (6.10)

b- dla y € 1- b-e 
b-a

Przy czym F(e) = 1 b-a

hedług notacji stosowanej w r o z dz i ale 4 dla rozkładów trój-

liątnyun wzór (6.10) otrzymuje postać:

l'-1(y)=<

2
w

7

2~

dla ye

w,
21 dla y&

2 ~

1 w9
’ 2 “ W 1
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or^ dla trójkąta symetrycznego :

6.12

Jeśli w pewnym niepustym przedziale, któryś z parametrów m^,^,

jest równy zeru, to oznacza to że odpowiedni odcinek łama-

nej/będącej wykresem gęstości/, jest równoległy do osi odciętych.

Dla ustalenia uwagi niech m2=0. Wówczas /por.wzór(4 • 3

^6.1J

Odpowiednią gałąź dystrybuanty opisuje wzór :

zaś funkcja odwrotna do niej ma postać :

dla x 6 e; d 6.14

dla

Przedstawiony tu generator po wprowadzeniu drobnych modyfika- 
i

cji nadaje się także do generowania liczb losowych o rozkła­
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dach z nieciągłą gęstością - przedziałami liniową, tj. taką jak 

otrzymano w jednym z przykładów w rozdziale 4 /por.wzór ( 4- P/AZ 

Istnieje jeszcze inny sposób otrzymania generatora rozkładu wielo- 

kątnego. Jest on opisany w pracy Dahląuista i Bjbrcka /por. [31J 

rozdział 11.2/ i polega na wykorzystaniu rozkładu minimum z dwóch 

rozkładów jednostajnych oraz metody superpozycji /szczegóły w |3l]

Zaletą przedstawionego w niniejszym podrozdziale generatora li 

czb losowych o rozkładzie wielokątnym jest jego efektywność.

Polega ona na tym, że z jednej wygenerowanej liczby losowej o roz­

kładzie jednostajnym otrzymuje się za pomocą wzoru /6.7/ jedną li­

czbę losową o rozkładzie wielokątnym. Lila porównania znane obecnie 

generatory liczb losowych o rozkładzie beta są znacznie mniej efe­

ktywne. Np. generator rozkładu , w którym parametry nie są licz­

bami całkowitymi, zaproponowany przez Jbhnka /omówienie- |l42j 

rozdz.3.2.5/ wymaga zwykle wygenerowania najpierw około 40 liczb 

losowych o rozkładzie potęgowym dla otrzymania jednej liczby o ro­

zkładzie beta /liczby o rozkładzie potęgowym można otrzymać np. me 

todą odwracania dystrybuanty z rozkładu jednostajnego/. Inny gene­

rator rozkładu beta /por. także 042j rozdz.3.2.5 i 3.2.6/ wyma­

gałaby najpierw wygenerować dwie liczby losowe z niezależnych roz­

kładów gamma. Ale otrzymanie efektywnego generatora liczb o rozkła 

dzie gamma wiąże się znowu z wykorzystaniem rozkładu beta. Dlate­

go generowanie rozkładów beta i gamma umieszcza się w ramach jed­

nej procedury /stosując dodatkowo rozkład potęgowy/, co także wy­

dłuża czas pracy maszyny cyfrowej /por. (1421 rozdz.3.2.6/.
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Wykorzystanie zatem rozkładów beta przy opisie parametrów grun­

towych w niniejszej pracy musiałoby spowodować albo przeprowadza­

nie obliczeń dla małej liczby realizacji /to z kolei dawałoby ma­

ło wiarogodne wartości prawdopodobieństw/^albo bardzo długi czas 

pracy komputera przy dużych liczbach realizacji /duża liczba re­

alizacji jest tu rozumiana jako co najmniej N=5000 - zagadnienie 

liczby realizacji będzie jeszcze poruszone w rozdziale 8/.

^arto też podkreślić, że efektywność przedstawionego generato­

ra liczb o rozkładzie wielokątnym jest także większa niż w przy­

padku wykorzystania dla parametrów gruntowych generatora rozkła­

du normalnego opartego na centralnym twierdzeniu granicznym wyko­

rzystującego tzw. "prawo tuzina" /por. fl42J rozdz.^.2.^/. 

Przykład badający prawdopodobieństwo utraty stateczności przyczół 

ka przez przesuw z wykorzystaniem rozkładów trójkątnych dla cec1 

gruntowych, szerzej omówiony w był następnie przeliczony

przy użyciu rozkładu normalnego /generator oparty na "prawie tu­

zina"/. Czas pracy maszyny w pierwszym wariancie /rozkłady trój­

kątne/ był o około 40 krótszy. Przykłady te będą omówione w ro­

zdziale 7*

Wszystkie informacje podane dotychczas w niniejszym podrozdziale 

dotyczyły generatorów rozkładów parametrów gruntowych. Natomiast 

dla reakcji przyczółka na losowe obciążenie pojazdami przyjęto 

rozkład Frecheta /por.rozdz.4 p.4.4/. Generator tego rozkładu otn 

muje się również metodą odwracania dystrybuanty /por.np. p!4pj /. 

Funkcja odwrotna do dystrybuanty ma tutaj postać :

^-q(y)= ln(y) J (e.ie)

gdzie Upr - parametry rozkładu frecheta /por.wzór (4.40)/
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6.2. Omówienie zastosowanej metody symulacyjnej 

i programu na maszynę cyfrową .

Po wylosowaniu /wygenerowaniu/ liczb z rozkładów wielokąt- 

nych przypisanych cechom gruntowym występującym w danym przykła­

dzie oraz liczby losowej z rozkładu Precheta odpowiadającej reak­

cji przyczółka od obciążeń pojazdami na przęśle, podstawia się je 

do wzorów na obciążenia przyczółka - podanych w rozdziale 5 

/wzory (3.4) - (3. 16) - odpowiednich dla danego przykładu/. Następ­

nie obliczone są kolejno wartości poszczególnych zapasów i wskaź­

ników stateczności /wzory w podrozdz. od do 3.7/. Obliczone 

wartości są klasyfikowane do odpowiednich przedziałów zmienności 

danego zapasu /lub wskaźnika/ stateczności. Wartości końców prze­

działów są zadane a priori. V. ton sposób powtarzając tę operację 

wielokrotnie, za każdym razem dla nowego zestawu wylosowanych li 

czb , otrzymuje się częstości pojawienia się danego zapasu /wskaź­

nika/ stateczności w określonych przedziałach liczbowych. 

Częstości te stanowią aproksymację prawdopodobieństw pojawienia 

się zmiennej losowej, jaką jest zapas /wskaźnik/ stateczności w 

określonym przedziale, łrowadzi to do przybliżonego rozkładu praw­

dopodobieństwa dla danego zapasu. Zsumowanie prawdopodobieństw z 

przedziałów znajdujących się na lewo od zera lub dla wskaźnika 

na lewo od jedynki daje prawdopodobieństwo utraty stateczności w 

danym przypadku.



Jednocześnie z obliczeniem zapasów i wskaźników S^(i=1...5) są 

na bieżąco obliczone i sumowane pierwsze cztery potęgi tych zmień- 

nycn.Po zakończeniu wszystkich realizacji obliczone są momenty wg. 

n as t ępujących e stymat or ów:
N

“ N /7 5 k=1’2’5’4 <6’17)

i=1,2,...5, N-liczba realizacji,indeks s oznacza tu,że wzór przed­

stawia estymator danego momentu.Analogicznie wzory odnoszą się do 

wskaźników 3.(i»1, .. .5)•

Z wielkości obliczonych za pomocą wzorów (6.17) wyznaczane są. 

z kolei estymatory obciążone momentów centralnych?

“ EbZ1 - (EsZi)2

A= = EbZ1 - 3(3^) (E^2) + 2(SsZi)5

/fy- ESo<Zi-EZi>4

(Indeks so oznacza estymator obciążony)

i następnie nieobciążone estymatory momentów centralnych (por.M6j)

Esn(Zi - EZ?2 = TCT'gł

^3“ • (6.19)

A’ Em(zr-Ezi)4=

(indeks sn oznacza estymator nieobciążony)

Analogiczne wartości obliczone są dla wskaźników stateczności

S± (1=1,...5).

Celem obliczenia ogólnego prawdopodobieństwa utraty statecznoś­

ci założono,że ma ona miejsce,gdy zachodzi co najmniej jedna z pię­

ciu możliwości przedstawionych w rozdziale 5 *Jeżeli przy oblicze­

niach w ramach jednej realizacji co najmniej jeden z zapasów spełnia 

warunek < 0 (i=1, • • .5) 9 to jest to uważane za dokładne jedno zdarze­

nie sprzyjające awarii.Iloraz wszystkich uzyskanych w U realizacjach zda 
rżeń sprzyjających przez liczbę realizacji N,estymuje ” całko wite’* 

prawdopodobieństwo utraty stateczności.
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Uwaga^

Wyraz prawdopodobieństwo "całkowite" użyto w cudzysłowie, 

gdyż chodzi tu o prawdopodobieństwo utraty stateczności bez pre­

cyzowania jakiego typu /z pięciu rozpatrywanych/ uszkodzenia doz­

nał przyczółek. Nie należy natomiast kojarzyć tego określenia ze 

znanym w klasycznym rachunku prawdopodobieństwa wzorem na prawdo­

podobieństwo całkowite / nie są tu spełnione założenia tw. o pra­

wdopodobieństwie całkowitym/.

Informacja o danych wejścia i wyjścia oraz o schemacie ideowym 

programu na EMC zostanie poprzedzona trzema uwagami szczegółowymi.

1. W przypadku utraty stateczności przez obrót wokół pow. cylin­

drycznej prawdopodobieństwo zajścia tego zdarzenia jest obliczone 

jako prawdopodobieństwo warunkowe :

p5 = p^<o/Mo>o) = P^<1 / M>o)

gdzie Mq - wypadkowy moment sił względem punktu 0^ /por.podrozdz. 

3.5/.

Takie podejście wynika z uwag w podrozdz.3-5 na temat schematu 

zniszczenia. Przyjmuje się , że stan ujemnego momentu Mo jest sta­

nem bezpiecznym dla konstrukcji /w związku z bardzo dużym odporem 

biernym naziomu,który musiałby wtedy wystąpić. Dla niektórych 

kształtów przyczółków oraz warunków gruntowych wypadkowy moment

średni Mo może być bliski zeru.
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V/ związku z tym w niektórych realizacjach mogą być otrzymane uje­

mne wartości Mo . Taka sytuacja uważana jest za zdarzenie sprzyjają­

ce utrzymaniu stateczności. Otrzymany rozkład prawdopodobieństwa 

będzie także rozumiany jako rozkład warunkowy.
Prawdopodobieństwo P^o<0^ jest także obliczane.

Jeśli uznaje się zdarzenie utraty stateczności przez obrót wokół 

pow. cylindrycznej pod warunkiem ujemnego momentu MQ,za zdarzenie . 

niemożliwe, to całkowite prawdopodobieństwo utraty stateczności 

przez obrót wokół pow. cylindrycznej można znaleźć ze wzoru na 

prawdopodobieństwo całkowite :

P(utraty stateczności 
przez obrot wokoł 

\pow.cylindr. .

utraty stateczności/
••• 40 o

+ P utraty stateczn. , 
ś 0 P 0

' P MQ > 0Mo > 0 6.21

2. Zgodnie z uwagą w podrozdziale 4.7 wzory związane z oblicze­

niem nośności granicznej podłoża tracą sens w przypadku, gdy 

Z^< 0, tzn. wystąpienia obrotu wokół punktu A. Zatem podobnie jak 

w uwadze 1 także i w przypadku utraty nośności podłoża obliczone 

jest prawdopodobieństwo warunkowe :

(6.22^P5 = ^^5 ^Zg^ o) = ^Zg 0^
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Podobnie jak wyżej otrzymany rozkład prawdopodobieństwa będzie 

rozkładem warunkowym, pod warunkiem Z£>0.

Analogicznie gdyby założyć, że wy stąpienie obrotu wokół punktu A 

implikuje wyczerpanie nośności podłoża, to ze wzoru na prawdop. 

całkowite otrzyma się :

P(wyczerpanie nośności) = P(wyczerpanie nośnością *

plwyczerp.nośności Z2<0 P(z2<2°) =

Ze < O/z2>o)• p(z2>o)+ 0P

Ostatnie założenie jest jednak bardzo dyskusyjne z punktu widze­

nia mechaniki gruntów, gdyż np. na gruncie skalistym może wystą­

pić obrót bez utraty nośności podłoża.

5* W niektórych przypadkach może być uzasadnione użycie dla roz­

kładu reakcji od ruchu pojazdów, tzw. “obciętego’* rozkładu Ereche 

ta, którego gęstość opisuje się wzorem :

r s(x) t i
g(x)= . ---------- ńla XĆ(O;AJ

''-Pob

C $ dla x > A

gdzie g(x) jest gęstością rozkładu Precheta, zaś s 
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Stałą A można wybrać,tak aby p było dowolnie małe /dla zadane­

go dowolnie E >0 istnieje takie A, że Pob<E /> wtedy g' różni 

się minimalnie od gęstości g.

Przyjęcie "obciętego" rozkładu Frecheta może być podyktowane fak­

tem, że reakcje podporowe nigdy nie osiągają wartości dowolnie 

wielkich. 0 innych konsekwencjach tego założenia będzie mowa w 

rozdziale 9.

Omawiany tu symulacyjny program obliczeniowy o nazwie WPOI 

został opracowany w języku FORTRAN dla maszyny cyfrowej Odra ^pO^. 

Do generowania liczb pseudolosowych o rozkładzie jednostajnym 

na odcinku /0,V wykorzystano generator multiplikatywny EPMCR7 

znajdujący się w typowym oprogramowaniu tej maszyny /opisany w 
poz. [j58] /.

Jako dane wejściowe programu WPOI podaje się : 

/Szczegółowa charakterystyka wejścia podana jest w załączniku 

nr 2 wraz z przykładowym wydrukiem/

1. liczby przedziałów na lewo od zera, w których mają być obli­

czone częstości występowania wartości zmiennych /i=1,•.,5/* 

2. granice przedziałów do wyznaczenia rozkładów prawdopodobień­

stwa •

3. parametry dystrybuant rozkładów cech gruntowych /w postaci 

jak we wzorze (4.8) za wyjątkiem a oraz b/•

4. parametry początkowe dla generatora FPMCRY /jeden parametr 

dla każdej zmiennej losowej/;

5. parametry związane z geometrią przyczółka i układem warstw

gruntowych•
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6. parametry charakteryzujące możliwości wystąpienia osuwiska'

Uwagą_: W obecnej wersji programu nie zamieszczano segmentu 
zawierającego deterministycznego poszukiwania najniekorzystniej- 
szej linii poślizgu metodą Eelleniusa. Procedurę tę należy prze­
prowadzić niezależnie bez użycia komputera lub też wykorzystać 
istniejące tu typowe programy na EMC. Dopiero po znalezieniu naj­
niekorzystniejszej linii poślizgu jej parametry /szczegóły w zał. 
nr 2/ wprowadza się do programu WPOI.

7. wartości parametrów rozkładu frecheta;

8. wartości parametrów pomocniczych związanych z ilością pojawia­

jących się wydruków w czasie przeprowadzania obliczeń 

/szczegóły w załączniku nr 2/.

W wydrukach wyjściowych otrzymuje się :

I.'Informacyjne wydruki w czasie pracy maszyny, pojawiające się z 

określoną częstotliwością /z częstotl. LWI w początkowej fazie - 

liczba realizacji J< JW oraz z częstotl. LW2 w końcowej fazie, 

tj. dla J>JW/. Wydruki te zawierają :

1 - bieżącą liczbę realizacji;

2 - wartości zmiennych losowych wygenerowanych w trakcie re­

alizacji, po której nastąpił wydrukj

5 - wartości wszystkich zapasów i wskaźników stateczności

S'5 /i=1...,5/> dla realizacji, po której nastąpił 

wydruk;

4 - prawdopodobieństwa utraty stateczności dla pięciu przy­

padków, obliczone do momentu pojawienia się wydrukuj
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II. Wydruki końcowe zawierają :

1 - końcową liczbę realizacji}

2 - obliczone prawdopodobieństwa utraty stateczności przez 

przesuw — p^;

obrót wokół krawędzi podstawy - P2 ;

obrót wokół pow. cylindrycznej — /warunkowe - por. 

uwagi 6.2/}

powstanie osuwiska -

przekroczenie nośności podłoża; P5 /warunkowe/

3 - prawdopodobieństwo wystąpienia ujemnego momentu przy ob­

rocie wokół powierzchni cylindrycznej

4 - "całkowite" prawdopodobieństwo utraty stateczności przez 

przyczółek:

5 - rozkłady zapasów stateczności Z^ /i=1,2..,5/ 

podane są granice przedziałów i odpowiednie prawdopodobie­

ństwa przyjęcia przez Z^ wartości z poszczególnych prze­

działów;

6 - rozkłady współczynników pewności (i=1,2..,5) 

w sposób analogiczny jak dla zapasów

7 - pierwsze cztery momenty zwykłe zmiennych Z^, oraz 8^ 

/i=i. ..,5/;

8 - pierwsze cztery momenty centralne zmiennych Z^ oraz 

/i=1,...,5/; obliczane wg. estymatorów obciążonych /wzory 
(6.18) /•

9 - pierwsze cztery momenty centralne zmiennych Zif obli­

czane wg. estymatorów nieobciążonych /wzory (6.19)/ 

Poniżej rys. 6.1 przedstawia uproszczony schemat ideowy 

programu WPOI.



CZYTANIE DANYCH

Patia, główna. po bieżącej 
Liczbie realizacji J

Generowanie liczb Losowych 
orozktadzie jednostajnym

Generowanie Liczb Losowych 
o rozkładzie Frecheta

Generowanie Liczb Losowych 
o rozkładach wielokątnych

Obliczanie obciążeń przyczółka

Obliczanie Z1 is1
Sumowanie potęg do obliczania moment.

_____ 1______
Obliczanie zz c s2
Gumowanie potęg do obliczenia moment.

_____ !______
Obliczanie momentu sit Mo względem 
punktu Oi



NIE.
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OMaenie bieżapjrl) praNdopndobip.P.stiy 
Pt, Pi ,



wydruk informacyjny
J
wartości. Mjyenerowanijcti zmiennijch
losowych

pi (i‘M.,5)

Blok obliczania prawdopodobieństw 
przyjmowania wartości w określonych 
przedziatach przez Ze (i^ll...5j 
[rozkłady Zl)

Blok obliczania prawdopodobieństw 
przyjmowania wartości w określonych 
przedziatach przez Si (m 1,... 5) 
(rozktady Si )

Obliczenie końcowych prawdopodobieństw
(t= 1t... 5)

Obliczenie momentów zwartych 
zmiennych Zl }Sl (i* 1, ... 5)

Obliczenie momentów centralnych 
zmiennych Zl, Si (l 1,... 5) 
wg estymatorów ab darzonych oraz 
wg estymatorów nleobclążonych
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Hyu.Gtl Gcheinub ideowy programu WP01

Przykładowy wydruk skomplikowanego programu WPOI wraz z wydruka­

mi wyników obliczeń zawiera załącznik nr 2.



- 134 -

6.3» Uwagi o stosowaniu programu

1 . Podstawowa wersja programu, która została tu przedstawio­

na, jest przystosowana do uwzględnienia jednej, dwóch 

lub trzech warstw gruntowych, przy czym zakłada się, że 

pod podstawą przyczółka występuje tylko jedna warstwa. 

Przy zachowaniu tego ostatniego założenia wprowadzenie 

większej ilości warstw oddziałujących na ścianę przyczół­

ka wymaga jedynie drobnych uzupełnień.

2 .Możliwe jest rozpatrywanie przyczółków o nachylonej pod­

stawie .

Zakłada się poziome granice pomiędzy warstwami gruntu 

oraz przyjmuje się, że są one zdeterminowane /nielosowe/.

4. Program nie obejmuje przypadków, gdy siła parcia /odporu/ 

gruntu nie ma wyrażenia analitycznego /por.np.

§ 10.3.4/ .

5. W obecnej wersji program nie uwzględnia występowania wód 

gruntowych.

6. Bloki związane z wyznaczaniem rozkładów zmiennych 2^ oraz 

S- są od siebie niezależne, tak aby w razie potrzeby moż­

na było jeden z nich usunąć z programu /lub ominąć/, co 

może być uzasadnione ze względu na skrócenie czasu pracy 

maszyny.



7. PRZYKŁADY OBLICZENIOWE

7.1 Charakterystyka przykładów

W ramach niniejszej pracy zrealizowano kilkanaście przy­

kładów obliczeniowych. Stosunkowo duża liczba przykładów wy­

nika stąd, że miały one zrealizować następujące cele: 

- Przeprowadzenie pełnej analizy stateczności z wykazaniem 

przydatności metody symulacyjnej do tego zadania, sprawdzenie 

funkcjonowania zaproponowanych rozkładów wielokątnych oraz 

działania zbudowanego programu obliczeniowego fprzykład pod-

- Określenie wpływu zmienności losowej poszczególnych para - 

metrów gruntowych na otrzymane rezultaty £ przede wszystkim 

na prawdopodobieństwa utraty stateczności^ •

- Określenie wpływu losowości reakcji od obciążeń pojazdami 

na uzyskiwane prawdopodobieństwa utraty stateczności.

- Porównanie wyników przy zastosowaniu różnych typów rozkła­

dów prawdopodobieństwa w kontekście uproszczeń rachunkowych 

oraz minimalizowania czasu pracy maszyny.

- Wykonanie analizy stateczności przyczółka w różnych etapach 

jego budowy por. rozdział 3). Należy jednak podkreślić, że 

uwaga skoncentrowana była na analizie gotowej i oddanej do 

eksploatacji konstrukcji, gdyż analizy w poszczególnych eta - 

pach budowy przeprowadza się analogicznie.

- Przeprowadzenie obliczeń w warunkach, gdy nie zachodzi po - 

trzeba sprawdzania wszystkich pięciu kryteriów stateczności.

- Porównanie wyników uzyskanych metodą symulacyjną przy użyciu 

rozkładów wielokątnych z wynikami uzyskanymi metodami uprosz­
czonymi ( por. rozdział 5) .

- Ocena dokładności przeprowadzonych obliczeń •* temu zagadnie- 

niu poświęcony jest rozdział 8 •
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W związku z tak postawionymi zadaniami warunki gruntowe 

i geometria przyczółka w przykładach były dobrane w taki spo­

sób, aby niezerowe prawdopodobieństwa stateczności w poszcze­

gólnych przypadkach były stosunkowo duże. Zmiany dość dużych 

prawdopodobieństw można bowiem łatwiej analizować, mając na 

względzie ewentualne niedokładności obliczeniowe. Należy 

jednak zaznaczyć, że przykładowy dobór sensownych warunków 

takich, aby prawdopodobieństwa utraty stateczności we wszyst­

kich pięciu przypadkach były niezerowe, okazał się niewykonalny.

Przyczółek analizowany w większości przykładów przedsta - 

wiono na rys. 7.1.

Oprócz danych przedstawionych na rysunku przyjęto:
kN Ciężar przyczółka betonowego: « 451,2 ~

Reakcja od obciążeń belką: 58 490 ~

Obciążenie stałe q « 1,5 ' tL -/por. wzór (3*4) /.
° m ’

Współczynnik do obliczenia siły od hamowania a^ « 0,1

2 Współczynnik k^ « /por. wzór (3.17) /

Długość przęsła L « 50 m

Zgodnie z wynikami uzyskanymi przez Takaokę /por.rozdział IV/ 

założono, że reakcja od obciążenia przejeżdżającymi pojazdami 

ma rozkład Frecheta o wartości oczekiwanej “ 56,73 “ 

i odchyleniu standardowym » 44,17 ’ co odpowiada

parametrom » 40,59 i kp » 2,80 /por. wzór (4.40) /.

Tutaj przyjęto rozkład obcięty o parametrze pQb « 0,00001 

/wzór (6.25) /.

Przyjęcie rozkładu obciętego jest tu związane z zastosowaniem 

rozwinięcia Grama - Charliera, które zostanie przedstawione 

w rozdziale 9. Warto jednak zauważyć, że przy tak małym pa-
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zmiany w stosunku do ■wyjściowej gęstości xvz-ranie trze p ।

Rys# 7.1 Przyczółek masywny analizowany metodą 
symulacyjną w przykładach obliczeniowych

Charakterystyki probobilistyczne zmiennych losowych związanych 

nych z parametrami gruntowymi podaje tablica 7.1.

Pierwszą warstwę stanowi piasek drobny, wilgotny i średnio 

zagęszczony, drugą - glina piaszczysta nieskonsolidowana z po - 

graniczą stanu plastycznego i miękkoplastycznego, zaś trzecią 

mokry i zagęszczony piasek gruboziarnisty.

Kształty funkcji gęstości rozkładów wielokątnych opisują­
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cych parametry gruntowe wybrano na podstawie wielu histogra­

mów /np. z pracy £8^1 / oraz rezultatów opisanych w rozdzia­

le 4.

Wykresy funkcji gęstości poszczególnych parametrów gruntowych 

zamieszczone są w załączniku nr 1 /rysunki Z 1 do Z 7 - 

linia ciągła /, zaś poniżej podano wzory określające je.

Tablica 7.1

Charakterystyki probabilistyczne parametrów gruntowych 

/ por. rys. 7.1 /

Nr 
warstwy

Cecha 
gruntowa

Wartość 
oczekiwana

Odchylenie 
standardowe

Współczynnik 
zmienności

1

29° »
~0,506145 rd

4,35°45
0,075922 rd 0,15

71 17
nr

1,7 -3 
m

0,10

2

^2

. .011 s
^0,191986 rd

2,2° «
0,038397 rd 0,20

c2 10 kPa 2 kPa 0,20

Y2
KN1 X 
nr

2,1 S 
nr

0,10

3

34°®
0,593412 ed

5,1° - 
=0,089012 rd 0,15

20 W 
m

, kN1
nr

0,05
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1.

r 7,397137x - 1,983994

52; 149805x - 19,o85426

-26, 345767x + 18, 362162

(rys. Z i)

x£ [o, 268211; 0,382132)

xs [b; 382132; 0,477066) 

x£ [o, 477066; 0,6969684) 

x|[0;268211; 0,6969684)

2. * rozk*aci trójkątny asymetryczny

= 8,299398; w? = 17,2; = -0,6

rys.(Z 2)

r 0,067887x - 0,88595

-O,O5O735x + 1,083177

O

3. /argument w radionach/

r28,9l9903x -

203,88528x -

-1O3,OOl6x +

2,072153

24,68937

29,715373

x£ [l3,050301; 16,6)

xć [16,6; 21,349699 )

x^ [13,050301; 21,349699)

rys.(2 3)

x£ £0,071651; 0,129267) 

xe [o,129267; 0,177280 ) 

xe [o,177280; 0,288494)

x| [0,071651; 0,288494)

(7.2'

(7.3

4. c2: ^rys. Z 4)

C 0,2063x -

.-0,06l048x

-0,007838x

1,430613

+ 0,80155

+ 0,140322

xt [7,18427; 8,34927.)

x£ [8,34927; 12,42677 }

[12,42677; 17,902781)

[7,18427; 17,902781^

O

O

O

5. rozkład trójkątny asymetryczny (rys. Z 5^

« 10,141005; w2 “ 21,5; = -1,5

r O,O55233x - 0,90745 xć [16,429498; 20 )
I -0,030014x + 0,79749 xć [20; 26,570503? (7.5?

O x^ [16,429498; 26,570503?

—
Argument x wyrażony w radianach.
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6. ló^ : ^rys. Z ó)

/5,3814812x - 1,691130

, . 37,939436x - 16,278746
Qfi(x) =
Jb' -19,166772X + 15,661844

xe [o,314455; 0,448017) 

x£ [o,448017; 0,559319) 

X£ [0,559319; 0,817182) 

x^ [o,314455; 0,817182)0

7. ^3 “ rozkład trójkątny asynetryczny (rys. Z 7)

w1 = 4,7874840; w?,= 19,7; w, = 0,9

r 0,12683x - 2,194953 x£ fl7,306258 20,6)

g 7(x) =.-0,27966x + 6,178736 x£ [20,6; 22,093472) (7.7,

0 x/ fl7,306258; 22,093742)

Następnie określono najniekorzystniejszą linię poślizgu w przy­

padku powstania osuwiska metodą Felleniusa. Przyjęta do obliczeń 

najniekorzystniejsza linia poślizgu wyznaczona dla wartości ocze­

kiwanych parametrów gruntowych Jest uwidoczniona na rysunku 7*2.

Pozostałe dane niezbędne na wejściu programu można łatwo 

znaleźć w oparciu o podane tutaj wartości.

Argument x wyrażony w radiawach.



Rys. 7*2 Dane do obliczania prawdopodobieństwa wystąpienia osuwiska 
/linia poślizgu uzyskana metodą Felleniusa/

Wartości kątów /por. wzór (3.30) / w radianach: _
<£ = 1,2740903; = 1,0122909; Aj = 0,85521; Aą = 0,75049; A$ = 0,92351; A, = Z, p5=0z;*7 =0,4^o^5;

= 0,34906;^ = C,2S179;AC= 0,14835;^^= O,O52369;A12= O,O69Sl3;A<j=0,i9l9ć;Ai4= 0,32289;

A4C= 0,40142; A 0,5585
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7.2 Wyniki przykładu podstawowego /przykład nr 1/

i ich analiza

Przyczółek opisany w 7.1 poddano badaniu symulacyjnemu 

zgodnie z programem omówionym w rozdziale VI. Użyto rozkładów 

omówionych w 7.1. Liczba realizacji wynosiła N « 10000.

W i*ezultacie obliczeń uzyskano następujące prawdopodobieństwa:

Prawdopod. utraty stateczności przez przesuw P^ 0,0376

przez obrót

wokoło punktu A p^= 0,0

Prawdopod. warunkowe utraty stateczności 

przez obrót wokół pow. cylindrycznej, pod

warunkiem {Mo oj p^= 0,0

Prawdopodobieństwo wystąpienia osuwiska p^» 0,0149

Prawdopodobieństwo warunkowe utraty statecz­

ności przez przekroczenie nośności podłoża P^~ 0,1002 

Prawdopod. wystąpienia ujemnego momentu 

przy obrocie wokół pow^ cylindrycznej
P [ll(5 o} Pm= 0.0703

••Całkowite” prawdopodobieństwo utraty

stateczności przez przyczółek Po« 0,1002

W tablicy 7.2 podane są uzyskane w obliczeniach para­

metry rozkładów, przy czym zastosowano, następujące oznacze­

nia X - wartość średnia zmiennej X; d - odchylenie standardowe;

^współczynnik zmienności; = ---- współczynnik skośności
n 0

Ot = r~n - Kurtoza.
2 Ó

Uzyskane rozkłady zmiennych losowych Z., (1 -

przedstawiono w postaci histogramów na rysunkach Z 8 do Z 17

w załączniku nr 1, a tutaj przedstawia się przykładowo histo­

gram zmiennej Z^ /rys. 7.V.
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Tablica 7.2

Parametry rozkładów uzyskane w przykładzie 1.

zmienna 
losowa X V Ói

Z 151,1353 ■85,0708 0,5629 0,03075 2,9749

■S1 1,4731 0, 2948 0,2001 0,4846 3,4357

Z2 1541,1634 147,4933 0,0957 -0,03751 - 4,5081

S2 2,7902 0,4363 0, -1514 0,4494 3,0585

z3 1430,4265 315,3922 0,2205 0,2496 2,9993’

o
3

26,3814 142,6135 5,4058 28,5918 1109,6293

3 3673,8997 175214487 0,4770 0,2710 2,9073

r<S4 1,4465 0,2168 0,1499 0,3137 2,9453

z5 2452,5963 3035,4197 1,2580 2,4942 1 1,7074'

C?'“O r-
5

5,4642 3, 1028 0,8957 2,5075 11,8387
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Rys. 7.3 Histogram zmiennej Z. z przykładu 1 wraz, 
z gęstością rozkładu normalnego o tej samej średniej 
i wariancji

Analiza otrzymanych wyników dotyczących rozkładów pozwala 

na sformułowanie następujących wniosków i uwag:

1
i

Rozkłady zmiennych losowych Z^, Z^, 

wykazują dośó duże podobieństwo

Z^ i Z^ < 

do rozkładu

oraz »°2 

! normalnego

Hipotezę tę zweryf i kowano wykorzysta jąc prosty test oparty na 
porównaniu współczynników Ó i kurtoz (5 rozkładów

empirycznego i normalnego. Postawioną hipotezę weryfikuje się
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Gdy hipoteza Jest prawdziwa, statystyki i mają 

rozkłady asymptotycznie normalne N (o,l) . Na poziomie istot - 

ności 0,01 wartości sprawdzianów (7.8 i (7*9) nie po -

winny przekraczać liczby 2,33*

Okazało się, że Jedynie dla przypadku zmiennej Z^ /por. rys. 

7.3/ wymóg ten został spełniony 0^ « 1,255 ; “ °>512 •

Wzory 7.8 i 7.9 sugerują, że przy dużej liczbie reali - 

zacji N = 10000 Jedynie bardzo wysoki stopień zgodności 
współczynników (5^ i Ó2 gwarantuje pozytywny wynik testu. 

Graficzne porównanie histogramów zmiennych Z^, Z^, Z^ oraz 

S , S9 i Si z wykresami gęstości normalnych o średnich i 

wariancjach takich Jak odpowiednie parametry Z^ lub

/por. rys. Z 9 - Z 12 oraz Z 14 i Z 15 w załączniku nr 1/ 

pozwala na stwierdzenie, że z pewnym przybliżeniem można uznać 

te rozkłady za normalne.

2. Rozkłady Z^ i 8^ zasadniczo odbiegają od rozkładu 

normalnego na co wskazują ich współczynniki skośności i kurtozy 

/por. tabl. 7.2 / oraz uzyskane histogramy /rys. Z 16 a i b 

oraz rys. Z 17 w załączniku/.

Duża skośność /a także duża wariancja/ prawostronna rozkładu 

Z^ oraz przyjmowanie wartości zarówno ujemnych i dodatnich 

przez tę zmienną powodują, że w zasadzie żaden z powszechnie 

stosowanych rozkładów nie nadaje się do aproksymacji tego 

rozkładu.

Zmienna przyjmuje tylko wartości dodatnie. Dla niej 

metodą kollokacji graficznej /opisana w / znaleziono

rozkład lognormalny D medianie x « 2,471 i logarytmicznym 

współczynniku zmienności « 0,7686 /rys. Z 18 /, który 

stanowi dobre przybliżenie rozkładu S^. lkrzywą gęstości uzys­

kanego rozkładu lognormalnego przedstawiono na rys. Z 17
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wraz z histogramem zmiennej losowej S^.

3. Oprócz rozkładów i 8^ także rozkład zmiennej

zasadniczo różni się od rozkładu normalnego. Tutaj Jednak Jest 

to konsekwencją przyjmowania wartości bliskich zeru / a także 

ujemnych/ przez moment sił Mo /por. wzór (3*25) i uwagi w 

podrozdziale 3*5 /, co powodowało uzyskiwanie bardzo dużych 

wartości S^. Spowodowało to brak”stabilności0 uzyskiwanych 

wyników, ze względu na warunki początkowe generatora liczb 

pseudolosowych o rozkładzie jednostajnym /zmiany parametrów 

początkowych wywoływały duże zmiany parametrów rozkładu oraz 

oraz samego rozkładu S^/• .Sytuacja ta będzie Jeszcze omówiona 

w rozdziale 8, względu na brak stabilności rozkładu 8^ 

nie był on brany pod uwagę w dalszych analizach związanych z 

przykładem 1.

4. W cytowanej Już kilkakrotnie pracy [j33] McAnally uzyskał 

dla fundamentów posadowionych na plaskach rozkład normalny dla 

zapasu stateczności typu Z_. Autor ten stosował także model 

Brinch-Hansena i metodę symulacyjną. Wydaje się, że tę jakościową 

różnicę pomiędzy rozkładem uzyskanym w niniejszej pracy a roz - 

kładem podanym w [83} można tłumaczyć w dwojaki sposób. Po 

pierwsze w pracy Mc Anallyego występowały Jedynie obciążenia 

pionowe nie działające mimośrodowo. W przypadku masywnego przy­

czółka działają natomiast duże siły poziome związane z parciem 

gruntu, a więc dużą rolę odgrywają współczynniki związane z na­

chyleniem wypadkowej - wzory ^3.^0j ♦ Istotne znaczenie ma tu także 

mimośrodowe obciążenie przyczółka. Drugą przyczyną obserwowanej 

różnicy mogą być bardzo niewielkie współczynniki zmienności dla 

kąta tarcia wewnętrznego stosowane przez autora pracy 

/wsp. zmienności dla tg/ wynosił 0,035/.

W związku z prawdopodobieństwami niezachowania kryteriów 
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stateczności obliczonymi w przykładzie 1 nasuwają się nastę­

pujące uwagi:

5. Najbardziej prawdopodobne okazało się tu przekroczenie noś­

ności granicznej podłoża p^ « 0,1002.

6. V/ przyjętym tu modelu zniszczenia zakładającym, że awaria 

przyczółka ma miejsce wówczas, gdy co najmniej dla jednego i 

(i « 1,...5) 0 < 1 por. podrozdział 6.2 /

ogólne /“całkowite”/ prawdopodobieństwo utraty stateczności oka­

zało się równe prawdopodobieństwu przekroczenia nośności podłoża, 

tj4 pQ 88 p^. Wynika stąd, że jeśli w danej realizacji było 

Z^CO lub Z^ < 0 /Z^, były tu zawsze nieujemne/, to

także Z^ < 0. Oczywiście w innych przykładach zjawisko to, nie 

zawsze ma miejsce. Jednak wskazuje ono na istnienie pewnej ko - 

relacji pomiędzy zmiennymi Z^ /analogicznie pomiędzy zmienny­

mi S^/ •

7. Bezawaryjna praca przyczółka wymaga, aby nie wystąpił żaden 

z pięciu przypadków utraty stateczności. Zatem mogło by się 

wydawać, że z punktu widzenia modeli teorii niezawodności /por. 
np. f?2j lub £95} jest to model szeregowy. Jednak efekt omó­

wiony w uwadze 6 wskazuje, że prosty model szeregowy jest 

tutaj nieadekwatny. Łatwo bowiem zauważyć, że zdarzenia 
fZ^ 0J i « 1,2,...,5 nie są niezależne. Istotnie, jeśli 

przez p oznaczyć prawdopodobieństwo zachowania stateczności, 

to:

pg « 1 - pQ « 0,8998, natomiast 
5
n (i ~ Pi) • 0,8530646 / p
i=1 v 11 s

Ponadto na podstawie uzyskanych histogramów jasne jest, że roz­

kłady zmiennych Z^ i « 1,2,...5^ nie są jednakowe, podobnie 

też rozkłady ^i « 1,2,.. 5 ) nie są jednakowe.
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Wydaje się natomiast, że moógłby być tu zastosowany tzw* "model 

szeregowy o skorelowanych wytrzymałościach” /należy do złożonych 

modeli teorii niezawodności/ opisany w (95^• Wymaga on Jednak 

znajomości współczynników korelacji pomiędzy zmiennymi Z^ 

/lub S^/, a to zagadnienie w niniejszej pracy nie było badane. 

Warto jedynie nadmienić, że zgodnie z tym ostatnim modelem war - 
5

toścl wyrażenia: p] (1 - p^ stanowi dolne oszacowanie prawdo - 
i*** *1 f

podobieństwa zachowania stateczności, zaś min 0 - i - 1 , 
,... sj jest oszacowaniem górnym. W przykładzie 1 okazało się, 

że 1 “ Po ~ ~ ^i) ' i " 1,h«5j lecz dalsze przykłady

nie zawsze potwierdzają tę obserwację.

8. Jeżeli przyjmie się, zgodnie z sugestiami zawartymi w uwa­

gach 1 i 2 w podrozdziale 6.2 , że całkowite prawdopodo - 

bieństwo wystąpienia obrotu wokół pow. cylindrycznej dane jest 

wzorem (6.2l), zaś całkowite prawdopod. wyczerpania nośności po­

dłoża - wzorem (6.23), to w rozpatrywanym przykładzie wynoszą 

one odpowiednio:

p3 - p(z3< o /Mo > o). p(mo> o) » O-(1 - pm) = o
P5 = oĄ> O)vP(Z2> 0) + P(Z2<0) = P5 + 0 = 0,1002

Tak więc w tym przypadku uzyskuje się p^ » p^ i p^ « p^# 

Biorąc pod uwagę wartości parametrów zmiennych losowych

Z^ oraz (1 « 1,...,5) można stwierdzić, że:

9. Wśród zmiennych Z^ najmniejszy współczynnik zmienności 

ma zmienna Z^ ( 0,0957), zaś zmienna Z^ odznacza się bardzo 

dużą zmiennością, bo aż 1,258 (l25,8 %).

Spośród zmiennych S^ i « 1,...,5 małe współczynniki zmien­

ności mają - S2 1 8^ ^0,1564 i 0,1499 - odpow.) , a naj­

większy - podobnie jak w przyp. Z^ - zmienna 8^ (o,8957) 

/g^ - nie jest brana pod uwagę/•
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10. Wszystkie zmienne, oprócz i mają stosunkowo nie­

duże współczynniki skośności. W przypadku zmiennych Z^ i Z^ 

są one minimalne /O,03075 i -0,03751 odpowiednio/. Jedynie 

zmienna Z^ ma współczynnik skośności ujemny, co odpowiada 

skośności lewostronnej.

11. Podobnie Jak w przypadku skośności, Jedynie zmienne Z^ 

i Sr wykazują kurtozy znacznie odbiegające od tychże dla 

rozkładu normalnego /i1,7074 i 11,8387 - odpowiednio/.

Zmienna Z^ Jest także nieco bardziej “stroma*’ od pozostałych 

4,5081 .

12. Bardzo znamienny Jest fakt, że pomimo dużej wartości średniej 

zmiennej losowej « 3,4642 prawdopodobieństwo utraty statecz­

ności w tym przypadku wynosi aż 0,1002. Jakkolwiek wskaźnik 8^ 

obliczony bezpośrednio przez podstawienie wartości poszczegół - 

nych zmiennych losowych /por. także rozdział 9/ Jest mniejszy

2,5471 , to mimo wszystko jasnym jest, że przy projektowaniu 

przyczółków, należałoby przy sprawdzaniu nośności podłoża 

zwrócić szczególną uwagę na losową zmienność parametrów gruntowych

7.3 Wpływ losowości poszczególnych parametrów gruntowych

na prawdopodobieństwo utraty stateczności

Po przykładzie podstawowym /przykład 1 / przeprowadzono 

serię badań /przykładów/ mających na celu uchwycenie wpływu lo­

sowości poszczególnych parametrów gruntowych na prawdopodonieńa- 

stwo utraty stateczności. Zagadnienie takie może być analizowane 

w różny sposób. Jest bowiem rzeczą Jasną,' że wpływ ten Jest uwa­

runkowany np. poszczególnymi współczynnikami zmienności występu­

jących tu zmiennych losowych wartościami średnimi tych zmiennych, 

a także miąższoścłami poszczególnych warstw gruntowych. Jednakże 
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porównywanie oparte na przyjęciu jednakowych współczynników 

zmienności lub jednakowych miąższości warstw traci sens z geo­

technicznego punktu widzenia. Wiadomo bowiem z praktyki, że 

współczynniki zmienności ciężarów objętościowych są znacznie 

niższe niż odpowiednie współczynniki dla kąta tarcia wewnętrz­

nego, które to z kolei są nieco niniejsze niż w przypadku spój­

ności /wsp. zmienności zależy także od tego czy grunt jest 

spoisty czy niespoisty - por. tablica 4.1/.

V/ związku z tymi trudnościami przyjęto tu sposób porównania 

oparty na wyznaczaniu rozkładów warunkowych, przyjmując kolej­

no poszczególne zmienne losowe za stałe i równe swoim wartoś - 

ciom średnim.

I tak w kolejnych przykładach badano:

/R - jest tu symbolem rozkładu prawdopodobieństwa ; X wartość 

średnia zmiennej X/.

Przykład 2

= nR1 R.1 l i 1 '^1 7.10

Przykład 3

' ^2R2 Zi R2 1 2

Przykład 4

i “ l! 5 3 “ ^3. 7.12

Przykład 5

Z i RRw P
2 c2~c2 7.13

Przykład 6

R5 1

R 1

V/ tych przykładach liczba realizacji była równa N - 5000.

Uzyskane prawdopodobieństwa zostały zestawione w tablicy 7.3.

Dla porównania w ostatniej kolumnie tej tablicy podano prawdo­
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podobieństwo uzyskane w przykładzie 1, lecz przy liczbie rea­

lizacji N = 5000 /wpływ liczby realizacji będzie omówiony w 

rozdziale następnym/.

Tablica 7.3

Prawdopodobieństea warunkowe uzyskane w przykładach

2, 3, 4, 5, 6 zestawione z prawdopodobieństwami uzyskanymi 

w przykładzie 1

Prawdopo­
dobieństwa 2 3 4

------- ----- —

5 6 1

p1 0,0308 0,0318 0,0008 0,0338 0,0300 0,0376

Py 0,0
rj. -r - -,___ f. -,T_.

0,0 
------- -- ---- _

0,0 0,0 0,0 0,0

p3 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

p4 0,0148 0,0134 0,0 0,0136 0,0134 0,0156

p5 0,0864 0,0942 0,0026 0,0952 0,0872 0,0072

PO 0,0864 0,0942 0,0028 0,0952 0,0872 0,0972

V/ kolejnej tablicy 7.4 zestawiono uzyskane parametry rozkł; 

dów /X, d , 7 i O 2 * w przykładzie i/. Podobnie Jak 

wyżej dane dla przykładu 1 odnoszą się do liczny realizacji 

N « 5000.

Porównywano także rozkłady zmiennych oraz 84/1 - 1, 

,...5/ w kolejnych przykładach z rozkładami tych zmiennych w 

przykładzie 1 / dla N = 5000/. Przypadki w których różnice 

rozkładów były wyraźne, zilustrowano na rys. Z 19 - Z 25 w za­

łączniku nr 1.

Analizując przeprowadzone porównania można wyciągnąć następujące 

wnioski:



Tablica 7.4

Parametry rozkładów

Zmienna Parametr Przykład 
2(^1)

Przykład
3 (£ 2)

Przykład
4 3)

Przykład 
5(ć)

przykład
6(Zi»

Przykład
1

1 2 3 4 5 6 7 8
Z1 Z1 152,6924 152,5813 151,1615 151,6384 151,0543 151,8905

d 81,9441 82,0161 47,2629 82,8827 79,2315 84,9225
V 0,5367 0,5375 0,3127 0,5466 0,5245 0,5591

- *1 0,03664 0,03901 -0,1379 0,01252 0,09078 0,01955
6 2 2,8844 2,9232 2,8582 2,9333 2,9631 2,9367

śn 1,4732 1,4748 1,4742 1,4734 1,4598 1,4763
o1 0,2761 0,2796 0,2035 0,2853 0,2572 0,2948

S2 V 0,1875 0,1896 0,1380 0,1936 0,1762 0,1997
81 0,3631 0,4098 0,5194 0,4124 0,3572 0,4625
8 2 3,2052 3,7829 3,2866 3,1977 3,2693 3,4346

Z1 1547,0132 1544,0837 1543,2079 1542,9555 1 540,9867 1543,2079
d 97,7073 142,8654 144,5748 143,4559 120,1217 144,5748

Z2 7 0,06316 0,09252 0,09368 0,09298 0,07795 0,09368
81 0,4584 -0,1346 -0,1380 -0,1384 0,04119 -0,1380

_________82 5,1438 3,4846 3,4228 3,4710 4,5536 3,4228



1 2 3 4 5 I 6 7 8
I 
i 2,7694 2,7990 2,7976 2,7964 2,7663 2,7976
■' d 0,2718 0,4305 0,4362 0,4334 0,3430 0,4362

2 V 0,09813 0,1538 0,1559 0,1550 0,1240 0,1559
&i 0,2835 0,4348 0,4591 0,4507 0,3058 0,4591

82 2,5765 3,0218 3,0631 3,0342 2,8519 3,0631

1 Z3 1448,6651 1434,2022 1419,436 1434,1126 1438,2519 1433,9654

i a 305,3744 315,4015 100,8389 315,0821 312,7794 315,6962
Z3 V 0,2108 0,2199 0,0711 0,2157 0,2175 0,2202

61 0,2863 0,2532 0,2782 0,2545 0,2871 0,2544
&2 2,9166 2,9634 4,0687 2,9697 2,9528 2,9682

i
1 Ź4 3673,2348 3683,2207 3605,1408 3679,7057 3673,5579 3682,5350I

cf 1750,0085 1733,4945 464,3596 1739,3838 1729,1174 1754,3833
Z4 V 0,4764 0,4720 0,1288 0,4727 0,4707 0,4764

Si 0,2586 0,2730 0,06247 0,2629 0,2907 0,2586
&2 2,8823 2,8945 2,9062 2,8817 2,8933 2,8913

i
§4 1,4468 1,4480 1,4388 1,4476 1,4431 1,4479
a 0,2164 0,2150 0,07247 0,2151 0,2079 0,2169

S4 V 0,1495 0,1485 0,05037 0,1486 1,1441 0,1498
1 81 0,2939 0,3697 0,1154 0,2995 0,2729 0,2941

§2 2,9101 2,9255 2,6262 2,9141 2,8465 - 2,9195



1 2 3 4 I . 5 6 7 8
Z5 2447,6419 2463,0271 1620,4014 2452,55701 2418,1473 2470,5160
a 2948,5386 3062,4545 729,1492 3034,2366 2977,0777 3091,3534

Z5 V 1,2047 1,2409 0,4500 1,2372 1,2311 1,2513
61 2,2594 2,4339 0,4174 2,3723 2,4357 2,4954
82 9,7569 11,0880 2,9672 10,5516 11,3154 11,7769

S5 3,4584 3,4793 2,6294 3,4637 3,4291 3,4817
(X 2,9625 3,0784 0,7397 3,0386 2,9920 3,1064

' S5 V 0,8566 0,8348 0,2813 0,8801 0,8725 0,8922
2,2687 2,4458 0,4305 2,3796 2,4454 2,5048

^2 9,8505 11,2157 2,9756 10,6436 11,4383 11,8836



1. W przypadkach 1, 3> 4, 5 zdecydowanie największy wpływ na 

prawdopodobieństwo utraty stateczności, a także na rozkłady posz 

czególnych zmiennych ma losowość /gruntu znajdującego się

bezpośrednio pod podstawą przyczółka/. Nie dotyczy to przypadku 

obrotu wokół najbardziej obciążonej krawędzi /obrót wokół punktu 

V, gdyż w tym przypadku i przykładzie zmienne Z^ i 

nie zależą od kąta 3.

W przypadkach 1, 4, 3 zmiany prawdopodobieństw utraty sta­

teczności są bardzo znaczne.

2. Przy założeniu /przykład 4/ zmieniają się znacz­

nie także rozkłady zmiennych losowych Z^ oraz S^. Zmienne 

Z$ i S^ zmieniają typ rozkładu i stają się bliskie rozkła­

dowi normalnemu /por. rys. Z 23 i Z 24/.

V/ pozostałych przypadkach gęstości koncentrują się bardziej niż 

poprzednio wokół wartości średniej, przypominając kształtem 

gęstości normalne. V/ załączniku przedstawiono histogramy zmien­

nych losowych Z^ /rys. Z 21/ i Z^ /rys. Z 22 /♦

Rozkłady zmiennych S^, S^ i S^ zachowują się podobnie.

Warto zauważyć, że upodobnienie się do rozkładu normalnego zmień, 
nej Ze koresponduje z wynikami Mc.Anally'ego /E^J, por. 

także uwaga 4 w podrozdziale 7.2/, który w swoim przykładzie 

stosował małe współczynniki zmienności kąta tarcia wewnętrznego.

3. Założenie 3 “ 3 /przykład 4/ spowodowało znaczne zmniej­

szenie wariancji zmiennych Z.^ oraz /za wyjątkiem zmiennych 

Z? i S^/y a co za tym idzie znaczne zmniejszenie się współczyn­

ników zmienności - prawie czteiukrotne dla zmiennej Z^, pra - 

wie trzykrotne dla zmiennych Z_ , S , Z^ i Se oraz niemal 

dwukrotnie dla zmiennej Z^ • Ponadto w przypadku zmiennych Z$ 

i znacznie zmniejszyły się nie tylko ich wariancje, ale 

także wartości oczekiwane. Wynika to z braku pojawiania się

Ndmory oznaczają tu poszczególne kryteria stateczności wg. ko- 
.ejnosci omawiania w rozdziale 5.
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bardzo dużych wartości współczynników nośności granicznej N^, 

N(< /wzory (5*39) /, które szybko rosną wraz ze wzrostem 

kąta tarcia wewnętrznego.

4. Wpływ zmienności losowej pozostałych parametrów na uzyskane 

wyniki, Jest Już znacznie mniejszy i zależy w dużej mierze od 

miąższości poszczególnych warstw oraz przyjętych współczynników 

zmienności i geometrii przyczółka /wysokości parcia/.

5. Spośród pozostałych zmiennych stosunkowo największy wpływ 

ma . Jest to szczególnie widoczne przy prawdopodobieństwach 

p^ i p^ i wiąże się ze zmianami wielkości sił parcia na ścia­

nę boczną przyczółka. Siły te mają największy wpływ na możliwość 

przesuwu przyczółka, a także powodują zmiany w nachyleniu siły 

wypadkowej względem podstawy, co z kolei wiąże się z wahaniami 

nośności granicznej podłoża.

6. Wpływ losowej zmienności na rozkłady Jest najbardziej 

widoczny w przypadku zmiennej Z^ /np. Z 19 / oraz 

/zmiany analogiczne Jak przy Z^/\

Zwraca uwagę znaczny wzrost kurtozy zmiennej Z2 w stosunku 

do pozostałych przykładów. Histogramy pozostałych zmiennych nie 

wykazują zasadniczych zmian w stosunku do przykładu 1.

Warto zauważyć, że w przykładach 1, 3> 4, 5 zmienna Z^ mia­

ła niewielki ujemny współczynnik skośności, natomiast w przykła­

dzie 2 otrzymano skośność dodatnią, większą od

wartości bezwzględnych skośności w pozostałych przypadkach* 

7. Zmiany spowodowane przyjęciem stałej wartości 0^ /przy­

kład 3/ są mniejsze niż w przypadku /przykład 2/ i to

zarówno w wartościach prawdopodobieństw jak i w wartościach pa­

rametrów rozkładów, chociaż kąt tarcia ma większy współ­

czynnik zmienności niż $ /por. tablica 7.lA Jednak po - 

wierzchnia ściany bocznej przyczółka poddana parciu I wartswy 
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jest znacznie większa niż w przypadku II-giej warstwy. 

Wyjątkowo prawdopodobieństwo pz^ zmienia się znaczniej niż 

w przykładzie 2. Wynika to z faktu, że znaczna część po - 

tencjalnej powierzchni poślizgu przechodzi przez drugą warstwę 

gruntową /por. rys. 7.2/.

Zmiany rozkładów zmiennych losowych oraz

, i « 1,...5; były /w stosunku do przykładu i/ bardzo 

niewielkie.

8. Podobnie jak w przypadku <^2, także i wpływ losowości spój­

ności /przykład 5/ jest w tym przypadku niewielki, mimo iż 

spójność posiadała największy /obok współczynnik zmień -

ności / V « 0,2/.

Przyczyna tego faktu jest analogiczna, tzn. stosunkowo 

niewielka powierzchnia parcia tej warstwy gruntowej na boczną 

ścianę przyczółka.

Podobnie jak dla 2 znaczniejszy wpływ obserwuje się w przy­

padku prawdopodobieństwa wystąpienia osuwiska.

9. Przyjęcie założenia, że ciężary objętościowe ^2,

są stałe spowodowało dość znaczne zmiany niezerowych prawdopo - 

dobieństw, a także pewne zmiany w parametrach rozkładów po­

szczególnych zmiennych losowych. Największe zmiany w rozkładach 

były związane ze zmiennymi i S2. Zmiany S? zostały 

przedstawione na rys. Z 25 /rozkład Z2 zmienia się podobnie/. 

Podobnie jak w przykładzie 2 także i tu skośność rozkładu z 

ujemnej zmieniła się na dodatnią /lecz bardzo niewielką .’/. 

Należy jednak pamiętać, że w tym przykładzie od razu trzy 

zmienne losowe przyjęto za stałe, co musiało odbić się na współ­

czynnikach zmienności wszystkich zmiennych Z^ oraz

/i » 1,...5/. Ponadto współczynniki zmienności zmiennych

V 2* 73 Przyjęte w tym przykładzie / « 0.1: V ~ o i.
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5 0,05/ są stosunkowo duże Jak na losowe zmiany ciężaru

objętościowego /por. podrozdz. 4.2/•

10, Generalnie, oczywisty Jest fakt, że przyjęcie którejkol­

wiek ze zmiennych losowych za stałą, powoduje zmniejszenie się 

współczynników zmienności wszystkich zmiennych oraz

/wyjątek stanowią i przy zał. $ co było

komentowane wyżej/. Można też zauważyć, że w każdym z takich 

przypadków prawdopodobieństwa utraty stateczności zmniejszają 

się /lub pozo stają stałe w przypadku zerowych/.

11. Uzyskane prawdopodobieństwa "całkowite" pQ potwierdza­

ją wnioski przedstawione w uwagach 6 i 7 poprzedniego pod­

rozdziału, dotyczących wzajemnej korelacji i niemożności zasto­

sowania "prostego modelu szeregowego". Widać Jednak /przykład 

4 /, że prawdopodobieństwo pQ nie musi być równe największe? 

mu z prawdopodobieństw/ P^/i~1, ••• 5/ •

7.4 Wpływ losowości reakcji od obciążeń pojazdami 

na prawdopodobieństwo utraty stateczności

Kolejne dwa przykłady związane są z badaniem wpływu loso­

wości reakcji przyczółka na obciążenia od pojazdów przejeżdża­

jących przez most. W przykładzie 7 postąpiono analogicznie 

Jak przy analizie wpływu losowości poszczególnych parametrów 

gruntowych, czyli zbadano rozkłady warunkowe poszczególnych 

zmiennych pod warunkiem, że reakcja od obciążenia pojazdami 

Jest stała i równa wartości średniej.

Liczba realizacji wynosiła N « 10000. W przykładzie 8 także 

zbadano rozkłady warunkowe, lecz pod warunkiem, że reakcja od 

pojazdów Jest stała i równa zeru. Przykład 8 nawiązuje do 

stwierdzeń podanych w rozdziale 5, iż stateczność podpór mosto­

wych należy sprawdzać w różnych etapach ich budowy oraz różnych 
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stanach eksploatacji. Nawet w stanie normalnej eksploatacji 

mostu mogą się zdarzać sytuacje, w których nie występuje obcią­

żenie pojazdami /por* model Murzewskiego i Winiarza opisany 

w podrozdziale 4.V, nie mówiąc Już o sytuacjach przed odda - 

niem mostu do ruchu, czy też czasowym zamknięciu tegoż ruchu na 

moście. Dla masywnego przyczółka sytuacja braku obciążenia po­

jazdami Jest o tyle ważna, że powoduje zmniejszenie składowej 

pionowej obciążeń, co z jednej strony Jest korzystne ze względu 

na przekroczenie nośności podłoża, z drugiej strony zaś Jest 

niekorzystne ze względu na możliwość przesuwu /mniejsze tarcie 

mobilicowane pod podstawą/• Tu założono ponadto, że na naziomie 

także nie występuje obciążenie pojazdami.

W przykładzie 8 związanyi z tą sytuacją przyjęto liczbę rea­

lizacji N « 5000.

Uzyskane prawdopodobieństwa przedstawiono w tablicy 7.5 

w zestawieniu z prawdopodobieństwami z przykładu 1, /wyniki 

przykładu 7 porównywano z wynikami uzyskanymi w przykładzie 1 

dla N - 10000, zaś wyniki przykładu 8 z wynikami z przykładu 

1 dla N « 5000/.

Parametry rozkładów otrzymanych w przykładach 7 i 8 

w porównaniu z uzyskanymi w przykładzie 1 zestawiono w tabli­

cy 7.6.

Porównanie przykładów 7 i 1 prowadzi do następujących 

wniosków.

1. Losowość reakcji od obciążenia pojazdami miała Jedynie bardzo 

niewielki wpływ na prawdopodobieństwo przekroczenia nośności 

granicznej podłoża. Pozostałe prawdopodobieństwa nie uległy' 

zmianie. Prawdopodobieństwo całkowite pQ Jest równe prawdopo­

dobieństwu p^»

2. Przyjęcie stałej wartości reakcji od ruchu pojazdów spowodo­

wało Jedynie niewielkie zmniejszenie wariancji poszczególnych
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Tablica 7•5

Prawdopodobieństwa utraty stateczności uzyskane

w przykładach 7 oraz 8 w porównaniu z prawdo­

podobieństwami przykładu 1 /dla 10000 i N~5000/

i

Prawdopo- 
bieństwo

Przykład

7 1/N=1OOOO/ 8 1/N=5OOO/

P1 0,0376 0,0376 0,0410 0,0376

P2 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

p3 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 i

p4 0,0149 0,0149 0,0156 0,0156

p5 0,0993 0,1002 0,0838 0,0972

^0 0,0993 0,1002 0,0840 0,0972

Tablica 7*6

Parametry rozkładów w przykładach 718

£mien 
na

Para 
metr

Przykłady

7 l/N=10000/ 8 l/N=5000/
1 2 3 4 5 6

^1 151,1463 151,1353 142,8835 151,8905
d 84,7830 85,0708 81,0597 84,9225

Z1 T’ 0,5609 0,5629 • 0,5673 0,5591

81 0,00727 0,03075 -0,008022 0,01955

ó2 2,9293 2,9749 2,8997 2,9367
—
S1 1,4732 1,4731 1,4704 1,4763

d 0,2947 0,2948 0,2972 0,2948

S1 0,2001 0,2001 0,2021 0,1997

*1 0,4826 0,4846 0,4812 0,4625

&2 3,4282 3,4357 3,4717 3.4346
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1 2 3 -__ I 4 5 _ 6____ I
Z2 1541,1459 1541,1634 1478,8085 1543,2079

139,2547 147,4933 133,9722 144,5743

Z2 V 0,09036 0,0957 0,09059 0,09368

&i -0,3975 -0,03751 -0,3625 -0,1380

52 3,1411 4,5081 3,0001 3,4228

S2 2,7880 2,7902 2,8622 2,7976

C 0,4333 0,4363 0,4660 0,4362

S2 V 0,1554 0,1564 0,1628 0,1559

Si 0,4359 0,4494 0,4855 0,4591

................. ! u 2 3,0467 3,0585 3,1135 3,0631

Z3 1430,27976 1430,4265 1378,6289 1433,9654

0* 312,5302 315,3922 294,7039 315,6962

Z3 V 0,2185 0,2205 0,2138 0,2202

81 0,2028 0,2496 0,2120 0,2544

^2 2,8814 2,9993 2,8977 2,9682

3674,1580 3673,8997 3515,8608 3682,535

& 1747,3715 1752,4487 1671,1741 1754,3338

Z4 V 0,4756 0,4770 0,4753 0,4764

81 0,2522 0,2710 0,2349 0,2586

§2 2,8608 2,9073 2,8427 2,8913

$4 1,4466 1,4465 1,4429 1,4479

o1 0,2168 0,2168 0,2149 0,2169

S4 0,1499 0,1499 0,1490 0,1493

§1 0,3125 0,3137 0,2936 0,2941

$2 2,9423 2,9453 2,9214 2,9195

z5 2450,64221 2452,5963 2605,9326 ^470,5160

o1 3082,1300 3085,4197 3182,8721 3091,3534

Z5 V 1,2577 1,2580 1,2214 1,2513
Si 2,4913 2,4942 2,5234 2,4954
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__ 1 2 3 ...........4.............. 5 , ....... 6  —|
Z5 11,6573 11,7074 12,0226 11,7769 I■

$5 3,4557 3,4642 3,7687 3,4817

0* 3,0885 3,1028 3,3817 3,1064

S5 0,8937 0,8957 0,8973 0,8922

81 2,4913 2,5075 2,5234 2,5048

^2 11,6573 11,8387 12,0226 11,8836

zmiennych losowych Z^ oraz 8^. Pozostałe parametry uległy 

jedynie minimalnym zmianom.

Takie histogramy poszczególnych zmiennych uległy jedynie nieznacz­

nym zmianom w stosunku do przykładu 1.

3* Warto zauważyć, że te nieznaczne zmiany mają miejsce przy 

bardzo dużym współczynniku zmienności reakcji od obciążenia po­

jazdami /V « 0,78/© Małe zmiany związane są z proporcjami wystę­

pujących tu obciążeń, gdyż średnia reakcja od ruchu pojazdów 

stanowi zaledwie ok. 6 % obciążenia pochodzącego łącza!e od 

ciężaru przyczółka i reakcji od obciążenia belką przęsłową.

V/ przypadku krótszej belki przęsłowej i lżejszego przyczółka 

proporcje te mogłyby się zmienić, lecz wtedy także zmniejsza 

się znacznie reakcja od ruchu pojazdów /por. badania Takaoki 

przedstawione w podrozdziale 4.4/. Można zatem przypuszczać, że 

w przypadku masywnego przyczółka mostu drogowego losowe wahania . 

reakcji od ruchu pojazdów / w czasie normalnego odbywania się 

tego ruchu/ nie mają dużego wpływu na prawdopodobieństwo utra­

ty stateczności przez ten przyczółek.

W związku z zestawieniem wyników przykładów 8 i 1 na­

suwają się następujące uwagi:

4. Zgodnie z oczekiwaniami w sytuacji, gdy na moście nie wystę­

puje obciążenie pojazdami prawdopodobieństwo przesuwu nieco 
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wzrasta / o ok. 9 %/, mimo iż nie występuje pozioma siła pocho­

dząca od hamowania pojazdów. Natomiast prawdopodobieństwo prze­

kroczenia nośności granicznej /tak jak przypuszczano/ zmalało 

o ok. 15 %.

5. Obserwuje się oczywiście pewne zmiany średnich wartości

zmiennych Z^ oraz S^.

V/ przypadku zmiennych Z^ i 

stępuje wzrost wartości średnich,

oraz zmiennej So na- 

zaś średnie pozostałych zmień-

nych zmalały w stosunku do przykładu 1.

6. Pewnym zmianom uległy też rozkłady /w przykładzie 8 / posz­

czególnych zmiennych, przy czym najwyraźnie Jsze różnice / w sto­

sunku do przykładu 1 /zaobserwowano w przypadku zmiennych Z^, 

Z^ oraz 8^ co przedstawiono na rys. Z 26, Z 27, Z 28 w za­

łączniku nr 1 •
)

7. W przykładzie 8 prawdopodobieństwa PQ i p^ różnią się 

nieznacznie. Oznacza to, że w tym przypadku p > maxjp.;i=1,...
0 i t 1

/por. uwaga 7 w podrozdziale 7.2/.

7. 5 Pewne zagadnienia związane z wpływem typu rozkładów 

parametrów gruntowych na prawdopodobieństwo utraty 

stateczności

Jest rzeczą jasną, że wybór typów wyjściowych rozkładów 

parametrów gruntowych rzutuje na otrzymane prawdopodobieństwa 

utraty/ stateczności w poszczególnych przypadkach.

Tutaj zbadano sytuację polegającą na zastąpieniu rozkładów 

wielokątnych, przyjętych Jako rozkłady poszczególnych parame - 

trów gruntowych, przez ich szczególnie prosty przypadek tj. sy­

metryczne rozkłady trójkątne. Zgodnie z omówieniem w rozdziale 4 

rozkłady trójkątne symetryczne charakteryzują się możliwością 

bardzo prostego określenia parametrów rozkładu i znalezienia
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funkcji gęstości na podstawie dwóch pierwszych momentów sta­
tystycznych /metoda momentów i wzory (4.14) i (4*15)/ 

Gdyby więc rezultaty uzyskane przy użyciu symetrycznych rozkła­

dów trójkątnych były bardzo zbliżone do wyników z przykładu 1 

można by w wielu sytuacjach upraszczać użycie rozkładów wie - 

lokątnych do tego szczególnego ich przypadku.

W związku z tym w przykładzie 1 zastąpiono użyte rozkła­

dy parametrów gruntowych przez rozkłady trójkątne symetryczne 

o takich samych średnich i wariancjach. Ich funkcje gęstości 

uzyskuje się natychmiast ze wzoru (4.10) po podstawieniu (4.14) 

i (4*15). Wykresy tych funkcji przedstawiono wraz z wykresami 

odpowiednich gęstości z przykładu 1 - rys. Z 1 - Z 7 w za­

łączniku /gęstości trójkątne symetryczne - linią przerywaną/. 

Przeprowadzono obliczenia dla liczby realizacji N « 5000 ;, 

przykład nr 9. Pozostałe dane w stosunku do przykładu 1 po­

zostały niezmienione. Otrzymane prawdopodobieństwa zestawiono 

w tablicy 7*7. ; porównując je z prawdopodobieństwami uzyskany­

mi w przykładzie 1 /dla N = 5000/.

Tablica 7.7 

Prawdopodobieństwa utraty stateczności otrzymane 

w przykładzie 9

Prawdopodobieństwa Przykład
9 1/N - 5000/

p1 0,0362 0,0376

p2 0,0000 0,0000

p3 0,0000 0,0000

p4 0,0050 0,0156

p5 0,1094 0,0972

W tym przykładzie obliczenia parametrów rozkładów oraz wyznaczę- 

nie samych rozkładów przeprowadzono jedynie dla zmiennych Z^i
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Tablica 7.8

Parametry rozkładów Z$ i w przykładzie 9

Zmienna Parametr
-------------------------------------------------------- -------- -

Przykłady

9 1/N - 5000/

Z1 2459,5283 2470,5160

(7 2999,8923 3091,3534

Z5 V 1,2197 1,2513

1 61 2,3075 2,4954

82 10,3848 11,7769

S5 3,4703 3,4817 [

d 3,0146 3,1064

b V 0,8686 0,8922

Si 2,3147 2,5048

82 10,4623 11,8836

Porównanie rozkładów Z$ z przykładu 9 oraz przykładu 1 

ilustruje rys. Z 29 /różnice pomiędzy rozkładami zmiennych S^. 

z tych przykładów były, jeszcze mniejsze/.

Na podstawie niniejszego przykładu nie dało się jednocześ­

nie odpowiedzieć na pytanie czy można rozkłady wielokątne zastę­

pować przez trójkątne symetryczne. Co prawda prawdopodobieństwo 

przesuwu zmieniło się nieznacznie, a prawdopodobieństwa p^ i 

p^ pozostały zerowe, to jednak w przypadku p^ zmiana jest 

już dość znaczna /jakkolwiek rozkłady i zmieniają ^ię 

w stosunku do przykładu 1 niewiele/, a w przypadku prawdopo - 

dobieństwa występienie osuwiska już bardzo znaczne /wydaje się, 

że prawdopodobieństwo p^ jest szczególnie "wrażliwe" na 

wszelkiego rodzaju "zaburzenia1/ Należy jednak zauważyć, że ta 

ostatnia różnica ma miejsce przy małym prawdopodobieństwie.
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Można by więc sądzić, że w sytuacji gdy nie jest potrzebna 

zbyt duża dokładność rezultatów użycie tych prostych rozkła- 

dów może okazać się uzasadnione.. Oczywiście może się zdarzyć, 

że rozkład trójkątny symetryczny z bardzo dużą dokładnością 

przybliża rozkład danego parametru gruntowego i wtedy nie na 

żadnych powodów do korzystania z bardziej złożonych rozkładów. -

W niniejszym podrozdziale przytacza się jeszcze dwa przy’' te­

dy /nr 10 i nr 11/ związane z porównaniem wyników uzyska - 

nych przy użyciu rozkładów trójkątnych z wynikami otrzymanymi 

przy zastosowaniu rozkładów normalnych. Przykład ten miał prz< * 

de wszystkim odpowiedzieć na pytanie czy symulacja z użyciem 

rozkładów wielokątnych jest szybsza od symulacji korzystającej 

z rozkładów normalnych.

Przyczółek rozpatrywany w przykładach 10 i 11 przed sia- 

wia rys. 7.4. Przykłady 10 i 11 ograniczały się jedynie do 

badania możliwości przesuwu przyczółka.

Rys. 7.4 Przyczółek masywny analizowany w przykładach 10 i 11
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Miąższość I warstwy gruntowej: h^ « 7,5 m

Miąższość II warstwy gruntowej: « 1,5 m
kNCiężar przyczółka « 388,8 —

Zmienne losowe i w warstwie pierwszej mają rozkłady

trójkątne symetryczne, przy czym wartości średnie i odchylenia 

standardowe wynoszą odpowiednio:

- 30° ; 3° ; - 17^ ; - 1,7^

Drugą warstwę stanowi grunt, którego rozkłady parametrów ana­

lizowano w rozdziale 4 (tablice 4.2 i Z .3.1-21.3.3) i przy­

jęto dla nich rozkłady trójkątne asymetryczne /symetryczny dla 

ciężaru/, których gęstości przedstawiają rys. 4.3, 4.-1 i

4*5, zaś średnie, odchylenie standardowe i współczynniki skoś- 

ności podaje tablica 4.2.

W warstwie trzeciej /pod podstawą przyczółka/ przyjęto dla kąta 

tarcia wewnętrznego rozkład trójkątny asymetryczny o

paranie 11'ach:

= 31° ; = 4,14 ; 8^ « -0,278 /wsp. skośności/.

Określanie rozkładu ciężaru objętościowego było zbędne,

ze względu na fakt, że rozpatrywano jedynie przesuw przyczółka. 

Reakcję od ruchu pojazdów przyjęto taką jak w przykładzie 1 

/rozkład Frecheta nieobcięty/.

Reakcja od obciążenia belką przęsła N « 400

Długość przęsła L = 50 m, obciążenie stałe q « 1,5 
0 m

/ą^ * por. wzór (4.4)/ 
2współczynnik k^ «-y*/por. wzór (3.17)/.

W przykładzie 11 trójkątne rozkłady parametrów gruntowych za­

mieniono na obcięte rozkłady normalne o tych samych wartościach 

oczekiwanych i wariancjach. Obcięcie obejmowało wartości ujemne.
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Do generowania tych rozkładów użyto generatora opartego na 

centralnym twierdzeniu granicznym /por. uwagi w podrozdziale 

6.1/. fezkład reakcji od ruchu pojazdów pozostał niezmienio­

ny. Liczba realizacji w obu przykładach wynosiła N = 10000.

W wyniku obliczeń uzyskano następujące wartości prawdopo­

dobieństwa przesuwu przyczółka:

W przykładzie 10 : p^ - 0,0204

W przykładzie 11 : p^ » 0,0343

V/ tablicy 7.9 podano parametry rozkładów uzyskanych w przy­

kładach 10 i 11.

Tablica 7.9

Parametry zmiennej Z^ w przykładach 10 i 11

Parametr
- ,— -   - .............- -------  -- , — ------------ --— ■ ,

Przykłady

10 11
I Z '
I 1 185,3065 186,3630

I 98,8293 102,028
i 0,5333 0,5475

Si 0,2031 0,003177
i_______ h________ 2,7166 2,9187

Uzyskane histogramy przedstawiono na rys. Z 30 w zestawieniu 

z gęstością normalną o średniej i wariancji jak w przykładzie 11.

Uzyskane prawdopodobieństwa różnią się stosunkowo znacznie. 

Zmienna Z^ z przykładu 11 ma także nieco większy współczyn - 

nik Zmienności. Test normalności przedstawiony w podrozdziale 7.2 

orzeka, że nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, że rozkład Z 

w przykładzie 11 jest normalny /o^ =• 0,1297 <2,33 i 0^ - 

« 1,6595 <2,33/. Interesujący jest jednak fakt, że histogram 

zm. Z^ w przykładzie 11 posiada trzy “wierzchołkiNatomias1 

histogram w przykładzie <0 jest jednomodalny i chociaż test 
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normalności daje tu wynik negatywny, to podobieństwo kształtu 

do rozkładu normalnego jest znaczne.

Istotnym faktem jest to, że czas pracy maszyny-niezbędny 

do wykonania zadania przy użyciu rozkładów trójkątnych /przy­

kład 10/ był o około 60 % krótszy niż czas pracy w przypad­

ku stosowania rozkł. normalnych /przykład 11/ -/por. uwagi 

w podrozdziale 6.1/. Ma to bardzo duże znaczenie z punktu 

widzenia kosztów pracy komputera.

Przykład 10 został opisany szczegółov/o w pracy .

7.6 Inne przykłady

W podrozdziale 7.4 był już podany jeden przykład zwią­

zany ze sprawdzeniem stateczności przyczółka w różnych stadiach 

jego budowy czy eksploatacji /przykład 8/• Tu przytoczony zo - 

stanie jeszcze jeden przykład tego typu /przykład 12/. Zakłada 

się mianowicie, że w sytuacji z przykładu 1 przyczółek i nasyp 

są wybudowane, zaś przęsło znajduje się w trakcie budowy. 

Ostatnie założenie jest realizowane w ten sposób, że zamiast 

pełnej reakcji od obciążenia belką przyjmuje się reakcję o 
kN wielkości Np « 290 Oczywiście na moście nie ma ruchu po? 

jazdów, ale zakłada się losowy ruch pojazdów na naziomie w są - 

śledztwie przyczółka /wg schematu podanego w podrozdziale 3.2/.

W przykładzie 12 liczba realizacji wynosiła N « 5000. 

Otrzymane prawdopodobieństwa porównano z prawdopodobieństwami 

uzyskanymi w przykładzie l/dla N « 5000/ i zestawiono w ta­

blicy 7*10.

Wszystkie niezerowe prawdopodobieństwa uległy* tu zwiększeniu. 

V/ pierwszej chwili może wydać się dziwne, że wzrosło także 

prawdopodobieństwo p^, mimo iż znacznie zmalała pionowa skła­

dowa obciążeń. Jednak ten znaczny spadek wartości obciążenia
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Tablica 7.10

Prawdopodobieństwa utraty stateczności otrzymane 

w przykładzie 12

powoduje wzrost kąta nachylenia wypadkowej wszystkich obciążeń

Prawdopodo- Przykład
bieńs twa 12 /N = 5000/ 1/N = 5000/

Pi 0,2430 0,0376

p2 0,0000 0,0000

p3 0,0000 0,0000

pa 0,0292 0,0156

p5 0,1788 0,0972

po 0,2518 0,0972

do pionu, a to z kolei pociąga za sobą spadek wartości odpowied 

nich współczynników ig oraz ig /wzory (3.40)/, co powoduj 

większe prawdopodobieństwo wypierania gruntu spod podstawy przy­

czółka. Jasne jest, że tak duże prawdopodobieństwa utraty sta - 

teczności są niedopuszczalne w praktyce. Jeśli więc tak zapro - 

jektowany przyczółek miałby zostać dopuszczony do wykonania, to 

należałoby zalecić, aby nasyp nie był całkowicie wykonywany aż 

do momentu ułożenia belki przęsłowej.

Warto tu jeszcze zwrócić uwagę, że całkowite prawdopodo - 

bieństwo utraty stateczności pQ odbiega tu dość znacznie od 

największego z prawdopodobieństw p. / w tym przypadku od p / 

V/ tym przykładzie jest:
b “ pi) ” < 1 - pQ « 0,7484 min £ (i - p^j ;

i - 1,...s} - 0,757

Jest to potwierdzeniem faktów opisanych w uwadze 3 w podroz­

dziale 7.2. Uzyskane w przykładzie charakterystyki rozkładów 
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przedstawia tablica 7*11 / w zestawieniu z odpowiednimi 

wielkościami z przykł* 1 /.

Tablica 7.11

Charakterystyki zmiennych losowych Z^ oraz 

uzyskane w przykładzie 12

Parametr Zmień 
na

krzyk ł ady Zmień
• na

Przykłady

12 l/N-5000/ 12 i/N=5000/
1 2 3 4 5 6 7

Z1’31 50,2479 151,8905 1,1734 1,4763

ć 70,6717 84,9225 0,2336 0,2948

V Z1 1,4065 0,5591 S1 0,1991 ' 0,1997

81 -0,04998 0,01955 0,4834 0,4625

$2 2,9183 2,9367 3,4909 3,4346

^2*^2 984,5372 1543,2079 2,2006 2,7976

140,5838 144,5748 0,3596 0,4362

V Z2 0,1428 0,09368 S2 0,1634 0,1559

-0,4127 -0,1380 0,4653 0,4591

S2 3,1663 3,4228 3,1005 3,0631. ... - 1 -y_ --

W
 jsn 1015,907 1433,9654 1557,9525 3682,535

252,4437 315,6962 1403,9179 1754,3833

V Z3 0,2485 0,2202 z4 0,5488 0,4764

6 0,1645 0,2544 0,2155 0,2586

8 2 2,9120 2,9632 2,8451 2,8913
Ś, ,Ź =4’ 5 1,3425 1,4479 1 411,0317 2470,5160

(T 0,1917 0,2169 r41052,5439 3091,3534

S4 0,1428 0,1498 Z5 1,4546 1,2513

*1 0,2292 0,2941 2,9166 2,4954

$2 2,5466 | 2,9195 16,2372 11,7769 |
______ t
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1 2 3 ..........4-- -----
o
"5 2,9037 3,4817

o1 2,7692 3,1064

V S5 0,9537 0,8922

&1 2,9166 2,5048

S2 16,2372 11,8836

Obserwuje się znaczne zmniejszenie się wartości średnich 

wszystkich zmiennych w stosunku do przykładu 1. Nieco zmniej­

szają się także odchylenia standardowe, lecz współczynniki 

zmienności są na ogół większe w przykładzie 12 /wyjątek sta - 

nowi zmienna S^/, a w przypadku współczynnik zmienności 

wzrósł ok. 2,5 raza w stosunku do przykładu 1.

Współczynniki skośności i kurtozy są na ogół zbliżone, za wy - 

jątkiem zmiennych oraz 8$. Ogólny kształt gęstości roz­

kładów prawdo podobieństwa po szczególny cli zmiennych losowych nie 

uległ zmianie. Widoczne są natomiast przesunięcia histogramów 

w lewo. Ilustrują to podane w załączniku histogramy zmiennych:

/rys. Z 3l/, /rys. Z 32/ oraz Z^ /rys. : 33/ - rozkład, 

zmiennej jest zbliżony do zmiennej Se z przykładu 1.

Kolejny przykład /przykład nr 13/ przedstawia taką sytu - 

ację, w której sprawdzanie wszystkich pięciu kryteriów statecz­

ności okazuje się zbędne. Tu rozważono przyczółek posadowiony 

na qu,asi-nieodkształcalnym podłożu skalnym. W związku z tym 

przyjęto, że konieczne jest sprawdzenie jedynie dwóch kryteriów - 

stateczności na przesuw oraz obrót wokół najbardziej obciążonej 

krawędzi. 
।

rozpatrywany przyczółek był identyczny jak w przykładzie 1 /rys. 7.1/ 

Również parametry oraz miąższości dwóch pierwszych warstw pozosta­
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ły bez zmian, trzecią natomiast stanowi nieodkształcalne podło­

że skalne. Założono ponadto, że:

- Naziom za przyczółkiem jest wybudowany;

- Belka przgęsłowa nie Jest Jeszcze unii es zez o na, a więc brak 

reakcji od obciążenia belką;

- Istnieje ruch pojazdów na naziomie;

- Między podstawą przyczółka a skałą znajduje się warstwa beto­

nu wyrównawczego. Przyjmuje się, że ścięcie przy przesuwie może 

nastąpić na granicy tego betonu i podstawy przyczółka.

Założono, że współczynnik tarcia betonu o beton 

Jest zmienną losową o rozkładzie trójkątnym symetrycznym ze 

średnią » 1,45 i współczynnikiem zmienności V 38 0,1, co 

daje zasięg zmienności od ok. 1,10 do ok. 1,8 zgodnie 
z zaleceniami podanymi w normie [iOl] . Liczba reakcji w przy - 

kładzie 15 wynosiła N » 5000.

W wyniku obliczeń uzyskano tu następujące prawdopodobieństwa: 

Prawdopodobieństwo przesuwu p^ » 0,0000 

Prawdopodobieństwo obrotu wokół punktu A ” 0>0200 

Charakterze tyki zmiennych losowych Z., , Z^ i $2 podoje

tablica 7.12

Tak więc prawdopodobieństwo obrotu wokół punktu A Jest 

tutaj niezerowe, natomiast prawdopodobieństwo przesuwu Jest 

równe zeru. Warto zwrócić uwagę, że podobnie w innych przykła­

dach /za wyjątkiem przykładu 2' i przykładu 6 / Z^ wykonu­

je ujemną asymetrię /lewostronną/. Histogramy zmiennych losowych 

Z^- i 8^ przedstawiono na rys. Z 34 i Z 35 w załączniku 

nr 1. Rozkłady zmiennych Z^ i wykazują podobnie jak

poprzednio duże podobieństwo do rozkładów normalnych.
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Tablica 7.12

Charakterystyki zmiennych losowych w przykładzie 15

| Parametr Zmienna Przykład ■
13

Zmienna Przykład
13

Z1’£1 
o'
V

S2

Z1

595,/i596

81,2031
0,2064

-0,06329

2,7379
\ _ - .. -.

S1

2,2280

0,3702
0,1661

0,4641

3,3193
I

O
n 

—
 !\) rd

Z2

317,5372

140,5838

0,4427

-0,4127

3,1663

S2

1,4053 

0,2301

0,1637

0,4682 

3,1072

Ostatnim z serii przedstawionych w tym rozdziale przykładów 

będzie przykład /nr 14/ nawiązujący do omawianych w rozdziale 

przykładów stosowania metody uproszczonej. Mianowicie rozpatry - 

wany tam przyczółek, scharakteryzowany w podrozdziale 5.1 , pod. 

dano obliczeniom symulacyjnym. Założono, że zmienne losowe cha - 

rakte ryzujące parametry gruntowe mają symetryczne rozkłady trój­

kątne u wartościach średnich i odchyleniach standardowych takich 

Jak v/ 5.1, natomiast reakcja od ruchu pojazdów Np^ - rozkład 

Frecheta o średniej i odchyleniu standardowym Jak w 5*1. 
t

Dodatkowe dane niezbędne przy badaniu prawdopodobieństwa powsta­

nia osuwiska podano na rysunku 7.5.

Prawdopodobieństwa, utraty stateczności w przypadku przesuwu 

i obrotu wokół punktu A zestawiono z rezultatami uzyskanymi 

w rozdziale 5. Zestawienia te zawarte są w tablicy 7.13*



7.5 Dane do obliczania prawdopodobieństwa wystąpienia osuwiska - przykład 14

Warze soi kątów £ /por. wzory (3-30) i (5.51)/w radianach
",2391857; ^2 " ^>59484;^^ = 0,83776; = 0,68941; = 0,55851; = 0,44506; 0,34907;

*3= 3,27053; = 0,16581; <«l0 = O,O6?81; = 0,05236; ^2= 0,1*5708; 0,2618; 0,38397;
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Tablica 7.13

Prawdopodobieństwa utraty stateczności przez przesuw 

i obiót wokół punktu A z przykł* 14 zestawione 

z wynikami z rozdziału 5

Prawdo­
podo- 
bieństwo

Przykłady

14 A B c D E F G

Pi 3,0004 0,0013 0,0003 0,0006 0,0107 ’ ),0015 0,0002 0,0(

P2 ),0000 0,0149 0,0150
..------ .

0,0071 
—_ ___

0,0060 **

V/ przypadku przesuwu uzyskane drogą symulacyjną prawdopodobieńs­

two jest najbliższe prawdopodobieństwom z przykładów C /rozkład 

logarytiuoiioinnalny 1 normalny/ oraz F /rozkład Frecheta i 

normalny/. W przypadku obrotu zerowe prawdopodobieństwo z przy - 

kładu 14 najbliższe jest prawdopodobieństwu z przykładu D, 

gdzie stosowano rozkład Frecheta i normalny - por* tablica 5.1.

W przykładzie 14 dalsze uzyskane prawdopodobieństwa są 

następujące:

P3 - 0,012 ; pĄ - 0,0000

, P5 - 0,4132 ; po - 0,4132

Intei*esujący jest fakt, że przy tak małym prawdopodo - 

bieństwie przesunięcia przyczółka prawdopodobieństwo przekrocze­

nia nośności granicznej jest aż tak duże.

Charakterystyki poszczególnych zmiennych losowych z przykładu 14 

prz edstawla tabli ca 7.14.

Rozkłady zmiennych Z1, Z2, Z,, S., S2 1 5^ są zbli­

żone kształtem do rozkładów normalnych - przykładowo podano roz­

kład zmiennej Z^ /rys. Z 37/ w porównaniu z gęstością normal - 

ną o średniej i wariancji takich jak dla 7^
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Tablica 7*1 4

Charakterystyki zmiennych losowych w przykładzie 14

Parametr Zmienna Przykład
14

Zmienna Przykład
14

1 2 3 4 5
218,8367 1,6511

o1 73,9185 0,2735

V Z1 0,3377 s„ 1 o,1656

61 0,01252 0,4215 1
(5 2 2,7912 3,0382

C
M

IN 604,9822 ■1,4306

0* 164,7947 0,16015

V Z2 0,2724 S2 0,1120 I
&i -0,2579 0,2332

s? 2,5479 2,5416
7 H 696,4555 1,9770 i

c 257,2745 0,4905

P Z3 0,3694 S3 0,2481

Si 0,02876 0,6606

s2 2,8063 3,3984

lio-T 

i>r 7273,4490 1,5816

0’ 1822,1129 0,1457

V Z4 0,2505 S4 0,09212

Ól 0,2257 0,2191

h 2,6716 2,6692

z5,§5 581,6039 1,5624

cf 1359,5353 1,3140

V Z5 2,3376 ■S 0,8410 |

5i 2,2472 2,2450

5 2 10,3237 10,3054
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W przypadku obrotu wokół pow. cylindrycznej średni moment M 

nie był bliski zeru /prawdopodobieństwo ujemnego momentu było 

w tym przykładzie równe zeru p^ « 0/ w związku z tym zjawisko 

“braku stabilności” rozkładu nie wystąpiło /por. 7.?/. 

Otrzymany rozkład nie wykazuje Już tak wielkiej asymetrii i kur- 

tozy Jak to miało miejsce w przykładzie 1. Jednak widoczna 

skośność prawostronna /dodatnia/ utrzymuje się /por. rys. Z 36/. 

Zmienne losowe Z^ i 8^ posiadają rozkłady o kształtach zbli­

żonych do analogicznych zmiennych z przykładu 1, co łatwo zau­

ważyć porównując rysunki Z ló z Z 38 oraz Z 17 z Z 39a

Podsumowując powyższy rozdział należy stwierdzić, że prze- 

prowadzone obliczenia po twierdziły pełną przydatność metody sy­

mulacyjnej do analizy stateczności masywnego przyczółka mostu 

drogowego. Skonstruowany program daJe szerokie możliwości ana - 

lizy, gdyż oprócz poszukiwanych prawdopodobieństw utraty sta - 

teczności otrzymuje się także rozkłady prawdopodobieństwa posz­

czególnych zapasów stateczności i ich charakterystyki momentowe 

/do czwartego momentu centralnego włącznie/. Potwierdziła się 

także oszczędność czasu pracy maszyny wynikająca z zastosowania 

rozkładów wielokątnych. Wydaje się, że u zasadzie cele przykła- ' 

dów obliczeniowych postawione w 7*1 zostały osiągnięte, Jak - 

kolwiek nie wszędzie udało się uzyskać jednoznaczne odpowiedzi 

/np. problem zastępowania rozkładów wielokątnych przez trójkątne 

symetryczne/• 

Dodatkowym efektem przedstawionych tu przykładów są wnioski 

poznawcze /sformułowane w poszczególnych podrozdziałach/ dotyczą­

ce rozkładów miar stateczności ich charakterystyk momentowych 

oraz konkluzje związane z rozpatrywaniem zagadnienia w świetle 

istniejących modeli teorii niezawodności.



8. PRÓBA OCENY DOKŁADNOŚCI PRZEPROWADZONYCH BADAŃ

SYMULACYJNYCH

Istnieją dwa podstawowe problemy związane z symulacyjnym obli­

czaniem prawdopodobieństw wystąpienia awarii konstrukcji. Pierw­

szym z nich jest pi'oblem polegający na znalezieniu takiej liczby 

realizacji w procesie symulacyjnym, aby poszukiwane prawdopodo­

bieństwa zostały obliczone z zadowalającą dokładnością. Drugi po­

lega na tym, że stosowano generatory nie dają w istocie liczb lo­

sowych, a jedynie liczby pseudolosowe. Nie istnieją bowiem kompu­

terowe generatory pozwalające w idealny sposób generować liczby 
losowe o rozkładzie jednostajnym na £o,lj , a co za tym idzie tak 

że i inne, rozkłady /problem ten szerzej omówiono w £l42j/. 

W rozdziale niniejszym podane zostaną pewne propozycje i uwagi 

związane z obydwoma problemami w kontekście przedstawionych w roz­

dziale poprzednim wyników obliczeń.

8.1. Oszacowanie niezbędnej liczby realizacji

Przy szacowaniu niezbędnej liczby realizacji zakładać się 

będzie, że generator jest idealnie losowy, tzn., że generowanie 

kolejnych liczb losowych z określonego rozkładu można uznać za 

statystyczną próbę prostą z tego ściśle określonego rozkładu. 
Prawdopodobieństwo zdarzenia £ Zoj jest estymowane przez nas­

tępujący iloraz :
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gdzie n liczba “wylosowanych” wartości Z mniejszych od zera, 

zaś N - liczba realizacji. W związku z poczynionym powyżej zało­

żeniem o próbie prostej kolejne wylosowane wartości Z można uwa­

żać za wartości niezależnych zmiennych losowych o zadanym z góry 

rozkładzie. Stąd :

N
(8.2)

' / u \ fi dla y < o

? 0 dla Y > 0

gdzie - przestrzeń probabilistyczna ?

f7 7 N
J Z/z - ciąg niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie 

J kM
takim jak rozkład Z .

że :

Z mocnego prawa wielkich liczb Kołmogorowa /por.np. / wynika,

z prawdopodobień­
stwem *1 < Ale :

Ostatecznie więc :
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Należy teraz dla zadanego poziomu dokładności £ oszacować licz 

bę N tak, aby było :

j - P ^Z O j I £ z prawdop. 1 ^8.7

Niestety rozpatrywanie zagadnienia w postaci /8.?/ jest niemoż­

liwe, ze względu na trudności we wskazaniu explicite zbioru o 

prawdopodobieństwie 1, na którym zachodzi zbieżność /8.4/ 

Zagadnienie można rozpatrzyć w nieco osłabionej formie /zbieżność 

w edług prawdopodobie ńs twa/

gdzie Ó jest z góry zadaną małą liczbą /chodzi o to, aby nierów­

ność przeciwna zachodziła z dużym prawdopodobieństwem/.

Najprostszą drogą oszacowania lewej strony /8.8/ jest zastosowa­

nie popularnej nierówności Czebyszewa. Jednak prowadzi to do

zbyt grubego oszacowania liczby N. Tu proponuje się wykorzysta­

nie nierówności Kołmogorowa /por. np. [105] /, z której można 

otrzymać następujący fakt /por. [lO^J str. 58 $ 11.4/;

gdzie

dla przynaj-
(8.10
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(8.11

Jeżeli szereg po prawej stronie nierówności /8.9/ jest zbieżny, 

to dla dowolnie małego ustalonego 8 > 0, istnieje takie j , że 

reszta szeregu po lewej stronie /8.9/ jest dowolnie mała, czyli :

(8.12]

Przyjmując wtedy NQ = 2^°~\ otrzymuje się dla n>N.

Wariancja /8.11/ jest równa

cfj =Var Lu (Zj fu.) )J"F CU (z (gj)) )

o/Zw|))-(P[Z<^
Maksymalna wartość wariancji d] jest więc oczywiście maksymalną 

2 wartością trójmianu kwadratowego Y = x - x w przedziale /O,1/, 

a zatem

d^ £ 0,25 (8.14
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Wykorzystując to oszacowanie oraz nierówność /b^/ otrzymuje się

hależy zatem znaleźć takie jQ, aby :

i wówczas żądana liczba realizacji winna być większa niż 11=2^°"^ 

Reszta szeregu Występującego w nierówności /U.16/ ma następujący

iloraz wyrazów :

jLbn ■ 
0 2 (j + 0 

ą (a) - —. ^r-—■ =
22J

Stąd wynika, że może być ona 

g o o me t ry c z lis g o :

y/A^y^.^
Z- 22^ / 22J°
J’j° Pio

j + 1

' 45 • ;

zmajoryzowana przez resztę szeregu

2jo 1 z \

22j° (i - <1) ' ■ '
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przy czym q spełnia warunek :

j + 1
1 > q > ----------- ► 0,25

4j
dla j jo (8.19

Oczywiście im mniejsze q, tym mniejsza reszta szeregu geometrycz­

nego, ale równocześnie wzrasta jo /gdyż musi być spełniony waru­

nek /8.19/, a to pociąga wzrost liczby realizacji N.

Dlatego dogodnie jest dokonywać oszacowań startując od niewiel­

kich wartości jo /np. od jo=7/ i przyjmując q = , a następ­
uj o

nie podwyższać kolejno jo i przy różnych wartościach otrzymywać 
r >9 ^j^ . no—1

wartości O = f •--------------------- -  i liczbę realizacji M =2U
2^0° (i - q^

Przeprowadzone tą metodą przykładowe oszacowania przedstawiono 

w tablicy 8.1.

Tablica 8.1.

Liczby realizacji NQ dla zadanych wartości E i (5

T"I i i £
1 ę
{ d większe lub równe
’ niż

i 
I 
!
I

liczba i^ealizacji N 
większa niż

t
1
1

1 
1 i

0,0541 I 
I 2' = 128

________!
1 
1 
j
1

8
1 
1
1

0,00952
I 
!
9 
9

28= 256
4
1

8
1
1 
1
1 । 0,-1

1
1
1
11 ——•

0,000722 I 
l 
I {

2'l0=1024 1
1
1

i
1 i
1

1
1 0,0000551 I

I1
2^=4096 1 

i
1

1 
t
1

1
1
1.

0,00000382 i
8
1

2^=16584 "l 
8

1 
1
1

1
1
1 0,00000102 1

8 2^^=52768 1
1 

____
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i....... ""I1
1

0,264
------- 1—

? 
i

2^= 512
1 

i
—

0,0722 5
1

2l0= 1024 ;
s e ... e
I
1 0,0197

11 !
2^= 2048. |

........ 1
I - """ a... . -.12 fJ
1 0,0055'1 f 

1 2 = 4096
i 0,01
II

—

0,00143 I 2^= 8192

I 1 _ 0,000582 1 
1 
>

214= 16584 ■ |

I 
J
I

0,0001015
i
1 215= 52768

I 
I
I 1

0,000027
........ a " ...... 16.... .. .................. " ... 1

2 ' = 65556
1
1

—

0,00000712 S
1

2^= 151072
1 i
1 
1 
u

•

1 0,00000188 1
1
1

2^= 262144 
I

i ' 1 „ 1' _ .......... .. 1
3
1
1

0,0785 i
1
i

2'1'l= 2048
1
1
1

MM
0,0215

------- i 
1 
5

2^ = 4096 I
1 1
1
1 0,0057 1

I
2^_ 8192

1 f

0,005 0,00153 2^= 16584
I1 

1
1 0,000407

i
1
1

215= 52768
1
1 
1 
j

0,000108 1 
1i

16 'i2 ' = 65556
I
1 0,0000285 i8 2^= 151072
1

11-------------- 0,00000751
1
11 2 = 262144

1--------------------- —-1
1

—

0,1425 1
81

2^^=8192 !
9 
1
! 
|

0,0582
———f—— 

1 
1

14 ' - ■ 1 ' f2 1 = 16384 |

0,001 
!

0,0102 1
1 
ł

2^= 52768 I
1 
1
1 0,0027 1

1
8

2^= 65556 i
____ ___ _______ ________ _ J1

1
1 |

0,000712
~—y—..

1
3

2^a 151072
R

!
J 0,000188 1 1

........ - 1 i
2 1 = 262144

1-------------------------- i -------1___ I
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1....
i
11

1 1 !1 0,0406
—!---------

I 
I 
I

2^- 32768

| 0,0005
1111 —

0,0101 II i
-iF. !2 = 65536

1 
1 
l l

111 —.
0,00285 iI 1

2^= 131072

i 
l 
t

i11 0,000751 111
'wir । u । ...

2 ‘ = 262144
1 
l
1

111 0,27
i 1!

21S= 65536

• 0,0001 
1

l11 0,0712 1 1 21”= 131072

1
1 !__ _ _______

11
0,0188 i18

2TO= 262144
1------------------------------j.----- __ !____

Przy badaniu prawdopodobieństw stateczności konstrukcji można 

niejednokrotnie przewidywać, że prawdopodobieństwo P Z< o] nie 

przekroczy pewnej wartości. Jeśli P^Z<oJ < 0,25, to można 

oszacować dokładniej niezbędną liczbę realizacji, uzyskując mnie­

jszą wartość Nq. Wynika to mianowicie z nieco innego oszacowania 

wariancji /8.11/ :

(8.20)

Stosując to oszacowanie we wzorach /8.15/ dochodzi się do nastę­
pującego wzoru /por.wzór(8.id/ zakładając, że P-f Z40? £ o) 
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i wówczas Nq = 2^°“' , przy czym j0 jest najmniejszą liczbą dla 

której zachodzi /8.21/.

Odpowiednie oszacowanie można uzyskać korzystając z tablicy 8.1 
przez pomnożenie prawdopodobieństw S przez liczbę 4 • p! 

/ p* - górne oszacowanie prawdopodobieństwa P £ Z < ojj.

I tak przykładowo, gdy p[z 0 < 0,1 , to :

£ = 0,01 ; 8 = 0,02888 =$> = 1024

g = 0,01 S= 0,00? =g> No - 2048-

0,01 ; <5= 0,002124 ==> N = 4096

£ = 0,005 i 5= 0,00852 ==> NQ = 4096

Gdy P [ Z- < 0 } < 0,05 , to :

£= 0,01 ; Ó = 0,0145 ==> No = 1024

£ = 0,01 ; S = 0,001062 ==> N = 4096

Gdy natomiast P £ Z ■< 0 J < 0,01 , to :

£ = 0,005 ; 5 = 0,000852 =^> No = 4096

£ = 0,001 ; 6 = 0,0057 => No = 8192

Ł = 0,0005 ; 5= 0,0016 NQ = J2768

W przykładzie 1 przedstawionym w poprzednim rozdziale otrzymano

Pi = p[ < 0j= 0,0^76 < 0,04, chcąc otrzymać dokładność rzędu 

£= 0,001, przy 8 mniejszym niż 0,04, należy przyjąć /zgodnie

z niniejszym oszacowaniem/ liczbę realizacji N = 8192

/ £= 0,001; 6 = 0,0228/.
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0 przypadku prawdopodobieństwa p^= P^Z^< 0j = 0,0149 < 0,019 

£ = 0,001 i 0,00895 żądana liczba realizacji NQ = 8192. 

wreszcie dla prawdopodobieństwa p^ = 0,1002 4 0,105 

f = 0,01 i 6= 0,051 =>NQ = 1024 

i przy większej dokładności

£ = 0,001 ; S= 0,05905 =g>N0 = 8192

Chcąc tu uzyskać mniejsze prawdopodobieństwo O , należałoby je- 

szcze zwiększyć liczbę realizacji i (tak dla :

£- 0,001 i S= 0,0161 musi ona wynosić N = 16584.

Jak wiadomo liczba realizacji w przykładzie 1 była równa N=10000.

W przykładzie tym przeprowadzono analizę dokładności polegającą 

nii tym, że w przeciągu ostatniego tysiąca realizacji /od 9000 do 

10000/ obliczone prawdopodobieństwa były drukowane co 100 realiza­

cji. Nu tej podstawie obliczono maksymalną różnicę △ pomiędzy 

wynikiem końcowym i bieżącym w ostatnim tysiącu realizacji oraz 

maksymulną równicę A o między wszystkimi wydrukowanymi prawdopo­

dobieństwami dla ostatniego tysiąca. Wyniki przedstawiono w tabli­

cy 8.2.

Tablica 8.2

Dokładność prawdopodobieństw obliczonych w 
przykładzie 1

p r a. w d op odo bi e ńs tw a różnica △ różnica Ag

•p^=-0,0576 0,00075 0,00091

p2= U,0000 0,00000 0,00000

pv- 0,0000 0,00000 0,00000

P4= 0,0149 0,00066 0,00066

n = 0,10021 0,00065 0,00114
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Jak widać postulowana dokładność dwóch cyfr znaczących jest tu 

zachowana, co jest zgodne z przewidywaniami teoretycznymi. Dla 

prawdopodobieństwa p5 dyskusyjna może być dokładność trzeciej cy­

fry znaczącej, jednak według przewidywań teoretycznych istnieje 
spore prawdopodobieństwo / 8 ok. 0,6/, że trzecia cyfra nie jest

dokładna.

Jak wiadomo podane tu oszacowanie niezbędnej dla danego po­

ziomu dokładności liczby realizacji jest oszacowaniem od góry. 

Nie wiadomo zatem czy przyjęcie mniejszej liczby realizacji niż 

10000 w przykładzie 1 nie dałoby zadowalających rezultatów. Moż­

na tak sądzić obserwując np. prawdopodobieństwo pi i uzyskane 

dla niego różnice i /por.tab.8.2/. Zagadnienie to jest 

istotne ze względu na koszty pracy maszyny cyfrowej, które rosną 

proporcjonalnie do liczby realizacji. Dlatego też przeprowadzo­

no także obliczenie przykładu 1 dla liczby realizacji o połowę 

mniejszej N = 5000* Porównanie prawdopodobieństw oraz różnic 

i ^2 lic^y realizacji 5000 i 10000 przedstawia tablica 

8.5.

Jak widać prawdopodobieństwo pi nie zmieniło się, różnica między 

prawdopodobieństwami wynosi 0,000/, zaś między 0,005.

Różnice i są oczywiście większe pi'zy N = 5000.

Jeśli za zadowalającą dokładność w przypadku uzna się £=0,01, 

to widać, że można by ograniczyć się do liczby realizacji 5000. 

W celu lepszego rozpoznania wpływu zmniejszenia liczby realiza­

cji na otrzymywane symulacyjnie rezultaty w tablicy 8.4 przedsta­

wiono porównanie charakterystyk poszczególnych zmiennych losowych.
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Tab.8.5.

Porównanie prawdopodobieństw i dokładności 

ich obliczania dla liczby realizacji N=5000 

oraz N=10000 /przykład 1/

I ------------------ J-------------------------------------------------- j--------------
i PrawdopodL N = 10000 N = 5000

| statecz. | n * ai przez Pi | △/

-----  -------- r> ।

ó2 | pi ! a
A 4

■ ■

i
A2 i

L-.—_____ _ j
! przesuw I 0,0376 !0,00073 0,00091 [0,0376 0,00167 0,00167 Ś
j » I| obrot w o- J |
i kół pun- i i
| ktu A ! 0,0000 '0,00000
I _____ __ __U-______ ______ _j

j 1
0,00000 ’ 0,00000

1 0,00000

8 I i
0,00000 •

i obrót wo- i |
j kół pow. । |
j cylindr. | 0,0000 10,00000

1 '
1 1

0,00000 [0,00000 0,00000

. ""' " I
■I

0,00000
; i •

| wystą- i [ | i
| pienie ! ' ’ I
! osuwiska i 0,0149 [0,00066j 0,00066 i 0,0156 0,00068

li

0,00068
i i ।
| wyczer- | i
I panie i {
| noś noś- ;
! ci po- i 0,1002 |0,00063
| dłoża । [
i____________j__________ ------------------

0,00114 (0,0972
.............. I.

0,00256

——---------

i
0,00296

i i

Obserwacja tych wyników prowadzi do wniosku, że jodynie w przypad­

ku kurtozy zmiennej oraz zapasów stateczności zmiennych Z.. i Zt 

obserwuje się znaczniejsze różnice.

Pozostałe różnico można uznać za nieznaczące. Również uzyskąpe 

histogramy rozkładów różnią się nieznacznie^
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Tab.8.4

Porównanie charakterystyk zmiennych losowych 

dla liczby realizacji N=5000 oraz N=10000 

/przykład 1/

Parametr ! 
i s i

N=10000
! I I I ?

N=5000
$ ?
i i
? ।
i i
3 I

N=10000
!
• N=5000

1
średnia

i
1 
1

I 
i

I.. i
I I
I I

i 1
1
1
1

151,1555 1151,3905 I I
t I
I I 1,4751 1 1,4765

odchyl. 1
standard.o ।1 n 85,0708

i 
!
I 
I 84,9225

I I
I I
I I
I I
I ।

0,2948
' I I

i 0,2948 
.j_ ~_____

VJ spółcz. 
zmień. V

i 1
i 
i 0,5629

I 
I 
I
I 0,5591

i S. iI 11 
t I
I I
I I

0,2001
ii
I 0,1997

skoś nośc 8 i
i

0,05075 I | 
i 0,01955

I I
I I
I I

0,4846
_____~ 

! 0,4628

kurtoza §2 i 
i 
i 2,9749

i 
i
! 2,9567

I I
I I
I I 5,4557 | 5,4546

1 « ! I
^2 ’ $2 1 

1 1541,1654 I 
I 1545,2079 I I

I I 2,7902 ;2,7976

d
l
JZ2 147,4955 I 

I I
144,5748 !S2l 0,4565 J 0,4562

V
1
1

-J
0,09570 I

I
I

0,09568 I I
I I 0,1564

_____
!0,1559

1
1 -0,05751

I 
I
I -0,1580 I I

i I 0,4494 ; 0,4591
ó2 1 

1 4,5081
I 
I 
I 5,4228

I I
I I
I I 5,0585 | 5,0651

/Si

1 
kJ

i
। 

i

1
1 1450,4265 I 

I
I

1455,9654 I
I.I I.
5675,8997 i 5682,5550i ____

d
j z,

515,5922 I 
I
I

515,6962 [ 11752,448? I 1754,5858

V 1 5
1 0,2205 I

I 0,2202 i 4 i i iI I. 0,4770 | 0,4/64

S.
1
1
1—I

0,2496 I 
I
I

0,2544 I I
! I
I L

0,2710 ( 0,2586»
§2 1

1
f 

—-_______
2,9995

I 
I 
I

2,9682 I I
I I
I !

"LZ...'I
2,9075 j 2,8915
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Tab.8.4.cd

! c
!__ 4 > ż ZL

s
S 1,4465
i —

! II•
1,4479 i 2452,5965 {2470,5160

—r j 
i I __ ł

a1 I 0,2168 ? 
I 
»

0,2169 !
____ ___ I 3085,4197

___;____ _______ __
15091,5554

8 
I 
i

1—
V S4 I 0,1499 i 

I 
!

0,1498 !z5 1,2580 I 1,2515 
i .

I 
i

I 0,5157 k
I 0,2941 i 2,4942 i 2,4954 iI

____ |

• 62 i 2,9455
1 I

I
2,9195 ; 11,7074 ■ 11,7769

ii 
i

s5 i 5,4642 I 
I 
f

5,4817 i

g/
——

s5

■

> 5,1028
I
I
I

5,1064 I
I

V
___„1

1 0,89571 —______ ...
i 
I 
I , |

0,8922 i

i 2,5075
। _ _ _.

1
1 2,5048 |

__________ _ f
<6 2

____
i 11,838? 1 

1 
t

11,8856 I

W załączniku zamieszczono dwa przykłady, w któiych zaobserwowane 

różnice były największe. I tak rys.Z.40 przedstawia porównanie 

rozkładów zmiennej Z£, zaś rys.Z.4i - zmiennej Z^.

Na zakończenie tego podrozdziału warto jeszcze powiedzieć, że pro­

blemem niezbędnej ilości realizacji dla danego poziomu dokładnoś­

ci w badaniach symulacyjnych zajmował się A.Baratta w pracy [9] . 

Autor ten w swoich oszacowaniach wykorzystał centralne twierdze­

nie graniczne, co jest pewną niekonsekwencją , gdyż ciąg zmien­

nych losowych typu /8.2/ jest, w myśl mocnego prawa wielkich liczb 

zbieżny do miary skoncentrowanej w jednym punkcie /wartości ocze­

kiwanej/, a nie do rozkładu normalnego.
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Rozumowanie Baratty można zmodyfikować, należy jednak wykorzys­

tać twierdzenia związane z oszacowaniem szybkości zbieżności w 

centralnym twierdzeniu granicznym /chodzi o twierdz.Berry-Essena 

por. [ 5pJ rozdz.XVI $ 5/ - dziwi fakt że autor [ 9] zupełnie pomija 

to zagadnienie.

8.2. Uwagi o wpływie niedoskonałości programowego generatora 

liczb losowych

Jak już wspomniano, żaden generator oparty na programie i re­

alizowany przez maszynę cyfrową /generator maszynowy/ nie jest w 

istocie generatorem liczb losowych, a jedynie - pseudolosowych. 

Wszystkie tego typu generatory obarczone są pewnymi wadami /jak 

np.okresowość/, które powodują, że w rzeczywistości są one w sta­

nie generować dany rozkład prawdopodobieństwa jedynie z pewnym 

przybliżeniem. Zagadnienia tego typu są omawiane w literaturze 
dotyczącej metod symulacyjnych /jak np. [107,140,*142] . Tutaj omó­

wiony będzie tylko jeden problem związany z wyborem tzw. "parame­

trów początkowych". Mianowicie wykorzystany w zbudowanym tu progra­

mie symulacyjnym typowy generator rozkładu jednostajnego /por. pros. 

6.2/ wymaga, aby na wejściu wprowadzone! była jedna liczba [0,1] 

i x 0,5, celem uruchomienia procedury generowania /oczywiście 

jedna liczba dla każdej niezależnej zmiennej losowej/.

Inne stosowane generatory mul tipi i kąty w ne( addytywne, mieszanej 

także wymagają wprowadzenia tej liczby. Okazuje się, że wybór tych 

"parametrów początkowych" ma pewien wpływ na otrzymywane drogą 

sy mulący j ną wy ni ki. 
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Oczywiście wykrycie jakichkolwiek prawidłowości jest sprawą bar­

dzo trudną. Tutaj wpływ ten zbadano dokonując obliczenia przykła­

du 1 dla dwóch różnych zestawów ‘'parametrów początkowych”.

Dotychczas omawiane wyniki /przykład 1/ były uzyskane przy nastę­

pującym zestawie "parametrów początkowych” :

0,1 0,89 0,15 0,001 0,5111 0,72 0,4251 0,5972

/po jednym parametrze dla każdej z wyjściowych niezależnych zmie- 

nnych losowych/. Dla sprawdzenia wpływu przeprowadzono przykład 

kontrolny /przykład 15/, w którym w stosunku do przykładu 1 

zmieniono jedynie parametry początkowe na następujące /liczba re­

alizacji N-10000/ :

0,9512 0,5286 0,2545 0,4266 0,2681 0,9157 0,4259

0,4465 t

Otrzymane prawdopodobieństwa porównano z uzyskanymi w przykła­

dzie 1 - tablica 8.5

Tablica 8.5 

Porównanie prawdopodobieństw uzyskanych w przykła­

dzie 1 z prawdopodobieństwami z przykładu kontrol­

nego /15/

prawdopod.
utraty statecz 
przez

N=10000 
przykład 1

N=10000
przy! a ad 15

N=5000 
przykład 1

N=5000 
przykł. 19

przesuw 0,0576 0,0568 0,0576 0,0564

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
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Tablica 8.5*cd

1-----------------------------------
| obrót wokół
i pow.cylindrycz. 0,0000 0,0000

—
I

0,0000

r------------------ !

0,0000 
_____________ !1

| wystąpienie
! osuwiskai .............. . 0,0149 0,0122 0,0156 

........

II
0,0118 !

r............... ......... ..........
j wyczerpanie
I nośności po-
i dłoża
।___________________

0,1002 0,1015 0,0972

i I |
0,1000 I

Jak widać wpływ “parametrów początkowych” na uzyskane prawdopodo­

bieństwa jest dość znaczny. Jest większy aniżeli różnica wywołana 

zmianą liczby realizacji z N=10000 na N=5000, Z drugiej strony 

różnice pomiędzy prawdopodobieństwami przy N = 10000 realizacji 

jest mniejsza, aniżeli przy N = 5^00. Świadczyłoby to o zmniej­

szaniu się tego wpływu wraz ze wzrostem liczby realizacji. Najwię­

ksza różnica występuje dla prawdopodobieństwa wystąpienia osuwis­

ka. W tym przypadku jest o tyle niekorzystna, że prawdopodobień­

stwo to jest małe, co powoduje znaczną różnicę względną. Widać 

także, że różnica ta powoli maleje ze wzrostem liczby realizacji. 

Wydaje się, że wystąpienie największej różnicy w przypadku prawdo­

podobieństwa wystąpienia osuwiska, można tłumaczyć tym, że w zwią­

zku z zastosowaniem metody pasków każda ze zmiennych losowych wy­

stępuje wielokrotnie we wzorze na zapas /wskaźnik/ stateczności 

/więcej niż w pozostałych kryteriach/. Zatem różnice w rozkładach 

poszczególnych zmiennych losowych spowodowane różnymi parametra­

mi początkowymi mogą w tym przypadku ulegać zwielokrotnieniu.

Także i w przypadku charakterystyk rozkładów zmiennych losowych 

obserwuje się zmiany wywołane przyjęciem innych parametrów począ­

tkowych. Zilustrowano to w tablicy 8.6.
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Tablica 8.6

Porównanie charakterystyk rozkładów zmiennych losowych

w przykładzie 1 oraz'w przy kładzie 15 /'^ zmienionymi 

panamatrami początkowymi/

—

p aramę Lr przykład 1 przykład 15 przykład ' p rzykład 
15

zrodnia
r? c1

Z1

151,1555 151,4-145 1,4731 1,4724

odchyl.d 
standard. 85,0/08 85,5558 . 0,2948 0,2956

współcz. 
zmian. 0,5629 0,5049 0,2001 0,2008

' saośnońćSj1 0,050/5 0,05474 0,4846 0,48/8

kurioza 2,971-9 2,8710 5,4557 5,5155

2p , bp

z2

1541,1654 1557,8086

Q
^2

2,7902 2,7781

er 147,4955 146,4681 0,4-565 0,4526

V u,0957 0,09525 0,1564 0,1557

6 -0,05751 -0,2150 0,4494 0,4514

8 4,5081 5,8799 3,0585 5,2560

7 Ró3» 3

%
5

1450,4265 1455,9568

85

26,5814 51,694

a 515,59'22 ; 3-18,5854 142,61,55 405,8/86

V 0,2205 ■ 1 0,2222 5,4058 12,7428

5. 0,2496 i 0,2156 28,5918 61,4644

§2 2,9993 J 2,8579 1109,6293 4418,0077
------ 1 1 ii ....... J.
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Tablica 8.6.cd

i or 
। 

। os

Z4

3673,8997 3699,5301

S4

1,4465
1

1,4494 I

er 1752,448? 1770,1705 0,2168 0,2195 |

V 0,4770 0,4785 0,1499 0,1515 j

a. 0,2710 0,2557 0,3137 0,5207 i

2,9073 2,7970 2,9453 2,8811 I

-Z5, S5

Z5'

2452,5965 2498,2779

S5

3,4642 3,5091 |

er* 5085,419? 3146,4959 5,1028 3,1678 |

V 1,2580 1,2595 0,8957 0,9027 I

I 2,4942 2,4058 2,5075 2,4242

i___ śz 11,7074 ! 10,9971 11,8587 11,1408 |
•.... - - -....................• -.......... «........................- - - » V ? - _____________ -i

Bardzo duże różnice obserwuje się dla parametrów zmiennej S7, co 

wiąże się z przyjmowaniem przez moment sił M 0 wartości blis­

kich zeru a więc bardzo dużych wartości przez /por.7*2/.

Ten brak”stabilności” ze względu na wybór warunków początkowych

widoczny jest także przy porównaniu rozkładów /rys.Z.42/. Wyraź­

ne różnice występują dla dużych wartości S7. Wpływ na zmiany pa­

rametrów mają właśnie bardzo duże wartości S W przykładzie 15y
P { 8^ 8000} = 0,00022, zaś w przykładzie 1 p{s^>8000j

W przedziale £4000 j 8000J także zmienna z przykł.15 przyjmuje
0.

wartości z większym prawdop. niż zmienna z przykładu 1 /por.rys.
Z.42/.
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Te* właśnie największe wartości wywołują bardzo znaczny wzrost 

wariancji, skośności i kurtozy dla przykładu 15 /por.tabli­

ca 8.6/. Z tego powodu w analizie przykładów nie rozpatrywano 

zmiennej 8^. Przy zastosowaniu miary Z^ zagrożenie tego typu 

efektami nie występuje.

Pozostałe różnice między parametrami nie są wielkie, aczkolwiek 

w wielu przypadkach są większe niż przy zmianie liczby realizacji 

z 1'1=5000 na _N=10000 /por.tab 1.8.4/. Podobnie sytuacja ma się z 

rozkładami, gdzie największe różnice /oprócz różnic dla S7/ zao­

bserwowano w przypadkach Szi /rys.Z.45/, Zp /rys.Z.44/ i Zr /rys. 

Z.45/. .doświadczenia powyższe sugerują, że do uniknięcia powyż­

szych rozbieżności niezbędna jest jeszcze większa liczba realiza­

cji niż 11=10000 /Takaoka w pracach omawianych w podrozdz.4*4 sto­

sował 1=100000/. iloźna zastosować także inne podejście, sugerowa­

ne przez autorów , które polega na przeprowadzeniu dwóch

lub kilku eksperymentów symulacyjnych dla mniejszej liczby reali­

zacji/ oczywiście każdy musiałby zaczynać się od innych wartoś­

ci początkowych/, a następnie określenie żądanych prawdopodobie­

ństw i parametrów, jako średnich arytmetycznych odpowiednich 'wy­

ników z wykonanej serii eksperymentów.

Celem uzupełnienia doświadczeń związanych z dokładnością genero­

wania przeprowadzono próbę zgodności generowanych rozkładów wie­

lokąt nych /generatorem opisanym w rozdziało VI/ z postulowanymi 

w rozdz.YII /por. rysunki w załączniku rys.Zl- rys.Z8/. Próba wy­

kazała dobrą zgodność parametrów wygenerowanych rozkładów z pos­

tulowanymi.

Także kształty histogramów były zgodne z kształtami wykresów gęs­

tości postulowanych rozkładów. Szczegółowe wyniki znajdują się 

w posiadaniu autora.



9. PORÓWNANIE prawdopodobieństw otrzymanych różnymi

METODAMI

Niejako na zakończenie niniejszej pracy przedstawia się porów­

nanie prawdopodobieństw uzyskanych w przykładzie 1 /podstawowym/ 

z prawdopodobieństwami obliczonymi wg dwóch innych metod : 

metody linearyzacji Rżanicyna oraz metody rozwinięcia dystrybuan- 

ty względem pochodnych dystrybuanty normalnej /rozwinięcia Grama- 

Charliera i Edgewortha/.

9.1. Obliczenia metoda linearyzacji Rżanicyna

Metoda Rżanicyna została omówiona w rozdziale 2. Jest to me­

toda bardzo rozpowszechniona, jakkolwiek wiadomo /por.np. [ź?] 

i [5zQ/ , że w przypadku gdy zapas stateczności jest funkcją nie­

liniową może ona prowadzić do dużych błędów.

Z tych Leż względów porównano wyniki uzyskane drogą symulacyjną 

z otrzymanymi wyżej wymienioną metodą.

Wzięto pod uwagę przykład nr 1 /por.rozdział 7/ i analizowano je­

dynie zapasy stateczności /i-1,..,5/

Wartość oczekiwaną zmiennych Z. oblicza się wg wzoru (2.22).

Przykładowo dla zmiennej 7^ uzyskano : /oznaczenia jak w rozdz.^

i na rys.7.1/

■ R4- -
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Odchylenie standardowe oblicza się ze wzoru. (. Przykładowo 

dla zmiennej pochodne we wzorze (2.23) są równe :
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Ze względu nu rozwlekłość z jednej obrony oraz "brak miejsca z 

drugiej analogiczne wzoi'y dla zmiennych Z2, Z^, Z^ i Z^ nie są 

tu przytaczane.

Poniżej w tablicy 9.1 podano zestawienie wyników liczbowych war­

tości oczekiwanych i odchyleń standardowych otrzymanych w przykła 

dzie 1 /N = 10000/ i metodą. Rżanicyna.

Tablica 9*1

Wartości oczekiwane oraz odchylenia standardowe 

zmiennych Z^ z przykładu 1 i metody Rżanicyna

I 11
i p arame tr ।
i ii i! I

!
przykład 1 | metoda Rżanicyna '
/N = 10000/ 1

r------- ------- -  — ii —
i Z^ ।i 1 il

151,135? | 151,6389 !

85,0/08 ; 84,18/2 j

1 z2 1
F-----------
i l

1541,1634 j 1545,8813 j----------------------4-------------------------- j
147,4933 I 148,1625 I

........... . 11 1
1 77 11 Z , 1
1 > l

i 1
1430,4265 i 1433,7289 i

i ............. 1
: Ops !

I I
315,3922 ; 334,8713 ;

1 — 1
1 ^4 ! 36/3,8997 j ■ 3585,5647 |

;--
---

-1
~ :

i 
i 

:

! 
IS

||
!V

I 
|

i 
1 iQ

! 
1 

1

! 
1 

1

1 
I 

1

i 
1 

1

1752,448? | 1713,3257 |

2452,5963 I 1543,8952
. . - - ....I - . I

1 i I I
3085,4197 I 1914,1/57 '' j
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Poszczególne prawdopodobieństwa p^ /1=1,..,5/ oblicza się teraz 

wg wzoru

Pi = ?o(-6ę"“) (9.'io)
^i

p _ dystrybuanta rozkładu normalnego*, por.także wzór (2-24) .

Porównanie tak obliczonych prawdopodobieństw z prawdopodobień­

stwami obliczonymi w przykładzie 1 /N = 10000/ przedstawia tabli­

ca 9. P.

Tablica 9-2

Zestawienie prawdopodobieństw - przykład 1 

i metoda Rżanicyna

iprawdopodoba
-------------------------- 1

P 1̂
—

Ib 8x2
I
I
I ^5b ! P4

i ...............  i"i i I I I 1
। 1 i
j N=10000 |

I I 
0,0576 ’

I
0,0

I j 
0,0 j 0,0149

I
I 
i
I 
I

1i 
0,1002

j metoda !
j Rżanicyna |

1 t

I I 
0,0999^1 

i i

mniej sze 
ni ż 1 0“ ' '

i1
9,23^J

0,018187

I 
I 
I 
I 
I 
I

J i i
0,209999 i

1_____________ L- i 1
-X- i

Z analizy wyników wynika, źe w przypadku wyczerpania nośności 

podłoża(7^ ,p,p , zarówno prawdopodobieństwa, jak i średnia oraz 

wariancja różnią się zasadniczo. W przypadku linearyzacji Rżani­

cyna uzyskano prawdopodobieństwo o ponad 100 % większe.

Rezultat ten można tłumaczyć niedokładnością metody linę ary żacy j- 
nej.
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Funkcja określająca zapas stateczności Zr zasadniczo różni się od 

liniowej /por. wzory (5-59) na Np , N$ oraz ^5*40)' na ip , i^/.

Losowe fluktuacje kąta powodują zatem wahania wartości Z^ zna­

cznie różniące się od proporcjonalnych /por.także uwaga 5 w pod- 

rozdziale 7.5/. W związku z tym zrozumiałe jest dużo większe od­

chylenie standardowe uzyskane metodą symulacyjną. Losowę pojawia­

nie się dużych wartości współczynników nośności granicznej impli­

kuje też znacznie wyższą wartość oczekiwaną zmiennej losowej Z^j 

niż by to wynikało z linearyzacji Rżanicyna. b pozostałych przypa­

dkach większa różnica występuje jedynie w prawdopodobieństwach

pz . Zwracają uwagę też pewne różnice między odchyleniami standar­

dowymi zmiennych Z^ i Z^ oraz wartościami oczekiwanymi zmiennej
r/

"4* Dla zmiennych Z^ i Z^ różnice parametrów są minimalne.

Uwaga£ W związku z uzyskanymi rozbieżnościami dla prawdopo­

dobieństwa Pc oraz charakterystyk zmiennej Z^ autor niniejszej 

pracy jest zdania, że metoda linearyzacji Rżanicyna nie powinna 

być stosowana do obliczania prawdopodobieństwa przekroczenia 

nośności granicznej podłoża /p^/, zwłaszcza gdy na rozpatrywany 

fundament działają duże obciążenia poziome /tuką analizę przepro­

wadzał autor pracy £15] przy sprawdzeniu stateczności murów oporo­
wych mu t odą K żani cyna/

Należy podkreślić, źe w wielu sytuacjach geotechnicznych nieprze- 

kroczenie nośności granicznej podłoża /czyli w nomenklaturze ni­

niejszej pracy spełnienie piątego kryterium stateczności/ ma zna­

czenie pierwszorzędne dla stateczności fundamentu i często impli­

kuje spełnienie pozostałych kryteriów.
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9.2. Rozwinięcie w szereg względem pochodnych dystrybuanty

rozkładu normalnego

Niniejszy podrozdział stanowi próbę oszacowania prawdopodo­

bieństw utraty stateczności za pomocą twierdzeń od dawna znanych 

w rachunku prawdopodobieństwa, lecz bardzo rzadko stosowanych w 

praktycznych zastosowaniach. Chodzi tu o rozwinięcie dystrybuant 

względem pochodnych dystrybuanty standaryzowanego rozkładu nor­

malnego - rozwiniecie Grama - Charliera i rozwinięcie Ndgewortha. 

Pierwsze z nich jest rozwinięciem ortogonalnym w bazie wielomia­

nów Hęrmite'a i bazuje na następującym twierdzeniu /por. [46] /. 

Jeżeli i1' jest dystrybuantą zmiennej losowej X takiej, że EX ~ 0 

oraz Var(x)= 1. Jeśli ponadto :

- OO
* K2 

e^ dF(x)

- co

/dla każdego xcR/)

4 co

-CU

przy czym Hn jest n-tym wielomianem Hermite'a, zaś FQ dystrybu­
antą standaryzowanego rozkładu normalnego , fJ^jej n-tą pochod­

ną#u



Łatwo wykazać /por. np. A :

Ćo - I» - C, = O

C, = - _2Ł_ __& c3 <y 1
- 5 = S2 - 5

** z^' “~~^

tf . JO

(9.-Ul

Widać zatem, że korzystanie z powyższego twierdzenia możliwe jest 

tylko wówczas, gdy znanych jest przynajmniej kilka początkowych 

momentów rozpatrywanej zmiennej losowej.

Dla spełnienia założenia /9.11/ w rozpatrywanych w rozdziale 7 

przykładzie nr 1 /a także w większości następnych/ przyjęto dla 

reakcji od obciążenia pojazdami obcięty rozkład Frecheta /por.pod­

rozdział 7.1/. 'ó ten sposób rozkłady wszystkich parametrów przyję­

tych jako zmienne losowe miały nośniki ograniczone i odseparowane 

od zera /za wyjątkiem zmiennej losowej N^/. W związku z tym, a 

także biorąc pod uwagę postaci wzorów na poszczególne zapasy sta­

teczności /por.rozdział 5/, widać, że także poszczególne zmienne 

/i=1,..,5/ są ograniczone, co oczywiście implikuje spełnienie 

założenia /9.11/.

W przykładach analizowanych metodą symulacyjną obliczano jedynie 

pierwsze cztery momenty centralne zmiennych Z. , co zgodnie ze wzo­

rami /9*1V oznacza możliwość skorzystania jedynie z pierwszych pi 

ciu wyrazów rozwinięcia /do CZ) włącznie/.
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Ze wzorów /9.12/ 1/9*14/ łatwo wywnioskować, że :

/Wartości Z. , O/;, Cjhau z wyników uzyskanych metodą symulacyjną

w przykł.1/.

Obliczone ze wzoru /9*15/ przybliżone prawdopodobieństwa przedsta­

wia tablica 9*5*

Jak sugeruje Cramer znając jedynie niewielką liczbę pierw­

szych momentów centralnych /która to sytuacja często występuje w 

praktyce /, na ogół dokładniejsze przybliżenie powinno się uzyskać 

stosując nieco inne rozwinięcie - tzw. rozwinięcie Edgewortha.

Podejście Edgewortha polega na nieco innym rozwinięciu funkcji 
charakterystycznej danego rozkładu w szereg /szczegóły w [46] /. 

Korzystne jest to, że znając pierwsze cztery momenty centralne ba­

danego rozkładu można podać pierwszych siedem wyrazów tego rozwi­

nięcia*

F(x) = E (x)+ L-~- ^0^)+ ™ ------(9*K

/współczynniki przy EQ F^) równe zeru/.

W związku z tym przy obliczaniu prawdopodobieństw p^ do wzoru z 

prawej strony /9*15/ dodaje się jeszcze jeden następujący składnik :



I

Poniżej w tablicy 9.3 zestawiono prawdopodobieństwa obliczone me­

todą Gramma - Charliera /wzór (9.13)/ oraz metodą Edgewortha 

(/9«15/ + /9*z17/)^ porównano z wartościami w tablicy 9-2.

Tablica 9«5

Zestawienie prawdopodobieństw obliczonych 

różnymi metodami

iprawdopodobu metoda i
| { Charliera

.....—...........
metoda . 1
Edgewortha

------------------ T---------------------------- r
metoda | przykład nr 1
Rżanicyna] N=10000 i

• •
| p. 0,03689
l. 1___ _J ______

0,03687 0,055984 ! 0,0576

l p2 p1O“rł
I l__ _ _  . I J

4 io-11
-

—11 1<10 11 1 0,0
1 1

I p, i 4,-i74.io-6 p.sBsio-6 1 0,0
1 1 1 . ................... .. _ • !
i PĄ ,0,01075
1__________ J____________ ,

0,01246 0,018187 j 0,0149
I !

i P5 [0,05583
1_______ !_______

0,2455 0,209959 [ 0,-1002
1 i-I

V/ związku z uzyskanymi wynikami można sformułować następujące

uwagi :

1. Dla rozkładów, które zdecydowanie różnią się od rozkładu nor­
malnego /2W, a więc jest istotnie różne od zera i ^2 znacz­

nie różni się od 3 » stosowanie rozwinięć Gramma-Charliera 
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czy Edgewortha przy znajomości jedynie pierwszych czterech mo­

mentów centralnych, nie daje wiarygodnych rezultatów /P5 /.

2. Przy rozwinięciach uwzględniających tylko pierwsze cztery mo­

menty centralne zmiennych rozwinięcie Edgewortha nie mu­

si prowadzić do dokładniejszych wyników niż rozwinięcie Char- 

liera.

3. Dla prawdopodobieństw bliskich zeru niedokładności wynikające 

z ‘‘obcięcia” reszty w szeregu Gharliera mogą spowodować otrzy­

manie ujemnych wartości prawdopodobieństw /taka sytuacja wys­

tąpiła przy obliczaniu prawdopodob.p^ metodą Gharliera/.

4. W przypadku p. metody Gharliera i Edgewortha dały rezultaty 

bardzo zbliżone do otrzymanego metodą symulacyjną /bliższe 

niż metoda Rżanicyna/. Należy tu przypomnieć, że zmienna loso­

wa miała rozkład bardzo zbliżony do normalnego /por.podroz­

dział 7.2 oraz rys. Z.8a/.

5- Prawdopodobieństwo p^ obliczone metodą Edgewortha . jest bliż­

sze prawdop.uzyskanemu w przykładzie 1 niż prawdop.obliczone 

metodą Gharliera czy Rżanicyna.

Wobec powyższych uwag należy stwierdzić, że metody korzystające 

z rozwinięć względem pochodnych dystrybuanty rozkładu normalnego, 

przy znajomości jedynie pierwszych czterech momentów centralnych 

zmiennych losowych Z^, nie zawsze są korzystne i dają wiarogod- 

ne rezultaty wtedy, gdy rozkład danej zmiennej Z^ jest zbliżony 

do rozkładu normalnego.

W innych przypadkach pożądana jest znajomość większej liczby po­

czątkowych momentów centralnych.
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10. WNIOSKI KOŃCOWE

Przeprowadzone w poprzednich rozdziałach rozważania oraz 
' ' . • ■ ? 

komentarze oparte na przeprowadzonych badaniach i analizach przy­

kładów obliczeniowych pozwalają na podsumowanie ich w postaci 

wniosków,końcowych, które sformułowano i przedstawiono poniżej.

1• Metoda symulacyjna okazała się bardzo pożyteczna przy anali­

zie stateczności masywnych przyczółków mostów drogowych. Podsta­

wowe argumenty przemawiające za tym stwierdzeniem to: 

a/ możliwość obliczania prawdopodobieństwa utraty stateczności 

w pięciu omówionych przypadkach (^ozdz .3) >pomimo zwykle bardzo ukoi - 

p li kowany ch an ali ty c zn i e i n i e 1 in i owy ch z wią, z ków mi ę d zy wy j a c i owym • 

zmiennymi losowymi /parametrami gruntowymi oraz reakcją od ruchu 

pojazdów/ a miarami /kryteriami/ stateczności w postaci zapasu 

stateczności lub współczynnika pewności;

b/ możliwość wyznaczania ogólnego /całkowitego/ prawdopodobieńs­

twa utraty stateczności bez konieczności analizowania struktur 

modeli niezawodnościowych, co w rozpatrywanym przypadku może oka­

zać się trudne /uwaga podrozdz. 7.2/,'

c/ możliwość uwzględnienia dużej liczby wyjściowych zmiennych lo­

sowych / w przypadku wystąpienia kilku warstw gruntowych/;

d/ możliwość dokonywania analizy w różnych stadiach budowy i eks­

ploatacji przyczółka;

e/ możliwość przybliżonego określenia rozkładów prawdopodobieństwa 

odpowiednich zapasów czy współczynników pewności oraz wyznaczenia 

momentów statystycznych tych rozkładów; daje to wyobrażenie o cha­

rakterze i stopniu zmienności losowej danej miary stateczności;

f/ pozwala na analizę wpływu losowych fluktuacji poszczególnych pa­

rametrów gruntowych oraz reakcji od obciążeń ruchomych na prawdo­

podobieństwo utraty stateczności i rozkłady miar stateczności.
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2. Przy zastosowaniu metody symulacyjnej w analizie stateczności 

masywnego przyczółka mostowego korzystne Jest zastosowanie wie- 

lokątnych rozkładów prawdopodobieństwa, a to z następujących po- 

wodów (podroz dz i ał 4 . 3)'

a/ możliwość opisu empirycznych rozkładów prawdopodobieństwa dla 

niezbędnych tu cech gruntowych X , c, y , potwierdzone ... sta - 

tystycznymi testami zgodno ści;

b/ prosty i efektywny generator liczb losowych z tego rozkładu, 

co wpływa na skrócenie czasu pracy maszyny cyfrowej, a w związku 

z tym obniżenie kosztów przeprowadzanych badań (podrozdział 6.1) 

c/ możliwość aproksymacji różnorodnych histogramów, w tym także 

niesymetrycznych; /podrozdział 6*1/;

d/ ograniczony nośnik tych rozkładów co koresponduje z dość 

zwykle wąskimi px-zedziałami zmienności poszczególnych parametrów 

gruntowych;

e/ w przypadku stosowania rozkładów trójkątnych możliwość szybki 

go wyznaczenia rozkładu adekwatnego do wyników badań doświadcza! 

nych przy zastosowaniu metody momentów /podrozdział 4.3/.

Powyższe wnioski /i i 2 / pozwalają autorowi stwierdzić 

że cel pracy /por. podrozdział 1.?/, którym było podanie sposo­

bu obliczenia prawdopodobieństwa utraty stateczności przez masyw< 

ny przyczółek mostu drogowego i oszacowanie rozkładu prawdopodo • 

bieństwa użytych miar stateczności oraz zaproponowanie rozkładów 

prawdopodobieństwa wejściowych zmiennych losowych, został osiąg • 

nięty.

Przykłady obliczeniowe pozwoliły na sformułowanie dalszych wnios* 

ków poznawczych.

3. Ze względu na stwierdzony brak niezależności pomiędzy zmienny. 
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mi losowymi będącymi zapasami stateczności w poszczególnych 

przypadkach zastosowanie prostego modelu szeregowego dla nieza­

wodności przyczółka jest tu niemożliwe. Znacznie bardziej ade - 

kwatny Jest tu model szeregowy o skorelowanych wytrzymałościach 

/por. uwaga 7 w 7.2 oraz odpowiednie uwagi w 7.3, 7.4

i 7.6 /.

4. Ifozkłady zmiennych losowych będących zapasami stateczności 

dla przesuwu, obu obrotów oraz wystąpienia osuwiska są zbliżone 

do rozkładów normalnych; podobnie jest z rozkładami współczynników 

pewności dla przypadku przesuwu, obrotu wokół punktu A oraz 

wystąpienia osuwiska. Natomiast obie miary stateczności w przypadki, 

wypierania gruntu spod przyczółka zdecydowanie różnią się od 

rozkładu normalnego; wykazując dodatnią skośność i dużą kur- 

tozę. Pozkład zmiennej wykazuje duże podobieństwo do roz­

kładu lognormalnego. Ponadto zmienne i wykazują naj - 

większe współczynniki zmienności /por. 7.2/.

b. Zdecydowanie największy i zasadniczy wpływ na prawdopodobieńs­

two utraty stateczności oraz nu rozkłady i charakterystyki, momen­

towe poszczególnych miar stateczności ma losowość kąta tarcia 

wewnętrznego gruntu znajdującego się pod podstawą przyczółka /por. 

7.3 /.

6. Przy założeniu, że kąt, o którym mowa powyżej jest wielkością 

stałą, zdecydowanie maleją współczynniki zmienności poszczególnych 

zapasów i wskaźników stateczności /za wyjątkiem Z^ oraz 1 

zaś rozkład zapasu stateczności w przypadku wypierania gruntu /Zr, 

S$/ staj e si ę z bl lżony do rozkład u no nn a In e go / po r • 7 • 3/.

7. Istotne znaczenie ma także losowość kąta tarcia wewnętrznego 

gruntu za ścianą boczną przyczółka /jeśli różni się on od kąta 

wzmiankowanego we wn.5,6/. Wpływ losowoscl pozostałych parametrów 

gruntowych Jest Już znacznie mniejszy i uzależniony takimi czyn- 

nlkami jak miąższość poszczególnych warstw, geometria przyczółka.



- 211 -

współczynniki zmienności poszczególnych parametrów.

8. Losowość reakcji od obciążenia pojazdami ma niewielki wpływ 

na prawdopodobieństwo utraty stateczności przez przyczółek, mi­

mo, że zmienna ta posiada bardzo duży współczynnik zmienności. 

Mały wpływ związany jest z proporcjami w obciążeniach, w który cli 

procentowy wkład reakcji od obciążenia pojazdami jest mały /pod­

rozdział 7.4, wnioski 2 15/.

9. V/ przypadku braku obciążeń pojazdami prawdopodobieństwo prze­

suwu przyczółka nieco wzrasta, zaś prawdopodobieństwo wypierania 

gruntu spod fundamentu maleje /por. podrozdział 7.4 , wniosek 4/. 

10. Użycie rozkładów wlelokątnych powoduje znaczne skrócenie cza­

su pr^acy maszyny w stosunku do korzystania z rozkładu normalnego 

/geneiowanego w oparciu o centralne twierdzenie graniczne - pod - 

rozdział 7.5 /.

11 . Przeprowadzona analiza dokładności wykazała, że przy założe­

niu idealnego generatora możliwe jest oszacowanie niezbędnej licz­

by realizacji w procesie symulacyjnym, aby obliczone prawdopodo - 

bieństwa były wyznaczone z żądanym poziomem dokładności /podroż - 

dział 8.1 /. • .

12 . Dosyć znaczny wpływ na otrzymane wyniki mają wartości po - 

czątkowe wprowadzone do generatora w celu zainicjowania procesu 

symulacji. V/ celu zredukowania tego zjawiska można albo zwiększyć 

liczbę realizacji, albo też zastosować więcej niż jeden przebieg 

programu z różnymi wartościami początkowymi i przyjąć wyniki koił— 

cowe jako średnie arytmetyczne z rezultatów wszystkich przebiegów 

/podrozdział 8.2 /.

13 . Ib równanie wyników uzyskanych metodą symulacyjną z wynikami 

otrzymanymi przez zastosowanie linearyzacji Rżanicyna wykazało, 

że v/ przypadku wypierania gruntu spod podstawy przyczółka, różnią 
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się one zasadniczo .Malesy uznać, że w tym przypadku metoda Rża- 

nicyna nie powinna być stosowana (podrozdział 9.1).

I4 .Natomiast w przypadłymi) pczcsuwu,obrotów oraz wysta pi on i a 

osuwiska metoda symulacyjna i metoda użanicyna dały zbliżone, 

rezultaty.Wniosek ten koresponduje z taktem otrzymania w tych, 

przy pad kuch .rozkładów zapasów sbubuczności zbliżonych do rosLIa^ 

du normalnego (por. podrozdział 9.1), 
\ •

15 .Rozwinięcia. Grama - Charliera i kdgowortha z wykorzystani om 

j ody ।) i c p i or w bzy (:l i < u; bc r o oh m< mm 11 b < o < u i I i'. i I i ly c 11 p u* \ o L i i o . > \ 

iii; u . w I ; o ‘y /1 < u 11 o i p i •; i.wd o 111 k P H • I < >i i; 11 । I y I I o u I y o 11 p i'' y p i L o i > i, \

i bor / < u i' oz I lody sjtpi u >ou u L> । b« (r imm i u । o u u.' u i I y uh 

ou rozkładu normalnego (podrozdział 9.2).

16 .W kontekście projektowania istotne jest,że w przypadku wypie­

rania gruntu spod podstawy przyczółka wartość współczynnika pew­

ności SP) obliczana dla średnich wartości poszczególnych, zmiennycl 

losowych. może różnić się znacznie od wartości oczekiwanej zmien­

nej losowej (por. wniosek 12 w podrozdziale 7.2).Ponadto na­

wet w przypadku,gdy obie powyższe wartości są dość duże (np. wię> 

ksze niż 2,5) może istnieć znaczne prawdopodobieństwo wypierania 

gruntu spod przyczółka (wniosek 12 -podrozdz. 7.2).

17 .bar bo zauważyć,że dla zastosowaniu opisanej tu procedury 

symu 1 acyjn e J znajomość sytuacji p,co bo etniczno J pouboża przez 

inżyniera nie musi być istotnie większa niż w przypadku zwyk­

łych obliczeń zalecanych przez normę1 00(5] .Norma ta zaleca w 

takich przypadkach stosowanie tzw. metody A polegającej na osza­

cowań iu po sz czególnycń niezbędnych parametr ów geotechnicznych 

bezposrenio na podstawie opracowania statystycznej analizy wy- 

nitów pewnej ilości próuek grantu .ji ale ży zatem Jedynie zadbać, 

aby liczba, przeprowadzonych badań geotechnicznych gruntu (prób) 

była wystarczająca do obróbki statystyczneJ i sporządzenia od­

powiednich histogramów (por, także [25] i [24] ).
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Wnioski poznawcze 3,10 r 13 oraz 15 r 17 mają charakter ogólny, 

natomiast wnioski 4^9 dotyczą prezentowanych w pracy przykła­

dów obliczeniowych,Jednak zdaniem autora niniejszej pracy ^ze 

względu między innymi na przeprowadzenie analizy dla więcej niż 

jednego przykładu) także i wnioski 4 r 9 odzwierciedlają pewne 

prawidłowości i mogą pozostać słuszne dla wielu innych przykładów, 

metodyka zaproponowana w niniejszej pracy może byó łatwo zaadap 

towana do analizy probabilistycznej innych fundamentów masywnych, 

w szczególności - murów oporowych.

Sformułowana w podrozdziale 1,2 teza pracy brzmi: 
_ ( 

Metoda symulacyjna stanowi dogodne narzędzie do wyznaczania 

prawdopodobieństw utraty stateczności masywnego przyczółka mosto­

wego.Pozwala ona także na analizę wpływu losowej zmienności posz­

czególnych czynników na stateczność przyczółka.Przy stosowaniu 

tej metody pożytecznie jest korzystać z rozkładów wielokątnych 

jako rozkładów prawdopodobieństwa kąta tarcia wewnętrznego - yf, 

spójności - c,oraz ciężaru objętościowego ,

Z przedstawionych tu wniosków wynika,że powyższa teza jest 

uzasadniona.
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V/ojciech Buła

PROBABILISTYCZNA ANALIZA STATECZNOŚCI MASYWNYCH PRZYCZÓŁKÓW

MOSTOWYCH METODĄ SYMULACYJNĄ 
Streszczenie

Przedstawiono probabilistyczną analizę stateczności masywnych 
przyczółków mostów drogowych z geotechnicznego punktu widzenia. 
Rozważono pięć przypadków - kryteriów utraty stateczności:prze­
sunięcie, obrót wokół najbardziej obciążonej krawędzi pous-bawy, ob­
rót wokół powierzchni cylindrycznej,wystąpienie uskoku naziomu 
oraz wypieranie gruntu spoił, podstawy przyczółka.Jako miarę state­
czności w poszczególnych przypadkach przyjmuje się zapas state­
czności rozumiany jako różnica sił (lub momentów) przeciwsta­
wiających się utracie stateczności oraz sił powodujących utratę • 
stateczności,a także współczynnik pewności,będący ilorazem 
tych wartości .Za zmienne losowe przyjęto kąt tarcia wewnętrzne- 
go, spójność oraz ciężar* objętościowy w każdej warstwie geotech­
nicznej, a ponadto reakcję od obciążeń pojazdami przejeżdżający­

mi przez most.Podano propozycję charakteryzowania parametrów 
gruntowych przez zmienne losowe o rozkładach wielokątnych, 
którą, poparto staty stycznymi testami zgodności .Ponadto przedys- 
kutowano sposoby estymacji parametrów rozkładu wielokątnego 
przy posiadanych wynikach prób statystycznych poszczególnych 
parametrów geotechnicznych.Na podstawie propozycji przedstawio­
nych w dostępnej literaturze przyjęto,że reakcja przyczółka 
od obciążeń pojazdami jest zmienną losową o rozkładzie Freche- 
ta (dla maksimów;.Do obliczenia prawdopodobieństw utraty sta­
teczności w poszczególnych przypadkach zastosowano metodę sy­
mulacyjną, co podyktowane było dużą liczbą rozpatrywanych zmien­
nych losowych oraz skomplikowanymi zależnościami funkcyjnymi 
pomiędzy poszczególnymi zmiennymi losowymi w wyrażeniach na 
zapasy stateczności.Dodatkowo metoda ta daje możliwość przybli­
żonego wyznaczenia rozkładów prawdopodobieństwa poszczególnych 
zapasów stateczności.

Opracowano generator liczb pseudolosowych o rozkładach wie- 
lokątnych charakteryzujący się dużą efektywnością w. porównaniu 
z generatorami innych rozkładów oraz program na maszynę cyf­
rową pozwalający na obliczenie prawdopodobieństw utraty statecz­
ności w poszczególnych przypadkach,całkowitego prawdopodobień­
stwa utraty stateczności przez przyczółek i przybliżone wyzna­
czenie rozkładów zapasów stateczności lub współczynników pew­
ności .



Następnie przedstawiono szereg przykładów obliczeniowych,któ­
re potwierdziły skuteczność zastosowanej metody,przydatność uży­
tych rozkładów wielo lotnych oraz pozwoliły na sformułowanie 
szeregu wniosków poznawczych dotyczących wpływu losowości po­
szczególnych parametrów na prawdopodobieństwa utraty stateczno­
ści i rozkłady zapasów stateczności (współczynników pewności). 
Wykazano decydujący wpływ losowości kąta tarcia wewnętrznego 
w warstwie gruntowej zalegającej bezpośrednio podpodstawą 
przyczółka.Ponadto wskazano na nieprzadatnosć prostego modelu 
szeregowego do probabilistycznej analizy masywnych przyczółków.
Przodyskatowano także dokładność rezultatów otrzymanych me- 

todą symulacyJną,zwracając uwagę na niezbędną dla zadanej 
dokładności liczbę realizacji (dokonano odpowiednich oszaco­
wań) oraz na problem wpływu parametrów początkowych generatora 
liczb pseudolosowych na wyniki końcowe.

W celu porównania przeprowadzono (dla jednego z analizowanych 
przykładów) obliczenia metodą linearyzacji Rżanicyna oraz meto­
dą rozwinięć szeregowych d-rama*. Char li er a i Edgewortha.W przy­
padku wypierania gruntu spod podstawy przyczółka prawdopodobie­
ństwo obliczone metodą symulacyjną różniło się znacznie od 

obliczonego metodą Rżanicyna.



Wojciech Pula
THE PROBABILISTIO ANALYSIS OP A MASSIYE BRIDGE ABUTMENTS 

STABILITY USING SIMULATION METHOD
Summary

The probabilistic analysls of massive abutments of road brid- 
ges stability Prom geotechnical viewpoint is presented in this 
paper. Pive cases of the loss of stability of a massive abutment 
have been analysed; occurence of shifting, rotation around. the 
point, rotation along a cylinder surface, rotation along the 
most dargerous slip surface and bearing capacity exceeding. As 
a measure of stability the safety margin, which is a differenoe 
between the forces (moments of forces) counteracting the loss 
of stability and forces tending the loss of stability ano. the 
factor of safety - ratio of this two klnds of forces - are 
applied.

As random variabl.es the angle of internal friction, cohesion 
and the unit weight in each^geotechnical layer are treated. The 
reaction of the abutment under random traffic loads on the bri- 
dge is the additional random variable, The polygonal probability 
disrtlbutionn for random variabi.es, which characterized geotech­
nical properties are proposed. This proposition is verlfied by 
statistical tests for sonie cases of real investigations ot. soli 
properties. Sonie cases of the estimation ot* parameters of the po- 
lygonal distribution, when the empirical distribution function 
is known, are discussed. The random reaction ot* an abutment has 
irrechet distribution (extreme value type II );

For the calculation of the probability of the loss of stabi­
lity in every case the simulation method is applied. The reason 
of using this method was large ąuantity of random variables and 
complicated functional dependenco betwoen random variables in 
ezpressions for safety margins and safety factors, Additionally 
using the simulation method gives a possibility to evaluate pro­
bability distributions of safety margins. The random number gene­
rator for polygonal distribution is constructed in this paper. 
This generator is morę effective then generatora for many popular 
distributions. This generator is applied in special Computer pro­
gram, which can calculate probability of the loss of stability in 
five cases,generał probability of the loss of stability and eva- 
luate probability distributions of safety margins and factors 
of safety.

variabl.es
variabi.es


There are many calculabion examples in this paper.These examples 

have proved the efficency of the simulation method to probabili- 
stic unalysis of massive abutments stability • Also the useiulness 
ot polygonal distributions was proved,The examples considered 
ha/e allowed to formulate sonie conclusions connected with ran- 
domness of ; ;eotechnical paraneter s of subsoil and prób ab i li ty 
distributions of safety wargius.The most important is the 
randoi mu ss of the angle of interna! friction in the geotechnical 
layer,which occurs just below the base ot the ąbutment.It is 
checked by calculabion that the simple series reliability model 
snould not be applied to this emalysis,

The accuraucy of the results obtained by simulation was 
discusedjuanely the numuer of realisations in simulation process 
necessamy for desirod accurancy was evaluated and some problems 
copnectod with tn.u influence of initial parameters of random 
number generator on finał results were presented,

i'‘or ćomparisaii of results (for one of the numer i cal examples 
analysed) the Rzanicyn’s linearization,the Gram-Charlier9s 
ezpension and the Edgeworth*s expansion also were used.ln the 
case of bearing capacity exceeding the results obtained by simu­
lation and by the dzanicyi^ś method were significantly different.

%25c4%2585butment.It
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Rys.Z.14a Histogram zmiennej i odpowiednia gęstość rozkładu
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Rys.Z.24. Histogram zmiennej losowej S$ w przykładzie 4 (linia ciągłą 
wraz z gęstością rozkładu normalnego o tej samej wartości 

oczekiwanej i wariancji oraz histogram zmiennej losowej 
uzyskanej w przykładzie 1 (linia przerywana).
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przerywana-przykład 15.
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Rys.Z.45 Różnice w rozkładzie zmiennej losowej 
Zc spowodowane zmianą parametrów po­
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Program symulącyjny WPO1 opracowany został w języku FORTRAN 

dla maszyny cyfrowej Odra 1505.Wykorzystuje on typowy podprogram 

o nazwie FP CRV służący do generowania liczb pseudolosowych 

o rozkładzie jednostajnym na odcinku (0,1) i znajdującym się 

w typowym oprogramowaniu wyżej wymienionej maszyny. (por.[58|).

CHAR\KTNRYSTYKA DANYCH WEJŚCIOWYCH

Jako dane wejściowe podawane są:

1 .Liczba realizacji - zmienna LIRĘ

2 .Liczby przedziałów na lewo od zera,w których mają być obliczane 

częstości wy stępowania wartości poszczególnych zmiennych loso­

wych - tablica NZERO (I) , 1=1,2,...,5

5 .Granice przedziałów,w których oblicza się prawdopodobieństwo 

celem wyznaczenia rozkładu danej zmiennej

a)dla zmiennych Z5(i=1,. . .,5) - tablica PHZ(I,J)

b)dla zmiennych S.(i=1, .. .,5) - tablica PHF(I,J)

zł .Parametry początkowe generatora rozkładu jednostajnego

(por, rozdział 8) - tablica Sfl)

Każdej występującej w programie niezależnej zmiennej losowej 

odpowiada jeden parametr początkowy,będący liczbą z przedziału 

(0,1) różną od

5 .Parametry dystrybuant rozkładów parametrów gruntowych (w po­

staci (4.8)) - tablica PG(I,J)

1=2,3,...,10 - wskaźnik parametru gruntowego,przy czym nume­

racja parametrów jest następująca:

1=2 - kąt tarcia wewnętrznego w pierwszej wartwie

1=5 - kąt tarcia wewnętrznego w drugiej warstwie

1=4 - spójność w drugiej warstwie

1=5 - ciężar objętościowy w pierwszej warstwie



1=6 - ciężar objętościowy w drugiej warstwie

1=7 - kąt tarcia wewnętrznego nwtrzeciej warstwie

1=8 - ciężar objętościowy w trzeciej warstwie

1=9 - spójność w warstwie trzeciej

1=10 - spójność w warstwie pierwszej

- wskaźnik parametru dystrybuanty danego parametru

gruntowego,przy czym

PG(I,1)=m1

PG(I,2)=m2

PG(I,3)=m3

?G(i,4) = a1

PG(I,5)=
dla parametru gruntowego o numerze I

PG(I,6)=<

pg(i,7) = (31

PG(I,8)= 02
PG(I,9)=g3

PG(I,10)=e

PG(I,11)=d

6.Wartości zmiennych deterministycznych występujących w wyraże­

niach określających zapasy stateczności oraz parametry pomocnicze

- macierz X(l).Kolejno wczytuje się (oznaczenia jak w pracy)

X (3)

-(4) =h i 

X(5)=L 

X(6)=q0 

X(7)=h2 

X(8)=S'2 

X(9)=k1 

X(1O) =B
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X (11)=k2

X(12) - ramię siły N 2 względe]

X(15) - ramię ciężaru własnego

X(14) - ramię siły względem

X(15) -ramię siły N 9 względem

X(16) - ramię siły N względem 

X(17) - objętość (powierzchnia)

i punktu A

przyczółka względem punktu A

punktu A

osi powierzchni cylindrycznej

o si powierzcłini cylindryczne j 

gruntu warstwy drugiej zawarta

pomiędzy powierzchnia cylindryczną a ścianami przyczółka

1(13) - promień powierzchni cylindrycznej

X(19) - pole wycinka powierzchni (długość łuku) cylindrycznej

znajdującej się w warstwie drugiej

X(20) - promień najniekorzystniejszej linii poślizgu

(21) = (1 jeśli pierwszą warstwę stanowi grunt spoisty

_0 w przeciwnym przypadku

X(22),X(23) - analogicznie jak X(21) odpowiednio dla drugiej

i trzeciej warstwy

X(24)=D

xW5),X(26) - analogicznie jak X(17) odpowiednio dla trzeciej

i pierwszej warstwy gruntowej

X.(27) - ramię siły N. względem osi powierzchni cylindrycznej 

X(28),X(29) - analogicznie jak X(19) odpowiednio dla trzeciej i 

pierwszej warstwy gruntowej

X(30) - wysokość parcia trzeciej warstwy gruntowej

X(51) - kąt nachylenia podstawy przyczółka

X(32) - dodatkowe obciążenie naziomu występujące od strony 

minimalnego zagłębienia

7 .Parametry (liczby całkowite) związane z obliczaniem prawdopo­

dobieństwa wy stąpienia osuwiska - tablica Q2(I)

Uwaga:numeracja pasków i usytuowanie jak na rys,3*6 w pracy 

Q2(1) - liczba pasków
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Qp(2) - numer ostatniego paska,którego podstawa znajduje się

v/ pierwszej warstwie - przed przejściem linii poślizgu do

w <ar st wy dr ug i e j

Q(5) - numer ostatniego paska,którego podstawa znajduje się w 

drugiej warstwie - przed przejściem linii poślizgu do linii

trzeciej

Q(4) - numer ostatniego paska,którego podstawa znajduje się w trze 

ciej warstwie

Q(5) - numer ostatniego paska,którego podstawa znajduje się w wa­

rstwie drugiej po przejściu przez warstwę trzecią,albo Q(4) 

gdy linia poślizgu kończy się w warstwie trzeciej

Q(6) - numer ostatniego paska

Q(7) - liczba pasków z lewej strony ośrodka obrotu

8 .Tablica pomocnicza do obliczania ciężaru pasków Y(I,J)

Y(I,J) ma wymiar: liczba pasków x 5
Y(T 1) -Z 1 Pasków,w których w górnej

] tępuje obciążenie naziomu

I 0 dla pozostałych

podstawie wys-

1
Y(I,2)= 1

0

dla tych pasków,które

d 1 a p o z o s t ały c h

obejmują elementy przyczółka

Y(I,3) =
i N p2

0 dla pozostałych

9 .Pola pasków - tablice PE1 (I) ,PE2( I) ,PE^( I)

PE1(I) - pole części i-tego paska zawartej w pierwszej warstwie

PE2(T) - pole części i-tego paska zawartej w drugiej warstwie

PE3(I) - pole części i-tego paska zawartej w trzeciej warstwie

Uwaga; Jeśli pasek nie przechodzi przez którąś z warstw należy

wpisać zero.

10,Długości podstawy pasków

PL1(I) - długości górnych podstaw pasków

PL2(I) - długości dolnych podstaw pasków 



— 6 -

Uwaga: Jeśli dolna podstawa i-tego paska znajduje się w wars­

twie gruntu niespoistego,to w tablicy PL2(I) należy na i-tym miej­

scu wp i s ać. z e r o .

11 .Ciężary elementów przyczółka zawartych w poszczególnych paskach 

- tablica Q3(l)

Jeśli i-ty pasek nie zawiera żadnych Fragmentów przyczółka,to w 

macierzy Q3(T) na i-tym miejscu- wpisuje się zero.

12 . Wartości kątów OG . (por. wzory (3-30) i (3-31)) -macierz 

A( I)

13 .13ar ame try r ; z kł adu L r e che t a

PK=kp

C1-p*gdy stosuje sie obcięty rozkład Frecheta 
POBC= <

[i dla nieobciętego rozkładu Frecheta

(por. wzór (6.24))

14 .Parametry związane z częstotliwością pojawiania się wydruków

1 z on t r o lny c h - JW, TW 1, LW 2 '

JW - liczba realizacji,przy którrej następuje zmiana częstotliwo­

ści dr u k ow an i a

LW1 - liczba wskazująca, co ile realizacji ma nastąpić wydruk,gdy 

liczba realizacji jest mniejsza niż JW

LW2 - liczba wskazująca,co ile realizacji ma nastąpić wydruk, 

gdy liczba realizacji jest większa niż JW.

Uwaga: Jeśli parametry dystrybuant wg wzoru (4*8) nie są

obliczone z dużą dokładnością,to w celu uniknięcia niepożądanych 

konsekwencji niedokładnego obliczania granic przedziałów we 

wzorze (6.7),należy zastosować dodatkową macierz W(I,J) 

W(l,1) -wartość dystrybuanty i-tego parametru gruntowego w 

punkcie e

W( I, 2) wartość dystrybuanty i-tego parametru gruntowego w 

punkcie d.
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I^ZdY IHHYCH WAŻNIEJSZYCH ZMIENNYCH I TABLIC WYSTĘPUJĄCYCH W PRO­

GRAMIE WPOI

Z1,...,25 - zapasy stateczności Z^,.,.,Z^

F(I),(1 = 1, ...,5) * tablica,współczynników pewności S.(i=1,...,5) 

LIHZ(I,J) - tablica,w której zapamiętywane są. krotności poja­

wiania się zmiennych Z^ w J-tym przedziale

LIHF(l,J) - macierz analogiczna do LIHZ(I,J) dla zmiennych S.

PSTW(I,J) -macierz rozkładów prawdopodobieństw zmiennych Z^ 

PSTWF(I,J) - macierz rozkładów prawdopodobieństw zmiennych S. 

P(I) - macierz prawdopodobieństw utraty stateczności

FI Z (K, I), MC ( K, I) , MON (K, I) - mac i er z e nomen t ów o dp owi e chi i o z\/y k- 

łych,centralnych oraz centralnych obliczanych według estymatorów 

nieobclążonych dla zmiennych Z.

MP(K,I),MFC(K,I),MECN(K,I) - analogiczne do powyższych macierze 

dla zmiennych S.

SS(i) - macierz układu podstawowych zmiennych losowych

SS(1)=N . : SS(I) dla 1=2,...,10 sa oznaczone analogicznie w 
P '

punkcie 5 opisu danych wejściowych

N1=H ,+N oP1 P?-
N2=N 

q.
”5^4

H1=nh
H21 ,H22,H^1 ,H32,H3,H41,11/] 2 - siły parcia gruntu

YM-wypadkowy moment sił względem osi powierzchni cylindrycznej 

Q1(I) - macierz ciężarów pasków do obliczania prawdopodobieństwa 

pow s t ani a u s koków naz iomu

NB=Nb ;
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DB=dB : BB=dB
SB=sb : SD^
IB=iB : IB=iD

E02 - mimośród wypadkowej względem środka podstawy

Na, następnych stronach przedstawiono wydruk kompilacji oraz 

jako przykład wydruk wyników przykładu obliczeniowego nr 1 omó­

wionego w rozdziale 7 pracy.
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117(1 ,2)=iiZ(1 ,?)*Z2
07(2) ?)sMZ(2f?)*Z2*72
0 7 ( 0 2 ) - H 7 ( 5,2 ) + Z 2 * Z 2 * Z 2
HZ(4,?)=I1Z(4,/)4.ZZA72*Z?*Z2
HF ( 1 , ? ) -lir ( 1 , 2) * F ( 2)
Oj ( 0n)anr(P,2)*p(2)*r(?)
11F ( 1 f 2 ) «11 F ( 5, 2 ) + F ( 2 ) * * 8 f
H F ( 4 , 2 ) 3 0 T ( 4 , ? ) + F ( 2 > * * 4
X f11 ~ ( V < 1 A ) 4 x ( 0 ) Z 2 ) * H 1 * ( X ( Z ) * X ( 4 > Z X ( M ) Z 4 > * H 4 1 ♦ ( X ( f ) * X ( 4 ) / 2 - X ( 8 >

1ZZ)*022*(X(H)Z 2-X(2)Z 1) yi41*X(15)*N1*X >19)>NZ*X(Z?)5
IF < ( v (/;,) * 2 a 8 5 (1 ) Z X ( 5) * $ 5 ( 5 ) * < ( 4 > ) t G11 ( Z * 8 8 ( 4 0 T a 0 ( P I Z 4* 8 S ( 5) Z 2 

1))) Gn TO 40
XH12a H SS(6)*X( ?)+X(6)*2*85 (1 1ZX(5)+ss(5Z *x(4Z)/((6))-2*ss(4> 

1 z ( y r a n ( p 1 z a * s s ( J) z z > * s s (o > > ~ < < a) z z) * h 5
XHk/|M + XH1 2

1 Z? IF <X'\ l,c,o. > GO TU 44n
1 Z ' U?a (||;M + ll?Ży0*Hl - H41 ~i|AZ) w ( H?1 + HZZ4.0 5*H I - H41 - H4Z) ♦ (p<1 ♦ N2yr5) ★
174 1(01an?*N3)

2 5 a Sur T ( (X (1 f|) ** 2) *W2*XH*Xip *TAN (3$ ( ^>) *X( 1 8) *ss (4) *6 < 1 9 >”KH 



f ( 5) - ( S U H T ( ( A n (I ) * * Z ) * U 7 * X fi * Ą O ) * r A H < b S ( f i > ♦ X ( 1 H U M ( W ) * S 5 ( h > ) Z X 'i
Go i O 41

A 0 X M 1 1 - ( X ( 7 ) Z / - X ( b ) / t) * H 'i 1 * ( x ( 7 ) / 1 - X ( H ) Z Z ) * H J Z
X O U x 0 1 4. X 01 1
II ( X " , I I , u , ) Gl) I o 4 /.u
0 I <H ||.‘1 4 II?/* i| . 1 < II V‘* I| 1 - MM - i|4,' ) * ( H/1 ♦ H//> H 51 ♦*l.5/>łl1 A ^6 1 i|/. / > * ( U1

1 łll 7 0 ' ) * ( ;| 1 ♦ H Z ♦ ll 5)
Z $ K S G u | ( ( X ( 1 O ) M ? ) *l11 *■ XM * X 11) * T ,VI < S S ( 7 > ) * M 1 H ) * X ( b, > 4 $ $ ( 4 ) .* X I
F ( 5) - ( S ORT ( ( A ( 1 U ) * * Z ) 011 - ;(11 * X 1') * T A H < 5 S < f ) ’ * * ( 1 K ) * X < 1 9 ) ♦ 5 5 ( 4 ) ) / x I 

Al COD TH* Uf
fi- < Z 1 , C T , O , ) GO T O 9 5
I F ( Z ?,L T,0,) GO TO 9 5
I F ( z S , 1. ) GO TO 9 5
p R ~ p R * 1

n5 COiniuH
0/(1 , SMI/(1 < 1)*2 5
n? ( S i) mijG' , n * z
u / c < t * > uiiz (i,
i 1 / ( 4 f ")=H Z ( S 1Z 5 * Z '5 * l 1 * z 5
lir (i r i) «fin (1 , 1) * f ( 5)
f'F (Z, O Ml F GS 0*P( 0*r ( '
11H S n » H F ( 5, 1) *• F ( 3) * F G 5 > * F ( 5 >
11F ( 4 I n - M F ( A , W ( s) * r ( n * F ( 3 > * F O )
Z Z ( 1) n / 3
Jf ( / >( 3),Gl .PHZ< DPHZ(3))) GO TO 447
K - O

4AS K = ie1
IF (Z?( 5> , GK)) GU to 444
GO TO 443

4Ag L 1 il? ( S K) l HZ ( 3r X ) *1
GO TO 445

4 4 Z L I i| 7 ( T , N P II4 <4 ) * 1 ) « l T H ? ( 3 r U P H Z ( 5 > ♦ 1 ) * 1
445 C0GT10UE

IF ( F ( S , GL , P”F ( b UP||F ( 5? ) ) GO TO 447
K = 0

4AB K=K*1 *
I F ( I ( . LT,łPHF (3, K) ) GO TO 44 ,»
GO j O 4 4 8

4 49 L I HF ( b K ) ;; WIF ( 3 , K) *1
G O T O 4 5 1

4 A 7 L I U F ( b N P H F ( 3) * 1 ) « L' l II F ( 3 f H P l| F ( 3 ) 4.1 ) * 1
451 CODTJDUF

P p ( 9 » O ,
|) O 4 46 K »1 # N Z p 8 o ( ')

446 PP( b=<PP( n*f L0AT(Cit|Z(3rK) )/FC0AT(J-LURt<3))
G O T O 4 41

440 LOKI ( b?LHRL( 0*1
4A1 Cuat j n ut

po 5 0 I»1 ,U?(1 ) ‘
6 O O t ( I ) a S S ( 5 ) * PI; 1 (I ) * S $ (6 > * P 6 Z < I > * $ S ( a > * P t 4 < 1 > ♦ V ( | Q H 5 < I M' Y < I ł 3 ) ♦

1 ( s s (1 ) ♦ X ( 1) ) * ? ( i I 1 ) * fi LI ( 1 ) * ('){ ( 6 > * 7W $ $ ( 1 ) / X ( 5 ) )
Z 4 1 1 w fb
PO 51 I^T,OZC?)

51 Z41 1 41 U<|1 ( F ) węos< Ą( 1 > UTAN( SS(7) p.x ( Zł )*S§( 1 PL’Z( I)
f11 1 « O 7 (?) * 1
I F ( h 1 1 . (j T .SZ ( 5) ) Gn TO 05
2 4 1 ? s O ,
0 0 5? I"Ni 1 , Oz(5)

5? Z41?474l2bn (I>*Cns<A(I))*TAN(SS<3)>*X(ZZ)*SS^>*nUn»



7 35
2 36
237
2 33

012«Q?(3)+1
IF (Ni 2 . GT /OZ ( M ) GO TO 6fi 
I F (M 2fGT ;02(5)) 6 0 TU 6 7 
Z 41 U 0 , ’

i 30
7 40
7 4 1
7 4 ?

PO ‘>3 1*012,02(4)
5 3 /41 3 = 7 41 3 + 91 (l ) * COS ( A (1) > *TAN (SS ( 7) )*X (Z4) *S$Q) *PL? ( I ) 

Hi 3 U 7 ( 4 ) *1
I F < H 1 5 ,Gt m)2(6) ) Gp TO 68

2 4 3 
74 4
7 4 5
7 4 ó
7 <♦ 7
7 4 <\
7 4 Q

Z414-0, 
po 54 1=014,92(6)

5 4 z41 4 = , 41 4 + 91 ( I) A COS ( A (I ) ) *T AN ( S S (4)) *X ( 24) *S S 4 ) * o LZ ( I)
GO 10 ?1

O 7 Z 41 5 = 0, 
2414=0, 

'H 014=0?(5)+1
25u 
751
7 5 2 
7 5 5
7 5 4

1F (014,Gt.OZ(6)) GO TO 60
Z 415 = 0, 
00 55 1=014,92(6)

5 5 Z 4 1 5 = 7 4 1 5 > 91 ( 1 ) a,C OS ( A ( I ) ) »rT AN ( S S ( 2 ) ) ♦ X ( 21 ) 5 (1 U ) ^PCZC I )
GO TO 70

7 55
7 56

ó 5 Z 41 ? = 0 ,
241 ^0,

2 57
253

ZąU-G. 
Z 4 1 5 ś 0 ,

2 50 
2 6 U 
761
2 6 ? 
t' 6 ’
7 6 4

ć 6 6 
7 6 7
7 6 3 
7 69
7 70 
771

G0 TO 70
Ó'J 24 1 5 = 0,

74 1 4 = 0,
2 4 1 5 = 0 ,
G 0 TO 7 0 

08 2414—0, 
2415=0.
G (1 7 0 7 0

Z) 9 2 415 — 0,
-0 741=X(20)*(7411+Z412*2414*2414+7415)

Z 4 21= o
G15=Qt?7)*1 
ho 56 1=913,92(1)

272
2 ( j 
7 74
2 75
7 76 
277
778 
7?^
7 3 o
2 81
2 8?
2 83 
2 84 
285
2 66 
287
2 88
2 50 
29 0
291 
292
29 3

56 2421 =7421 +91 (I )*SIN(A(1 ))
Z 4 2 = X ( Z 0 ) * Z 4 21
Z 4 31 — f),
0 0 5 7 1 =1 ,02(?)

57 2431 =7431 *91(I)*S]0 <A(0 ) ‘
7 4 3 = X ( 2 0 ) * Z 4 41
Z 4 a Z 4 Z 4 ? - Z 4 »
F ( 4 ) = ( Z 4 1 i. Z 4 2 ) / 2 4 3
I F (Z 1 ,lT,0,) GO TO 9 6
IF (22,LT.O,) GO TO 96
1F (Z3,CT,U,) GO TO 96 (
IF (Z4.GC.0.) GO TO 96
p u « p k * 1

66 COOTIOOF
nz (1 #4) *24
f1Z(?,4>=HZ(2,4)*Z4*Z4
11Z ( 5, 4 p /17 ( 3,4 <+ 7 4 * Z 4 * Z 4 
f 1 Z ( 4,4 > = 117 ( 4,4 ) * Z 4 * 7 4 * Z 4 w Z 4
OF(1r4)=HF(1,4)+F(4)
IIF (?,4) = HF(?,4) + F(4)**2.
0 F ( 3 r 4 ) e f.j F ( 5,4 ) * F ( 4 ) * * 3 , 
0 F( 4 , A ) » 0 F ( 4,4 ) F ( 4 ) * * 4 ,



/ 94 
z r,

* ’
W < 
2 90
5 (j O 
5 o i

5 O 4 
5 O 5 
5 O ó 
50 7 
5 O W 
50° 
51 O 
VI | 
5 i ? 
5 1 s 
Si 4 
51 S 
51 <. 
51 7 
5 I 
51^ 
320 
521 
52? 
52 5 
52 o 
52S 
5 24 5 27 
5 2 a 
5 2 f> 
5 5 :i 
5 51 
1 5? 
i 5 » 
5 5 4 
5 3 5 
5 3Ó 
5 5 Z 
3 3? 
5 30 
5 41) 
541 
54? 
5 4 5 
3 4 4 
1 4 
5 4 ó 
5 4 7 
5 4n 
5 40

Ul 
5 5 ?

7 Z (1 ) « z 1
Z / ( ? ) a Z Z
Z Z ( U n 2 5
2 7 U U / 4
DO 4 01 1-1,4
II f L,EO, 5) uo FO 401
1 F < Z U | > , i,l , Pi| Z ( I , H M m Z < U ) ) r,0 TO 2 
K « O

4 i:«km
I F f Z? U) . Lt, pHZ ( LU) ) GM TO 5
(i o ro 4

3 LUP ( L , K ) - C 1 H Z ( L' U) * 1
Go TO 21

2 L l li 7 ( L i NP II Z ( L) *1 ) ctl H? ( U N P H Z ( l ) * 1 ) * 1
?1 CODTpiUl

401 COD Tl!) UF
D U 4 O F L = ] U,
I F U,. Lq. D (JO TO 400
IF (F UJ . GL , PP ( L JIPHP UJ) ) GO TO 40?
K = 0

41Ó K = K * 1
U U ( L) . U. P H F GO TU 41 1
GO TO 410

411 LUH (L । K ) w U 1 H F ( L । K ) 1 
GO TO 4^

4 0 9 L i || l U. # Np I H L) * 1 ) » L 1 II f U' i Op H F ( C) ♦ 1 ) ♦ 1
412 COGTlout
40 3 cOfiTlMUF

U f2 9.LT,0> GO TO HO 
NOuM+N?
fj I'= T A o ( P । / 4 * S S C 7 ) / Z ) ) * ( T Afj ( p । / 4 ♦S S ( 7 > / Z H * L XP < P j * T A(d S S ( ? ) H 
flPel ,r. * ( ND-1) * TAN( SS( 7) ) 
p iinl , f)
nr»»i *?< t an < ss ( > * (< 1. -$ 1 n (ss (7))) ♦*?>»u (?4) / x 51 o) >
D D s I x P ( - 2 * X < 31 ) * T A N ( S S ( 7 ? ) )
p P * F X o < - 2.7 * X ( 31 ) h A u ( s $ 5 Z) ) ) 
sr>ai,
5 B & 1 , 
L A a 7 2 / n o
LO1-XflO)/Z.-i:A
C02ra^S(E01)
n 1 = k (1 O) - 2 ★ F O 2
IF ((X(6)*2*SS(1)/X(5)*SG(5)*X(4)),GE,(2*$S(4)/TAN(Pt/4* S S( 5)/?)))

1 G O T O 4 3
H O 2 ~ (ll 2 U U 2 Z ) + il 3 + H1 - (H 41 * o 4 Z )
ir.s(i-o.?*(ho?/ (mo*x<in>*ss<v)*cot(ss(?H)) >**s;
I Dk ( 1 - o , G * ( HU? / (UO*X (1 0> *ss (9 ) *C'O F <ss ( 7) ) ) ) ) ★♦&;
GO TO 04

8 5 H 01 r fi ? 1 + H 2 2 + H 11 'Ul 5 2 * H 1 ~ (l| 41 * i| 4 2 )
IK«(1-O,7*(l|Q1/(NO*X<1O>*s$(M>*GOT($S<7)H))**5ł’
I D « (1 - O .5 * ( H ó 1 / ( N O * X < 1 O ) * S $ (9 ) ★ C O T ( $ § ( / )> )) ) * * 5

34 cOOTlNUf
ÓFol.l.,. (SS(<l>/;’łHlłNliwStij;PB, inłBIU(X(3?)łSS(6)łX(^4,4,.$S(?),CHT(SS

1 (/))) * n ii * s u * 11 u • 11> * u i> - s s < v) * c o t (s s (t > >)
Z S ') f ™ 4 o
r (5)«o । f u o
I F (Zi .LT , O,) GO TO 97
If GO r<> 97
IF <Z’,ŁT.O,) GO TU 97



55 3 IF (74.LT.0.) GO TO 9?
5 54
5 5 5
5 56

IF (ZG.GL.O.) 59 TO 97
P R a P R + 1

^7 COfJIuUG
-5 5 7 
553 
5 5 9 
560 
561 
5 6 2 
5 6 3 
56 4 
5 6 6 
5 6 ó 
5 6 7 
5 6 3

H Z (1 , 6 } = H Z U , 5) * Z 5
f! 7 ( > tr) K f 1 z ( 2 , 5 H Z 5 * 7 ']
H7 ( S5) Ml? ( 5, 5) 47 Si 75*2 5
H 7 ( 4 , r ) - H 7 ( 4 5 ) 4. ? 5 * 7 5 ♦ Z 5 * Z 5
Hf (1 f 5 ) «H F (1 , ’-)4 F ( 5)
Hf ( 2,5)= HF(2,5)* F(5)**2,
HF ( 5, 5 ) sHF ( 5, 5) * F ( 5) 4*3,
H F ( 4 , 5 ) = H F ( 4,5 ) ♦ F ( 5 ) * * 4,
Z Z ( 5 ) □ 7 5
IF ( Z7 < 5) . Gt , PHZ ( 5 H1PHZ (>) ) > 0 0 TO 85
K = 0

010 K ~ 4 * 1
56n
570
571

IF <Z?(5) . ^.307(5^)) GO TO 8?
GO TO 56

3 7 LI HZ (5,7 HU H?(5,0*1
57?
5 73

G 0 T 0 8 8
3 5 L 1 H 7 ( 5 , N P II Z ( 5 ) * 1 ) « L 1 H 7 ( 5 1U P H Z ( 5 ) 4,1 ) 4.1

5 7., 3 3 COiUluot
5 7 5
5 76
57 7

IT ( Pf5),GL,PHF(5,nPHF()) GO tO 4 50
K = 0

413 K = K * 1
573 
5?O 
5 0 0

I F (F(5),LT,P H F(5 , K>) GO TQ 414
G 0 T 0 1 3

414 i, j <H ( 5 , z) - L । H r ( 5 , P) * 1
38 1
56 ?

GO 10 41!)
4 ?0 L 1 H F ( 5 , H P H F ( i ) * 1 ) o L1 H F < 5 1 H P H F ( 5) *1 ) * 1

533 415 CUHtI6 UF
5 8 4
585
58o

P P ( 5 ) 0 0 .
pO 39 k*1 , HZ tR 0( 5)

3 9 P ( S ) P P < S > FL, 0 A T ( LI H 7 ( 5,K > ) / F U T> A T ( - U U H fc ( S > >
5 3 7
563

GO TO 453
3 0 ( UKF ( 5 ) a L.IHK ( 5 ) *1

580 45 3 JJI-J^wl
590
591
5 9 2
59 ’
59 4
59 5
59 6
5 9 7

J J 2 » J / L 0 2
IF ( J , LT . J U, AGO , J , , J J 1 *LU1 ) Q0 TO 500
1 R ( J . Gf , J O , AGO , J . HF , J J 2* UW GO T() $00 
() U 4 0 2 L 1 f 4
IF (LJ:0,3) GU TO 40?
PP(I)=O. i
Du 2 0 K = 1 UJ7tH0(L>

2 0 P P ( l ) P P ( l) * F L 0 A T ( L1 H 7 ( I 7 K ) ) 2 F 10 A T p )
59 3 402 COuT10UL
5 9 9 
4 00 
401 
4Q2 
403

03 417 l=1r4
IF (L.LU. 5) GO TO 417
P P F ( U 5 - U .
00 418 ^r, N^LHUF ( l)

41 8 P P F < L) q P P F ( L > * F 10 A T ( UI H F U i K H 7 F U> A T ( 0 )
4 0 4 417 COuTlnUF
4Q5 
4^0 
407 
4 0 8 
4 0° 
410 
411

WR I TT(2,4444)
URlTk ' (7f ^9) J
U|(1tC 301) (s$ (K> ,0 = 1 >3)
>HuT£ (2,302) Z1 ,72,Z5r?4,Z$
HRjTf (2,520) (F (i) ,1=1 ,>) 
lOUTu (2,303) (PP( I) , T=1 ;5)

5 00 COiHlNOE



1U COjTlNOt
no z o <• 1*1»u
1)1) r, Ul, U PHZ ( L) M

ó P S T u ( I » J > >H I. O A F ( l I II Z ( I, /I M / F C O A 1 U 1 H L * k O K E( l H
P < U « O .
00 s U1 r n Z I RM( I )

S P < L H. P ( l j * p S r ‘ ( I. f K )
4 )4 COI|T I i Ul

DO 431 L»1 /i
DO 41 fl J ~1 r NPH F ( l.) ♦ 1

419 P 8 pi F ( |.. , J ) = I- |. o A T ( IJ H F ( L , 0 ) ) / F I, O A T ( I, t R F - 1'UM £ ( L M
4 A 1 CO|)I I 8 U|

D (l ? Ą K s 1 f 4
D u 2 3 L a 1 i 3
||F U , L I - |.|F ( k , I ) / F ( O A T( t 1 RL* CUPE ( P ) )
11Z ( K , I.) » H Z ( X , i ) / F |J IA T ( I! R E - U M R. E ( C ) )

^8 COinPOF
DO >9 1 = 1/3
1,1 U 1 ( L) =F LjOAT ( E I RŁ»UlM. < U> >
ilC Mu) = HZ M /,)
HC(2 ,l,)=H7(2,'l.)/IZ(1 .I.UHZM /,)
HC ( u I ) Ł H 7 ( P L ) * U M Z ( ? , |,) * IIZ (1 , l ) * 2 * M 2 ( 1 f O * MZ ( 1 , I,) * H Z (1 , I )
I j c ( 4 , P = [ i 7 ( f । ) * 4 * fi 7 ( A / ( ) * 117. ( 1 f । ) * O * M Z (1 i E) * M Z (1 t । ) i z ( 2 , । ) * $ *

1 HZ ( 1 H ) *HZ M » L) *HZ (1 , l/W (1 , I.)
MFC f1/L)-HF(1, L>
MFC (2, O »'1F ( 2, O-HF (1 , L>*Hf(1 , L>
HF C (u D = HF O, l) - 5*HP ( 2 , l) *I1F (1 , C> » U »*F (1 , |J *MF M , |J
HfC <4 , l) = ‘lf (4, c)-4*Hp (3, wMFM1 , C> *6*HF M , U) *MR (<| , £) U)F (2, (J - **

1 HF ( 1 , L ) /U ( 1 , U P)F ( 1 , I.) *HF ( 1 JJ
HCIH1 , L)=HC(1 , L)
i|CH (^t t ) =L I RF1 ( L) / ( । f l’LT h )*1 ) w MCC 2,P>
HCii( 3, l.) =;lj RL1 ( l.) **2/ ( ( |J RE.1 ( I.) -1 ) *( Cl REI ( U *^) ) *MCf h IJ
H C1/ 4 , p) a U R E1 ( U’) / < ( L I R1 .1 C L) -1 > * ( 1.1 R11 (t) - 2 > * U 1 H F 1 < O - 5) 1 * < < L I R E

1 1 ( U ) i # 2 - 2 * I, I L 1 ( L ) •* S) * HC C *, E') - 3* ( Z * I.’| n E 1 C l) * 4 I * C MC ( Z , L ) * * <J) )
HF CU(i ,I )«HFC F1 ,l)
II f f U ( ? , i. ) « I. 11< c 1 ( i.) / ( lj P, | 1 ( L ) “ 1 ) * ‘1 F C ( Z < l)
H f C 'H 1, I > C I R I 1 < I.. 1 A „ 2 Z ( ( C । RI 1 ( L > -1 ) 4 ( U H11 ( L ) - 2 M * M F C (5, I.)
H f C u < 4 । I,) k 2 I F\ i' 1 ( l) / ( ( IJ IU 'I ( U - 1 ) * ( H R E 1 C D > - Z) * ( L | R E 1 C l.) 4 1 > > * ( (I, l R E

1 1 ( L) U Cl *E1 ( u) * $> *”F l ( 4,ip - u < 2* c l Rfl ( L) - ♦ (hFC C 2 , । ) < -2) )
2 9 C 0 U TIDU Ł

P R * P R / F L 0 A T ( L 1 R i:)
PH10 = FI0at(LUrE(3))/F1'UAT(UrF)

1 co FORMAT MI u)
1 01 format<60ru,0)
1 0 2 r 0RPAT (B F 0,0)
1 0 3 FORMAT (Z?Fq.D)
1 0 4 r u r i’ A T ( 3 2 F 0 , j )
1 0 j fo rmat < Z i o >
1 o 6 n.ROAT (6 0 FUJI)
1 OZ FOumAtM 00Fu,0)
1 0 ii FORMAT (20FU.0)
1 0 9 FOrMAt ( 5 p0,0)
1 1 0 FORMAT (JlU)
1 1 1 format (310)
1 1 2 FoRmAt (20F 0,0)
1 1 3 FORMAT (110)
1 1 A FORMAT (6 HU, 0)
115 FO-MAt (3101 * ’4 4 Zt 4 F 0 R ’ A T ( 1 H 1 )



4 / i 
4 z ■' 
4 ( r 
4 7 4 
4 ? 0 

l b 
t. 7 7 
6 7 a 
4 7 9 
4 3 u 
4 8 1 
4 U ? 
4 8 3 
4 U A 
4 8 5 
4 8ó 
4 O 7 
4 8

h J o 
4 9 1 
49 ? 
49 1 
49 4 
4 y 5 
4 9 6 
49 7 
49 8 
4 9<’ 
5 0 0 
5 0 1 
5 O 2 
b O 7 
b O A 
5 O s 
5 O i') 
bo 7 
5 O P. 
b U O 
5 I o 
‘>11 
b i 2 
'n 5 
b I 4 
5 | 5 
b 1 6 
b1 7 
■> i a 
b 1 9 
b 2 O 
b 21 
b Z 2 
5 Z 8 
b 7 i. 
bas 
b?ó 
b Z 7 
b 2 z 
b2°

3 i)u FOR oAT ( / / / 1 bX , Z9 u u C 7I*A HLAIJZACJI HhI; * Hm)
iH FORMAT ( / / 1 5X , ? 7HUAK T 05 C 1 ZMIENNYCH U O 5 O w Y (; 8 / / 1 U X , if 8 H A K f |A HA I) 

RUCIIOML HP1 A , M Z , b / 1 O a , 2* H K A r TAMGtA 9IRH/1 111 w , 
1FA,5/1 O*,2GHKAT rAIHjA ULUj/Z HZ * H’O . b / 1 O * H 5 H i P i U H O O L C « 
1 , F 1 O , A / 1 0X » 24 HE 1 1 7 At< OHJ/l GAMMA 1 ■ H 9,5 / 1 O X / 2 4 H C J 17 A R 9’14.2 
IG Ali” A’ « ,Ió,5/10X,Z6HKAT TARCIA i H, U N . 5 H i * H n , b / 1 O \ , 2 4 il i | l 7 1 
1 K O« J. 5 GAMM A 5 w ,F8. 5 / )

502 FORMAT ( / / 1 bX , 1 9 HZAPASY b T A T E C Z N OS C 1 / / 1 U A » 5 H Z 1 * , F 2 O , 5 / 1 O X , 5 H Z 2 * 
1 ,F2G.b/10X»5ilZ5 a H20.b/1oX»5HZ4 a , ^7 9,5 / 1 O x i b H Z 5 a H20.5)

370 FuiCbU (///1bX, 22HUSKAZNIH S T A I E C Z MOS 0 I / / 1 U X i b H M i , F 7 2 , ? 11 o X , b H 
1F? - H y?, Z/1 'X, 5PF ~ , Fy;;, ZZ 1 O* 0HF4 3 » F / M O X HF b - H' , ? , 7 ) 

5)5 FO^MAt <///1 0X , A5HPHA'lb0Plj50IH EN$TMO »>ThaTY STATECZNOŚCI P u Z E 7 f / / 1
1 0X , Zuill^ZESU 1 I H. I f PI » , FZ, S//1 5X# 5bHUHRDf 90X01 X«A9ri)ZI POPST 
1 ąMY P? = , F 7, 0// 1 Są , 3400^80 T MOKOE PQ9, G Y L I O u k Y c E 4 P 5 3 H^.b/Z 
1 1 5X/26n9ySTAP I EH lt OSlhUSKA PA « , F 7 , b / / 1 b x , ,5 o H P H / E K H O C / E HI i OOSHO 
ISCj PHOEO/A PS - fFZ.S//)

U iq T E < z I 4 4 4 o )
Oh I 1 C (2»r»04)

5O4 FOh^at (///7yXt1?H**★*********///)
1 hU T c (2,100) L I |(E
JRITF (Z, 10 S) (P( I) , I «1 , b )
hkITE (2,*4b) PR10

545 FURIAT ( / 1 Ox f AólIPRAHDOPOpilH , lySTAPIEHIA UjHMNEflU MOMENTU Pl^y/IUy 
1 , 53H0r ROC I E HOKOL PO1), C Y 1.1 N pu Y i Z U t J PM w ,F/»b/Z)

WR I 1 £ <(> • *0b ) PK
305 FORMAT (/riX, 4OHCALK09I n PRAOnOPOOOB, utraty b t a t p c z N o SC 1 p - #F

1 7 . 5 / / )
URI 7 E ( 2 ,
UPITE (Z, > O 6)

50 6 FORMAT ( / 1 bX , 29HROZK LAOY ZaPaS O U S T A T F C Z () S C I / )
IH) SI p Jw 1 , 5
I F ( J . L 9 . . OR , J . EO , b ) GO TO 1 1 1 Z
G0 TO 111 »

1112 UH 17E( 2,4444)
1 11 3 URI TE (7, 10 7) J

507 Furiat (//2UX,1OHZMIEMHA Z,I1//>
U RITE (Z f 5 O8)

5 03 FORMAT (1 SaiZI HGRaHICE P R 7 E O 2 1 A LOU » 9 X f"l 8 H P H a 9 HOP OPQ b H. H S T U a / )
URITE (Z, 509) PH/f J ,1) J^T,/2,1 )

'50 9 Fi)r’’At ( 1 4X # 7H«H I ESK .h 5X / F3, 1 । 1 4X HZ, b)
00 510 IS2,NP|Z(J)
UPITE ( 7, 51 1 ) PHZ ( J H-1 ) HHZ 5 4 r O • P5T9UH )

311 FORMAT (1 6X, Hi. 1,4X, F 3. 1 / 1 4X r F7, 5) i
■)10 CoHTltlUE

HHhI- I
HHh?8HPHZ(4>
hRITE (2, >12) PIIZ ( HHN1 , HHH2) , PSI ( HNN1 , NNN2*1 )

512 FORMAT ( 1 óX HM . 1 r 4X r 7H*N 1 ESK H bX H Z, b )
318 C0|, TINUE

UR 1 T E( 2,4444)
UR 17 E (2,522)

3^2 Format t/1 >x, 3?hroZkcaoy 
O o 5 2 3 J a 1 ib
IF (J.EO.5,OR,J,EO. b) GO 
GO 70 1115

1114 U R1T E( 2/ 4 4 4 4)
1115 UR j 7F (2,324) ,|

374 FORMAT ( / / 2 O X H O H Z H H; H H A 
URI TE 325 )

0SKAZ|pKi)U STATECZNOŚCI/)

TO 1114

F H1 /)



M5 r <) K ” Al (15X,P1 HUR aN f Cl I‘R/.C PZ I A EU O, » 1 MH P H A U DO P U 0 IH I I Ub MA/ )
OH M t ( ? , M6 > nm ( j , 1), ps mh i m )

3 3 6 । i H( ■' A i ( 3 0 A » H ।, 'b 6 X । , <b 1 X f j. / ( '*)
fH) M * Mb NPH F ( J ) . . „
Uh ME MM MO Pl|F ( J , M1 ) MHM-I M > MSMH J H )

3 Ml r o K ” A t (PdrHl.fbbdb/d^bF/i^) 
M Mii I I Ml

lin li M i
tHh( mr p u F N)
U R M E ( 3 M 4 6 ) P ił F ( N 1'1 N 4 , O M ) M S T U F ( N FM 4 M N N 5 ♦ 1 )

Mó roK^Al ( V,x , f 3 M M‘X , 7’I*N M S K ,b 1 «, X r F f , 5 ) 
335 COIIHIujL

up 1 1 F. (Z, 4 40 4 )
URMf M, ’M)

AU FORMAT </////MM,1 5110 0 M E N T Y///)
DO M4 MIM
OH ME MMI 5) J,J

315 IMMAT < / / i M MMMMEiH Y ZMMfMM Z 1 11 * M * H MOHt N T Y CM!MAl,NE 1 
11U L’IM J Z M 1 / )

DO S1ń K = 1 t 4
UH ME (ZM>1O KrlR(KM> #MC(K< J) 

517 FORMAT (1 0XM M *>X Ml 6 , V M 0X / El 6 , ? ) 
516 ęOiHMof

OH ME (PM>Z‘O Jr J
337 FukmAt (//1 5X,?OIIhOiiEnTY ZhMnnE4 F M 1 f M* H MOhE n T Y CEiiTRA^mE Z 

M1 i L r j r M 1 /)
n o < 5 3 k -1, 4
UhME K#iir(K#J)#f^C(Kr J)

Md FORMAT (10XM1 i‘5XM16.9M0X»E16,?)
5 13 ęORTPlUF

U R M E (3,01)
3 S I Format(//I6X,4?MSTYOATORY |H EMMU A ZONE MOMbNTOW CENTRALNYCH/)

UR ME (|,j
3S2 FORMAT (3?X,lHZMM-5iyMHFf II/)

D O X 5 T M 1 » 4
UplyE (3,134) bllCIHKM) rOFCN(KM)

3S4 FORMAT (10X,M ,5X^16.9,10X^16,?)
5rM COiiUMJE
314 Cui,MuUE
Mj FORMAT (//I 5XM5HUJEtMY ARGUIUNT FUpKCJ! P I E R u | A S T E X / 1 5 X , Z 5 H M C Z B A

1 KL HiZACji LI Pd. K M A/1 5X , Z5HNUMER CECHY GRUNTY k i ,j3/
1 1 5X, MIMARTOSC MCZRY 1,0501,EJ S ź »F14,11///)

P A U S E
L U i)
F 1 h I 5 łl



I I CZBA /REALI ZACJ I LIRĘ k 100(1

wartości zmiennych losowych

reakcja Ra obciA7enia ruchome npi b 5^.51430
kat tarCjA wFur4'i ni « ol419o2
KAt tAhCJA ijEwN^; FI2 « 0,21714
SPOjNOSC C = 9^2677?
CICZAP OrJ.1 GaMMAI * 14».31(|56
CIĘŻAR OfU.? GAMMA? » 23N65826
kat tarcia uewn^^ nj B 0.04159
CIL7AR OBJ.3 GAMMA3 » 21L16997

zapady stateczności

Zł = ?2OL 40564
1 562‘, 5 3791 
1 5 8 Z?. 9 39 63
5117?, 281 57
36491, 0f)8 23

lS K A Z M1KI STATECZNOSC j

V. 711 429 2
ZL7912526

F1 =
F2 =
13 B
F4 B
F5 e

t. , i v 1 <; .1 r f
11Ń 1 6 3 7 5 2 5

V. 6687704
4L6610370

PRAIPCPObORieHSTUO UTRATY STaTECZNOSC! PRZEZ:

PRZESUNIECIE pi s: 0I.0z,z,00

CBRCT V/OKUL KRA^FOzI POosTAhy 07 » O.OOCOO

CbRCT IWUL POW. CYLINDRYCZNEJ P3 b (HOCOOO 

WYSTĄPIENIE OSUUiSKa p4 e 0.01300

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI PODŁOŻA PS s 0.1C600



LICZBA REALIZACJI LIRĘ a 2000

UARTOSCI ZMIENNYCH LOSOWYCH

REAKCJA NA OBCIaZ^NIa RUCHOMe NP1 b 
kat OARCjA IM-UN.1 Fil e 0.4071 7
KAT TARCIA WEWNJ2 El2 r 0,24014
SPOjNOSC C « 141. 769 45
CIE/AR OrJ.1 GAMMA1 a 15M1754
ciężar OrJ.2 gamma? « 72.48i24
kat tarcia WEWNJ3 FI3 a 0.62475
CIE/AR ObJ.3 GAMMA3 « 19^.27139

A 2^09731

zapasy

Z1 s
Z 2 e
Z 3 K
Z 4 a
Z 5 a

stateczności

739*. 73374 
15421.06727 
1 49Zt. 87825 
5052«. 47435 
3 2 8 5)* 9 0035

wskaźniki stateczności

T1 r 
F? a 
F3 = 
F4 a 
F5 a

V.O187583 
Z». 7 5 5 8 5 (i 5 
9\3050809 
15Ó511597

341 71 60

PRAI PCPGpORJEHSTMO UTRATY STATECZNOŚCI PRZEZ* 

PRZESUNIECIE P1 = 0504000

(WOT UOKOL KRAWĘDZI PODSTAMy -P2 « O.OOOOO 

CoROT WOKUl PUW1. CYLINDRYCZNEJ P3 a o* 00000 

LYSTAPIEME OSESKA P4 S 0.01300

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI PODŁOŻA P5 a 0.09350



I.IC7BA REALIZACJI lirę a 3000

WARTOŚCI ZMIENNYCH LOSOUyCH

REAKCJA NA ORCIaZENIa RUCHOME NP1 b 
kat tarcia ueunm-j fu s 0550423 
kat Tarcia UEUN^p FT2 „ 0.241ÓA
SPOjNOSC C e 81.64118
CIĘŻAR OpJ.1 GAMMA1 ~ 1 55 80032
CIĘŻAR OrJ.2 GAMMA? = 20581312 
kat tarcia wewn^s fis « 05 45658
CIĘŻAR OpJ.3 GAMMA3 e 21510868

1 335 4 2 494

ZAPASY STATECZNOŚCI

Z1
Z 2 
Z?
7 
b

E

B

R

895 5 j>9 41 
1 70 5». 0 3973 
1 O 8 7t, ? 5 6 5 O 
171 OL 33815

9ł, 59 599

uskazmiki star^cznosci

F1
F2
F3
F4
F5

e
E

1 .2803907 
ZL8812531 
0.2146779 
1L2n49i64 
15 OO89 p9 6

PRA^DOPOpORIENSTOO UTRATY STATECZNOŚCI

PRZESUMIECIF PI s O.O3933

CBROT UOKUL KRAUED71 PODsTAUy P2

CBROT WOfcOL PUIĄ CYLINDRYCZNEJ P3

VYStAPIENIE OSuulSKA P4 = O\O15OO

PRZEZ f

0.00000

a o'' 0000 0

PRZEKROCZEŃ iF NOŚNOŚCI PODŁOŻA P5 o 0*09900



liczba realizacji L I R E « 4000

wartości zmiennych losowych

REAKCJA l'A OBCIĄŻENIA RUCHOrf fjFT » 
kat tarcia ueun/j fu - c?. 500Z7
kat tarcia wewn*.^ fi? » 0.2698?
SPOjNOSC C * 14L 809 07
CIEZ/R OrJ.1 GAMMA1 = 18L42235
CIĘŻAR OfJ.2 GAMMA? = 18*.19o57
kat tarcia wewnus fis = 0.50423 
CIE7AR OrJ.3 GAMHA3 = 19.73434

6^.70063

ZAPASY STATECZNOŚCI

Zł s
Z 2 n
Z 3 e
Z 4 r
Z5 c

13Z\0AC11 
1G6o», 40724 
1145;27274 
2530’. 34°2O 
395;40991

wskaźniki stateczności

FI e
F 2 r
F3 t= 
F 4 r 
rs =

1;4478087 
Z». 71 44507 
7;0100314 
V. 29 2 7806 
1\3915335

PRAWDOPODOBIEŃSTWO utraty STATECZNOŚCI PRZEZ:

PRZESUNIECIE PI 3 0.03850

CBRET WOKOL KRAWĘDZI PODSTAWY P2 « O.UOOOO

OBROT WORUL puw; CYLINDRYCZNEJ P3 W 0.00000

WYSTĄPIENIE OSUWISKA P4 « 01.01575

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI PODŁOŻA P5 = C.0O950



LICZBA REALIZACJI LIRĘ * bOOO

WARTOŚCI ZMIENNYCH LOSOWYCH

REAKCJA NA OBCIaZENIa RUCHORe NPl k 
rAt TApCjA wĘwnUI Ryl « 0,59334 
KAt 5 ARCIA i/EwNh? FI2 a 0‘ 176^9 
SPOjI CSC C = ' 11’. 26176
Cie>AR OpJ.1 CAMMA1 = 1^.00845
ciężar OrJ.2 gamma? a 19M3440 
kat tarcia wewn!J3 fi3 k o\ 5304o
CIE7AR OpJ.3 GAMHA3 a 19’. 78441

5 6’- 1 5 6

7APASY STATECZNOŚCI

Z1 p
Z? =
Z 3 R
Z 4 b
Z5 er

11 z1. 4 B1 O 
1622^76237 
1310.57261 
2380. ?546B

6 3oi, 0 2 069

WSKAŹNIKI STATeC/NOSCI

F1 B
F2 r
F3 b
F4 e
F5 b

1% 34 56571
Z. 00 54706

1/.1471320 
1\280^647
V. 6375428

pRALff POpOP I ENSTl'0 UTRATY STATECZNOŚCI PRZFZj

PRZfSiinILCTE P1 = 0T.03760

OBROT WOKUL KRAWĘDZI POOSTAUy P? « 0.00000

OeROT WOKOl puwl CYLINDRYCZNEJ P3 » o’*0C000 

WYSTĄPIENIE OSultiTSKA P4 = 0^01500

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI P0DL07A P5 a 0*09720



LICZBA REALIZACJI LIrE O 6000

uartosci Zmiennych losonych

REAKCJA HA OBCIĄŻENIA RIICHOKf NPl « 44*. 11 Zł 7
kat tarcia wewnui fu s 0^45390 
kat tarcia uewn.?e fi? » O'.?2oęR
SPOjNCSC C = 10419040
CIE7AR OpJ.1 GaMHAI = 15455913
CIE/AR OpJ.2 GAHMA2 = 21490385
KAT TARCIA WEWNiJs FI3 a 0459906
CIE7AR OBJ.3 GAMMA3 = 18453368

ZAPASY STATECZNOŚCI

zł « 18X84525
Z? a 1552*. m46?
Z? e 142X72100
z4 K 4015;41270
Z5 e 2006<,8?83ó

USKAZNJKI STATECZNOŚCI

F1 r
F 2 e
F3 « 
F 4 e 
F 5 b

H 59 0 4213
X 8()9 0O37

10.8121n77 
K. 51 0 41 09 
3'. 0367437

PRAUBOPOdOBI ENSTI'0 Utraty STATECZNOŚCI PPZF7»

PRZESUNIECIE P1 e OLO37I7

OBROT UOKOL kHA^FOzl PODSTAWY P2 c 0.00000

OBROT UOKUL pow:. CYLINDRYCZNEJ P3 » O.OCOOO 

WYSTĄPIENIE OSUulSKA pa a 0^.01533

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI PODŁOŻA P5 a 0-09867



LIC/BA REALIZACJI L l RE b 7000

uartosci Zmiennych losowych

REAKCJA I’A OBCIaZENIa RIICHOHf RP1 a 
kat tarcia fu « 0.5M88
kat tarcia wewn^? F12 a o'. i??58 
spojhosc c * 15523800
CTE7AR OfJ.1 GAMMA1 » 15ł.93()52
CIĘŻAR OpJ.2 GAMHA2 = 2O562o12
kat tarcia WEWNJ3 fis = O571196
CIEZAP OBJ.3 GAMMA3 ° 19597026

8 V. 39149

ZAPASY STATECZNOŚCI

Zł = 
Z? B 
Z 3 c 
Z4 a

31955337? 
173o;10575 
2()OOi, 60583 
6 7 21 O 319 6 
8ó57\51018

uskaZnjki stateczność i

m
E2
F3
F4
F5

75 0^06134 
5*. 2331 p9 3

S5I. 42 51 fi9 7 
158282698 
9’. 4662451

PRAkpOPOnORIENSTUO UTRATY STATECZN^SCI PRZEZ:

PRZESUNIECIE P1 « u.03614

OBROT WOKOl KRAUEPzI PODSTAWy P2 b 0,00000

OBROT IW.UL PUW5 CYLINDRYCZNEJ P3 b 0*00000

WYSTĄPIENIE OSupiSKA P4 s 0501514

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI PODŁOŻA P5 a 0.09600



LICZBA REALIZACJI L I RE k 8000

WARTOŚCI ZMIENNYCH lOSOWYCH

REAKCJA NA OBCIazENIA RUCHOME HP1 » 
kat tarcia wewn;^ ni k 0.52137 
kat tarcia fi? n o.i7O44
SPOjlOSC C = 9*. 0429(1
CIĘŻAR Opj.1 GAMMA1 = 18L99998
CIE7AR OpJ.2 GAMMA? = ^1^74738 
kat tarcia wewnijs fis = or.81045
CIEZAF CpJ.3 GAMMA? = 2OK77S74

29%03«38

zapasy STATECZNOŚCI

Z1 c 3 8 3 7 3
'i? B 1419/. 3 8 7 3 5
Ł. •’ s 2209% 6 ? 5 31
<.A rs 774 4; 6? 29 p
Z 5 ts 12* 30% 0831 4

WSKAŹNIKI STATEC7NOSCI

ri p 
F 2 = 
F 3 s 
F 4 k 
r 5 r

1%7193520
2; 4950700 

iZi. 561887?
1’. 8891466

1 3?67o?5

PRAI ICPOpOB 1 ENStI'0 UTRATV STATECZNOŚCI PRZEZ:

PRZESUNIECIE PI “ OLO37I2

CBRrT WOKOl KRAMEOzI PODSTAWY p? » 0.00000

CBROT WOKOl puw?. CYLINDRYCZNEJ P3 b o!.ocnoo 

WYSTĄPIENIE OSUWISK/* p4 s U.01500

PRZEKROCZENIt NOŚNOŚCI PODŁOŻA P5 H 0’09837



LIC7BA REALIZACJI LIrE a 9000

wartości Zmiennych losowych

reakcja HA OBCIĄŻENIA RUCHOME NP1 s 
kat tarcia uewn.ri fu c 0.38157
kat Tarcia ueWz fi? „ 0.71433
SPOjNOSC c o 6’. 495u
CIĘŻAR OfJ.I GaHMA1 a 17^03716
CIĘŻAR Of J.2 GAMMA? C 20-. 70591
KAT TARCIA WE^NHj FJ3 « Qt.49926
CIĘŻAR Of J.3 GAMMA3 8 19^66384

6Af. 53029

ZAPASY STATECZNOŚCI

Z1 38'. 1 365 1
Z 7 1352’. 4?89 0
Z 3 C 9 6 7^ 6 4 3 4 r'
Z A e 170.13625
Z5 E 1 41.1 6 559

wskaźniki stateczności

fi 
r?
F3
F4
F5

1ć1ol1282 
Z.2314023 
3’. 9 6551 80 
V. ZnSó^óA 
O4. 8864851

PRAHOCPOdUhiENSTUO UTRATY STATECZNOŚCI PRZE?!

PRZESUNIECIE pi K 0<03744

CBRnT ijOKUl KRAWĘDZI PO0STA|ty P2 » 0.00000

CbROT WOKOl PUI< CYLINDRYCZNEJ P3 h O!.00000

WYSTĄPIENIE oSUUjSKa P4 13 0.01556

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI PODLO/A P5 k 0,09978



liczba REALIZACJI LIrE a 9100

wartości zmiennych losowych

REAKCJA NA OBCIĄŻENIA RUCHOME NP1 = 
kat żarcia uewnui fu e c.55450
KAT TARCIA UEWNi.1? FI2 3 0,25131
SPOjNCSC C = 1A 23325
CIĘŻAR 0BJ.1 GAMMA1 « 16\76365
CIE/AR OpJ.2 GAMMA? = 22\0ó604
kat tarcia wewm,3 fu = 0.50443
CIL:ZAR OrJ.3 GAMHA3 = 20’. 50074

5*. 23286

zapasy stateczności

Z1 c 1°6% 19765
Z 2 ~ 1670’-. ° 1 41 8
Z 3 C 1 41 Pi. 5 3055
Z4 n 3 7° 6», 06091
4 5 B 19 6 4^ 861 70

i skazuj ki stateczności

F1 r U 68 55709
F? b 3.1619492
F 3 R 2 U . 1 0 3 5 o 6 3
r4 s u 4599524
F5 P 2^9718957

PPALlCPCnOHIEUSTUO UTRATY STATECZNOŚCI PRZEZ, 

PRZESUNIECIE Pi " 0^03736

CBRCT wOKOL KRAWĘDZI PCpSTAijY P2 « 0,00000

COROT UOKOL PUM?. C Y L I N D R Y C Z p F J PJ b O-OCPOO 

WYSTĄPIENIE OSUWiSKa P4 a 0.01549

PRZfKROCZENIE NOŚNOŚCI PODŁOŻA PS B 0,09989



LICZBA REALIZACJI LIrE B 9200

wartości zmiennych losowych

RFAKCJA LA OBLICZENIA RUcHOPp NPl b 74^010j8 
kat ^ArCjA pTi a 0.47107
KAT tarcia pEwNjj? FlZ c 0.12749
SPGjLGSC C w 7.64232
CIE/AR OpJ.1 GAMMA1 = 19L65O46
CIĘŻAR OpJ.2 GA^A2 c 23-77216 
kat tarcia wfwil.is fi3 a 0^.50150
CIE7AR OrJ-3 GAMMA3 « *19^02622

ZAPASY STATECZNOŚCI

Z 3 k
Z 4 tr
z 5 c

1 31 0\ 75 895
1199^751 45 
19791,73253

5841 3

wskaźniki Stateczności

E? 
F 3 
F4
F5

e

K

E
G

1L 0118331
1 33019 2

. ?1 389 2 8 
n21^1300 
V. 0843019

F1 e

PRAWPCPOIWBIFHSTWO UTRATY STATECZNOŚCI PRZEZj

przesuniecie pi « 0.03739

CBRCT WOKOL KRAWĘDZI PODSTAUy P2 c 0.00000

Ot ROT WOKOl POHL CYLINDRYCZNEJ P3 p 0-0(000

LYSTAPIENIE OSUwtSKA pa = 0.01543

PRZEKROCZENI E NOŚNOŚCI PODŁOŻA P5 b ()\ 09957



LICZBA REALIZACJI L I r E k 930 0

wartości zmiennych losguych 

reakcja ua obciążenia ruchome rpi » 
kat tarcia i/eunuk f i i n <7.45107
kat tarcia uewnjz fiz - o.i9i82
SPOjNOSC C = 7^0.3347
CIE7AP OpJ.1 GAMMąi = 17*. 00239
CIE/AR OfJ.2 GAMMA? * 72592806
kat TARCIA UFW.’3 FT3 = O’.32296
CIEZAP 0|J*3 GAMHA3 a 20552055

171560070

ZAPASY STATECZNOŚCI

Zł « *895 78358
Z 2 = 1 56^.6881 7
Z 3 = SA9., 61801
Z 4 e *107 4^54810
Z5 = -7891.04875

kskaznjki stateczności

Fi e Oi. 7749054
F? e Z*. 3863()?'1
F 3 s Z 9 7347 O 5
F4 r Of. 879 4811
F5 r Oz 29 09 544

PRAurcrOoCPIENSTUO UTRATY STATECZNOŚCI PRZEZ:

PRZESUNIECIE P1 e 0-.03763

OBRCT vif»KUL KRAWĘDZI PODSTAyY P2 « O.OOOOO

CHROT WOKUl puir. CYLINDRYCZNEJ P3 = 0> 00000

WYSTĄPIENIE OSUWISKA P4 = 0^.01538

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI PODŁOŻA PS S 0.09989



[IC/BA REALIZACJI HrE b 9400

vartosci zmiennych losouych

REAKCJA NA OBCIaZENIa RUCHOrg |! P1 h 
KaT TArCjA Upijali fjI = 0.44021
KAT TArCIA uEw^.*2 H2 « 0.17723
LPOjICSC C e b\3099A
CIEf7AR CpJ-1 GANMA1 k 17.86761
CIE7AR CrJ.2 GAMMA? = 2O\9541 7 .
kat tarcia wewn.^ fj3 « o’.541ó8
CIĘŻAR UfiJ.3 GAMMA3 = 19L70002

39’. 519 35

ZAPASY STATECZNOŚCI

Zł
Z? 
Z 3 
Z 4

5 4». 0 5699 
1 3 6 Z*. 1 ?9Ó1 
11 37^94052 
21 4^^981 43 
229^^0560

wskaźniki stateczności

F1
F2 
ET
F4
F 5

1». 1 41 6608 
2L322ÓO31 
>*.31 07325 
1L2544559 
V. 2344255

PRAUCfPODORIENSTUO UTRATY STATECZNOŚCI PRZEZj

PRZFSONIECIE P1 = OLO3745

CUROT WOKOL KRAWĘDZI PODSTAWY P2 c 0.00000

OBROT UOKUl POUL CYLINDRYCZNEJ P3 b (Moooo

LYSTAPIENIf OSUWI$Ką p4 S 0 . M5.32

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI PODŁOŻA P5 » 0.09979



LIC/BA R6AL,i2ACJI LIrE » 9500

UART08CI ZMIENNYCH LOSOWYCH

REAKCJA pA OBCIĄŻENIA RuCHOFE NPl e 
kat tarcia mewi fu - 0.54344
KAT TARCIA WEWNjg FT2 « O!.12O53
SPOjKCSC C = 8995170
CIE>AR OrJ.1 GAMMA1 = 18980893
CIE/AR Op.J. 2 GAMHA2 c 19.43710
KAI TARCIA UEWNiJS FI3 k 0.73561
CIE7AR OfJ.3 GAMMA? = 21933q94

451.85627

ZAPASY STATECZNOŚCI

Z1 E 19 29 56096
Z2 K 1 449), 19 06?
Z 3 e 19 44i, 73’374
i- a 5<>4V9 26532
Z5 E 4974^ 39 586

wskaźniki Stateczności

fi E
F2 s 
F 3 s 
F 4 c 
F5 e

V. 4904966
Zf. 51981 89 

1ć, 0880694
19 6512176 
0‘. 0396274

PRAUPCPOoOrIENSTUO UTRATY STATECZNOŚCI PRZEZi

PRZESUNIECIE P1 = 0.03726

COROT UOKOL KRAWĘDZI PODSTAWy P2 B 0.00000

OpROT WOKOl PUW9 CYLINDRYCZNEJ P3 « 0.00000

LYS^APIENlE OSUWISKA P4 s Ot.o1526

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI PODŁOŻA P5 3 0.10021



LICZBA realizacji L I p E s 9600

iartosci Siennych losowych

REAKCJA NA OBCIaZENIa RllcH0p(: NP1 b 
nAT TApCjA UfWN!.!1 Fil - 0.58463
KAI TArCJA uŚwNjP FI? o 0.1817?
SPOjtCSC C « 9^25189
CIE/AP OfJ.1 GAMMA1 « 16’.19988
CIE7AP Of-J.2 GAMMA? = 20.65o85
kat tarcia wewnjs fi? « 0.65450
CIE7AP Opj.3 GAMMA? = 19'.83488

5^.01776

zapasy stateczności

Zł 
z? 
Z 5 
Z 4 
?5

p?A 86 33- 
1 66 Zł. 09 5? 7, 
1 7 3 ? 8571
48A4‘. 29 574 
40 49), 10175

KSKA^NIKI STATECZNOŚCI

F1 c 
r? e 
Es X 
F 4 e 
F5 s

1‘.7374767
? 1 51 ó 8 5 

45\4845725 
V. 607631 8 
5*. o A 086 () O

PRAC PCPOpORIFOSTUO UTRATY STATECZNOŚCI PRZEZ, 

PRZESUNIECIE pi c 0.03687

OBR(T ljOKOL KRApEDZI PODSTAWY P2 n 0.00000

CBROT WOKUL PUIĄ CYLINDRYCZNEJ PS c O’, o-oooo 

WYSTĄPIENIE OSU^iSKa P4 ° O*. 01510

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI PCDL07A P5 s O.ICOlO



LJC7BA REALIZACJI LIrE r 9700

WARTOŚCI ZlilENNYfH LOSOWYCH

REAKCJA fA OBCIĄŻENIA RUCHOME HF1 a 
kat tarcia węun-ji fu a o1.61571
kat tarcia wewnj? fi? = o.i?5o?
SPOjtCSC C = a».o4530
CIEzAP 0M.1 GaMMAI = 18.29527 
ciezap om.2 gamma? « 19%5óo76 
KAT TARCIA WEUNn^ FI3 a
ClEzAR OM.3 GAMHA3 3 19^.49863

5^.53^59

ZAPASY STATECZNOŚCI

Zł c 1 3l‘. 4 4 496
72 r 161 70991
Z 3 a 1461^30076
Z4 a 302 A. 74580
Z 5 a 1 23'U, 29 485

wskaźniki stateczności

F1 s V, 3904553
F2 = 3*. 0 0 0 2 01 3
F3 a 21%8^28879
F 4 a 1‘. 35271 85
F5 = Z%2353?57

PRAlPC PODOBIEŃSTWO UTRATY STATEC7N0SCI PRZEZj

PRZESUNIECIE PI « CP.O37H

CPRCT WOKOL KRAWĘDZI P0d$TAUY P? 65 0,00000

CEilU T UOKUL puu; CYLINDRYCZNEJ P3 s 0.00000 

LYSTAPIENIE OSuuiSKA P4 a Ol, 01505

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI PODŁOŻA P5 3 0.1C021



L I R E aliczba realizacji 9300

uartosci Zmiennych lżonych

REAKCJA PA OBCIĄŻENIA RUCHOCe NP1 k 
kat tarcia mewn.^ m „ 0551698 
kat tarcia WGwr%7 fi? n 0.21075
SPOjNCSC C = 8574731
ciężar OrJ-1 ga^mai = 16.82003
CIE7AP CpJ.2 GAMMA2 » 205 061 1 7 
kat tarcia wewnjs fi.3 b 0.73404 
CIE7AF OlJ.3 GAMMA3 = 19556425

37^6683

ŻAFaSY STATECZNOŚCI

Z1 * ?6«5 41571
Z2 c 1 549*. 6633?
i3 s 19 29t. 6 7664
Z4 c 6359f, 13236
Z5 * 76 0o>, 5 3<’1?

RSkA^MIKI STATEC7H0Scl

FI 
F?
F3 
F4 
F5

B

B

B

1». 8^87574 
ć. 7451622 

165.^^30268
157831235 
81.7683761

PRAkDCPOfjOP I EN^TUO UTRATY STaTECZNOScI PRZEZ j 

przesuniecie pi » 0503705

OBRCT UOKOL KRAUFOZI PODSTAWY P2 ° O.00000

OORCT UOKOl POWf. CYLINDRYCZNEJ P3 o 0*00000 

kYSTAPIEN!E OSui/lSKA PA « 0*. 01 520

PRZ( KROCZENIE NOŚNOŚCI P00L07A P5 a OMCO^I



UC?BA REALIZACJI LIrE n 9900

WARTOŚCI ZlilFNNYCH LOSOWyCH

REAKCJA |M OBCIĄŻENIA ruchome IIP1 M 
KaT TaRCIA UEWN.^ Fil 3 0^.4511?
KAT TARCIA WEWNij? FI2 c 0.24665
SPOjlOSC C = 10*. 9 819 8
CIE7AR O|J.1 GaMMAI * 16'.70804
ciezap orJ.2 gamma? = ?v.O376o 
kat tarcia uewn.is fis s o\686«o
CIĘŻAR OiU.3 GAMMA3 “ 20584046

345 25360

ZAPaSY STATECZNOŚCI

Z1 «: 240.10536
z z 1 4911. 28723
Z 3 B 1 687f. 67^^
Z 4 E 5729i. 80290
Z 5 e 5o1 9i, 1 6 739

U S K A Z N I R I

F1 c
F2 k
F3 =
F4 «
F5 B

STATECZNOŚCI

U 7792670
Z. 6585187 

1 Ot. 0670500
1^. 7009217 
6*. 1 4 4445 0

PRAl DCPOrOr I [ NSTI/O UTRATY STATECZNOŚCI PRZEZ:

PRZESUNIECIE PI = 0*0,3778

OBRnT uCKUL KRAiiFOzI PODSTAWY PZ « 0.00000

OB ROT WUKUC puw; CYLINDRYCZNEJ P3 c= 0-00(100

WSTĄPIENIE OSUPjSKa P^ = 0Ę01505

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI POOLOZA P5 b 0.10051



LICZBA REALIZACJI L I R E s 10000

WARTOŚCI ZMIENNYCH lOSO^yCH

REAKCJA f'A OBCIA7ENIA . RUCHOME UP1 e 
kat tarcia w/n;^ fu k o.a52oi 
kat tarcia ueunjp ftp h 0.18071 
SPOjICSC C = 11.35754
ciężar on.i gam^ai = V*.74550 
CIE7AR ON.2 GaWMZ = 74.34972 
kat TARCIA WEWN^s FI3 k 0472305 
CIE7AR ON.3 GAMMA3 = 1 84931 41

45^0017

ZAPASY STATECZNOŚCI

zł S 332*. 09278
Z? s 1 80 <4. ° 65 *6
Z 3 c 9 2 34 59693
/4 e 7(.}9Zi, 46805
Z5 e 1 255ó»t386l4

l S KA Z n1kI STTE C 7NOS Ci

F1 E
F? «
F’ c
F- A b
F 5 r

24 2533411 
ó‘.c 46 4020 
545711491 
U°1 58230 

134 7339 oA?

F>RAL RCPOpOw I FH5TWO UTRATY STATECZNOŚCI PRZEZ.

PRZESUNIECIE P1 3 O4O376O

ORROT hOKUL KRAijEOzI P0pSTA|,jY P? R O.OOOOO

ObRFT UOKUL PUW4 CYLINDRYCZNEJ P3 » (UOOOOO 

lystapienie osuwiska = 0401490

PRzI-KROCzENI F NOŚNOŚCI POOLG/A P5 « 041 0020’



L I C Z O A p E A U z A C J I CI K f * 1 O O (H)

PRAWDOPOOOnrFN^rn() UTRATY STATECZNOŚCI PRZEZi

PRZESUNIECIE Pi a 0,OV6U

08R0T WOKOL KPąHEPZI POOSTAHY Pri « 0.00000

ORrOy WOKOL PO .4, CYLINDRYCZNEJ PS i 0,00000

WYSTĄPIENIE OSUWISKA P4 = O.OWO 

PRZEKROCZENIE NOŚNOŚCI PODŁOŻA P? * O^OO^U

PRAUDOPOOOO, WYSTĄPIENIA UJElNEGn MOMENTU PRZY 
OBROCIE WOkOl POu; CYLINDRYCZNEJ PM n 0.0Z030

CAŁKOWITE PRA^DOPODOB, UTRATY STATECZNOŚCI P a 0,100^0



ZMIENNA 21

G R A1 I C E F• I ZbDZlALoU PRAWDnpUDCbIE0STUA

- h I E s k; -30020 0200000
- 3 o o. o -20020 0’. 00GOU
- 2 n O1, u -1 5 0-20 Oi.O0O2O

1 5 0.0 -1 0 0 20 0.00120
- 1 o o. o -80 jo 0.00160
“*o. u -60. o 0.00340
“ 6 0,0 -4q J'0 0,00 53 0
“ 4 o . 0 -209-0 0.01G50
“20.0 0 20 0.01546

0.0 40 20 0’. 05 5 80
4 0.. G 80.0 0.10400
80, u 1 20.0 0.16350

1 2 0'. o 1 60 20 0.18890
1 6 0% u 200/0 0.16530
2 0 Ol. 0 2 4 0 ,0 0.12850
2 4 0.0 2 8020 0;()8ć00
2 8 o; 0 320.0 0,04260
3 2 0'. 0 3 ó 0.0 0,01 6nu
36 0.0 4 00 JO 0.U057C
40 0.0 450 20 0.00140
4 5 0*. 0 5 00 20 0.00010
5 0 0.0 600 20 0.00 00o
600. G 80 0'20 0.00000
60 0.0 1000.0 0.00000

1GOO . 0 ♦NIFSK/ 0.000 0 0

pMJENNA 7?

0RA0!CE PRZEDZIAŁÓW PRAWDOPODOBIEŃSTWA

-N I ESK'. 020 o. ooooo
0.0 5 0 020 0.00000

50 0., 0 700 jO o. ooooo
7 0 0, G 9 00J0 0\00G20
9 0 0*. O 1 000 JO 0.00070

1 000. G 1 1 0 0 20 0.00240
11 0 0., o 1 200 Ju 0.01100
1200.0 1 300i. 0 0.04130
1 3 0 0.. 0 1 350’20 0.04070
1350.G 140020’ 0.06900
1 4 0 0*. 0 145020 0.09 20 0
1450,0 150020 0.12170
1 5 Ci 0.0 1 550 20 0.12940
1 5 5 0>. 0 160020 0,13130
1 6 0 0', 0 1 6 5 0^0 0.12880
1 6 5 0,0 1700.0 0.10060
1 7 0 0.0 175020 0.06790
1 7 5 0 , (i 180020 0.03690
1 8 0 0*. O 1850J0 0.01380
1 8 5 0f. 0 1000/0 0200600
19 00.. 0 19 5 0-/0 0.00350
1 9 5 0.0 2000.0 0.0G120
7000.0 21 00 JO 0.00080
21 00*. 0 2200.0 0.00020
7 20 0'. 0 2500 20 0.900 4 0
P500.0 30 00 JO 0.0 0G20
•^nno ii 0 60!



ZMIENNA Z3

PRA^DOpOdCpIeNSTWaGRa^CE PRZEDZIAŁÓW

11 E « KŁ o jo 0.00000
o.o 400; 0 0.00011

4<)0'. 0 6 0 0.0 0.00183
6 0 0,0 800 JO 0.01560
8 0 0’. 0 9 00 JO 0*. 01958
9 0 0-. 0 100010 0.0’636

100 0.0 1100JO 0.06153
1100.0 1200 JO 0.09659
1200’. 0 1 300/0. 0.12380
1300.0 14 00 JO 0.1’854
1 4 00.0 15 00^o 0.12703
1 500*.0 1600j0 0.09885
1 6 0 0*. 0 1 700 JO 0,07960
1 700.0 1800JO 0.06798
1 300*. 0 1 900JO 0;0 5034
19 n o. 0 2000JO 0.03765
2000.0 2100JO 0.07119
21 0 0*. 0 2 20 0 JO 0.01280
? 2 0 0.0 2500JO 0.00764
2 3 0 0.0 2500JO 0.00269
2 5 00; 0 3000.0 0.0003 Z
sono;, o 3 500 JO 0.0000 0
5 5 0 0*. u + N I E S KJ 0.00000

ZMIENNA 7-4

Pr/EDZ i a LOU' PrAWDopODCPIEhsTWAG r A111 C E

N I E S K . F-1 00 0 _!0 0.00070
-1000*. 0 -500/0 0.00*30
-500'. 0 -400JO 0.0017C
- 4 n 0.0 — 3 0 0 .4) 0.00150
-300.0 -200.0 0.00160
-200.0 -100.0 0.00330
-100*. 0 0.0 0.00260

0'. 0 75 0 JO 0.02390
75 0.0 1 5 0 0.0 0.05770

1 5 0 0.0 22 50.0 0.11320
2 2 5 0.0 3 0 0 0.0 0.17310
3000.0 37 5O.*O 0.1 747 0
3750.0 4500/0 0.14920
45 0 0’. 0 5^5 o/o 0.1076 0
5 2 50'. 0 ÓOOC' /O 0 * 08180
( 0 00*. 0 675q/0 0.0 5 4 9 0
67 5 0'. 0 7800.0 0.03160
75no. 0 8p5oJo 0.0148 0
f2 50.0 0000.0 0.00590
< ono*. 0 1 0 0 00 JO 0.00070

1 OOOO'. 0 12500JO 0.0 0 0 0 0
1 Z 5 0 0.0 1 5000*. 0 0.00000
1 c 0 0 0.0 20000JO 0.0 0 0 0 0
20000*. 0 + N I FSKJ 0.00000



ZMIENNA 25

GRANICE PRZEDZIAŁÓW PRA^DOpOpio IEUSTWA

- N 1 E S K; *20 00 JO 0;oonoc
*7000*, 0 0 0090 0.00010
i-i ono . o -750 jo 0.00110
-750,0 -50090 0; 01320
-500; 0 -40090 0; 01090
-400; 0 -3 00 JO 0.01610
u 30 Ci. 0 -200 JO 0;01710
-2(10; 0 -100 JO 002040
u 1 o 0; o 0 JO 0.02130

0; o 2 5 090 0.06750
2 50.0 5 00' ‘O O, 07 44 0
5 0 01, 0 7 5 OHO 0,07610
7 5 0; 0 1o o 090 0.07510

1 0 0 Oi, 0 150090 0.12 C 30
150 0;0 200090 0; 0 8 F 2 0
2000;0 250090 0,07230
2 5 00; 0 300090 0.05510
3000,0 350090 0.03950
3500.0 400090 0.03270
4 00 0; 0 4500 JO 0.03G2U
4 5n0; 0 5000J0 0.02660
5 0 0 0; 0 600090 0.03510
ó 0 o 0;0 70 0 0 JO 0 ; 0 2 2 4 0
7000;0 nono jo 0.01 F 8 0
0 0 0 0.0 0 0090 0 . (‘1 46 0
6 0 0 0; o 1000090 0.01230

10000.0 1 2500 JO 0.01350
12500; 0 1 5 000 JO o.ocrno
15000,0 20 000 JO 0.00210
20000;0 30OOOjO 0.0 02 2 0
30000;0 5000090 0.OOGOO
5( 000.0 *NlPSK9 OjOOOOO



rozkłady wskaźników stateczności

granice przedziałom PRAWDOPODOBIEŃSTWA

zmienna fi

ot o o?f.o o.ooooo
Ot 5 0 Ot 70 0.00060
ot 70 0.70 O.OCcOO
Ot 8 0 0‘.75 0.0 C 3 fi 0
Ot 8 5 O'.9O 0,00610
Ot 9 0 0.^3 0,0048 0
Otr' 3 0-9 5 0*00530
Ot 9 5 0f9 7 0,00690
Ot 9 7 U oo 0.00210
11 0 o 111 o 0.0505 0
U1 o 1t‘2O 0.08750
11 2 0 1t>0 0,114/0
11 5 0 1^40 0,14590
1t 40 11 5 0 0; 1316 0
1t 5 o 1,60 0.12320
11 6 o U 70 0,099 50
1t 70 lt‘00 0,07370
11 fi o 1.90 0,05220
11.90 ?t 0 0 0.03510
zt co 2.1 0 Ot 0 2 0 4 0
?t i o 2.20 0.01 3 3 0
?t 20 2.70 Ot 0 08 2 0
Zt 30 2-. 5 0 0; 0 0 5 0 0
2t 5 0 3.0 0 0.0 C1 5 0
5t 0 0 4‘, 0 0 0.00010
4t 0 0 *NlESKt’ 0.00000

ZMIENNA Fr?

granice PRZEDZIAŁÓW PRAWDPpUDCf) I ENSTWa

ot 0 1t'OO 0.oceno
1t 00 11'6 0 0;OCOOO
1t 40 11 fi 0 0.0024 0
11 8 0 2t 00 0.01440
2t 0 0 2 .70 0.05590
?t 20 2*^46 0.11640
2t 40 ?t 6 0 0.1 7 3 9 0
2t 6 0 2t’8O 0.1814 0
2t 80 3J00 0.15710
3t 0 0 3t 20 0.12580

20 3 .'40 0,08050
3t 40 3,60 0.0473 0
3t 6 0 3 .70 0,0 24 10
3f. 8 0 4,'00 0,01470
4r. OO 4,7 0 01. 0 0 6 0 0
4t 50 5’. 6 0 0.0CC10
5t 0 0 *NlES KU 0.000 ()0



zi.ienha h

PH7ED7I ALOUOK AbI CE PPAWDOpODCbIENSTUA

0*. 0 1 .00 0.00000
11. o o 10 0,00 0 0 o
1’. 9 0 2.60 0.00054
?\ 00 2 .<50 0.00116
?f, 5 u 3 .160 0.00570
^i. 0 0 4’. 0 0 0,03173
4‘. 00 6 76 0 0.14040
6<. 0 0 8. (i 0 0.16666
ł”, 0 ó 1 0*. 06 O;13ó5C

1 m, o o 1 ź , 0 0 0,0962?
1 /I 60 1 4 ,’GO 0,07465
IM. 00 1 6.6 0 0.05u98
1 61, 0 0 1 B . 0 0 0,04173
1 8i, 00 2 0; 00 0.03205
2(8. u 0 2 2.00 0\ 0 2 ó o 3
Z 29 0 o 2Ó . on 0.03689
C 6l, 0 0 30;6 0 6 , (i 2 4 5 2
3 Ol. 0 0 4 0’. 0 0 0.03711
4 Ol. 0 0 5 0; 00 0.01872
5(2. 0 0 6 Ol. 0 0 0.01441
6 Ot, 0 0 79 , oO 0.001-56
Z0». 0 0 8 0,0 0 6.00721
8 0’. ( 0 1 00; 6 0 0;00710

1 OM, 60 120.60 (i. U C ó 1 3
1 2 01. vO 1 4 0 /O 0 0.00301
1 4 ńi, 0 u 1 80; 0 0 0.00549
1 8 Ol, 6 0 2 2 0'. 0 0 0.0 0 Z 4 7
? 2 Ol. 0 0 260.60 0.00183
? b Ol, o 0 3()0; 0 0 0.0 C1 8 3
7 0 Ol. 0 u 500'. 6 0 0.00441
fi 0 Ol. 0 u 1 0 0 0; 0 0 0.00290

1 00(8. 0 0 2 0 0 0; 6 0 0.00C86
2 6 0 0'. 0 6 o o i). o n 0,0 009?
4 L 0 Ot. 0 0 8 0 0 0 ’. 6 0 0,00022
8 6 0 Ol, 0 o Z 0 0 p 0'. 0 0 0-, 0 00 0 6
0 0 0 0(, 60 * 0 I E s K .t O.OCOOG

7MIECHA

prawdopodobieństwaGkAllCE PRZEDZIAŁÓW

OŁ 0 0.50 o.ocooo
ni. 5 0 0.80 0.00006
oi. ńo 0.90 0.00140
01.9 0 0 ,<J3 6.0015U
61. o 3 0'.<'5 0.OG220
Ol. 9 5 Ot. 9 7 0.00390
Ol. 9 7 1 .‘6 0 0.00590
1C o o 1 -. 1 0 0,0294 o
1 i. 1 () 1 .70 9.06780
1 <. 2 0 1'. 3 0 0‘. 14 350
V. 30 1 .'40 0.19370
1 i. 4 (i 1 ..50' 0.T7770
1 5 0 1 .60 0.13960
11. ó 0 1(. 70 0.09920
11. 7 u 1 .80 0.07000
li. 80 2.00 0.05560
29 0 U 2 74 0 0^. 008 6 0
21.46 Zf.iBO 0.0 0 0 0 o
Z<, 8 0 3.70 Os, 0 0 0 0 o
7l, po 4 . >0 0 0.00600



ZMIENNA F5

GRAFICE PRZEDZIAŁÓW ; PRAWDOPODOBIEŃSTWA

01. 0 0J2 5 n.OOORO
0; 2 5 0;i50 0,0131 o
01.50 0'/8 0 0.01120
0f. 60 O'..7O 0.01590
01 7 0 O1/80 0.01740
Ot. 8 0 ou°o 0,02090
oi. ęo i^oo 0.02090
U 00 1 */5 0 0.14140
1’. 50 2'JOO 0.15020
zi.oo 2/50 0.12030
?(. 5 0 _ - 3; 00 0.08870
31. 0 0 3/50 0.07290
31.5 0 4; ino 0.053 50
M.OO 4i/5 o 0,04000
41. 5 0 5-/00 0*03360
5(, 00 51.150 0/029 10
5’. 5 0 6’200 0.02660
6^ 0 0 6i,i50 0.01/10
6i. 50 7.00 0.01710
71. 0 0 7.50 0.01710
71. 5 0 8'. 00 0.01/90
8«. 0 0 9f/00 0,01870
% 00 1 0/0 0 0,01450

1 Ol. 0 0 111/0 0 0.01120
111. 0 0 12; 06 0.00780
1 21. 00 13i.'on 0.00530
1 31. 0 0 1 4; no 0.00410
1 4', 0 0 1 5I/O0 0.00350
IM. 00 2 0; 00 0.01020
2 nc o o 30; 0 0 0.00300
3 Ol. 0 0 50; 00 0,0000 o
5()l.00 0,00000



H O M p N T Y

1INELTY ZMIENNEJ Zł momenty centralne ZMIENNEJ

(V, 1511353376 03
0.7236308706 04
0.189225361E 05
0.15577888ZE 09

71

1*) Ł.

4

CL 15113^3371 0 3
0!. 3 0 07^988 ć o 5
GL 675214515E o?
CL168o7lóo9r 10

ichi-m zmiennej FI MOMEflyY CENTRALNE ZMIENNEJ F1

1 Ot 14 73 09 45 HE 01 0.147309458E 01
OL 2256897481 01 0.868898314E-01

3 OL 35°3028?ót 01 0.1 2 41 09 3 5 3 E - 01
A OL 5^3931084E u1

ESTYMATORY NIEOBCIAZONf

71

o.25938140ÓE-O1

MOMENTOM CENTRALNYCH

F1

1 0., 1 511 3>33?h 03 0.14/3On4^8 F ^1
OL7?37o324oh 04 0,868985212E.01

3 0» 18^'282142 6 05 0.12414Ó595E-01
4 Ci. 15 5809?8?U 00 0,259439941F.C1

| CPtNTY ZMIENNEJ Z2 MOMpNTY ceNTRaLNe ZMIęNNeJ f 7

1 0l1541V>344E 04 0.1541163445 04
i. to, 23969 ^6856 07 0.21 7 521 1 Ofj E 0 5
3 GL 3 76099 875 6 10 -0.120306812E 06
4 0L59528d.549t 13 0.213489446E 10

I Liq;NTY ZtilpliNt J p2 MOMENTY CENTRALNE ZMIENNEJ r 2

1 OL??°0155736 01 0.279015573E 01•> t 01. 79 75 31829 6 01 0l1°0349318e 00
5 OL 2'C519()1 HE 02 0.37313303OF-01
l. 0<. 7 00241 81 Oh 6?

ESTYMATORY NIEOBCIAZONE

22

0.110818179F ÓO

MOMENTOM CENTRALNYCH

p2

1 Ol 154116344E 04 0.27901 55'. 3E 01
r>i- OL 2175428556 os 0.190365355F 00
3 -OL 1203449106 O.373244996F-01

Ot 21 33403<< 4* if, 0.110^40775F 00

ICMN7Y ZHlFhNEJ Z3 momenty centralne zmiennej 7 3

1 GL 1430446506 04 OL 14304285 0F 0 4
l. 0.2145581526 07 OL994615443E 05
V OL33614O976E 10

UL 5 4 821 498?6 13
0.782823812E 07
0 { ^^óZoAbOZJ- 11



OL 2638138?CE 0 2 
V.210323947t 05 
OL 84 5 33342 0 6 08 
0^4676444116 1?

0.2638138296 02 
0.2033641 73 E 05 
0.3290547270 08 
0,4588103600 12

estymatory NIFOBCTAZCLe

Z 3

1 CU43042650E 04
CL9947224364 o5
Ot7830704816 07

4 0^2967686394 11

IOeK^Y ZMIENNEJ ?4

OL 367369972 6 04
G(. 1 6 5683087 6 r8
Ol. 84891 o5521 11
Ot’47971 3971 6 15

M f- t H T V 2 r' 1 E N N E J F 4

OL 14 4651 81 61 01
OL 2139 41 onoE 01
Ot. 3233833306 01
OL 4°r3 20 272 6 01

momentom centralnych

F3

0.26381582OE 02
O.203386030E 05
0.829322318p 08
O.459007580F 1?

Mf^gNTY CEn3RaCNf ZNIeNNfJ 24

C.3ć738ę97Z£ 04
0.307076956F 07
0.14581517CE 1Q
0.274150017t 14

momenty centralne zmiennej F4

0-. 1 44o5l 31 ĆF 01
0.4699612186-01
0\ 319509977E-.02
O,65O37632ĆF-C2

ESTYMATORY NIfobCIaZCLe

74

CL 36738997?E 04
OL 3071 076676 67
CL 1^58589246 1 o
QL2742031186 14

MCMELTUW CEtTRALNYCh

F4

OL 1 44ó5181ćE 01 
0,470008219 E-01
O.319605852F-02
O , ć5 O504007F-02

tCHENTY ZMIENNEJ Z 5

1 Ol 24r2 596326 0 4
2 OL 155 3400186 rP
3 CL 1^8029 2216 12
4 Ol 21 5880611 E 16

ICMENTY CENTRALNE ZMIENNEJ Z5

0,245259^326 04
0.951886312E 07 
n.732385 o67t 11 
0,1G60ó3ó33F 16

M-LELTY ZMlENNtJ 6 5

1 CL 346421 5376 01
c GL 2162746306 02
3 CL 21 65 029 62 6 03
4 0L29717O717E n4

nCM^NTY CENTRALNE ZMIeNNfj F5

0.346421537E 01
C.962667575E 01
0.746830133F 02
n*. 1 0909 585 4 F 04

ESTYMATORY NlEOBClAZCHp
25

CL 2 4 52 59 63 26 0 4
GL95198151GE 07
0r.732o04834E 11
CL 1nó100637Ę-16

MOMENTU'^ CENTRALNYCH
J

F 3

0.346421537F 01
0.9627638516 01
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W niniejszej pracy przyjęto (zgodnie z [i 2.] i pój ) , że dystiybuan

ta empiryczna określona jest następująco:

Teżeli próbkę uporządkuje się w ciąg niemalejący

to dystrybuanta empiryczna zdefiniowana jest wzorem:

O jeżeli

F (x) = < — jeżeli x , <^x<x .. ; 1^m^n~1
n ■ ■ X n d (m) (m+1) ’

1 jeżeli x > xm—- J n

( 2 . ę . 1)

Tablica 2.5*1

Wartości dystrybuanty empirycznej kąta tarcia wewnętrznego (glina)

0 PJ 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0 11,0 12,0 15, o 14,0 15, o 16,0

W) 0, 02 o, 16 0,26 0,53 0,50 0, 68 0,84 0,90 o,94 0,0 6 0,98 1,0

TabJ ica 2'.3.2

Wartości dystrybuanty empirycznej spójności (glina)

c gy] 5' 10 11 15 17 13 19 20 22 24 25 26

ó; 02 0,04 0, 06 0, 08 0,1 0,12 0,16 0,5 0,42 0,44 0, 48 0,50

c 27 23 29 50 32 56 53 40 41 42 46 50

0,54 0,5 6 0,58 0,68 0,7 0,74 0,76 0,36 0,38 o', 9 0,92 0,96

c 59 : 70-

r*( c) 
11 0,93 1



Tablica Z. 3*3

Wartości dystrybuanty empirycznej ciężaru objętościowego (glina)

y n
>5.

18*15 18,64 18,74 18,93 19,03 19,13 19,23 19,33

] ?*
" n (7) 0,02 0,06 0,08 0, 10 0, 1 6 0,20 0,22 0,24

7
"idf

5 jn _
19,42 19,52 19,62 19,72 19,82 19,91 20,01 20, 11

p*
■ n (7) 0,32 0,34 0,33 0,44 0,58 0,64 0,66 0,70

y _
U-i'

20,21 20,41 20,60 20,70 20,30 20,90

F*
n 0,90 0,92 0,94 0,96 0,98 1,0
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Tablica Z. 5.4
Wartości dystrybuanty empirycznej spójności (glina piaszczysta)

c 2 5 10 15 17 13 19

^(c) 0,0127 0,0253 0,0506 0,0633 0,0336 0,1013 0,1.139 0,1392

c kPa’ - u 20 22 24 25 26 27 23 29

0,2152 0,2911 o,3033 0,3291 0, 3418 0,3671 0,4051 0,4304

30 32 3 A 35 56 37 38 40

0,5190 0,5317 0,5445 0,5696 0,5823 0,5949 0,6329 0,7215

[-4 41 42 44 46' 47 50 5 2 59

0,7 4 08 0,7595 0,7343 0,8101 0,3 228 0,8734 0,8361 0,8987

c kPa 60 62 65 70 73 80 35

3^0 0,9241 0,9367 0,93 9d 0,9620 0,9747 0,9373 1,0

Tablica Z. 3.5

Wartości dystrybuanty empirycznej kata tarcia wewnętrznego

(g lin a p i a sz c zy st a)

0 pj 1,72 5,72 4,00 5,45 6,00 6,57 7,00
----- --—....... . *
7,42

0,0127 0,0255 0, 0380 0,0506 0,1519 0,1646 0,2279 0,2405

3,00 9,00 10, 00 10,77 11,00 12,00 13,00 13,50

0,2785 0,3544 0,4634 0,4310 0,5949 0,6329 0,6709 0, 6835

14,00 15,00 16,00 17,00 18,00 18,50 19,00 20,00

0,7039 0,7215 0, 7 4 63 u,7595 0,7722 0,7975 0,3 228 0,8861

21,00

0,8987

21,33

0,9241

23,00

0,9747

25,50

0,9873

26,17

1,00
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Tablica Z. 3.6

Parametry rozkładów R^ i R^ wg Takaoki (suplement do pracy [126])

Pługość 

prze sła[m]

wartość 

średnia

wariancja
Var xg2J

kF UG

25
ra 2,7181 7,1079 2,5478 1,8465 0,48107 1,5182

rb 2,8199 8,8746 2,4822 1,8852 0,43053 1,4792

50
kA 5,5853 17,158 2,3704 4,0423 0,30981 3,7222

rb 5,7829 20,275 2,8041 4,1580 0,28483 3,7564

100
R A 11,415 40,272 3,>566 3,3566 0,20210 8,5568

rb 11,669 45,769 3,3179 3,3179 0,19386 8,6919

| i
kp,u^ - parametry rozkładu Frecheta (por. wzór (4.40))

OC ,- parametry rozkładu Gumbela (por. wzór (4.39))

Na następnych stronach zamieszczono histogramy oraz 

wykresy odpowiednich gęstości Gumbela i Frecheta podane przez 

Takaokę w suplemencie do pracy p26j.
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