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1. IDENTYFIKACJA OBIEKTOW O PARAMETRACH ROZZOZONYCH. SFORMULOWANIE
PROBLEMU PRACY

1.1, Wstgg

Poczgqwszy od weczesnych lat szesédziesigtych zaobserwowaé mozna
szybki rozwdj teorii sterowania obiektami opisywanymi réwnaniami
0o pochodnych czgstkowych. W dziedzinie tej osiggnieto znaczgce re=-
zultaty, ktbr&ch podsumowanie zawarte Jest w szeregh monografii
[21],[22];[45],[57}. Praktyczune zastosowanie tych wynikéw uwgrunko-
wane jest, w zZnacznym stopniu, posiadaniem dostatecznie dokiadnych
modell sterowanych obiektéw. Znajomosé opisu matematycznego istot-
na jest takze na ebapie projektowania urzgdzen, w ktérych waing
role odgrywa zalezmosé przebiegu procesu od wspdirzednych przes—
trzennych. Procesy takie sg typowe na przykiad dla wielu urzgdzen
inzynierii chemiczne] takich jak reaktory przepiywowe, kolumny eks-
trakcyjne, wymienniki ciepia 1tpe. [32],{56].

Obiekty, ktérych opis matematyczny wymaega uzycia funkecji za-
leznych od wspbdirzednych przestrzennych i ewentualnie czasu, nazy-
wane sg obiektami o parametrach roziozonych [35],[53]. Powyzsze
okreéSlenie ma charakber wzgledny gdyz postaé modelu jest w znacze—
nym stopniu wyznaczona przez jego pbdiniejsze zastosowanie. W pol-
skiej literaturze uzywany bywa takze termin "obiekty o stalych roz-
Zozonych". Ze wzgledu na mniejsze rozpowszechniéhié, nie begdzie on
w tej pracy uziywanye.

Do opisu obiektdéw o parametrach roziozonych stosuje sie naj-
czedciej réwnania rdzniczkowe o pochodaych czgstkowych bgdsz uklady
takich réwnan [55]. Duze znaczenie tej formy opisu jest rezultatem
jej uniwersalnofci i doéé dobrego zbadania wiasnodci niektoérych
klas réwnan o pochodnych czgstkowych. Szczegdlnie dobrze zbadane

8g wiasnoBci réwnand liniowych i quasiliniowych rzedu drugiego [5?],
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[601. W pracy teJ rozwazania ograaniczono do klasy obiektéw opisy-
wanych réwnaniasmi typu parabolicznego i eliptycznego rzedu drugie-
go 59 . Réwnania bypu parabolicznego opisujq dynamike wielu wag=
nych procesdédw takich jak przeWodnictwo ciepia, dyfuzja czastek

W piyngce] cieczy lub gazie, dyfuzja cieczy w cialach porowatych
[48], [49], [32], [45]. Przebieg tych zjawisk w stanie ustelonym opi-
sujgq réwnania typu eliptycznego [71],[61]. Przy ich pomocy opisuje
sie takze poténcjaly pél elektfostatycznych i stacjonarnych pdél
elektrycznych przepiywowych {49], przemieszczenie punktéw ciak
sprezystych [71] 1 wiele innych proceséwe.

Méwige ogdlnie, problem identyfikacji danego obiektu polega
na wyborze z zadanej klasy modeli (okreélonej czesto parametrycz-
nie) takiego modelu, ktdéry najlepiej, w sensie okredlonego kryte-
rium, przybliZa zestaw pomiaréw zdjetych w wybranych punktach o-
biektu [15]. Przy czym dobdr klasy modeli jak i kryterium (wskaZ-
nika) jakoéci identyfikacji powinien byévuzaleZniony od posiadane]
informacji aprioryczne] o obiekcie i oddziaiywujgcych na niego za=-
kiéceniach.

Powyzsze, ogdlne sformuiowanie problemu obejmuje takze iden—
tyfikacje obiektdéw o parametrach rozioZonych. Jednakze to ostatnie
zadanie posiada kilka specyficzunych cech wynikajgcych z nastepujg=
cych faktows
1) réwnania réZniczkowe opisujace procesy o parametrach roz1ozo-

| nych uzyskuje si¢ w wyniku wykorzystania bilansé4w masy, energii’
pedu i innych praw fizyko-chemiczanych, co powoduje, ze uzyskany
opis zjewiska mozna czesto uznaé za dokiadny, a identyfikacji
podlegaja tylko niektére parametry rdéwnad;
2) jawna (analityczna) postaé rozwigzed zagadnief brzegowych dla
| réwnai o pochodnych czgstkowych nie jest, w ogbdblnym przypadku,

znana (nawet dla rdéwnaid liniowych o stalych wspéiczynnikach);
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3) w tych przypadkach gdy rozwigzanie mozna uzyskaé metodg rozdzie-
| lenia zmiennych Fouriera ma ono postaé nieskoficzonego szeregu
funkcyjnegos;

4) zalezno$é rozwigzania réwnania z liniowym operatorem rdézniczko=
| wym od jego parametrdéw jest, na ogdi, nieliniowa;

5) pomiar stanu i wymuszenia obiektu o parametrach roziozonych
mozliwy je§t, na ogdt, tylko w kilku punktach przestrzennych.

Wymienione czynniki majg istotny wpiyw na stan badan nad i-
dentyfikacjg obiektéw o parametrach roziozonych. Znaczna czedé
prac poéwigcona Jest pokonaniu trudnosci obliczeniowych zwigzsanych

z punktami 2) i 3). W pracach tych zarysowujq sie dwa gibéwne podej-

cia, ktére sg zresztyg uogdlnieniem postgpowania stosowahego W i

dentyfikacji obiektéw opisywanych zwyczajnymi rdéwnaniami réznicz-

kowymi. Pierwsze z nich polega na stosowaniu gradientowych metod
optymalizacji (bgdZ metod teorii sterowania optymalnego w przypad=
ku parametréw zaleznych od zmiennych przestrzennych) do minimali-
zacji udrednione] réznicy kwadratéw migdzy obserwacjami,a wyjséciem
modelu. Rbéwnanie opisujgce model traktowane jest jako ograniczenie
réwnosdciowe i jest ono uwzgle¢dnlane poprzesz:

- pnumerycane rozwiqzywanie w kazdeJ iteracji przy pomocy metody
Galerkina [36], niejawnego schematu metody réznic skoiczonych
[2]:[3]s

- wprowadzenie kary do kryterium za nie speinienie ograniczenia,
ktére ma postaé rdznicowego przyblizenia réwnenia czgstkowego
(tzw. epsilon-technika)[8],[27].

Gradient minimalizowane] funkcji obliczany Jjest w tych pra=-
cach w oparciu o réwnania wrazliwoéci (otrzymane w wyniku zrézni-
czkowania réwnai stanu wzgledem parametrdw) [2] lub tez przy po-

mocy réwnania Sprzezonego [23], [’40}.



9

W niektérych z wyzej wymienionych prac zaklada sie, ze pomiary
stanu obarczone sg bigdami losowymi o Sredniej zero i skoniczone]
wariancji. Niestety w Zadpej 2 nich nie prdébowano oszacowaé biedu
estymacji, nawet w przypadku nieskoiaczone] liczby pomiaréw. Jedynym
potwierdzeniem przydatnoécl proponowanych metod sg referowane CZ@gSw=
to wynikli badai symulacyjanych.

Drugie podejécie polega, méwigc najogbdlniej, na wstawieniu
zdjebtych pomiaré4w do obu stron przeksztaiconego odpowiednio réwna=—
nia opisujgcego obiekt i dobraniu parametré4w tak by norma rdznicy
migdzy lewg a prawg strong byia minimalna. Celem dokonywanych przek=-
sztatceA jest sprowadzenie rdéwnania do takie] postacli by wystepowa=
¥y w nim tylko te wielkoséci, ktdre mogg byé beZpoérédnio mierzone.
Stosowane przeksztaicenia polegajg na zastgpieniu pochodnych réz-
nicami skoAczonymi [44]. Zastosowaniu tzw. funkcji modulujgcych i
calkowania przez czesci {58], bgdé tez wielomianowej interpolacji
danych pomiarowych [751. Wszystkie metody te] grupy prowadzg do
prostych algorytméw identyfikacji, ale wymagajq pomiaréw w tak du-
zej iloéci punktédw przestrzennych, Ze ich zastosowanie jest ograni-
czone.

Oprbécz opisanych.wyzej kierunkéw badani czgéé prac dotyczy zase
tosowania znasnych metod estymacji do identyfikacji obiektdéw o para=-
metrach roziozonych. Jak wiadomo (poz. [15],[29]), uzycie tych me-
tod wymaga zalozenia, ze réwnanie opisujgce obiekt jest znane
z dokladnoécig do wektora nicznanych parametrdéw. Autorzy wielu prac,
z wyjgtkiem [9], dokonuja przyblizenia rdéwnania o pochodnych czgs—
tkowyeh ré4wnaniami réznicowymi bgdz algebraicznymi 1 stosujg meto=-
dy teorii estymacji do oszacowania parametroéw otfzymanych réwnai
przyblizonych. W konsekwencji zakiadajg onl niejawnie, ze obiekt
opisany jest otrzymanymi réwneniami przyblizonymi. W rezultacie,

postgpowanie stosowane do otrzymania oszacowan nieznanych paramet-
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réw nie rdézni si¢ istotnie od metod estymacji dla obiektéw o para-
metrach skupionych. Otrzyuane tg droge estymatory sg najczebcie]
asymptotycznie obcigzone (por. np. féiz)ga oszacowanie ich dokiad-
noéci i zbadanie zgodnosci nie wydaje sig mozliwe. Reprezentatywne
dla tego kierunku badald sg prace ~81}9[26],[82], w ktérych proponu-
je sig¢ stosowanie aproksymacjli stochastycznej. Przeprowadzone bada=-
nia symulacyjne [26} ilustruja szybkosSé zbileznosci algorytmu;

w przypadku estymacji dwéch paremetrdéw réwnania przewodnictwa ciep-
ta dostatecznie dokiadne oszacowanla uzyskano po okoizo 1000! pomia-
réw stanu w kilku punktach przestrzennych.

Zastosowanie podejécia baycsowskiego proponuje sie w [9],jed-
nakze w pracy teJ zakiada si¢, ze pomiaru stanu dokonuje sieg we
wszystkich punktach przestrzennych. Zaletg te] pracy jest fakt, zZe
nie dokonuje si¢ dyskretyzacjli rdéwnania obiekbtu co umozliwito poda=-
nie warunkéw zgodnoéci estymatora przy zatozeniu, e zakidcenia sg
gausowskie. Niestety podane warunki sg praktycznie niemozliwe do
sprawdzenia.

W cytowanych wyze] pracach czyani sig¢ zaiozenie, Ze wymuszenia
dziatajgce na obiekt sg znane. Wyjglek stanowl praca [84], w kto=-

rej zakiada sig¢, Ze doste¢pne &g pomiary wymuszed brzegowych 2z za=—

kibéceniami o charakterze losowym.

2

Wielu aubtoréw podkresla waznoéé problemu doboru potozenia
punktéw pomiarowych tak by uzyskaé wysokg doktadnos8é oszacowaé nie-
znanych parametrédw. Opublikowane dotgd prace z tego zakresu doty-
czg rozmieszczenia punktdéw pomiarcwych dla celdédw estymacji stanu
przy znanych parametrach obiektu |78 ,[25], bads tes dobér poxo-
zenia czujnikéw dokonyweny jest z punktu widzenia prostoty obli-
czania oszacowaid parametrdéw E?EE. Jak stwierdzono w [35], propono-
wane podejécia na ogdi nie tylko nie zapewniajg dobrej doktadnosci

oszacowal ale nie gwarantujg nawet identyfikowalnosci parametrédw
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w przypadku pomisrdéw bez zakidéced. Dalsze obszerne komentarze bi-
bliograficzne znalezé moZna w pracach przegladowych [35],[53].
Warto zauwazyé, Ze mozliwoscl zasbosowanla metody najwiegksze]
wiarogodnoéci do identyfilkacji obiektébw o parametrach roziozonych
Problem ten omawiany Jjest krot-

e

nie zostaiy dotgd w peini zbadane.
[e2 } Proponowane podejécie oparte

ko w pracach Ziwogladowa !8”}
Jest na wstepnej dyskretyzacji rbéwnania o pochodnych czgstkowych,
co nie pozwala na zbadanie wiasnoécl estymatorédw. Prace te nie za=-
wierajg takze propozycjl algorytmu obliczeniowego identyfikacji
ograniczajgc si¢ do rozwazenia prostych przykitaddw.

Wysoka Jakosé estymacJi uzyskiwana przy zastosowaniu metody
najwlgkszej wiarogodnosci do identyfikacji obiektdédw o parametrach
skupionych [a4],[6],[15]9{29j,{45} jest jednym z motywédw podjecia
tematykl niniejszeJ pracye.

Biorgc pod uwage zaprezentowany w skrécie stan badan i typowe
warunki pomiarédw, w pracy rozwaza si¢ nastgpujgce zadanie identy-
fikacjli: na podstawie pomiaréw stanu i wymuszenia.w kilku punktach
przestrzenl i w dyskretnych chwilach czasu, wyznaczyé oszacowania
nieznanych, statych parametréw wchodzgcych w ré4wnanie opisujgce
obiekt i w wymuszenie. Zaklada sig¢, ze ogdlna postaé wymuszenia
jest znana z dokZadnoscig do skolczone] liczby nieznanych paramet-
rdéw. Typowym przykzadem takiec] sytuacji Jest wymuszenie o postaci
skoficzone] sumy znanych_funkcji z nieznanymi wspézczynnikami.

0 addytywnych zakidéceniach pomiarowych zaklada sig, ze sg nieza-
leznymi realizacjami zmiennych losowych o znanych gegstoéciach roz-—
ktaddéw prawdopodobieistwa. Poczynione zatozenia pozwalajg zastoso=-
waé metode najwigksze] wilarcgodnoéci do estymacji nieznanych para-
metréw. Jak wiadomo r79] [7-;, 50], estymatory parametrdédw rozkiadu
prawdopodobieistwa uzyskene metodg najwigksze] wiarogodnosci, na

podstawie niezaleznych obserwacji zmiennych losowych o tym samym
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rozkiadzie, 8§ zgodne i asymptotycznie normalne z macierzg kowa=-

riancji réwng dolnej granicy Rao~Cramera; o ile speinione 8§ pew-

ne warunki regularnosci.
W zadeniu rozpatrywanym w tej rozprawie, ne skutek

' zmisn stanu obiektu i wymuszenia w czasie,"zaszumione" pomiary

tych wielkoSci sg realizacjami zmiennych losowych o niestacjonar-

nych rozkladadh, zaleznych od tego samego wektora nieznanych para=
metréw. W takich warunkach estymatory najwieksze] warogodnosci

nie zawsze zachowujg dobre wiasnosci [50&. Mozna przypuszczaé, ze

wtasno8ci estymatordéw najwigksze] wiarogodnosci w rozpatrywanym

zadaniu zalezeé bedg od poZozenia punktdéw pomiarowych i wymuszenia
dzialajgcego na obiekt w trakcle eksperymentu.

W tej sytuacji zasadniczym celem pracy jest: zbadanie warunkéw,

przy ktérych estymatory najwigkszej wiasrogodnosci parametréw obiek-

tu rozlozonego nalezg do klasy estymatoréw najlepszych asymptotycz=
nie normalnych, skonstruowanie algorytmu identyfikacji i opracowa=-
nie programdéw pozwalajgcych na sprawdzenie jego przydatnoéci na
wybranych przykladach.

Realizacja tego celu wymagaia rozwigzania szeregu podproble=-
néw. Uzyskane wyaniki mozne podsumowaé nastgpujgcos

- podano warunki wystarczajgce dla zgodnosci ciggu estymatordw,

-~ wykazano twierdzenia ulatwiajace badanie identyfikowalnosci,

- sformutowano warunki, przy ktérych asymptotyczny rozkiad ciggu
estymatoréw jest normalny o macierzy kowariancji réwnej odwrot-
noéci macierzy informacyjne],

- wyprowadzono wz6r na obliczanie macierzy informacyjnej przy du=-
zej liczbie pomiardéw i zbadano zaleznodé wartosSci Jjej wyznacz—
nika od ilosci czujnikéw_pomiarowych i wymuszenia,

- sformuiowano zadanie planowania eksperymentu i wskazano na mozZ-

liwodci jego rozwigzania dla pewnej klasy obiektéw,
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- opracowano algorytm identyfikacji co byio zwigzane 2z doborem ite-
racyjnej metody maksymalizacJi funkecji wiarogodnoéci i metody nu-
merycznego rozwigzania réwnania_czqstkowego opisujgcego obiekt,

- wykonano obliczenia testujgce, w tym takze dla danych pomiarowych
pochodzgcych 2 instalacji przemysiowej; celem badaid numerycznych
byto jakosSsciowe okreSlenie wpiywu rdéznych czynnikéw na szybkodé
zbieznodci algorytmu.

W pracy przyjeto zasadg prezentowania wyniké4w dla obliektéw o=
pisywanych réwnaniami parabolicznyml z jednoczesnym wskazywaniem
zardéwno na mozliwosSci ich uogdlnienia na obiekty opisywane ukiadami
réwnah jak i na przeksztaicenia, ktdérych trzeba dokonaé by uzyskaéd
analogliczne rezultaty dls obiektdédw opisanych réwnaniami typu elip-
tycznego.

W dalszej czeSci rozdziaiu I podano formalny opis identyfiko-
wanego obiektu wraz ze specyfikacjgq zakiadanej informacji apriorycz-
nej i nieznanych parametréw. Wyrdzniono przy tym pewng wazng pod-
klase obiektbébw, dla ktdérych udaio sig¢ uzyskaé peiniejsze rezultaty
i ktbéra jest uzywana do ilustracji rozwazan prowadzonych w caiej
pracy. Obiekty z tej podklasy charakleryzujg sig¢ tym, 2e funkcje
wiasne opisujgcego je operatora nie zalezg od wartoéci nieznanych
parametrédw. Opisano takze warunki pomiaréw i podano, obowigzujace
w catej pracy, zatozenia poczynione o wiasnosciach probabilistycz=
nych zakidbécel pomiarowych. Formalne postawienie rozpatrywanych
w pracy zadah koiczy rozdziai pierwszy.

Rozdziat II posdwiecony jest zbadaniu warunkéw gwarantujgcych
mocng zgodnofé (tzn. zbieznoéé z prawdopodobliedstwem jeden do praw-
dziwej wartoéci nieznanych parametréw) ciggu estymatoréw najwigk=-
sze] wiarogodnosci. Warunki te sformuiowano w postaci twierdzenia
poprzedzonego trzema lematami. Prostym wnioskiem z tego twierdzenia

jest fakt symptotycznej nieobcigzonoéci ciggu estymatordw.
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Jednym 2z najwazniejszych warunkéw twierdzenia o zgodnosdci jest za-
tozenie o identyfikowalnoéci rozumianej jako mozliwosé odrdznienia
dwéch réznych zestawdw paramnetrdédw na podstawie jednokrotnego pomia=-
ru stanu bez zaklbécen. Jak wskazuJg przytoczone przyktady, zaloze-
nia tego‘nie'mOZna pomingé. W celu utatwienia doboru takich warun=-
kéw eksperymentu, ktére zapewniajg identyfikowalnoéé sformuiowano
dwa kryteria. Pierwsze 2z nich ma ogdlny charakter ale moze byé
sprawdzone, W zasadzie, tylko na drodze obliczed numerycznych.
Drugie natomiast Jest tatwiejsze do sprawdzenia ale obejmuje tylko
obiekty z wyrdznione]j w rozdziale I podklasy.

W rozdziale III oméwione zostaly zagadnienia zwigzane z ja-
kodcig estymatoréw.‘w czeécl pierwsze] tego rozdzialu przedstawio-
no wyniki zwigzane z dokladnoscig identyfikacji przy nieskoiczone]
iloéci pomiaréw w ustalonych punktach przestrzeni i przy ustalonym
wymuszeniu. Wyprowadzono wzdr pozwalajgcy obliczyé macierz infor-
macyjng, ktérej odwrotnosSé charakberyzuje maksymalng mozliwg do
osiggniecia dokiadnoéé estymacjli w warunkach regularnosci Cramera-
-Rao. Udowodniono takze, ze macilerz drugich pochodnych funkcji wia=
rogodnosci po odpowiednim unormowaniu, dgzy, przy nieskoriczone ]

ilo&ci obserwacji, do macierzy informacyjnej. Fakt ten Jjest istot=
ny nie tylko z punktu widzenia dokZadnoécli estymacji ale takze ze
wzgledu na konstrukcje algorybtmu identyfikacji i jego wkasnobci.
Najwazniejszym rezultatem tego rozdziaiu jest twierdzenie podajgce
warunki wystarczajace na %0 by po unormowaniu cigg estymaboroéw
najwigkszej wiarogodnoéci parametrédw obiektu byt asymptotycznie
normalny o macierzy kowariancji réwanej odwrotnosci macierzy infor-
macyjnej. W poréwnaniu z rozdziaiem II warunkl te naktadajgq moc-
niejsze ograniczenia zardéwno na gestosé prawdopodobienstwa rozkia=
déw zaktéceh pomiarowych, jak i na sam eksperyment. Jak mozna

byko przypuszczaé, asymptotyczna dokiadnosé estymacji zalezy zardw-
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no od ilosci i pokoZenia czujnikéw pomiarowych jak i od uzytego wy-
muszenia. Okreslenie teJj zaleznosci dako podstawe do postawienia
.zadania asymptotycznie optymalnego planowania eksperymentu. Jako
kryterium optymalnosSci planu eksperymentu przyjeto wyznacznik ma=-
cierzy kowariancji ocen przy nieskoiczonej liczbie pomiarédw.
Pomimo, Ze rozwigzanie tego zadania nie bylo pierwotnym celem pra-
cy zbadano pewne Jjego aspekty w prazypadku obiektdw z wyrdznione]
w rozdziale I podklasy dla wymuszen staiych w czasie. Okazalo sie,
%e dla tej klasy obiektdédw asymptotycznie optymalny plan pomiardw
nie zalezy ani od wartosci estymowsnych parametrdédw sni od wymusze-
nia a optymalne poZozenie czujnikdéw mozZna obliczaé metodami opra-—
cowanymi w teorii D-optymalnego planowania dla estymacji wspdiczyn-
nikéw funkcji regresji. Podano takiZe postaé statego w czasie wymu-
szenia, ktére jest optymalne przy ograniczeniu typu energetycznego.
W koficowe] czgbci rozdziazu przedstawiono wyniki badan symulacyj=-
nych, ktérych celem byio zbadanie dokiadnosci estymacji przy skoii-
czonej liczbie pomiardéw. Rezultaty tych badan potwierdzity zardéwno
celowosé dalszych badaii nad zagadunieniem planowania eksperymentu
jak 1 wysokg jako&¢é estymacji osiggalng juz préy kilkunastu pomia=-
rache

W rozdziale IV zaproponowano algorytm identyfikacji i zbadano
jego wtasnobéci. Zasadniczg czeélé algorytmu stanowi znana procedura
iteracyjna Gaussa-Newtona maksymalizacji funkcji wiarogodnosci.
Uzycie jej w rozwazanym zadaniu uzasadnione jest zbieZnoécig macie=-
rzy drugich pochodnych funkcji wiarogodno$éci do macierzy informa=—
cyjnej, co wykazano w rozdziale III. W celu rozszerzenia obszaru
zbieznobci procedury i zmniejszeniu nakladdédw obliczen zwigzanych
z wielokrotnym rozwigzywaniem réwnania obiektu zaproponowano pros-—
tg metode doboru diugobSci kroku. Podano takie warunki wystarczajg-

ce globalnej zbieznosci procedury Gaussa-Newtona uzupeinionej al-



gorytmem wyboru diugoscli kroku i oszacowano szybkodé zbieznodci.
Przedstawiono argumenty przemawiliajgce za uzyciem metody Ritza-Ga-
lerkina do numerycznego rozwigzywanla réwnan obiektu i réwnan wraz-
liwosci stanu na zmiany parametrdéw. Wskazane zostaty takze modyfi-
kacje jakich nalezy dokonaé, jesSli wystepujgq ograniczenia na wartobe—
ci parametrédw i uproszczenia zmniejszajgce nakiad obliczeh przy es—
tymacjli duzej iloéci paraﬁe réwe Wyniki badaei symulacyjnych potwier-
dzajq spodziewang, duzg szybkosé zbiezno$ci algorytmu, zblizong do
szybkosci zbieznoéci metod drugiego rzedu i znaczng doktadnosé ob-
liczeh. Badania te wskazuja réwniei na istotny wpiyw pozozenia
punktéw pomiarowych i wymuszenia na szybkosé zbieznoéci algorytmue.
Okazuje sie prazy tym, 2e wigkszg szybkosé zbieznoSci uzyskuje sig
przy Gych samych warunkach eksperymentu, ktdére zapewniajq lepszg
Jjakosé estymacji.

W rozdziale V przedstawionc prdébe zastosowania zaproponowane-
go algorytmu do identyfikacji parametrédw reaktora kontaktowego
konwersji dwutlenku siarki. Opisano uproszczony model procesu kon=-
wersji i1 dokonano identyfikacji Jjego parametrdéw na podstawie po-
miaréw wykonanych w Zakisdach Chemicznych "Police". Ze wzglgdu na
zastosowanie uproszczone]j wersji algorytmu, szybkoB8¢ jego zbieZnob-
ci, choé nieco mniejsza niz w prazykiadach testujgcych, jest wystar-
czajaca w badane] sytuacji. Jednoczesnie przyktad pokazuje, ze u-
ogblnienie algorytmu na przypadek obiektéw opisanych ukiadem réw-
naf nie sprawia trudnoéci.

W kodcowe]j czebSci pracy ustosunkowano sig do przedstawionych
rezultatéw i wskazano kierunki dalszych badaii.

Obliczenia testujgce wykonywane byiy na maszynie cyfrowej
Odra 1305 pracujgce] pod kontrolg systemu operacyjnego George 3.
Opisy programéw uzytkowych napisanych w jezyku Fortran, zgodnie

2z algorytmem przedstawlonym w pracy, wydasne zostang w postaci od-
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rebnego raportu.

Pewnym uzupeinieniem niniejszej rozprawy sg prace [57],[68].
Pierwsza 2z nich wskazuje mozliwoSci zastosowania metody najwiek-
sze] wiarogodnosci do identyfikacji parametréw zaleznych od zmien-
nych przestrzennych i uzycia metody dekompozycji do znajdowania
oszacowan w bardziej ziozonych sytuacjache. Druga zawiera opis pew=-
nego podejécia do zadania planowania eksperymentu, ktére jest al=-
ternatywne w stosunku do podejscia przedstawionego w tej pracy.

Prezentowane w rozprawie wyniki badaid sg fragmentem prac nad
identyfikacjg obiektéw o ziozonych opisach matematycznych prowadzo-
nych w Seminarium Systemédw Sterowania pod kierunkiem prof. dr hab.
Z.Bubnickiego. Oprécz problematyki obiektdédw o parametrach roziozo-
nych i jej zastosowan [63],[47], prace te koncentrujé sie nad za-
gadnieniami identyfikacji proceséw o ziozonej strukturze [hd],[%ﬁ]
i identyfikacji wieloetapowej [19]. :

1.2. Okreblenie elementdw skladowych zadania identyfikacji

Jak stwierdzono we wstgpie, z a danie identyfi-
k a ¢ ji polega na wyborze takiego modelu z okreslonej klasy,
ktéry najlepiej, w sensie przyjetego kryterium, przybliza zestaw
pomiaréw wejsé i wyjsé obiektu [HSJ. Sformutowanie tego zadania,
oprécz wyrdznienia wejsé i wyjsé, wymaga sprecyzowania klasy mode-
1i i kryterium Jjakosci identy@ikacji.

W sytuacji oddzialywania na obiekt zakibécen o charakterze lo-
sowym i znanych rozkiadach prawdopodobieidstwa kryterium to jest
najcze¢éciej udredniong miarg odlegoS$ci migdzy wyjéciami obiektu
i modelu. W przypadku braku danych o rozkladach zakléceh stosuje

si¢ kryteria empiryczne oparte o oszacowania rozkiadéw prawdopodo-



18

biefistwa lub ich momentéw [16],[39].

Podobnie, okreélenie klasy modeli powinno byé uzaleznione od
stopnia informacji aprioryczneJj posiadanej o obiekcie. W szczegbdl=-
no8ci znane prawa fizyko-chemiczne mogg pozwolié na zbudowanie zes-
tawu réwnan, ktére mozna uznaé za dokiadne, 2z punktu widzenia péé-
niejszych zastosowan, odzwierciedlenie badanej klasy zjawisk za-
chodzgcych w obiekcie. Uzyskony w ten sposdéb zestaw réwnaid zawiera
pewne, nieznane parametry, ktérych wartosSci zalezg od cech badane-
go obiektu. t

Opisany powyzeJj stopieA informacji apriorycznej o obiekcie,
tzn. znajomosé jego opisu z dokladnosScig do parametréw zaklada silg

w niniejsze]j rozprawiee.

1¢2¢1¢ O p i s formalny obiek¢tu identy-
fikacJi

Uzywane opisy obiektéw o parametrach roziozonych majg postaé
réwnan o pochodnych czgstkowych, rédwnah catkowych, catkowo-réznicz-
kowych, réznicowych itp. Préby zestawienia i pordwnania zakresu
stosowalnobdci réznych metod opisu obiektédw o parametrach roziozo-
nych dokonano w pracy [661. Przgprowadzona analiza wykazata duzg
uniwersalnoéé opisu w postaci réwnai o pochodnych czgstkowych co
tiumaczy szerokie jej stosowanle [35},[53].

W niniejszej rozprawie zakiada sig, Ze badany obiekt jest o-
pisany liniowym réwnaniem o pochodnych czgstkowych, rzedu drugiego,
typu parabolicznego o stalych wspéiczynnikach [EQ],[GO]. Jako
przypadek szczegdlny rozwaza si¢ takze obiekt w stanie ustalonym
opisany rdéwnaniem btypu eliptyczhego [59&,[6Q],[61].

Zgodnie z tymi zaloZeniami zmiany stanu obiektu opisane sg

~Awnaniem?
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£ 16
29(x,t) 2: 324 (x. .
LA ) i,3=1 B bxﬂ%%é;%ﬂ ¥ g % —agﬁ%i-)l G ao?(x,t) +

+ u(x,t;B? dlaxeqe 1t € (0,T ) (1.1)
uzupetnionym warunkiem poczgtlkowyms

a(x,0) = LP(X} x €82 (142)
i warunkiem brzegowym: |

Ba(x,t)=0 dlaxel” i t€(0,T) » (1.3)

W powyzszych réwnaniach q(x,t) oznacza zmienng stanu obiektu w chwi=-
1li t w punkcie przestrzeni o ‘WSpélI‘ZQdIIYCh X = [x(q}x(a)...x(r)JT
(r - jest ilodcig wspbéirzednych przestrzennych; zwykle r=1,2,3).
Funkcja q(x,t) jest okreélona w kazdej chwili czasu t € (0,T), dla
argumentéw x z otwartego, jednospdjnego obszaru przestrzemego
S2CRT o gladkim brzegu [7, réwnaniem (1.1). Przebieg funkecji
q(x,t) zalezy od stalych parametréw 3 5 i,j=1,2,...,r, a; 1=
= 0,1y000yTy ktOrych wartosci nie sg znane i podlegajg identyfika=-
cji. Zachowanie sig¢ obiektu zalezy takze od wymuszenia roziozonego
u. W zaleznoéci od sposobu przeprowadzenia eksperymentu wyrdznione
zostang w pracy dwie sytuacje: |
- eksperyment bierny, w ktérym eksperymentator nie ma wplywu na
wymuszenie u natomiast wymuszenie to jest mierzone (por. 1.2.2)
w celu wvznaczenia wektora nieznanych parametréw b= [b(’])_b(z).'..
,..b(lz)] T; w szczegbdlnosci badane bgdzie u o postacis
12
u(x,t;B)?Z b(i)_ gci),(xgt) (1el4)
- i=1 ‘ '
gizie o1 (x,6) 1 = 1,2,...,1, 54 unenyni funkcjami liniowo nie-

zaleznymi.
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- eksperyment czynny, w ktdérym mozliwe jest pobudzenie obiektu‘do-

wolnym sygnatem u % pewnego zbioru wymuszen dopuszczalnych U.

Uwa g at Przedzial obserwacji (0,T) moze byé nieskohczony. Umoz=-
liwia to badanie wlasnoéci asymptotycznych przy nies-
koficzonej ilosci pomiaréw. Wydaje sie, Ze uzycie lite-
ry T dla oznaczenia przedziaiu jak i znaku transpozy-

cji nie powinno powodowaé¢ niejasnosci.

0 funkcji YP(x) w warunku poczgtkowym (1.2) zakiada sig, Ze .

Jest znana.

Uwa g at JesSli przed chwilg poczgtku obserwacji obiekt znajdo-
wal sige w stanie ustalonym to w przypadku anieznajomos-
ci funkcji Y(x) mozna uzyskaé jej przebieg poprzez

rozwigzanie zagédnienia brzegowegos

r
32%( 04
> %13 3x(1])cax(a) Z ""?8 + agf(x) = =3(x) (135

i’j=1

dla x 653

B'-P(X) = 0 dla XEP : (16)

i wtedy zalezy ona od parametrdéw aj 40 19d = 1924000y, 85 1 =

= 0y15000,T, CO nalezy uwzglednié¢ w algorytmie identyfikacji.
Liniowy operator B w (1.3) opisujgcy wplyw otoczenia na bada=-

ny obiekt moze mieé jedng 2z triech typowych postaci [SQ]:

Ba(x,t) = a(x,6)] | (17)

(warunek brzegowy Dirichleta)



21

Bq(x,t) = égﬁzfﬁlj (1.8)
: Jon ip ,
(warunek brzegowy Neumana)
Ba(x,t) = (-a-‘l%-c-j-ﬁ +ofq_(x,t>)r | (1.9)
. n . :

(warunek brzegowy III rodzaju).
W powyzszych wzorach q(x,t)lpfoznacza obcigcie (restrykcje) funk-
cji do brzegu || a g%- jest pochodna w kierunku wek?yra normalne-
go do brzegu [ skierowanego na zewngtrz obszaru Sa.cﬁ'jest staiym
parametrem. Dla uproszczenia przyjmuje sig, ze jest on znany.
Ograniczenie sig¢ do jednorodnych warunkéw brzegowych nie zmniejsza
ogblnosci rozwazan gdyz przez odpowiednig zamiang zmiennych mozZna
sprowadzié warunki. niejednorodne do Jjednorodnych [62].

Przez a = [a(q?a(2?...a(142]T oznaczymy wektor, ktérego skia=-
dowymi sg uporzgdkowane parametry aij i, ; M1925000,T, 8y i =
= 0y1,24000,7 Poniewaz, zgodnie z interpretacjg fizyczng wspbi-
czynnikéw 8y 5 zakladamy, Ze 85 = ay4 iyd = 192y000yr wige 1, =
= ﬁ%’-ﬂ + T+ 1. Niech 4 CR' bedzie zbiorem paremetréw &, o
ktérym apriori wiadomo, Ze zawiera nieznany wektor parametréw o-
biektu a° podlegajgcy ldentyfikacji. Analogicznie, przez Bozna-
czany begdzie podzbidr przestrzeni R12 Zawierajgcy nieznany wektor

parametréw wymuszenia b°. Wekbtor € okreslony wzorems

zéwiera wszystkie nieznane parametry. Jego wymiar wynosi 1 = l,‘+12
i apriori wiadomo, ze 8° = [éOT,BOT‘I? nalezy do zbioru ® 24x8.
Oznaczmy przez R, zbiér postaci 92 x (0,T) a przez A(3) nastepujg=
cy formalny operator rdézniczkowys ' | '
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r 5 =
A(a)h = ;Eg:; 813 gx%éﬁgx(g) g{; i gh £ 4 aoh(x} (1.11)
Lygd= -

Niech W C:LZ(DT) bedzie pewng pfzestrzeniq Hilberta dobrang w za-
leznosci od postaci warunkéw brzegowych i takg, Zes

Vaen Voe w A@a e 12(Dg) ' (1.12)

Wymagania takie speiniajq przestrzenie Sobolewa odpowiedniego rze=

au [59], [61], [57].

Wprowadzone oznaczenia pozwalajgq zapisaé krétko zagadnienie

mieszane (1.1),(1.2),(1.3) w postaci:

‘Qﬂgitéz = A(@)q(+38) + ule;d) (1.13)
q(.;8) =9¢) (1.14)
1 £=0 ,

gdzie q(. ;5) e W. Wé wzorach powyzszych przyjeto konwencje zapisu
zaleznoéci funkcygnea o wartoéciach f£(x, t) xe%, t € (0,7 )

w formie £(.). Dodatkowo wskazano na aawnq zaleznoéé rozwigzania q
od wartoéci parametréw O.

W zaleznodci od giadkosSci wymuszenia i danych poczgtkowych
rozwigzanie réwnania (1.13),(1.14) rozumieé nalezy w sensie kla-
sycznym bgdz uogbdlnionym [59],[621. W catej pracy obowigzywaé be-
dq nastepujgce zatozenia o obiekcie (1.43),(1.14), wymuszeniu i wa-
runku poczgtkowym. | |
S1) VieB u(esb) € U c 12 (DT> i prawie wszgdzie w Dy u(x,t;b)

zalezy w sposéb ciggty od b
s2) @(.) € 1X(R)

83) réwnanie (1. 13) (1.14) ma w przestrzeni W doktadnie jedno

rogwigqzanie dla dowolnego aeA , dowolnego ue U i
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tPGLZ(EP.) 1 rozwigzanie to zalezy w sposdb ciggty od a,u,y.
Jako szczegdlny przypadek obiektu opisanego réwnaniami (1.13),
(1.14) rozwazane bedzie jego zachowanie w stanie ustalonym. Prowa=

dzi to do rdéwnania typu eliptycznego
A@)J(58) = -U(e50) (115)

ktoérego rozwigzanie c?,'(.;é') € HC Lz(ﬂ), gdzie H jest przestrzenig
Hilberta dobrang odpowiednio do warunkbv& brzegowych. Wymuszenie w .
niezalezne od czasu,jest elementem przestrzeni LZ(SB). Pozostate

zaloZenié. i oznaczenia pozostajg bez zmian.

Uwa g at W sytuacji, gdy wymuszenie jest w peilni znene, tzn.
gdy = a, dla wskazania zaleznodci stanu od parametréw
obiektu uzywane bedzie w pracy oznaczenie gq(x,t;a) za-

miast q(x,t;6).

ZaloZzenia podane w dalszej czeSci tego podpunktu obowigzywaé bedg
tylko w niektérych fragmentach pracy.

Waroéd c;biektéw opisanych réwnaniami (113), (1.14) lub (1.15)
wyrdéznimy pewne podklasy, poprzez naiozZenie dodatkowych warunkow |

na operator A(a).

PS1) Operator A(&) jest symetryczny i dodatnio okreélony dla do-

wolnego ae A tzn.s

Vaeq Vg n, e CA@B0, 5 = (hyph(@hy )

Vaer J5yoVnen <A@nn> 3> ¥ (hnd

gdzie (.,e > oznacza iloczyn skalarny w L2(52)

PS2) Niech A ,‘(é), )\2(5)... beda wartosciami wiasnymi operatora
" AGE) przy ustalonym a€/Z . Zakladamy, ze odpowiadajgce im
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funkcje wiasne tego operabtora nie zalezg od a tzn. jedli ve H
jest funkcje wiasng operatora A(d) to dla dowolnego a’¢c /4 za-
chodzis A(')v = =A(&')v.

PS3) Nastepujgce zbiory {hEH : (A(@h, h) ¢ C}SQ zwarte w H
dla dowolnego a € A i dowolnej statej C > O.

PS4) Wymuszenie u(x,t) jest liniowg kombinacjgq m funkcji wtasnych

operatora A(&) przy dostatecznie duzym m, tzn. jest ono pos—

tacis

i
u(x,6) = »  uy (6)v, (x) ()
-y : , ‘
Zatozenie PS1) gwerantuje istnienie i jednoznacznoéé rozwig-
zania rdwnan (1.13),(1.14) i (1.15) w odpowiednio dobranych przes--T
trzeniach funkcyjn&ch [59],[62]. Warunki PS1) i PS3) sg wys tarcza=
jace na Lo by zbidér funkcji wiasnych operatora A(Z) by ortogonal—é
ny i zupeiny w L2(52), [61]. Z faktu tego wynika, e zalozenie
PS4) nie jest bardzo‘ograniczajqce, gdyz kazda przedziatami ciggia
funkcja moze byé aproksymowana szeregiem postaci (#) z dowolnie
duzg dokladnoScig, Jesll tylko m jest dostatecznie duZe [74].
Warunek PS2) jest speiniony dla G2 c R1 przy warunkach brze-
gowych I,II i III rodzaju. Zachodzi on takze dla dwu i tréjwymia-
rowych obszardw 32 o regularnych ksztattach takich jak prostokat
koto itp. Warunki konieczne 1 wyétarczajqce dla zachodzenia PS2)
podano w [68] . W pracy tej udowodniono takze, ze jesli zachodzi
warunek PS2) to wartoéci wiasne operatora A(a) majg postaés

T - - ,
Ai(i) ""Cia gdzie aCi s8gq pewnymi wektorami nie zalezgcymi od a.
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142¢2¢ Opis wielkoécl mierzonych

Zagadnienie adekwatnego opisu warunkdéw pomiaréw jest jednym
z centralnych problemdéw zwigzanych ze sterowaniem i identyfikacjg
obiektéw o parametrach roziozonych [ho],[35]. 4 jednej strony nié-
mo%liwe jest zrealizowanie pomiaru stanu we wszystkich punktach
obszaru SBtJf’, z drugiej zas precyzyjne okredlenie pomiaru punk-
towego napotyka na trudnosci. TrudnosSci te zwigzane sg z faktem,
%e kazdy czujnik pomiarowy dokonuje ubrednienia mierzonej wielkos-
c% i to zarbéwno w pewnym, nieznanym, podobszarze jak i na pewnym
odcinku czasu 0 nieznanej diugosci. Mimo tego pojecie pomiaru
punktowego w czasie E przestrzeni Jest uwazane za dostatecznie do-
kiadng idealizacj¢ rzeczywistobci [37} i zostanie przyjete jako
podstawowe w niniejsze]j pracye. nglada si¢, ze przestrzen rozwig-—
zan réwnania czgstkowego W jest zawarta w przestrzeni funkcji
ciggiych na S2¥(0,T) przedtuzalnych, z zachowaniem ciggtoéci, do
brzegu. W zwigzku 2z ﬁym pojecie wartosci funkeji q w punkcie (x,%)
jest poprawnie okreélone (z formalnego punktu widzenia). '

0 biedach pomiardéw zakiada sig, ze sg niezaleZnymi realizac-
jemi pewnych zmiennych losowych. |

Jak wiadomo, uzycie metody najwigkszej wiarogodnodci do esty-—
macji parametréw obiektu wymaga zaiozenia, e znane sg rozkiady
prawdopodobieis twa zmiénnych losowych reprezentujgcych szumy po-
‘miaréw. W praktyce zalozenie to mozna uwazaé za speinione gdy je-
dynym zrédiem zaktbéced jest czujnik pomiarowy, ktérego charakte-
rystyki mozna zbadaé przed wiaéciwym eksperymentem dla celdéw iden.
tyfikacji. Précz tego mozliwe Jjest wykorzystywanie ;stymatordéw o-
trzymanych przy zatozeniu peinej znajomoSci rozktadéw prawdopodo-
biefnstwa zakiécehd w warunkach gdy rozkiady te nie sg znane a za=-

miast nich uzywa sig¢ rozkiaddéw empirycznych. Metodyka takiego pos—
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tepowania przedstawlona jest w pracach [16] i [39].
Reasumujgc powyzsze uwagl zakiada sig, Ze pomiar stanu moZna

opisaé nastgpujgcos
yin - q(xi,tn;éo) + Zn<Xi) i = ’],2’000,1' n=1’2,000,N (,‘016a)

gdzie
Xy - potozenie i=tego punktu pomiarowego i = 1,2yeee,41
5, o= 192ye0eyN = zadany cigg chwil, w ktérych dokonuje sig po-
miaféw
q(xi,tn;éo) - mierzona wielkos$é¢ reprezentujgca stan obiekitu w punk-
’ cie x;, W chwili ¥ zalezny od nieznanych parametrdéw
obiektu 6°, wymuszenia i warunkéw poczgtkowych
Yin — Tezultat pomiaru stanu wraz z zakiéceniem pomiarowym zn(xi)
I - ilo8¢ punktoédw pomiarowych B |
N - liczba chwil, w ktérych dokonywano pomiaréw.
Rozwazany bedzie takze przypadek gdy N -—ee . W zwigzku 2 tym za-
kiada sie, Ze zadany cigg chwil tn jest taki, 2ze tn-wo gdy n—»e0 ,
Oznaczenie o postaci zk(x) wskazuje, ze wartosé zakibécenia pomia-
rowego zalezy od polozenié'punktu Xx i od chwili tk' w ktoérej doko-
nuje si¢ pomiarue.
W caie] pracy zakiada sig, 2zes
P1) Dla ustalonego x€ 90 vl wielkosci zk"(x), 252 (x)ees 88 nieza-
’ leznyri realizacjami zmienne] losowe] g(i)Lo znanej gestoéci
rozkladu prawdopodobieistwa, oznaczane]j délej przez fz(z;x)
P2)D1adowolnego uktadu parami réznych punktow Xq9XoreeesXye
g(xq),g(xa),...,g(xk) sg niezalezne.
Dla krétkoéci zapiééw wProwadémy oznaczenie ?n dla pomiaréw stanu
uzyskanych.w chwili &, in 2 [y1n’y2n""’y1n n=1,...,N oraz Yy
dla tablicy zawierajgcej rezultaty wszystkich pomiaréw: Y a |37
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Analogiczny opis pomiardéw stanu zakiada sig dla obiektu bada=-

nego w stanie ustalonym (1.15) i ma on postaéds
yin = a‘(xiiéo) + Zn<xi> i=’1,2,...,I, n=1,2,0oo,N (1016b)

gdzie n oznacza kolejny numer pomiaru a pozostale oznaczenia 8§ ta=
kie jak dla obiektu dynamicznego. Zaklada sig¢ takZe speinienie wa=
runkéw P1) i P2).

Poniéwaz w&muszenie rozitozone u(x,t;B) zalezy od wektora nie-
znanych parametréw b (por. 1.2.1) to celowy jest dodatkowy pomiar,
pozwalajgcy polepszyé Jakosé estjmacji.

Zaklada sig¢, e pomiary wymuszenia majg postaés
Wkn = u(gk ,tn;Bo) + Sn(gk ) k=’1,2,-o.,K n:’l,?.,.o.,N . ("o'l?)

gdzies }
gk - polozenie k-tego punkbtu pomiarowego, ?késaur' ;s k =
o 142,000,K
u(€k ,tn=B°> - mierzona wielkoéé reprezentujgca wymuszenie rozzo-
| zone dziatajgce na obiekt w chwili tn w punkcie ?kﬁ
zalezne od wektora nieznanych parametrow ©°
W, — rezultat pomiaru wymuszenia wraz z zakidceniem pomiarowym
37 (€, |
K - iloéé punktéw pomiaru wymuszeniae
0 zakidéceniach pomiaru wymuszenia zakiada sig, zes
P3) Dla ﬁstalonego §e§52qu’ wielkoéci 3n4(§),§91(§1“54 niezalez-
nyni realizacjami zmienne] losowe] }(?) o,znanej’gestoéci T0Z-
ktadu prawdopodobienstwa oznaczonej-daiej przez f3(35§)'
P4) Dla dowolnego ukiadu parami réznych punktéw §1’§2"“’€m
 zmienne losowe 3(?1), 3(?2)""’3(?m) sq niezalezne.
P5) Dla dwéch dowolé&ch ﬁkl;déw‘punktéw x{,...,xk i §1’?2""’€m
ciggi zmiennych losowych z(xq)yessy2(x.) i 3(?1),...,2(§m) 8q
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niezalezne en block [58}.
Zaktada sie¢, ze analogiczny opis warunkéw eksperymentu, wraz z za-
tozeniami P3), P4) i P5), obowigzuje dla pomiaru wymuszenia stale-
go w czasie dzialajadegd’na obiekt opisany réwnaniem (1.15).
Wyniki pomiarédw wymuszenia w chwili t, oznaczane bgdg przei Wh =

= [qu,w2n,.%. wkhl n=1,2,...,N, a caia tablicé takich pomiardw

prazea '!J;.\I = °

. LN
Uwa g as Wiekszosé prezenbowanych w rozprawie rezultatdéw, z wy-
jatkiem tych, ktbre dotyczgq planowania eksperymentu,
daje sig¢ uo30lnié na przypadek gdy pomiary stanu majg
postaé: '

Yin=h (q(xi,tn;é°), zn<xi}) 121,2,0009I, Dz1,2,000,N

Uwaga: Wcalej pracy gestobcl rozkladdw prawdopodobienstwa
fz(z;x),fs(g;g)i wszystkie inne, rozpatrywane sg tylko
dla tych argumentéw, dla ktérych przyjmujg wartosci nie-
zerowe. W zwigzku 2z tym, bez komentarza, uzywane bedg
wyrazenia typu 1/fz(z;x), lnfz(z;x), ktére nie sgq okrefs-

lone tylko na zblorach o prawdopodobiefistwie zero.

W dalsze] czedcl pracy rezulbaty pomiardw stanu i wymuszenia
w chwill t, oznaczame bedg przez én =‘[ih:§n] a tablica wszystkich

pomiardéw stanu i wymuszenla przez SN = 21

5N
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1+3%. Sformutowanie problemu pracy

Jak stwierdzono we wstgpie, celem rozprawy jest zbadanie nie-
ktéfych wiasnosci estymatordédw najwiekszej wiarogodnoéci parametréw
obiektu opisanego réwnaniemi typu parabolicznego lub eliptycznego
1 skonstruowanie na tej podstawie algorytmu identyfikacji.

Na informacje aprioryczng o obiekcie identyfikacji i warunkach
eksperymentu, sprecyzowang w podrozdziale 1.2, skiadajg sip:

- réwnania (1.13), (1.14) opisujgce zaleznodci miedzy wymuszeniem
u, warunkiem poczqtkow&m \¢ , wektorem nieznanych parametréw o-
biektu a i jego stanem ¢,

- opis pomiaréw punktowych stanu (1.16a) i wymuszenia (1.16b) wraz
z charakbterystykami zakidécei pomiarow&ch okreélonymi w P1) - P5),

- warunek poczgtkowy ¢, | |

- wymuszenie roziozone u(x,t;?:),(x,’c)é G2 x(0,T), ktérego postad
jest znana z doktadnoscig do welktora nieznanych parametréw Db,

- zbiory £ i B, o ktérych wiadomo, Ze ich elementami sg "prawdzi=-
we', nieznane, parametry obiektu a1 wymuszenia b° (nie wyklu-
cza sie mozliwosci, ze A = Rl/‘, B= Rla).

Uzupeinieniem powyzszych danych apridrycznych jest zestaw po=
miaréw stanu obiektu i wymuszenia SN’ wykonanych przy pewnych,
nieznanych, wartoéciach parametréw a° i b.

| Powyzsza informacja gprioryczna Jjest wystarczajgca dla oblicze=

nia Tunkcji wiarogodnosci ézostanie to wykazane, w rozdziale II).

Funkcja wiarogodnoéci, oznaczana dalej przez LN(SN;é), jest gng

toécig rozkiadu prawdopodobiehstwa pomiaréw (obserwacji) przy za=-

tozeniu, ze paramebtry obiektu i wymuszenia majg wartosci 0.

Zadanie estymacji parametréw obiektu

Ze wzgledu na nieznajomo$é parame tréw wymhszenia B, zadania
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oszacowania parametrdéw & i b nalezy rozpatrywaé igcznie. Zgodnie
z zasadq najwigksze] wiarogodnosci nalezy znalezé taki wektor
§§(SN) dla ktbérego:

max L(Syi8) = Ly(Sp85(sy)) (1.18)

8e® -
Postaé, otrzymanego tg drogg, algorytmu identyfikacji.q?N(SN) zale-
zy od informacji aprioryczne] a konkretna wartosé oszacowanié para=

metréw jest funkcjg pomiardws
-
e =VN(SN; (1:19)

Biorgc pod uwage fakt, ze rozwigzanie rdéwnai obiektu na dro-
dze analitycznej nie jest, na ogdi, mozliwe, nie moina wyznaczyé
jawnej postaci algorytmu identyfikacji (1.19). Dla celéw praktycz—
nych nie Jjest to zresztg konieczne. Wystarczj podaé¢ metode oblicza-
nia 5§ dla dowolnych pomiardw SN. Podanie takiej metody oznacza
rozwigzanie zadania optymalizacji (1.18) przy ograniczeniu w posta=
ci réwnahn obiektu (1.13),(1.14). Problemy optymalizacji tego Gypu
8g na tyle skomplikowané, ze mSZna podaé¢ Jjedynie procedurg¢ itera-
cyjng wyznaczania ich przybliionegd rozwigzaniae
W zwigzku z tym powstaje nastgpujgcy problemz'

Skons truowaé cigg éN,1’éﬁ,2""'éN,k"" obliczany wediug wzoru:

N, k+1 =§N,k(%,k’SNL £=04152y000 (1.20)

ktory jest zbiezny do ég, przy dowolnym przyblizeniu poczgtkowym

ék,o i dla prawie wszystkich reslizacji Sy macierzy losowej S

o ile speinione sg pewne warunki. Podanie takie] procedury jest

niejawnym sposobem podania algorytmu identyfikacji (1.19).
Zagadnienie konstrukcji algorytmu (1.20) zostato w ﬁracy T0Z=

bite na szereg podzadan:

1) Zadanie obliczania funkeji Iy(Sy;6) dla dowolnych wartoéci



argumentow Sy 1 ec @ .
2) 7 zadaniem 1) wigZe sig¢ problem doboru metody numerycznego roz-—
| wigzania réwﬁania obiektu
%) Ograniczajgc klas¢ dopuszczalnych procedur (1.20) do algorytméw

postacis

Oy ket = O,k * 10, By 1o K = 0y %40 (1.21)
podaé sposdb doboru ciggu kierunkdéw poszukiwai &E(éﬁ,k’SN)
k=0,1,2,06¢ 1 ciggu liczb T k = 0;1,2,+0¢ tak by algorytm byx
zbiezny i oszacowaé szybkosé zbieznosci.

4) Zbadaé wiasnoéci algorytmu na wybranych przyktadach testujgcych
i okreslié jakobciowy wpiyw warunkéw eksperymentu na szybkosé
zbieznoscie |

Zadaniem, pozwalajgcym na praktyczng weryfikacje wynikow pra=-.
cy, Jjest takze napisanie programéw uzytkowych identyfikacji metodg |
najwieksze]j wiarogodnoéci. Ze wzgledu na specyfike opisu obiektow
programy'te powinny obeJjmowacls

- identyfikacje paramebtrédw obiektu dynamicznego opisanego réwnaniem

parabolicznym

-~ identyfikacje parametréw obiektu statycznego opisanego roéwnaniem

eliptycznym.

Programy te powinny umozliwiaé réwniez przeprowadzenie badan symu-

lacyjnych pozwalajgcych na zbadanie wiasnosci algorytmu identyfi-

kacji jak roéwniez wpiywu warunkéw eksperymentu na jakosé estymacji

przy skoidczonej liczbie pomiardw.

Zaradnienie asymptotycznej Jakosci estymacji

Wysoka, w pordéwnaniu z innymi metodami, jakoéé estymatordw
najwigkszej wiarogodnosci ujawnia sig¢ najwyrazniej w prébach o du-

zej licznoéci. Stad problem zbadania asymptotycznych wiasnoéci
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tych estymatoréw ma szczegdlne znaczenie. Jest on wazny takze
z punktu widzenia mozliwosci konstrukecji efektywnego algorytmu i-
dentyfikacji.

Jako pierwsze 2z zagadanien Jjakosci estymacji rozwazane bedzie

nastepujgce zadanie.

Problem mocnej zgodnosci ciggu estymatordw

Jakie sg warunki wystarczajgce, ktére powinny speiniaé punkty
pomiaru stanu Xq9Xpyeee X i wymuszenia §1, fa,..., fxra takze samo

wymuszenie i rozkiady zakidéced, na to bys
— i -¢O'
P{lim () = & }: 1.
N—=»eo ‘ _

7 zagadnieniem tym zwigzany Jest problem identyfikowalnoéci,
ktéry sformuiowany zostanie w rozdziale II.

Problem asymptotyczne] normalnoéci i efektywnoéci ciggu estymatordw

Podaé¢ warunki wystarczajgce.na to by unormowany cigg estyma=—
toréw najwiekszej wiarogodnosci parametréw obiekbtu (1413),(1.14)
i wymuszenia mial rozkiad asymptotycznie normalny o éredﬁiej O°’
i macierzy kowariancji réwne] odwrotnosci macierzy informacyjnej
Iishera.

Cigg estymatoréw o powyzsze] wiasnosSci nazywany jest ?sympto-
tycznie efektywﬁym lub ciggiem estymatorédw najlepszych, asympto-
tycznie normalnych. Przy czym termin "najlepszy" nalezy rozumieé
w odniesieniu do danych warunkow eksPerymentu.' ‘

Przez odpowiedni dobdr poozenia punktédw pomiarowych i wymuszenia
moZna ksztaltowaé wiasnoéci macierzy kowariancji asymptotycznégo

rozkiadu ciggu estymatordw §§(§N) N = 1,2y¢00 o Problem ten jest

zwigzany 2z planowanien ekSperyméntu 1 zostanie sformuiowany
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w rozdziale III.
W obu powyzszych zadaniach dgqzyé nalezy do tego, by podawane
warunki wystarczajgce byiy jak najmniej ograniczajgce ale jedno-

czednie tatwe do sprawdzenia.
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2. ZGODNOSC CIAGU ESTYMATOROW NAJWIEKSZEJ WIAROGODNOSCI T IDENTY-
FIKOWALNOSCE

Analiza probleméw pracy przedstawiona zostanie w innej kolej-
nofici niz je sformulowano w podrozdziale 1.3. Wynika to 2z koniecz-
noécl uwzglednienia warunkéw zapewniajacych wysoks jakosé estymacji
przy konstruowaniu algorytmu obliczeniowego ldentyfikacjis

Badanie problemu zgodno&ci estymatordw, przedstawione w tym
rozdziale, poprzedzone Jjest wyprowadzeniem wzoru na funkcje wiaro-
godnosci (podrozdzial 2.1) i analiza przyczyn, ktbére prowadzié mo-
ga do braku zgodnoéci (podrozdzial 2.2). Zasadnicze twierdzenie
2.1 o warunkach wystarczajacych dla mocne] zgodnosci ciggu estyma=
toréw najwiekszej wiarogodnoscl parametrdéw obiektu roztozonego,
podane w podrozdziale 2.3, poprzedzone jest trzema lematami. W le-
matach tych dowodzi sie ekstremalnych wlasnosci usrednionej funkce
ji wiarogodnosci. Wnioski z twierdzenia 2.1 podaja warunki asympto-
tycznej nieobciazonodcl i Sredniokwadratowe] zbieznosci ciagu es—
tymatoréw. Przeprowadzona enaliza zaloZeA twierdzenia 2.1 prowadzi
do stwierdzenia, %e jednym z istotnych warunkdéw jest identyfikowal-
noéé parametréw obiektu. Zagadnieniu zbadania warunkéw identyfiko-
walno$ci podwiecony Jjest podrozdzial 2.4.

2.1. Postaéd funkcil wiarogodnosdci

Funkc ja wiarogodnoécl, oznaczenea dale] przez LN(SN;§), jest
gestodciag tacznego rozkladu prawdopodoblenstwa pomiaréw (obserwa—

cjl) rozpatrywang Jako funkeja wektora nieznanych parametroéw e,

fod] [50] , [e5] - ¥

1 Okreslenie to dotyczy przypadku gdy pomiary sg realizacjami
 zmiennych losowych typu ciagrego. Nie podajemy okreslenla funk-
cji wiarogodnoscl dla zmiennych losowych grzy%&y'@cy%P war o=
ci dyskretne, gdyz talkl model zakidcen pomiarowych wydaje 8ig
mieé znacznie mniejsze znaczenie w idenbtyfikacji.
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Pokazemy, %e informacja o opisie oblektu i zakidceniach pomiaro-
wych sformutowana w rozdziale 1), wystarczy do wyznaczenia LN(SN;é).
Rozwazania przeprowadzimy dla obiektu dynamicznego opisanego réw—l
naniami (1.13),(1.14).

Zapisujac LN(SN,@) w postaci uwzgledniajacej fakt, %e tablica |
pomiardéw SN sktlada si¢ z dwodch czesécli ¥ N i WN i korzystajgc 2z defi-
nicji warunkowe] gestoscl rozkiadu prawdopodobiefistwa dostaniemy:

LN(SN;G) = fs ( 9WN56) =fW,Y(WN1“YN;é)fYN(YNié) (2.1)

Rozwazmy poszczegdlne czynniki we wzorze (2.1).

Iqczna gestoéé pomiardw wymuszenia pod warunkiem pomiaréw stanu

£ v(We/¥058) nie zalezy od Y gdyz na mocy zalozen P5), P3) i P1)
W, YN N N ,
zestawy zmiennych losowych WN i gN 8g niezalezne., Pozwala to zapi-
saé te gestosé w postaci:fw (Wf;é). Igczng gestosé rozkiadu praw-
dopodobiefistwa pomiardw staau fY (YN,Q) mozna przedstawié jako i-
loczyn ggstoscl rozktadow pOml&TOW stanu w poszczegdlnych chwilach

fy (y 46) (na podstawie zalozenia Pﬂ)). Podobnie, warunek P3) poz=
wala zapisaéz

N
fWNﬂVN;e)' = ! I g

(2.2)
n="1 B ’

ws
(3]}
.~

gazie fﬁ (Wh;é) jest Zgeczng gestosdcig rozkiadu prawdopodobieiistwa
n ;
pomiardéw wymuszenia w chwill © .

W rezultacie (2.1) przeksztalcilismy dos

L (836) -TT y, Tui®) g (7;38) (2.3)

n="1

7 niezaleznofci zmiennych losowych reprezentujgcych zakidcenia po-

miarowe w roéznych punktach przestrzennych (zatozenia P2) i P4))



wynika zes

I
£5 (7,i9) = [ ] £, (73238 0 = 1,2,.00,N (2.4)
o i=1 B '
K
fn @38) = | [ £, (0 38) n = 1,2,000,N (2.5)
n k=1 4 '
gdzie f (yin;é) 1 fwkn(wkngé) sgq odpowiednio gestoiciami rozkia—

N
in
du prawdopodobienstwa pojedynczego pomiaru stanu i wymuszenia. Ggs-—

todci te tatwo otrzymaé znajgc fz(z;x) i f3(3;f) i opis pomiaréw
Yig = Q(%;,6,38) + 22(%;) 1=1,2y000,1 (2.6)

Wiy = u(gk,t_;ngm - an(§k> K = 1925006,k (2.7)

Stosujgc znane wzory na gestosé rozkiadu zmiennej losowej uzyska=-
nej w wyniku jednoznacznego i rézniczkowalnego przeksztaicenia in-

nej zmienne] losowej (por. [7g]) dostaniemys

fy. (yinﬁé) = fz<yin'q<xi’tn;é>;xi> (2.8)
.41n . . .
Ly (i®) = (o= (f 0 B,30) 5 (2.9)

W wyniku kolejnych podstawied do (2.3) uzyskujemy ostatecznie:
N

‘ I
LN(SNié? =-T—T .T—T fz(yin-q(xi,?n;5)3xi} =

n=1{ i=1 ' »
) :52;?1,;)] ’ (2.10)

W dalsze]j czegécl pracy korzystaé bedziemy 2z postaci LN(SN;é) daneJ

brzez (2+10) lub ze skréconego zapisus



Ly(5;8) = [Tz, (8,38 IR

wynikajgcego wprost z (2. 3) i okreélenia En, dla

fnl(é'n;é)l - fyn(:fn;é) fﬁn@n;é} N=1,2,000,N (2.12}

W analogiczny sposdb mozna wyprowadzié funkcje wiarogodnosci
dla zadania estymacji parametrédw obiektu stabtycznego. Funkcja ta

ma postads

N
Ly(8y:6) Iﬁ“ T—r Vin q(kl’6> x5 ) I‘T—f <Wkn_u<§k’b) %k?j
n=1

{=1 k=
(2.12)

\

Podkreélié nalezy, ze obliczenie wartoéci LN(SN;é) dla danego
0 wymaga rozwigzania (na ogdi mebodani numerycznymi) réwnan (1.13),
(1+14) (lub tez rdéwnania (1.15) dla obiektu statycznego) w celu ob~-

liczenia wartosci q(xi,tn;§> i:qu,ovt,I, =1,2,coo,No

2.2. Zgodnosé ciagu estymatorév. Definicje i przykiady

Zagadnienie wyboru kryteridw, ktére pozwalajg odrdznié "dobre"
estymatory od "ziych" jest Jednym z cenbtralnych problemdédw teorii
estymacji. Szeroki przeglgd uzywanych kryteridédw doboru estymatordw
zawiera praca [69].

Pojecie zgodnosci estymaﬁora jest formalizacjg wymagania by
wraz ze wzrostem liczby obserwacji (pomiardéw) estymabor coraz le=
pieJj przyblizax nieénane wartosci parametréw; Poniewaz estymator,
jako funkcja mierzalna zmienne] losowej, jest zmienng losowg wigc
mozliwe Bg rbézne wersje formalizacji pojegcia zgodnoéci estymatora,

w zaleznoéci od sposobu rozumienia zbieznoéci ciggu zmiennych lo-
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sowych [53]. W pracy tej korzystal bedziemy z podanych nizej defi-
Vnicji [69],[58}.

DefinicJa 27
Cigg estymabtordw éN(gN) N=1,25e00 jest zgodny dla wektora paramet-
réw 8° gdy dla dowolnego £ > O

lim P { | 84y - &°f (g} = 1 o (2.13)
N A ) :

tzn. gdy cigg 6 (Sy) Jest stochastycznle zbiezny do 6°.

Def i h icja 2.2

Ciag éstymatoréw éﬁCSN> N=1y25e00 jest mocno igodny dla wektora
parame tréw &° gdy éN(§ﬁ) jest zbiezny do 8% z prawdopodobiens twem
1 tzn, |

. = =0 1 :
P{ 1im eN(§N} = 6% = (2.14)
N |

)
Poniewaz ze zbieznoscl z prawdopodobisidstwem 1 ciggu zmiennych lo=-
sowych wynika jego zbieinosé stochastyczna wigc z mocnej zgodnosci

ciggu estymatoréw wynika jego zgodnosé.

Uwag a: Czasem zamiast diugiego zwrotu ... cigg estymatoréw‘
éN(gN) Nz1,290es Jest zgodny..." uzywa sig skrotu'es-
tymatior éN(§N) jest zgodnye.o", [64]. Taka skrécona
forma uzywana begdzie takize w tej pracy, tam gdzie nie

prowadzi to do niejasnosci.

Wiadomo, ze w klasycznym zadaniu estymacji estymatory naj—
wigkszej wiarogodnosci sg zgodne przy stosunkowo siabych zaioZze-

niach.
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Ponizsze przykiady pokazuja, Ze bez nalozenia pewnych wafunkéw
estymatory mogg nie byé zgodue i wskazujg czynniki wpiywajgce na
zachowanie sie estymatoréw w rozwazaunyim W tej pracy zadaniu.

-

Przykiad 201
Niech badany obiekt opisany bgdzie rdéwnaniems

2, (e
3..9.(_1_).;# = a(M Lca.a.&é.ﬁ - a®(x, ) + ulx,t) (2.15)
Py : ‘ ’

dla x € (0,7 i t € (0,T,) z warunkami brzegowymi:

/

q(0,8) = q(myt) =0 , (0,T.) - (2.16)
i warunkiem poczqtkowym:

q(x,0) =0 ze(0," (2.47)

Parametry a(1> i a(2? obiekiu nie sg znane. Dla ich oszacowania

przeprowadza sig eksPeryment‘polegajgcy na podaniu wymuszenia o

postacis
u(x,t) = ult) sin x (2.18)

gdzie u(t) jest pewng znang funkcjg czasu i pomiarze stanu obiektu

w dwéch ustalonych punktach x,,x, odcinka (0, ):
Yih=q(xi,tn;5)+zn(xi) 1=1,2, N=1,2y000,N (2.19)

Zaktadamy, ze zaklécenia pomiarowe speiniajg warunki P1),P2) i P3).

% rozwazah przeprowadzonych w 2.1 wynika, ze:

N
Ly (Yy38) = T'T £, (Tagmalxy, 6,580 5% )2, (Y p=a(xp, 658) 5%5)  (2.20)
n="14 ’ ’ A ‘ ' '

Przez bezpoérednie zrédiniczlkowanie moZna sprawdzié, ze:



-Cam),“ra(g).ﬂ u(t=-vdv (2.21)

q(x,%3;8) = sin x J‘ e

jest rozwigzaniem zagadnienia mieszanego (2.15),(2.16),(2.17) przy
u(x,t) danym przez (2. 18) '

Wstawienie (2.21) do (2.20) pozwala stw1erd21é %ze funkeja
wiarogodnoéci zalezy tylko od wartoaci sumy a<9)+a(1> a nie od war-

() 4 o),

Fakt ten powoduje, ze jesli dla a%m) i agT(Q)funkcja wiarogodnosei

todci samych parametrdéw a

osigga maksimum globalne, to osigga je Uakze dla dowolnych aN(ﬂ)

i (92 speiniajgcych warunek:

x (o) _

a% + 8y “3 + a..(0) (2.22)

aN ) N .

. Zauwazmy, %e wiasnos8é ta zachodzi dla kazdego N i w 2zwigzku 2z tym
otrzymdjemy wiele ciggdw estymatordw najwiekszej wiarogodnosSci.
Jesli istnieje wsréd nich ciagg ai >‘*N)’ o\N?)(YN), 2 1324000
mocno zgodpy to na podstawie posiadanej informacji nie mozna go od-—
r6znié od ciggu aéq?(xN) + 100, Eég?(gN) - 100, N = 1,2y000 5 Kitb=
ry oczywibcie nie jest mocno zgodny. '
Skorzystenie z takich "ziych' oszacowan 5&1) + 100, a(9> - 4100
w réwnaniu (2.15) spowcduje duze rdznice mledzy przewidywanyini
a zmiennymi na obiekcie wartoiscliamli stanu, o ile tylko podane wy-
muszenie bedzie mialo inng postaé niz (2.18).

Powyzszy przykiad ilustruje wpiyw wymuézenia na zgodnosé es—
tymatora najwigksze] wiarogodnoéci. Celem nasbgpnego prazykiadu
jest pokazanie, Zze réwnie istobtne Jjest pozozenie punktéw pomiaro-

wych 1 ich ilosé.

Przykiad 262

Rozwazmy obiekt, ktérego stanm speinia révwnanies
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ROX %§ . <2>3 ‘lf" e (2.23)

w prostokgcie {[x(q),x(a}]m : O <i(i)< T i:'\,z}, uzupeinione wa=

runkiem brzegowym:

g(x) = 0 gay x<1? lub x(zz réwna sig O lub I .

Rozwigzanie réwnania (2.23) przy wymuszeniu

u(x) = sin x<1? sin x(a? + singﬂ?sinZX(a? (2.24)

ma postaés

- .1 . (1) 5.2 ) 1 GD) (2)
= sin x sinx sinx sin2x
aGi® a4a(?) | o eda S (2.25)

W rezultacie wielokrotnego pomlaru stanu danego przez (2. 25),

punkcie X, = [g; ”]T otrzymano pomiary:
Yin = q(xq;a + zn(xq) O = 1,2ye0e,N, (2.26)

pozwalajgce obliczyé Ffunkcje wiarogodnodcis

N
LN(Y 93) = T_I.f (Y/‘n Q(qua)’xq) (2.27)

n="1

Przypuéémy, ze a (1) i aN(a? maksymalizujg funkcje wiarogodnoéci.
Latwo sprawdzié, ze roéwniez a§1> i a§2? spetniajgce ukiad roéwnains

aéq? + 4a§2) = 2 (aN<1? + aN(Z?)

.

(2.28)

+ ay

a§1) (2? 2 (aN(1? 5 4aN(2))

st&réwnie wiarogodne i wiasnofé ta zachodzi dla dowolnego N=1,2,.4.
Powtarzajgc rozumowanie zastosowene w przykiadzie 2.1 stwierdzamy,

%e jeden z tych ciggdéw nie moze by¢ zgodny i bez dodatkowej infor-
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macji nie mozna ich rozrdéznié.

Zauwazmy, %e umieszczenie drugiego punktu pomiarowego w ziym
miejscu, na przyktad w punkcie [O,gjm, nie zmienia sytuacji.

W obu przykiadach zakiadano peing znajomo8é wymuszenia u.
W przypadku gdy'wymuszenie zawiera nieznane parametry a eksperyment
jest Zle zaplanowany maksimum globalne funkcji wiarogodnos$ci moze
byé osiggane w wielu punktach powodujgc brak zgodnodci pewnych cig=
goéw estymatordw.

Zauwazmy, Ze w obu powyzszych przykiadach przycz&nq braku
zgodnoéci ciggu estymatordw najwiekszej wiarogodnosci jest naste-
pujgca wiasno#é obiektu (ujawniajgca sig przy danym eksperymencie)s

dla pewnych wektoréw parametrTéw a # 8" zachodzis
Q(xi,tn;a‘) = q(xi,tn;a“) i=q,2,ooo,I, n=1,2,...,N (2029)

Obiekt, ktéry przy danym eksperymencie ma przeciwng wiasnosé nazy-
waé bedziemy identyfikowalnym. Pojecie to precyzuje ponizsza defi-

nicjao

Definica 2e¢5

Wektor parametré4w a obiektu opisanego réwnanienn@LAS)jest identy-
fikowalny na podstawie znajomosci stanu w chwili b, w punktach
Xq1Xoy e e yXyy przy danym wymuszeniu u i warunku poczgtkowym ¢ ,

jezeli dla dowolnych &', 8"e€ /4 takich, ze a' £ a', zachodzi co

najmniej jedna 2 ponizszych nieréwnoscis
q(xi,tn;a') £ q(xi,tn;ﬁ“) 121520001 (2.%0)

Pewne uwagi o definicji 2.3 i warunkl wystarczajgce identyfi-
kowalnoSci podane zostang w podrozdziale 2.4.
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2.3+ Warunki zgodnos$ci estymatordéw najwigksze; wiarogodnosci

w _zadaniu identyfikacji

Przyktady przytoczone w poprzednim punkcie Swiadczg o0 potrze-—
bie zbadania zgodnosci estymatordw najwigkszej wiarogodnosci sto-
sowanych do estymacjl parametrédw obiektu (1.13),(1.14). Potrzeba
taka wynika takze z pordwnania postaci funkcji‘wiarogodnoéci UzZyS=
kanej w punkcie 2.1 z funkcjg wiarogodnosci w klasycznym zadaniu
estymacji parametréw rozkiadu zmiennej losowej na podstawie nie-
zaleznych obserwacji [50].

Jak wynika ze wzoru (2.11), rozpatrywane w rozprawie zadanie pole-
ga na estymacji wektora pérametréw na podstawie niezaleinych ob- |
serwacji zmiennych losowych o rozkiadach zmieniajgcych sig¢ w trak=-
cie obserwacji ale zaleznych od tego samego wektora parametrdéw.

W pracy [50] podkre8la sig¢ potrzebe kazﬁorazowego badania wlasnoé--j
ci estymatoréw najwigkszej wiarogodnosci przy niestacjonarnych
rozktadach, gdy% nie zawsze sg one zgodne, 0 czym Swiadczg za-
mieszczone w cytowanej pracy przyktadye.

Twierdzenia o mocnej zgodnosci estymatoréw najwigkszej wiarogod-

nodci w zadaniu estymacji sformuiowanym w rozdziale 1, poprzedzimy

trzema lematami.

Lemat 2¢1

Rozwazmy zadanie estymacji sformuiowane w podrozdziale 1.%.

Jezeli

a) wymuszenie dzialajgce na obiekt ma w chwili‘tn nastepujgcqg wias=-

nosé: dla dowolnych E‘,B“e.@;S' 41" zachodzi co najmniej jedna

2z nieréwnoscis
U(gk,tn;-{)‘) £ U(gk,tn;.sn) k:q’Z’OOQ’K

b) dla dowolnego beB wektor parametréw obiektu jest identyfiko-
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walny w chwili tn na podstawie znajomodci stanu w punktach X4
i=1,2,¢00,1 pray wymuszeniu u(x,t;g) i warunku poczgtkowym
to dla dowolnych 6', 6"€ @ takich, ze 6' 4 &" zachodzi nie-

réwnobé

Pgo{fy (Bni6") # £(5,i6"} > 0 (2.31)

Dow 6 ds
Przypusémy, ze dla pewnych 8 1 5"6 C) takich, ze 8 £ 6" nie-
réwnosdé (2.31) nie zachodzi. Oznacza %o, ze dla prawie wszystkich

En ma miejscei
= et - U .
£,(8,30°) = £,(8,,0%) (2.32)
czyli, uwzgledniajgc (2.41):

I
Tr fz(yin-q(xi,tngé'),xi) ]—Tf (Wm-u(gk,tn;];');?k) =
131 ’ 1{31 9 , ’

K

- r‘[f (¥50=0 g 0 55387 )13y >TT SO RNTION (2.33)
i=1 | ' ’

R6wnoséé (2.33) mosze zachodzié dla prawie wszystkich §n 1wy
tylko wtedy giys

a(x; 16,6 ) = qx;,6,36") 11,2000, (2.34)

i rdéwnoczesnie:

u(gk,tn b )

Miedzy zalozeniem a) i warunkiem (2.35) nie wystgpi sprzecznosé

U(§k,tn;—6“) k=1,2,...,K. (2035)

tylko wtedy gdy b = 5" = b. Na mocy okreélenia 8 i zaloZenia
6'4 6" wynika stad, ze &' £ @'. Jednakze wtedy wystepuje sprzecz-
noéé, miedzy (2.34) i zaiozeniem o identyfikowalnosci w chwili tn
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przy wymuszeniu u(x,tgs), dowodzgca prawdziwosci lematu.

Cebedsoe

Méwige nieprecyzyjnie, z lematu tego wynika, Ze jeSli mozliwe jest
rozrdéznienie dwéch réznych wekboréw parametrdédw na podstawie dokilad-
nej znajomosSci stanu w pewneJ chwili to parametry te mozna rozrdz-
nié z niezerowym pradepodobieﬁs%wem takze na podstawie pomiaréw
obarczonych big¢dem losowym.

Powbtarzajgqc powyzsze rozwazania mozna udowodnié prawdziwoéé
analogicznego lematu dla prazypadku gdy obiekt jest w stanie usta=
lonym.

Nastepny lemat daje pewng charakbteryzacj¢ wektora nieznanych

parametroéw &°.

Lemat 2.2

Niech w kazdej chwili dokonywaﬁia pomiréw tn n=1,2,+.+ Speinione
beda zatozenia a) 1 b) lematu 2.1 i oprécz tego warunek: '
c¢) dla dowolnego n=1,2,... i dowolnych 5', e istnieje
5 S .
E’ 1nf (5 ;6 . 1nf (5138 £, (Bl ;5 é“)ds (2.36)
3! .
=n
Weedy dla dowolnego O€E® , jezeli & £ 8° to dla kazdego N =

= 1424000 zZachodzi nierdéwnosé:

1} [g E'h;é’ 52 1nfn(§n;é°}.]<o (2.37)

n="1

Dowé d:s
Rozwazmy pojedynczy element sumy (2.37):
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=

‘o - -
° 10 [£,(5,58)/2,(5,56°)] (2.38)
i | | |

1ol

dla pewnego 0 £ 6°, 6€® i pewnego n. Poniewa%, na mocy lematu

2.1, zachodzis

£ (8,30)
Po {-—g—-—‘l——- £1}>o (2.39)

1| =0 (2.40)

Wielokrotne uzycie nierdwnosdci (2.40) dla n=1,2,.+.,N, daje teze

(2.37).
| CebedeOo

Lemat powyzszy stwierdza, Ze, przy pewnych zatozeniach, wektor niez-

nanych parametréw 5) jest maksimum globalnym na zbiorie ® usredni o=

nego logarytmu funkcji wiarogodnoéci, tzn.

" S
Qe®

Fakt ten jest bardzo wazny dla dowodu mocne] zgodnoSci ciggu estyma=

V§£é° VN=1,2.-.. ol oLy (838) < géomN@Nié%. (2.41)
N By ' :

tordw parametrdédw obiektu roziozonego.
Kolejny lemat stanowl wzmocnienie nieréwnodci (2.41). Stwierdza

on, ze jezeli tylko odlegost¢ migdzy O a O jest dostatecinie duza to

takze réznicas

éO 0 50 -
) - B lnLN(§V;G) (2442)
e L .

&=
B
o
it
=4
[e2]}

jest roéwniez wigksza od pewnej liczby i to niezaleznie od N. Oczy-

wrt drnia AawAAd talcdi eca PTaktil wvmaca narYonzenia dndatkawveh wariinledw
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na wymuszenie i pozozenie punktoéw pomiarowych i gestosdci rozkiaddw

pomiarowyche

Lemat 243
Niech speinione bedg zalozenia lemabtéw 2.1 1 2.2. Niech dale] wymu=
szenie u i polozenie punktéw pomiarowych bedzie takie, zes

d)' %)0 :'] \V/ v max

790 VlI5' =b'lI>€ "n=1,2,000 k=1,2,000,K

AT

..u(?k,tn;b ) | (2.43)

e) przy wymuszeniu u(x,t;b), dla kazdego b€Z, stan obiektu (1.13),
(1.14) ma wiasnoéés |

v

Y T q(x; 46,30 ) =
£>0 Iq)o \d“a' -a“”>£ \V/T;:/l’z’... i='102!000’1\ 1’ n, ;

- a(x; 1,38 > (2.44)

£) istnieja funkecje v,(n;x), v}(q;@ okreélone dla dowolnych
x,feSP, vl? i takie, zes

VXESZ ur'VE

-

rY—3

[lnfz(z-a';x)'-lnfz(z;x)'j fz(z;§c2dz \<-Vz(3';x2. (2.45)’
Vz('q;x) 2 0 V,(7m3x) =0 & =0
Veegor ¥z J(1ne, G-Ti =20z, i 9] 2, 53Dag ¢ =, (339, (2u6)

v3(°)i§}20. V;(93§) =0 &m=0

i funkcje V ., Y3 sg niemalejgce wzgledem I'V)I dla dowolnych x,? €Gcule
Przy powyzszych zatozeniach dla kazdego ¢ » O mozna dobraé cw > O
takie, zet



N
e -&lreaV 157 8% [ 1z, (5,;6) -
Vee@ | N=,2y 00 N?:,:_én [ 102, )
- af, (8,8 | { - (2.47)
Uwa gat Wpowyzszym lemacie u§[|= ?iﬁ’a,.'.,}lg(i)l’ dumlgkj
Dowo d:

Rozwazmy pojedynczy skiadnik sumy z tezy lematus

M-

1 [ 1, (5,i6) - 1a£, (8,36 ] = > E [1nf,(ey vate;,6,38°) =
§n ' ' i=1 gin '
K .
- alx;,,i0)5%;) - lnfz(gin‘xi)_] . Z E [lnfa(hm*“(fk"’n”o) o
' ' k=1 ékn B '
= ufyo b d)if) = 1af; Qb)) | (2.48)

Metoda uzytg w ﬁrakcie dowodu lematu 2.2 wykazaé mozna, ze kazdy
skladnik sum w powyzszym wzorze Jjest nieujemny.

Dalsze rozwazania prowadzone bgdg dla pewnego, ustalonego € > O.
Jezeli [[6 - &°)>¢ , to moszliwe sg btrzy, wykluczajgce sieg, mozliwos-
cis
1) |a-a’ il €4>0 1 HB-B"H)ea >0 i co najuniej jedna z liczb £,,€,

wieksza lub rbéwna € ,
2) la-a°ll>¢ 1 lb~b°|
3) |[6-0°]| >¢ 1 |a-a°ll = o.

Oy

Rozwazmy najpierw przypadek 2). Na mocy zaloZenia e) %>0lla=a%|> ¢ =
[q(xi,tn;é)-q(xi,tn;éo)ba)' dla pewnego i. Po skorzystaniu z zaloze-

nia ) dnstaniemys



49

00
oy o
S[lnfz (zinﬂ;(x:L »5,30 )ﬂ--q(xi . tn;e) §%; )'-lnf.’z (zm;xi ),fz(zin;xi)dzin £

-Vz(a)';xi)‘ (2.49)

Dla réznych wartoéci a maksimum w zalozeniu €!) moze byé osiggane dla
réznych 1=1,2y00091le

Najwieksza warto8é jakg moza osiggngé pierwsza suma we wzorze (2.48)
wynosi -¢,, gdzies |

= min (nsxs)
D2 = 12,2, 000,T e A

Prowadzgc analogiczne rozw a,éania dla przypadku 3), z wykorzys-
taniem zalozen d) oraz f£) obtrzymamy wniosek, ze dla dowolnych b,
wartosé drugie] éumy we WZorze (2.48) nie jest wiegksza niz - (‘)5,
gdzie |

G, = min Y ( s )
5 k'—'.'f"2,ooo,K 3/7),§k’

Istnienie odpowiedniej dla danego € , wartosci #)") O gwarantuje
zatozenie d).

Biorge 'pod uwage nieujemnosé wszystkich sktadnikoéw we wzorze
(2.48) do oszacowania w przypadku 1) mozna uzyé wartosci -W,, jeze-
li 81 5,& i £2<£ , wartosci - wi J:eZeli sz),/g i E4<E W sytua-
cji gdy €47 ¢ i £2>,g prawg strong wzoru (2.48) jest nie wiegksza
niz - ¢ , gdzie o = min(w,l,wg). Poniewaz dla réiﬁych © moze zajsé
kazdy z przypadkéw 1)-3) to oszacowaniem nie zalezgcym od © jest
wartosé - co .

W ten sposdédb tzyskalismy:

6102 (5. :6) - 5 8% ¢ -
V £° [(1a5,5,i8) - 108, (5,8 ¢ - (2.50)

]w>o 16-6°>e 5,

1 wartobéé o nie zalezy od n.
CebDeleOo
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Twierdzenie 21
Niech speinione bgdg warunki:
1) speinione sg wszystkie zalozenia lematu 2.3,
2) gestodel rozkiaddw prawdopodobieiistwa zakidcehn pomiarowych o (z,x)
i f (3 g) sg ciggiymi funkcjemi argumentu, odpowiednio 2z i 3 dla
X =%y &= 120001, E=§, k= 1,2,000,K,
3)  wymuszenie u(x,t;b) jest ciggla funkcjgq wektora be.L dla
x =f k= To2yeoonky & = tog B & Ay2p0ns o
4) dla dowolnych 6 ,80 € ® i dowolnego n=1,2,..+ istnieje
'gét;nfn(gn;é"z]a i précz tego szereg:
8n ,
00
2

n="1

P [ 1z, 562 (2.51)

lﬁml—-‘-

Jjest zbiezZzny.
Przy powyészych zatozeniach cigg estymatordéw najwigkszej wiarogod-

noéci §§(§N) jest mocno zgodny dla 8° tzn.

P{lim ©.(Sy) = © }z']
Fomw SN/

Idea dowodu podobna Jjest do tej Jjakg uzyt Wald [76] w pracy dotyczg=-
cej zgodnofci estymatoréw najwieksze] wiarogodaosci w zadaniu esty=-

macji parametrdédw rozkiadu prawdopodobienstwa na podstawie niezalez-

nych obserwacji zmiennéj losowe]j o tym samym rozkiadzie. Jednakze

ze wzgledu na zaleznoéé gestosci fn(én;é) od n ponizszy dowbéd rédzni

sig¢ znacznie od klasycznego.

Dowd as
Rozwazmy cigg zmiennych lesowychs

= ~ ‘ .
%Z 1nf (sn,e) E °[ 1nfn(§n;é}}. (2,52)1

S
n="1 -n
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C'

Zmienne losowe lnf, (s :9) - I“ [lnf (gn,e)] sg niezalezne dla rdéznych

n i1 majg zerowg wartosé oczeklwanq i wariancjes

g [1nfn(§n;é)]2 - [gn 1nfn(§n;é)]2 n=1,2, 000 (2.53)

Ze wzgledu na oczywiste oszacowanie

2 59 = .av]2
5Lz [mn(gn;e)] D=1,2, 000 (2.54)
=n !
i zaltozenie 4) szereg Z h jest zbiezny.
n="1 n

Fakty te pozwalajq zastosowaé mocne prawo wielkich liczb dla zmien=-
nych losowych niezaleznych o dowolnych rozkiadach [58] do ciggu

(2.52), co daje:

N .
lim %Z(lnfn(én;é) - geo [1nf, (sn,e)]} 0 z P=1 (2.55)

N—oe n="1 ‘ -1

i zbieznoéé ta ma miejsce dla dowolnego 6 € ® .

Korzystajac z (2.55) dwukrotnie dla 6° i dowolnego ® € ® otrzymamys’

N N
lim {i% Z [mfn(§n5é>°lnfn<§n5 ] Z [éE olnf (8,i0) -

N -+ n="1 ' n=1 -n
6° .

- 1% 1ng (5,;6°)] b =0 2 P (2456)
S, ' :

Ustalmy pewne ¢ ». O. 2 lemabtu 2.3 wynika, ze istnieje w(€) > O ta-

kie, ze jesli:

|6 - 8°%l>¢e to: or
N
\7/ d B S 2Q) = éO Q% c
Nel,2y 000 v ;[gﬂ lnfn(t}nae? gn 1nf (5, ;0 )]( w(e)‘. (2.,8)’
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Zauwaztly dalej, ze z (2.5G) wynika stwierdzenies

V50 31?1(4)) vN), N (%)

N
% Z [lnfn(;ﬁn;é)-lnfn(_é_'n;éo )} <Y+
n="1 ‘

=i

N
> E [102, (5,18)-1n7, (5,;6°)]
n=1 =n '

(2.59)

dla prawie wszystkich realizacji zmiennych losowych 8, n=1,25000 o

Szacujac dalej (2.59) 2z uzyciem (2.58) otrzymamys

v 3 V~ & (Né—é°!l>g = kaﬁ

£50  W(E)>0 “N»0 Ge@®

N
%Z [1nfn<§n;é>-lnfn(§n;5°] £ - @ (€)) z P=A (2.60)
n—.:’lv ' ’ o '

Jako o/.\)(ﬁ) mozna wybraé, na przykiad, %w(e).

Otrzymana 'wlasnoéé (2.60) stanowi wazny etaﬁ dowodu. Wynika z nie}
tatwo mocna zgodnodé ciggu estymatordw. Gdyby nie zachodzita roéwnosés

lin 8y(sy) = 8° 2 P=1 (2.61)
N-»wo : g

to istniatoby g > O i taki podeigg éNk(gNk) K = 1925000 5 Z€3

A or (8 - 8°%>¢ 2.6
K=1y2y000 I Nk(”Nk) 1> ¢ (2:62)

dla realizacji macierzy losowych §Nl, k=1,2,+¢+ nalezgcych do pewnego
<
zbioru D takiego, ze %(D) > 0.
W takim przypadku, na mocy 2.60, zachodzi:
Nk

1 =1 o.‘* . =) 0—0
W 2:4' [lnfn(gn,eNk(ﬁNB'} 1nf (5,;0 )] <o (2.632
nN=

dla wszystkich Nk wigkszych od pewnego N i dla wszysikich realizacji

7o Zhioru Da.
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42 druglie]j strony é&(gn), Jako estymator najwigkszej wiarogodnoseci,

dla kazdego N i 6 € () speinias

N
e > [1ng, (5,565 (5))-1n2, (3,50) | 30 2 P= © (2.64)
n="1 - : ,

=]

Zapisujge (2.64) dla 6 = 6° dostaniemys

N
Y il 5 0" 5 +8°
§ 2 (108, GuiBi(e)-1ug (5,58 ) 03 P (2.65)
N=1,2’ [N ) =1 s - )
Jednak%e miedzy (2.63) i (2.65) zachodzi sprzecznoéé dla wszystkich
realizacji macierzy losowych §Nk k=4,2,.;. nalezgcych do zbioru D;
I;@ﬂ>.o. Uzyskana sprzecznosé dowodzi prawdziwoéci (2.61).
] , .

CebedeOo

Dowdd powyzszego twierdzenia Jest w znacznej mierze oparty na zato-
zeniu a) o identyfikowalno$ci parametréw obiektu i zslozeniu b)

o rozréznialnobci paramnetrdédw wymuszenia. Przykiady 2.1 i 2.2 pdkazu-
jay %e zalozenie o identyfikowalnoéci jest istotne. Warunki wystare
czajgce dla identyfikowalnosci zbadané zostang w nastepnym podroz-
dziale. Tufaj zwrdécimy tylko uwage na fakt, ze identyfikowalnodd
parame tréw oblekbu mozna interpretowalé jako wymaganie istnienia od=-
wzorowania odwrotnego do odwzorowania ze zbioru parametréw w zbidr
wartoéci stanu w punktach pomiarowych. Analogicznie, warunek e) le-
matu 23 mozna interpretowaé Jjako wymaganie ciggiosci wspomniahego
vyzej odwzorowania odwrotnego. Inberpretacja ta pozwala stosowaé
twierdzenie o funkcjach uwikianych do badania speinienia warunku e),
o ile tylko stan obiektu jest rdzniczlowalny wzgledem parame tréw |
(por. rozdziat IV).

ZLatwo mozZna skonséruowaé przykiady pokazujgce, ze jezeli warunek e)

lub d) nie jest speiniony to cigg estymatordw nie Jjest mocno zgodny.
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Dla wielu znanych rozkiaddéw prawdopodobiedstwa funkcje Y, i'%
figurujgce w zalozeniu L) lemabtu 2.3 moZna skonstruowaé za pomocg
bezpobéredniego scaikowania. Przykiadowo - gdy

Cr) e [—7——&2] )
£, (23X) = = @XP | = == to funkcja Y,(n3;x),speiniajgca
“ - Vars(x) 26 (x) )%

warunek f) dena jest wzorem:
2
Vo ix) = N/o@ey, €0l . (2.66)

Warunek 4) twierdzenia 2.7 nakiada bardzo maie ograniczenia na
warunki eksperymentu. Zatwo zauwazyé, 2e jest on speitniony dla do-

wolnych ggstosci £, 1 f} takich, ze:

5 12, )] K0 1 %[22, Gi )]
we wszystkich punktach pomiardéw,o ile tylko dla dowolnego Be®
zardévno stan obiekbtu Jjak i wymuszenie sg ograniczonymi funkcjami
czasu.

Na zakoiAczenie rozwazal niniejszego podrozdziaiu udowodnione
zostang dwie dalsze wiasnobcl asymptotyczne ciggu estymatoréw naj-

wigkszej wiarogodnoéci parametréw obiekbtu i wymuszenia.

Wnios e ks

Je$li speinione sg zaiozenia twierdzenia 2.1 1 procz tego zbibér @)

jest ograniczony tos

1) ciagg estymatordw éﬁ(gN) jest zblezny do 8° w sensie érednim

1 Bredniokwadratowym tzn.:

o )
1im 19| 85(s) - 6°F = 0;p=1,2 (2.67)
N-omo §N ,
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2) Estymator é%(gN) jest asymptotycznie nieobcigzony, tzn.

SO0 —x -
1im E° [ eN(f_SN)} = e° (2.68)
N->ow ‘SN y

Dow é as
Zbieznosé w sensie érednim i Sredniokwadratowym wynika z faktu, Ze

dla dowolnego N

1: u Sy(sy) - 6%° ¢ & (2.69)
gdzie d = sup, “ 6 - éf“,
0,0e®

i ze zbieznoéci cigpu é§(§N> N=1425¢0¢ dO 8° z prawdopodobienstwem 4
(por. [69] str. 116).

Czesé druga wniosku jest konsekwencjg czeBci pierwszej i nierdw-

noécis
”E GGy - &°| \<gé° lléxtsy) - &°l (2.70)
. Sy : ,

praWdZiwej dla N=1 ,2, eoe o

CebedeOe

- &
Warto zauwazyé, ze z mocnej zgodnoéci ciggu estymatoréw Op (S ) wyni-
ka zbieznoéé q(x,t; aN(SN)> do q(x,%;a°) w kazdym punkcie (x, ) e
S92, x(0, T), gdy tylko stan zalezy w SpOSOb ciggly od parametréw.
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2.4, Warunki identyfikowalnosci

Pojeciu identyfikowalnoéé nadaje sie w literaturze rdzne zna-
czenie [7},{51],{52]. Zwigzki miedzy rdéznymi znaczeniami pojecia
identyfikowalnoéci dyskutowane sg w pracy [32]. Jednoczesnie efek-
tywne warunki konieczne i/lub wystarczajgce dla identyfikowalnoséci
podano tylko dla liniowych obiektdéw o parametrach skupionych [55],
(7] W

Zeproponowane przez Goodsona i Kleina [37] pojecie N-modalnej
obserwowalnoéci moze uiatwié badanie identyfikowalnoéci obiektow
o parametrach roziozonych. Niestety autorzy ograniczajg sie do
zbadania kilku waznych przykiaddédw, nie podajgc jednak ogbdlnej meto-
dy postepowania. Identyfikowalnoéé¢ parametréw w rdéwnaniu przewod-
nictwa ciepia badana Jjest w pracy [51]. Zasadniczg wadg podanych
w tej pracy warunkéw identyfikowalnosci jest mozliwodé ich spraw—
dzenia dopiero po wykonaniu eksperymentu. Jebli okaze sig, Ze wa=
runki te nie sg speinione to eksperyment trzeba powtoérzyé nadal
nie majgc gwarancJi uzyskania pozytywnego rezultatu.

Nizej podane zostang dwa warunki identyfikowalnosci okreslo-
nej definicjg (2. ). Pierwszy z nich ma chgrakter 0gélny i w wiek—
szodci przypadkéw jego speinienie moze by¢é zbadane tylko na drodze;
obliczen numerycznych.

Oznaczmy przesz q?(j>(x,t,§).wr3211woéé stanu wzgledem j-tego
parametru, tzn.: )

aq(xvt;ﬂ)

lp(j}(x,t,a) = —-—5——-(-37—- J = 1,2,..-,‘11‘ (2.73)
: a‘v’

i niech fp(x,t,'é) =[k?(1}(x,t,a)... ?(11?(1{,1:,&)][0.

Lemat 24
Zatozmy, %e dla danego u i stan obiektu ma ciggie pochodne
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wzgledem paramétréw a(j) J = 12y00.,1, W calyn zbiorze #, w da-
nej chwili t i we wszystkich punktach pomiarowych XqXpe e eXpe
Jezeli rzad macierzy G(b, ,a) = [&D(x,l,t 98)eee ‘P(XI. ,a)] jest
réwny 1, dla kazdego se¢A , to obiekt jest identyfikowalny na

podstawie pomiaru w chwili tn.

Dowo a:
Przypuémy, ze tak nle jest. Oznacza to, Ze istniejg a.a, e A ,
E’l A 52, dla ktérych zachodzis

q(xi,tn,aq) = q<xi,tn,52> 1= 1,2,00.,1 (2'74)
Rozwijajgc kazde q(x ,a2) w szereg Taylora wokédi a, dostaniemy:
= q(xi,tn,ﬁa) = Q(xi’tn’Ex]) = \?T(xi’tnraé)(aa-a‘q) (2075)

12192,000,1

gdzie 33 jest pewnym punktem odeinka (&,,a,).

Zauwesmny, Ze na mocy zalozenia, wéréd wektordw Q/-(xi,tn,EB) ;
= 192500051 Jest 1, wektoréw liniowo niezaleznych.

A zatem z (2.75) wynika, ze wektor a,-a,; jest ortogonalny do 1,
wektoréw liniowo niezaleznych. Poniewaz wiasnosé takg ma tylko

wektor zerowy to dostajemy “5,]:52, co prowadzi do sprzecznofci.

CebedeOo

Warunek wystarczajgcy identyfikowalnosci podanej w lemacie

mozna zapisaé w rdéwnowazne] postacis:

nin det [G(t ,a)G (t,,8)]> 0 (2.76)
aedk ' !
gdzie det [] oznacza wyznacznlk macierzy.
Poniewa? dla dowolnego a ¢/l mozliwe jest obliczenie numeryczne

P (4,x,8) (por. rozdzial IV) to do sprawdzenia warunku (2.76),
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przy zadanych punktach pomiarowych i wymuszeniach, zastosowal moz-
na bezgradientowe procedury poszukiwania minimum funkcji wielu
zmiennych z ograniczeniami [35].
Speinienie warunku (2.76) jest istotne takze 2z punktu widzenia moz-
liwoéci stosowania metody Gaussa-Newtona do maksymalizacji funkcji
wiarogodnoéci (por. rozdzial IV).

W przypadku, gdy funkcje wlasne v1(x),v2(x),... operatora
A(8) nie zalezg od & mozna podaé¢ jawne warunki wystarczajgce dla

identyfikowalnoéci.

PTwierdzenie 2.3
Niech obiekt opisany rédwnaniem (1. 1)) speinia warunki PSﬂ)-Pﬁ4).

Jezeli warunek poczgtkowy jest réwny O i wymuszenie o posta01

|

m
aGe,6) =y 64 @dv, @) (2.77)
i=1 ' ' '

ma nastepujgce wiasnoscis

W1) wérdd funkeji G(i? i = 1,2,¢+0.,m istnieje co najmniej l=dima
funkcji u(Lé) (122,...,G(it>, ktbére w przedziale (0,T) sg
niezerowe i majg state znaki (tzn. kazda 2z nich przyjmdje sta=
le wartoéci dodabtnie lub ujemne)

w2) macierzI}fil,igz,...,la£] utworzona z wektoréw zwigzanych
z wartodciami witasnymi Ai(ﬁ) =o€§é o numerach ijyisyeeeyig
ma rzgd 1 i précz tego punkty pomiarowe i1,x2,;..,x1 poiozone
sg tak, %e rzad macierzy'[V(xq),V(xa),...,V(xI)] wynosi m, to
obiekt jest identyfikowalny na’podstéwie pomiafu w dowolne]
chwili t € (0,T).

Dowé d:s
Przypuéémy, ze tak nie Jjest, tzn. istnieje pewna chwila tn >0
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i takie &, # a5, %e:
q(xi’tn;a/]) - q_(xi’tn;52> i = 1,2,0..,1 (2.78)

Korzystajge 2z postaci rozwigzania rdéwnania (1.13) przy wymuszeniu

(2.77) i warunkach PS1)-PS4) a takze z (2.78) dostajemy (por. [61],

[45])

ir} tn - » _—
0 = Z{S [ekj(a"xtn G AL Y)] 4, (¥)a t}vj(xi)

J=1%vo -

i = 192,;0-,]:0 (2'79>

Traktujgc powyzsze zaleznoSci Jjako ukitad réwnan liniowych
jednorodnych, ktdérego niewiadomymi sg wyraZenia w nawiasach klam-
rowych mozna stwierdzié, na podstawie zatozenia o rzedzie macierzy

[V(xq),...,V(xi)], ze jest on speiniony wtedy i tylko wtedy gdy:

t
n (a,)x (8,)%

S [eka(a'i), _ela a2>_ ]aj(tn.. DAY¢=0 J = 125000, (2.80)
. ,

Ze wzgledu na W1 i statosé znakéw funkcji w nawiasach kwadratowych

wynika stgd, ze:

Aj(a/') =,Aj(§2> dla j = iq’iz,ooo,il‘ | (2081)
co mozna inaczej zapisal :

£§(51 - gz) = O j = 11’12,000,11 (2082)

Rozpatrujac (2.82) jako ukiad réwnad liniowych jednorodny z nie-
wiadomymi(aq-éz)ddstajemy, na podstawie W2) i znanych witasnoéci u=-
ktaddéw réwnan jednorodaych f12j, ze (2.82),moze zachodzié wtedy
i tylko wtedy gdy §4=§2. Prowadzi to do sbrzecznoéci dowodzgce]j te=

zy twierdzenia.
Cebedeoe
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Korzystajge z ortogonalnosci funkeji VirVore eV mozna ltatwo wy-
kazaé, ze zawsze mozna dobraé punkty x; € [ ur') 1 =1,25000,1
tak by rzgqd macierzy [V(xq),?(xz),...,V(xI)] réwnat sig m.
Analogiczne twierdzenie mozﬁa udowodnié dla przypadku, gdy
badany obiekt znajduje sig¢ w stanie ustalonym. Nalezy wtedy waru-'

nek W1 zastgpié wymaganiem by w wymuszem.u u(x) = 21 u(i)v (x)
‘ i
1, spodréd liczb ul} i=1,2...m byXo niezerowychs =



3. ZAGADNIENIE JAKOSCI BESTYMATOROW I PLANOWANIE EKSPERYMENTU

Zgodnosé ciggu estymatordw nie moze byé jedynym kryterium je-
go Jjakoéci, gdyz ceche e ma nieskoiczenie wiele ciggdéw, o ile tyl-
ko dla danego zadania istnieje zgodny cigg estymatorédw. Dodatkowe
wymagania nakiadane na estymatory zwigzane sg z rdéznymi miarami
grupowania sie ich realizacji wokér prawdziwej wartosci parametrédw.
Znanych Jest kilka sposob6w formalizacji tak rozumiane]j efektyw-
noéci estymatordw. Dyskusje wad i zalet réinych koncepcji efektyw-
nosci znale4é mozna w pracy»[69].

W ninlejszym rozdziale podamy warunki, przy ktbérych cigg es-
tymatoréw najwieksze]j wiarogodnoséci wektora parametréw obiektu
(1.13), (1+14) jest asymptotycznie normalny o Sredniej zero i ma-
cierzy kowariancji réwne] dolne] granicy Rao=Ciramera. Podany zos=-
tanie wzér pozwalajgey obliczyé macierz kowariancji asymptotyczne-
go rozkiadu, pray danym'wymuszeniu i danym poiozeniu punktéw po-
miarowych. Ombéwione zostanie takze zadanie planowania eksperymentu

i podane jego rozwigzanie w niektdérych prostych przypadkach.

3.1. Asymptotyczna normalnosé i efektywnosé

Fakt, ze cigg esbtymatordw najwigkszej wiarogodnosci jest a-
symptotycznie normalany i efektywny, o ile obserwacje sg niezalez-
nymi realizacjami 2zmienne]j loscwe]j o danym rozktadzie, Jjest znany
[64],[5d]. Wydaje sie celowe podanie warunkdédw asymptotycznej nor=
malnodci i efektywnobéci dla zadania estymacji parametréw obiektbu
(1.13),(1.14) i wyrazenie ich w terminach witasno$ci obiekbtu iden~ -
tyfikécji i warunkéw eksperymentu, gdyz jak wynika z przyktaddw
podenych w [50],[79} wiasnosé ta nie zawsze ma miejsce. Twierdze=-

nie podajgce te warunki poprzedzimy dwoma lematami.
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Lemat %51

Zatdzmy, ze speinione sg warunki:

A)

B)

c)

Dla kazdego x,t funkcje q(x,t;&) i u(x,t3b) 8g rdézniczkowalne
odpowiednio wzgledenm sktadowych wekboréw & i b, w kazdym punk-
cie ae/l ibe B.

Ggstosci prawdopodobiefistwa rozkladdw zakidédceh pomiarowych
£,(z;%) 1 f3(3;§) sq rozniczkowalne wzgledem z i 3 przy dowol-
nych x i g i précz tego zachodzg réwnoscis

d - T 2 -
2637 £, (y~aGx, 6;0)5%) dy :jm fz(y—q(x,txe);@dy (3.1

3—3

dla j=1,2,e.+,1, dowolnych <x,t)eSB X(O,‘l‘) i 6e®,

oo
55-(-5 §(w-u(§.t b>,5)dw = 5——(—1— £ (w-u(g,t;;b)@dw (3. 2)
dla i = 1,2y.+.,1,, dowolanych (£,t) €2x(0,T) i ve D,

Istniejaq i sg skofczone nastgpujgce wartosci oczekiwane

[8 ln £,(z x)} [ it } g)} dla dowolnych x i geSB ul?

2102

=3

1

Jezeli € € R™ jest dowolnym wektorem a przez pn(E,G) oznaczyé

zmienng losowgs

_pn(é;é) = &T V@ 1n fn<§n;é} D = 1,2y000,N (3.3)
to, przy powyzszych zatozeniach, ma ona nastgpujgce witasnosci:
59

E p,(8;6°) =0 n'= 1,2,40e,N ' (3.4)

E pg( ;6%)

577 (8%)8 1 = 1,2,000,N (3.5)

gdzie macierz Jn(éo) dana jest wzorem;
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I
3,(8%) = ZE: réi? V gty 16,360V 3alx; ,6,38°) +
' i=" ' '

K
¥ rgk?§7@u(§k,tn;5°)§7gu(§k.tn;3°), (3+6)
k=1 ’ ' ’
i) & d 2
w ktérym: ré > = :g:['é—; 1n fz<§;xi)] i= 1,2,00.,1,:
r(k?'é

9 6 32
g}['a‘g ln fé (g,?k)‘] 9 k = 1.2,.00,K0

Dowd ds

Korzystajgc z okreéslenia funkcji fn(gn;e> danego wzorami (2.10)

i (2.12) otrzymujemy:

: I K ‘

p,(5,8%) =87 ) ¥, Vaale;,6,38%) + ) nit Vou(f, 6,509 (3.7)
1= k=1 . |

Dla zwartosci zapisu wprowadzono oznaczenias

£y - a(x,,t 356%);x,) .
hy - < -ni i n =0 = i = 1’2’000’1 (3.8)
fz(yni - q(xi’tn’@ );Xi) '

"0 [
nk = .10,
: f3(whk—u(§k'tn’b )’gk?

K = 1925000,k (3.9)

Zauwaszmy, ze na mocy (3.1) i (3.2) zachodzit

éo
J
B pni

L}

O’ i = 192’.00,1

- (3.10)
6 ,

W
E bax

O, k = 492’000,1{
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co w zesbtawieniu 2 (5 7) dowodzi réwnosdci (3.4).
Obliczmy teraz jod 2(e 8°). Podniesienie obu stron wzoru (3.7)
do kwadratu spowoduje, Ze w wyrazeniu Epﬁ(é,éo) pojawig sie skiad-

niki o postaci:

— T =0T =0y= 0° .
e eq(xi,tn ] ﬁ?eq(xj,tn,e ?e-E (ggibgj? 153w1,2400i,1 (3.11)

57V (e 550 0°Wou(Fy0%,,0%)

(Dl

=0 i
'EG (l};{kl}:lvl) k,l:’l,Z,...,K (3012)

i =0 %0 .éo*y W 1=1,25000,yI
6 Va1 g0 800VGu(Fics 8, BOET by  RTENI g (3.13)

Wr6d nich wigkszosé ma wartosé zero gdyss
- na mocy zatozenia P1) zmienne losowe

ggi i hyj sg nlezalezne dla i £ J; 1y = 1,2500e,1
- na mocy zalozenia P3%) zmienne losowe

b i b, sg niezalesne dla k £ 15 k,1 = 1,2,404,K
- na podstawie zatozenia P5) zmnienne losowe

ﬂl’ hnk 8g niezalezne, 1 = 1,25e00y,Ly K = 1,2,0044K
i proécz tego zachodzi (3.10). Niezerowe 83 tylko elementy sumy ty-
pu (3.11) przy i = j, i = 1,25¢+4,I, 1 typu (3.12) przy k = 1,
K = 1,2y004,K, ktére po uporzgdkowaniu dajg wazér (3.6)

c.b.d.o.

Tniosek 5.1

cierz informacyjna Fishera zdefiniowana wzorem [69],P72]:
TGS E ‘7@1nLV(SN,6°)‘761nLN(SN,6°) (3.14)

w rozwazanym zadaniu estymacji nastepujgcqg postad:



N
N.a = ‘ :
7'(8% = E. q 3,(8%) (3.15)
J= '

gdzie Jh(éo) dane jest wzorem (%.6).

Dowé ds

Poniewaz teza lematu 3.1 zachodzi dla dowolnego € & Rl tos
52°V1nz_(5.;6%) = 0 1,2
f ) n'=n' = a =, ,Ooo,N (3016)
fn i . ' ,

5% -~ - — - oo
%_‘3@ Vélnfn(g‘n;eo)fvg mfn(’f’n‘eo> = Jn<eo) n=1,2y004yN (3.17)
=n D ' : ‘|

Na podstawie (2.11) mamy:

N : ‘

- "7 59 S - =
M@ = )y 1V glat, (,i8°V Glat(84:8%) (3.18)
" n,j=1 j’2mn ' ' |

Ale poniewaz zmienne losowe Sn i gj sg dla n £ J, Dy j=1,25eee,4N,
niezalezne to na podstawie (3.16), (3.17) i okreélenia J,(8°) dos-

tajemy (3.15)
Cebedeoe

Nastepny lemab, méwigcy o zbiesnoéci macierzy drugich pochod—
nych funkcji wiarogodnosci do macierzy informacyjnej, posituzy nie
tylko dla dowodu twierdzenia ¢ asymptotycznym rozktadzie estymato=
Ta ale takze do budowy algorytmu numerycznej maksymalizacji funk- |
c¢ji wiarogodnoéci (por. rozdziat IV).
azeli istniejgq drugie pochodne wzgiedem ® funkcji lnfn(én;é) to

2 -, A .
aaelsa{;é?ﬂm i,3= 1y2ye0e,1 oznaczana bedzie

29 Hn(sn;é>; n=1’29000

rierz o elementach



Lematd 5.2

Niech speinione begdg warunki:

i)

ii)

- N —
Dla kazdego © € () szereg % EZ% J,(8) jest zbiezny, pray
n= . .
N->e0 , do pewnej macierzy, ktérg oznaczymy przez J(8)

Istniejgq nastegpujgce wartosci oczekiwanes

B f;(g;xi) 4 B f;(z;xi) 2
9| = 9 R i 1’2,000'1
£ ( ) fz(z;xi)

T b o 4 f : 2 '
é; fijg_éﬁgl , g _zﬁé_ikl K = 152,000,k

przy zatozeniu istnienia drugich pochodnych ggstosci prawdo=-

podobienstwa £, (z3x) i £ (3 §) wzgledem 2 1 3 .

ii;) Pierwsze 1 drugie pochodne stanu q wzgledem parametréw 6<i)

iv)

3 Gij(x,é) >0

Eci(x,é) >0 I 66(“'5

13¢5 >0
1(§

1 = 142yeeey1 istniejg i1 sg ograniczone staiymi nie zalezgcy=-

mi od czasu, Uzn.:

82(.1(3'{7 ‘G;é)

\< cid<x'§) i i’j=1’2’000,1

aq(x, t;é>

\<c§.(xgé) i=1,2,coo,l

Pierwsze i drugie pochodne wymuszenia u(@,tgs) wzgledem para=—
netrdw D istniejg 1 sg ograniczone staiymi nie zalezgcymi od

czasu tzn:

dult, t55)

36’13<§’%>>0 lﬁb(ljabh)’,g a’ij(é’.ﬁ)/ 1y3=192y000ly

aU(gthE) ! —
_——a_b.G.T ‘é ci(g’b) 1=1,25000 Lz
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v) Dopuszczalne jest dwukrotne réizniczkowanie wzgledem §'pod

znakiem wartoscl oczekiwane] nastgpujgcych funkcjis

é[lnf (sn,@):] n=1,2,.+. 6,06®

LA tj
]

Przy powyZszych zaiozeniach istniejgq drugie pochodne funkcji
1nf, (8 ;0) wzgledem & a cigg macilerzy Hh(i;é) D = 1,2y++0 Ma nastg-
pujgcg wiasnosé

lim Kzﬂ_j Hn(un,e% J(e°) zZ P =1

Nwoo ™73

Dow o ds

Istnienie drugich pochodnych funkecji lnfn(§n;§) wzgledem 6 dla
wszystkich §n jest natychmiastowsg konsekwench}zalozeﬁ 0 dwukrotne
rézniczkowalnodci funkeji fz(z;x), f3(3;§), u(x,t30) i q(x,t;8).

Bezpoérednim rachunkiem mozna sprawdzié, zes
8° | 3%z, (5,16°) °| 910, (5,;6%) 21ng, (5,;8°)

L - -
8

n ae(ﬂaew T &y 501 2%d)

i,j:qugooo,l‘; n=1,2,ooo

o ile speiniony jest warunek V).

7 drugiej strony zaiozenia ii), iii), iv) pozwalajg na oszacowanie:
=0 _
52 | 3%nr (5.;6%)
5 et
-0 90 t/9e'd/

2 :
\< Fij i,,j:’i,E,...,l,‘ n=1,2,...

gdzie ﬂij jest stakg, ktbérej wartosé zaleszy od 9 i wartosci wszyst-
kich funkcji wymienionych w zalozenlach ili), iv) obliczonych odpo=-
wiednio, w punktach x; i = 1,2,e00,1, gk k = 1,2,...,K. Z oszacowa=

nia tego wynika zbieznosé szeregus



€3

ne 50
E p ,60 inf (~n3@ ) .
;ﬁ g [ 3@(1)9@(3) 1,324,2,000’1

ns=" 0

Co ozZnacza, ze Cigg N zz: 96(1)68(3) speinia zatozenia mocnego

prawa wielkich liczb [58], 2 kidrego wynika, Zes

2l 321nfn(§n,§°)
5etiT300)

4 E

A
=
=n

in 3
1lim i

Nwoo

[alnf . (8,38°) Jdlnf, (gn,e°)] o

\ (1) ' (J)
n=1 @ ) 89 3’

z prawdopodobiefistwem 1. Poniewaz wiasnosé ta zachodzi dla wszyst-

kich i,j = ?,2,..-,1 to takze

lin NZ[%(O 89 + 3,6 =0 2P=1

Nvee n="1

skad, ze wzgledu na zalozenie i), wynika teza

CebedeOe

Twierdzenie o asymptotycznej efektywnosci i normalnoSci estymatordw
metody najwigksze]j wiarogodno$ci parametréd4w obiektu roziozZonego,
ktére zostanie teraz sformulowane, stanowi wyjasnienie przyczyn wy-
sokie]j jakoéci estymacji uzyskiwanej tg metodg. Ré4wnoczesdnie jest
ono uogdlnieniem analogicznego twierdzenia, ktdére dotyczy przypad-

ku losowania 2z populacji o jednakowych rozkitadach [69],[79].

Twierdizendie %7

Niech bedg speinione zatozenla twierdzenia 2.1 oraz lematéw 3.1

i %.2 a oprocz tego niech ® = Rl'i speinione bedg warunkis

a(_?,(x.;,i: @)
909

ciggie wzgledem O, w kazdym punkcie zbioru @ i wspblnie ograni-

.n.--q 2'00.’1, n-’] 2,000,N, 321 2’000’1 EQ

D) Funkeje

czone, Gan.
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'&Q(X b 30)
- i’ "n?
J .
i -__-:./i’2,...,I, j =1,2,..0,l (3'19)

E) “Unkcje alﬁ;i?ﬁ"’ ) k=1 2,---,K, a=1 2,.00,N, 331 2,000,12 88

| ciggie wzgledem D, w kazdym punkcie zbioru 59 i wspbélnie ogra=-

niczone, Uzne.:s

ou (g ;b)
- ’k’
k = 1,2,-..,K, j = 192,.00,12 (3020)

F) Macierze Jn(§> n = 1,2,¢00,8, okreélone wzorem (3.6), majg nas-

tepujgcqg wiasnosés

G) Istniejg i sg skoiiczone nastgpujgce wartosdci oczekiwane:

[£7Gix; /2, (a3x)] 7 410200000, B[25G3360/8, i8]

&

k:q,ggcoogl{ .

H) Dla dowolnego 6e@ i dowolnego ciagu GN N=1,25¢¢« ZbieZnego

do @ funkeje az;gﬁﬁ%f"&?) 1;J=1,25e00,1 spetniajg waruneks

1im "’25: sup Ko |

Nooo ™ 0ot B LR

~Z

¥
56105603

1n fn(ﬁn;éN)/fn(§n;e)l =0

Przy powyzszych zalozeniach macierz J(8°) okreélona w lemacie
%.2 jest nieosobliwa i cigg dystrybuant wektordw losowych
Vﬁk@&(gN)—éo) jest zbiezny do dystrybuanbty wielowymiarowego roz—

ktadu normalnego o 8redalej zero i macierzy kKowariancji J-q(éo).
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Dowd ds
Zbadamy asymptotyczny rozkiad nastgpujgcego ciggu zmiennych loso-

wychs

. &t
Valy(8yi6%)
'UN (e'lJN(eo)e)’I/?.

N u 1,200 (3.22)

przy dowolnym lecz ustalonym e # O.

Zauwazmy, ze

-IQN (eTJN(GO)e)’VE Z pn(e J ) (5.23),

n="1

i przy tym zmienne losowe _Pn(é',e ) n=1,2,..+ 88 niezalezne i jak
wykazano w lemacie 3.1 majg zerowe wartoSci ooczekiwane.
Wykazemy, 2ze i
‘ 5 i
(25 B p_(5,6%) 31/
1im -B=1 e

Now  (300(8%)8) /=

=0 (3.24)
N 2 éo =0 5
W tym celu oszacujemy wartosci E ]?n(§’9 ){ .
Korzystajge wielokrotnie z nierdwnosci ([69] stre 135):
Bl + Y| S EEIT + B[ & >0

i wyrazenia (3.7) dostaniemy:

4

Eéol.?n(éiéo)l 2 \<Z Eéo!-}-lgil BlaT éq(xi’tn‘éo)!3 61 +
i=1 ‘
K éo w [3|UT “ov=|3 &'
+Z B [hnk[ Weu(gk,tn;b )e]- Gk' (3.25)

k="

gdzie Ei 1 = 1,250e0y1, Ck k = 1,2ye00,K 88 pewnymi dodatniml sta-

tymi. Na podstawie zaozenia G) wartoséci oczekiwane E }hniP
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8% . w 3 i g o .
1 = 1,240e0y1, B Ihnkl K = 1,2,..¢,K istniejg, a ich wartosci

nie zalezg od n, co mozna stwierdzié¢ dokonujgc zamieny zmiennych
w okreélajgcych je caikach (por. (3.8) i (3.2)).

Dlatego mozna wprowadzié oznaczenias

-

EeolgiP 121250001, iy & B ]hnk] k=1,2,000,Ke

ip

Vst
Po skorzystaniu 2z nierdéwnoéci Schwartza i z zatozen D), E) z (3.25)

wynika, ze:

0 3/2 $ 3/2

B [p,(5,6%)] ) < el [Z £; 8y (Z Ci;j) Z" Ck(Z(Ck;j)a) ]
(3.26)

W rezultacie otrzymujemy nierdéwnosé: a

B[ p, (5,8° IERN 812 o (3.27)

w ktérej C oznacza stalg okresSslong wyraZeniem w nawiasie kwadrato-

wym wzoru (3.26).
Z drugiej strony, na podstawie zalozenia F) i wniosku (3.1),

mamy s
TN(8%)& y ~ el 8l (3.28)

Uzyskane nierdéwnosci (3.27) i (3.28) pozwalajgq na oszacowanies

( &,8°
ZE: E° lpn( © ) ? qaﬁ
=

1
] 02
( T N§%ys)1/ N/6 (3.29) |

z ktérego wynika prawdziwosé (3.24).

Udowodniona réwnosé (3.24) ozﬁacza, %ze cigg zmiennych loso-
wych‘pn(é,éo) N=1425000 Spelnié zatozenia centralnego twierdzenia
granicznego ﬁapunowa [69],[58] na podstawie ktérego cigg zmiennych |

losowychs
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> g6

':)N (-rl '\I(GO) )"/2

N = 1.2,0.0 (3030)

ma, przy N-»eo , rozkiad normalny o Sredniej zero i wariancji 1.
Po podzieleniu licznika i mianownika (3.30) przez iﬁ i skorzysta-

spa
niu z zaiozenia i) lematu 3.2 wynika, ze ciqg zmiennych losowych

Z P,(5,6°)  W=t,2,... (3.31)

n=1 ’
ma, przy N-¢ , rozkiad normalny o 8Sredniej zero i wariancji
ETJ(éo)é. Poniewa? wiasnos¢ powyZzsza zachodzi dla dowolnego € £ O
to na podstawie znanego twierdzenia [69] cigqg wektoréw losowych

ZVelnf (80,6%) ~ 1(0,3(8%)) (3.32)

n=1 ;
jest asymptotycznie normalny o &redniej zero i macierzy kowarian-
cji J(éo). Nalezy zaznaczyé, ze macierz ta Jjest nieosobliwa, co wy-
nika z zatozenia F).

Przebieg dalszej cze¢écl rozwazan jest podobny do dowodu asymp-
~totyczne normalnoéci estymaturéw najwigkszej wiarogodnoéci w kla=-
sycznym zadaniu estymacji (por. [79],[50]) i dlatego podany zosta-
nie w duzym skrécie. |

Przy zaiozeniu, ze= Rl, é;I speinia réwnanies

N
) Vgloz, (5,:8p) =0, (3.33)

n="1

ktére po rozwinigciu w szereg Taylora mozna zapisaé w postacis

0 = —-ZV 1nt,, (8,38 + Z H_(5,38y) (8;-6°)- VT, (3.34)

n~1 =1
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gdzie QN jest pewnym wekbtorenm z odcinka (8° ,QN)

Zbadajmy zachowanie sil¢ norm ciggu maciersy g o Hh(g ;GN)+J(O°)
n=1
N=142500¢ o« Zachodzi oszacowanie:
N
lle 5, G + TE< 32 mEitp - 5Ee) -
n="1 ' '
Z B, (5,38°) + J<e°>” (3.34)
n=1 "
ktére pozwala stwierdzié, ze:
N ‘
%;11 %Z Hn(sn;el\;} + J(é°) =0 2P =1 (3.35)’ |
n=

Fakt ten wynika 2z lemabtu 3.2, ktéry zapewnia zbieznosé do zera
drugiego skitadnika po prawe] stronie (3.34) i z twierdzenia 2.1,
ktére wraz z zatozeniem H) gwarantuje zbieinoéé do zera pierwsze-
go skiladnika. ’

Zestawienie (3.3%2),(3.34) i (3.35) ze znanym twierdzeniem
o asymptotycznym roZklédzie ciqgu ilorézéw zmiennych losowych
a wiasciwie jego uogdéluieniu na przypadek wektorowy (por. [72])
koxczy dowdd. |

Cebed.0e

Z udowodnionego twierdzenia wynikaJjg natychmiast dwa wazne wnioski.

Wniosek %e2

Jeéli speinione sg zalozenia twierdzenia 3.1 to estymator najwiegk=-
szej wiarogodnoéci parametréw obiektu (1.13),(1.14) nalezy do kla=
sy estymatordéw najlepszych i asymptotycznie normalﬁych, tzn. ta-
kich, ktbére sg zgodne i majg macierz kowariancji asymptotycznego

rozkiadu réwng odwrotnosSci macierzy informacyjnej Fishera [79].
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Wniosek 3.2

Niech q(s,t;é&) i q(x,t36°) oznaczajg stan obiektu w punkcie

(x,6) € SBJV(O,T) w przypadku gdy warto$ci parametrdw sg, odpowied=-
nio, réwne é§ iléo.‘Jeéli speinione sa zatozenia twierdzenia 3.1

i pochodne -Qégggﬁﬂy 1=1,2,++4,1 55 ciggle wzgledem 8¢ @ w punk-

cie (X,t) € 53"(0,1‘) to cigg zmiennych losowychs
W[q(x!t;éﬁ'(gm))-qcxftséo)] N=q’2’oc' (3056) ,

ma, przy N-vo , rozkiad normalny o Srednie] zero i wariancji
V 500, 63857 (68°)Va (e, 656°)

Praktyczne zastosowaale powyaszego wniosku, jak réwniez twier-
drenia 3.1, polega na mozliwoScl budowania testéw i przedziatédw uf=-
noéci dla szacowanych parametrdéw i stanu obiektu. |
Ze wzgledu na nieznajomosé &Y testy i przedzialy ufnoéci muszg byé
budowane w oparciu o macierz J(8), ktoéra jest dobrym przyblize-
niem macierzy J(8%) przy duzych N.

Obllczanie macierzy J(®) z przyblizonego wzoru J(@)=

ZZ: I (8) jest nieefektywne. W zwigzku z tym podany zostanie
1emat pozwalaaqcy tatwo obliczaé J(@) i dajgcy warunek wystarcza-
jacy na to by speinione byzo zalozenie i) lematu 3.2.

Lemat 3.3
Niech wymuszenie u(%,t;%) bedzie takie, Ze istniejg granices

lim  u(§,t,30) = W(E,0) (3437)
n-»w ’ '
lim Vgu(§,tn;5) =‘75u(§,5) (3.38}
n-yw

w kazdym punkcie §563ud“ 1peB i précz tego stan q(x,t;0)

obiektu, przy tym wymuszeniu, posiada granices
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11131:«» alx,t ,9) = q(x; 9) XeRul 0e¢® (3.39)
lim \7éq(x,ﬁn;§) = ‘7é§(x;§) (3.40)
n-+w ‘ : | :

i to takie, Ze migdzy u(f,b) i (x,8) zachodzi zwiazek: A()§ = -u.
W tych warunkach speinione jest zaloZenie i) lematu 3.2 i macierz

J(8) ma postaés

7(8)= iVeqmi.e)Veqcxl,e) (1) 4 Zvéu<gk,b>veu<gk;b> ry )

e £=1 o |
gdzie r<l) i=1,2500ey1, rgk? K=1,29¢+¢,K majg takie samo znaczenié
jak w tezie lematu 3%.1. |
Dowbéd jest elementarny i wynika ze wzoru (3.6) i wiasnodéci granicy.
Moéwige niezbyt doktadnie, Teza lematu stwierdia, ze w rozwaZanej
sytuacji na asymptotyczny rozklad estymatora wpiyw ma tylko zacho-;
wanie sie obiektu w stanie ustalonym. Podkreslié nalezy, ze fakt |
ten wynika z zatozed (3.37), (3.39).

Warto zauwazyn ze twierdzenie-B.ﬂ i lemat 5.3 pozostajg w mo-
cy réwniez dla przypadku gdy obiekt badany jest w stanie ustalonym.
Oczywidcie wtedy niektdre zaiozenia sg automatycznie speinione.

Z przedstawionych rezultatdédw itatwo takze uzyskaé wzory dla sytua-
cji gdy wymuszenie Jjest w peini znane.

Warto zwrécié uwage na zatozenie F) twierdzenia 3.1. Zaloze~-
nie to mozna interpretowaé jako wymaganie by pomiary w poszczegél-E
nych chwilach zawieraiy co najmnie] pewng minimalng ilos8é informa-
c¢ji o nieznenych parsmetrach. Zauwazmy, ze jeSli zalozenie to jest
speinione to obiekt jest identyfikowalny na podstawie pomiardw
w chwilach t Nn=1,25+0¢ o Prawdziwosé tego stwierdzenia wynika
z pordwnania wzoru (3.6), dajacego Jjawne wyrazenie na J (0), z le=-

matem 2.4 rozdziaiu II.
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Pewnego komentarza wymaga takze zalozenie H) twierdzenia 3.1.

Mo%na udowqdnié, ze zaiozenie Uo Jest speinione jezeli funkcje
a (f“fhf‘;h.,e)

aethae(j)
n=1,2,000 ; i’j =1,2,00.,1.

sg ciggle wzgledem © jednosbajnie wzgledem B3

Warto taksze zauwazyé, Ze waznym przypadkiem szczegdlnym,
w ktéfym speinione sg wszystkie zaioZenia o gestodciach rozkiaddéw
zakibceli pomiarowych jest sybuacja gdy zardéwno fz(z;x) jek i
f3(3;§? sgq gestodciami rozkladu normalnego. J

3.2+ Zadanie planowania eksperymentu

Rezultaty przedstawione w poprzednim podrozdziale pozwalajg
ocenié wpiyw wymuszenia 1 poZozZenia punktéw pomiarowych na asympto-
tyczng jakosé estymacjl. Wynikajqce stgd wnioski, przedstawione |
w podpunkcie pierwszym, umozliwiajg postawienie zadania planowania?
eksperymentu, ktéry jest optymalny przy duzej liczbie pomiardw.

W prostych przypadkach zadanie Yo moZe by¢é rozwigzane analitycznie

na c¢o wskazujg przykiady podame w podpunkcie 3e.2.3

3¢2¢7 Czynniki wpiywa jgce na Jakosté

es tbymac Jji

W calym podrozdziale zakiada¢ bgdziemy, ze speinione sg zalo=-
zenia twierdzenia 3.1 1 lemabtu 3.%. Jak wynika 2z twierdzenia 34
asymptotyczna jako8é estymatora, rozumiana jako "odleglofé" jego
‘asymptotycznego rozkiadu od rozkiadu skupionego w punkcie éo, Jjest
w peini okreélona wiasnoéciaml maclerzy 71(8%), ktéra dalej ozna=
czana bedzie przez M(8%). Poniewas poréwnywanié calych macierzy

jest utrudnione w klasycznym zadaniu estymacji parametrédw funkcji
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regresji wprowadza si¢ funkcjonaily okresSlone na zbiorze macierzy
kowariancji ocen pozwalajace pordwaywaé Jakodé rdéznych plandw eks-—
perymentu [5cﬂ. Analogiczne podejScie stosowane bedzie w tej pracy,
przy czym jako kryterium JakosSci estymacji wybrano wyznacznik ma-
cierzy M(8°), gdyz plany optymalne w sensie tego kryterium sg nie-
zmiennicze wzgledem liniowej, nieosobliwej transformacji zmiennych.
Précz tego kryterium to posiada dobrg interpretacje statystyczng,
gdyz jego wartos8é Jjest proporcjonalna do pierwiastka z objetosei
tzw. elipsoidy rozrzutu [50],[15] i jego minimalizacja prowadzi do
zmniejszenia zardédwno warianc]ji ocen poszczegdlnych parametrédw jak

i wepdiczynnikéw ich wzajemnej korelacji.

Przejdziemy teraz do zbadania niekbtérych wiasnoéci funkeji

det M(8°). Ze wzgledu na réwnosé det M(6°) = 1/det J(8°) wystarczy
badaé fuﬁkcje det J(éo), ktérg oznaczymy ﬁrzez QI,K(XI’S%?E’éO)

dla podkreélenia jej zaleznofci od maclierzy Xy = [x1,x2,...,xl],
E:K £ [§1’§2"°"§K] 1 od funkeji G(x;b°%) bedacej granicg przy :
t - oo wymuszenia u(x,t,b°). Tak okreélona funkcja ma nastgpujgce |

wiasnoécis

W4) QI’K(XI,EK,fJ';éo)} 0 dla dowolnych wartodci swoich argumentéw.

- ~. =0 - o =0
W2) Q. x(Rppqmgeii®n) ) Qp p(Xpsog,8i07) 4 jezeld
QI,K(XI’EK'K:éO)' > O to istnieje punkb xI+1652 ul” taki, ze:

- Loyt PN L “‘."’b
QI+IJ(‘KI+1“‘K’u‘O ?‘> QI,K(XIf*KvU,G ? (5.42?‘

T .30 =~ =0 :
W3)  Qp, g Bpovpgyp8307) > Qp x(Xpsmigeus07) 1 Jesll
Qg K(XIJEK,E;éO):> O to istnieje btaki punkt gK}1’ %e zachodzis
’ ‘

A, ket Eroope 1 85070 > G (i 836°) (343

wa) Jesli oCID>1  to
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QI’K(XI""K’ OC-L;QG ) > QIQI{(XI,HK'USO ) (3044)
o ile Q p(X7,Zp,5,6°) > O.

Dowody wtasnoéci W1) i W4) i pierwszych czebci W3) i W4) wynikajs
wprost ze znanych wiaénoédi wyznacznika 1 z08tanqlpominiete. Dowody
drugich czeéci wiasnoéci W3) i W4) sg podobne. Dla przyktadu udowo-
dnimy drugg czesé W}). W tym celu skorzystamy Ze wzoru’ (5.44) dla

e, K(XI+1"-‘K’u 6% = dWI}_—:Veq(x 00V 8,6 =ft) +

i=1
(3.45)

K
+ ZVéucgknbo)vgﬁ/(gﬂ,bo),v/va(k)’ +véq(x1+1,e )veq(xI+1’60)r(I+’l<)]
k=1 J

Zastosowanie do (3.45) znane] tozsamosci prawdziwej dla dowolne]
nieosobliwej macierzy C o wymiarach mxm i wektora ¢ € R® [121:
-1

iy 1 -
det|C 4 cc = ——m—— det O (3.46)
[ J 14c*C™ ‘¢ '

prowadzi dos

_ . T i
QI+1,K(XI+1';K’“‘6°> = QI,,I{(XI':‘K’“;@o)'[" +Vga(xp, 1,8 x

X J’q(é°)v§ﬁ(x1+1gé°}-réI*")] (3-47)

Poniewa%, macierz J(éo) jest dodatnio pétokredlona a z zaloZenia

wynika, ze jest dodatnio okreélona, to dla zakonczenia dowodu wys-—
. - 2 g 50

tarczy wskazaé taki punk® X140 wktorymﬁ?eq(x1+q, () ? £01

ré1+1? £ O. Punkt taki istnieje, gdyz w szczegbdlnodci mozna jako

X144 wybraé jeden 2z punktow Kg9EpseeesXye
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Z udowodnionych wiasnoscl wynika praktycznie wazny, choé in-

tuicyjnie oczywisty, wnlosek, zZe dysponujgc dodatkowymi czujnikami
pomiarowymi bgdZz wymuszeniem o wigksze] amplitudzie moZna znacznie
poprawié Jjakodé estymacji.
Z drugiej strony na wymuszenle 1 1ilos¢é czujnikédw pomiarowych nato=-
zone 8§ w praktyce ograniczenia i dlalego celowe jest postawienie
zadania najlepszego, 2 punktu widzenia Jjakosci estymacji, ich wy-
korzystania w czasie eksperymentu. |

Jak wynika ze wzoru (3%.44), istotny wpiyw na jakoéé estymacji,
wyrazong wartoscig funkcji QI,K<Xi9SK’G;éO) ma wektor nieznanych
parame trbéw 6%. 2 tego wzgledu funkeja QI’K(Xi,EK,Ggéo) nie moze byé,
w ogélnym przypadku, uzyia do wyboru optymalnego poiozenia punktow
pomiarowych i wymuszenia G. W tej sytuacji mozliwe sq nastgpujgce
podejécias
- zastosowanie kryterium zastgpczego 0 postacis

inf QI,K(XI,SK,G;@ ' . (3.48)
546 , ,
i wybranie taklego wymuszenia u 1 poiozenia punktdédw pomiarowych by
maksymalizowaé funkceje (3.48};
- przeprowadzenie proébnego eksperymentu pozwalajgcego obliczyé o-
szacowanie e warbobcli nieznanych parametréw e° 1 zaplanowanie

eksperymentu na podstawlie kiryteriums
Q‘I,KO{I’SK’aaée)’ (5-49? ‘

(czynnoéci planowania i przeprowadzania eksperymentu mozna wielo-

krotnie powtarzaé)
- zastosowanie 1nﬁych kryteridw zastegpczych nie zwigzenych wprost
Wymienione podejécia majg jednak wady zwigzane bgdz 2z trudnose-

ciemi w ocenie jakobci uzyskanych na ich podstawie planéw ekSpeé'
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& . . . . )
rymentu bgdz ez 2z Kounlecznoiclg przeplatanie czynnoéci planowania
i przeprowadzania eksperymentu. Dlabtego teZ w rozprawie tej ogra-
niczono sig do zbadania problemu planowania eksperymentu w przypad-

ku gdy funkcje QI’K(XI,EK,ﬁ;@O) mozna przedstawié w postacis
=~ =0 =0 o~
QI’I{(XI,L_&ICDU;G >’ = Ej/z (6 )' WZ(XI,&K,U)' (3.50)’

gdzie qu i ‘Va sq pewnymli funkejami takimi, ze W, nie zalezy od
potozenia punktéw pomiarowych i wymuszenia a 9’2 nie zalezy od 6°,
Powyzsza fakbtoryzacja nie zawsze Jest mozliwa. Udalo sie ;g prze—
prowadzié w przypadku gdy réwnenie obilektu speinia warunki PS1) -
- PS4), a wymuszenie Jest wyblerane przez eksperymentatora ze #cib=—
le okreslone] klasy funkcji. Warunki umozliwiajgce faktoryzacje
(3.50) i sformuiowanie sadania planowania eksperymentu przedsta=-

wione zostang w nastgpaym paragrafie.

%e2420¢ PO jecle planu eksperymentu

i postawienie Zadania plano-

wania

Przyjmujemy, %e na plan eksperymentu skladajgqg sie dwa elemen-
tys plan pomiaréw i wymuszenie, wybrane 2z pewnego zbioru wymuszen
dopugzczalnych Ue. Wybranie plamu pomiardw oznacza podanie poioZe=
nia punktéw pomiarowych KgsKoyeeegky W obszarze G@ul™ 1ub pewnjm
jego podzbiorzefize, przy czym dopuszcza sig, Ze nie wszystkie
punkty sg rézme (por. 3.2.1. ), Zakiada sie, e funkcja wymu-
gzajgca uzyba w trakcie eksPermehtu u(x,t) xeSg , te (0,00)
jest wynikiem wyboru eksperymentvatora a wiéc nie zawiera niezna—
nych parametrdéw i pomiary wymuszenla sg zbedne.

Ze wzgledu na fakt, Ze dogodng do badai postaé macierzy J(é)

udato sie uzyskaé tylko dla wymuszen speiniajgcych zatozenia le-



mtu 3.3 dalsze rozwazanla bedg ograniczone tylko do tego przypadku.
Przyjecie vych zaioZeil prowadzl do sytuacji, w ktorej przyjete kry=-
terium jakoéci planu eksperymenbtu det u(éﬁ) zalezy tylko od u(x) =

= lim u(x,%). Dla unikaigcia te] niejednoénacznoéci mozna przy;jaé,
zetggzymalnych wymuszed poszukuje si¢ ws8rdd sterowah stalycﬁ W Ccza=-
sie. Zaloﬁenie takie moZze by¢é uzasadnione wzgledami techniczne
tatwoscli realizacji wymuszed staiych w czasie.

Biorgc pod uwage prayczyny przedstawione w poprzednim podpunk-
cie ograniczymy slg do zbadaﬁia wiasnosci optymalnych planbéw eks—
perymentu dla identyfikacji obilektoéw speiniajgeych warunki FPS1-PS4.
W tym celu obliczmy macierz J(8Y) dla tej klasy obiektéw. Korzys—

tajge z lemabtu 5.3 1 faktu, ze wjmuszenie jest znane dostaniemy:

5@ = Zvaq@l,,@%v@qcx,_.e%r(i) (3.5%)

i=1

gazie q(x,6%) x e Jest rozwigzaniem réwnania
A@2T = ~U. (3.52)

Zwroémy uwage na fakb, %e przy znanym wymuszeniu, 6° = a° i dla-
tego do kofica niniejszego rozdziaiu uzywane bgdzie oznaczenie
q(x;a°%) dla rozwigzanis réwnania (3.52).

Kdrzystajgc 2z zatozeld PS1-PS4 mozna podaé jawng postaé roz-

wigzania réwnania (3.52):

m
§6,8%) = ) s {wvy) vy (3.53)
T GE |
J
przy zachowaniu znaczenia wszystkich symboli w (3.53) podanych
w rozdziale I. PoniewaZ A . (5) mozna przedstavwié w pdstaci.A (a) =
.-.I"\

-aC ‘a4 to na podstawie (3. b)), macierz J(ao) dang wzorem (3. 51)

da sie¢ zapisaé jako iloczyn ma01eLzy~
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(&%) = FA@E°,HVEIAGE, DT (3.54)

gdzies
(X ) = 2{: rci)"(x )vT(Y ) A (3.55)
Ve 2 [viG) vy wee vy T (3.56)

Natomiast prostokgina macierz I skiada si¢ 2z kolumn ofs, J =

= 'I,2,oo-,m8

Y P (3.57)
a J.(a° ,u) jest maclerzq diagonalng o elementach na gléwnea prze-

kgtne postacx.

- %%%Eé% J=152y 000, (5.58}
J

Latwo zauwazyé, ze przedstawienile wyznacznika macierzy (3.54)
w postaci (3.50) jest mozliwe w przypadku gdy m = dim a, tzn. whe-
dy gdy wymuszenie u mozna zapisaéd:
dim &
ulx) = E u(a?vj(x) (3.59)
j=1 ’ ‘
gdzie u(j) J=192yeee,dim a 85 dowolnymi liczbami.
W dalszym ciggu niniejszego rozdziaiu ograniczymy sie tylko do ta-
‘kich wymuszen, zakladajgc dodatkowo, ze wzgledu na warunek identy-
fikowalnoéci, ze det F # O.
Przy tych zazozeniachs
dim & dim a

e ] l'(u(3>)2 det V(xp)  (3.60)
J=1 J(d ? J=1 ;

det J(@°%) = (det )2
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Analiza wzoru (3.60) prowadzi do wniosku, ze w tych warunkach za-
danie planowania eksperymentu, polegajqce na maksymalizacji

det J(éo} wzgledem Ui XI, daje si¢ rozdzielié na dwa, niezalezZne,
zadania doboru wymuszenia g i planu pomiardw X;e Sformutujemy te

zadania 2z uwzglegdnieniem ograniczei.

Problenm optymalizacJi wymuszen:.a

W podzbiorze U, zbioru U A{:M(x) : u(x) = % (a)v-(x),
(3> £0, j =1 2,...,m} znalezé takie wymuszenle u (x) dla ktére-—
gos

dim a

Q@ 2 TT @) | (3.67)
' J=A1 '
osigga wartosé maksymalng.

Problemnm optymalnego planowania p o=

miarodow

Majgce dane I czujaikdéw pomiarowych nalezy znalezé takie ich

poiozenie XI = [xq,xz,...,xz], xieSEur‘, by funkcjas
a Ee Y
gp(xI = deb V(XI}- (5.622‘

osiggneia maksimuie

Sformutowane wyze] zadanie wyboru 0ptymalnego wymuszenia nie
jest zbytv trudne i dla zadanego zbioru Uec U moze byé rozwigzane
dowolng z metod optymalizacji z ograniczeniami (por. np. [33]).
W niektérych przypadkach mozna podaé rozwigzanie w postaci anéli—
tyczinej.

Rozwazmy Gto zadanlie przy ograniczenius

U, ={ﬁ' €U g u2(x)dx Ee} | (3.63)
o ' '
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gdzie Eg > 0 jest zadang stala.

Przy takim ograniczeniu optymalne wymuszenie ma postad:

" dim 5 . 'rp
00 = > (& gy @ (3.64)
i=1 ’

przy czym znak kazdego ze skiaduikéw sumy (3.64) moze byé wybrany
dowolnie. Dowdd powyzszego stwierdzenia wynika wprost z faktu, ze
Q€ U wtedy 1 tylko wtedy gdy i;ijl<u v1> e i ze znane] nie-
réwnosci zachodzgce] migday urednlg geometryczng i arytmetyczng.
Zadanie znajdowania optymalnych plandéw pomiarédw jest znacznie

trudniejsze 1 zostanie oméwione w nastegpnym paragrafie.

3¢2e%. Uwagi o metodach znajdowania

optymalnych plandéw pomiarobw

Zauwazmy, %e problem wyboru optymalnego planu pomiardw XI
jest, z punkbtu widzenia obliczeniowego, taki sam jak zadanie pla=-
nowania eksperymentu D-optymalnego przy estymacji wspbdiczynnikédw

funkcji regresji o postacis
p .
B(/%) = ;g; B3V G (3.65)
J=

To ostatnie zadanie posiada bardzo bogatg literature [30],[@6},
[53]. Przy czym wymienlone pozycje sg monografiami zawierajgcymi
podsumowanie najwazniejszych wynikéw. Prezentowane w tych pracach
metody numeryczne znajdowania plandw D~optyma1nych, oparte na zao=-
krgglaniu tazw. plandéw ciggiych [30],[77], bgdz éez na iteracyjnym
poprawianiu zadanego planu poczgtkowego [52], pozwalajg znajdowad
optymalne plany pomiardéw nawet w przypadku obszardw Sau{ﬂ 0 210%0-

nym ksztaicie. Algorybtiny znajdowania plandéw D-optymalnych sg dok=-
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tadnle opisane w wymienionych pozycjach i dlatego nie bedé tutaj
przedstawione. Zwrocimy nabomiast uwage na mozliwodé analitycznego
znalezienia optymalnych plandw pomiardw w'przypadku, gdy ilosé pun-
ktow pomiarowych roéwna Jest iloscli nieznanych parametréw tzn. I =

= dim & i znana Jest posta¢ funkejl wkasnych v, (x) i = 1,2y..0
dla danego operatora. |

W ponizsze]j tabell przedstawiono optymalne poiozenie czujnika po-
miarowego dla‘zadania estymacjl parametru a w rdéwnaniu przewodnic-

twa ciepias

y G G
daGx, 8) - s ?i_?‘.ﬁi_l . u(x) x € (0,7 (3.66)
0t J %= : :

przy rdéznych warunkach brzegowych i przy zatozeniu, ze gestosé

prawdopodobienstwa zakiécend fg(z;x) nie zalezy o0d X.

Warunek Warunek Wymuszenie | Optymalne Uwagi
brzegowy brzegowy u(x) polozenie

dla dla : czujnika

x=0 X= 1T : pomiarowego
q(0,%)=0 q(¥,)=0 sinx /2

2q(,6) g 29§&ﬂ3¥ =0| cosx 0 lubT
0x x=0 % Jx=T

q(o’t)._:O M{Jﬁf =0!sin %x ]T

V% IXuE
X b oy M jest naj-
q(0,%)=0 —QL—L—%é 7_ sinpx 'ﬂ7au mngejszym
- dodatnim
o€ q (T, 6) (<0 pierwiast=-
kiem réwna-
nia
petgn = ol
99z, & cof ZACEE) /- CoSuX ¢ 0 lub - M Jjest naj-
dx k=0 | 0% he=T A | ‘moiejszyn
- dodatnim
- plerwiast-
=da (I, 6), kiem réwna-
of <0 nia

atgpll= ot |
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Warunek Warunek Wymuszenlie Optymalne Uwagi
brzegowy brzegowy u(x) polozenie
dla dla : czujnika
=0 X= pomiarowego
9g(x,t) 8,1t B . obrzymuje u jest pier-
A /Z-Oz 8w }xﬂa i SLENOE ¢ sie 2 rOW= wiastkiem
- nania réwnania
pQ(Ovt)v =oq (T &) + COBuUX tgpx = e (p2+43tgpmé 1
>0 £<0 yr =(p=)p

Tatwo zauwazyé, %e we wszystkich rogwazanych przypadkach optymalne
potozenie czujnika pomiarowego odpowiada poilozeniu maksimum wymu-
szenia. Nalesy zaznaczyé, ze nie Jjest to jednak prawidiowosé ogdlna.

Nastepujgcy, prosty lemat moze utatwié znalezienie optymalnego

planu pomiardw.

Lemat 3¢k
Niech wymuszenie ma postaé¢ (3.60) a iloéé czujnikéw pomiaro-

wych I=dima. Jeélli istnieje I réznych punktow x;,xa,...,x;,

x;e 5 ul® takich, ze:

~—

dim & dim a
- 1T [Z 2(xi]> TT[Z Z(xi) dla dowolnych

=1 i=1 j=1 =1
xiésaur i = 1,2,000,1 (3067)
I
s Z vj(x;)vk(x;) = 0 dla Ak J,k=1,2yee0,dim B (3.68)
i=1 ‘ ' '

to plan pomiaréw xz,xg,...,x; jest optymalny, przy zaiozeniu, ze
gestobé rozkiadu prawdopodobiedstwa zakibéced pomiarowych fz(z;x)

nie zalezy o0d X

Dowdd wynika wprost ze znanej nieréwnosci [12&:
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m
detC TT Oy 49 (3.69)

prawdziwej dla dowolnej dodatnio okresSlonej macierzy C o wymiarach
‘mxm i z faktu, Ze rdwnoséé w (3.69) zachodzi wtedy i tylko wtedy
gdy C jest macierzg diagoonalng. |

Powyzszy lemat pozwala iatwo udowodnié, Ze w zadaniu estyma-

(’l) a2

¢ji parametréw a ~ réwnanias

: 2
ﬁ%g-)- =a(M. 3—%(_:22 " a(2>_q<x,t; + UG, x€ (0,1 (3.70)
optymalne sg nastepujgce plany pomiardws
- x4 = 0, X, =17 przy.%arunkach brzegowych II rodzaju i wymuszeniu |

u(x) = cosx + cos2x | |
- X4 speiniajgcy rdéwnanie coszx 3 i Xo a]T'-x1 prazy warunkach

brzegowych I rodzaju i wymuszeniu u(x) = sinx + sin2x.

Na zakonczenie rozwazai dotyczqcych planowania eksperymentu

przedstawimy przykiad numeryczny ilustrujgcy zaleznosé dokladnosci
estymacji od potozZenia punktoéw pomiarowych, w sytuacji gdy znane

wymuszenie nie jest postaci (3.60).

Przykitad 3

Badania symulacyjne przeprowadzono dla obiektu opisanego roéw= |

naniems

2
’t ”’t
a(x,6) ROK aGx,6) RO

= Q<xat) + U
ot © 0%

x € (0,ID, & € (0,1) (3.71)

%z warunkami brzegowymi s
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q(0,%) = 0, q(,6) = O | (3.72)

i przy zerowych warunkach poczqtkowycﬂ. Badanie przebiegaio naste-
pujgcos
1) rozwigzano réwnanie (3.71),(3.72) przy wartoéciach parametréw
| a(12 = 10 i a(a) =21 stélym wyﬁuszeniu u = 100
2) do otrzymanych w 1) wartobci stanu w punktach x, 1 x5 1 w chwi-
lach &, =n-* 0.0B,ﬁ = 1,25000,20 dodano zakldcenia pomiarowe,
bedgce liczbami pseudolosowymi o rozkiadzie N(0.,0.5).
3) uzyskane w punkcie 2) wielkosci potraktowano jako pomiary stanu
 obiektu (3.71),(3.725_2 nieznanymi parametrami a(1) i a® 4 o
oszacowania pérametréw zastosowano metodg najwigkszej wiarogod-
nosci. ‘
Punkty 1), 2), 3) powtarzano wielokrotnie dla réznych poiozen
czujnikéw pomiau:'ov}ych‘x,l 1x,.

Rezultaty badai symulacyjnych ilustruje rysuneks:

4 IIczujnik
3.141
2331
2.341 E
41.2
A4.96" = %
44.0  13,¢§
A.58" . od o
828 3.4 6.92
o L L4 o .
447 828 415 ouar 0.2
4 ] ) ® e [ ]
.12 440 3.4 0¥ On O
0.39 y ® ® ] [ ] [ ] L]
A2 435 692 A2% 0.0% 0.0%

>

039 0F 443 488 495 234 AW 3y I czujnik

Rys+3.1. Zaleznodé dokladnoéci estymacji od polozenia czujnikéw.
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na ktérym punktemi oznaczono poiozenie czujnikéw pomiarowych
(x1,x2), e liczby przy nich oznaczajg dokladnoéé estymacji obli-

czZzong zZe wzoru

(o1 - (1>°> . &a<2> 8 (%2

i uéredniong dla trzech realizacji zmiennych losowych reprezentujg-
cych zakidceniae |

Analiza uzyskanych wynikéw wskazuje na fakt bardzo istotne
zaleznofci jakoBcl estymacji od poiozenia punkté4w pomiarowych.
Uzasadnia to celowosé¢ badai nad planowaniem eksperymentu. Z drugiej
strony istnienie kilku miniméw lokalnych, widoczne na rysunku,
Swiadeczy o trudnosciach jakie stwarza zadanie optymalizacji planu
pomiardw, /

Algorytm maksymalizacji funkcji wiarogodnoéci, jak réwniez
wyniki badan symulacyjnych w bardziej zioZonej sytuacji estymacji
parametréw obiektu i wymuszenia przedstawlione zostang w nastegpnym

rozdziale.
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Udowodnione w poprzednich rozdziatach wtasnosci probabilisty-
czne estymatoréw najwigksze] wiarogodnoSci parametrdw obiektu roz-
~lozonego uzasadniajg ich teoretyczng przydatnosé do rozwigzania
zadania identyfikacji. Mozliwoé¢ praktycznego ich zastosowania za-
leszy miedzy innymi od szybkosSci zbieiznosSci ziozonodci algorytmu
numerycznego znajdowania maksimum funkecji wiarogodnosci. Dobdr od-
powiedniego algorytmu i zbadanle jego wiasnosci jest tredcig tego
rozdziatu. Przedstawiono takze wyniki komputeérowych badan symula-

cyjnych proponowanego algorytmu.

4.1, Zadanie maksymalizacji funkcji wiarogodnoséci

Badanie wiasnoéci estymatorédw w poprzednich rozdzialach oparte
b&lo na traktowaniu funkcji wiarogodnosSci jako gestosci igcznego
rozktadu prawdopodobielstwa pomiardéw. W celu uzyskania wartoéci
liczbowych oszacowan parametrédw bedziemy zakiadaé, ze dane sg po=-
miary obiektu, a funkcja wiarogodnoSci rozpatrywana bedzie jako
funkcja nieznanych paramnetrdéw 6. Zgodnie z zasadg maksymalne]j wia-
rogodnodci, oszacowanie §§, dla danej tablicy pomiardéw SN’ uzysku-

je sie maksymalizujgc funkcje wiarogodnoscis

N I
LN(SN;§§) = max | i fz(yin-q(xi,tn;é);xi)
. 0e® , :
n="1 i=1
K
[ [ fz(wm-u(gk,tn;b);ﬁk)} : (4.1)
k=1

przy czym funkcja q € W okreélona Jest rdédwnaniem:
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268 - 4(@)gGe,5:9) et ) (402)
q(x,0;8) =¢°(x). (4.3)

Zauwazmy, %e réwnania (4.2),(4.3) stanowig ograniczenia réwnos—
ciowe dla zadania optymalizacji (4.1); Istotnym utrudnieniem w roz-—
wigzaniu tego zadania Jest brak znajomosci analitycznej postaci roz-
wigzania réwnai (4.2),(4.3). Prowadzi to dc koniecznoéci numeryczne-
go rozwigzywania réwﬁaﬁ (4;2),(4.5), dla danego O, po to by otrzymaé
wartodé funkcji wiarogodnosSci w tym punkcie. Fakt ten nie pozwala
stosowaé metod optymalizacji opartych tylko na wielokrotnym oblicza-
niu wartosci funkoji celu. W zwigzku z tym poWstaje problem doboru
jednej z metod gradientowych i Gto takiej, ktoéra pozwoli uwzglednié
specyfike ograniczed (4.2),(4.3). Drugim istotnym problemem jest

dobdr eiektywne] metody rozwigzywania réwnahi (4.2),(4.3).

4,19 Dobdbébr metody optymalizacgji

W celu uproszczenia rozwazaid zasbtgpimy zadanie (4.1) rdéwnowaz-
nym zadaniem minimalizacji minus logarytmu naturalnego funkc;ji wia-
rogodno$ci i wprowadzimy oznaczenie Q(é):h-lnLN(SN;é), pedkreélajg-
ce fakt, ze tablica pomiardw SN jest usfalona. Analogicznie, punkt,
ktéry zapewnia minimum globalne funkcji Q(6) oznaczany bedzie przez
8", a nie jak dotad przez é&. Dla skupienia uwagi przyjmiemy, #e
nie ma ograniczeh na parametry O, tzn. @ = R (problem ich uwzgled-
nienia oméwiony zostanie w paragrafie 4.2.1).

Zwrdémy uwage mna podobieiistwo struktury zadania (4.1),(4.2),
(4.3) i zadania identyfikacji metodg najwigksze] wiarogodﬁoéci dy-
namidznych i statycznych obiektdw o parametrach skupionych [14],

[4}]. Podobiefistwo to pozwala skorzystaé ze zdobytych dotgd doswiad-
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czenl w zakresie obliczeniocwym i ograniczyé klase rozwazanych metod
optymalizacji do szybko zbieznych metod gradientowych rzedu drugiego

0 postacis

ek-ﬁ" = gk_ - “Cka(ak)VéQ(@k) k=1,200. (q_.q_)

gdzies é(k) Jest k-tym prayblizeriem wekbtora 8, T, ; k=1,2,... jest

pewnym ciggiem dodatnich wspdiczynnikéw.

Ogdélna idea doboru ciggu macilerzy Gk k=1,2y¢¢¢ tak by przyspie-
szyé zbieznoéé algorytmu (4.4) prowadzi do nastegpujacych, znanych
metods |
a) Gk(e(k)) . ol (6(k)) gdzle..(@/k)3 oznacza hesjan funkcji Q(@)

k=1,2y00 — metoda Newbtona-Raphsona [5] [13]

b) ciagg Gk(e(k)) doblerany na podstawie gradlentow funkcai celu, tak
by coraz lepiej aproksymowaé maciersz " (e(k)) - grupa metod
zmienne] metryki [141 5] [)3]

c) Gk(e(k)) wybierana jako odwrotnosé macierzy informacyjnej Fishera-
- metodé Gaussa-lNewtona 43].

Rozwazmy mozliwosé zastosowanla kazde] 2z ty&h metod do rozwig-
zania zadania (4¢1), (4e2),(4.3).

Koniecznoéé obliczaﬁia drﬁgich pochodnych funkcji Q(8) w meto-
dzie Newtona-Raphsona prowadzi do tak duzego nakladu obliczen na
rozwigzywanie rdéwnan okreslajgcych wpiyw zmian parametréw na stan
obislktu, ze uniemozliwia to jeJ stosowanie (por. takze [45]).

Metody typu zmienne] metryki nalezg do najbardziej efektywnych
[35] i istniejg realne mozliwobci stosowania ich do rozwigzania za-
dania (4e1), (4e2),(4.3) Jednakze rozwazane zadanie jest na tyle spe-
cyficzne, ze badénia eksperymentalne identyfikacji statycznych o=
biektdéw nieliniowych przeprowadzone przez Barda [14] wskazujg na
wyzszg efektywnosé metody Gaussa-Newtona. Mozna przypuszczaé, ze

podobna sytuacja bedzie mieC mlejsce w rozwazanym zadaniu.
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Oprécz tego stosowanle metod Gypu zmienne] metryki moze powodowaé

takze inne trudnosci zwigzane z:

1) duzg zlozonodcig algorytmu i duzg zajeloécig pamieci,

2) degenerowaniem sig macierzy G, do macierzy osobliwej [41],[5],

%) wymaganiem przez niektére metody tej grupy dokiadnej minimaliza-
cji w kierunku [35].

Powyzsze wzgledy zadecydowaly o wyborze metody Gaussa-lewtona
Jjako podstawowego algorytmu stosowanego w tej pracy do znajdowania
najbardziej wiarogodnych oszacowal parametrdédw obiektu (4.2),(4.3).
Teoretyczng podstawg stosowania metody Gaussa-Newtona w rozwazanym
zadaniu daje lemat 3.2, z kibrego wynika, Ze macierz ﬁ(é) moze byé
aproksymowana przez maciersz JN(é) dla duzych N. Praktyczﬁe zastoso-
wanie algorytmu Gaussa-Newlona wymaga Jjeszcze podania sposobu kons-
truowania ciggu ¥, k=0,7,... 1 sposobu obliczania funkeji q(x,t;9)
i Y?% a(x,6;8), xef2ul", t € (0,T), potrzebnych zaréwno do wyliczé-
nia gradientu funkcji celu Q(8) jak i maciersy Jy(8). Opis metody
rozwigzania drugiego z tych zagadnieﬁ podany zostanie w paragrafie
4e143,

Potrzeba starannego doboru ciggu '(k k=0,1,+++. spowodowana jest
jego duzym wpiywem na zbleznosé algorytmu. Znany jest fakt szybkie]
zbieznosci metody Gaussa-Newtona, w bliskim otoczeniu'optimum, gdy
Ch Jjest bliskie jednodci. 2 drugie] strony wybdér taki moze prowa-
dzié do braku zbieznoéci jesli punkt startowy §<0) znajduje sie da-
leko od ptimum. Zastosowanlie dokiadnych metod poszukiwania minimum
w kierunku tak, ze nie Jest korzystne ze wzgledu na koniecznoéé wiew
lokrotnego rozwigzywania révnan (4.2),(4.3). W tej sytuacji uzytecz=-
ny staje sie¢ nizej podany algorytii, bedqcy'kombinach znanych metod.

Niech 8, bedzie przyblizeniem poczgtlowym wektora 0% a kolejne

przyblizenia tworzone Sg§ wediug WZorus

ék+4 = ék‘- chd.'f 1(:0,1,27000 [ (LL‘S)
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w ktorym dk = G<9k>K7GQ(Gk> gézie przez G(G) 0zZnaczono maciers
“1(9) Zaklada sie, Ze macierz informacyjna 9051ada odwrotng
(indeks N pominieto zgodnie z konwencja obowigzujgca w tym rode1ale)

We wzorze (4.5) cigg Uy k=1y25e0e¢ Lworzony jest wediug przepisus

Agowyin. wyboru dlugosci kroku
Zat6zmy, ze O zostazo obliczone

1) Jesli Q(E-dy) - Q) gV@Q(9k>V9Q(ek) © (4e6)

to Ty = 1, W przeciwaym razie wykonaj krok 2

2) Oblicz %, wedlug wzoru:

T - -
<~ -Vaale, d
'Yk =V__Q_____ﬂl__§:___1£ (447)
Ayl |
1 Jjezeli
U8~ .8,)-a0) < = BV 5, Va(§y) (4.8)

to Tk=%k' jeédli nie to wykonaj 3

3) Oblicz a i b rozwigzujgc ukiad réwnaiis
Q‘(ék-a-k) - Q(ék) =a+ b
- Ay - o vz ~
A

i jezeli a > O to poidi 'fk = - %5 i przejdz do kroku 4; w prze-

ciwnym razie 'rk = Ve
4) Jezeli

CEA I CHREEE AACCRAVICE (49)
to Xk = %k’ w przeciwnym razie T = %k'

W powyzszym algorytmie wystgpujg dwie state dodatnie JLM i ﬂ .
Zekladamy, ze staig }‘M moZna wybraé tak bys
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1)
Dobdr statej P zostanie oméwiony po dowodzie twierdzenia o zbiez—

noéci algorytmu.

Twierdzendile 4671

L ciggte drugie pochodne

Jezeli funkcja Q(O) ma w kazdym punkcie © € R
czgstkowe 1 précz tego istniejqg takie state dodatnie }\m i)\ﬂ, ze dla
hesjanu H(O) speinione jest (4.10) i waruneks:

V. o 8765 71,5% (.11)

a dla macierzy G(O) speiniocne jests

3 X’ >0 \/é é' é!TG(é'>§ >/ )rméTé
mn ’ '

(4412)
Vs 6%62(5')6 (¥ 876 4

d¥,>0 V6,6 '

to ciag O, k = 1,2,... utworzony wediug (4.5) 2z krokami ¥, k =

= 0y1,24000 Wybieranymi zgodnie z algorytmem 1)=4), jest zbiezny do

é‘przy dowolnym punkcie startowyn éo i pray stalej/? speiniajgce]

warunek !
p2 o (4413)
Co wiecej zachodzg oszacowanias
QB = " ¢ (=DFQE,) - a@*)), k = 1,2,... (4148
16,-67)1° < (1-4;kcq<éo)-Q(é*)}a/mm k=1y2y 000 (#.15)
gdzie n 2 2
2N" “ Y
«£ % min {)3-;-\& , l—ﬁ - (4416)
A M Al O .



Dowod d:

W swej zasadniczej ideli dowdd nie odbiega od klasycznych sposobdw
badania zbieznosci algorytmdbw optymalizacji(por. np. [65])1 polega
na szacowaniu réznicy Q(ék) - Q(8") z uzycienm rozwiniecia w szereg

Taylora.
Na podstawie (4.5),(4.10) i wzoru Taylora dostajemys
Fie #Q0,q) = @ - vy Veka) + 52 A 00 (417)

i jezeli krok T, wybrany zostak wg wzoru (4.7) to:

L €= Xm V Q(@k>V@Q(@k) (4.18)

MYM

W pozostatych przypadkach:
L <-BV5 Q(9k>V9Q(@»{ (4a19)

liieréwnodci (4.18) 1(4.19) prowadzg do oszacowanias

2

Ly - oc’iVGQ(Qk) VGQ<9‘-> £, = mln{ﬁ (4+420)
}NXM '

Dla zakoficzenia dowodu wystarczy teraz skorzystaé z dwdch nierdwnos-
cizs

A i8-8l 2 ¢ 2[a®-a@ ] A I8,-6"IP (t.21)

V4G g8l (4222)

ktore ratwo uzyskaé rozwijajac funkcje Q(8) i‘7éQ(§) w szereg Taylo-
ra wokéx punktu 0 (por. [65]) .
Korzystajac 2z (4.22) a nastepnie z prawej nierdwnosci (4.21)

otrzymamy z (4.20) oszacowanie:

a®,, )-8 ~dq T 2[a) - aeh)] (4423)
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Wprowadzajac oznaczenie Z&k o Q(ék) - Q(équi uwzgledniajge (4.16)

nieréwnodé (4.23) mozna zapisaé w posbtacis
Ak+1 \( (1-(£)Ak: k:O,'l,Z,... . (/‘_.24)

Otrzymana nierdéwnosé dowodzi zg;eanOSCL prazy k->m‘,Q(§k) do Q(8%)
VZ)\ 7

i oszacowania (4.14) gdysz 7 )? 1, co powoduje, ze oL < 1. Oszaco-
M

wanie (4.15), z ktérego wynika takze zbieznosé Gk do §° jest prostg

konsekwencaq (4.14) i lewej strony nierdwnosdci (4.21).
| c.b.d.o.

Warto zwrdécié uwapge na nastepujgce fakty zwigzane z dziataniem
algorytmu wyboru diugosci kroku:

- w trakcie kazdej iteracji wartosci funkcji celu obliczane sg co
najwyzej 3 razy (oznacza (o, ze co najwyze] trzy razy nalezy nu-
merycznie rozwigzaé¢ réwnanie obiekbu dla znalezienia diugosci kro-
ku)’

-~ waftoéé statej B > O nie ma wpiywu na fakt zbieZno$ci algorytmu,

- dobér ﬁ ma istobtny wpiyw na szybkosé zbieznobfci algorytmu i iloéé
dokonanych rozwigzai rdéwnania obiekbu; zbyt duza wartosé te stale]
powoduje, %e warunki (4.6) (448), (4.9) nie sg spelnione i algorytm
wybiera T, = vk po trzech ob 1lczeniach warto8ci funkecji celu, zbyt
mata wartosé ﬁ nie Jjest korzystna w duzej odlegtoéci od optimum,
gdys jedli nie zachodzi (4.6) Lo zwykle speitnione jest (4.8) i
nigdy nie jest dokonywana apfoksymacja paraboliczna przyspiészajg-
ca zbieznobé w tych warunkach,

- drugim istotnym czynnikiem wpiywajgcym na szybkosé zbieznobei jest
wartodé state] )‘M; korzystna Jest Jak najmnieésza wartosdé ;\M
gdyz wtedy dtugosé kroku ¥ 109 gwarantujgcego znalezienie punktu
0 mniejszej wartosci funkcJi celu, jest duza,

- ze wzgledu na warunek (4.10) stata A nie moze by¢ mniejsza niz
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Fﬂutﬂ (8), zdzie XN(G) oznacza najwigkszg wartoéé wlasng macierzy
YH(G) (rzad wielkosci sapﬂ.”(e) moze byé oceniony na podstawie ma—
cierzy 1nformacy3nea), \

- w przypadku gdy nacierz G(0) dobrze przybliza macierz H"q(é) (duza
iloéé pomiardw) zbieznosé jést duzo szybsza niz wynika to ZIOSZaco-
wah (4.14) 1 (4.15),

- znajomoéé}wartoéci stalych Anﬂ 3;“ Xbinie jest konieczna, jesli
nie chce sie korzystaé¢ z oszacowad (4.14) i (4.15), dla zbieznoéci

algorytmu wazne Jjest tylko ich istnienie, /
- dodatnig okreélonosé macierzy G(&) i H(6) dla kazdego © mozna uzys—

kaé¢ poprzez zaplanowanie eksperymentu (pdr. rozdzial 3).

4,7,2 Dobdér mebtbody rozwigzywania 106w
nania obiektu i r»rO6wnan wrazli-

wosdci

Jak wczeénie] stwierdzono, obliczenie wartosci funkcgi q(9) wy-
maga znajomofci rozwigzania réwnania (4.2),(4+3) w punktach pomiaro-
wych. Niezbedna jest takze znajomos&é wartodei wektorow ‘76q(xi,tn;§)
i=1y2y000yIy n=1,2,00.,N, w celu obliczenia V3Q(0) i G(6). Réwnania
rézniczkowe dla funkcai‘aoéiﬁTl:%xeSB, te (0,T) jéﬂ 2,..;,1 mozna

otrzymaé przez formalne zrdiniczkowanie wzgledem G(J} réwnan:

@Qﬁ&xﬁd&l jgz @(3> 54 x, 6;0)+ux, 5;8)
(4e25)

q(x,0;6) = qo(x),XGSB (4e26)

Bq(x,t;8) = 0 dla xe[ 1 t e (0,T) (4.27)
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11 ~
w ktbérych ;ZZ 6(3>P q(x,6;0) oznacza operator résniczkowy A(8)q z u-

bossanionyir wartobeiami o3 - old) .
Cozsamionymi wartosciami a = @ v Jd =1 a,...,l o P.y J=1929000,1
| azq ' 86% !

oznaczajg operatory rézniczkowe o postaci ST R ! e ponume-

rowane W ten sam sposéb w jakli ponumerowano parametry 8y OTaz a;
w wektorze & (por. rozdziat I). Po wykonaniu rézniczkowania i zamia-
nie kolejnoéci operacji rdézniczkowania po G(J) i zmiennych przestrzen-—

~nych i czasie otrzymuje sig¢ nastgpujgcy uktad réwnah pozwalajgcy ob-

liczyé funkcje @j(x,t;é) 2 19%%3%361 3=192y0ee,l8

1
1
y 030
aLP'lcxat ) Z 6(k)13k‘{7 (x,63 @) + P, q(x t;09)
k=1

X E SE , U € o, 3=112y 00041, (4.28)

< 58 o 5y , 20060
095 (x, Z (K}Pk 9 (x, £38) + - ;Ce : ),xega, t € (0,T)
k=1 ! |

J=l#yeee,l (4429)
z warunkami poczgtkowymi

kpj(x,O;é)‘ =0 x€R §=1,2,00.,1 (447%0)

. i brzegowymi:s
Bxpj(x,t;é)‘z 0 xe€l', t € (0,T7) J=1,2ye00,1s (%e%1)

Poprawnosdé powyzszego, cze¢sto stosowanego, postepowania nie jest o-
czywista i wymaga kazdorazowo uzasadnienia. Uzytecznym narzedziem
dowodzenia jest ogdlna postal twierdzenia o funkcjach uwiklanych [74].
Dowdd istnienia pochodnych stanu wzgledem parametrdédw dla rdédwnania

przewodnictwa ciepta znalezé moZna W pracv (23] .
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Wazng cechg otrzymanych réwnaii jest to, ze rdznig sie one tylko
wymuszeniem. Fakt ten nalezy wykorzystaé do zmniejszenia nakiadu obe
liczen. Inne cechy specyficzne rozwazanego zadania, ktdére trzeba
uwzglednié przy wyborze metody Jego numerycznego rozwigzania, tos
1) koniecznoéé rozwigzywania rdéwnad ukiadu dla réznych, apriori nie-

| znanych, wartoéci parvametréw O,
2) potrzeba znajomoéci rozwigzania w kilku punktach przestrzennych
| i w wielu chwilach czasu,
3) wystepowanie w réwnaniach (4.28) cziondw o postaci ij, CO zZmusza
| do stosowania takich przyblizeﬁ‘funkcji q, ktére ratwo 7rézniczko-
waé po zmiennych przestrzennyche

Rozwazmy przydatnosé znanych metod rozwigzywania réwnai czgst-
kowych z punkbtu widzenia speinienia wymagad 1), 2), 3). Stosowanie ja-
kiegokolwiek schematu metody rdznic skoﬁczonydh jest bardzo ubtrudnio-
ne ze wzgledu na wymaganie ). Metody tej grupy nie speiniajg takze
postulatu 2), gdys obliczenie wartosci rozwigzania w danym punkcie
przestrzennym wymaga obliczenia rozwigzania we wszystkich punktach
siatki (schematy niejawne [34]). Stosowanie Jjawnych schematéw rozni-
cowych [54] tvakze nie Jest korzystne, poniewaz warunki ich zbieZnob—
ci (stabilnosci) majg postaé zwigzkow migdzy diugoscig krokdw wzdiuz
wspokrzednych ciaaowych i przesvrzennych siatki a wartosciami para-
metrédw rdéwnania. Speinienie tych warunkdédw wymaga, wobec 1), stosowa=—
nia siatek o zmiennym, lub bardzo maiym, kroku wzdiuz wspdirzedne]

. czasowe]j 1 prowadzi do duzego nakiadu obliczen.

W Gej sytuacji bardzie]j przydatne okazujg sie metody nalezgce
do grupy projekcyjno~warigcyjaych 54], a zwiaszcza dobrze zbadsane
metody Galerkina i Ritza. Dla celdw obliczeniowych korzysteé bedzie-
my % przedstawionego nizej, szczegdlnego warianﬂttej metody (opis

metody Galerkina w peine] JjeJ ogdlnosci znalezé mozna w pracach [54],

[31])s
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Niech H € L2(&) bedzie przestrzenis Hilberbta funkcji wéréd kté-
.rych poszukujemy rozwigzania rdéwnania (4.25),(4.26). Zaktadamy, ze H
jest dobrana odpowiednio do warunkdéw brzegowych (4.27) (por. [61],
[ba]). Niech \Vq, WE,...,\Vm bede, liniowo niezaleznymi funke jami
z przestrzeni M. Zgodnie z metods Galerkina przybliZonego rozwigza-

nia qm(x,t) réownania (4.25),(4.26) poszukujemy w postacis

il
4 (Er6) = D, (6) y, () (4.3%)
’ i=1 ' ' ’
sig
przy czym funkeje U 1i=142,¢0.,m obrzynujévVz uktadu rdéwnans

0qy, , .
-5; o Aqm + ugvi = i=1’2,000’m (4'32)

ktoéry po przeksztalcenlach mozna zapisaé w postacis
MH(6) = R% () + G(L6) (4433)

pdzie:t

M - jest macierzg o elementach <WPi,‘Vj)» 19321924 000,m

R - jest macierzg o elementach AW, )‘VJ) 1yj=1y2yeee,ym

@(t) - jest funkejg wektorowsg o elementach fyi(t) i=1,25000,m

u(t) - jest funkcjg wektorowg o elementach <(u,?’i> 121,22y 000,

Wektor warunkdéw poczgtikowych dla réwnania (4.33) obtrzymuje sie z roz-
winiecia w szereg funkcji V., 1i=1,2,..., warunku poczgtkowego

q°(x) i ma on postad:

7(0) = [<a® w5 <a% Wy wee (W5 ] (434

Warto zwrdcié uwage na nasbtg¢pujgce wiasno8ci metody Galerkina
i na ich zwigzek z wymaganiami 1), 2), 3)3
- mozna podaé warunki wystarczajgce na o by cigg przyblizen q  byi,

mmmw mosen  7hiesnyv do o<l 541 4 warunki te nie zaleza od wartodci
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parametréw @ o ile tylko operator A(&) jest dla tych parametrow
dodatnio okreslony, |

w przypadku gdy operator A Jest symetryczny znane sg precyzy.ne
oszacowania szybkoscl zbieinosci, a metoda elementdéw skonczonych
[}1],[80] pozwala konstruowalé ciggl Yy 1=1,2,... zZapewniajgce
zbieznodé dla obszardw G2 o skomplikowanych ksztaiztach,

postaé przyblizZonego rozwigzania pozwala obliczaé je w dowolnym
punkcie przestrzennym i nie ma zwigzku miedzy odlegiodciami tych
punktédw a odlegioécig mig¢dzy krokaml czasowymi w przyblizonym r0Z=—
wigzaniu réwnai (4.33),

obliczanie pochodnych, przyblizZonego rozwigzania po zmiennych
przestrzennych moze by¢ wykonane dokiadnie,

przyblizone rozwigzania réwnair (4.28) 1 (4.29) maja analogiczng

postaé tylko w réwnaniu (4.33%) zamiast u(t) sztepujq wektory
o

wspliczynniki rozwinig¢cia wzgledenm ‘Vj J=192yeee,m funkeji ¢
2]

i P;q;, a précz tego warunek poczgtkowy jest zerowy,

powyzszy fakt pozwala rozwigzaé wszystkie rdéwnania (4.25), (4.28)

i (4.29) przy naktadzie obliczed zblizZonym do czasu rozwigzania
pojedynczego rownania; Jedna 2z mozliwych realizacji tej idei pole-
ga na obliczeniu macierzy fundamentalne] ukiadu rdédwnan (4.33)

(np. metodg sprowadzenia macierazy R do postaci kanonicznej)

i skorzystaniu ze znanego wzoru na rozwigzanie rdéwnan liniowych

0 statych wspdiczynnikach Iﬂ2}.

Podejscie to jest éfektywne w przypadku, gdy funkeje Y4 i=1,250600
seeyml 88 ortonormalne, gdyz ze¢ wzgledu na symetrig macierzy R ob-
liczenie jeJ wartoéci i wektordw wiasnych nie Jjest btrudne.

metoda Galerkina-Ritza staje si¢ szczegdlnie prosta jesli operator
A jest samosprzezony a jego funkcje wiasne sg znanej przyjecie ich
Jako ukiadu lyi i=1,25e0e,0m prowadzi do tego, %e macierze M i R sg
diagonalne i ukiad (4.3%) rozpada sig na m niezwigzanych ze sobg

mAurmadr  lrtdme madna Yatwa coaYleawad
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Wszystkie powyzsze rozwazania mozna powtorzyé dla przypadku,
gdy badany obiekt znajduje sie w stanie ustalonym. W takiej sytuacji
rozwigzanie réwnan analogiczaych do (4.33) wymaga tylko odwrédcenia

macierzy R.

4.2, Opis algorytmu i wynikdw jego testowania

W poprzednim punkcie poddans analizie i wybrano poszczegdlne
elementy skiadajgce si¢ na algorytm identyfikacji obiektu o paramet-
rach rozitozonych metodgq najwigkszej wiarogodnoéci w ogbdlnym przypad—
ku. Obecnie przedstawiona zostanie uproszczona wersja algorytmu w
takiej postaci jaka uzywena byZa do badani testowych na maszynie cyf-
roweje Zasadniczé\uproszczenie polega na zatozeniu, ze funkcje wiasne
operatora A sg znane i nie zaleZg od nieznanych parametréw. Przy za-
tozeniu tym algorytm Jjest bardzo efektywny pozostajgc jednoczesnie
przydatnym praktycznie dla wszystkich obiektéw z jednq zmienng przes-
trzenng i niektérych obiektéw wielowymiarowych o prostej geometrii

obszaru

4.2 Przebieg algorytmu identyfika-
c Jji

Przedstawiajgc algorytm zakiadaé bedziemy, ze dane sg funkcje
gestoéci prawdopodobienstwa zalkiécen £, (z;x) 1 £3(3;§), funkcje vy
i=1,24000,m, ktére sg réwne funkcjom wlasnym vi(x) i:ﬂ,2,...,m ope-
ratora A i warunek poczgtkowy q°(x). Ponadto przyjmiemy, %€ Wymusze-—

jQQw xede, te(0,T)

j=1,2,...,L2 Zz nieznanymi wspoiczynnikami b(j? j=1,2,...,Lz, tzn.

nie jest kombinacjg liniowg znanych funkcji o
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tz
uGe,530) = 5 6900 6,0 (4.35)

Ogbélny schemat proponowanego algorytmu jest typowy dla gradien-

towych metod optymalizacji i1 mozna go przedstawié nastepujgco:

Algorytm identyfikacjil

Dane wejSciowe

- N iloéé wykonanych pomiardw

=0 n=1,2y++¢,N = chwile, w ktémych dokonywano pomiaréw

- I iloé¢é punktdédw pomiaru stanu

- Xy i=1,24e0¢,1 poiozenie czujnikéw pomiaru stanu

- K iloéé¢ punktéw pomiaru wymuszenia

- §j j=1,2, 004,k potozenie punktéw pomiaru wymuszenia

- 8, wektor przyblizen poczgtkowych nieznanych parametréw

-.lM i B - state potrzebne do wyboru dtugosci kroku

-ti g, dokZadnosci obliczen

- IT  x = masymalna iloéé iteracji

-¢£j J=1,2,004,0 wektory pozwalajgce obliczaé wartosci wktasne opera-
tora A dla danych parametréw a wediug wzoru Aj(é) =df§é (por. roz-
dziat 1)

- pomiary’stanu yﬁi i=1,2,...,I,u§aj J=192500e9K, N=1,2500e,yN

- wektor funkcji wiasnych v(x) = [vq(x)va(x)...vm(x)]T

- wektor funkcji w wymuszeniu'éa(x,t) ;l}dqéx,t)... al(x,t)]T

-~ warunek poczgtkowy q°(x),:xeﬁE ' ‘ -

START
Weczytanie da=-
nych wejéciowych

J,,
@
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<

;i = G(Xi> i=1,2,oco’I
d)'j(tn) = 5(?3,-:;}1) 32052 s0e Ky

e n=1,2,...,

P = [@®v > vy ]t

Oblicz LPJ. (xi s tn) (wg wzordw (A1))
j=1,2,ooo,l’ i=1,2,con,I, = |

=1,2,.00,N, dla danego ék

Oblicz wartosci stanu w punktach
pomiarowych q(x;, tn;ék) {181,200

coo,I, n=1,2,...,N (Wg WZOféW(Aa))

i

Oblicz wartosé kryterium Q(ék) =
N I '
=" Z[Z Inf, (1= 53000 5% O+

n=1"1i=1
K

> 1nf3(wn1c—u(§k.tn.5k};fk?]

k=1
|

v

Oblicz gradient kryterium

VéQ(ék) (wg wzordw (A3))

TAK

Drukuj ék’ Q(6,)

({ smOP)
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?

Oblicz macierz

informacy jna J(ék)
(wg wzordw (A4))

TAK NIE
det J (ék?>/ €
Drukuj:
“"hrak iden-
Oblicz G(ék)=.1"‘ (6,) tyfikowalnodci®

a4, =6(6,) V5Q(6,) ( stop )

I

Wyznacz krok ’ﬂk zgodnie

z algorytmem 2z 4.1.1

TAK

(%)

k=k+1

Drukuj ,, Q(6,) i
komunikat o przékro-
czeniu ilosci ite-

racji

STOP
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Dla zwigkszenia czybtelnoSci schematu blokowego bardziej ztozone wzo-
ry obliczeniowe (oznaczone na schemacie przez (A1)=(A4)) podajemy

osobno.

(A1) Wrazliwoéé stanu na zmiany parametrdw:

o RS W ¢ ) (-
Py G0) = = > f[o(i(a? fe 4 ")(u(.,“d TRRASCTILE
’ i="1 ()

oy =A (a8t
+0C§J) ak <q ' V. >J V (X) j=1,2,000,11

m 1 =y
=2; (8,) (6=

i=1 0

jdq"”l 9 L ’lz

(A2) Stan obiektu w punkcie (x,%):

_ I S W EWT b oA (E) (5-1)
q(x,t;ek) = E [e Ji ak. <q°,vi>+ f e & ak, T.x
' "0

i=1

X <u_(.,“(;3k),vi> dr} v, (x)

(A3) Pochodne kryterium wzglgdem parametrdéw

3Q(@k) N [i £, (an’ 3_/ i f (3nk'¥k)
39 a' n=14{1i=1 fZ(an’X )J l ’ k=1 L (3nk'fk)

Uj-l,l(?k"’n? Aj—fn,]] 321525000yl
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gdzies zni=yni—q(xi,tn;§k2 1=192)e0e,I, gnkzwhk—u(fk tn;bk)

1dla j 1,

k=1,2,ooo,K; n=112)'°"N a funkcja AJ-11 ={O dla j 11

(A4) Macierz informacyjna:

N - K .
16 =D 2, a6 )% Gy w5 G (Yol e )
' n=1 1i=1 ‘ ’ k=1 J

sazier Pr,6) 2 [0 Ge00pGe ). ee Py 8] T

Wy (b)) 2 [010 ;.;yo @ e )]T K=1,2, 000K, D=1,2,000,N.
g a

Przebieg algorytmu dla przypadku gdy badany oblekt znajduje sie¢

w stanie ustalonym a wymuszenie ma postaé u(x; b) = }E] b<3)a;(x)
1

gdzie (nj J=142ye00yb; sg danymi funkcjami, mozna latwo otrzymaé do-

konujgc nastepujgcych zmians
- w miejsce q°(x) podstawié funkcje réwng tozsamobciowo zero,
- obliczaé wartoéci stanu q(x;ék) w punktach x; i=1,2ye..,I wediug

WZOTus
E?j
q(x;8,) = s u(.,bk) vi> vi(x)
; = A.(ak)

- obliczaé wrazliwoéci wj(x) nastepujacos

= gé;}¥z

)
(N
~
]
L~
]

<BCayb )y vy v (x) §21,2,000,1,

m
%@ = Z <w -1, Vi) Vi) J=lgaladtsee,l
1=1 .

& ”
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- we wzorze (A4) przy obliczaniu macierzy informacyjnej zastgpié su-
mowanie po n ﬁomnoZeniem wewng¢trznego nawiasu przez N 1 w miejsce
@ (x,t) wstawié ‘?’I(x) .

Rozwazmy teraz kfétko modyfikacje powyzszego algorytmu w przy-
padku gdy zbidér dopuszczalnych wartoéci parametréw @) nie jest calg
przestrzenig Rl. Blizsza analiza wykazuje, %e nie kazda ze znanych
metod uwzgledniania ograniczen Jest w rozwazanym zadaniu dopuszczal-
na. Wynika to z faktu, Ze jesli nie sg speilnione ograniczenia na
znak niektérych parametréw operatora rdézniczkowego to rdwnanie o po-
chodnych czgstkowych moze nie mieé rozwigzania lub rozwigzanie moze
by¢é nieograniczone. Oznacza to, Ze zastosowanie takich metod uwzgled-—
niania ograniczein, ktére dopuszczajg wyj8cie poza obszar ograniczen
(np. metody kar zewnetrznych) moze prowadzié do niezbieznodci algo-
rytmu (stwierdzenie to potwiérdzajq badania numeryczne). W tej sytu=
acji uniwersalng metodg uwzglednlania nieliniowych ogréniczeﬁ moze
byé dodanie do funkcji Q(8) cziondw kar wewnetrznych [5],[33]. Dla
uwzglednienia czgsto spotykanej w zadaniach identyfikacji postaci

ograniczens
pi) ¢ o) ¢ pll) sa,2,...1 (4436)

bardzie]j efektywna jest metoda rzutowania kierunku poszukiwan na
zbidér ograniczeh (tzw. metoda rzutowania gradientu, ktérej ogbdlne
oméwienie i dowdd zbieznosci mozna znaleizé w pracach [a5],[65].
Zgodnie z ta metodg ograniczenia typu (4.36) mozna uwzglednié w po-
danym algorytmie zmieniajgc w kroku-(%) regﬁle obliczania nowego

przyblizenia 8., , na nastgpujacy:

J

;uéi? jezeli elf.i), - vkdéi) ¢ /ui
el({i,)] i elgi? = kdéi? jezeli péi? geﬁ”} = rkdéi)é /uéi? (4.57)’
2 gosant o) — @) 5 o)
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i=1,2y000yle

W przypadku duzej ilosci estymowanych parametrédw uzyteczne mogg byé

dalsze modyfikacje algorytmu polegajace nas |

a) korzystaniu stale z macierzy G(éo) zamiast G(§k) (Lub, ogblniej,
"odnawianiu" jej co kilka iteracji) ’

b) uzywaniu zamiast G(ék) macierzy po&stalej przez odwrécenie macie=-

| rzy diagonalne] o elementach na przekgtnej réwnych odpowiednim

elementom macierzy J(ék)

¢) zastosowanie uproszczeﬁ’polegajqcych na odrzuceniu "malych" sktad-

nikéw przy rozwigzywaniu rdéwnad wrazliwosci.

4,2.2¢ Przyktady tes tuJjsgce

Dzialanie algorytmu Sprawdzano na przykiadach obiektéw opisa-
nych réwnaniami typu parabolicznego i eliptycznego. Celem badan sy-
mulacyjnych byzo: |
- zbadanie wpiywu rdéznych modyfikacji algorytmu na Jjego szybkosé

zbieznodci 1 dokladnosé
- ocena wpiywu wybranych czynnikéw na dokiadnoséestymacji.
Dla przeprowadzenia badai uruchomiono cztery programy napisane w je=-
zyku Fortran dla maszyn serii Odra 12500. Programy te, wraz ze szcze-
gbtowym opisem algorytméw, zostang wydane w postaci odrgbnego rapor—

tue

Podsumowanie uzyskanych wynikéw prezentujg kolejne przyktady.

Przyk2ad 41

Przykiad ten jest kontynuacjs przykiadu 3.4. Rownania (3.71)
i (3.72) rozwigzywano metodg Galerkina-Ritza rozwijajge rozwiqzaﬁie
wzgledem funkcji wiasnych sinix, 1i=1,2;,..+, « Metodyke symulacji

opisano w przykiadzie 3. . Estymacji parametré4w dokonywano zgodnie
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z algorytmem opisanym w poprzednim podpunkcie, 2z uwzglednieniem fak-
tu, %e wymuszenie Jjest znane. WspdXczynnik ﬁ\ﬂ algorytmie wyboru
dtugoéci kroku wynosii 0.003. Wspdiczynnik A‘M szacowano w programie
na podstawiéwaiekszej wartosSci wiasnej macierzy informacyjnej.
Pierwszy eksperyment polegaZz na dokiadnym (bez zakidcer) pomia-
rze stanu w punktach 1.57 1 0.78 i dokonaniu estymacji przy pdmocy
zaproponowanego algorytmu, w ktdérym przyjeto -ln z(z;x) = % za. Ce-
lem tego eksperymentu, przeprowadzonego w warunkach odbiegajqcych'od
zatozed przyjetych w pracy, byio jakosciowe ocenienie wpiywu bieddéw
zaokrggleh na osiggalng dokadnosé estymacjie. Przebieg poszczegdl-—

nych iteracji prezentuje tabela:

gﬁﬁiﬁcji aéq) aéz} ¥3ﬁﬁg§§ celu
0 5. 1 1211.5
1 6u43 2.75 11844
2 8.06 277 3.53%
3 9.83 2414 045,102
“ 9.998 2,002 0s3.107°
> 10.0000 2.0000 0.95.10~ 14
6 10.000000 2,000000 | 0.79.10~19
Tabela 4.1

Algorytm Zatrzymal obliczenia w momencie gdy HVQ(ék}“\( £ = 1076,
Jak wynika z tabeli algorytm charakberyzuje sie dqufdokladnoéciq
w lokalizacji poiozenia minimum jak i w obliczaniu minimalnej war-
tosci funkcji celu. Warto takze zauwazyé, ze szybkosé. zbieznosci
jest wieksza niz wynika to z oszacowan od géry podanych w twierdze-
niu 4.4.

Eksperyment drugli polegai na zbadaniu wpiywu poXoZenia punktéw

e mmt mmmaneral e AAlrYaAnadA actvmandd | TTovalrana wvniki nrzedstawi ane



PoXozenie punktdw

PoXozenie punktow

Polozenie punktow

PoXozenie punktdw

pomiarowych pomiarowych pomiarowych pomiarowych x1=2.54

Nu— x1=0.78, X2=O,39 x1=1.ﬂ7, x2=0,39 x1=1.57, X5 = 0,78 xa=1.17

?2:— det J=0.12 det J=0.7 det J=2.12 det J=4.34

g?i aéq) a§2} Qlay) aé1? aéz) Qay) aéq) aé22 Qla,) aé1> aéz} Qlay)
0 5. 1. 394.9 5. 1. 695. 5. 1. 1177 5 1e 13283
1 2.58 5.79 24.36 2.33 6.25 42,7 5.78 3.33 119.17 7.43 1.82 1434
2 5.43 5.63%3 7.79 5.58 5.76 7.72 7«60 Bt 10.7899 9.16 2.25 11.83
3 8.15 32.64 7.76 759 411 7671 8655 3.28 7.59885 9.67 2.29 7« 681
4 6.69 4.61 7.61 6.895 4.524 7.563 Be624  3.226 7.59515 9.70 2.286 7.672
5 773 3%.80 7.604 7289 L4313 7.5625 8.62227 3.22835 7.59515 9.70 2.285 7.672
6 7.12 4.27 7.6008 7159 4,386 7.56248
7 7.52 2.96 7.59997 7.193 4.359 7.56247
8 727 &4 7.5937 7180 4.369 7.56247
] 743 4,02 7.59963 7185 4,365 7.56247

10 7433 4.09 759959

11 7.39 4.05 7.59958

12 736 4,06 7.59957

13 7438 4,06 7.59957

14 736 4.07 7.59957

15 7.37 4.06 7.59957

Tabela 4.2

12
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zostaly w rozdziale 3. Okazuje sle, Zze poitozenie punktow pomiarowych
ma takze istotny wpiyw na szybkosé zbiesnodei algorytmu. Fakt ten i-
lustruje tabela 4.2,

W kazdym eksperymencie algorytm zatrzymywai sie po speinieniu
po raz pierwszy waruaku “Vﬁ@,(ﬁk) I RS 10™%. Jak wynika z powyzsze j
tabeli iloéé iteracJi jaks trzeba byto wykonaé dla osiggniecia za-
danej doktadnoéci zalezy od wartosSci wyznacznika macierzy informa-
cyjneje. Okazuje si¢ wiec, Ze planowanie pomiaré4w celowe jest nie tyl-
ko ze wzgledu na doktadnosé estymacji ale takze ze wzgledu na efek—
tywnosé algorytmu obliqzania estymat.

Badania wykonywano na maszynie cyfrowe]j Odra 1505. Czas wykona-
nia jedne] iteracji algorytmu wynosit okoizo 2 sek.. Syﬁulowane zakk G-
cenia pomiarowe miaiy rozkiad normalny o éredniej zero i wariancji

0.5. Wartoéci K zaktéceh odczytywane byiy z tablic rozkiadu normalnego.

Przyklad 4,2

Przedmiotem badai byt obiekt opisany rdéwnaniem eliptycznym:

2 2
L) 0“a(x,y) . 0% (x,¥) _(2)a(x,y) = -u ,;kx_g(ﬂz)jky_§(22)

Lo 0y° | | | (4.38)
dla 0 < x<W, 0 < y<¢ T, 2 warunkiem brzegowym:

q(x,y) = 0 dla (x,y)el” (4¢39)

gdzie [’ jest brzegiem kwadratu o wierzchoktkach (0,0); (0,M); (I,0);

(W, ). Przebieg eksperymentéw byt nastgpujgcys

- roiwiazano réwnania (4.%8),(4.39) dla wartoéci parametrédw a(q) = 5,
a(22 = 20. 1 wartosci wymdszenia‘u = 3000, przy réznych wartos-
ciach §', ¢,

- do otrzymanych wartosci stanu w punktach pomiarowych dodano zakié-

cenia 0 rozkiadzie normalnym o Sredniej zero i wariancji 0.5 i po-

traktowano jako pomiary stanu.
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- do wartosdci u=3000. dodano zakiécenia N(0,1) i otrzymane liczby

potraktowano jako pomiar wynuszenia,

(1)

- wartosé parametru a

a(a) i wartoSci wymuszenia u uzyto opisanego w punkcie 4.1 algoryt-

przyjeto za znang a do estymacji parametru

mu z modyfikacjami uwzglg¢dniajgcymi znajdowanie sig obiektu w sta=-
nie ustalonym,

- réwnanie (4.38),(4.39) i réwnania wrazliwoéci rozwigzywane byty
‘metodg Ritza—Galerkiné Z rozwinig¢ciem w 9 fﬁnkcji wiasnych o pos—
tacl sinixesinjy 1,3=1,2,5%.

Celem eksperymentu byzo ocenienie wpiywu poitozZzenia wymuszenia
punktowego na jakosé estymacji i szybkosé zbieznoéci algorytmu. Ba-
dania wykonano przy nastgpujacym poXozeniu punktdéw pomiaru stanu:
(0,78,0.78), (0.78,1.57),(1.57,0,78),(1.57,1457) dla iloBci pomiaréw

stanu i wymuszenia réwnej 30. Przebleg obliczen ilustrujg wykresy:
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Poszczegélne'przebiegi uzyskano przy rastepujgcych polozeniach wymu-

szenias

kezywa 1 - P 22, @) oo,

krzywa 2 = (1) Sl (2> = 1.2,
krzywa 3 - (1) = 1.57, <22 = 1.5%.

Analiza wykreséw dowodzi, Ze poloZzenie wymuszenia punktowego

ma znaczgcy wpiyw zardéwno na jakosSé estymacji Jjak i szybkosé zbieiz-
nosci algorytmu. Interesujgcy jes% takze fakt, ze pomimo bezposred-
niego pomiaru wartoSci wymuszenia dokiadnoéé jego estymacji zakeszy
takze od polozenia. Zjawisko to Zatwo wytiumaczyé, gdyz o wartosci
wymuszenia zdobywa sie¢ informacje nie tylko bezposrednio ale takze
poprzez pomiar stanu, a wrazliwos$¢é stanu na zmiany u zalezy od ? .
Warto zauwazyé, ze wzgledna dokiadnoéé oceny wymuszenia jest we
wszystkich przypadkach duzo wyzsza od dokladnoéci oceny parametru.
Duzo szybsza Jest takze zbieznosé oszacowania wymuszenia niz para-
metru. Wynika to 2z liniowej zaleznoéci stanu od wymuszenia i nieli-
niowe]j zaleznoéci od paramebtru.

Powy#sze obliczenia powlorzono dokonujgc w programie zmiany me-—
tody rozwigzywania réwnald (4.3%8),(4.39). Zastosowano metode rdéznic
skonczonych z siatkg prostokqtng ) 100.wezlach i do rozwigzywania
otrzymanego ukiadu réwnai liniowych uzyto iteracyjnej metody Seidela
[71]. Przy zachowaniu zblizone] doktadno$ci obliczenh czas wykonania
jednej iteracji wydiuzyt sie okolo S5-krotnie w pordwnaniu z metodg

Ritza-Galerkinae
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5., IDENTYFIKACJA PARAMETROW REAKTORA KONTAKTOWEGO UTLENTANTA
DWUTLENKY STARKT ‘

W poprzednim rozdziale przedstawiono algorytm identyfikacji
i zbadano jego dziaanie na prostych przykiadach testujgcych. Celem
obecnego rozdziaiu Jjest zbadanie Jego wiasnoéci na przykiadzie bar-
dziej zlozonego obiektu Jakim Jest reaktor kontaktowy utleniania
802. Jednoczeénie pokazano, Ze uogbdlnienie algorytmu na przypadek
obiektu opisanego ukiadem réwnail o pochodnych czgstkowych nie stwa-
rza powazniejszych trudnosci, Jjesli nie braé pod uwage wzrostu na-
kxadu obliczen.

Identyfikacji parametréw rdéwnaid opisujgcych reaktor dokonano na
podstawie pomiardéw wykonanych na jednym z ciggdw technologicznych
pracujgcych w Zaktadach Chemicznych Police. Jednakze prezentowanego
przykiadu nie mozna traktowal Jako prdéby zbudowania adekwatnego mo-
delu matematycznego dla tak ziozZonego procesu Jjak utlenianie 802 me-

todg kontaktowg.

5e¢1s Ogdlna charakterystyka procesu i jego model

Produkcja kwasu siatkowego metodg kontaktowg skiada sie z trzech
gidéwnych etapéw: spalania siarki w wyniku ktoérego uzyskuje sie 805,
utleniania dwutlenku siarki do SO3 i rozpuszczania trbéjtlenku siarki
w wodzie. Przebieg ubtleniania 802 w reaktorze kontaktowym w znacznym
stopniu decyduje o wydajnosci caiego procesu [1] i dlatego podejmuje
si¢ wiele proéb zbudowania modelu matematycznego tego zjawiska [55],
(56 ], [32]

Prezentowany w tej pracy model reaktora kontaktowego nie ujmuje
wielu zjawisk zachodzgcych w czasie utleniania 802 i jego identyfi-

kacja ma stanowié ilustracj¢ dziatania proponowanego algorytmu a nie
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prébe stworzenia adekwatnego opisu dla tak skomplikowanego procesu.
Zgodnie z metodyksg, przedstawiong w [ﬁ?], postepowania przy bu-
dowie modelu procesu, dla ktorego zadanie sterowania nie zostato
jeszcze sformutowane proponowany opis wynika z praw zachowania masy,
energii itp. Nie wyrézﬁia si¢ w nim takze wielkosci wejéciowych
i wyjéciowych a tylko mierzone wymuszenia i mierzone odpowiedzi o-
biektu zwigzane z Jjego stanem. Podejscie takie umozliwia otrzymanie
prostszych modeli odpowiadajacych réznym koncepcjom sterowania, bgds
wykorzystanie modelu do innych celéw [45].
Zestaw wielkoéci mierzonych w reaktorze kontaktowym, uzywanym
w warunkach przemysiowych (Z.Ch.Police), przedstawia schematycznie
rysuneks |

stezenie
stezZenie SO2

50, I
| -
: : &
) KATALIZATOR >
1 L

| Pl
;gggaatura ‘ tempgratura
: v gazdéw
wlotowych L temperatura | wylotowych
katalizatora
tempersatura
katalizatora

RYS.5.1. Zestaw wieclkoSci mierzonych w reaktorze.

Przy wyprowadzaniu rdéwnall opisujgcych stan reaktiora przyjeto
nastgpujgce zatozenla upraszczajyces:
- gradienty stezenia i temperatury wzdiuz promienia reaktora sg ze-
rowe,
- nie wystepuje wymiana ciepza z otoczeniem przez Sciany reaktora,

- reakcja zachodzi na powierzchni czgstek katalizatora,
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- nie wystepuje adsorbcja materiaiu na czgstkach katalizatora,
- w zakresie rozwazanych temperatur i stgzen szybkosé reakcji jest
ich liniowg funkcjg,
- nie wyétepuje dyfuéja gazu wzdiuz reaktora.
Stosujgc znane postgpowanie [52} polegajgce na utozeniu bilan-
séw masy i ciepia dla elementarnych obJetodci gazu i katalizatora
a nastepnie wykonaniu przejécila granicznego uzyskuje sie¢ nastepujgce

réwnania stanu dla reaktora:

9T (x,t) 3T (x,t)

"55';—' = -y -B-é-x—- " oc[mkcx,t) - Tg(x,t)] (5.1)
9 C(x,t) AC(x, t) .
——— = v ——— + PG ) ¢ Lo, )+ dn* -1 06,6))  (5.2)
D, (x, 6) 20 (x,t)
MG 9T i (e 6)-1 Gy 6) + 67T Cx, b)+h0Ck, B)
ot 0x , 8 ) , ,
(5.3)
gdzies ’

- X jest jednowymiarowg wspbirzedng przesirzenng;
x € (0,1) (1-dtugosé reaktora),

- Tg(x,t) jest temperaturg gazu'w punkcie x w chwili &,

- Tk(x,t) oznacza temperature katalizatora w punkecie (x,t)

- C(x,t) oznacza stgzenie dwubtlenku siarki w gazie znajdujacym sie
w reaktorze, |

- v jest staig predkoécig przeplywu gazu,

- a oznacza wspdiczynnik przewodnictwa cieplnego,

- of jest wspdiczynnikiem wymieny ciepita pomigdzy gazem a katalizato-
Tem,

- p y 3 Wwspdiczynniki charakteryzujgce wpiyw temperatury kataliza-

tora i stgzenia 802 na szybkosé reakcji utleniania,
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- g',h - wspOiczynniki charakteryzujace wpiyw temperatury kataliza=-
tora 1 stegzenla 502 na i1los¢é clepia wydzielajgcg sie w trakcie
reakcjie

Powyzsze réwnania zblizZone SQ}do réwnaid uzywanych do opisﬁ reak-
toréw ze staiym wypeinieniem [56]. Dodatkowego wyjaénienia wymaga
tylko wprowadzenie ostatniego cztonu w réwnaniu (5.2). Czion ten
chafakteryzuje wpiyw temperabtury gazu na szybkosé reékcji.

Przy zalozeniu, ze wspéiczyanik a')c>wplyw ten jest nastegpujgcy:

dla temperatur Tg(x,t) <lT* szybkos¢é reakcji wzrasta, dla temperatur

Tg(x,t)'>.T* szybkosé reakcji maleje na skutek zachodzenia reakcji

rozpadu SO3 na S0, i tlen. Wartosé staie] 7 dobrano na podstawie

tabell zamieszczone]j w pracy [1] i przyjeto 7 = 530°C.

Uwa g at Oznaczenia uzywane w tym rozdziale nie sg zgodne z kon-

wencja obowigzujacg w rozdziatach 1) - 4).

Ze wzgledu na bardzo duzg predkosé przepiywu gazu v, powodujgcq
bardzo krétki czas przebywania czgsltek gazu w reaktorze, mozna upros-
cié réwnania (5.1) i (5.2) pomijajac cziony zawierajgce pochodne
wzgledem czasue. Prowadzi Eo do réwnani opisujgcych tzw. stan quasi-

ustalonys

3C(X, t)

— - BT (ky6) + ¥ C(x,6) + %(T‘-Tg@,t)) (54)
» | “ -’ ,

PRGCHG
WD) | [mG) - G 9)] (5.5)

0x N
: ¥
w ktorych wprowadzono oznaczenia: [SC = g, X'c : = 9'0 = = °(g;
|
Podobne uproszczenie rdéwnania (5.3) nie jest mozliwe gdyz ist-

2 cé/\"o

nienie katalizatora o bardzo duzej masie powoduje, Ze czas trwania

przebiegbéw nieustalonych w reaktorze wynosi kilka godzin.
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Peiny opis reakbtora wymaga podania warunkdéw poczgtkowych i brze-
gowych dla réwnan (5.3),(5.4),(5.5). Przyjeto nastepujacy zestaw

tych warunkéws

C(0,t) = ¢¥(8), T,(0;%) = Tg(‘c) dla kazdego & (5.6)
T,(X t)
7 (0,%) = ™ (%), [h kA = O dla kazdego t (5.7)
. & i a}C X=1
Tk(x,o) = P(x) dla kazdego x € (0,1) (5.8)

gdzies

- CV(t) jest stezeniem S0, w gazie wlatujgcym do reaktora

- Tg(tj jest temperaturg wlatujacego gazu

- ¢(x)'oznacza poczatkowy rozktad teumperatury katalizatora (speinia=-

jacy warunek zgodnosci Y(0) = Tg(o)).

W celu sprowadzenia réwnania (5.3) z warunkami brzegowymi (5.7)
do postaci z Jjednorodnymi warunkami brzegowymi dokonamy zamiany

zmiennych wediug wzoru:
B (%, 6) = alx,t) + Tg(tD (5¢9)
Prowadzi to do nasbtepujacego réwnania na q(x,t):

dalx, t) 22a(x, t)

-oLqx,t) -oC(Tg(t) - Tg(x,t)) + gq(x,t) +

a
o6 0 x°
| ATy ()
+ g ™ (t) + hC(x,t) - —E— (5.10)
& . ot ,
z warunkami brzegowymis
aq(X,t)
q(0,t) = 0, O dla kazdego © (5.11)
0x |x=l

i warunkiem poczgtkowym:

a(x,0) = P(x) - Y(0) dla kazdego x € (0,1). (5.12)
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Warunki eksperymentu i wyniki estymacji parametréw réwnah (5.6),

(5.7),(5.10) omdéwione zostang w nastepnym podrozdziale.

5.2. Identyfikacja parametrdw reaktora

Zastosowanie metody najwig¢kszej wiarogodnodci do identyfikacji
parametréw réwnahn podanych w poprzednim podrozdziale wymaga zatoze-
nia, %e rdwnania te opisujg dokiadnle badany proces w zadanym prze-
dziale stezen 1 temperatur.

Rownanie (5.10) zawiera rézne nieznane parametry przy tych sa-
mych zmiennych zaleinych. Dlatego dokonano w nim zmiany parametryza-—
cji wedtug wzoréws b = g'=of , & = =« « Uktad réwnah opisujgcych rea-

ktor mozna teraz zapisaé:

, 2a(x,t ™ (6
'(-)-3%;2 = a ’5)-%%2—)— + bq(x,t)' + b Tg(t} + dmg(x,t)+hc(x,t) -a—b&t-:—z
(5413)
(x,t)
a(x,0)= @(x)= P(0), a(0y6)=0, Tom / -0 (5.14)
, , , , ox [x=1 :
Tk(x,t} = q<x,t} + Tg(t)' (5.15)

wraz z réwnaniami (5.4),(5.5),(5.7). Nieznanymi parametrami tych
réwnan sg: a,b,d,h,dé,f%,ig,ag. Do ich estymacji uzyto pomiaréw
wielkobci zaznaczonych na rysunku (5.1), ktére zostairy zdjete w go-
dzinnych odstepach w czasie 8 godzin ndrmalnej pracy reaktora w Ze.

ChePolice. Zestaw zmlerzonych wartosci prezentuje tabelas



gggigru c(1,§) Tg(6)  TGeps®) 2,6 ¢¥(r)  Tp1,t)
1 T.7T1 445 434 607 9.45 550
2 T.53 445 434 607 9.46 550
3 T.26 445 432 607 9.45 550
4 T.44 446 434 607 9.46 545
5 7.02 445 435 €07 9.48 545
6 T3 445 435 605 9.53 544
7 T.24 444 434 603 9.52 545
8 T.22 445 434 604 952 545

Ze wzgledu na nieznajomosé stanu poczgtkowego temperatury kataliza-
tora Y(x) i niemoznoéé jego zmierzenia, pomiary zamieszczone w Ga-
beli rOZpdczeto w chwili gdy wymuszenie zewne¢trzne, w postaci zmiany
temperatury gazbédw wlotowych, wytracily reaktor ze stanu ustalonego.
Pozwolito Go na skorzystanie z réwnan opisujgcych przebieg tempera-
tury katalizatora i gazu a takie stezenia 802 w stanie ustalonym do
wyznaczenia zaleznosdci ¢ (x) od nieznanych parametréw a,b,d,h,d%,X;,
ﬁc’aé'

ﬁéwnania takie tatwo uzyskaé¢ na podstawie (5.13),(5.4),(5.5),(5.7).
Okres, w ktoérym dokohywano pomiardéw wybrano w tén sposOb by po zmia-
nie temperatury gazbéw wlotowych w chwili rozpoczgcia obserwacji nie
nostepowaly dalsze zmiany temperatury gazdw wlotowych i stezenia 802
(przynajmniej w zakresie doktadno$ci przyrzgddw pomiarowych). Wybox
taki byt potrzebny gdyz na skutek dziatania zakilécen pomiardwych
wartodci wielkosci wejéciowych takze muszg byé estymowane.

O pomiarach wielkoséci wejéciowych i stanu w poszczegdlnych za-

TAavana. e ana +a namd arv YnrawdzdwvehY wartaded . da kEArveh dodaie
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si¢ zaklécenie o charakterze losowym. Przyjeto hipoteze, Ze rozkitad
zakXbécen jest normalny o Sredniej zero i wariancji wynoszgcej 1 przy
pomiarach temperatur i Q.5 przy pomiarach stezeih. W celu przetesto-
wénia tej hipotezy dokonywano pomiaru danej wielko$ci kilkakrotnie
w kilkuminutowych odstgpach czasu. Zatoiono, ze odstepy te sg na ty-
le krdétkie by nie nastgpita zmiana "'prawdziwej" wartosci wielkobci

mierzonej. Wartosci zakzécen pomiarowych obliczano wediug wzorus

Zn=sn"'§ n:qugcvt’N (5016)
gdzie: 8 n=1,2,...,N zmierzone wartosci (np. teiperatury gazu),
N
E:% EE% 8,0 Zn n=1,2,¢+¢,N wartosci zakléceir pomiarowych. Dla testo=

wania hipotezy o rozktadzie zakXdécen uzyto nieparametrycznego testu
zgodnosci ;Ze Pearsona [69]. We wszystkich przypadkach nie byzo pod-
staw do odrzucenia hipotezy o normalno$ci rozkiadu o wariancjach
odpowiednio 0.5 i 1 przy poziomie isbtobtinosSci 0.05.
Zaktadamy tekze, Ze speinione sg zaiozenlia podane w rozdziale 1 nie-
zaleznobci zmiennych losowych reprezentujgcych zakidcenia pomiarowes
Zatozenia tezo nie zweryfikowano przy pomocy tesHow statystycznych
ze wzgledu na matg ilos¢ posiadanych pomiardw.

Korzystajgc z opisu warunkéw eksperymentu i poczynionych zato=-
sef minus logarytm funkcji wiarogodnosci mozna zapisaé nastgpujgco

(por. podrozdzial 2.1):

8
a®) = p AW Graty) = Gy, 5,00% ¢ 2R, 6,) = 11,6007
n=1 ’ o ' »

+ 5T (106,) - T(1,6,0)% + %(Egctnq-mgf - (6(1’1711},-0(1’1711)')'2 -

+ (C¥(t,)-c")2

gdzies
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- 8% = [a,b,0,0,8,,B,47,, Ths 0" |

-t D=1,2y000,8 = chwile, w ktérych dokonywano pomiardéw odlegle od
siebie 0 1 godzine

- X, = poloZehie czujnika pomiaru temperatury katalizatora przy wlo-

cie x1 = 0.051.

Dla obliczenia wartoéci Tk(x t), T (BT )y C(x t) dla danego © roz-
wigzywano uktad réwnah (5.13), (. 14) (5e4),(5.5),(5.6). Rozwigzanie
réwnan (5.4),(5.5) znaleziono w postaci jawnej zaleznobci Tg i C od
Ty e Natomlast réwnanle (513),(5.14) rozwigzywane bylo metodg Ritza-
-Galerkina przy czym Jjako funkcgi bazowych uzyto funkcji wiasnych
sin(j-ﬁofx J=1,2,e004D> oOperatora eliptycznego wystegpujacego w roéwna-
niu (5.13). Otrzymane réwnania rézniczkowe zwyczajne rozwigzywano
najprostszg metodg rdéznicowg. W podobny sposéb rozwigzywano réwnania
wrazliwodci zmian temperatur i siUg¢Zenia na zmiany parametru 8.

Do znajdowania minimum funkcji Q(8) stosowano algorytm przeds-
tawiony w rozdziale 4 z tym, zZe wprowadzono modyfikacje b) i c¢) opi=-
sane w punkcie 4.2.1, ktére w znacznym stopniu skracajg czas tfwania
jedneJ iteracji.

Ze wzgledu na to, ze'iloéé punktéw pomiarowych jest mniejsza
od iloéci nieznanych parametrow obiekt nie jest identyfikowalny na

podstawie pomiaréw w kazdej chwili &_. Aby mimo tego algorytm by

n
zbiesny oszacowano wstepnie wartosci parametrédw a,b,d,h iafg na pod-
stawie pomiaréw temperatury innych niz te ktoére zamieszczono w ta-
beli. Natomiast dane z tabeli uzybte zostaly do estymacji parametrdw
X;’Fﬁf 3; i korekecji wstepnych oszacowaid pozostatych parametrow.
Obliczenia wykonano na maszynie Odra 13%05. Czas trwania jednej
iteracji wynosit ok. 30 sekund. Przebieg wielkobci (Q(ék)/48)%, ktb-

rgq mozna interpretowaé jako Srednig odlegiosé migdzy pomiarami a

wartoéciami obliczonymi 2z modelu, przédstawia wykres:
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Analiza tego wykresu wskazuje, Ze skutkiem zastosowania modyfikacji
b) i ¢), opisanych w punkcie 4.2.1 jest zmniejszenie szybkobci zbiez-
ndéci élgorytmu. Szybko&é zbieznosdci przypadajgca na jedng iteracje
jest mimo to wystarczajgca jesli wzigé pod uwage wymiarowo8é zadania.
Nastepny wykres przedstawia rzeczywisty i uzyskany na podstawie
modelu przebieg stezenia 802 na wylocie reaktora w poszczegdlnych

godzinachs

. . [+
A Stgienie 50 [%]
eves wartosci zmierzone
8 XXXX wartodci uzysksne z

e modelu

® X
4 Xx

4 23456 %8  caas[h]
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Podobne pordéwnania przebiegdw temperatury katalizatora i gazu na wy-
locie reaktora uzyskanych z modelu 1 zmierzonych na obiekcie wykazu-
ja rbéznice nie przekraczajgca, w zadnym punkcie, 3%. Dokladnosé taka
wydaje sie wystarczajgca, tym bardziej, Ze parametry modelu dobiera-
no na podstawie maiej ilosci pomiarodw.
Uzyskany model jest zbyt skomplikowany by mozna go bylo zasto-

sdwaé do sterowania ciggiem reaktoréw w czasie rzeczywistym. !Moze on
natomiast stuzyé do badania jakoéci réznych koncepcji sterowania

bgdZ jako podstawa do tworzenia modeli uproszczonych.
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ZAKONCZENIE

W przedstawionej rozprawie zbadano niektdre wiasnofci estymato-
réw najwigkszej wiarogodnoscli staiych parametréw obiektu opisanego
réwnaniem typu parabolicznego lub eliptycznegp i zaproponbwano algo=-
rytm obliczeniowy identyfikacji.

Zestaw warunkéw wystarczajgcych na to by cigg estymatoréw byi,
przy nieograniczonym wzroscie ilosci pomiardéw, zgodny, nieobcigZony,
efektywny i1 mial rozkiad normalny przedstawiono w rozdziatach II i
III. Warto zwrdécié uwage ma to, Ze o rozkiadach prawdopodobienstwa
zaklécen pomiarowych nie zakiadano normalnodci. Mocna zgodnosé
1 nieobcigzonosé asymptotyczng udato si¢ udowodnié przy zatozeniu
jedynie ciggiosSci funkcji gestobéci zakiécen a pozostale wiasnoéci,
dla gestosci posiadajgcych drugie pochodne. Przedstawione w pracy
dowody, wymienionych wyzej, wlasnpéci asymptotycznych ciggu estymg=
toréw najwieksze] wiarogodnoéci'sq uogbdlnieniami znanych twierdzen.
Potrzeba dokonania ich rozszerzeid wynikneia 2z zalezno8ci rozkiadu
prawdopodobieistwa obserwacji od czasu 1 warunkow eksperymentu,
podczas, gdy w klasycznym zadaniu badano estymatory parametréw sta-
cjonarnego rozktadu. Potwierdzenie tej tezy stanowig przykitady, po=-
dane w rozdziale II, wskazujgce na rdézne czynniki moggce wpiywaé na
mozliwo8é niezgodnodci ciggu estymatoréw. Jak wykazano, jednym
z najwazniejszych warunkdéw zapewniajgcych zgodnoé6 jest identyfiko-
walnoéé parametréw obiektu na podstawie pomiaru bez szumu. Udowodnio-
ne kryteria identyfikowalnosci nakladajg na warunki eksperymentu
niezbyt ostre wymagania. Dla zapewnienia asymptotyczne]j efektywnoéci
i normalnoéci wymagania te nalesy wzmocnié (por. twierdzenie 3.1).

Wykazanie tych wiasno$ci pozwala obliczyé asymptotyczng doklad-
noéé estymacji przy danych warunkach eksperymentu i sformutowaé za-

danie optymalnego, ze wzgledu na jakosé estymacji, planowania ekspe-

rymentu. Przy ograniczeniu klasy dopuszczalnych wymuszen udato sig
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pokazaé ciekawe wiasno$ci optymalnych plandéw eksperymentu dla obiek-—
téw roziozonych w obszarach o regularnych ksztaltach'i takich,

w ktérych nie ma makroskopowego przepiywu badanej substancji.

W szczegbdlnosci w ograniczone] klasie funkcji znaleziono jawng pos—
taé¢ optymalnego wymuszenia roziozonego i wykazano, ze optymalne po-
tozenie punktéw pomiarowych moze byé znalezione znanymi metodami.

Podkresli¢ nalezy, e przedstawione badania zagadnienia plano-
wania eksperymentu majg charakter wstgpny. Wskazujg one na mozliwosé
uzycia wyznacznike macierzy informacyjnej jako kryterium asymptoty-
cznie optymalnego planowania. Przeprowadzone eksperymenty symulacyj-
ne wskazujg na istotny wzrost jakoéci estymacji przy prawidiowym
doborze potozenia punktdéw pomiarowych.

Zagadnienie planowania przy skoAczonej liczbie pomiaréw i roz-
szerzenie klasy dopuszczalnych wymuszei wymagajgqg dalszych badan.

Uogbdlnienie twierdzen 2.1, 2.2 i1 3.1 na klasy obiektdédw opisa-
nych réwnaniami hiperbolicznymi i ukladami réwnan nie przedstawia
wiekszych trudnosci. Zatwo Jje rozszerzyé takze na przypadek estyma-
cji parametrédw bedgcych kombinacjami znanych funkcji zaleznych od
zmiennych przestrzennych 2z nieznanymi wspéiczynnikami wagowymi. Nie
podano szczegdiowego opisu tych rozszerzeh gdyz zagadnienie identy-
fikowalnoSci i planowania eksperymentu dla tych przypadkéw wymaga
dalszych szczegdtowych badan. Badania takie sg na tyle wazne i zlo-
zone, %e mogg stanowié przedmiot osobnych opracowan.

Dla bardzo waznego problemu jakosci estymacji przy skoficzonej
liczbie pomiardéw nie udaio si¢ uzyskaé analitycznych oszacowan.
Jednakde przeprowadzone badania symulacyjne pozwalajg stwierdzié,
ze jakoB8é estymacji jest bliska asymptotycznie osiggalnej juz przy
kilkunastu pomigrach w paru punktach przestrzennych.

Rozdzialy IV i V prezentujs algorytm identyfikacji i wyniki je-
go testowania. Przedstawiony algorytm, chociaz oparty jest na idel
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metody Gaussa-Newtona, zawiera szereg modyfikacji dostosowujgcych
go do znajdowania oszacowall paramebtré4w obiektu rozlozonego. Udowod-
niono, 2e po wprowadzeniu modyfikacji, algorytm Jjest globalnie
zbiezny, o ile funkcja wiarogodnodci Jjest acisle wypukia. Wykazano
tez, ze te wiasnoédé mozna zapewnié, przy duzej ilosSci pomiardw,
poprzez wiadciwe zaplanowanie eksperymentu. Oszacowano szybkosé
zbieznosci algorytmu i wskazano na JjeJ zaleznos8é od warunkédw ekspe-
rymentu.

Opracowano programy uzytkowe identyfikacji wybranych obiektow
i przeprowadzono badania zardwno na przykiadach testujgcych jak i na
danych pochodzgcych z pomiaréw reaktora kontaktowego konwersji 802.
Stosunkowo krétkie czasy obliczeid przy identyfikacji prostych obiek-
téw wskazujg na realng mozliwosé stosowania metody najwigkszej wia-
rogodnosci.

Waznym aspektem prakiycznym dalszych badan powinno byé opraco=-
wanie hybrydowych algorytméw umozliwiajgcych rozwigzywanie zadan
jidentyfikacji obiektéw o opisie nieliniowym.

Interesujgca jest takze mozliwoé¢ skonstruowania rekurencyjnej

wersji metody najwigkszej wiarogodnoéci i zbadanie warunkéw zbieznos-

ci takie]j procedury.
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