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1. Generowanie liczb pseudolosowych

Dziedziny nauki, jakimi sa rachunek prawdopodobienstwa i statystyka, sa opar-
te na koncepcjach przestrzeni probabilistycznej oraz zmiennych losowych. Pojecie
zmiennej losowej, mimo Ze jest podstawa rachunku prawdopodobienstwa, w prak-
tyce nie jest mozliwe do zaimplementowania na wspétczesnych maszynach cyfro-
wych. Maszyny te wykorzystuja koncepcje deterministyczne. Kazdy wynik ich
dziatania jest przyczyna zdarzen majacych miejsce w rejestrach pamigci tych ma-
szyn w cyklach wczesniejszych. Stosujac metody Monte Carlo, musimy dyspono-
wac liczbami losowymi o takich wiasciwosciach, ktére umozliwia nam symulowa-
ne interesujacego nas procesu. Konsekwencja jest odwolanie si¢ do metod deter-
ministycznych generowania liczb losowych lub doktadniej — liczb pseudoloso-
wych. W procesie generowania liczb losowych mozemy wyrézni¢ dwa podstawo-
we etapy:

e generowanie liczb z rozkladu jednostajnego na przedziale (0,1),
o transformacjg tych liczb do interesujacego nas rozktadu.

Gléwnym etapem w tym procesie jest generowanie liczb pseudolosowych z roz-
kiadu jednostajnego na przedziale (0,1) (oznaczmy: U(0,1)). Czgsto pojecie genero-
wania liczb pseudolosowych jest okresleniem procesu generowania liczb z rozktadu
jednostajnego. W artykule tym poming etap drugi, ktérym jest transformacja liczb z
rozkladu U(0,1) do interesujacego nas rozkladu (zainteresowanych czytelnikéw od-
sytam do literatury [Gentle, Haerdle, Mori 2004; Knuth 1981; Zielinski 1970]).

Metody generowania liczb losowych z rozkladu U(0,1) mozna podzielic na
dwie podstawowe klasy. Sa to metody wykorzystujace zdarzenia zachodzace w
Swiecie rzeczywistym, takie jak proces rozpadu atomowego (wykorzystanie liczni-
kéw promieniowania), oraz metody generowania liczb pseudolosowych wykorzy-
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stujace odpowiednie algorytmy zaimplementowane na komputerze. W pierwszej
grupie metod méwimy o generatorach fizycznych liczb losowych. W przypadku
tych generatorow musimy odwolaé si¢ do zjawiska fizycznego, ktdre jestesmy w
stanie zmierzy¢ oraz mozemy przyjac, iz otrzymane pomiary s niezalezne. Czgsto
generatory fizyczne skladaja si¢ z dwoch elementéw: elementu generujacego ciagi
»zer” i ,jedynek” oraz elementu skiadajacego te ,,zera” i ,,jedynki” w liczby binar-
ne o odpowiedniej dlugosci i organizacji, uzaleznionej od architektury komputera.
Caly problem sprowadza si¢ wigc, w tej metodzie, do wygenerowania ciagu bitéw,
w ktérym prawdopodobienstwo pojawienia si¢ ,,0” jest réwne prawdopodobien-
stwu pojawienia si¢ wartosci ,,17, a zdarzenie, jakim jest pojawienie si¢ ,,0”, jest
niezalezne od zdarzenia, jakim jest pojawienia si¢ ,,1”. Zwykle jako zrédta takich
ciagéw stosuje si¢ badz liczniki promieniowania wraz ze zrédlem promieniowania,
badz urzadzenia rejestrujace szumy elektronowe [Zielinski 1970].

Metody te, pomimo iz daja szanse na otrzymanie liczb prawdziwie losowych,
maja duZze ograniczenia w stosowaniu ze wzgledu na: (1) problemy zwiazane ze
stworzeniem oprzyrzadowania, (2) powolnoscia tych metod.

Druga grupa generatoréw liczb losowych sa programowe generatory liczb lo-
sowych. Ze wzgledu na wykorzystanie w tych generatorach algorytméw determini-
stycznych, aby podkresli¢ to, iz liczby otrzymane z tych generatoréw nie sa licz-
bami losowymi w takim sensie, jak liczby pochodzace z generatoréw fizycznych,
generatory te czesto nazywa si¢ generatorami liczb pseudolosowych, a otrzymane
w ten sposéb liczby — liczbami pseudolosowymi. Programowe generatory liczb
pseudolosowych (liczb o rozkladzie réwnomiernym) buduje si¢ zwykle wedlug
nastgpujacego schematu:

e ustala si¢ poczatkowe wyrazy ciagu x;,x,, ", X, ,
e jezeli juz wygenerowano (n—1) liczb pseudolosowych, to liczb¢ x, ustala si¢
wediug wzoru:
X, = (XX g3 X0 )

Kazdy z elementéw ciggu x, przeksztalca si¢ w ciag u, za pomoca funkciji
u; = g(x;), aby uzyskac ciag liczb u, zawierajacy si¢ w przedziale (0,1].

Poniewaz funkcja f jest deterministyczna, istniejg takie />0 (parametr aperiodycz-
nosci) i j>0, 2ze x,,; =x, tzn. ciag x, jest ciagiem okresowym. Okres generatora
mozemy wyrazi¢ za pomocg wzorw: P=min{i: X, = X,, j >0} . Najstarszym genera-

torem opartym na algorytmie byl generator zaproponowany przez J. von Neumanna,
nazwany generatorem kwadratowym. Generator ten przybiera posta¢:

x, =[x2, *107™*] =[x, *107™2]*10", (1)
gdzie: [a] oznacza czesé catkowity liczby a. Generator ten nie jest stosowany
wspoélczesnie ze wzgledu na stosunkowo krétki okres.
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Najszersza grupa generator6w liczb pseudolosowych wykorzystywanych
wspélczesnie stanowia generatory oparte na liniowej rekursji:

x, =(ayx, ,+ax, ,++ax,, ,+c)modM, 2)
gdzie: a,,a,,-,a,,M i c sa liczbami calkowitymi, a mod b za$ oznacza reszi¢
dzielenia liczby a przez liczb¢ b. Generator (2) ma maksymalny okres P rzedu
M* ~1 tylko wtedy, gdy M jest liczba pierwsza, a wielomian charakterystyczny
P(z)=7z" —a,z"*" —--—a, jest nie rozkladalny nad cialem liczb rzeczywistych.

Mozemy wyrdzni¢ nastgpujace podgrupy generatoréw (2):
e generator liniowy (Fibonacciego)
x,=x, ,+x_modM, 3)

e generator multyplikatywny
x, =(ax,_ )modM, 4)

e generator mieszany
x, =(ax,_; + c)modM . &)

Generatory nalezace do grupy (2) sg generatorami okresowymi. Dhugos¢ okresu
generatora jest uzalezniona miedzy innymi od wielkosci liczby M. W zaleznosci od
architektury komputera, ktérym dysponujemy, jesteSmy w stanie przechowaé w
nim liczb¢ o skonczonej wielkosci. Powoduje to problemy w implementacji gene-
ratoréw o duzym okresie. W takich przypadkach mozna zastosowaé¢ kombinacj¢
generatoréw, polegajaca na laczeniu dwéch lub wigkszej liczby prostych generato-
réw, otrzymujac w ten sposob generator o lepszych wlasciwosciach statystycznych
niz generatory wejsciowe. Badania w zakresie jakosci generatoréw kongruentnych,
zaréwno liniowych (ang. LCGys), jak i mieszanych (ang. MRGs) pokazuja, iz gene-
ratory tego typu nie przechodza testéw wykorzystujacych JP wygenerowanych
liczb pseudolosowych, gdzie P jest okresem testowanego generatora. Coraz czg-
Sciej przyjmuje sig, iz wykorzystywane w symulacjach Monte Carlo generatory
powinny mieé okres rzedu 2'® lub wigkszy [L’Ecuyer 1999].

Przykladem prostego generatora taczonego (ang. CMRGs) jest zaproponowany
przez Wichman i Hill [Sobol 1994] generator przeznaczony do komputeréw o 16-
-bitowej arytmetyce, majacy okres P =6-9%10". Generator ten sktada si¢ z trzech
generatoréw multiplykatywnych (4):

x,,' =(171x,_,)mod30269, x,,' =(172x,_)mod30307,x, =(170x,_)mod30323.  (6)

Liczbg pseudolosowa x, otrzymujemy, dokonujac nast¢pujacego zlozenia:

X X X
X, =—l—+t—"—t—"— @)
30269 30307 30323
Okazuje si¢, iz kombinacje generatoréw moga produkowac ciagi, ktore sa bar-
dziej réwnomiernie rozlozone oraz bardziej niezalezne w poréwnaniu z pojedyn-

czymi generatorami, cechuja si¢ rowniez wigkszym okresem. W pracy L’Ecuyer
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[1999] zaproponowat oraz przebadal dwa mozliwe taczenia generatoréw (2) kon-
gruentnych. Wezmy pod uwage J generatoréw typu (2) oraz zdefiniujmy J liczb &,
tj.: 8,,0,,~,d,, z ktérych kazda jest liczba wzglednie pierwszado M; dlaM z (2)

oraz j=1,--,J. Wtedy mozemy zbudowac generator taczony:

" .
w, =} 8,22 ymod1, ®)
Jj=1 Mj
J
z, = (Z O,x;,ymodMu, =z, /m,. 9
Jj=1

Generator (8), (9) jest poréwnywalny z generatorem (2) dla M =m, *---*m, .

2. Symulacyjna metoda wyceny opcji

Podstawowa metoda przy wycenie opcji standardowych jest model Blacka-
-Scholesa. W przypadku bardziej zlozonych kontraktéw istnieje bardziej bezpo-
srednie podejscie, ktére czgsto bywa wykorzystane podczas symulacji komputero-
wych, podejscie arbitrazowe [Maksymiuk, Gatarek 1998]. Niech X (¢) bedzie cena
akcji w chwili ¢, a r stopa procentowg o ciaglej kapitalizacji. Warunek braku arbi-
trazu oznacza, ze proces stochastyczny Y zdefiniowany przez:

Y(t) = exp(-rt) X (t) (10)
jest martyngatem. Dla X (r) spetniajacego stochastyczne réwnanie rézniczkowe:
dX(t)=rX(t)dt + 6 X (t)dB(r) (11)

proces Y(t) jest martyngalem. Zauwazmy, iz w przypadku wyceny arbitrazowej
stopa zwrotu z instrumentu finansowego jest uzalezniona od wolnej od ryzyka
stopy procentowej (rX (t)dt) oraz premii za ryzyko (o X (£)dB(t)). Fakt ten spro-
wadza si¢ do wniosku, iz $rednia stopa zwrotu z instrumentéw finansowych po-
winna by¢ réwna stopie procentowej wolnej od ryzyka. Rozwiazaniem réwnania
(11) jest :

X=X, exp[(r—%o‘z)t+0‘B(t)]. (12)

Obliczenie ceny opcji europejskiej w ujeciu arbitrazowym sprowadza sig do ob-
liczenia wartosci oczekiwanej z wartosci wewngtrznej opcji przy zalozeniu praw-
dziwosci procesu (12) w znanym rozkladzie (np. Gaussa):

() =exp(—r(T —)) EH (X (T)) =exp(~r(T -1)) | H(exp[(r—%oi)t +ox))f(x)dx, (13)

gdzie: T jest dniem wygasnigcia opcji, H funkcja jej wartosci wewngtrznej, a funk-
cja f z gory okreslona gestoscia rozkladu — najczesciej gaussowskiego ze srednia 0
i wariancja 1.
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Stosujac metod¢ Monte Carlo, mozemy symulacyjnie wyznaczy¢ cen¢ europej-
skiej opcji standardowej na podstawie wzoru (13), stosujac nastgpujacy algorytm
[Glasserman 2002; Jickel 2003]:

1. Generujemy k niezaleznych trajektorii procesu Wienera o dlugosci n. Ma-
cierz takich zmiennych losowych oznaczmy jako W™*.

2. Bazujac na wygenerowanych trajektoriach procesu Wienera, tworzymy ciag:
2

X""‘(t)=X(O)exp{rt+0'W""‘(t)—%t}. (14)
3. Wyznaczamy ceng opcji, korzystajac ze wzoru:
-r(T-1) N
()= D H(X"™(T)), (15)
k=1

gdzie: T jest dniem wygasnigcia opcji, H funkcja wartoéci wewnetrznej opcji, r
wolna od ryzyka stopa procentowa, ¢ dniem, w ktérym dokonujemy wyceny opcji,
o0 zmienno$cia procesu instrumentu bazowego.

Czesto w czasie symulacji Monte Carlo etapy (1) oraz (2) w schemacie przed-
stawionym powyzej sa taczone. Zamiast generowania macierzy zmiennych loso-
wych W™* generowane sa trajektorie geometrycznego ruchu Browna (ang. GBM):

X(0)= X, +7 [X(s)ds +0 [ X (s)dB(s). (16)
0 ]

Aby numerycznie rozwiaza¢ rownanie (16), nalezy przeksztalcic to réwnanie do
postaci dyskretnej. Jedng z najprostszych metod numerycznej aproksymacji row-
nan catkowych postaci (16) jest schemat Eulera lub wersja rozszerzona tego sche-
matu ~ schemat Milsteina, ktéry wykorzystalem w przeprowadzonych obliczeniach
[Jankowska, Jankowski 1991; Palczewski 1999].

3. Wplyw metod generowania liczb pseudolosowych na wycen¢ opcji

Stosujac metody Monte Carlo do rozwiazywania zagadniefi matematycznych,
musimy odwota¢ si¢ do ciagu liczb x,x,,,x, uzyskanych z pewnego generatora

liczb pseudolosowych. Zaktadamy, iz ciag ten jest prébka z populacji o zadanym
rozkladzie. W sytuacji gdy ciag liczb nie pochodzi z populacji o zalozonym przez
nas a priori rozkladzie, otrzymane rozwiazanie metoda Monte Carlo jest bledne. W
celu zweryfikowania hipotezy, czy wykorzystywane przez nas liczby pochodzg z
populacji o zalozonym rozkladzie, stosuje si¢ odpowiednie testy statystyczne. Na-
lezy jednak zauwazyé, iz nie jesteSmy w stanie stworzy¢ zbioru testéw, ktéry w
pelni zweryfikuje t¢ hipotezg. Jezeli dany ciag nie spelnia wlasnosci przez nas za-
tozonych, to algorytm generujacy liczby pseudolosowe jest bledny. Jezeli jednak
dany ciag spelnia zalozone przez nas wlasnosci (testy), nie wynika z tego, iZ ma on
réwniez wszystkie inne wlasnosci, ktére moglibysmy sformutowa¢ dla liczb loso-
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wych'. Testy statystyczne przeznaczone do weryfikacji generatoréw liczb pseudo-
losowych mozna podzieli¢ na trzy grupy: (1) testy zgodnosci rozkladu, (2) testy
niezaleznosci, (3) zadania kontrolne. W artykule tym korzystam z generatoréw
liczb pseudolosowych, ktére poddane byly réznorakim testom z grup 1 i 2. Wybra-
ne generatory zostana wigc przetestowane metoda tzw. zadan kontrolnych. Testo-
wanie generatorow ze wzgledu na zadania kontrolne polega na rozwiazywaniu
metodami Monte Carlo okre$lonych zadan z uzyciem liczb losowych. Poréwnujac
otrzymane wyniki do wynikéw otrzymanych droga teoretyczna, mozemy wykazaé
wplyw zastosowania réznych generator6w na bledy rozwiazania otrzymanego me-
toda Monte Carlo. W naszym przypadku zadaniem kontrolnym bgdzie wycenienie
opcji europejskiej z zastosowaniem metodologii Blacka-Scholesa. W celach po-
réwnawczych zostana wykorzystane nastgpujace generatory liczb pseudolosowych:
e standardowy generator Rand(), wykorzystywany w Matlabie 6.5,
e generator mieszany zaprezentowany przez Marsaglia (1972) [Zielinski 1997]:

x, =(69069x, , +1)mod2”, (17)

e generator laczony zaproponowany przez L’Ecuyera [1999] skladajacy sie z
dwdch generatoréw (2):

x, = (1403580x,_, —810728x, ,)mod 2 — 209,

x, = (527612x,_, —1370589x, _,)mod 2™ — 22853,

W celu zweryfikowania wplywu generatoré6w liczb pseudolosowych dokonana
zostanie wycena metodg symulacyjna, z zastosowaniem przedstawionych powyzej
generator6w liczb pseudolosowych, europejskiej opcji kupna. Otrzymane wyniki
poréwnam zar6éwno do ceny teoretycznej, otrzymanej z réwnania Blacka-Scholesa,
jak i do cen otrzymanych z symulacji wykorzystujacych opisane generatory. Wy-
ceniajac opcj¢ metoda symulacyjna, wykonalem 500 niezaleznych symulacji. Kaz-
da symulacj¢ przeprowadzilem z zastosowaniem metody Monte Carlo, generujac
1500 trajektorii procesu (16), dyskretyzujac proces stochastyczny schematem Mil-
steina z krokiem dyskretyzacji 0,005.

Rozwazmy europejska opcj¢ kupna wystawiona na 2 miesiace. W momencie
wystawienia opcji, cena instrumentu, na ktéry opcja zostala wystawiona, wynosi
100 zl, cena wykonania opcji wynosi réwniez 100 zt. Wolna od ryzyka stopa pro-
centowa wynosi 9% w skali roku, a zmienno$¢ ceny instrumentu 25% w skali roku.
Po wykorzystaniu réwnania Blacka-Scholesa [Hull 1999] cena takiej europejskiej
opcji kupna powinna wynosi¢ 4,4 zl. Ponizej prezentuje: (1) wykresy kwartyl-
-kwartyl poréwnujace kwartyle rozkladu empirycznego cen opcji do rozktadu nor-
malnego, dla kazdego generatora, (2) histogram cen opcji uzyskanych metoda sy-
mulacyjna dla kazdego generatora, (3) wykres autokorelacji szeregu cen opcji.

(18)

'Przez liczby losowe rozumiem ciag liczb obserwowany w $wiecie rzeczywistym o wilasnosci ta-
kiej, iz dysponujac liczbami zaobserwowanymi do tej pory, nie jesteSmy w stanie podaé liczby, ktérg
dopiero zaobserwujemy.
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Nommai Probabikty Piot Sampis Autocomelation Funcuon (ACF)

Rys. 1. (lewy) Wykres kwartyl-kwartyl oszacowanych cen opcji uzyskanych przy wykorzystaniu
generatora MATLABa; (srodkowy) Histogram cen opcji uzyskanych przy wykorzystaniu generatora
MATLABa; (prawy) Wykres wsp6étczynnikéw korelacji pomigdzy szeregiem oszacowanych cen

opcji a szeregiem op6znionym

‘Sampie Autocorreiation Function (ACF)
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Rys. 2. (lewy) Wykres kwartyl-kwartyl oszacowanych cen opcji uzyskanych przy wykorzystaniu
generatora (18); ($rodkowy) Histogram cen opcji uzyskanych przy wykorzystaniu generatora (18);
(prawy) Wykres wspéiczynnik6w korelacji pomigdzy szeregiem oszacowanych cen opcji a szeregiem
opSznionym

Normal Probabiy Piot Sampie Autocorrelation Functon (ACF)
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Rys. 3. (lewy) Wykres kwartyl-kwartyl oszacowanych cen opcji uzyskanych przy wykorzystaniu
generatora (17); ($rodkowy) Histogram cen opcji uzyskanych przy wykorzystaniu generatora (17);
(prawy) Wykres wspétczynnikéw korelacji pomigdzy szeregiem oszacowanych cen opcji a szeregiem
opéznionym;

Ponizej prezentuje podstawowe statystyki oszacowanych metoda Monte Carlo
cen opcji:

Generator Srednia Odchylenie Std. Min Max

Matlab 4,3509 0,1674 3,9131 4,9047
L’Ecuyer (18) 4,3498 0,1478 3.9350 4,8238
Marsaglia (17) 4,1349 0,1486 3,7200 4,5246

Réznica pomigdzy srednia ceng oszacowanej opcji metoda Monte Carlo, wyko-
rzystujaca generator Matlaba, a metoda wykorzystujacq generator faczony (18) nie
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jest istotna statystycznie. Istotna jest réznica pomigdzy srednig cena opcji dla gene-
ratora (17) a $rednia cena opcji dla generatora (18) oraz réznica pomigdzy cena
opcji dla generatora (17) a generatorem Matlaba. W przypadku cen opcji szereg
kolejnych cen uzyskany z wykorzystaniem generatora (18) oraz generatora Matlab
nie wykazuje zadnych zaleznosci pomig¢dzy soba. W przypadku generatora (17)
zaleznosci liniowe s3 silniejsze niz dla biatego szumu. Srednia cena z wszystkich
500 symulacji dla generatora (17) jest znacznie rézna od ceny teoretycznej. Gene-
rator (17) zastosowany w symulacyjnej wycenie opcji daje gorsze wyniki oszaco-
wania (rozbiezne z ceng teoretyczng) niz generator Matlaba i generator (18). Moz-
na wysuna¢ wniosek, iz stosujac generator (18) wykorzystany w symulacji Monte
Carlo, jestesmy w stanie otrzyma¢ oszacowanie ceny Opcji 0 nizszej wariancji niz
z wykorzystaniem generatora Matlaba. Biorac pod uwagg to, iz generator Matlaba
w wersji 6.5 jest bardzo szybki, mozna przyjaé, iz oba te generatory s poréwny-
walne w przypadku problemu wyceny opcji.

4. Zakonczenie

Niedoszacowanie ceny opcji w wyniku zastosowania w symulacji Monte Carlo ge-
neratora (17) pokazuje, iz nie wszystkie przetestowane generatory o ,,dobrych parame-
trach” nadaja si¢ do rozwiazywania konkretnych probleméw (np. wycena opcji) meto-
da Monte Carlo. Warto przytoczy¢ tu stowa Donalda E. Knutha [Jackel 2003]:

Every random number generator will fail in at least one application.

Generator faczony zaproponowany przez L’Ecuyera umozliwia otrzymanie osza-
cowania ceny opcji na poziomie zblizonym do ceny otrzymanej metoda analityczna.
Dodatkowo w poréwnaniu z generatorem Matlaba oszacowanie to cechuje si¢ mniej-
sza zmiennoscig. Wazny aspektem, ktéry nie jest analizowany w tym artykule, jest
czas potrzebny na wykonanie symulacji z wykorzystaniem réznych generatoréw
liczb pseudolosowych. Ze wzgledu na czas obliczen generator Matlaba jest o wiele
szybszy niz generator mieszany, dlatego tez generator ten, bedacy generatorem li-
niowym, jest cz¢sto wykorzystywany w obliczeniach symulacyjnych.

Generatory typu (17) sa czgsto wykorzystywane we wspétczesnych systemach
komputerowych, m.in. generator tego typu jest zaimplementowany w Matlabie w
wersji 5.0 [Comer 1995]. Analizy przeprowadzone na bazie generatora zaimple-
mentowanego w Excelu przez Leo Kniisela wskazuja, iz obliczenia symulacyjne w
tym pakiecie réwniez moga by¢ obarczone btedem ze wzgledu na stabe wiasciwo-
Sci liczb losowych. Odwolujac si¢ do pojecia liczby losowej, nalezy zwr6ci¢ uwa-
g¢, iz nie ma tak naprawde¢ dobrych procedur arytmetycznych generowania liczb
losowych. Coraz cz¢sciej naukowcy do symulacji wykorzystuja ciagi liczb o pew-
nych wlasciwosciach. Przyktadem takich ciagéw moga by¢ liczby Sobola czy Hal-
tona. Zastosowanie tych liczb w symulacji czg¢sto daje mozliwos¢ szybszego doj-
Scia do prawdziwego rozwiazania niz zastosowanie liczb pseudolosowych.
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PSEUDO-RANDOM NUMBERS IN FINANCIAL OPTION VALUATION

Summary

The main purpose of his article is to show the differences between methods of generating random
numbers. To test this metods for using them in process of pricing option contracts, I' ve used idea of
control methods test to compare this algorithms of producing random numbers.

Keywords: LCGs, MRGs, CMRGs pseudo numbers generators, Fibonacci pseudo number genera-
tor, von Neuman algorithm, Monte Carlo option pricing method.
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