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1. Wstep

Jednym z mozliwych podejsé do problemu kalkulacji sktadki dla portfela polis
jest ustalenie jej wysokosci na poziomie odpowiedniego kwantyla rozktadu catko-
witej wyptaty w portfelu. Do opisu catkowitej wyptaty w portfelu zwykle stosuje
si¢ model ryzyka kolektywnego. Rozktad wyplaty jest wigc rozktadem ztozonym,
najczgsciej Poissona. W zwigzku z tym czgsto nie jest mozliwe otrzymanie prostej
formuty analitycznej na skladk¢ kwantylowa i stosuje si¢ rézne przyblizenia.

W punkcie drugim opisujemy analizowane dane szkodowe. Dotycza one kata-
strof naturalnych, ktére wystapity w USA w latach 1990-1999. Zbierala je firma
Property Claim Services (PCS). Od 1997 r. notuje ona tylko szkody przekraczajace
25 min USD. W pracy [3] dopasowano proces zagregowanej straty do danych szko-
dowych, ktére sa obcigte z dotu na poziomie 25 min USD. Procesem liczacym szko-
dy byl niejednorodny proces Poissona. Rozwazano tam dwa podejscia. W pierwszym
— bezwarunkowym — ignoruje si¢ istniejace obcigcie i traktuje si¢ obserwowane dane ja-
ko caloéé. W drugim podejsciu bierze si¢ pod uwage obcigcie na poziomie 25 min USD i
uzywa si¢ warunkowych estymatoréw najwigkszej wiarogodnosci, a nastgpnie mo-
dyfikuje si¢ dopasowana do obserwowanych danych funkcj¢ intensywnosci niejed-
norodnego procesu Poissona. Dopasowanie rozkltadéw sprawdzono za pomoca zna-
nych testéw zgodnosci. Najlepiej dopasowanym rozkladem w przypadku warunko-
wym okazal si¢ rozklad Weibulla, ktéry zostat wybrany do naszych analiz. Rozwa-
zamy wigc dwa zestawy parametréw rozkladu Poissona oraz dwie funkcje intensyw-
nosci odpowiadajace bezwarunkowemu i warunkowemu podejsciu.

W punkcie trzecim przedstawiamy podstawowe informacje o modelu ryzyka
kolektywnego oraz najwazniejszych skiadkach dla tego modelu, omawiamy takze
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sktadke kwantylowa. Opisujemy istniejace w literaturze aproksymacje rozkladu
catkowitej wyptaty: rozktadem normalnym oraz przesunigtym rozkladem gamma.
Rozpatrujemy takze proponowane w literaturze przyblizenia sktadki kwantylowej
dla przesunigtego rozktadu gamma.

W punkcie czwartym analizujemy wptyw wyboru podejscia (bezwarunkowe
lub warunkowe) na wysoko$¢ sktadki kwantylowej, a takze na mozliwo$¢ zastoso-
wania rozwazanych aproksymacji i przyblizen. Graficznie przedstawiamy poréw-
nanie sktadki kwantylowej otrzymanej numerycznie dla rozkladu dokladnego z
oszacowaniami otrzymywanymi dla aproksymacji rozktadu catkowitej wyplaty
rozktadem normalnym i przesunigtym rozktadem gamma.

2. Analizowane dane

Dane pochodza od Property Claim Services (PCS), bedacego jednostka Insu-
rance Services Office Inc. (ISO). Opisuja one straty w mieniu ubezpieczonym bg-
dace rezultatem katastrof naturalnych na terenie USA. Analizowane dane dotycza
lat 1990-1999.

Zdarzenie nazywamy katastrofa wtedy, kiedy jest ono bardzo dotkliwe, doty-
czy wielu ubezpieczycieli 1 posiadaczy polis oraz gdy zadania ubezpieczonych
osiagna pewien ustalony poziom. Pierwotnie poziom ten wynosit 5 mln USD. Jed-
nak w wyniku zmieniajacych si¢ warunkéw ekonomicznych w 1997 r. ISO pod-
wyzszylo go do 25 min USD. Na rysunku 1 przedstawiono wykres analizowanych
danych, tzn. wysokosci strat w mieniu ubezpieczonym bedace rezultatem katastrof
naturalnych na terenie USA w latach 1990-1999 po zaktualizowaniu na rok 2000.
Dwie najwigksze straty zdecydowanie odrézniajace si¢ od reszty to znany wszyst-
kim huragan Andrew (1992 r.) oraz trzesienie ziemi Northridge (1994 r.).

Analizujac przedstawione dane, napotykamy problem polegajacy na tym, ze
brak jest informacji o stratach nieprzekraczajacych 25 mln USD po 1997 r. i nie-
przekraczajacych 5 mln USD przed 1997 r. Nie mamy informacji ani o wysokosci
szkéd, ani o ich liczbie ponizej tych progdw.

W pracy [3] analizowano proces zagregowane) straty jako model opisujacy
wysokos¢ strat do chwili ¢. Brano pod uwage tylko dane powyzej 25 min USD
(wspdlne obcigcie dla lat 1990-1999). Proces zagregowanej straty S, dany jest
wzorem:

N
S,=Y)X,, §=0gdyN, =0, (1)

k=1

gdzie N, jest liczba strat do chwili ¢, a ciag X, X, ... opisuje wysokos$ci poszczegol-
nych strat.
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Uaktulanione dane PCS imiliardy USD»

1990 191 1992 1993 19%4 195 1996 1997 1N3 199 2000

Rys. 1. Wykres danych katastroficznych dostarczonych przez PCS, lata 1990-1999

Zrédto: opracowanie wiasne.

Standardowo zakladamy, ze:

a) N, jest procesem liczacym,

b) X,, X,, ... sa zmiennymi o jednakowych rozktadach,

c) zmienne losowe N,, X, X,, ... sa wzajemnie niezalezne.

W pracy [3] rozwazano nastgpujace rozklady szkéd: wyktadniczy, logaryt-
miczno-normalny, uogélniony Pareto, Burra, gamma, Weibulla oraz logarytmicz-
no-stabilny. Przyjeto, ze proces liczacy szkody jest niejednorodnym procesem Pois-
sona z funkcja intensywnosci uwzgledniajaca okresowos$¢ pojawiania si¢ szkdd.
Zmienna losowa S, ma wigc ztozony rozktad Poissona.

Za [3] wprowadzmy teraz oznaczenia:

e F,—dystrybuanta X,

* f,—gestos¢ X,

e  y- wektor parametréw rozkladu,

e H - wysokos$¢ obcigcia dolnego,

» indeksy géme ,,0” i ,,p” odnosza si¢ odpowiednio do obserwowanych (dane nie-
pelne, przypadek bezwarunkowy) i pelnych danych (przypadek warunkowy).
Parametry ¥’ w przypadku bezwarunkowym zostaly wyestymowane metoda

najwiekszej wiarogodnosci (zob. np. [8]). W przypadku warunkowym uzyto wa-
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runkowych estymatoréw najwigkszej wiarogodnosci (ENW), ktére otrzymuje si¢ z
nast¢pujacego wzoru:

R 2 S ()
?w =argmax log| [T —L——1|, 2
Yenw g : D[HI—F}(H)] ()
zob. [5]. Funkcja intensywno$ci A°(¢) niejednorodnego procesu Poissona zostata
wyestymowana poprzez dopasowanie funkcji wartosci Sredniej procesu do zaku-
mulowanej liczby szkéd w kwartalach za pomoca metody najmniejszych kwadra-
téw minimalizujacej biad sredniokwadratowy. W przypadku warunkowym funkcja
intensywnosci A°(¢) zostala okreslona w naturalny sposéb jako:

A (1)

ip(t) = .
1-F, (H)

(3)

Podsumowujac, w analizie danych obcigtych z lewej strony rozwazamy dwa
konkurencyjne podejscia.

Pierwsze podejscie polega na znalezieniu estymatoréw A”(¢) i 72, dla nie-

znanej funkcji A”(¢) 1 parametréw ¥” za pomoca wzoréw (2) i (3) z uzyciem me-
tod optymalizacji numerycznej. Do celéw symulacji straty sa generowane
z rozkladu z parametrami wyestymowanymi z pelnego zbioru danych i uzyty jest
estymator funkcji intensywnosci, takze z pelnego zbioru danych.

Alternatywnym podejsciem jest uzycie estymatora obserwowanej funkcji in-

tensywnosci () i dopasowanie bezwarunkowego rozkladu do obcigtych danych.

Takie podejscie jest czgsto stosowane w praktyce.

Nastepnie w odniesieniu do rozwazanych rozkladéw strat dla przypadku za-
réwno bezwarunkowego, jak i warunkowego zostaly przeprowadzone nieparame-
tryczne testy zgodnosci. Brano pod uwage statystyki Kotmogorowa-Smirnowa,
Kuipera, Andersona-Darlinga i Craméra-von Misesa (zob. [2]). Dobrze dopaso-
wanym rozkladem w przypadku warunkowym okazal si¢ rozklad Weibulla.
W tabeli 1 przedstawiono parametry tego rozktadu dla przypadku warunkowego
i bezwarunkowego. Jak tatwo zauwazy¢, w przypadku warunkowym F(H =
=25 mln USD) wynosi ponad 80%, co informuje o tym, ze mniej niz 1/5 szkéd
jest znana. Wynika z tego, ze nie mozna nie uwzglednia¢ informacji o stratach
ponizej progu 25 mln USD.

W dalszej czesci pracy analizowac bgdziemy oba te przypadki i wplyw ich
wyboru na sktadke ubezpieczyciela oraz mozliwe metody aproksymacji skladki
kwantylowe;j.
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Tabela 1. Wyestymowane parametry oraz F(H) dla rozktadu dopasowanego do danych PCS, A = 25 min USD

Rozktad % F(H) | Przypadek bezwarunkowy | Przypadek warunkowy
Weibull (8,9 o gestosci B 2,8091 - 10° 0,0187
fx(x) =78x"" exp(-Bx"), 3 0,6663 0,2656
x20,B,7>0 F(H) 21,23% 82,12%

Zrédio: opracowanie wiasne.

Do danych o zagregowanej kwartalnej liczbie strat dopasowano funkcjg wartosci
$redniej niejednorodnego procesu Poissona E(N,). Przypomnijmy, ze dla niejedno-

rodnego procesu Poissona E(N,) = Ll(s)ds. Rozwazano funkcje intensywnosci o

postaci A(t) = a + 2bx sin{27(t — )} . Zastosowano metode najmniejszych kwadra-

téw minimalizujaca blad Sredniokwadratowy (MSE). Otrzymano nastgpujace para-
metry: a = 3,8750, b = 1,6840, ¢ = 0,3396, MSE = 18,91. W przypadku jednorodne-
go procesu Poissona (A(f) = A = const), btad sredniokwadratowy MSE = 115,573.

3. Skladka kwantylowa w modelu ryzyka kolektywnego

Sposéb podejscia do problemu modelowania danych obcigtych z dotu wptywa
na wyniki otrzymywane w trakcie dalszych analiz. Szczegdlnie wybér metody im-
plikuje réznice w uzyskiwanych sktadkach.

3.1. Model ryzyka kolektywnego

Zalézmy, ze rozpatrujemy jeden okres (¢t = 1), czyli np. 1 rok. Wtedy proces
zagregowane;j straty redukuje si¢ do modelu ryzyka kolektywnego, w ktérym cal-
kowita (zagregowana) wyplate w portfelu okresla si¢ jako losowa sumg:

S=X,+X,+...+X,, przyczym §=0, gdyN=0, 4)

gdzie zmienna losowa N oznacza liczbg wyplat w portfelu w tym okresie, a X|,
X5, ... sa zmiennymi losowymi opisujacymi wielkosci kolejnych wyplat.
O rozkladzie zmiennej losowej § méwi sig, ze ma rozklad ztozony, ktéry okresla
si¢ przez podanie rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej wyrazajacej liczbg
sktadnikéw sumy oraz rozkladu prawdopodobieinistwa pojedynczego skiadnika su-
my. O modelu ryzyka kolektywnego mozna przeczyta¢ np. w [4; 7; 10; 11].

Oznaczmy przez uy warto$¢ oczekiwang zmiennej S, a przez oy — jej odchylenie
standardowe. Przypomnijmy, ze do scharakteryzowania skosnosci rozktadu uzywa
si¢ wspélczynnika skosnosci danego wzorem:
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. E(S-ES)’
¥ = /”3,3.5 _ ( 3 ) , ©)
Oy Oy

ktéry przyjmuje wartos¢ zero dla rozktadéw symetrycznych, wartosci dodatnie dla
rozkladéw prawoskos$nych, a wartosci ujemne dla rozkladéw lewosko$nych. Na-
tomiast jako miarg¢ grubosci ogonéw mozna stosowaé kurtozg:

Hyg E(S - ES)* _
Vs = ——3= ( y )—3. (6)
O Oy

3.2. Wybrane rodzaje sktadek

Kalkulujac sktadke przeznaczona na pokrycie wyplat (bez uwzglednienia kosz-
téw dzialalnoéci ubezpieczeniowej) za dany okres w modelu ryzyka kolektywnego,
nalezy okresli¢ zmienna losowa opisujaca wielkos¢ catkowitej wyplaty w portfelu
w rozwazanym okresie poprzez okreslenie rozktadéw zmiennych wystepujacych w
modelu oraz wybra¢ zasad¢ wyznaczania skladki (zob. np. [6; 9; 12; 13]).

Do najprostszych i najcze¢éciej stosowanych skladek nalezy skiadka netto réw-
na wartosci oczekiwanej P = py oraz skladki uwzgledniajace zmiennosé S, czyli
sktadka opisana przez zasade wariancji:

P,(a) = u; +ack, a=0, )

i sktadka wynikajaca z zasady odchylenia standardowego, ktdra zalezy zaréwno od
wartosci oczekiwanej catkowite] wyptaty S, jak i od jej odchylenia standardowego:
Py, (b) = ug+bog, b20. (8)

Trudniejsza do wyliczenia jest sktadka wynikajaca z zasady kwantyla, wyraza-
jaca sie wzorem:

Py&)=F;'(1-&)=inf{x: Fs(x)21-€}, &€ (O, ©9)

gdzie Fg(.) oznacza dystrybuant¢ zmiennej losowej S. Oznacza to, ze skladke
kwantylowa (quantile premium) kalkuluje si¢ na poziomie kwantyla rzgdu (1 — ¢)
rozkladu S lacznej wyplaty z portfela, czyli liczby, ktéra taczna warto$¢ wyplat
przekroczy z zadanym (bardzo malym) prawdopodobienstwem &. Zatem prawdo-
podobienstwo poniesienia straty z portfela jest rtéwne z gory ustalonej wartosci ¢:

P(§S > Fy(e))=¢, €€ (0. (10)

Zwykle w praktyce przyjmuje sig, ze £ € (0,001; 0,1), [10].
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Problem z wyliczeniem sktadki kwantylowej w modelu ryzyka kolektywnego
wynika z faktu, iz wyznaczenie prostej analitycznej postaci dystrybuanty zmiennej
S jest w praktyce zagadnieniem trudnym, a czgsto wrecz niemozliwym. W zwiazku
z tym w celu okreslenia rozkladu catkowitej wyplaty stosuje si¢ metody oparte na
wzorach rekurencyjnych, metody symulacyjne, a takze metody przyblizone (zob.
np. [1; 4]). Do wyliczania funkcji odwrotnej do dystrybuanty konieczne jest wiec
czgsto uzycie symulacji komputerowych lub wykorzystanie przyblizen rozktadu §
rozktadami, dla ktérych dystrybuanta jest zadana analitycznie.

3.3. Aproksymacja rozkladu catkowitej wyplaty

W literaturze aktuarialnej najczgsciej rekomenduje si¢ dwie podstawowe meto-
dy aproksymacji rozktadu catkowitej wyptaty w modelu ryzyka kolektywnego
znanym rozkladem, a mianowicie: rozkladem normalnym lub przesuni¢tym roz-
kladem gamma. W zwiazku z tym, Zze rozklad normalny jest symetryczny,
arozklady zagregowanych wyptat przewaznie charakteryzujg sie dosc duzg skos-
noscia, przyjmuje si¢, ze aproksymacj¢ rozkladem normalnym mozna stosowac tyl-
ko wéweczas, gdy skosnos¢ rozkladu jest niewielka [4; 10].

Aproksymacja rozkladem normalnym

Aproksymacja rozktadem normalnym polega na przyblizeniu rozkladu catko-
witej wyptaty S rozkladem normalnym o sredniej yg i odchyleniu standardowym aj,
zob. np. [1; 4]. Zatem aproksymacja ta nic ma wptywu na skladki oparte na pierw-
szych dwéch momentach, natomiast znacznie upraszcza liczenie sktadki kwanty-
lowej. Mozna pokazaé, ze w takim przypadku sktadka kwantylowa wyraza sig
wzorem ([6]):

Pé'""’"(e) = Ug +u,0q, €€ (0;1), an
gdzie u, jest kwantylem rzedu (1 - ¢) standardowego rozktadu normalnego (o sred-

niej zero i wariancji 1) opisanego dystrybuantg ®(.), tzn. u, = ®7'(1-¢€). Mozna

zauwazy¢, ze otrzymana sktadka jest réwna sktadce wynikajacej z zasady odchyle-
nia standardowego z parametrem b = u,.

Aproksymacja przesunietym rozkladem gamma

Poniewaz rozklad catkowitej wyptaty S jest w praktyce zwykle sko$ny prawo-
stronnie, rozklad S czg¢sto aproksymuje si¢ przesunigtym rozkladem gamma o dys-
trybuancie danej wzorem:

G*(xa,f,xy) = F(x—xp;, ), x,a,f>0, (12)

gdzie F(x, &, ) oznacza dystrybuantg rozktadu gamma z parametrami a i §:



313

Fua,pB) = Ir( p t*ePar, x,a, B> 0. (13)

Rozklad zmiennej S aproksymuje si¢ przesunigtym rozktadem gamma
z parametrami x, a, £ takimi, zeby zachodzita réwno$¢ trzech momentéw: wartosci
oczekiwanej, wariancji i trzeciego momentu centralnego (o ile istnieja). Uzyskuje
si¢ wtedy nastgpujace rownania pozwalajace wyliczy¢ szukane parametry:

2.3 2
PG NP S (14
Hys 73 Hyg YOy
5\2
(O-S) o
Xy = fl 2 =y, -2% (15)
° * g * Vs

Zatem jesli zastosujemy przyblizenie rozkladu S przesunigtym rozkladem
gamma, to sktadki wyrazone przez pierwsze dwa momenty nie zmienia si¢, nato-
miast aby wyliczy¢ skladk¢ kwantylowa, musimy rozwiaza¢ jedno z réwnan:

1-G"™ (Ps*;a, B, %) =€ lub 1-F(P* —xp;e, f) = €. (16)

Problemy z wyznaczeniem funkcji odwrotnej do dystrybuanty rozktadu gam-
ma, a co za tym idzie przesunigtego rozkladu gamma, powoduja, ze sktadke kwan-
tylowg oblicza si¢ numerycznie lub tez korzysta si¢ z pewnych przyblizen. Wybra-
ne metody przyblizania skladki kwantylowej dla przesunigtego rozktadu gamma
oméwione zostaly w [10]. Wymienmy tu cztery z nich:

- WHI1 (Wilson-Hilferty):

1 ’
Pgszys+0'5.\/5[( > 3J‘] 1], (17)

—  WH2 (Wilson-Hilferty):

2 3
, -1 -6
PI* = i + 0 (uf + ”‘6 yo + e e 73) (18)

- FCI1 (Fisher-Cornish):

2
P = pg + 0y (ue + ”56 75]. (19)
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— FC2 (Fisher-Cornish):
2 3
u: —1 u. —7u
Pt=u +o.|u +-= 4 £ £ 92 |.
0 = H .s( € 6 Vs 144 s)

Zauwazmy, ze przedstawione przyblizenia odpowiadaja sktadce wynikajacej
z zasady odchylenia standardowego z réznymi wspétczynnikami b.

(20)

4. Zalezno$¢ skladki od wyboru podejscia do analizy danych PCS

Rozpatrzmy model ryzyka kolektywnego, w ktérym rozktad pojedynczej wy-
platy dany jest rozkladem Weibulla, a rozkiad liczby wyplat opisany jest rozkia-
dem Poissona dla kazdego z dwéch wcezesniej opisanych podejs¢. Parametry roz-
ktadu Weibulla dane sa w tab. 1, natomiast parametr intensywnosci A rozktadu Pois-
sona réwny jest 30,875 w przypadku bezwarunkowym i 172,68 w przypadku wa-
runkowym. W zaleznosci od wyboru sposobu podejscia do danych obcigtych
z dotu otrzymamy rézne wysokosci rocznych skladek (dotyczacych wszystkich
strat, réwniez tych ponizej 25 mln USD) - zaréwno sktadki netto, sktadek wynika-
jacych z zasady wariancji i z zasady odchylenia standardowego (zob. tab. 2), jak

réwniez skladki kwantylowej — mozna to zaobserwowac, poréwnujac wykresy na
rysunkach rys. 2airys. 2b.

a) b)
2qn10" gu10°
s St et —— o T AL PR et by Sttt et Aty
iy = - dlas ! o das ‘
2 \ - dla aproksyrmacji rozdadem nomralnym ' dla aproksyrracii razdadem nommalmym |
\ -- dla ji v 45} dia ap ji i v
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4l
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3 2
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- . 2
13 T .-
-
I
12 " . " . 15— PR o T
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Rys. 2. Sktadka kwantylowa: dla S (linia z ,,gwiazdkami’’) otrzymana metoda symulacji
oraz otrzymywana podczas aproksymacji rozktadem normalnym (linia przerywana) i przesunigtym
rozkladem gamma (linia ciagla) w odniesieniu do przypadku bezwarunkowego (a)
i przypadku warunkowego (b)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Tabela 2. Wysoko$¢ sktadki netto oraz skladek wynikajacych z zasady wariancji
i odchylenia standardowego dla modelu ryzyka kolektywnego dopasowanego
do danych PCS w odniesieniu do przypadku bezwarunkowego i warunkowego

Skiadka roczna Przypadek bezwarunkowy Przypadek warunkowy

P 88151 -10° 9,3993 - 10°

Pa) 8.8151 - 10° + a - 8,5531 - 10" | 9,3993 - 10° +a - 2,6602 - 10"
Pyp(b) 8,8151 - 10° + b-29246 - 10° [9,3993-10°+b-5,1577 - 10°

Zrédto: opracowanie wlasne.

Co wigcej, sposob podejscia do niepelnych danych znacznie wplywa za-
rowno na mozliwos¢ zastosowania aproksymacji rozkladu S catkowitej wypta-
ty, jak i na jakos¢ aproksymacji. Poniewaz podstawowym kryterium wyboru
aproksymacji jest skosnosc i kurtoza, a doktadnie stosunek kurtozy do kwadratu
skos$nosci, w tab. 3 podano wartosci tych charakterystyk. Latwo zauwazy¢, ze
rozpatrywane przypadki maja zupetnie inny charakter. W przypadku bezwarun-
kowym skos$no$¢, mimo ze nie jest bliska zeru (co wyklucza aproksymacje¢ roz-
kladem normalnym), jest mniejsza od 1, a stosunek kurtozy do kwadratu skos-
nosci nie rézni si¢ znaczaco od 1,5 - takie wyniki sugeruja, ze mozna zastoso-
wac aproksymacj¢ przesunigtym rozktadem gamma (zob. [4; 10]). Natomiast w
przypadku warunkowym na pewno nie mozna przybliza¢ catkowitej wyplaty
rozktadem normalnym, a podczas aproksymacji przesunig¢tym rozkladem gam-
ma nalezy zachowa¢ duza ostroznos$¢ przy interpretacji wynikéw, gdyz skos-
nos¢ jest duzo wieksza od 1 i stosunek kurtozy do kwadratu skosnosci odbiega
od 1,5 (tab. 3).

Tabela 3. Sko$nosé, kurtoza oraz stosunek skosnosci do kwadratu kurtozy
dla rozktadu catkowitej wyptaty S w odniesieniu do modelu ryzyka kolektywnego
dopasowanego do danych PCS dla przypadku bezwarunkowego i warunkowego

Parametr Przypadek bezwarunkowy Przypadek warunkowy
Skosnos¢ 0,6415 3,4329
Kurtoza 0,6491 40,0097
Kurtoza/skosnoéé 1,5772 3,3950

Zrédio: opracowanie wiasne.

Na podstawie uzyskanych charakterystyk w obu rozpatrywanych przypadkach
przyblizyliSmy rozklad calkowitej wyplaty przesunigtym rozktadem gamma (pa-
rametry xo, «, f# dopasowanego rozktadu dane sa w tab. 4), a nastgpnie poréwnali-
$my wartosci skladki kwantylowej dla § z warto$ciami otrzymywanymi przy
aproksymacji rozktadu § przesunigtym rozkladem gamma, a takze rozktadem nor-
malnym dla € € (0,001; 0,1} .
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Tabela 4. Parametry przesunigtego rozktadu gamma aproksymujacego rozklad
catkowitej wyplaty S dla modelu ryzyka kolektywnego dopasowanego do danych PCS
w odniesieniu do przypadku bezwarunkowego i warunkowego

Parametr Przypadek bezwarunkowy Przypadek warunkowy
a 9,7195 0,3394
B 1,0660 - 10° 1,1296 - 10°"°
X -3,0256 - 10° 6,3945 - 10°

Zrédto: opracowanie wlasne.

Wykresy przedstawione na rys. 2a potwierdzaja stusznosé decyzji o zastoso-
waniu aproksymacji przesuni¢tym rozkladem gamma w przypadku bezwarunko-
wym, gdyz sktadka kwantylowa przy tej aproksymacji pokrywa si¢ ze sktadka dla
S, natomiast sktadka otrzymana przy aproksymacji rozktadem normalnym odbiega
od skiadki dla S (bledy uzyskiwane przy zastosowanych przyblizeniach dane sa w
tab. 5). W podejsciu warunkowym otrzymujemy, zgodnie z oczekiwaniami, nieco
inne wyniki — zob. rys. 2b. Aproksymacja rozktadem normalnym daje zte wyniki,
réwniez aproksymacja przesunigtym rozkladem gamma powoduje, iz wyliczana
skladka kwantylowa rézni si¢ od sktadki kwantylowej dla S, szczegélnie dla ¢ leza-
cych na $rodku rozwazanego przedziatu.

Bledy otrzymane podczas liczenia sktadki kwantylowej przy aproksymacji roz-
ktadu catkowitej wyptaty rozktadem normalnym i przesunigtym rozkladem gamma
przedstawione zostaly w tab. 5. Ponadto zamieszczono w niej réwniez bigdy po-
pelnione po zastosowaniu analitycznych formut (17)-(20).

Tabela 5. Bledy (w %) otrzymane podczas liczenia sktadki kwantylowej dla aproksymacji rozktadu
catkowitej wyplaty rozkladem normalnym oraz przesuni¢tym rozkladem gamma,
a takze przy zastosowaniu formut analitycznych dla przypadku bezwarunkowego i warunkowego

£

Aproksymacja 0,001 0,005 0,01 0,05 0.1
>, | normalnym 13,85 9,81 7,92 3,33 1,12

% g przesuni¢tym gamma 0,64 0,07 -0,08 -0,06 -0,01
£ ‘5 WHI 0,50 0,10 -0,04 0,02 0,04
E‘ g WH?2 0,36 -0,01 0,12 -0,01 0,02
Ay [FCI 0,95 0,09 0,21 -0,45 -0,46
“° |'rc2 0,63 0,14 -0,03 -0,03 -0,02
normalnym 48,92 32,24 24,07 2,98 -6,03
% ¥ | przesunigtym gamma 1,70 -8,36 -10,10 —6,26 0,18
% % WH1 -0,96 -7,85 -8,47 -3,20 2,34
22 | WH2 -14,38 -20,17 -19,40 -7,78 2,23
&~ 3 [FCl —1,93 | -1742 | 2213 | -2433 | -18,59
FC2 8,64 -16,24 -16,60 -8,15 0,60

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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5. Podsumowanie

Na przyktadzie modelu ryzyka kolektywnego dopasowanego do danych PSC

pokazano, ze sposéb podejscia do danych obcigtych z dotlu wplywa na wartosci
sktadek zaréwno prostych opartych na pierwszych dwéch momentach, jak i na
sktadk¢ kwantylowa. W pracy zilustrowano ponadto, Ze wyboér pomigdzy przypad-
kiem bezwarunkowym a warunkowym moze implikowaé koniecznos¢ innego spoj-
rzenia na aproksymacje rozktadu catkowitej wyplaty i ich jakos¢.
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QUANTILE PREMIUM IN THE COLLECTIVE RISK MODEL
WITH LEFT-TRUNCATED LOSS DISTRIBUTIONS

Summary

In the paper we discuss the quantile premium in the collective risk model framework. The model

is fitted to incomplete insurance data. We study the influence of ignoring the threshold on the pre-
mium and the quality of various approximations presented in the literature.
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