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WSTEP

Zainteresowanie zachowaniem sie iteraoji odwzorowania
mierzalnego Y na przestrzeni mierzalne]j (topologioznej) X
zrodzilo sie z potrzeb mechaniki klasycznej; Odwzorowania
takie opisywaé moga bez mata kaw“de zjawisko fizyozne wzwigzane
2z ruchem czgstek w przestruzeni, 2 zainteresowan tych zrodzily
si¢ pod koniec XIX w, dwie dziedziny matematyki, u podstaw
ktérych lezg klasyczne dziela G.D.Birkhoffa i II,Poincarégo :
teoria ergodyczna i dynamika topologiozna,

Na jwaznie jsze twierdzenia teorii ergodycznej dotyocza
zbieznoéci oraz Sredniej zbieznosdeci iteracji W' odwzorowania
zachowujgcego miare¢ na przestrzenl miarowej X, w réznych
topologiach, Rozpatruje sie tes modele niedeterministyczne,
opisywane przez procesy stochastyczne, Podstawowymi pojgcoiami
dla toJ galezl teorii sg operator stochastyczny i operator Markowe

Dynamika topologiczna zajmuje sie pélgrupami odwzorowan
cigglych na przestrzeni topologioénej X, Bada sie tu migdzy
innymi zagadnienie cze¢stos$ci odwiedzania ustalonego obszaru
przoz trajoktorie zadanogo punktu, Definiuje sig¢ rdéznego typu
punkty powracajgce, WaZng klase modeli ogdélnej dynamiki topolo-
gicznej tworzg tzw., systemy symboliczne, definiowane jako
pélgrupa przesunieé na zbiorze ciggbw jednostronnie lub dwu-
stronnie nieskoldiczonych, o wartos$ciach w zbiorze skoliczonym,

Usobno rozwija si¢ teoria gladkioh systeméw dynamicznyoch,
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zwigzana z teorig ukladéw réwnah rézniozkowyoh, Ogniwo lgozgoe
ogélng dynamike topologilczng z powyzszg jej galezig stanowig
systeny dynamioczne na rozmaitos$ciach topologioznych,

Ninie jsza praoca dotyczy odwzorowai cigglych na przoestrze-
niach topologiloznych, a wiec zagaduienia.leZQGego u podstaw

obu teorii,.

Jedli P jest dowolnym odwzorowaniem ciggiym na przestrzeni
X, opisujgcym ruch czgstek, to na ogél, blisko siebie lezgoce
czgstki, po diuzszym czasie znacznie si¢ oddalajg. W modelach
takich niewlelki blgd w pomitrze potozenia poozgtkowego dane]
czgstki powoduje znaczny blqd,w przewidywaniach, oo do:bj
polozenia w przyszlosdci. Je$li iteracje ?n stanowig rodzine
jednakowo jednostajnie oiaglg, to stabilno$é ukiadu dynamioz-
nego w powyzszym sensie jest zapewniona, Odwzorowanie ¢ nosi
wtedy nazwe mocno prawie okresowego., Od niedawna bada sie tez
przypadek, gdy Y spelnia slabszy warunek (tzw. slabg prawie
okresowoéé), polegajgoy na tym, ze wszystkie odwzorowania
granioczne oiggu iteracji w1 sa olagte.

Pojgoia mocnej i sitabej prawie okresowo$oi zostaly
wprowadzone przez K,Jacobsa dla operatoréw Markowa, a nastepnie
badane przez M.Rosenblatta i R.Sine‘a, ktéry zastosowal je
do odwzorowan cigglych. W tym ostatnim ujeciu siaba prawvie
okresowoéé jest tematem dwéch prac Montgomery’ego, Sine‘a i

Thomasa ([M.-S.—T.1] i [M.—S.-T.2]>.

Jak dotgd nie istnieje zadne ogdélne kryterium pozwalajgce

rozstrzygaé o slabej prawie okresowo$ci odwzorowania oigglego.
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W przykladach stosowano w tym celu najrozmaitsze, indywidualne

metody.,

Praca ta ma na celu zebranie i uzupeilnienie wszystkiego
co wiadomo o odwzorowaniach slabo prawle okresowyoch na przestrze-
niaclh zwartych, Sklada sie¢ ona z trzech rozdziaitdédw i krdtkiego
Uzupeinienia.

Rozdzial I dotyozy operatordéw Markowa na C(X). Podane Sa
tam wszystkie definioje i1 znane twierdzenia, ktére beds
wykorzystane w dalszej ozeS$ci pracy dla systeméw deterministy-
oznych., W §3 tego rozdziaiu podana jost definicja siabej prawie
okresowos$ci, Dowodzi sie tam rdéuniez kilku twierdzen dotyczgcyoch
wlasno$oi spektralnych slabo prawie okresowych operatoréw
Marlkoua,

Rozdzial IT pod$wiecocony jest ogélnemu_przypadkowi odwzoro-
wania slabo prawie okresowego na przestrzeni zwartej. W 85
zebrane sg najwaznie jsze znane twierdzenia dotyczgce zaohowania
si¢ takich odwzorowan na centrum, Badaniu zbioru punktéw powra-
cajgcych podwiecony jest §6. Udowodniono tam miedzy innymi, ze
w pewnych waznych przypadkach zbiér ten pokrywa sie z centrum,
Vykazano tez, Ze zbidr ten jest gesty w X wtedy i tylko wtedy,
gdy (X,?) jest systemem konserwatywnym, Wyjad$nieniu istotnoéoi
zalozed w twierdzeniach z §6 stuzy §7. Na jego wstepie udowod-
niony jest lemat stanowlgoy cz¢$é wspblng wigkszo$ci rozumowan
stosowanych do wykazania slabej prawie okresowosci odwzorowan,
Dalej nastepujs przyklady, z ktérych najwazniejszy wykazuje, Ze
zbidbr punktéw powracajgcych dla systemédw slabo prawle okresowych

nie zZausze pokrywa sie 2 centrum, (Gléwne wyniki §86 i 7
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przyjete zostaly do druku w Colloquium Mathema tioum (D)JPJ)).

VUreszoie rozdziat III dotyczy waznego, szczegblnego
przypadku, gdy X jest rozmaitoﬁoiq topologiczng zwartg. Dla
odcinka i okregu udowodniona zostaje tam pelna charakteryzaoja
odwzorowan stabo prawie okresowych, Dalej zacytowane Jjest
na jnowsze twierdzenie Montgomery‘ego, Sine‘a i Thomasa opisu-
Jaoce zachowanie si¢ takiego odwzorowania na centrum, gdy X
jest rozmaitosoig dwuwymiarowg. Rozdzial ten zamyka dowdd
twierdzenia (bgdqcegé odpowiedzig na pytanie tych trzech
uutoréw), z ktdérego wnioskiom jést, zo faktyoznle istnieje
jedyny stabo prawie okresowy system na zwartej rozmaitosoci
dvuwymiarowej X taki, Zze X jest orbita Jjednego punktu. Stanowi
go niewspdélmierny obrét torusa., Wraz z twierdzeniem podanym w
Uzupelnieniu oznacza to, ze jedyng pélgrupag monotetyczng zwartsg,
bedgcg Jjako przestrzen topologiozna, rozmaito$cig dwuwymiarowsg,
jest'grupa obrotéw torusa.

Oprécz przykladéw w §7 praca na biézqco ilustrowana Jjest
standardowymi, a takze mniej znanymi przyktadami dotyozaoymi
wazniejszych definicji i twierdzen.

Niektére fregmenty rozumowall opatrzono rysunkami, Nalezy
jednak traktowaé je wylgcznie pomooniczo; nie majg one na
celu zastepowaé argumentacji.

Na biezgco, w poszozegélnych paragrafach sformulowano

tez kilka pytan otwartych.



Cheiaibym wyrazié podzigkowanie wszystkim tym, ktdérzy
!
pomagali mi w przygotowaniu tej pracy, a szczegdlnie
prof, J.,J.Charatonikowi, prof. R.Dudzie, doc. A.Iwanikowi

i prof. Cz.Ryll - Nardzewskiemu, za konsultacje, z ktérych

wiele skorzystailem,



ROZDZIAL I

OPERATORY MARKOWA NA C(X)

§1, Podstawowe definicje i twierdzenia

Niech X oznacza zwartg przestrzen Hausdorffa, a«i}»d—oialo
zbiordw borelowskich na X, Przez B(X) oznaczaé bedziemy
przestrzen wszystkich zespolonych funkeji borelowskich, ogra-
niczonych na X, a przez C(X) - jej podprzestrzeni skladajgos
si¢ ze wszystkich funkoji cigglych., Przestrzei spfzeZonq do
C(X) mozemy utozsamiaé z przestrzenig M(X) wszystkioh zespolonych
miar Radona na X, Przez P(X) oznacza¢ bedziemy podzbidr wypukly

przoestrzeni M(X) skladajgcy si¢ z miar probabilistycznych.

Operator liniowy T : C(X)— C(X) nazywamy marlkowskim
(lub operatorem Markowa), jeséli speilnia on nastepujgce dwa
warunki :

T 0 , gdy £ 2 O (nieujemnoéé)

T

]
-
-

gdzie 1 oznacza funkoje¢ tozsamo$ciowo réwnag 1 na X, O0d tej
pory T oznaczaé bedzie zawsze operator markowski na C(X).

Z powyzszych warunkéw wynika, ze T jest kontrakcjg w normie



supremum na C(X), Operator sprzezony T" przeprowadza P(X) w

P(X), zatem, dla dowolnej funkoji f € C(X), mamy
* %
Tr(x) =T , d p=(f , T'd )= fxf ar’d_
Rodzine¢ miar T*d; oznaocza sie oczesto przez p(x,-).

Funkoja dwuargumentowa p : X “(5k —9{b,1] spélnia przy tym

naste¢pujagce warunki:

dla ustalonego x € X p(x,-) Jjest probabilistyozna miarg

Radona na agx.

dla ustalonego A.ecék p(-,A) Jest funkojg borelowsksg na X,

Z drugiej wlasno$ol wynika, ze operator T przediuzyé mozna na

B(X) wzorem

Tf (x) = fx £(y) p(x,ay),

Przediuzenie to pokrywa sie z operatorem T”*\B(X).

Funkoje f € c(x) nazywvamy T-niezmienniozg, jesli Tf = f,

Zbidér wszystkich funkeji T-niezmienniczych oznaczaé bedziemy
przez CT(X). Z definiocji operatora markowskiego wynika, ze

do CT(X) nalezg wszystkie funkcje state, Tam, gdzie nie
prowadzi to do nieporozumieri, pomijaé bedziemy przedrostek
"T-", piszgac jedynie "funkoja niezmiennioza", Te¢ samg konwenoJje
stosowaé¢ bedziemy przy wielu innych wlasno$ciach, zaznaczajgo

to w definicji umieszczeniem przedrostka "T-" w nawilasie.



I tak miare Me M(X) nazywaé bedziemy (T-)niezmienniozas, jesli

TTM = Mo Zbiér wszystkich probabilistyoznych miar (prawdopo-
dobieﬁstw) niezmienniozych oznaczadé bedziemy przez PT(X).

Z twierdzenia Markowa-Kakutaniego wynika, zZe PT(X) jest zbiorem
niepustym, Ponadto wiadomo, Ze zbidr ten jest x¥-siabo zwarty

i wypukily,

Centrum operatora T nazywamy domkniecie sumy noénikéw
topologicznych wszystkich miar =z PT(X) i oznaoczaé je bedzilemy
przez MT' Pojecie to ma podstawowe znaoczenie w dalszej czeSoi
tej praocy.

Zbidér domkniety, niepusty F € X nazywamy (T—)niezmienniozym,

jesli supp T*d; C F dla kazdego x € F (suppﬂ oznaoza nodnik
topologiczny miary’ﬂ). latwo dowodzi sieg, ze domknigty, niepusty

zbiér F jest minimalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla f e c(X)
(%) flFP=0= Tf|F =0
Mozna wtedy zdefiniowaé operator TF na C(F) wzorem

Tpa(x) = fF g(v) p(x , dy) = Jx g(y) p(x , ay),(x € F)

Inaczej méwigo, niezaleznie od przediuzenia funkoji g € C(F)do
funkeji ge C(X), Tpe = Tg|F. Ze wzoru (¥ wynika, Ze noéniki
miar z»PT(X) oraz centrum MT sg zblorami niezmienniozymi, Zbiér

niezmienniowy I nazywamy (T-)minimalnym, jJesli nie zawiera on

wladociwych podzbioréw niezmienniczyoch, Z lematu Kuratowskiego -
Zorna wynika, ze kazdy zbiér niezmienniozy zawiera podzbidér

minimalny. Z poprzednich uwag mozna wywnloskowaé, ze kazdy



zbiér minimalny jest nos$nikiem pewnej miary =z PT(X), stgd

kazdy zbiér minimalny jest zawarty w centrum,

Operator T nazywa sie nieppzzpiedlny, jedli X jest zbiorem
T-minimalnym. Oczywisdcie, F jest zbiorem minimalnym wtedy i
tylko wtedy, gdy TF Jest operatorem nieprzywiedlnym,

Operator T nazywamy jednostajnie stabilnym (mocno ergody=

cznym), jesli dia kazdej funkoji f & C(X) ciag fn = }!1'212;(1) ka
jost zbilezny Jjodnostajnie. Z ogélnych twierdzen teorii ergody-
ozneJj wynika, ze réwnowaznie wystarozy zgdaé, aby oigg fn byl
zbiezny punktowo do funkeji ciagle] (np. [S.H.H.]). Moona
operatowa granica A = lim -:-’-ZE;& Tk Jest wtedy rzutowaniem

na Cp(X). R.Sine udovodniz (Cor. 2.3. w [S.R.1]), ze do jedno-
stajnej stabilnodci operatora T potrzeba i wystarcza, aby funkoje
% CT(X) rozdzielaly miary =z PT(X). (Miary Z PT(X) rozdzioclajg
funkcje =z CT(X) dla dowolnego operatora T). W tym samym twierdze-

niu dowodzi sie¢ tezn, Ze

dla operatora jednostajnie stabilnego T zbiory minimalne

pokrywaja sie z nos$nikami miar ekstremalnyoh‘z PT(X).

Poniewaz, na mooy twierdzenia Kreina - Milmana, centrum Jjest
domknieciem sumy nod$nikdéw miar ekstremalnych =z PT(X), wiec
dla operatoréw jednostajnie stabilnych centrum pokrywa sie¢ z
domknig¢ciem sumy zbioréw minimalnych, Warunek ten nie jest
jednak wystarczajgcy do jednostajnej stabilno$oi (patrz

Przyklad 1.2., zob,., tez Przyklad.4.1.).



Przyklad 1.1, Niech X bedzie zbiorem zwartym, przeliozalnym

(lub skoﬁozonym). Wtedy operatory Markowa na C(X) mozemy
utozsamiaé z macierzami stochastyocznymi [Px yJ’ gdzie
?
Px . p(x,{y}) Jest prawdopodobilenistwem przej$cia ze stanu
?

x do stanu y .., Odpowiadajgacy takiemu operatorowi prooces

(patrz §2) nazywa sie lalicuchem Markowa,

Przyklad 1.2, Symetryczny spacer losowy na liozbach

naturalnych, Nieoch X = N v {-w,w} i niech

Py = 1/2 , egdy |x - y|

]
Qs

1+

1 , 8y x=1y =

0O poza tym

fix + 1) + f£f(x - 1)

Wtedy Tf(x) = >

Jedynyyiii zbiorami minimalnymi sg {-w}.i{w}, Jedyne ekstremalne
prawvdopodobieiistwa niezmiennicze to JLm i d; , mimo to T nie
Jest jednostajnie stabilny, gdyz, Jjak nietrudno dbwieéé,

CT(X) sklada sie tu wylgoznie z funkcjli statych, a te uie
rozdzielajg miar niezmienniozyoch. Je$li jednak za X przyjaé
jednopunktowe‘uzwarcenie zbioru N, to analogiozny operator

oka%z: sie jednostajnie stabilny,., Do przykladu tego powrdécimy
jeszoze przy omawianiu konserwatywno$oci i slabej prawie

okresowo$oi,

Przykiad 1.3, Niech Y : X > X bedzie odwzorowaniem ciggiym,

Wtedy operator T = Ty na C(X) okre$lony wzorem Tf(x) = f(?(x”



jest markowski, Mamy teraz: p(x, ) = J?(x) . Operator taki

nazywa si¢ deterministvyczny (lub indukowany punktowo).

Operatorom deterministycznym posdwiecona jest zasadnioza ozgéé

tej pracy (patrz §h).

Oprécz cytowanych prao ogbélng teoria operatordéw Markowa
za jmowano sig miedzy immymi w [J.B.], [J.-s.2], [s.R.3],
[F.S.R], [R.M,] . Na niektére podstawowe wyniki z tych prac

powolywaé sie bedziemy w nastepnych paragrafaoch,

§2, Konserwatywno$é

Znane twierdzenle Yonescu - Tuloe 'éw gwarantuje, dla
kazdego operatora markowskiego T, istnlienle procesu markowskilego
%n (z czasem dyskretnym), okreslonego na SZ::XN, o wartosciaoch
w X, takiego ze gn(m) =x dla w= (xo,x1,x2, css) € 8

Warto dodaé, ze rozklady skonlozenie wymiarowe w ﬁym proocesie

sg nastepujgoe:

an {§° € Ao’ g1 € A1’ ""En € An} = d;r‘. (Ao) JA4 p(xo,dx1)

J;z p(x1,dx2) .’.jAn p(xn-ﬂdxn)'

gdzie A ,A , ...,A € &L.,. Miara P na S opisuje zachowanie
o 1 n X Xo
si¢ procesu pod warunkiem, ze startuje on ze stanu X
Mozna zatem formulowaé zagadnienia zwigzane z zachowaniem

sle trajektorii. I tak dla ustalonego zbioru borelowskiego



A ¢ X prawdopodobiefstwo Px zbioru tych trajektorii, ktére

odwiedzajaq zbiér A wynosi, jak udowodniono w [S.R.3]

Pxo{w 24, g, (we A} = 1(a)(x)

gdzie 1(A) = 1(1A) Jest tzw, funkoja Br#inela funkoji
charakterystyoznej 140 Je$li g € B(X), to i(g) jest zdefinio-
wana jako najmniejsza funkcja h majdryzujqoa g,kdla ktére ]
Th ¢ h (podniezmienniczoéé). Podobnie, prawdopodobienstwo
zbioru tych trajektorii, ktére startujac z x odwiedzaja zbiér
A nieskohiozenie wiele razy wynosi j(A), gdzie funkoje j(g)

definiuje sie dla g € B(X) jako lim'Tni(g). Niech

& = {g e B(X) : 0¢g <1, g - dolnie pbtoiagta, TnglO}

Brzegiem Foguela operatora T nazywamy zbidr FT = r]{g = 0}
po ge(i..W'[S.R.BJ dowodzi si¢, Ze brzeg Foguela jest

niepustym 2zbiorem niezmiennioczym, oraz, Ze
Fp = [1{f = 0} po £ e C(X) takich, ze j(£) = o.

0 wadze pojecia brzegu Foguela decyduje twierdzenie Sine’a

(Tw. 17 W [S.R.B], zob, tex [J.-S.2]), 2z ktérego wynika, ze

gdy X jest przestrzenig metryzowalng, to dla kazdego

x € X Px - prawie kazda trajektoria Jjest zbiezna do ETf
Operator T nazywa sig konserwatywny, jes$li F. = X,

T
Operatory konserwatywne badane byly m, in, w [F.S.R.],

[B.W.1], [B.W.z]. Dla nas istotny bedzie fakt udowodniony w



[F.s.n.] :

Je$li T jest konserwatywny, g jest dolnie pbioiggis

funkojg podniezmienniozg, to Tg = g Poza zbiorem I kategorii,

(w [F.S.R;] zaklada sie, ze X jest metryzowalna, Jjednak
powyzszy fakt jest prawdziwy rdéwniez bez tego zaloZenia).
Powréémy teraz na chwile do Przykladu 1.2, symetrycznego
spaceru losowego na liczbach naturalnych, Kazda funkocja g
podniezmiennioza, a wi¢c taka, %e dla dowolnego n € N
g(n) > 1/2(lg(n +1 + gn - 1), ma te wtasnosé, ze jeJ
wykres lezy ponizej kazdej prostej lgczgcej dwa sgsiednie Jjeso
punkty, Widaé wigo, #%e Jjedynie funkcje state na N, sposréd
podniezmienniczyoh, sé ograniozone, Aby Tnglo, g musi wiec byé
funkcjg zerujgcg si¢ na N, Niezaleznie od tego, jakie uzwarcenie
zbioru N przyjmiemy za X (zawsze dla x € X\N T“d& = d;), to
Jedyng funkocjg nieujemnsg, dolnie péloigglg, zerujace sie na N
jest funkcja tozsamosSciowo réwna zeru na X, Tak wiec we

ﬁszystkioh tych przypadkach ET =X 1 T jest konserwatywny,

83. Siaba (moona) prawvie okresowos$é

Niech ST oznacza domknigcie w siabej operatorowej
topologii rodziny {Tn t n o= 1,2, ...} poteg operatora T, Jesli
ST jest zwarta w slabe] (moonej) operatorowej topologii, to

operator T nazywamy stabo (mocno) prawie okresowym (w skréoie

S.P.0. (m.p.o.)). Dla kazdej funkoji £ € C(X) rodzina
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{Tnf i n=1,2, ..;;—Jest zwarta w topologii zbieznosoci
punktowej, wieo i w slabej. Réwnowaznie mozna zatem powiedzieé,
ze operator T jest siabo prawie okresowy, jes$li dla kazdej
funkcji f € C(X) domkniecie rodziny {Tnf;n = 1,2, ...} nie
zawlera funkoji nieciggtych, T jest mocno prawle okresowy,
je$li dla kazdej f ¢ C(X) {Tnf;n = 1,2, ..,} Jest rodzina
funkcji Jjednakowo ciagitych. ZauwaZmy,‘Ze staba (a wieo 1 moona)
prawie okresowo$é operatora T implikuje, ze ST Jest przemienng
pélgrupa operatoréw, Bez tego zalozenia przemienno$é w ST moze
nie zachodzié; pokazemy oo wiecej, Ze przy pewnych dodatkowych
zalozenliach slaba prawie okresowo$é T i przemiennoséé Sp sa
wzajemnie réwnowazne (Lemat 7.1). Rézne réwnowazne definioje
slabe j (mocnej) prawie okresowo$ci znaleZ¢é mozna w [J.K.].

W [J.-S.1] udowodniono tez, zZe

ze slabej prawie okresowos$oi-operatora T wynika Jego

jednostajna stabilno$é,

Dla s.p.o. operatoréw wazng wiasnofocig jest istnienie

tzw, rozkladu de leeuw - Glicksberga, Doﬁodzi sie mianowicie

([x.3.], [dL.-G.]), ze je$li T jest s.p.o., to kazda funkoja

£ e C(X) jest postaci £ = Ef + (I - E)f, gdzie E € Sp Jest
rzutowaniem na 01(T) - podprzestrzen domknietag C(X) rozpleta

na funkcjach wlasnyoh operatora T, odpowiadajgoych warto$ciom
wlasnym o module 1, za$ (I - E) (nie koniecznie element =z ST)
jJest rzutowaniem na CO(T) - podprzestrzeil domknieta C(X)
sktadajgcg si¢ ze wszystkioch funkecji g takich, ze ST(g) zawlera

funkcje¢ tozsamodoiowo réwng zZeru. W dowodzie twierdzenia
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de Leeuw - Glicksberga operator E uzyskuje sie jako jednosé
grupy, Jjakg stanowi jedyny ideal minimalny (obustronny) KT

w S;.. Oczywisoie KT = EST. Jako zastosowanie powyzszych

faktéw udowodnimy teraz kilka twierdzeil wyjaéniajgoych zaleznoéoci
miedzy punktowym spektrum peryferyjnym Uﬁ(T) operatora T
(wartoéoi wlasne o module 1), a dzialaniem T na zbiorach
minimalnych 1 strukturg grupy KT.

Uvaga, Badaniem wlasno$ci spektralnyoh operatoréw na
kratach Banacha =zajmowal sie¢ H,H,Schaefer ([S.H.H.]) .
Twierdzenie 5.2 w rozdz., V méwi, ze Jjesdli T jest nieprzywiedlnym
operatorem Markowa na C(X), to GP(T) jest podgrups kola i
krotnoéé kazdej wartofol wlasnej A € dp(T) (wymiar przestrzeni
wlasnej) wynosi 1.,Ponizsze twierdzenie wigze si¢ tez 2z
Tw. 105 w rozdz, III, [S,H.H,] (Twierdzenie Halmosa -
von Neumanna), w ktérym zamiast s,p.o. zaklada sie, ze ST Jest

ograniozona oraz, %Ze C1(T) = C(X) (T Jjest wtedy deterministyczny)

Twierdzenie 3.1, Niech T bedzie nieprzywiédlnym, slabo

prawle okresowym operatorem markowskim na C(X). Wtedy peryfery]j-
’ A
ne spektrum punktowe dp(T) Jest izomorfioczne z grupg KT dualng

do ideaiu minimalnego KT w ST'

Dowéd. Niech A€ dp(T). Dla kazdeJj funkocji f, € C(X) takiej,
ze Tf), = Af, mamy Tan = A"f, 1 jJe$11i U € Sp, to istnieje
%U’ '%U| = 1 taka ze Uf), = DYFK' Warto$éé KU nle zalezy od

wyboru funkecji fy ., Niech odwzorowanie 9(;\ : S’l‘ — [
(F = {7\5 C : '?\, = 1}) okre$lone bedzie wzorem X;\(U) = ?\U



7& Jest ociggle w slabej operatorowej topologii oraz

?(A(UV) = X%(U)'X%(V) dla dowolnych U,V & ST' Tak wigoc odwzoro-
wania 'XQ‘ ()\e (j'p(T)) sg charakterami ma KT. Ponadto przyporzgdko-
wanie %"99\Jest, Jak latwo sprawdzié, réznowartosciowym
homomorfizmem z Gﬁ(T) W ﬁT‘ Niech U # V,' U,V & Kn. Poniewaz
U=UB, V= VE, wig¢o istnieje funkcja f € C1(T) taka, ze

Uf # Vf, Istnieje zatem tez funkcja wltasna fao o tej same]
wlasnosci, Tak wieo, ?‘Uf" # ?\vi‘;‘ , & co za tym idzie X)\(U) P XA(V).
Wykorzystanie faktu, Ze dla grup zwartych jedyng podgrupg

grupy dualnej rozdzielajgcg punkty jest cala grupa dualna

(np. [}L-JIJ) , koheczy dowédd twierdzenia,

Twierdzenie 3.2. Dla jednostagjnie stabilnego operatora

markowskiego T na CCX) mamy
T) = T
6,(0) = UG, ()

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich zbiorach minimalnych
F ¢ X, Krotnoéé wartodci wtasnej ) EGP(T) jest réwna ilosoi

tyoh zbioréw minimalnych F, ze A€ G;CTF).

Dowdd, Jesli A\ € GP(T) , to istnieje £y € C(X) taka, ze
f) # 0 i Tfy =Af, . Zbibr -{l fal = | fp\ll} jest niezmienniczy, .
zawiera wiec pewien podzbiér minimalny F, Przeto %€EG£CTF),
<Dotqd.nie korzystalidmy z zalozenia jednostagjne] stabilnoéoi).
Na odwrét, dla )\6[‘ zdefiniujmy operator liniowy Ta na c(x)
1

wzorem T) = X T, Z twierdzen ergodyoznych wynika istnienie

| ‘ _ 1<on-1 k
mocnej operatorowej granioy A, = lim n§;k=0 Tan



Niech A€l bedzie wartoScig wlasng operatora T gdzie F Jest

F’
pewnym zbiorem T-minimalnym, i niech f, € c(r) b@dzié odpowiada=~
Jaca JjeJj funkcJjg wlasng (niezerowa) . Mozna rozszerzyé f, do

f, € C(X). Wtedy £ = AzTy speinia Tf = Af, £|F = £, £ O.

Dowodzi to, ze AE G’p(’l‘). Ostatnia cze$é tezy wynika teraz =z

cytowanego juz Tw, 5.2 w [S.H.HJ -

Niech teraz T bedzie operatorem s,.,p.o. na X. Jesli F jest
zbiorem niezmienniczym, to przez KTlF oznaozmy grupe¢ operatordéw
{UF : U € KT}. Z drugieJ strony Ty Jjest réwniez operatorem
s.p.o., wieo w péigrupie Sy|F = {Uy : U e Sp} istnieje
jedyny ideal minimalny., fatwo sprawdzié, Ze jest on rdwny
‘KTlF, i Zze jego Jjednos$cig jest EF. Ma jgo dany oharakteerﬁ na
KTIF mozna zdefiniowaé charakter X na KT wzorem X(U) = yf(UF)’
Nietrudno sprawdza sie¢, ze tak uzyskane charaktery na KT, Przy
F przebiegajgoym wszystkie zbiory minimalne, rozdzielajg
punkty, Prowadzi to, wraz z Tw., 3.1 1 3.2 do nastepujgcej

konkluzji

Twierdzenie 3.3. Dla stabo prawie okresowego operatora

N
Markowskiego T na C(X) grupa KT dualna do idealu minimalnego

KT W ST jest izomorficzna z podgrupg kola r wygenerowang przez

GP(T) :

Wiasno$cli spektralne 1 stabg prawie okresowo$é wigze
znane twierdzenie Rosenblatta (Lemat 12 41 Tw, 6 w [R.M,]),

ktére méwi, ze
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Jesli operator T jest nieprzywiedlny i s,p.o,.,, to iteraocje

™ sg zbiezne slabo operatorowo wtedy i tylko wtedy, gdy

GP(T) = {1}. Je$li T jest m,p.o,, to zbieznoéé ta zachodzi
bez zalozenia nieprzywiedlno$ci, i to w moonej operatoro-

weJ topologii.

Twierdzenie to prawdziwve jest réwniez dla operatora s.p.o, T
jesli badaé zbieznosé TST.

W przykladzie 1.2 symetrycznego spaceru losowego na
Jednopunktowym uzwarceniu zbioru liczb naturalnych, dla kazdej
funkoji f € C(X), a wie¢o majgoej granioce w nieskoriczonosci,
mamy TVf — £(») jednostajnie., W szozegélnofoi wigo T jest
m,p.o. Fakt, ze Gp(T) = {1} wynika z twierdzenia Rosenblatta,
jak réwniez z Tw, 3.2 i 3.3 : jedynym zbiorem minimalnym jest

ﬂw} i grupa KTI{w} (a wiec i dualna) Jjest jednoelementowa,
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ROZDZIAL II

SYSTEMY S1ABO PRAWIE OKRESOWE

§4. Podstawowe wlasno$ci operatoréw deterministycznych

W dalszej czeSci pracy rozpatrywaé bedziemy markowskie
operatory deterministyoczne na C(X), ozyli operatory indukowane
przez odwzorowania ciagle ¥Y: X — X wzorem Tyf = fV¢ (patrz
Przyklad 1.3.). Dobrze znanym faktem (np. [E.A;]) Jest, ze
jedli T jest operatorem Markowa na C(X), to nastepujace warunki

sg parami réwnowazne:

T jest deterministyczny, tzn, istnieje ¥: X — X ociagle,

takie ze T = Ty
T jest multyplikatywny,tzn. Tfg = (Tf)(Tg) dla f,g € C(X)

T jest homorfizmem kratowym, tzn. T(f v g) = Tf v Tg
dla f,g € C(X)

T jest punktem ekstremalnym zbioru wszystkich operatoréw

Markowa na C(X)



Badaniem wlasno$cl spektralnyoch markowskioh homomorfizméw
kratowyoh zajmowali sig m.in, M,Wolf ([W.M]) i H,H,Schaefer
([s.n.m]) .

Wszystkie wlasno$ci operatora deterministyoznego T
mozemy przypisaé indukujgoemu go odwzorowaniu qﬂ dlatego w
dalszym oiggu zajmowaé sie bedziemy s y s t e mam i

(X,?), gdzie Y zawsze oznaozaéd bedzle odwzorowanie oiggle

na zwarte] przestrzeni Hadsdorffa X, We wszystkich nazwach
1 oznaoczeniach w miejsce. ﬁTy" pojawi sie "Y', Wiele pojeé =
teorii operatoréw pozwala latwo przetiumaczyé sig¢ na jezyk
systeméw, I tak zbiér domkniety F jest (W-) niezmiennioczy

(patrz §1), Jesli P(F) ¢ F, Tym samym wzorem definiuje sie

borelowskie_zbiory niezmiennicze, Miara Radona’ﬁ Jest
6{-)niekmiennioza, je$li dla kazdego zbioru A.ech

pA) = u(e71(a)). Jes1i peR(X), to ¥ mozna traktowaé jake
transformacje zachowujgca miare na przqstrzeni miaroweJ

(Xﬂﬁku#). Dowodzi sie (np. (D.-G.-S.]), %e

/4Jest ekstremalna w Rp(X) wtedy 4 tylko wtedy; gdy ?
Jest ergodyczne na (X,ﬁk”ﬂ), tzn., gdy kazdy zbiér

borelowski niezmienniozy ma miafe/ﬂ zero lub Jjeden,

Dlatego tez czesto uzywa sie nazwy "miara ergodyozna" w milejsce

nazwy "miara niezmiennicza ekstremalna",

Przvklad 4.1. Niech X =[b,1], przy ozym utozsamiamy punkty
0i1 (0 =1). Nieoh ¥Y(x) = 2x (mod 1) . Miara Lebesque’a A jest,

jak latwo zauwazyé, niezmiennioza, Wiadomo ponadto (np. [H.P.R.]),
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ze Y Jest ergodyoczne na (X,JQ,/Q, a zatem/u Jest ekstremalna

w P, (X). Na przykiadzie tym widaé, ze zalozenie jednostajne]
stabilno$ci jest istotne do tego, aby noéniki miar ekstremalnych
byly zbiorami minimalnymi (patrz §1), gdyZz w naszym przypadku
supp M = X zawiera wla$ciwe podzbiory domkniete niezmiennioze
(np.{O}).

Uwvaga., Punkty z przestrzeni X przedstawié mozna w systemie
dwé jkowym, Wtedy ¥ odpowiada przesunigciu w lewo na zbiorze
Centora {0,1}N wszystkioh olagéw zero - jedynkowyoh, Przejsoile
to nie jest co prawda homeomorfioczne, ale wigkszo$é interesujg-
oych nas Wiasnoéoi jest dla obu tyoh modeli identyczna. Do
wielu dalszych przykiladdéw wykorzystywaé bedziemy zachowanie

sie¢ ¥ na szozegélnych podzbiorach niezmienniczych tego systemu,

W dynamice topologicznej bada sie ogélny przypadek, gdy
na przestrzeni fazowej X (przewatnie lokalnie zwarted) dziaa
pélgrupa odwzorowani (dzialaniem p6igrupowym, cigglym w topologii
zbieznosol punktowe]j ze wzgledu na kazdy argument z osobna,
Jest skladanie). W naszym przypadku pélgrupg tg bedzie rodzina
{\fn: n=1, 2, ..{} iteraoji odwzorowania Y. Niech Sy oznaoza
domkniecie tej rodziny w ﬁopologii zbieznosol puﬁktowej. Sy Jest
zwartym podzbiorem XX. Oczywidocle Sy moze zawieraé odwzorowania
nieciggte. (Uﬁaga: Wprowadzone przez nas w §3 oznaoczenie ST»na
slabe operatorowe domnkniecle rodziny {Tn: n =1, 2,’...} w
przypadku deterministyoznym nie pokrywa sie z Sy Sm' Jest
rodzing operatoréw indukowanych przez odwzorowania clagle z S,).
Mozemy teraz przenieé$é wiele pojeé z dynamiki topologioznej,.
Wiekszo$é z nich znajduje sie w [G.W.H.] i.[G.-H.] ‘

Orbita domknieta (krétko: orbitq) punktu x € X nazywamy
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zbidér S$(x) = {x} U Sy(x) (:{Qn(x): n=20,1,32 ...} l
Jest oczywiste, ze orbita S$(x) (jak i zbiér Sy(x)) Jjest dla

dowolnego x € X zbiorem niezmienniczym, Ponadto latwo dowodzi

sie, ze

Zbiér F jest minimalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
x € F F = S§(x)

W warunku tym réwnowaznie mozna zastgpié Sg(x) przez Sw(x),
gdyz S\p(x) = SS(‘-P(x)) : (x € X).

Punkt x € X nazywamy powracajacym jedli x € Sw(x).

Podobnie jak w [D.T.] zbiér wszystkich punktéw powraocajgcych

oznaczaé¢ bedziemy przez Mg. Punkt x nazywamy jednostajnie

powracajaocym (1ub prawie okresowym) jedli dla kazdego otoozenia

U 3 x istnieje liczba naturalna k taka, ze

{\Pn+i(x): 1 =1, 2, ecey k} n U # @ dla kazdego n naturalnego

Zbiér wszystkich punktéw jednostajnie powraocajacych oznaczaé
bedziemy (Jak w [D.T.]) przez M%. Punkt x nazywa sie¢ okresowy,
Jesli Tn(x) = x dla pewnego n = 1, 2, ... . OczywisSocie punkty
okresowe éq jednostajnie powracajgoe, za$ M; C Ms. Inkluzdi
tych bez dodatkowych zalozeX nie mozna odwrécié (Przyklad 4.2) -

Ponadto znane sg nastepujgoe fakty ([G.W.H;D :

x € M& wtedy 1 tylko wtedy, gdy SSCx)Jest zbiorem minimalnym,

a wieoc M; pokrywa sie z sumg wszystkich zbiordéw minimalhyoh.
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1

My = M;n dla kazdego n = 1, 2, ,..
2 2
My = Mg dla kazdego n = 1, 2, ...

Uzasadnienia wymaga jedynie inkluzja "c" w ostatnim wzorze:
Niech x € X bedzie punktem Y-powracajgoym, Wtedy dla kazdego

otoczenia UOB x istnieje liczba naturalna n, i otoozenie

U ¢ U, x €U, takie ze ™ (U,) ¢ Uj. Przez indukoje
otrzymamy oigg n, liczb naturalnych 1 oigg zstepujacy otoqzeﬁ

n,
U_? x takie, ze ¥ (U ) cU_ ..

liozby m, bedgcej sumg skoriczenie wielu liozb n, o réznych

Wtedy " (x) € U, dla kazdeJ

indeksach k, Trzeba teraz wykorzystaé prosty lemat z teorii

liczb, ktéry méwi, ze dla dowolnego ociggu n, i dowolnego

k
zadanego n (n,nke IN) istnieje liczba m opisanej wyzeJ postaoi,
podzielna przez n, W ten sposéb w Uo znaleZlidmy punkt z
S$~(x), co dowodzi, Ze x jest punktem Yn-powracajqoym (por.

Tw. 7.04 w [G.-H]).

Przyklad 4.2, Niech (X,T) bedzie przesunieciem w lewo na

zbiorze Cantora (Przyklad h.1) . Ciag zero - jedynkowy p € X
Jest powraocajgoy, je$li kazdy jego odoinek poczgtkowy powtarza
sie, zad jednostajnie powracajgcy, Jjesli kazdy taki odoinek

powtarza sie w odstepach ograniczonej dtugo$ci. Nastepujgoy

cigg p(n):

p (1)
p(2)
P(Sal’)

]
-—

]
(=]

p (1,2), (gdzie p(3,4) oznacza pare (p(3),p(%)))



r(5,6,7,8) = (0,0,0,0)
r(9,10,...,16) = p(1,2,...8)
r(17,18,...,32) = (0,0,...,0)
itd.

Jest powracajgoy, leocz nie jednostajnie powraocajgcy.

Natomiast ciag q(n):

q(2n-1)
q(4n-2)
q(8n-4) =1 , »
q(16n-8) =0 "

ita.

1 , n

un
.
-
n
-
L]
L ]
L]

0 " "

Jest jednostajnie powracajgcy, lecz nie okresowy,

A,Iwanik w [I.An] poda je przyklad podzbioru minimalnego
podwyzszego systemu, na ktérym istnieje wiele miar ekstremalnych
Z RQ(X). Znany Jjest tez przyklad (27.2 w [D.-G.-S.]) systemu
nieprzywiedlnego, posiadajacego dokladnie dwa prawdopodobienstwa

niezmiennicze ekstremalne,

§5., Sitaba prawie okresowo$é systeméw

O systemie (X,YD méwimy, ze Jest stabo (moono) prawie
okresowy, Jje$li operator Ty jest s.p.o. (m.p.o.) .

Z definicji podanych w §3 wynika, ze
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System (X,?) Jest m.p,o0, (Jednakowo oiqgly), jedli iteracje

%Pn: n=1, 2, ...} stanowig rodzine Jjedakowo ocigglsg,

System (X,T) Jest s.p.o., jJedli Sy skiada sie wylgcznie
z odwzorowan cigglych, czyli, gdy Sy = ST,'
Uwaga. W dynamice topologicznej wystepujg réwniez pojecia
odwzorowan prawie okresowyoh i slabo prawie okresowych ([G.W;HJ).
0 ile, przynajuniej dla homeomorfizméw na przestrzeniach
zwartych, zakresy pojeé prawie okresowo$oci 1 moconej prawie
okresowo$ci pokrywaja sie (4.35, 4,38 w [G.-H;D, o tyle pomiedzy
pojeciami sltabej prawle okresowo$ci w obydwu sensach nie ma
implikaoji w zadng strong <Przyklady 5.3 i 5.&). Dla pelnego

obrazu przytoczymy jedng z réwnowaznych definioji
(Tw. b2k w [G.-H.]):

Homeomorfizm ¥ na przestrzeni zwartej X Jest stabo prawie

okresowy w _sensie dynamiki topologiozneg, jesli orbity

domknie¢te stanowig gérnie pblcigglg partyoje przestrzeni X,
Z definiojil tej w szozegbélnos$ci wynika, ze orbity dwéch réznych
punktéw bgdZz pokrywaja sie, badZ sg rozlgozne, a co za tym

idzie, ze M$ 2= X

Przyklad 5.1. Obroty okregu. Nieoh X = [0,1], (0 = 1),

(Jak w Przykiadzie 4.1), Nieoch ¥(x) = x + a (mod 1), gdzie
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a) a Jest liozbg wymierng., Wtedy kazdy punkt jest okresowy,
okres Jjest wspdlny dla wszystkich x € X (o systemie takim
méwimy, ze Jest globalnie okresowy), tak wieo M$ = X, Jjednak

(X,Y) nie jest systemem nieprzywiedlnym,

b) a jest liczbg niewymierng. Wtedy CX,?) jest systemem

nieprzywiedlnym i nie ma punktéw okresowych,

W obydwu przypadkach CX,Y) Jest m,p.o, homeomorfizmem (a wieo

i s.,p.o. W obydwu sensach).
Uogélnieniem powyzszego przypadku jest nastepujaocy

Przyktad 5.2, Niech H bedzie zwartg grupg monotetyoznsg

—

(wigo przemiennq), postaci H = {an: n =1, 2, ...}
Odwzorowanie ¥ zadane niech bedzie wzorem YKb) = ab, (b € H)
(translaoja o element generujqoy). Wtedy Sy Jjest zbiorem
wszystkich translacjl o elementy grupy H (w tym sensie Sy = H).
Oczywisdcie Sy Jest rodzing Jednakowo oigglg w Jednostajne]
strukturze grupy H. Ponadto H jest orbitsg kazdego swojego
elementu, czyli (X,T) Jest m,p.o. systemem nieprzywiedlnym,

Przyklad 5.3. Niech X jak w Przykladzie 4.1., Y(x) = x?,

\Pjest homeomorfizmem s.p.o., (w sensie operatorowym), gdyz
qf(x)-e 0 dla kazdego x € X, Jednak poza zerem zaden punkt nie
jest powracajgcy, tym bardziej X # M&. Zatem nie moze zachodzié

S.P.0., W sensie dynamiki topologicznej.
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Uwaga, To samo odwzorowanie na zwykiym odoinku [0,1] nie
Jest s,p.o. w Zadnym sensie; odwzorowanie graniozne nie jest
oiggte.

Przyklad 5.4, Niech X, jak w Przykladzie 4,1. i niech

1

X2 =N u‘{w} e« Przestrzen X = X1

niewymiernej a odwzorowanie ¥ na X zdefiniujmy wzorem

x X2 Jest zwarta., Dla liczby

Y(x1,x2) = (x1 +a+27% ,x2)

gdzie dodawanie rozumiane jest modulo 1 oraz 2~ % = 0. Dla
kazdego x, € X, Y na X, x {xz} jest obrotem niewymiernym
okregu (Przyklad 5.1), w szczegblnobci wieo M$ = X i partyoja
na zbliory minimalne (postaci X1 x {xz}) Jest gérnie péblciggla.
Zatem (X,?) Jest s.p.o. w sensie dynamiki topologiocznej.
Jednakze iteracje Y™ nie sg jednakowo ciggle na X. W myél
twierdzenia Sine’a, <kt6rego uogbélnieniem jest oytowane dale]

Tw. 5.14.),(}(,?) nie jest s.p.o. w sensie operatorowym,

W dalszej ocze$ci pracy zajmowadé sie bedziemy systemami
slabo prawie okresowymi jedynie w sensie operatorowym. Latwo

zauwazyé, ze dla takiego systemu
M3 = UMb po Ve sy
Zacytujemy teraz dwa najwaznie jsze twierdzenia dotyozgce

odwzorowai stabo i mocno prawie okresowych na ogélnych przestrze-

niach zwartych,
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Twierdzenie 5.4, ([M.-S.-T.1]). Niech (X,¥) bedzio

systemem s.p.o. Wtedy

a) suma zbioréw minimalnych M& Jest zbiorem domknietym,
b) ?'M$ Jest mocno prawie okresowym homeomorfizmem,

c) M; jest retraktem przestrzeni X,

Twierdzenie 5.5.([H.-vN.]) . Niech (X,?) bedzie m.p.o.

systemem nieprzywiedlnym, Wtedy X jest homeomorficzne ze zwarts
grupg monotetyczng i ¥ odpowiada translaocji o pewien element

generujgoy.

Uwaga, W [M.-S.-T.1] zaklada sig metryzowalno$é przestrzeni
X. W dowodzie punktéw a) i b) zalozenie to nie jest istotne.
Podamy teraz inny, nie wykorzystujgoy metryzowalnosdci dowédd
wtasnoéci o): Niech £ oznacza ten element Sy, dla ktérego
Tg = B (E-rzutowanie na C1(T), patrz §3). Poniewaz E jest
idempotentem, wigc € jest retrakcja. Niech f € C(X). Z wlasno$oi
operatora E wynika, ze f € CO(T) wtedy i tylko wtedy, gdy
- Ef = 0., Z Twierdzenia 3 i nastgpujacego po nim lemacie w
(S.R.Z] wynika dalej, ze f € CO(T) wtedy i tylko wtedy, gdy
f|M$ = 0, Latwg konsekwenojg tych réwnowaznosSci jest réwnoéé
pr = e(X).

Przypomnieé warto, Ze poniewaz slaba prawle okresowo$¢é

implikuje jednostajng stabilno$é, wiec w przypadku operatora
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8.p.0., z punktu a) w Twierdzeniu 5.4, wynika, iz M& pokrywa
si¢ z centrum My (patrz §1). W dalszej oze$ci uzywaé bedziemy
w tym przypadku oznaczenia "My",

Jesdli (X,?) Jest s.,p.o, systemem nieprzywiedlnym, to
€= ddy i Ky (= £Se) = S¢ (Kq oznacza ideal minimalny w Sy,
patrz §3>. Jest wiec oczywiste <éob. Przyklad 5.2.), Ze grupa
monotetyozng, o ktérej mowa w Tw. 5.5. jest Sy. Z Twierdzenia
3.1, (a takze z Tw. 10;5. w rozdz, III, [S.H.H,]) wiadomo, ze

grupa ta jest dualna do Gp(‘f) .

Twierdzenie 5,6, Dla kazdej podgrupy H torusa r istnieje

nieprzywiedlny, m.,p.o. system (X,?) taki, ze Gp(?) = H,

Dowéd. Je$li H traktujemy jako grupe dyskretng, to wiadomo
(Tw. 24,32 w [H.-R,]), ze H jest zwartg grupg monotetyczna,
generowang przez ocharakter a = idH. Jak w Przykladzie 5.2.,
grupa ta wraz z translacjag o element generujgoy a tworzy m,p.o.
system nieprzywiedlny. Réwnos$é Gp(?) = H wynika teraz z uwag
poprzedza jgoych sformulowanie tego twierdzenia i ze znanego

twierdzenia Pontriagina o dualno$ci ([P.L.SJ).

Nawigzujgc do twierdzenia Rosenblatta (patrz §3) warto

odnotowaé¢ nastepujagoy

Wniosek., Z Twierdzeh 3.3. i 3.5. wynika latwo, ze dla
slabo prawie okresowego systemu (X,Y) 0;(?): {1} wtedy i tylko

wtedy, gdy wszystkie zbiory minimalne sg jednoelementowe,
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§6. Punkty powracajsce

Nadal interesowaé nas beda gléwnie systemy slabo prawie
okresowe, Badaé¢ bedziemy zbiér punktéw powracajacych M% przy
réznych dodatkowych zalozeniach o systemie (X,T). Podamy réwniez

charakteryzaocje brzegu Foguela (patrz §2) dla dowolnych systeméw
(T“’. 6.20) .

Twierdzenie 6.1. ([D.T.]). Nieoh (X,¥) bedzie systemem

m.p.o. Vtedy Mg = My.

Dowéd., Uzasadnienia wymaga inkluzja M%<C My. Przypuéémy,
ze x = Y(x) dla pewnego x € X i Y€ Sy, Jebli Y=Y , to {x]
Jest zbiorem minimalnym i x € My. W przeciwnym wypadku W= X
dla pewnego X € Sy. Co wiegoej, Y (x) = Yo¥&) = ¥7(x) dla
n=1,2, ... , wigc z zalozenia m.p.o., Y|S}(x) jest identyoznos-
clg na S$(x). Zatem X|s$(x) = [“NS$(XXJ-1. Rodzina Sy Jest,
z zalozenia, jednakowo ciqgla; z ozego latwo wywnioskowaéd, ze
S?|S$(x) Jest grupa. Wobeoc tego ¥[s(x) = €|s¢ (x), Jako jedyny
idempotent.w grupie. Stad x = €(x) 1 x € My, na mocy uwagi po

Tw. 5.5.

Opuéémy na chwile zatozenie o stabej prawie okresowos$oi
systemu (X,¥). Przez Sy oznaozmy (Jak w [D.T.]) zbidér punktéw
skupienia ciggu Yn w topologii zbieznos$ci punktowej. Oczywiscie
gv‘: S¢. Elementy przestrzeni X postaci Y(x),( Y€ Sy, x € X)

nazyvaé bedziemy punktami granioznymi, Oczywiscie kazdy punkt

skupienia orbity S$(x3 jest punktem granioznym, ale nie odwrotnie,
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Twierdzenie 6.2. ([D.T.]) . Nieoh ¥: X — X bedzie

odwzorowaniem oiggiym. Brzeg Foguela operatora Ty jest réuwny

domknieociu zbioru punktéw granioznych:
F, = {¥(x): x e X, Ye S} .

Dowéd. Oznaozmy przez F1 zbiér po prawej stronie. Nieoh

y ¢ E1 i U >3 y niech be¢dzie zbiorem otwartym, takim ze U N F1 =g,

Funko ja

TR )

Jest dolnie péiciggla i podniezmienniocza, Przypusémy, Ze istnieje
x € X taki, ze gﬁ{nZk))= 1 dla pewnego podnetu n’ liozb
naturalnych, Oznaoza to, ze ?nEx) € Y'k'(U) dla odpowiednich
liozb k‘ 1 w rezultacie, ze ?n'*ka) € U, Ale net n’+k‘— o,
Mozna wigc wybraé jego podnet n, taki, ze ¥™ - ¥ e S§,. Wteay
Y(x) € F, z definioji zbioru F,. Z drugiej strony Wx) e U,

Z otrzymaneJj sprzeczno$ci wynika, ze g?plo. Poniewaz g(y) =1,
wigo y ¢ F,. Udowodnilismy w ten sposéb, ze Fy C F,. Przeoiwna
inkluzja jest natychmiastowa; zauwazyé trzeba tylko, ze jesli
h jest dolnie péiciggla funkoja spelniajgog hf? — 0, toh

zeruje si¢ na wszystkich punktach granicznyoch,
Uwaga 1, Jest teraz oczywiste, zZe Mﬁ;c Fo .

Uwaga 2, Zbidr wszystkich punktéw granicznych nie zawsze

jest domknigty (Przykiad 7.4.).
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Twierdzenie 6,3. ([ILTL]). Stabo prawie okresowy system

CX,?) Jest konserwatywny wtedy i tylko wtedy, gdy punkty
powracajgce lezg gesto w X, czyli gdy M% = X,

Dowéd, Implikacja "¢=" jest natychmiastowg konsekwencja
Tw. 6.2, Dla udowodnienia implikaeji przeociwne] okres$lmy, dla
zadanego niepustego zbioru otwartego V1, dolnie pétoiagla

funkoje podniezmiennicza

g1 = 1 oo -k
k=0 ¢ (V1)

Z zalozenia konserwatywnodci wynika, ze zbiér {31(Q(x» # g1(xj}

jest pierwszej kartogorii (patrz §2). Istnieje wiec w V, punkt

1
x, taki, ze g1of(x1» = g1(x1) = 1. Dla pewnego i, > 1 mamy

5 1 takie, ze V2 < V1

oraz %ﬂ1(V2)<: V1. Analogilocznie, zastepujaoc V1 przez Vz,konstru-

X, € P~ (V1) , Wiec istnieje otoczenie V, 3 x

ujemy 8o9 wybieramy x i, oraz znajdujemy V3. Przez indukoje

2! T2

otrzymamy cigg lioczb in 1 oraz oigg niepustych zbioréw

>
v
n

in
otwartyoh Vn, takioh ze c Vh, oraz ze 0 (Vn+1) C Vn.

+1
Zbibr V, = (\Vn pon=1, 2, ... jest niepusty, domkniety i
Qi“(vg) chh dlan=1, 2, ... . MoZna wybraé podnet i, z.in,
dla ktérego ?1“-—?‘Ye S¢. Z zalozenia s.p.o. wynika, ze Y Jest

odwzorowaniem oilgglym, Poniewaz, Jak latwo widaé, Ve Jjest

zbiorem W-niezmienniczym, zatem Vy, N M& # 0. Stagd w V1 istnie je

punkt Y-jednostajnie powracajgcy, a przez to \Y-powracajgcy.

Uvaga., Dla przestrzeni metryoznych Tw, 6.3, jest prawdziwe

bez zalozenia s.p.o.: Mozna wybieraé zbiory Vn tak, aby ioch
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$rednice malaly do zera. Wtedy V, jest punktem Y-niezmienniczym,

a wiec Y-powracajgoym i cigglod$é W nie jest konieczna.

Nasuwajg sie dwa pytania: czy zalozenie s.p.o. mozna
pomingé réwniez w przypadku niemetryzowalnym oraz ozy zbiér
M% jest domkniety dla systeméw s.p.o, (Bez zalozenia s.p.o.
odpowiedZ jest oczywidcie negatywna, Swiadozy o tym Przyklad.h.1),
Z dalszyoch twierdzen wynikaé bedzie, Z%e dla wielu waznych
typbébw przestrzeni zbidér ten istotnie jest domkniety i pokrywa

sie z centrum,

Podobnie Jjak w dynamice topologiczne] system (X,T), dla
ktérego istnieje punkt x € X taki, ze X = S%(x), nazywaé bedziemy

systemem tranzytywnym, a x - punktem tranzytywnym systemu

(X,T). Na przykilad systemy nieprzywiedlne sg tranzytywne,
Jes$li x jest punktem tranzytywnym systemu s.p.o. (X,?), to
przyporzgdkowanie Sy 2 Y — W) € X jest homeomorfizmem, Jalk
Zauwazono w [M.-S.JT.{] My sklada sie¢ wtedy z pojedynozego

zbioru minimalnego (odpowiadajqoego Kq).

Lemat 6.#.([D,T;D . Nieoh (X,Y)bedzie s.p.o. systemem

tranzytywnym, takim Ze istnieje powracaJjgaoy punkt tranzytywny

x € X, Wtedy MS =X i ¥ jest homeomorfizmem,

Dowéd, Z zaltozeri wiemy, ze x = Y(x) dla pewnego Y€ Sy.
Wtedy ¥ jest identyocznofocig na X = Sg(x), zatem kazdy punkt
z X jest powracajgoy. Ponadto ¥ = lim %n“ dla pewnego netu n,

liczb naturalnych, Niech ?-1 oznacza punkt skupienla netu Yn‘-1.
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Poniewaz ?“1 Jest ociggle jako element Sy i vou! = =l = Y,

wigo ¥ jest homeomorfizmem,

Lemat 6.5.([D.T.]). Niech (X,¥) bedzie dowolnym systemem
i U ¢ X zbiorem otwarto - domknietym zawierajgoym M%. Wtedy
dla kazdego x ¢ u® @ ile taki istnieje) zbidér S$Cx) zawiera

punkt niepowracajgcy.

Dowéd, Przypusdémy, ze x Jjest powracajacy . Z niezmienniczo$ci
S&(x),w M$ £ B. Tym bardzie]j S$(x) nie jest roztgczny z U,
Co wiecej, nietrudno wykazaé, Ze dla kazdego n naturalnego
istnieje k(n) takie, ze ?k(n%XJ € Uc,‘fk(n)+i(x) € U dla
i=1, 2, «e.y n, Niech y bedzie punktem skupienia oiggu
\fk(n)(x) . Mamy teraz y ¢ U° oraz \ei(y) € U=Udla i = 1y 25000

a zatom y nie jest powracajacy.

Twierdzenie 6.6, ([DJTJ , zob, tez Tw, 3 w [G.W.H;]).

Niech X bedzle zwarta przestrzenig zerowymiarowg., Wtedy dla

kazdego systemu s.p.o, (X,%D mamy M% = My.

Dowéd, Przypudémy, Ze istnieje x & M% N My, Rozpatrzmy
system tranzytywny (S$(x),?) . Z zalozenia s,.p.o. M& = My
jest zbiorem domknietym i mozna stosowaé Lemat 6.5. Z drugie]
strony zastosowanie Lematu 6.4. do tegoz systemu prowadzi do

sprzeozno$oi,

Uwaga, Dla systeméw s.p.o. warunek M$ = My jest réwnowazny

z warunkiem My = My dla kazdego Y € Sy.
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Lemat 6.7, Niech (X,Y¥) bedzie systemem s.p.o. i niech

x € M3\ My, Wtedy w S$(x) istnieje punkt y € Mo ~ My taki, ze

S$(y) jest zbiorem brzegowym w X.

Dowéd, Niech U > My bedzie zbiorem otwartym, takim ze
U # x. Podobnie jak w dowodzie Lematu 6.5. w zbiorze S¢(x)
znajdziemy punkt y o tej wiasnobci, ze y e U° (ozyli y ¢ M)
oraz ?i(y) € Udla i =1, 2,... 2Z Lematu 6,4, wynika, ze
y € M%. Poniewaz x jest powracajacy, to dla kazdego n naturalnego
x € S$(qn(x)). Zatem je$li dla pewnego n Yn(x) € Sg(y), to
réwniez x € S§(y) ¢ U. Sprzecznodé ta dowodzi, ze Y7(x) ¢ s$(y)
dla wszystkich n, a co za tym idzie S$(y) jest podzbiorem

brzegowym w S$(x), przez oo tym bardziej w X,

Twierdzenie 6.8. Niech X bgdzie zwartg przestrzenig

topologiczng o tej wlasno$ci, ze kazdy zstepujgcy oigg zbioréw
domknietych Bn' takich ze Bn+1 jest brzegowy w Bn dla wszystkich
n, maco najwyzeJj skoilczenie wiele wyrazéw niezerowymiarowych,

Wtedy dla kazdego systemu s.p.o, (X,Y) mamy M% = My,

Dowéd, Wynika to nie wprost (indukoyjnie) z Lematu 6,7, i

Tw. 6.6,

Uwaga, Przykladami przestrzeni speilniajgoych zalozenia

Tw, 6.8, sg skofczone sumy lukéw, w tym grafy skohczone,



§7. Przyklady

Na wstepie tego paragrafu podamy lemat, ktéry utatwiaé

bedzie sprawdzenie s.p.o. W wigekszo$oi przykladédw,

Lemat 7.1, ([D.T.]) . Niech (X,‘P). bedzie systemem tranzytyw-

nym, Wtedy nastepujgce warunki sg réwnowazne: .
i) (x,¥) jest s.p.o.,
ii) Sy Jest pélgrups przemienng,

iii) dla pewnego punktu tranzytywnego x

Ly1ky2(x) = Y,¥, (x) dla wszystkich ‘1’1, \Pz € Sy,

Dowéd, Uzasadnienia wymaga jedynie implikaoja iii) => 1):
Niech \1’1 € Sy i niech net y, = % (x)—y w X, Y, €S,. Wybleramy
podnet ¢« taki, ze VY, — Wz € Sy. Mamy q%(x) = y. Dalej
Y, (Vo) = Y, Yo (x) = Yo\, (=) z iii), zatem
‘¥1(Y¢J —9‘¥2qq(x) = %q%g(x) = %G(y). W ten sposéb udowodnilisdmy

ciggloédé \P1, wiec 1 s.p.o. systemu (X,‘-P),

Do konstrukoji niektérych dalszyoh przykladéw wykorzystamy

nastepujgoy

Przykiad 7.2. ([s.n.z]) . Niech ¥ bedzie przesunigciem

w lewo na zbiorze Cantora (Przyl{lady h.1., ’4.2.) . Niech X = Sg(p),

gdzie p = (1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,1,...). Dla systemu (X,‘?) mamy
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M$ = {(0,0,0,...)}. Brzeg Foguela Fy jest, na mooy Tw., 6.2.,
zbiorem wszystkioh ociagbébw z co najwyzej jedng jedynka. Idea
dowodu s,p.o, zastosowana w [S.R.2] postuzyla do sformulowania
Lematu 7.1, Nie ma miejsca zbiezno$d iteracji Qn, chociaz

Gp(qﬂ = {1}. Zbieznosé ta jednak zachodzi na F, ,
W podobny sposéb skonstruujemy teraz system ilustrujaoy,
ze w twierdzeniu Rosenblatta, nawet dla przestrzeni zerowymiaro-

wych, zbieznoé¢ iteracji Y1 nha Iy nie Jjest zagwarantowana,

Przyktad 7.3. ([D.T.]) . Nieoch X = S$(q), sdzie ¥ jest

przesunigcliem w lewo na zbiorze Cantora oraz q Jjest ciggiem

zdefiniowanym nastepujgco:

L)
]

(1!0’0'1)010,0101 1 ,0:01090101091’-0-)" (do"’(«’du ---)

Q
I

= ("(ﬂvosoy"(ud" 0,0,0,%,d,%,0,0,0,0,%,4,%,0,0, .. -)

Aby wykazaé s.p.o., systemu (X,?) zauwazmy najpierw, Ze Jjesli

Y = sQ(p), to (Y,P) jest s.p.o. systemem opisanym w Przykiadzie
7.2, 1 jedynymi jego punktami granicznymi sg ciggl z co najwyze]
‘Jedng Jjedynkg., Cigg q jest tak dobrany, ze jedynka wystepuje

w p na tych samych miejscaoh, c¢o o, w q. Stad Wn2p)—a (1,0,0,0,.,
wtedy i tylko wtedy, gdy ?nzq)—a'p dla podnetéw n’ liczb
naturalnych, Podobnie argumentujgc uzyskamy:

S )

[4 4
1) lim \-Pn(Q) = Pt@ lim \Pn(P) = (0,0,---p0,1,0,0,0,aq.

% ),

gdzie p, = (¢,0,...,0,1,0,0,1,0,0,0,0,1,... =1, 2, ...
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2)  1im ¥*(q) = (0,0,0,...) 1w (o0,0,...,0,1,0,0,0,...) =>

=> 1lim \fn('p) = (0,0,0,occ)

3). lim ‘i’HEQ) = ¢*(p) & 1im ‘f""t(q) = p &
& 1im *f“"t(p) = (1,0,0,0,...), t =1, 2, ...

Niezbyt trudny rachunek pozwala ponadto wykazaé, zZe

L) zbiér wszystkich punktédw granicznych jest réwny

Y\J-[pt: t=1, 2, ...}.

Z faktéw 1) - 4) wynika dalej, ze
X =Yu{ Pt =1, 2 ,..}\,{*fn(q): n=1, 2, ...} oraz %e
@n‘ sg zbiezne do pewnego We Sy wtedy 1 tylko wtedy, gdy
anq) Jest ociggiem zbieznym, Wobec tego w mie jsce podhetéw
iteracji wystarozy rozpatrywaé podoiagi. Aby mbéo stosowaé
Lemat 7.1., wystarczy teraz wykazaé, ze dla dowolne] pary

.

4
podeciggéw iteraoji o™ " Q" zbieznych w punkoie q granice

L4 L4
iterowane ciggu podwéjnego Q™ +n(q) sg sobie rdéwne, Rozpatrzmy

cztery przypadki:

2 (4
a) Jedna z granic, powiedzmy, lim Y (q) jest oiggiem z oo

na jwyzej Jjedng jedynksa,

4 .
granice 1im‘fm(q) i lim ?Hﬁ)wynosza odpowiednio

b)  ¥(p), ¥5(p), (s,t ) 0)
b) PS ’ pt ’ (Sit } 1)
d) P . ?t(p), (s > 1, t 0)
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4 4
W przypadku a) mamy lim lim ¢" *(q) = (0,0,0,...)
m n

Z drugiej strony, na mooy 2), lim TnZP) = 0 i stad, poniewaz
(Y,) jest s.p.o.,‘fn' dazy do (0,0,0,...) na catym Y, Punkt
lim Tqu) Jest punktem graniocznym, Je$li jest on w Y, to

zgdana réwno$é zachodzil, jesli nie, to jest on typu 138 (s » 1),
na mooy 4)., Wtedy lim ?n’-s(q) jest nadal ciggiem z co najwyzZej
jednag jedynka oraz

n'+m2

lim 1im ¥
n’ m’

q) = lim lim ?(n'-s)+(m'+s%q) _

m

= Lim ¢(2=%) (p) = o (z 2)) .

n
Pominiemy podobne argumentacje dla b), o) i d), w ktérych
wykorzystuje sie odpowiednio 3), 1) i 3).

Dla systemu tego My = {6} oraz Gﬁ(?) = {1}. Brzeg Foguela
opisany jest w 4). Widaé, ze zbieanéé Y na Fy nie zaochodzi,
Zauwazmy réwniez, ze system (Fq,?) nie jest konserwatywny.

(Z Tw, 6.3. 1 6.6, wynika, %e zerowymiarowy system s,p.o, Jjest

konserwatywny wtedy i tylko wtedy, gdy My = X),

Nastepny przyklad dotyoczy Uwagi 2 po Tw. 6,2,

Przvyklad 7.4. Niech (X1,%Q bedzie systemem opisanym w

Przykladzie 7.2. i1 niech X2 = Nx:{w} . Odwzorowanie ‘Y

przedtuzamy na X3 = X, * X, wzorem %%x1,x2) = (Y(xp,xz). Nieoh

x =[U ::1 so(\fn(p)’ n)]’—
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System (XB,?), wiec i (X,?}, jest s.p.o. Brzeg Foguela systemu
(X,?) jest réwny iloozynowi brzegu Foguela systemu (X1,?)
(patrz Przyktad 7.2.) przez Xa. Jednakze jego elementy

z drugg wspéirzedng o, (poza punktem ((0,0,0,...),“0 y nie sag

punktami granicznymi.

Inny podsystem przesuniecia w lewo na zbiorze Cantora
pozwoli ocenié przydatno$¢é niektérych poprzednich twierdzen

do badania omawianych wcze$niej wtasnoéci:

Przyvklad 7.5. Niech

py = (LuryeyoCay ...) = (1,0,0,1,0,0,0,0,1,...)

P, = (CuyoCuyolasy avs) = (0Ca1yOyunsyOy0lasy oiny Oy ousyO,0lusy olin &g, 0,4 4)
P,y = (Cayag®ay o aa) = (20,0, 000, 0,002,0(10, o oo, 0,00s, 0, 03,0, .. )
itd.,

gdzie bloki zer mogg byé dowolneJ (w tym zerOweJ) diugos$ci, Niech

X = [U& S??(Pi)]—

Kazdy punkt ?n(pi)’ (n 2 0, i) 1) Jest punktem graniocznym

(dla punktu pi+1)‘ Na mooy Tw. 6.2, (X,?) jest systemem konserwa-
tywnym, zas$ z Tw, 6.3. (wersja dla przestrzeni metryzowalnyoh) .
M% lezy gesto w X, Gdyby (X,T) byt s,p.o0., to z zerowymiarowo$ci
X i Tw, 6,6, M$ byitby zbiorem donknietym, wieo réwnym X, Jednak
X zawiera punkty niepowraoajqoe(ﬁp. p1). Bezposrednie wykazanie,

ze punkty powracajgce lezg gesto w X nie wydaje sie byé latwe,
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Giéwny przyklad tej pracy, ktéry teraz podamy, siuzy
wykazaniu, Ze réwnosé M% = My dla systoméw silabo prawie okreso-
wych nie jest prawidfowo$cig ogdlng. Najwieksza trudnoéé

stanowi 1 tym razem sprawdzenie s,p.o,

Przyklad 7.6, ([D.T;]). Nieoh ¥ bedzie przesunieciem w

- N
lewo na kostce Hilberta [0,1] , tzn, ?<z1,22,...> = (22,23...>.
Uybierzemy pewien element a € [0,1]N i zdefiniujemy X jako
o ;
Sy (a). Niech 0<0Cm 1 i ﬂ

ciag liczb naturalnych wm;) 2 spelniagjgoy u%w"—e 0, Niech

00

neo%m > O (wi@o d;-+'1>. Istnieje

2 W =1 2 Wy W=
(1 ,MA,OCA"QQQ’OC41,O€4' ’coo,d4,1 ,0(‘4,0(4 ,...'d“"d44 ,oo.,d;,1 ,coo)

(1 ,1 ,1 ,...,1 ,1 ,oo.,1 ,O(Z,OCZ,Oclyoo-’ocz ,OC; !0"’061.’05129".')
itd.,

tak, ze kazdy a ¢ EO,1]N jest ciggiem okresowym o okresie

o = 2w!o

n a Jest staly na blokach dtugobci 0,1 1 przyjmuje

n m=1? 1
wartoéci kolejno: 1,0l , ol oCn | o Wm =1 of . Niech
v m? m? ' 'm P Ym reeer Y

a = f1:;1 a (mnoZone po wspélrzgdnyoh)
Oczywiécie a > O na kazdej wspbirzednej. Nietrudno tez zauwazyd,
ze a jest powracajgcy, leoz nie jednostajnie powracaJjgoy; element
Zerowy w [b,1]N (oznaozany odtad przez 0) nalezy do S$(a),
stqd.8$(a)nie Jest zbiorem'minimalnym. System (X,?) Jest =
definicji tranzytywny. Dla udowodnienia s,p.o. sprawdzaé

bedziemy warunek iii) z Lematu 7.1, Nieoch x € X, Wtedy, z metry-

zowalnodel X, x = lim ?n*(a). Metoda przekgtniows mozna wybraéd
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podecigg n, tak, aby:

k

1) n, = nm(@od.om) dla k 2 m (oznaczmy P, = (n - reszte

-
z dzielenia n przez om),

2) r, = r]w ?nk(a ) bylo zbiezne przy k — ® na kazdej
k m=k+1 - m

wspbéirzednej. Element graniczny oznaczmy przez r,.

Oczywiscie

3) 0<0p

m $ Oy OTaz B = p ., (mod o )

Mamy teraz Tnk<am) = ?Rﬂ(am) dla k » m, a zatem
00 k
\Pnk (a) = m=1 \Pnk(am) = nm=1 ?Pm (am)‘ Tk

Ponievaz pierwszy ozynnik po prawej stronie maleje monotonioznie,

gdy k rosnie, przeto x

H:=1 "fp'" (am)'r' Pokazemy, ze r jest

ciggiem statym (tzn. r

(9,9,9,...)). Pokazemy nawet wiece]j:

Jesli a, i n, sg takimi ciggami liczb naturalnych, ze granica

0 00
r’ ciggu ry = r1m—k+1 Qn“+q”(am) istnieje, to r’ jest ciagiem
stalym, Wynika to mianowicie =z faktu, ze stosunek dwéch dowolnyoch

sgsiadujgoych wspéirzednych ciggu r£ Jest zawarty w przedziale

00 (%)
[Hm=k+1 O[m' Hm=k+1 °(1‘-u1:| zbileznego do {1}. W ten sposéb
¥ P
opisalidmy punkty przestrzeni X; sg one postaol x =_9-r1m=1Y'"(am)
gdzie ¢ jest wspbélozynnikiem z przedziaiu [0,1], a liozby p_
speiniaja 3). Co wigcej, jesli x # 0, to wszystkie jego

wspbirzedne sg niezerowé i powyzsza reprezentacja Jjest Jedyna,
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Pierwsze stwierdzenie wynika z faktu, ze stosunek dwéch sgsiednioch

wspbéirzednyoh w x zawarty jest w przedziale [ﬂ::=1 o(m, ﬂ::=1 0(;1]

nie zawierajgoym zera i ograniczonym, Dla udowodnienia
00
jedyno$ci reprezentacji przypusdémy, ze g'r‘m__1 lfpm (am)=
- ¢ Hw P": Ni A A
= 0" | | =1 Y (am). iech m = oznacza najmnie jszg liczbe¢ m, dla
’ o0 R - ‘, o pv:
ktére P, £ p, . Mamy wtedy ?'ﬂm=mo \p o (am) = Q ﬂm___motp (am).

Jednak zauwazmy, Ze W ciagu po lewej stronie blok dlugosci

Wo

(o]
mo'

na ktérym ciag ‘{)p"‘n(am) przyjmuje wartos$é of ma wartosci

my=-1"*
mnie jsze niz obydwa sgsiednie bloki (z zalozenia wm> 2,

wszystkie dalsze oiggi ‘-Pp'“(am) dla m > m_ sg stale na tych

rd
ne ?

trzech blokaoh). Skoro Po. £ to LQP""- (am,) przyjmuje na tyoh
samyoh mie jscach inng wartos$é, a co za tym idzie, jeden =z
sgsiednich blokéw ciggu po prawej stronie ma wartosci mnie jsze
niz blok S$rodkowy. Sprzecznoé$é ta dowodzi, ze P, = pn’l. dla
wszystkich m > 1 i w konsekwencji @ = @°. Nieoh teraz Y €Sy

i 0fxe X, x= Qx'nm=1 \{)P..(am)_ Z metryzowalno$cli i zwartosdol
X, istnieje podoigg iteracji "% taki, ze Y™ (a)—> ¥Y(a),

W (x)—> Y(x), i dla ktérego zachodza 1), 2) oraz nastepujaoy

warunek

, A q, +n
2°) rl'c = ﬂm=1c+1 \Ppn “(am) jest zbiezne na kazdej wspélrzednej,

Element graniczny r°’ Jjest, jak juz wykazywalidmy oiggiem stalym
(r' - (9', 9" 9',.o.>)o



Mamy teraz

P (x) = g - TI0, YIn* N (a ) = g . [T, YIn*B (a ).x*

m=

o0
Zatem \Y&x) = QVQX'[1m=1\fQM+ph(am) i, Jjak poprzednio

\ = o-% B (
Pa) = ¢ f]m=1\f (am). Pokazemy teraz, ze @ = 9'. Na jpierw
trzeba zauwazyé¢, Ze kazdy a ~ma nastegpujgog wiasnodé:

dla dowolnej pary liczb naturalnych i, J

m 111

um(i) a_ (1+J) a_(0)
am(O) < E‘m(‘j.) ¢ am(if

gdzie am(i) oznacza i+1 - szg wspéirzedng a (am(o) = 1).

o

-1 : )
m=1 am(qm) = +x(0) # 0, wieo r1m=k+1 am(qm)-* L

gdy k—+o, Stgd 1 z powyzszych nierbéwnosci wynika, ze

Poniewaz ‘1

M a (q,+n) ¢
m=k+1_%m Ik __9_ = 1 dv k

] a ( ) "’9 = 1, gay — @
{1m=k+1 m (Myc

Z jedyno$ci reprezentacji elementéw niezerowych przestrzeni X
wynika teraz, ze kazde Ye Sy, ktére na elemencie a przyjmuje
vartoéé rézng od 0, ma postaé Y= 9-@%, gdzie 965[9,1] - I
&% jest zdefiniowane na X dla p = (p1,p2,...) speiniajgoego 3)
wzorem

0, jed1i x = 0

B) Y (x) = oo e
P .-, @Im™ R (a ), gesis x =g T ", ¢%"(a ) # 0
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Oczywidcie w wykladniku q,+P, mozna zastgpié przez (qm+pm)om.
Ponadto, dla kazdego takiego p, ciag ?E\(a) Jest'zbieZny do
qg(a), a stad, o ile tylko Wb(a) Z 0, mamy ?Rv—a'@; (xazdy
zbiezny podnet ciggu iteracji ?R‘ ma te samg granioe). Zatem
q&)e Sy. Ze wzoru 4) wynika zadany warunek qué(a) = Wé?1(a)
dla 4q, %é»e S¢, ktére na a przyjmujg warto$é rézng od O,

To samo spelniajg réwniez (trywialnie) odwzorowanila zerujgce
si¢ na a., Pozostal przypadek, gdy \ﬂ(a) Z 0 = 4%(a). Mamy wtedy

qq = qﬁfp, dla odpowiednich @ i p. Zdefiniujmy

¢ { °m = Pm 2 Py # 0

o ,pmzo

Poniewaz p’ = (p;,pé,...) speinia 3), wieo 4£, € S¢, Co wiece]
q&.(a) i Q%(a) przyjmujg, co latwo spostrzeo, ldentyczng

warto$é na plerwszej wspbéirzednej, Tak wieo Wpo(a) # 0. Mamy
(> ]

tedk 4%4%0(&) - ‘1m=1 wom(am) = a (# Q) Przypusdémy terazn Ze
V¥, (a) # 0. vtedy

Yot () = W0 (Y- (@) = P (W) () = @ (Y,9) ¥, - (a) =
= Y (g¥ )Y, (a) = g ¢ ¥y(a) = 0

Druga i trzecia réwnos$é wynikajs z komutowania na a odwzorowah

nie zerujgcych sie na a, Uzyskana sprzeczno$é dowodzi, ze

%%%q(a) = 0 = quz(a), gdzie ostatnia réwnosdé jest oczywista,

Zastosowanie Lematu 7,1, prowadzi do wniosku, ze (X,Yﬁ Jjest S.p.0O.
W przykladzie tym latwo zauwazyé, ze My = {0} y Wieo

GP(?) = {1}. Na mocy Lematu 6,4, M% = X, wieo (X,?) jest
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konserwvatywny., Pomimo tego cigg ?n nie Jjest zbiezny .,

Uwaga 1, Udowodnione tu istnienie systemu s.p.o. (X,%)
takiego, zZe Ma # My, Jest rbéwnowazne z istnieniem pélgrupy
monotetyocznej zwartej S = {an: n =1, 2, ...Y—, z Jednoécig e,
nie bedgoej grupg: Majgc péigrupe S o Zzgdanych wlasno$oiach
system (X,?) uzyskamy jako translacje na S o element generujgcy
a, Sy sklada sig¢ wtedy z translacji o elementy z S, wiec =z
odwzorowan cigglych (s.p.o.). Jednos$é e € Sg(a), a ponievaz
nie jest ona réwna a, wiec nalezy do Sy(a). Wtedy a = P(e) € Su(2a)
i1 ae M$ . Gdyby a € My, to z Tw., 5.4, 1 5.5. wynikaloby, ze
S Jest grupg. Na odwrét, majgc Zzadany system (X,?) péigrupe
S stanowi S?lS$(x), gdzie x € M% \ My. Zawieranie jedno$oi,
jakg jest odwzorowanie ldentycznos$ciowe wynika z rozumowain
przeprowadzonych w dowodzie Lematu 6.4,, gdyby za$ SWIS$(x)
byla grupg, to podobnie jak w dowodzie Tw. 6.1, wykazalibysmy,

ze X € M‘f.

Uwaga 2, Przyklad 7.6. ilustruje fez, e w Tw, 6,8, nie
mozna zastgpié warunkéw nalozonych na przestrzen zadnym ograniocze-
niem wymiaru topologioznego., Pokazemy mianowicie, ze przestrzen
X 2z tego przykladu jest jednowymiarowa:

Zbiér P ociggbw D = (p1,p2,...> speilniajgoych 3) mozna

wza jennie jednoznaoznie odwzorowaé¢ na zbidr ciggédw (x1,x2'.__)

liczb naturalnych, takich ze 0 & x_ £ 24 . Zaleznoéé ustala

wzér rekurency jny P, = X490 Py = Pp_g + X Oy (m > 1). W zbiorze

P okre$lone jest dzialanie (p + q)m = (pm + qm)o e Zbiér P
m

stanowi z tym dzialaniem grupe zerowymiarowq.(Grupa ta zostala
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opisana w (H.-R;], 10.2, JaROAAh, gdzie za a, trzeba przyjaé
2wn+1). Poniewaz Sy sklada si¢ z odwzorowan typu Q-Yp i
odwzorowania zerowego, to ze wzoru 4) wnioskujemy, #ze S¢ Jjest
izomorficzna z Jjednopunktowym uzwarceniem pélgrupy (OJJXP,’ze
zwyklym mnoZeniem na pierwszej osi i pochlaniajgcym punktem
uzwarca jgoym, Jednak izomorfizm ten nie jest ciggly: np. dla
odwzorowad P odpowiednie ¢ wynosi 1, a mozna nimi przyblizaé
réwnioz te odwzorowania z Sg¢, dla ktérych ¢ < 1,

Je$li jednak przyporzadkowanie z Sy w jednopunktowe uzwarcenie

- zbioru (0,1] X P okreélimy wzorem 9-‘1’p"’ (dp?,p), gdzie dp
oznacza odlegloéé w [0,1]N punktu ﬂg(a) od 0, to bedzie to,

jak nietrudno sprawdzié, hbmeomorfizm. Dowodzi to w szozegdlnosoi,
ze Sy (a wiec 1 X) Jest przestrzenig topologiczng Jjednowymiarowa.
Dezposrednie okres$lenie dzialania pélgrupowego na odpowiednim
podzbiorze Jjednopunktowego uzwarcenia zbiloru (0,1] x P, z
pomini¢oiem catej konstrukoji na kostce liilberta, tak aby

otrzymaé zgdane wlasno$ci, nie wydaje sie by bylo latwiejsze.
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ROZDZTIAL TIIT

ODWZOROVANIA SELABO PRAVIE OKRESOWE

NA ROZMAITOSCIACH

§8, Twierdzenia ogdlne, przeglad znanyoh wynikéw

Oddzielnie rozpatruje si¢ systemy dynamiczne na rozmaltos-

cliach topologicznych, Przestrzen X nazywamy rozmaitodcia topolo-

gicznq,n;wymiarowq, jeéli kazdy punkt x € X ma otoozenie

homeomorficzne badz z Rn, badZ z pbéiprzestrzenig Rn-1x [O,M).
Zbibér punktéw w X, dla ktérych nie istnieje otoczenie homeomor-

ficzne z R" nazywamy wtedy brzegiem rozmaitos$ci i1 oznaczamy

przez 0X. Rozmaito$é o brzegu pustym nazywamy rozmailtoécia bez

brzegu, Jje$li za$ brzeg jest niepusty, méwimy o rozmaitodci z
brzegiem, Brzeg rozmaito$ci n-wymiarowej jest rozmaitoécig
wymiaru n-1 bez brzegu. Problematyka odwzorowan s.p.o. ha
zwartyoch rozmaitoééiach topologicznych zajmowali sie
J.Montgomery, R.Sine i E,Thomas ([M.-S.-T.j], [M.-S.-T.Z]).

Ich twierdzenia dotyozg zachowania sie Y na centrum My,

W przypadku ogdélnym, dla rozmaito$ci dowolnego wymiaru uzyskalil

oni nast¢pujgce wyniki:

Twierdzenie 8.1.([M.-S.-T.1]). Nieoh (X,¥) bedzie s.p.o.

gystomoem na zwarte] rozmaito$ol topologioznej n-wymiarowej,
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Przypus$émy, ze F jest zbiorem minimalnym o wymiarze topologicznym
ko Joéli k = n lubn = 1, to I' jest rozlgozng sumg skondozenie

wielu toruséw k-wymiarowych,

Twierdzenie 8.2.<[M.~S.-T.1]). Niech (X,P) bedzie systemem

s.p.0, na zwartej rozmaitos$ci topologioznej bez brzegu i niech
¥ bedzie réznowartodciowe. Jedli wnetrze My jest niepuste, to

My = X (i Y jest m.p.o.).

Twierdzenie 8.3.([“.-8.-T.1]). Niech (X,?) bedzie systemem

s.p.o. na zwartej rozmaito$ci topologicznej z brzegiem 93X,

Je$li 0X c My, to My = X,

WV tej samej pracy autorzy stawiajg pytanie o istnienie
na zwartych rozmaito$ciach topologicznych systeméw tranzytywnych,
S.P.o., ktére nie sg nieprzywiedlne. Ogélniej mozna spytad,
czy dla s.p.o, systeméw na rozmaitodciach zwartych My = M% .
Jeéli bowiem dla s.p.o. systemu na rozmaito$ci zwartej X istnieje
punkt tranzytywny, to jest on powraocajgoy, i na mocy Lematu 6.4,
Mi = X, O ile wigc My = Ms, to z tranzytywnodci wynika, ze X
jest zbiorem minimalnym, W Tw, 6,8, zawarta jest odpowiedZ na
te ogblnie jszag wersje pytania dla rozmaito$ci jednowymiarowych,
Na pytanie Montgomery'ego, Sine‘a i Thomasa, gdy X ma wymiar 2,

odpowiemy negatywnie w §10,
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§9. Przypadek jednowymiarowy

Jedynymi (z doktadno$cia do homeomorfizmu) spé jnymi
rozmaitosciami jednowymiarowymi sg okrag [ 1 odeinek I, Jedli
X Jjest jednag z nioch, a(X,Y) - systemem s,p.o0., to na mocy
Tw. 5.4, My jeét bgdZz calg przestrzenig X, badZz lukiem (odcinkiem
badZz tez punktem. W pierwszym przypadku, na okregu, ¥ jest
z dokladno$cig do homeomorfizmu (w skrécie: homeo) albo obrotem
(w tym identyoznoéoia), albo odbiciem symetrycznym (tzn. istnieje
wtedy homeomorfizm T: X=> [ taki, ze P4~ ma opisana wyzej
postaé). Fakt ten jest dobrze znany (np.[W.GuT}]). Na odcinku
za$, w tym przypadku, ?2 Jest odwzorowaniem identyoznééoiowym
([M.-s.-T.1]). W [M.-s.-T.1], (Tw. 3.2) wykezano tez, ze jesli
X jest okre¢giem, (X,?) - systemem s.p.o., 1 My - lukiem wiadciwym
nie zredukowanym do punktu, to ¥ nie jest odwzorowaniem "na"

i system (X,W) jest m.p.o,

Podamy teraz peinag klasyfikacje odwzorowan s,p.o. na
odeinku i okregu. Przez I2 rozumieé bedziemy kwadrat kartezjanski
odcinka I = [0,1]. Vykres odwzorowania oigglego ¥Y: I —> I
oznaozymy przez & <¢<312). Je$l1i M jest podzbiorem Y-nlezmien-
niczym odoinka I, to niech @M oznacza wykres odwzorowania

PIM (@M(: M = M). Przeksztalcenie s: 12—9-12 Zzdefiniujmy wzorem

s (x,y) = (y,x).

Twierdzenie 9.1, Niech Y: I —> I bedzie odwzorowaniem

cigglym, Nastepujace warunki sg réwnowazne:
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by Y jest s.p.o.
ii) =zbidér M = {x e I: Tz(x) = x} jest spéjny
111) 8(d)nd Jest zhiorem spéjnym (rya. 1)

iv) ?2" Jest zbilezne Jednosta ynie

v) \P,lnu L m.p.o,
LYY . .. s(p
b & 2 ¢ g
3 I '
@ ;
| { o { T%g@)
FM 34‘.".0 - .1 L M ‘ ‘:

Dowéd., Zaltézmy i). Centrum My jest odcinkiem, badZ punktem
i %ﬂlMW jest identyoznos$oig., Zatem M = My 1 M jest spéjny.
Réwnowaznodé ii) =z tii) Jest oozywista: s(@)n d = @M. Niech
teraz zachodzi ii), Zbidr M jest niezmienniozy. Je$li M = I,
to oozywibcie iv) Jest speinione, JeSli M = [o,b], 0 ¢ L 1,
to cala dalsza oze$é wykresu lezy ostro ponizej przekatnej i ¥
nie jest odwzorowaniem "na", Podobnie jest, gdy M = [a,1],
0 < a ¢ 1. Rozpatrzmy réwniez pozostaly przypadek, gdy zbidér
ten jest postaci [a,b], 0 <a { b1, Wtedy wykres odwzorowania

na [O,a) lezy ostro powyze]j przekatnej, zas$ na (b,1] - ponizej.



- 47 -

Jedli istniely X ¥, € 1 takie, zZe P(x,) = a, \P(x1) =1,

tox > b, x,  a. Czescl wykresu. ¢ odpowiadaja,oe ‘fl[O,x;f ;
Yl[x1,a],‘fl[a,b],‘{|[b,xo] i T([xo,1] oznaczmy odpowiednio
przez @1, @2, ...,QB. Wszystkie one sg lukami (homeomorficznymi
obrazami odoinka) i s(@z) lgczy q)g (= s@ 3)) z krawedzig

{1} X T, Zatom @h le#zy ostro ponizo]j s(@z). Wtedy Jodnak @ﬁ,
taczao kruwedzle I % {0} 1 {1} » I,pruecina lnld-;’.'. s((pe), bz!d‘ik
s(@1), co jest sprzeczno z zaloxeniem, %e wszystkie takie punkty

mwocleé nalovng do (I),J (u:-ys. 2) .

) g,
IZ
nu'-.'-:’(Ql)

Q '»...'
/ 8 4
| .,n"'
rys .2 J W (@)

X4 é. l; Xo

Ostatecznie wig¢c, we wSzystkioh przypadkach ¥ nie jest odwzoro-
waniem "na", Jeéli Y(I) # M, to Y(I) jest niezmienniozym
odcinkiem oraz M ¢ ?(I), i cale rozumowanie mozemy powtérzyd,
Ciag zbiorgw Yn(l) jest zstepujgocy, a jego granica jest
niezmienniczym odoinkiem, na ktérym N4 jest "ma", Zatem graniog
ta jest zbiér M., Udowodnilidmy w ten sposéb, ze PR(I)— M,
Poniewaz %2|M jest identyczno$cia, to nietrudno szaouje sig,ze
W2n Jesf zbiezne jednostajnie, jak méwi warunelk iv). Implikaocje

iv) = v) = 1) sg oczywiste.
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Twierdzenie 9.2. Odwzorowanie ociagle z okregu Fwl Jest

s.p.o. wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z nastepujgcych

przypadkéw:
a) \P,jest obrotem lub odbiociem symetryoznym <homeo) .

b) Vnie Jest "ma' i \PI‘P(P) jest odwzorowaniem s,p.o,

odcinka (),

c) Y jest "na", posiada jeden punkt staly x 1 ma te
wlasnoéé, ze dla kazdego donknietego iuku ¥l 3 T# X,

zachodzi int \P('U) $ Xg e

W przypadkach a) 1 b) P jest m,p,o., za$ w przypadku. o)

\fn(x) --9x0 dla kaxdego x el y Jednak m.,p.o, nie ma miejsca,

Dowéd., Wiadomo, #2e a) = m,p.o, Na mocy Tw., 9.1. réuniez
b) => m,p.o. Przypudémy, ze speiniony Jest warunek o). Nietrudno
zauwazyé, %e wtedy system (r,\{’) Jest obrazem pewnego systemu
(I,CP) na odoinku, przez utozsamienie punktéw O 1 1 z punktem
stalym xo.‘Wykres odwzorowania ‘\? lezy (oprécz zera 1 Jjedynki
w calos$ci ponizej l'ub povwyzej przekatnej. Zatem ;‘én (y) ~>0 lub 1
dla y € I, a wigc ‘fn(x)-——)xo dla xe[', stad ¥ jest s.p.o.
Gdyby Y bylo m.p.‘o., to znaczy, gdyby itéraoje Vd byly Jednakowo
ciggle, te samg wiasno$é mialoby @, a przeolez 9 nie Jest
nawet s.p,o., (por. Przyklad. 5.3.).
Na odwrét. Przypudémy, ze ¥ jest s,p.o. Jesli ¥ nie jest

odwzorowaniem "na", to ooczywifécie zachodzi b), Jeéli ¥ jest
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"na" to na mooy cytowanego Jjuz Tw, 3.2 w [M.-S.-T.1] My jest
bgdZ calym okregiem F, badZ tez punktem stalym {xo}. Widaé
wigo, ze jes$li ¥ nie ma punktéw stalych, to My = i ¥ jest
obrotem (homeo), Jesli zas ¥ ma wigcej niz jeden punkt staty,
to réwniez My = F, ale Y jest odbiciem symetrycznym (homeo).
Zachodzi zatem wtedy a). Pozostal do rozpatrzenia przypadek,

gdy My = {xo}. PrZypuéémy, zo ©) nie jest spelnione, czyli

e istnieje tuk domknigty T Z X, taki, ze int %(Kﬁ 3 X Wtedy
istnieje otoozenie U 5 x  zawarte w Y(¥) i roziaczne z T.
Istnieje tez otoczenie spbdjne V 2 X takie, ze vW) ¢ v,
Dopelnienie ve jest tukiem domknietym. Poniewaz Y jest "na",
przeto \P(v") > Uo, a poniewaz V° 2 TF , wigc V(V®) > U, Tak wigo,
¢ (v°®) =[", w szozogblnodoi @(VO)ZD v®. Nieoh H = v©

-1 -1
H, = (H;)r\ HoiH =\ CHn) nH,dlans=1,2, ...,

Ltatwo widaé, ze Hn Jost olggiom niepustych zbioréw domknigtyoh,

spelniajgcyoh warunek Hn:>\P(Hn+1) 2 H Wobeo tego

n+1°

H, = f\Hn # @ Jest zbiorem niezmienniozym, a wigo nierozlgcznym

z My. Uzyskalidmy sprzeczno$cé, bowiem My = {xo} i x01¢ Ho'

Xo

,

Xo

o(F)

i
| (%)

J 3
3 °
int V(%) >x,

Xo
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Uwvaga., Zachodzenie warunku o) latwo mozna. sprawdzié na
wykresie odwzorowania ¥: oznaoza on, ze Jjesli punkt staly x
umiedocimy w poozgtku ukladu 12, to jedna ze skladowych spdjnych
wykresu lgczy dolny lewy wierzcholek kwadratu z gérnym prawym,
nie przecinajgoc poza tym przekgtnej. Skladowa ta mo%e osiggad
g6rng lub dolng krawedZ kwadratu, wtedy oczywiscie na

przeciwvlegle]J krawedzi pojawig sie dodatkowe skladowe (ryS. 3»-

§10. Przypadek dwuwvmiarowy

Mocno prawie okresowe homeomorfizmy na R2 zostaly w peilni
scharakteryzowane przez N,.E,Folanda ([F.N}Eﬁ]). Kazdy taki
homeomorfizm Jest obrotem lub symetrig osiowag (homeo).

Opisywaniem zbioréw minimalnych dla pewnych systeméw na
sferze S, zajmowal sig W.K.Mason ([M.W.Kﬂ]). Jego twierdzenia
dotyczag odwzorowan slabo prawie okresowych w sensie dynamiki
topologicznej, stosuja sie wigec w szczegdbdlnodci do przypadku,
gdy My = 52 i Y jest m,p.o.

Wynik Folanda, Jjak i wnioski plynace z twierdzen Masona
dla systeumodw m,p.o. na Sz,zostaly uogélﬁione przez Montgomery ‘ego,
Sine‘a i Thomasa w [M.-S.-T.2]. Autorzy oi podajg pelng
klasyfikacj¢ zachowania si¢ ¥ na My, gdzie ¥ jest s.p.o.

(w sensie operatorowym) odvzorowaniem na zwartej, spéjnej

rozmaito$ci topologicznej wymiaru 2,

Twierdzenie 10.1. ([M.-S.-r.2]) . Nieoh (X,?¥) bedzie s.p.o.

systemem na zwartej, spéjnej rozmaitos$ci topologiozne]j
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dwuwymiarowej X, Wtedy zachodzi doktadnie jeden z nastepujacych

przypadkéw:

a) Kazdy zbiér minimalny jest zerowymiarowy (byé moze
skoﬁozony). Co wigcej, w tym przypadku, Jje$li My ma wnetrze
niepuste, to Y jest globalnie okresowe na Mv(fn|M¢ = idMQ
dla pewnego n > 1).

h) X jest torusem dwuwymiarowym i system (X,P) jest

nieprzywiedlny,

c) Istnieje Jjedyny zbiér minimalny i jest on homeomorfiozny

z okregiem fi

d) My Jjest jednym z nastepujgoych przykladédw:

Przykiad 1. Me= [-1,1]x [

(&)  VYE,0) = (t ,8 + A)
(B) Y(t,0) = (-t,0 + A)

(A niewymierna, dodawanie modulo 1).

Przyktad 2. (My,¥) Jest modyfikacja Przykiadu 1.(A), taka ze

%bidr {_1} X.r' utozsamiamy z punktem, System ten jest
niewymiernym obrotem kola domknie¢tego,

Przvklad 3, (MQ,?) Jjest modyfikacjg Przykiadu 1., taka ze

obie komponenty brzegu utozsamiamy z punktami, Wtedy,

w przypadku (A), P Jest niewymiernym obrotem sfery Sz,

za$ w (B), - zlozeniem takiego obrotu z symetriag wzgledem

réunika {O} = [,
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Przykiad 4, My jest modyfikaocjg przestrzeni z Przykladu j P

polegajaog na identyfikaoji (-1,8) = (1,6). Wtedy My

jest torusem dwuwymiarowym, Odwzorowanie ¥ jest zdefiniowane
nastepujgoo:

(a) P(t,0) = (t + A, @ +2,)

(B) Y(t,0) = (-t,0 *Ay)

(}1 wymierna, A2 niewymierna).

Przyklad 5, (MW,W) Jest modyfikacjag Przykladu 1.(A), polega jaosa

na utozsamieniu przeciwleglych punktéw z {-1}x [ oraz
utozsamieniu catego zbioru {f}xAr z punktem, Wtedy My
jest przestrzenig rzutowsg.

Przyktad 6. (My,¥) jest modyfikacja Przyktadu 1.(A), polegajago
L4 a8 ’ 8

na utozsamieniu przeciwleglych punktéw 2z {-1} x [, Wtedy
(My,?) jest obrotem wstegi Mobiusa,

Przykiad 7. (Mw,?) Jest modyfikacja Przykladu 1., polegajacsg

na utozsamieniu przeciwleglych punktéw =z {-1}>‘f‘ i
podobnym utozsamieniu przeciwleglych punktéw =z {1} *I?.
Wtedy My jest butelks Kleina, a ¥, w przypadku (A), obrotem

za$ w (D), obrotem zloZzonym z symetrig wzgledem {O}x f'

Wiadomo, Ze obrét torusa jest nieprzywiedlny wtedy i tylko

wtedy, gdy wspéirzedne wektora obrotu i ich iloraz sg lioczbami
niewymiernymi, W dalszej ozeSol udowodnimy twlerdzenie, z ktérego
wnioskiem bedzie, ze obroty takie sg zarazem jedynymi s.p.o.
systemami tranzytywnymi na zwartych, spéjnych rozmaitos$ciach

dwuwymiarowych,
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Kazdy homeomorficzny obraz odcinka nazywamy lukiem,
Grafem nazywamy skoiiczong sum@ lukdéw, ktérych przekroje zawarte

sg W zbiorze wszystkich koncéw tych tukdw (zwanyoh wierzcholkamil

grafu). Petlg nazywamy kazdy homeomorficzny obraz okregu.r.
Kazda petla, Jjako graf, ma co najmniej dwa wierzcholki, Jes$li
X jest rozmaitos$cig zwarts, dwuwymiarows, to wiadomo tez, ze
kazdy tuk zawarty w X, rozlgczny z brzegiem 9X ma (podobnie

Jjak punkty) otoczenie homeomorficzne =z Rz.

Definioda.(por.ﬂA.-J.]). Rzedem spbdjnodoi grafu G nazywamy
maksymwalng liozbeg r(G), taks ze lstnieje w G uklad r(G) Tukébw
o teJ wlasno$ci, %Ze po usunig¢oiu ich wnetrz, powstaly zbidr

ma t¢ samg liczbg skladowych, co graf G (liozba p@tli).

Definicja. (por. [A.-J;]). Rzedem spéjnosci zwartej,
spéjnej razmaitosdci topologiocznej dwuwymiarowej X nazywamy
maksymalng lioczbe r(X), takg ze istnieje graf G € X rzedu
spéjnosci r(G) = r(X), o tej wtasnoéci, ze X NG jest zbiorem
spéjnym (b@dziemy wtedy méwié, ze G jest maksymalnym grafem

nie rozspajajgoym X).

Rzgd spéjnosol dla kazdej takiej rozmaitobol jest

skonczony ([A.-J.]).

Lemat 10.2, Niech X bedzie zwartg, spéjng rozmaitoscig

topologiczng dwuwymiarowg bez brzegu i G < X grafem spé jnym,
takim ze o0 > r(G)y r(X). Wtedy przynajmniej jedna skladowa

zbioru X \ G jest homeomorficzna z plaszczyzng (bedziemy méwié,
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%2e G wycina dysk z X).

Dowéd, Nieoh najJplerw powien graf spéjny H rozspaja X,
ale zaden jego spbéjny podgraf nie ma tej wtasnoéoi., Latwo
sprawdzié, ze X \ Il ma dokladnie dwie skladowe i istniejs

rozmaitosSoi bez brzegu X, ,X_  takie, ze skladowe te sg

1772
homeomorficzne ze zbioraml powstaltymi =z X1, X2 przez usuniegcie
%z nich skonozenie wielu punktéw. Nieoh H1<: X1, H2<: X2 beda

prat'ami maksymalnymi nie rozspajajgcymi X X, 1 nie zawierajg-

1? 72

cymi tychze punktéw, Poniewaz r(H)‘) 1 (inaczed H nie

rozspa jalby X), wiec istnieje podgraf spéjny H’c H rzedu
r(lI) - 1, Wtedy graf H v H2 U H’ nie rozspaja X, a jego rzad

spéjnosci wynosi r(X1) + r(Xz) + r(H) - 1., Tak wiec
@ rx)y rix,) + r(Xz) + r(H) - 1

Przypu$émy dodatkowo, ze graf G (patrz zatozenia lematu)
rozspaja X, Niech H bedzie podgrafem spéjnym grafu G rozspaja-
jaoym X, minimalnym ze wzgledu na te wlasno$ci. Wtedy, stosujao
poprzednio przyjete oznaoczenia, zauwazamy, ze graf G rozpada sie
na dwa grafy spéjne G1 i G2 na X1 i X2 odpowiednio, Przy

prze j$ciu tym wszystkie petle grafu H stajg sie punktami,

tak wiec
%) w(G) + r(Gz) = r(G) - r(u)
Liczba po prawe] stronie Jjest z zalozenia nie mnie jsza niz

r(X) - r(H), co z kolei na mocy (%) Jest ) r(X1) + r(xa) - 1.

Poniewax sg to liczby naturalne, wiec poréwnujgc skrajne
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wyrazenia dochodzimy do wniosku, ze dla jedne] z rozmaitodoil

X X2 (niech to bedzie X1) zachodzi

1’
r(@,) ) »(x,)

W ten sposéb X1 spelnia zalozenia lematu., Jes$lli wieo G,
rozspaja X1, to rozumujemy jak poprzednio., Ze wzoru (%) wynika
réwniez, ze r(G1) € r(G) - 1. Skoro r(G)<<”, to po skoticzonej
liczbie krokéw indukecyjnych otrzymamy rozmaito$oi Xn o tej

wlasno$oci, zZe
r(Gh) p r(Xn), oraz graf Gn nie rozspaja Xn.

Tak wiec w powyzszym wzorze Jjest réwnodé , W ten sposéb
pozbywamy si¢ tez dodatkowego - -zalozenia, uozynionego po wzorze
(%) 3 Jedli G nie rozspaja X, to przyjmujemy X = X, Widaé
teraz, ze Xn\\ Gn Jjest zbiorem jednospéjnym (tzn. kazda petla
w nim zawarta rozspaja go). Aby udowodnié, ze zbiér ten Jjest
dyskiem otwartym wystarczy wykazaé (patrz [A.—J.]), ze kazde
jego uzwarcenie ma brzeg spbéjny. Przypusdémy, ze tak nie jest.
Niech."UC:Xn'\ Gn bedzie lukiem laoczacym dwie rézne sktadowe
brzegu pewnego uzwarcenia, Wtedy graf aniﬁ' nadal nie rozspaja
Xn’ mimo Zze Jjego rzad spbdjnodci jest wiekszy niz rCXn) (moZna

dodatkowo usunaé wnetize tuku ¥). Tak wieo Xn‘\ Gn jest dyskiem,

Dowéd lematu kohczy uwaga, ze przejécie z X NG wX jest

homeomorfiozne,
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Lemat 10,3, Niech X bedzie jak w zalozeniach Lematu 10,2,

i niech ¥: X — X oznaocza odwzorowanie olggle o obrazie Y

brzegowym w X, Wtedy istnieje zwarta przestrzen Hausdorffa Y’

taka, zZe

20

monotoniozne (tzn. przeciwobrazy punktéw, lub rdwnowaznie -

1) Y = %%1?, gdzie W1: X%y WV, yBay qﬁ -~ ciagte,

zbioréw spédjnych, sa spéjne), W2 - oiggle, zerowymiarowe <tzn.

przeciwvobrazy punktéw sa zerowymiarowe),
2) dim Y’ = 1 albo Y jest punktem,

3) dla kazdego homeomorfizmu Yna X komutujacego =z y istnieje

homeomorfizm ¥ na Y’ taki, ze ?”Y1 = ?#P,
l) Y’ zawiera najwyzej skoriozenie wiele petli.

Dowéd.
ad,1) . Jest to zastosowanie twierdzenia o faktoryzaoji
([v.e.T.]).
ad..2). 1 = dim Y = dim Yz(y') 2 dim Y’ - 0, w my$l twierdzenia
Hurewioza (np. [K.K;]) i zerowymiarowo$oi %%. Ponadto Y’ jest
tukowo spébjna (jako ciggly obraz X), wiego JeélivY zawlera
przynajnniej dwa punkty, to dim Y’ 2> 1,
ad.3). ¥’ definiujemy wiladnie wzorem YVQQ(x) = 4akﬂx). Sprawdzenie
poprawno$ci tej definicji, ciaglosei i réznowartoSoiowobei Y
nie jest trudne. (Korzysta sie istotnie z monotonicznosdci

\P1 i komutowania Y Z\y)-
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ad.4). Przypudémy, ze jest przeciwnie, Wtedy Y’ zawiera graf
spéjny G) rzedu spbjnosci r(G') = r(X) + 1, Wierzoholki

ai,(i = 1, 2y eeey n) tepo grafu majg otoozenia spébjne Ui
parami rozlgozne i takie, e kazdy tuk 33,(3 = 1, 2, cue, m)
grafu G’ ma niepusty przekréj z dokiladnie dwoma spodréd Ui i
przekroje te sa spbjne. Pozdstale, domkniete cze¢Sci tych tukédw

sg spéjne i maJjg rdéwnicz spbéjne otoczenia V3 (odpowiednio)
J
% dolkladnie dwoma sposréd Ui oraz VG n'ﬂﬁ =@ dla J £ &

parami roztgcwne i takie, %e kaxdy z V. ma niepusty przekréj

(ryé,h). Z jednowymiarowoéci i zwartodoci Y’ wynika, ze otoozeniav

V3 mosna wybraé tak, aby ich brzegi byly zbiorami zerowymiarowymi.

Pruecivobrazy przez Qﬁ wszystkioh tych otoozen oznaczad

bedziomy odpowiednio przez Ui i V,. Sag one wszystkie zbiorami

J
spdinynl i otwartymi w X, a wiec lukowo spéjnymi. Latwo teraz.
wida¢, ze w X istnieje graf G homeomorficzny z G’, takl ze

uklad otoczen Ui’ V‘j speilnia wobec G te same warunki (opréoz
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zerowymiarowo$ol brzegdw VJ), ktére naktadalidmy na Ui i V3
wobec G°, Zgodnie z Lomatem 10.2, graf G wycina dysk otwarty
D = X, Poniewaz r(G) > r(X), wig¢e G rozspaja X 4 B° Jest
niepuste., Przynajumiej jeden ftuk grafu G lezgoy na brzegu D
nalezy tez do brzegu pe (rys.s). Niech ﬁ} oznacza taki wlaénie
Tuk, a

- Jjego wiorzcholki, V. - odpowiedni zbidér otuarty

17 %20 1
zawiorajgcy $rodkowag czes$é 61. Z wlagnoéci rozmaitosci dwuwymia-
rowych wynika latwo, ze istnieje zbidér W € X homeomorficzny
2z kolem domknigtym, taki Ze int W D(U1 n .\-/-1) i(W nG)c "6‘1\ {a1,a2}‘

Zbiory'wrxﬁ iWnAD® sa niepuste i wobec powyzszych wlasnosci

oba homeomorficzne z lkolem donlmietym,

0}‘
A,

R
=
X

6%
&’:?: 3
N

hAA

A%

Mozna tak okre$lié¢ houmcomorfizm 4 z kola otwartego na D, aby
Jego ciggle przedluzenie na kolo donkniete przeprowadzalo
homeomorficznie pewien wycinek kola L na W n D (rys.6).

Obrazem przez T calego kota domknigtego jest wtedy D. Wykazemy,
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Z0 'lf"l(ﬁlfl N -\71} Jost pojJodyncuym Tultlom na bLrzogu kola,
Przypuéémy bowiem, ze pewien punkt b spoza L przechodzl przewz

(ARY 51rq v Vtoedy b wozna przyblizyé cigglem b” punktdu =z

1%
kora oluartogo, nie nalodijgoyoh do L. Mawmy ’lf(hu) st (I) ~ U);l.
Lim 'L‘(l',,) ‘/ Int W, c¢o pruocuy olnetofol € y sdys

'((I,) ¢ (Bl N v )C int ),

1

rys.6

Tal: uiec przeciwobraz przez 1 zbioru %}/ﬁ'v Jest zawarty

1
Dalej rozumujemy

u L, a przez to homeomorficzny = K}lﬂ 71.
o N . _ R 'f,—1 c :

nastepujgoo: Pewna skladowa C zbioru (D n'V1) na kole
domknig¢tym zawliera pozostals, spbdjng oczes$é okregu brzegovego,
Ponadto ¢° jest zbiorcm domknietym i spédjnym (Jest sung
4—1(D N V1) i pozostaltych skladowyoclhh dopelnienia tego zbioru).

) . o (o] ~ E I B 2 : o i -1
ouputrumy §= C° n C, Jest to czmeéd brzegu zbioru A (D N V1).
% faktu, Zze koilo ma. tzw, rzad wiclosprzeglosci rébuny 1
(tzn., ze jesli pokryjemy je dwoma domknietymi zbiorami spédjnymi

to ich przekrdj bedzie spdjny ([W.G.T.])} wynika tez, ze § jest
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spéjne. Ponadto £ zawiera oba korice 1uku ¢-1(%} N 71). Oznacza

to, ze d(g), bedgcy spéjnym podzbiorem brzegu V, zawiera obydwa

1

kolice luku 61,w 71. Korfice te naleza do dwu rozlgcznych zbioréw

U1 i U2.

zerowymiarowo$ol brzegu zbiordw V3 wynika, ze QQQC(E)) Jjest

punktem, z drugiej strony U; i U; sg rozlgczne.

Uzyskalis$my sprzeozno$é, poniewaz, z zalozenia o

Twierdzenie 10.4, Ka#dy s.p.o. tranzytywny system (X,¥)

na zwartej rozmaito$oci topologicznej dwuwymiarowej Jjest

nieprzywiedlny,

Dowéd. Nieoh X be¢dzie spéjna. Zaldézmy tez najpierw, Ze
X joest rozmaitodcip z brzegiem. Na mocy Lematu 6,4, Y jest
homeomorfizmem, wiegc oX jest zbiorem niezmienniczym i skiada
sie z punktédw powracajgoych. Korzystajac z Tw, 6.8, i z faktu,
‘Ze dX jest grafem wnioskujemy, Ze o0X < M¢.'Teza wynika teraz
z Tw, 8,3. 1 = tranzytywnoééi systemu, Gdy X nie ma brzegu,
to rozumujemy nastepujgco: Jesli punkt tranzytywny X, nalezy
do My, to X = My, Je$li nie, to w my$l Lematu 6.7. istnieje
punkt y € X N\ My, ktérego orbita Sg(y) Jest zbiorem brzegOWym'Y
w X, Niech ¥ oznacza taki element Sy, dla ktérego W@&) = vy.
% zalozenia s.p.o., ¥ jest ciqglé i‘%(x) = Y, Stosowaé teraz
mozna Lemat 10.3. Przy oznaczeniach z tego lematu mamy ponadto:
(Y',Wﬂ) jest systemem s.p.o., co wynika z definicji ¥*,
%q<M¢)‘: My i Q%(MWQ C My, (Inkluzje te wynikajgq z charakte-
ryzacji My przez punkty jednostajnie powracajgoce i z cigglosci
qq,wz). Podobnie M% = Y, Suma wszystkich skoficzenie wielu

petli z Y’ jest grafem skofAczonym, oczywidcie ¢ -niezmienniozym,
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a wigo na mooy Tw, 6,8, petle te zawarte sg w My, Oznaczmy
vy’ = %q(xo). Poniewaz QE(y') =y ¢ My, to y'¢ Mg . Z poprzednioh
rozvazal wynika, ze y’ laczy z My tylko jeden. iuk ¥ w Y’

(inaozej poustataby petla poza My) ., buki ¥ i ?'Cx)mogq

a) mieé punkt wspbélny poza My . Wtedy niech p oznacza najwozeé-
nie jszy taki punkt (Wg. parametryzacji [Q,1]-+”K; 0] —>y').

Jedyny tuk, Jjaki tgeczy y° z ¥ (y’), =zawiera p. Przez nietrudng
indukoj¢ wywnioskujemy, ze jedyny xuk lgczgoy y’ = W‘n(y')

zawiera wszystkie punkty p, %'(p),...,?'n-1<p).

b) byé rozlgczne poza My . Mozemy wtedy przyjaé, ze wszystkie
dalsze obrazy tego luku sg parami rozilgozne poza My’ , inaoczej

dla pewnego ?'n zachodzilby przypadek a).

Ponicwaz x, Jest powracajgoy, to istnieje w X tuk zawierajgcy
pewien oigg @n“(xo) zbiezny do x . Luk ten jest squ ciggu
tukéu Uk zstepujacego do {xo}, zawlerajacych Tn!(xo), (J 7 k).
Obrazy %QCKK) sg tukowo spéjne w Y’ i zwarte, zawieraja wiec

w przypadku a) calg orbite punktu p, w szczegbélnosSci punkt =z
My (np. E(p)}, a w przypadku b) - bezpobrednio punkty z My .
Poniewaz \Y1(?S'k) — {y'}, to y’€ My . Uzyskana sprzecznoéé koriozy
dowéd twierdzenia dla rozmaitos$ci spéjnych. Jesli X jest
rozmaitoscia niespédjna, zwartq,{to liczba skladowych jest

skonczona., Dla pewnego n skladowe te wraz =z ?n tworzg systemy

spbjne spelniajgce pozostale zaltoZenia twierdzenia,
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UZUPELNIENTIE

Z rozumowan przeprowadzonych w 8§ 6 1 7 wynika pewien
fakt, ktéry nie zostal jednak wyodr¢bniony, Warto go odnotowad
chociazby z tego wzgledu, ze wyjas$nia on, podobnie jak
twierdzenie llalmosa - von Neumanna, niektére zwigzki pomiedzy

dynamiks topologiczng, a toorig pdéigrup topologioznych,

Twierdzenie 11.1, System tranzytywny (X,?) jest s.p.o.
wtedy i~tylko wtedy, gdy jest on homeomorficzny z translacjag
o element generujaocy pewnej zwartej, przemiennej pdéigrupy
monotetyoznej S = {an: n=1, 2, .,;F—. Ponadto M% = X jest
réwnowazne temu, ze S posiada jedno$é, (X,W) jest nieprzywiedlny

wtedy 1 tylko wtedy, gdy S jest grupsa.

Dowéd, Za S przyjaé trzeba Sy i skorzystaé z Lematu 7.1,
Na odwrdét: jest ooczywiste, ze dowolne translacje na péigrupach
zwartych sg s.p.o.

Dalej rozumowaé nalezy jak w Uwadze 1 po Przykladzie 7.6.
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