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1. Wstep

Jednym z podstawowych elementéw procesu uczenia sie, pozyskiwania wiedzy
z obserwowania otaczajacej nas rzeczywistosci jest odnajdywanie analogii.
W przypadku badania struktur ztozonych nieuniknionym jest dokonanie pomiaru
podobienstwa. Pozwala to na formalne postawienie problemu i wykorzystanie na-
rz¢dzi matematyczno-statystycznych do skonstruowania modelu oraz wnioskowa-
nia na jego podstawie.

Pomiar podobienstwa jest gléwnym elementem wielu metod wielowymiarowe;j
analizy statystycznej, ze szczegdlnym uwzglednieniem metod klasyfikacji oraz po-
rzadkowania liniowego. W artykule rozwazane bgdzie zadanie porzadkowania linio-
wego w kontekscie wielokryteriowych metod wspomagajacych podejmowanie decyzji.

Wsréd miar podobienstwa wyrdznia si¢ miary odleglosci oraz bliskosci. Duzy
stopien podobienstwa obiektéw oznacza male wartosci miar odleglosci lub réwno-
waznie duze wartosci funkcji bliskosci. Ze wzgl¢du na t¢ wzajemna odpowiednios¢
w dalszej czgsci rozpatrywane beda jedynie miary odlegtosci. Pomiar odleglosci
odbywa si¢ przez obliczenie wartosci pewnej ustalonej funkcji — merryki.

Material dotyczacy przestrzeni metrycznych sprawia na ogét trudnosci studen-
tom pierwszego roku. Szczegdlnie problematyczne jest dla nich zrozumienie po-
trzeby wprowadzania réznych miar odlegtosci. Przedstawienie prostego przykladu
ilustrujacego zastosowanie metryk w metodach wspomagajacych podejmowanie
decyzji umozliwia podkreslenie znaczenia wyboru metryki. Pozwala réwniez na
poréwnanie wlasnosci tychze metryk.
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2. Podejscie dystansowe w wielokryterialnej analizie decyzyjnej
2.1. Sformulowanie problemu

Rozwazmy sytuacje, w ktdrej zadaniem decydenta jest wybdr jednego sposréd
pewne;j ustalonej (skonczonej) liczby mozliwych wariantéw decyzyjnych. Postulu-
jemy, aby dokonany wybdr nie byt przypadkowy, lecz by maksymalizowat poziom
uzytecznosci decydenta. Sytuacja taka czgsto wystgpuje w zagadnieniach ekono-
micznych, np. przy wyborze najlepszej oferty po ogloszeniu przetargu lub w proce-
sie rekrutacji przy wyborze najlepszego kandydata.

Najczesciej wybdr dokonywany jest nie na podstawie jednej cechy charaktery-
zujacej badane obiekty, lecz jednoczesnie ze wzgledu na wiele cech, nazywanych
kryteriami wyboru. Rozwazany wig¢c bgdzie problem wielokryterialny w skonczo-
nym zbiorze wariantéw decyzyjnych. Zagadnienie trywializuje si¢, gdy w zbiorze
wariantéw decyzyjnych wystepuje wariant dominujacy — najlepszy ze wzgledu na
kazde kryterium. Najczgsciej jednak mamy do czynienia z sytuacja, kiedy poszcze-
goélne kryteria wskazuja r6zne warianty i trzeba ustali¢ rozwigzanie kompromisowe
na podstawie sprzecznych wskazan kryteriow czastkowych.

Kryteria czastkowe moga by¢ reprezentowane przez zmienne mierzone na roz-
nych skalach pomiaréw. Wyrézniamy cztery rodzaje skal (zob. M. Walesiak (2002)):

e nominalna,

e porzadkowa (rangowg),

¢ przedzialowa,

e ilorazowa.

Skale pomiaru badanych cech maja kluczowe znaczenie dla doboru miar odle-
glosci oraz innych narzedzi wykorzystywanych w dalszej analizie.

Rozwaza¢ bedziemy przypadek, gdy wszystkie kryteria wyboru sg mierzone na
skali ilorazowe;.

W praktyce dla decydenta niektére kryteria moga mie¢ wigksze znaczenie od
innych. W takim przypadku mozliwe jest uwzglednienie tych preferencji poprzez
wprowadzenie systemu wag. Niech:

w ={ W:j=1 2,.,N } oznacza zbidr wariantéw decyzyjnych,
K,.K,,...,K, —kryteria wyboru,

k;;— wartos¢ i-tego kryterium dla j-tego wariantu decyzyjnego,
w; — wagi przyporzadkowane przez decydenta i-temu kryterium.

2.2. Rozwigzanie problemu
Jedno z podej$¢ w metodach wielokryterialnej analizy decyzyjnej to tzw. po-

dejscie dystansowe, w ktérym wybor optymalnego rozwiazania spos$réd skonczo-
nej liczby wariantéw decyzyjnych (przypadek dyskretny), odbywa si¢ przez wska-
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zanie wariantu ,,najblizszego” pewnemu teoretycznemu rozwiazaniu, ktére przyj-
mujemy za wzorcowe. Aby méc wskaza¢ rozwiazanie ,,najblizsze”, musimy mieé
mozliwos¢ mierzenia odlegiosci migdzy rozwiazaniami.

Z formalnego punktu widzenia, aby rozwiaza¢ problem decyzyjny, wystarczy
skonstruowaé przestrzen metryczna z wyrdznionym elementem reprezentujacym
rozwigzanie wzorcowe oraz elementami, bedacymi odpowiednikami wariantéw
decyzyjnych. Nastepnie nalezy obliczyé wartosci metryki migdzy wzorcem
a kazdym punktem reprezentujacym rozwazane warianty. Ten wariant, ktdrego
odleglos¢ od wzorca jest najmniejsza, jest wskazany jako optymalny wybér.

Poszczegdlne warianty W; reprezentowane sa przez wektory:

(k. ky 00k, ) € R

(1)

W metodach porzadkowania liniowego zachodzi potrzeba pozbawienia warto-
$ci zmiennych mian oraz ujednolicenia rzgdéw wielkosci. W tym celu stosuje si¢
transformacje normalizacyjne, na przyklad:

_ k, -k
o standaryzacj¢:  z, = — ,
s, (2)
k, — min{k, }
e unitaryzacje: zZ, = — ,
! m?x{k,.j}—mjm{k,.j} 3)
N k;
¢ normalizacjg: =,
max{k;} 4)
J

gdzie k,, s, oznaczaja odpowiednio $rednia arytmetyczng oraz odchylenie stan-
dardowe dla i-tej zmienne;.

W kolejnym kroku konstruowany jest wektor wzorcowy. Mozna uczynic to ar-
bitralnie, wskazujac pozadany poziom wartosci zmiennych X, KX,,...,K,, . Naj-
czgsciej jednak wykorzystuje si¢ do tego celu rzeczywiste wartosci zmiennych z
rozpatrywanych wariantéw. Konieczna jest wtedy identyfikacja charakteru kryte-
riéw pod wzgledem preferencji wsréd zmiennych.

Jezeli wraz ze wzrostem wartosci kryterium K; uzyteczno$¢ wariantu maleje, to
powiemy, ze kryterium to ma charakter destymulanty. Natomiast jesli wraz ze
wzrostem wartosci kryterium K; uzytecznos$¢ wariantu rosnie — o K; powiemy, ze
ma charakter stymulanty (zob. Z. Hellwig (1968)). Moga wystgpowaé réwniez
kryteria z wyrézniona pozadana wartoscig lub przedziatem takich wartosci, powy-
zej i ponizej ktérego wartosci kryteriéw oznaczajg mniejsza uzytecznos¢ decyden-
ta. Kryteria takie nazywamy nominantami (zob. T. Borys (1980)).

Po zidentyfikowaniu charakteru kryteri6w mozna przej$é¢ do ustalenia wspét-
rzg¢dnych wektora wzorcowego. Oznaczmy wektor wzorcowy przez:

k = (k,,k,,...k, )€ R™. (5)
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Przyjmujemy:
a) 12,. = min z,;, jesli kryterium K; ma charakter destymulanty,
j

A

b) k, =max z,, jesli kryterium K; ma charakter stymulanty,
i

c) IE,. jako nominalny poziom zmiennej K; (znormalizowanej), jesli kryterium
K; ma charakter nominanty.

Wektor wzorcowy jest obiektem teoretycznym i zazwyczaj nie nalezy do zbio-
ru wariantéw decyzyjnych poza szczegdélnym, wspomnianym juz przypadkiem,
kiedy jeden z wariantow zdominuje pozostale — zostanie on wtedy wyznaczony
jako wzorzec.

Jak juz wspomniano, w celu wytonienia rozwiazania optymalnego poszukuje-
my wariantu najblizszego wektorowi wzorcowemu. Zatem w kolejnym etapie do-
konujemy wyboru miary odlegtosci (metryki).

Metryka w przestrzeni liniowej R™ nazywamy dowolna funkcje

d:R" xR 5[0, +e),

spetniajaca warunki:
a) /\ dix,y) =0 x=y (warunek identycznosci),
x,yeRM
b) /\ d(x,y)=d(y,x) (warunek symetrii),
x, yeRM

o /\ dx2)<d(x,y)+d(y,z) (warunek tréjkata).

x,y.z=RM

W wielokryterialnych metodach wspomagajacych podejmowanie decyzji naj-
czgsciej wykorzystywane metryki to:

M
¢ metryka miejska: d,(x, y)= Zw,. -Ix,. - y,.| , 6)
i=1
i 2
e metryka euklidesowa: d,(x, y)= ZW: '(x,. —y,.) , @)
i=1
¢ metryka maksimum:d_(x, y)= max{w,. -|x,. - y,.|} , 8)
I<isM

gdzie x =(x,, x,,..., x,)€R™, y=(y, y,5..., y,)€RY,
natomiast (w,,w,,...,w,, )€ R jest wektorem wag ustalonym przez decydenta.

Stosujac ustalong posta¢ metryki, obliczamy odleglosci migdzy wektorem
wzorcowym a kazdym z rozwazanych wariantéw decyzyjnych:

d(K,2,) = d (ko kyseoorky 14(2,0 2000 2) ) J =1y 200N 9)

Wariant, ktérego odleglos¢ od wzorca jest najmniejsza, jest wskazany jako
rozwiazanie optymalne.
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3. Przyklad ilustrujacy podejscie dystansowe w wielokryterialnej
analizie decyzyjnej

Rozwazmy sytuacje¢, w ktérej decydent chce dokona¢ modemizacji budynku.
Stoi przed wyborem jednej z siedmiu ofert firm budowlanych. W przegladanych
ofertach decydent wyréznit cztery zmienne, ktdre stanowié beda kryteria wyboru:

K, — planowany koszt materialéw [zl],

K,— planowany koszt pracy [zl],

K;— czas realizacji ustugi [liczba dni],

K4— okres gwarancji [liczba miesigcy].

Oznaczmy przez k,.j warto$¢ i-tego kryterium dla j-tej oferty (wariantu W,).
Wartosci kryteriéw dla poszczegdlnych wariantéw (ofert) przedstawia tab. 1.

Tabela 1. Wartosci kryteriéw dla poszczeg6lnych ofert

W W, W, W, W; We w;
K, 26000 | 30000 25000 28 000 30000 27000 25000
K, 23000 22 000 24 000 21 000 19 000 12 000 17 000
K; 18 21 25 35 32 45 38
K, 9 18 18 15 12 12 12

Zrédlo: dane umowne.

Trzy pierwsze kryteria maja charakter destymulant, czwarte zas — stymulanty.

Zauwazmy, ze w zbiorze wariantéw decyzyjnych nie wystepuje wariant domi-
nujacy. Poszczegdlne kryteria, rozwazane osobno, wskazuja rézne warianty jako roz-
wiazania optymalne. Uzasadnione wydaje si¢ wykorzystanie podejscia dystansowego
opisanego w podrozdziale 2 do rozwiazania postawionego problemu decyzyjnego.

W rozwazanym zagadnieniu zakladamy ponadto, ze decydent ustalit wagi w;
dla poszczegdlnych kryteriéw réwne: 0,2, 0,4, 0,3 oraz 0,1 odpowiednio.

Dokonujemy normalizacji wartosci kryteriow wedtug formuty (4). Wartosci
znormalizowanych kryteriéw oznaczonych przez z; przedstawia tab. 2.

Tabela 2. Znormalizowane wartosci kryteri6w

W W, W, W, W We w;
z, 0,867 1,000 0,833 0,933 1,000 0,900 0,833
z, 0,958 0,917 1,000 0,875 0,792 0,500 0,708
Z, 0,400 0,467 0,556 0,778 0,711 1,000 0,844
Z, 0,500 1,000 1,000 0,833 0,667 0,667 0,667

Zrédto: obliczenia whasne na podstawie tab. 1.
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W kolejnym kroku ustalone zostang wartosci poszczegdlnych kryteriéw, ktére
przyjmiemy za wzorcowe. Wzorzec tworza minimalne wartosci trzech pierwszych
kryteriéw o charakterze destymulant oraz maksymalna warto$¢ czwartego kryte-
rium — stymulanty.

Waobec tego wektor wzorcowy k przybiera postac:

k= (mjm Z,;5 mjin zzj;mjin %5 max z”) =(0,833; 0,5; 0,4; 1).

Wektorowi wzorcowemu odpowiadaja wartosci teoretycznej (nieistniejacej)
oferty o najmniejszym koszcie materialtébw réwnym 25 000 zt, o najmniejszym
koszcie pracy — 12 000 zl, o najkrétszym — 18-dniowym czasie realizacji, oraz o
najdtuzszym — 18-miesigcznym okresie gwarancyjnym.

W nastgpnym etapie, zgodnie z procedura opisana w podrozdziale 2, nastgpuje
obliczenie odleglosci wariantéw decyzyjnych od wzorca dla jednej ustalonej me-
tryki. Rozwazany przyktad za$ stanowi¢ moze podstaw¢ do wstepnej analizy wias-
nosci metody w zaleznosci od wyboru metryki. Dlatego zbadane zostana odleglosci
poszczegblnych wariantdw od wzorca dla trzech standardowo wykorzystywanych
miar odlegtosci danych wzorami (6)-(8). Obliczone wartosci przedstawia tab. 3.

Otrzymane wyniki pozwalaja na liniowe uporzadkowanie wariantéw decyzyj-
nych od najblizszych wektorowi wzorcowemu (najlepszych) do najdalszych (tab. 4).

Tabela 3. Odleglosci poszczegélnych wariantéw decyzyjnych od wzorca dla réznych metryk

W W, W, W, Ws We w;
d,(k,W,) 0240 | 0220 | 0247 | 0300 | 0277 | 0227 | 0250
d,(k,W,) 0,331 0276 | 0328 | 0322 | 0282 | 0346 | 0296
d.(k,W) 0,183 0,167 | 0200 | 0150 | 0,117 | 0,180 | 0,133

Zrédto: obliczenia wlasne na podstawie danych z tab. 2.

Celem metod wspomagajacych podejmowanie decyzji jest wskazanie rozwia-
zania optymalnego. Informacja, ktéra uzyskuje decydent po zastosowaniu podej-
scia dystansowego, jest pelniejsza, gdyz zawiera réwniez ranking wariantéw decy-
zyjnych.

Tabela 4. Liniowe uporzadkowanie wariantéw decyzyjnych (zaczynajac od wariantéw najblizszych
wzorcowi) dla réznych metryk

1. 2. 3. 4. 5. 6 7.
d, W, We W W, W, W W,
d, W, Ws w; W, W, W We
d., W w; W, W, W W W,

Zré6dio: obliczenia wlasne na podstawie danych z tab. 3.
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Otrzymane liniowe uporzadkowania ofert w sposéb istotny zaleza od wyboru
metryki. Dlatego szczegélnie wazna dla badacza i decydenta jest znajomos¢ wtias-
nosci poszczegdlnych metryk przy stosowaniu narzedzi wykorzystujacych miary
odleglosci. W przypadku metryk miejskiej i euklidesowej na wartos¢ pomiaru
wplyw maja wszystkie kryteria. Mozliwa jest sytuacja, w ktérej jako optymalne
wskazane zostanie rozwiazanie, w ktérym jedno, szczegdlnie istotne dla decydenta
kryterium bedzie bardzo dalekie od wartosci wzorcowej, ale wszystkie pozostale
beda bliskie. Zjawisko zastgpowania wplywu niekorzystnych wartosci jednych
zmiennych pozadanymi wartosciami innych nazywamy substytucyjnoscia kryte-
riow. Jednym ze sposobéw ograniczania negatywnego zjawiska substytucyjnosci
jest stosowanie wag. Jest to jednak sposéb niedoskonaty. Czesto lepszym rozwia-
zaniem jest wyb6r metryki maksimum. Wplyw na jej wartos¢ maja nie wszystkie
kryteria, lecz jedno, wskazujace najmniej korzystny element oferty. Ponadto warto-
sci metryki maksimum sg interpretowalne.

4. Uwagi koncowe

Nalezy zwrécié¢ uwage na problem wyboru skali w ktdérej mierzymy. W litera-
turze spotka¢ mozna wiele propozycji miar odlegtosci, gdy wszystkie zmienne
mierzone sa na skali nominalnej (m.in. Sokala i Michenera, Jaccarda, Czekanow-
skiego), na skali porzadkowej (Kendalla), na skali przedziatowej (miejska, euklide-
sowa, maksimum, Jeffreysa-Matusita, Mahalanobisa) (zob. M. Walesiak (2002)).
W pracy (M. Walesiak (2002)) przedstawiono réwniez uogdlniong miare odleglo-
Sci, ktéra mozna stosowa¢, gdy kryteria opisujace warianty decyzyjne mierzone sg
na skalach réznych rodzajéw, co bardzo rozszerzylo zakres zastosowan prezento-
wanego podejscia dystansowego. Zaznaczy¢ jednak nalezy, ze zar6wno uogdlniona
miara odleglosci, jak i niektére z wymienionych powyzej miar nie sa metrykami,
gdyz nie spelniaja warunku tréjkata.

Podkreslic trzeba takze, ze pionierskie prace metodologiczne dotyczace metod
wykorzystujacych pomiar odlegltosci m.in. w zagadnieniach taksonomicznych i w
badaniach nad miernikami rozwoju gospodarczego, opublikowane zostaty w latach
szesédzisiatych XX wieku przez wroctawskie srodowisko naukowe ze szczegdl-
nym wktadem prof. Hellwiga.
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MATRICS AND THEIR APPLICATIONS TO THE MULTICRITERIA
OPTIMIZATION SUPPRTING THE DECISION MAKINGPROCESS

Summary

One of the most common approaches in the multicriteria optimization is called "the distance ap-
proach”. It can be used in a discrete case. The optimal solution is the one which is the closest, in the
sense of a given distance function, to the pattern. The pattern is a theoretical (ideal) solution set by the
decision maker. The essential role is played by the distance function which is simply the metric in the
decision space.

In teaching mathematics the presentation of an example illustrating this method allows to stress
the importance of choosing the metrics and comparing their properties. The paper focuses on the issue
of controlling the criteria substitution in particular.
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