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1. Wstep

Skalowanie wielowymiarowe jest zbiorem technik graficznej prezentacji zalez-
nosci miedzy obiektami traktowanymi jako punkty w przestrzeni wielowymiaro-
wej. Na podstawie macierzy odleglosci migdzy obiektami, wykorzystujac odpo-
wiednie procedury zalezne od typu zmiennych, dokonuje si¢ takiego rozmieszcze-
nia na mapie percepcyjnej punktéow, aby dopasowanie konfiguracji odleglosci
w przestrzeni wielowymiarowej i dwuwymiarowej bylo jak najlepsze.

Takie przeksztalcenia, jak jednokiadno$é, translacja czy rotacja uktadu punk-
tow nie powoduja zmiany proporcji odleglosci migdzy nimi, dlatego dla danego
zbioru obiektow w wyniku skalowania wielowymiarowego mozna otrzymac rézne
konfiguracje koncowe.

Czesto trzeba poréwnaé konfiguracje punktow reprezentujacych badane obiek-
ty z konfiguracja punktow reprezentujaca te same obiekty, ale otrzymana w wyniku
innego badania, na podstawie innych danych Zrédtowych (np. pochodzacych od
roznych respondentdw) czy tez z wykorzystaniem innego programu komputerowe-
go. Metoda dopasowujaca jedna konfiguracj¢ do drugiej (tzw. konfiguracji wzor-
cowej) oraz wskazujaca miar¢ tego dopasowania nosi nazwg analizy Procrustesa.

W artykule zaprezentowano uogolniong analiz¢ Procrustesa, wykorzystywana
do dopasowywania wielu wynikoéw skalowania wielowymiarowego.

2. Zasady analizy Procrustesa

Przyjmijmy, ze dane sa dwie konfiguracje » punktéw w euklidesowej prze-
strzeni p-wymiarowej uzyskane w wyniku skalowania wielowymiarowego, ktorych
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wspotrzedne tworza macierze X=[x1,x2,...,x,,]T i Y=[y1,y2,...,y,,]T 0 wy-
miarach nxp. Punkty obydwu konfiguracji reprezentuja te same obiekty lub zmien-
ne, co oznacza, ze punkt x; odpowiada punktowi y; dla kazdego i=1,2,...,n.
Dopasowanie obydwu konfiguracji jest najlepsze jezeli suma kwadratow odleglosci
miedzy odpowiadajacymi sobie punktami X i Y jest najmniejsza, czyli gdy funkcja
dopasowania przyjmujaca postac¢

R =trX-V)T(X-Y) (1)

osigga warto$¢ najmniejsza.

W celu dopasowania do konfiguracji Y, zbiér punktéow X poddaje si¢ prze-
ksztalceniom, ktorymi sa translacja, rotacja i jednoktadno$é.

Wspolrzedne X po wymienionych przeksztatceniach wynosza:

X; = (pATx,- +b, (2)

gdzie A oznacza ortogonalna macierz rotacji, b — wektor translacji, ¢ — stosunek
jednoktadnosci.

W niewazonej analizie Procrustesa dopasowanie konfiguracji X do konfiguracji
Y, przy minimalizacji funkcji dopasowania (1), przebiega przez nast¢pujace etapy
(zob. [5]):

1. Translacja X i Y tak, aby ich srodki ci¢zkosci znajdowaly si¢ w poczatku
uktadu wspotrzednych.

1/2 -1
2. Wymnozenie macierzy X przez macierz rotacji A = xTyyTx / YTx) .
J

1/2
. (XTyyTx) /
3. Znalezienie obrazu X przy jednokfadnosci o stosunku ¢ =
tr(XTX)
Tootonh2)?

r(XTYYTX)
4. Obliczenie miary dopasowania R?=1-

r(XTX)er(YTY)

W analizie Procrustesa etap pierwszy jest pomijany, gdy srodki cigzkosci Xi'Y
sa w poczatku ukladu wspoirzednych, za$ etap trzeci — gdy suma kwadratéw od-
legtosci punktéw od poczatku uktadu wspétrzednych jest dla obydwu konfiguracji
taka sama' (zob. [1, s. 362]). W takim wypadku funkcj¢ dopasowania mozna zapi-
sa¢ jako:

I'w dalszej czgéci artykutu przyjmuje si¢ te zalozenia, poniewaz wigkszo$¢ algorytmow skalo-
wania wielowymiarowego dokonuje takiego rozmieszczenia punktéw na mapie percepcyjnej, aby
$rodek ciezkosci punktéw znajdowat si¢ w poczatku uktadu wspdlrzgdnych, a srednia kwadratéw od-
legtosci punktéw od poczatku uktadu wspétrzgdnych wynosita jeden.
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R? =1r(Y - XA)T(Y - XA). 3)

Jezeli udzial poszczegélnych punktéw reprezentujacych obiekty lub zmienne
w R? okreslaja wagi o wartosciach w; (i =1,2,...,m), to zadaniem analizy Procru-
stesa jest znalezienie takiej ortogonalnej macierzy rotacji A, ktéra minimalizuje
wartos¢ funkcji dopasowania

R? =1r(Y - XA)TW2 (Y - XA), (4)

gdzie W,, = diag(wy,wy,..., w,).
Funkcj¢ dopasowania (4) mozemy zapisac jako

R% =1r(W,Y - W,XA)T (W, Y - W,XA), )

zatem macierz A wyznaczana jest tak jak dla modelu niewazonego, przy czym
w miejsce macierzy X i Y pojawiajg si¢ odpowiednio W, X i W, Y.

W przypadku gdy wazone s3 nie punkty, ale poszczegblne wymiary macierzy
Y, funkcja dopasowania przyjmuje postaé?:

R* =1r(Y -XA)TWZ(Y - XA), (6)

gdzie Wp =diag(w1,w2,...,wp).

3. Uogolniona analiza Procrustesa

Zatézmy, ze dysponujemy m macierzami niepodobienstw Ay (k=1,2,...,m),
przy czym kazda z nich przedstawia niepodobienstwa mi¢gdzy tymi samymi obiek-
tami postrzegane przez roznych respondentéw. Na podstawie macierzy A ; wyzna-
cza si¢ k konfiguracji punktéw X, reprezentujacych obiekty. Otrzymujemy w ten
sposob trojwymiarowa kostke zmiennych o wspétrzednych x; 4, gdzie:

i=1,2,...,n oznacza liczbe badanych obiektow,

a=1,2,..., p — wymiar przestrzeni, w ktorej prezentowane sa wyniki skalowa-

nia wielowymiarowego,

k=1,2,...,m - liczba konfiguracji punktow.

Wzrokowe poréwnanie X; moze by¢ utrudnione, poniewaz réznice w ukla-
dach konfiguracji punktoéw na mapach percepcyjnych nie zawsze wynikaja z réznic
w postrzeganiu obiektow przez poszczegdlnych respondentow [5]. Dlatego porow-
nanie wynikdéw skalowania wielowymiarowego powinno byé poprzedzone analiza
Procrustesa.

2 Sposoby wyznaczenia macierzy A minimalizujacej warto$¢ (6) prezentuja m.in. Cox i Cox
[3,s. 133-134].
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Wykorzystujac uogdlniong analiz¢ Procrustesa, dokonuje si¢ transformacji
indywidualnych konfiguracji X, tak aby kazda z nich zostata jak najlepiej dopa-
sowana do pozostatych. Podobnie jak w analizie dla dwoch wynikéw skalowania
wielowymiarowego, dopuszczalnymi przeksztalceniami s translacja, rotacja i jed-
noktadnosé, czyli te, ktdre zachowuja proporcje odlegtosci migdzy punktami.

Uogolniona analiza Procrustesa prowadzi do wyznaczenia takich konfiguracji
ik , dla ktérych funkcja dopasowania (por. [1, s. 362])

m
R2=Y (X, -%)) (R X)), 7)
k<!
gdzie f(k =@ X} AZ + lb}; (k,1=1,2,...,m), przyjmuje wartos¢ najmniejsza.
Algorytm minimalizujacy wartos¢ funkcji R? ma charakter iteracyjny i polega
na cyklicznym dopasowywaniu kolejnych konfiguracji punktéw (tak jak w przy-
padku analizy Procrustesa dla dwoch wynikéw skalowania) przy zatozeniu, ze po-
zostale sa ustalone.
W tym celu wprowadza si¢ $rednia ze wszystkich X  konfiguracj¢ (centroid

1

configuration) Z =
m

n
Zxk . Wtedy funkcja (7) przyjmuje postac:
k=1

R?= mitr(ik —Z)T(ik -). (8)
k=1

Aby wykazaé, ze funkcje (7) i (8) sa rownowazne, dokonajmy nastepujacego
przeksztatcenia (por. [1, s. 364]):

k<l k=1l=1 9)
=2 222 XX 45 2 2 XX - ) ) XX,
k=11=1 k=11=1 k=1/=1

m ~ ~
Poniewaz suma dwodch pierwszych skladnikéw wynosi mZtrX;(er, nato-
k=1

m ~pmo
miast trzeci skfadnik jest rowny Ztrxzz X, , zatem mamy
k=1 =1
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.Rz_ moo_r moopd ~ ot~ L N S _
= mZterXk - ZterZX[ = mZterXk —mZter m Z | =
k=1 k=1 =1 k=1 k=1

m =T n =T
=my X, X; - > rX;Z.
k=1 k=1

Dokonujac dalszych przeksztalcen, otrzymujemy

2 3T AN Ty L N 3T
R =m Y X X, -2 X, Z+ ) X, Z|=
k=1 k=1 k=1

m =T m =T 1 m ~ T
=m > X, X, -2 X, Z+mm Y X, | Z|=
k=1 k=1 k=1

[N & T T
=m ZIerXk—ZZterZ+m(er Z) =
| k=1 k=1

=m in-i{ik - 2%:&{2 + itrZTZ} = mitr(ik _ z)T(ik _ Z).
k=1 k=1 k=1 k=1

Rownanie (7) wskazuje, ze uogdlniona analiza Procrustesa moze by¢ dokony-
wana przez kolejne dopasowywanie konfiguracji Xk (k=1,2,...,m) do usrednio-
nej konfiguracji Z, przy jednoczesnym uaktualnianiu Z w kolejnych cyklach itera-
cyjnych. Proces dopasowywania X « jest analogiczny do procesu dla dwoch wyni-
kow skalowania wielowymiarowego.

W praktyce mozemy spotkaé si¢ sytuacja wystgpowania w niektorych macie-
rzach X brakujacych danych. Moga to by¢ zaréwno brakujace kolumny (wspét-
rzgdne punktow), jak i brakujace wiersze (punkty reprezentujace badane obiekty).
W pierwszym przypadku, przed przystapieniem do analizy Procrustesa, brakujace
kolumny nalezy zastapi¢ kolumnami ztozonymi z samych zer. Gdy w macierzach
X, wystepuja brakujace wiersze, funkcja dopasowania wyrazona jest rOwnaniem
(por. [3, s. 136]):

R = étr[Mk(ik -v)'m, (X, —Y)], (10)

gdzie M, jest diagonalng macierza o wymiarach nxn, przy czym i-ty diagonalny
element jest rowny jednosci, gdy i-ty wiersz macierzy X, wystepuje, a zeru, gdy

-1
m m -
g0 nie ma, natomiast Y = [ZM,(] M, X, .
k=1 k=1
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4. Algorytm uogolnionej analizy Procrustesa na przykladzie
modelu PINDIS

Model PINDIS (Procrustean INdividual Dlfferences Scaling) nalezy do grupy
modeli réznic indywidualnych (zob. np. [5]), w ktorych dokonuje si¢ poréwnania

roznych wynikdow skalowania wielowymiarowego. W modelu PINDIS konfigura-
cje X poréwnywane sg z wykorzystaniem analizy Procrustesa.

W pierwszym etapie dokonuje si¢ translacji i wyskalowania X, (k=1,2,...,m)
tak, aby ich srodki cigzkosci znajdowaly sie w poczatku uktadu wspétrzednych, a
$redni kwadrat odlegtosci punktéw od poczatku uktadu wspétrzednych byt rowny
jednosci, tzn. tr(XZXk) =1.

W nastepnym kroku szacowana jest konfiguracja Z. W tym celu dopasowuje
si¢ (wykorzystujac analiz¢ Procrustesa dla dwéch wynikéw skalowania wielowy-
miarowego) X, do X, a nastgpnie wyznacza macierz Z jako Z = %(Xl + f(z) Po
dopasowaniu X3 do oszacowanej wczesniej Z, obliczana jest nowa wartos¢
Z =—;—(X] +)~(2 +f(3). Proces ten powtarzany jest tak diugo, az wykorzystane
zostana wszystkie konfiguracje X .

W nast¢gpnym etapie, po ponownym dopasowaniu wszystkich konfiguracji X k

do oszacowanej Z, oblicza si¢ miar¢ dopasowania:

h=li(1—R,%()~(k,Z))l/2, (11)

me

gdzie R,%(f(k, Z) jest miara dopasowania ik do Z, czyli:

Nk
{tr(XkZZ X¢) }
2(% 7\
Ri(Xe.2)= (X1, r(2'2) 12

Po Lvyznaczeniu nozvej wartosci Z, jako sredniej z otrzymanych w poprzednim
etapie X, wszystkie X; ponownie dopasowywane s3 kolejno do Z, a nastgpnie
oblicza si¢ miar¢ dopasowania h. Proces powtarzany jest tak dlugo, az réznica
miedzy A wyznaczonymi w kolejnych cyklach iteracyjnych przestanie ulegad
zmianie lub bedzie mniejsza od ustalonej statej.
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4. Podsumowanie

Niezwykle waznym elementem skalowania wielowymiarowego jest interpreta-
cja wynikow, polegajaca zaréwno na okresleniu tresci wymiaréw uzyskanej prze-
strzeni, jak i na identyfikacji zalezno$ci wystgpujacych migdzy badanymi obiekta-
mi. Poniewaz nawet dla jednego badania mozliwe jest uzyskanie na mapach per-
cepcyjnych roznych konfiguracji punktéw reprezentujacych obiekty, przeto uza-
sadnione jest stosowanie procedur, dzigki ktérym rézne wyniki koncowe doprowa-
dzane sa do porownywalnosci.

Znaczenie uogodlnionej analizy Procrustesa widoczne jest gtéwnie wtedy, gdy
w badaniu relacji zachodzacych miedzy obiektami korzysta si¢ z opinii wielu re-
spondentéw. Jej zastosowanie pozwala otrzymac zaréwno grupowa konfiguracje
(centroid configuration), jak i poréwnywalne indywidualne konfiguracje, umozli-
wiajace badanie relacji miedzy obiektami w ramach kryteriow ocen stosowanych
przez roznych respondentow.
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UTILIZING PROCRUSTES ANALYSIS FOR MANY RESULTS OF
MULTIDIMENSIONAL SCALING

Summary

Procrustes analysis is a technique of matching one configuration of points obtained from multi-
dimensional scaling analysis to another configuration obtained from a different analysis. The article
presents generalized Procrustes analysis which transforms many individual configurations at the same
time so that each configuration matches all others as closely as possible.
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