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WSTEP

Zagadnienie sprezystego podioza jest jednym z wazniejszych za-
gadnien mechaniki budowli. Wystarczy zauwazyé, 2e kazda konstrukcja
bezposrednio lub posrednio spoczywa na sprezystym podozu gruntowym,
a w wielu przypadkach wpiyw wzajemnego ich oddziazywania jest
istotny. ‘ ’

GXoéwnym problemem pojawiajacym sie w zagadnieniach teorii kons-
trukc ji na podiozu spre¢zystym jest wybdér odpowiedniego modelu podto-
za. Jezell bowiem uwzglednimy dwie charakterystyczne cechy modelu
podtoza - adekwatnosé modelu do rzeczywistosci oraz stopien trudnosci
natury matematycznej pojawiajgcych sie¢ w rozwigzywaniu zagadnien wy-
korzystujgcych dany model podxoza -~ to okazuje sie, ze cechy te za-
zwyczaj sie wykluczajs.

Dotychczas najczesciej stosowanym w praktyce inzynierskiej mode-
lem jest model Winklera, dajgacy mozliwo$é efektywnego rozwigzania
wielu zagadnien technicznych. Ma on jednak szereg znanych wad jak
np. : sprzeczny z dosdwiadczeniem brak oddziatywania miedzy sgsiedni-
mi czgsteczkami podioza, powodujacy znikanie przemieszczen poza ob-
szarem kontaktu konstrukcji z podtozem, nie uwzglednianie six bez-
wtadnosci w pod%ozu pojawiajacych sie w zagadnieniach dynamicznych,
Wérdéd znanych modeli na uwage zasiuguje model typu pdéiprzestrzeni
sprezystej opisany rdéwnaniami elastokinetyki. Model ten w przeciwier-
stwie do modelu Winklera dostatecznie dok*adnie opisuje fizyczne
wiasnosci podtoza. Giowng jednak jego wadg jest pojawianie sig, jusz
przy rozwigzywaniu prostych zagadnien dynamicznych, olbrzymich trud-
nosci natury matematycznej, co znacznie ogranicza praktyczne wyko-
rzystanie modelu. Uzasadnione zatem wydaje si¢ poszukiwanie koncep-
¢ji posrednich, nie majacych opisanych wad ( patrz [60]).

Celem niniejszej pracy jest zbudowanie uproszczonego modelu, w
miarg dokradnie opisujacego rzeczywiste wtasnosci pod*oza, a jedno-
czeénie wprowadzajgcego duze uproszczenia natury matematycznej, po-
zwalajgce na rozwigzanie wielu zXoZonych zagadnienl praktycznych,
Wykazemy, 2Ze proponowany model wystarczajaco dokadnie opisuje podZo-
ze sprgzyste 1 moze byé wykorzystywany do rozwigzywania zagadnien ,



w ktérych obszar kontaktu konstrukeji z pod*oZem jest ograniczony,
Przedstawimy réwniez mozliwosé praktycznego wykorzystania modelu,
rozwigzujgc kilka waznych z punktu widzenia zastosowan zagadnien
technicznych.

Omawiany w pracy model inercyjnej pétprzestrzeni sprezystej jest
opisany trzema niesprzezZonymi roéwnaniami rdézniczkowymi czastkowymi,
pozwalajgcymi na obliczenie peinego wektora przemieszczen u =
[u1, Uy u3]. Jedno 2z otrzymanych féwnaﬁ jest analogiczne do wynikow
uzyskanych na innej drodze przez Switke [68] i Murawskiego [44] .
Modele przedstawione przez tych autordéw umozliwiajg obliczenie tylko
przemieszczen pionowych Uz W niniejszej pracy dzieki innemu podejs-
ciu do tego zagadnienia uzyskuje sig¢ zestaw rdéwnaid umozliwiajgcych
obliczenie przemieszczen pionowych i poziomych.

Praca sktada sie z czterech rozdziaXéw i podsumowania., Rozdziak
pierwszy zawiera przeglad literatury dotyczacej zagadnienia podzoza
sprezystego oraz zagadnien szczegdXowych rozwigzywanych w drugiej
czesdci pracy.

RozdziaY drugi w catosci poswigcono opisowi uproszczonego modelu
inercyjne]j p6iprzestrzeni spre¢zystej. Przedstawiono w nim przeszanki
fizyczne bedgce punktem wyjscia do stworzenia koncepcji modelu. Wy-
prowadzono rownania opisujgce model podZoza oraz przedstawiono pewng
mozliwg matematyczng ich interpretacje. Omdéwiono najwaznie jsze wias-
noséci rozwigzan dotyczace warunkdéw brzegowych oraz mozliwosci za-
stapienia zagadnienia pdiprzestrzeni odpowiednim zagadnieniem prze-
strzeni sprezystej. Pokazano rdéwniez zwigzki stworzonego modelu z
innymi 2znanymi modelami pod*oza. Zweryfikowano zalozenia przyjete
przy wyprowadzeniu roéwnan oraz sprawdzono przedstawiong koncepc jg¢
modelu. Dokonano tego przez pordéwnanie obliczonych wczeéniej prze-
mieszczeniowych funkc ji Greena dla modelu, ze znanymi funkc jami
Greena dla klasycznej péiprzestrzeni sprezystej. Rozwazono przypadek
statyczny i dynamiczny.

W rozdziale trzecim przedstawiono formalne rozwigzania szczegdto-
wych problemdéw, waznych z punktu widzenia zastosowarn, Rozwazono na-
stepujgce zagadnienia:

1. FPraskie statyczne zagadnienie kontaktowe, polegajgce na wciska-

niu w péiprzestrzen sprezystg sztywnego stempla o danym ksztalcie

linii kontaktu stempla z podiozem. W wyniku otrzymano funkcje od-
poru podioza, wykorzystywane w bardziej zXoZonych zagadnieniach
kontaktowych,



w T

2. Stacjonarne drgania fundamentu blokowego o podstawie prosto-
katnej, obcigZonej wektorem uogdlnionych si* harmonicznie zmien-
nych. Przy pewnych zatozeniach upraszczajgcych znaleziono funkc je
odporu pod*oza oraz amplitudy drgan fundamentu,

3. Zagadnienie interakcji konstrukcji z podXozem, przy zaZozeniu
sztywnego fundamentu. Czynnikiem generujgcym drgania uk*adu podto-
ze - fundament - obiekt jest si*a harmonicznie zmienna przyXozona
w pewnym punkcie podkoéa. Konstruke je uwaza sie za obiekt dyskret-
ny, opisany skonczonym zbiorem wspéirzednych uogdélnionych., W wyni-
ku otrzymano amplitudy drgan fundamentu, pozwalajgce na wyznacze-
nie pozostatych wielkosci,

4. Drgania belki nieskonczonej, spoczywajacej na uproszczonym mo=-
delu pérprzestrzeni spre¢zystej, obcigzonej sitg skupiong, przesu-
wajaca sie ze statg predkoécia: Rozwazania ograniczono do rozwig-

zania zagadnienia stac jonarnego. Rozpatrzono dwa przypadki zalez-
ne od pre¢dkosci poruszania sig sity, rozwigzujgc zagadnienie dla
predkosci podkrytycznej i nadkrytycznej. Wykonano réwniez oblicze-
nia numeryczne, ograniczajgc sie do przypadku predkosci podkrytycz-
nej. W obliczeniach brano pod uwage rézne wartosci moduidw spre-
zystosci podkoza oraz rdizne wartosci predkosci poruszania sie ob-
cigzenia. Wyniki przedstawiono na wykresach.

W ostatnim rozdziale oméwiono metody numeryczne i matematyczne
stosowane przy obliczaniu przemieszczeniowych dynamicznych funkcji
Greena (wykorzystywanych w punkcie 2,7) oraz metod wykorzystywanych
przy rozwigzywaniu zagadnienia belkl obcigZonej sixg ruchomg. Przed-
stawione metody dotyczg numerycznego obliczania caXek Fouriera. Jest
to rozdziatr dodatkowy omawiajacy problemy zwigzane z uzyskaniem wyni-
kéw numerycznych;



Rozdziax 1

PRZEGLAD LITERATURY DOTYCZACEJ ROZWIAZYWANYCH ZAGADNIEN

1.1, Zagadnienie pod%oz2a sprezystego

Pierwszg praca inicjujacg rozwdj teorii konstrukeji spoczywajacych
na podtozu sprezystym jest praca Winklera, opublikowana w drugiej po-
Yowie XIX w.,, w ktdrej zaproponowany zostat model znany do dzisiaj
pod nazwg podioza Winklera, Winkler zarozyx, ze wartosé odporu podko-
za w danym punkcie jest wprost proporcjonalna do przemieszczen tego
punktu, ZaYozenie to, sprzeczne z rzeczywistosdcig, catrkowicie pomi ja
wptyw wzajemnego oddziatywania czgstek podioza., Model ten nie uwzgle-
dnia réwniez sit bezwiadnoscl w pod*ozu, pojawiajacych si¢ w zagadnie-
niach dynamicznych. Mimo tych wad jest on powszechnie stosowany do
dzisiaj, pozwala bowiem na otrzymanie wielu efektywnych rozwigzan.

Na szczegdlng uwage zastuguje model typu pdiprzestrzeni sprezyste].
Model ten uwzglednia wiele cech podfoza rzeczywistego, jednak ze
wzgledu na olbrzymie trudnosci natury matematycznej, pojawiajace sie
juz przy rozwigzywaniu prostych zagadniend dynamicznych, nie jest po=-
wszechnie stosowany do rozwigzywania praktycznych zagadnien technicz-
nych. Model ten zostaxz wykorzystany w pracy Ewninga, Jardentsky’ego
i Pressa h6], w ktérej zastosowano go do rozwigzania zagadnien dy-
namicznych zwigzanych z problemami sejsmicznymi i zjawiskami falowy-
mi w pod*ozu (zagadnienia te rozwigzano metodg transformat Fouriera,
wykorzystujgc metodg¢ zespolonych caxek konturowych), W pracy Gorbu-
nowa-Posadowa [22], rozwlgzano statyczne zagadnienia belek i piyt.
Inne przyktady wykorzystania tego modelu omdwimy przy prezentacji
literatury dotyczace] rozwigzywanych zagadnien szczegdéXowych,

Nalezy rdwniez wspomnieé o pracach Korieniewa [35], [36], w kté-
rych zostaty przedstawione przemieszczeniowe funkcje Greena, nie wy-
nikajgce z rdéwnan teorii sprezystosci. Funkcje te, zdaniem Korienie=-
wa, pozwalajg na przyblizanie nimi funkeji Greena odpowiadajgcych po-
d¥ozu rzeczywistemu. Nalezy jednak podkreslié, zZe wiekszosé z nich
zostata przyjeta w sposdb arbitralny.

Stworzono rdwniez wiele koncepcji posrednich. I tak np, Wasow i
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Lieontiejew [73], stosujgc metody wariacyjne do zagadnien teorii
sprezystosci, wprowadzili wiasng koncepc je modelu pod*oza zwanego mo=-
delem dwuparametrowym, otrzymanego wczesnie] na innej drodze przez
Fi*onienke¢-Borodicza. W pracy [73] zostaty roéwniez przedstawione roz-
wigzania wielu waznych zagadnien praktycznych teorii konstrukcji na
podYozu sprezystym z wykorzystaniem modelu dwuparametrowego. Réwnania
analogiczne do rdéwnan opisujgcych podioze dwuparametrowe otrzymalk
Pasternak [49], [50], opierajac sie¢ na odmiennych przesiankach.

Inny model podtoza, nazwany aproksymowang péiprzestrzenia sprezy-
sta, wprowadzi% Switka [68]. W pracy tej zostata przedstawiona kon-
cepcja modelu, majacego okreslona interpretacje¢ mechaniczng. Rozwig-
zano réwniez szereg podstawowych problemdédw dotyczacych konstrukeji
na podiozu sprgzystym, Niezaleznie do tych samych rdéwnan, doszed? na
innej drodze Murawski [44].

W ostatnim okresie pojawito sie¢ wiele modeli podZoza opartych na
teorii sprqzystosci, a opisanych techniksg metody elementdw skornczo-
nych. Nalezy tutaj wymienié przede wszystkim prace Lysmera i Kuhle-
meyera [43], w ktérej wprowadzono skonczenie wymiarowy model w posta-
ci prostokatnej tarczy, podzielonej na prostokatne elementy skonczo-
ne, W celu znacznego zmniejszenia energii odbitych od brzegu fal po-
przecznych (S) i podtuznych (V), zastosowano tXumigcy brzeg zwany
standardowym lepkim brzegiem, pochtaniajgcy prawie caXrkowicie energie
fal S i V oraz brzeg pochtaniajacy fale Rayleigha. W pracy tej roz-
wigzano rdéwniez zagadnienie drgan wymuszonych fundamentu blokowego na
pod¥ozu sprezystym. Podobne podejscie do zagadnienia podtoza sprezy-
stego prezentujs Dasgupta, Kameswara Rao [12], Villiappan, Favoralo,
white L75J, a z polskich autoréw Filipkowski, Ceynowa i Sienkiewicz
[20]. Prostsze modele bez brzegdw trumigcych zastosowali w zagadnie-
niach interakcji konstrukcji (opisanej rdwniez metodg elementdw
skoriczonych ) 2 podXozem Gutierrez, Chopra [27] oraz Vaish i Chopra
[74].

Bogata bibliografig¢ dotyczacsg zagadniend podioza sprezystego mozna
znale4¢ w pracach [22], [73].
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1.2, Pxaskie statyczne zagadnienie kontaktowe

Literatura dotyczaca statycznych zagadnien kontaktowych teorii
sprezystosci, podobnie jak literatura dotyczaca podtoza sprezystego,
jest bardzo obszerna. Bogata bibliografie mozna znaleZé w pracy Gali-
na [23]. Ograniczymy sie¢ do podania pozycji wykorzystywanych w niniej-
szej pracy.

Na uwage zastugujg prace Galina [23] i Sztajermana [65], w ktérych
rozwigzano wiele klasycznych zagadniend metodg funkcji zmiennej zespo-
lonej oraz metoda potencjaxdw.

Nalezy rdwniez wymienié prace Popowa [53], [54], [55], w ktérych
pokazano mozliwosé wykorzystania wielomiandw ortogonalnych do rozwiag-
zywania statycznych zagadnien kontaktowych., Przedstawiona metoda po-
legata na rozwinigciu jader rdéwnan carkowych (do ktérych prowadzg
zagadnienia kontaktowe) w szeregi, ktdérych wyrazami sg iloczyny sta-
Yej i dwéch tego samego typu wielomiandéw ortogonalnych., Jeden z nich
byt zawsze funkcjg zmiennej cazkujgcej, a drugi zmiennej przestrzen-
nej. Dzigki takie] postaci jgdra metoda ta prowadzi do rdéwnan alge-
braicznych, pozwalajgcych na obliczenie wspdZczynnikdw rozwiniecia
poszukiwanej funkcji odporu podtoza wzgledem wielomiandw wykorzysty-
wanych w rozwinigciu jadra,

Z innych prac wykorzystujgcych wielomiany ortogonalne wymienimy
prace: Borodaczjewa [7], Popowa 1 SXobod janjuka [56] oraz Sejmowa

[61].

1.3. Stacjonarne drgania fundamentu blokowego spoczywa jacego na

pod¥oZzu sprezystym

Zagadnieniu drgan fundamentu na podZozu sprezystym poswiegcono
wiele opracowan, W pracach tych wykorzystano rézne modele pod%oza,
poczynajgc od modelu Winklera do modelu typu klasycznej pdéiprzestrze-
ni sprgzystej. W zaleznosci od modelu rézny byx stopien trudnosci po-
Jawiajgcych si¢ przy rozwigzywaniu zagadnienia,

Model Winklera uwzglednili w swych pracach Kisiel [32], ktory roz-
patrywal drgania wtasne 1 wymuszone sztywnej tarczy spoczywajgcej na
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podtozu, wywotane przez harmonicznie zmienne obcigzenie pionowe i po-
ziome oraz Klasztorny, Langer, Mironowicz [33], ktérzy rozpatrywali
sztywny trdéjwymiarowy blok o dowolnym ksztaxcie i poziomej podeszwie.
W pracy [33] rozwigzano zagadnienie wZasne oraz zagadnienie drgan wy-
muszonych harmonicznie zmiennym obcigZeniem, uwzgledniajac efekty
drugiego rzedu. Mozemy tam rdéwniez znaleié oméwienie innych prac do-
tyczacych drgan fundamentéw na podtozu Winklera,

Zapadnieniem drgan fundamentu na klasycznej pdéiprzestrzeni sprezy-
stej zajmowali sie¢ Arnold, Bycroft i Warburton [2]. Rozwazyli oni za-
gadnienie drgan wymuszonych fundamentu koYowego, uwzgledniajgc rézne
typy obcigZenia. Fodobny problem rozwigza* ILuco [41], z tg rdéznica,
ze braY pod uwage péiprzestrzen uwarstwionsg.

Praskie zagadnienie rozwigzali Karasudhi, Keer, Lee [29}, Oien
[48] oraz luco, Westman [42], wykorzystujac metode rdéwnan cazkowych,
Otrzymane wyniki miaty postaé catkowa., Tym samym zagadnieniem za jmo-
wat 8i¢ réwniez Awojobi [3], stosujac metode dualnych réwnan catko-
wych. Z innych prac mozemy wymienié prace Burjaka [8] i Siejmowa [61].

Zagadnienie drgan fundamentu o podstawie prostokgtnej rozwigzali
Thomson, Kobori [70], zakiada jagc rdéwnomierny rozk*ad funkcji odporu
podtoza. Dowolny ksztaxt fundamentu rozpatrywali Wong i Luco [72].

Wielu autordw rozwigzaro to zagadnienie, wykorzystujgc metode
elementéw skoinczonych. Z prac, w ktérych zastosowano te metode, nale-
zy wymienié cytowane juz prace Lysmera i Kuhlemeyera [43] oraz Dasg-
gupty i Kamesewara Rao [12].

1.4. Interakcja konstrukcji z podZXozem

Oprécz wymienionych w poprzednim punkcie prac dotyczacych zagadnie-
nia stac jonarnych drgan fundamentu blokowego na pod%ozu sprezystym,
oméwimy prace dotyczace wpiywu wzajemnego oddzia}ywania podZoza z
obiektami bardziej ziozonymi niz fundament, 7 prac zajmujgcych sig tg
tematyksg nalezy wymienié prace Parmelle [51] oraz Parmelle, Perelma-
na, Lee, Keera [52], w ktdérych rozwazono drgania harmoniczne obiektu
spoczywajgcego na porprzestrzeni sprezystej. Obiekt zbudowany byl z
dwéch elementéw masowych ( jeden z nich by} fundamentem), pokgczonych
wigziami spre¢zystymi i tiumigcymi,
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Problemem oddzia*ywania fal Rayleigha na obiekt zbudowany z funda-
mentu i porgczonego z nim za posrednictwem sprezystej beliki elementu
masowego zajmowaxr sie Simpson [62]. Rozwazania swe ograniczyi do za-
gadnienia ptaskiego,

Do rozwigzywania tego typu zagadniend stosowano rdéwniez metode
elementdéw skornczonych. Stosowali jg miedzy innymi: Chopra, Chakrabart
i Dasgupta [10], Gutierrez, Chopra [27] oraz Vaish, Chopra [74], dy-
skretyzujac tg metodg oprdcz pdiprzestrzeni sprezystej rdwniez obiekt
na niej Spoczywajqcy.‘

Zagadnieniem drgan zxozZonych uk}addéw dyskretnych, poigczonych za
posrednictwem wigzi spre¢zysto-lepkich z drgajaca ostojg, ktérej ruch
byt opisany dowolng dang funkcjg rozwazali Bielak [4] oraz Nien-
Chien Tsai [45].

1.5. Zagadnienie drgan belki nieskoriczonej spoczywajacej na podXozu

sprezystym, obcigzonej si¥*g ruchomg

Zagadnienie to jest jednym z wazniejszych zagadnien mechaniki kon-
strukecji, moZna je bowiem traktowaé jako uproszczony model zagadnie-
nia drgan toru kolejowego obcigzonego ruchomymi pojazdami.

Problemami tego typu zajmowazo sie wielu autordw. W pracach swych
brali oni pod uwage rdézne modele podoza poczynajgc od najprostszego
modelu Winklera do modelu klasycznej péYprzestrzeni sprezystej wkacz-
nie,

I tak Kenney [30], Keer [31J i Rozenbajgier [58] rozwazall zaga-
dnienie belki spoczywajagcej na podXozu Winklera, obcigZonej sitg sku-
piong [30], [31] oraz roztozonym odcinkowo stalym obcigzeniem [58].
W pracy [31} zostax uwzgledniony wptyw s8i* osiowych., Belki pdéinie-
skoriczone 1 nieskonczone, spoczywajgce na podXozu Winklera, rozpatry-
wal réwniez Sniady [67].

Model typu poiprzestrzeni sprezystej zastosowali Labra [37], Fi-
lippow [ﬂ8], Filippow, Kochman juk [19]. Zatxozyli oni rozkrad funkcji
odporu podioza rdéwnomiernie roz*ozony w kierunku poprzecznym do toru,
W wymienionych pracach belka by%a obcigZona ruchomg sitg skupiona.
Bardziej ziozony typ obcigZzenia w postaci dwumasowych oscylatordw
obcigsonych sirgq harmonicznie zmienng uwzglednili Szierientie jew,
Filippow [69} istosowanie modelu w postaci klasycznej péiprzestrze-
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ni spreszystej prowadzif*o w cytowanych pracach do rozwigzania w posta-
ci podwéjnych catek Fouriera, Otrzymanie wynikéw liczbowych byzo mo-

zliwe tylko przy zastosowaniu catkowania numerycznego, co w przypad-

ku caXek podwdjnych nastrecza znaczne trudnosci.

Czg¢éciowe wyniki dotyczace przedstawionego w ninie jsze] pracy za-
gadnienia drgan belki 83 przedstawione w pracy autora [59]. Bogata
bibliografie¢ dotyczacag zagadnien obcigzed ruchomych mozna znaleé w
monografi Fryby [21] oraz, w pracach [18] i [19].



Rozdziatr 2

UPROSZCZONY MODEL INERCYJNEGO PODLOZA SPREZYSTEGO

2.1. Pewne wtasnosci przemieszczeniowych funkcji Greena dla

5
statycznego zagadniénia pékprzestrzeni

Punktem wyjs$cia do rozwazan nad modelem podloza sprezystego Jjest
nastepujgce spostrzezenie: jezelil pdéiprzestrzen sprezysta X5 0,
obcigzymy na brzegu Xz=0 sita skupiong py= 18(x1, Xy)s Py= P =0,
j# 1+ k# Jj, skierowang w kierunku osi x.,,to wywotane nig pole prze-
mieszczed Ud= [U?, Ug, U%] ma taka wlasnosé, ze przemieszczenia
UJ, k# j w danym punkcie sg kilkakrotnie mniejsze od przemieszczenia
U?. W celu ilustracji powyzsze]j tezy rozpatrzymy nastepujgce dwa
przypadki:

Przypadek 1

Pérprzestrzed jest obciazona sita skupiong pg= 18 ( x4, ng -
Py= Po= 0 skierowang wzd*uz osi x3, jJak na rys.,1, gdzie r"= Xy + X5,
X,= T CO8Y, X,=T sintp.

pae A §(x;,%,)

s
N X

/ ()(;Jx?.co)

! xq
Rys.1

Odpowiednie funkcje przemieszczen U3, Ug, Ug wyrazajg sie wtedy
wzorami, [46] : '
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3  Xp [ X3
U3 = —— - (1-2v) , B=1,2
2 T [';3‘ (1-2v T "3’] <

gdzie R2n x% + xg + Xz . Ograniczajac nasze rozwazania do brzegu
3

NN

pétprzestrzeni x, = O dostaniemy nastgpujgce zaleznosci miedzy

przemieszczeniami U3, U3, U3 :
1 2 3
3 U?(x1,x2,0) 1=-2v
87(xq1%50) = —3 = Z(1-v) o8¢

U3(x1 oxz y0)
(2.2)

Ug(x1,x2,0)

- 1=2v i
2l =v) 20y

3
85(Xy9XpyV) =
2t ™72 Ug(x1,x2,0)

gdzie v Jjest liczbg Poissona. Wykresy wprowadzonych funkcji s? s

s, dla wartosci ¥ roéwnych odpowiednio 0.0, 0,25, 0.40 gzostaly
przedstawione na rys. 2, 3, 4.



Rys.3
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Rys.4

Chcac obliczyé wartosci 52(x1.x2,v) , sg(x1,x2,v) najmniej ko=

rzystne g punktu widzenia przyje¢tej tezy, wprowadzimy nastepujace
funkc je zmiennej v :

z?(v) =  sup Izs? (%4025 V) |
X,9X,)ER
( 172 (2.3)

zg(v) = ( sup ) ,283 (x1,x2,V)| .
x1,xg €R
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Wykorzystujac wzory (2.2) opisujgce funkeje 8y 85 otrzymamy
zaleznosdci:

z?(v) - 2%%%%7 '

3(\?) o =2y,

2(1=v)

przedstawione w postaci wykreséw na rys.5.

o R)
¢ | 29}
N Ny
N N
N N
\\ \\
0.4 04 N
0.4 0.5 v 0.4 05 v
Rya,5

Przypadek 2

Pétprzestrzen spregisysta jest obcigzona sits styczng Py= 15(x1,x2),
Pp= Pz=0 skierowang w kierunku osi x,, jak na rys.6.

Py 8(”1:”&)
gl —

Rys.6
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Podobnie jak w poprzednim przypadku rozwazania ograniczymy do brzegu
pé¥przestrzeni. Otrzymamy wtedy nastepujgce funkcje opisujgce zalez-
nosci miedzy przemieszczeniami U}, U;, U;, [46] :

1
Uz(x1,x2,0) ) 2V siny cosy

1(x1,x2,0) 2(1=-v) +2x’cosz$

95(xq%p00) = . ’

-~ (2.5)

1 ,
,UB(x1,x2,O) _ (1-2v) cosy
5

1
8.(X,9X,,V) =
3( LA ) (x1,x2,0) 2(1-x0 +2"°d82T

ktérych przestrzenne wykresy zostaly przedstawione na rys. 7, 8, 9.

Rys.7



x

v =040
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Rys,8

Xg

Rys.9



Wprowadzimy rdéwniez funkeje z;(v) ’ z;(v) zdefiniowane wzorami

z;(v) =  Bup |S;( X1oX2vV)l ’
(x1,x2)eR
(2.6)
z;(v) w sup ]s;( x1,x2,V)| .

(x1,x2)eR2

Ze wzgledu na zXozong postaé funkeji s;(x1,x2,v) . s;(x1,x2,v)
opisanych wzorem (2.5), wartosci funkcji zz(v) ’ z;(v) obliczono
numerycznie. Otrzymane wyniki przedstawiono na rys. 10,

Z2 | Za

0.5 - 0.8

0.4

01 A

0.1 0.8

<!
A |

0.4 0.8

Rys.10

Analizujgc przedstawione na rys, 2«5, 7-10 wykresy widzimy, Zze
potwierdzaja one przyjeta na wstegpie teze.

Podobne rezultaty otrzymamy biorgc pod uwage dowolne obcigzenie
P =[p1, Py p3] roztozone w obszarze [ , dla ktérego pj # 0, P = o,
k#j. Wasnosé ta wynika stad, Ze rozwigzanie odpowiadajace temu obcig-
zéniu jest jego splotem z funkc jami Uq, Ug, U% 3



- 22 -

uj(x1:%5,0) = HPJ(§1,' 55) U)(x;0%00, 5 44 5 ) a5,d5, , (2.7)
o |

gdzie Ui(x1,x2,x3, §~1v§ ) Jjest rozwigzaniem zagadnienia péiprzes-

trzeni dla obcigzenia Py = 15(x1- §1,x2-§2) » D=0, k#j.
Przedstawiona wiasnosé nasuwa pomysit zarozenia, Ze obcigzenie

P = [p1, Pos p3], pj#O, pk=0, k+j dziaXajace w kierunku osi xJ Wy =

wotuje tylko przemieszczenia uj, natomiast pozostaze funkcje prze-

mieszczen uk=0 dla k#j,

2.2, Przyblizone rozwigzanie zagadnienia pé¥przestrzeni sprezystej -

model podYoza sprezystego

We Zmy pod uwage pdéiprzestrzen sprezysta, obcigzZong na brzegu
Xg= 0 wektorem six D = [p1, Pos p3] » Jak na rys.11.

pa (PyPaips]
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Problem ten sprowadza sie¢ do rozwigzania w obszarze 13:>0 réwnan
przemieszczeniowych elastokinetyki, [46] [47}

%2u1 32u1 32u1) (%o ) 3 S 32\11
+ + +Y) — O + -0 —3 ,
M(’ax% v axg Bx% H Bx1 1 S ot

2 2 2
9 u, U, ®'u2

M(E‘)x?w '6x§+.--2) + (>\+M)-—.@+x2 e X (2.8)

Bx3 0
Bzu. 82u Bzu. bzu
3 3 p) L) 9
: + + A+ -—-@+X" v
*\(Bx§.+ Bxg Bxg) | M)3x3 5= 8 2t

z warunkami brzegowymi

©59% “Py» Ogp% =Dy O35= -y, (2.9)
gdzie
du 2u du Ou u
i 1 2 3
Gij = ﬂ(ﬁig+ﬁi)+ kglj(ﬁ;"ﬁ;"ﬁ;) '
du ou Ju
@:,a + 2 + 3 ’
x1 3x2 3x3

", M - state Lamego, Sij - delta Kroneckera,

Zagadnienie to mozemy rozwigzaé, rozkradajgc wektor obcigzen na
sktadowe 51=[p1,0,0] s §2=[0,p2.o] , 53~[0 O,p3] 1 znajdujac ( przez
rozwigzanie uktadu (2.8) z nowymi warunkami brzegowymi) odpowiada-
jace im pola przemieszczed u , u2, u”., Biorgc pod uwage liniowosé
réwnai (2.8), rozwigzaniem tego uk¥adu z warunkami (2.9) begdzie
wtedy suma uzyskanych rozwigzan

R L L (2.10)

gdzie E1=[h},u;,u;] ,ﬁe—t ?,uz,uz] u3=[u?,ug,ug] sg rozwigzaniami
odpowiadajgcymi odpowiednio obciquniu 51, Ppr Pze
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W dalszej czeéci zajmiemy sig zagadnieniem pé*przestrzeni sprg-
zystej, obcigzonej wektorem siz P majacym postaé jednej ze skado-
wych 31, 52, 53 tzn, takim, ze pj+(), p,=0 dla k¢#J .

W celu uproszczenia zapisu wprowadzimy nastepujgce oznaczenia:

LI L Py R
Li(w) = ﬂ(-b-;%’ + a—x‘lé{v)+(‘k+2)1);a—-2 9—-—-2 ’

(2.11)

Q(u,v) = (W)agi(g; ?Slk) . 1434k#L, §<k.

Wtedy uk¥ad réwnai (2.8) mozemy napisaé w postaci

L1(u1) + X, = Q1(u2,u3)
Ly(u,) + X, = Q2(u1,u3) g (2.12)

L3(u3) + X3 = Qa(u1,u2) .

Dla ustalenia uwagi przyjmiemy, ze obciazenie ma postaé D= [O 0,p3]
Na podstawie uzyskanych w punkcie 2.1 wynikéw stwierdzajgcych, 2ze
przemieszczenia uj, u; 83 kilkakrotnie mniejsze od przemieszczen
ug dla tego typu obcigzenia zatozymy, Ze funkcje u?, ug s8g roéwne
zeru, Wtedy uk¥ad (2.12) redukuje sig do jednego réwnania

Ly(u3) + Xz =0, (2.13)

a odpowiedni warunek brzegowy przyjmie postaé

(M+24) 55 = =Pz - (2.14)

Otrzymane réwnanie z warunkiem brzegowym (2.14) sg réwnaniami
opisujgcymi dla przyj¢tego typu obcigzenia uproszczony model inercyj-
nej pétprzestrzeni sprezystej.

Postepujac analogicznlezdla obcigzedn p= [O,p2,0] , D= [p1,O,OJ',
1*

przyjmujemy odpowiednio u % =01 Upy Uz = 0. Otrzymamy wtedy
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dalsze réwnania dla modelu uproszczonego:

o)
=
NN

=
S
i

)
Ny

2
L2(u2) + Xy = o,

- (2.15)

— b

1
Li(ug) + X, =0, p

3
W

I

]

b

N

»

Réwnania te tworzg ukad trzech niesprzgzonych réwn%ﬂ rézniczkowych
czgstkowych, Zakres ich wykorzystania zalezy oczywidcie od typu
obcigzenia, W przypadkg gdy wektor p= [p1, Pos p3] zawiera dwie
sk¥adowe réwne zeru, wykorzystujemy tylko jedno z rdéwnan, natomiast
gdy Pys Ppyr Pz #0 Dbierzemy pod uwage caty ukzad.
Wyprowadzonym réwnaniom (2.13)-(2,15) mozemy nadaé pewng cieka-
wg interpretacjg., W tym celu powrdémy do rdéwnan ukradu (2.,12) .
Uktad ten mozna byXoby rozwigzaé metoda iteracji (przy zatozeniu
zbieznodci procesu iteracyjnego dla drugich pochodnych czgstkowych
wigcznie). Tak jak poprzednio dla ustalenia uwagi przyjmiemy
p= [O,O,p3] i zaXozymy,na podstawie rozwazanl z punktu 2.1, 2Ze
uj, u; =0. Po podstawieniu tych wartosci do trzeciego rdéwnania ukXadu
(2.12) mozemy obliczyé przemieszczenia ug. Otrzymang funkcje¢ pod-
stawimy do pierwszego réwnania tego uk*adu i obliczymy uj (na tym
etapie “Z = O) . Majagc obliczone u?, ug z drugiego réwnania ukzadu
obliczymy u, itd. v
Wprowadzajac oznaczenia uj(n) , gdzie k jest wskaznikiem typu
obcigzenia, j jest numerem sktadowej wektora przemieszczen, a (n)
okreéla krok iteracji, opisany algorytm mozemy zapisaé w nastegpujace}

postaci

3 o
UWiny= Y2 (1)= 0 »

3 >
Lo(2(nery)) * X2 = QW (ne1yr W3 (net)) -
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Procesowi iteracji podlegaja réwniez warunki brzegowe

3 3 3
du u Qu
' 3 3(n) 1(n) 2(n)
“P3 = 633OU B (?M+%) Xz + X, ¥ 3%, ) v
du- ‘aus
_ € - 1(n+1) 3 (n)
1= S5ineny = ATt TRE, ) (2.17)
’ 3 3
3 Qu Qu
_ _ 2(n+1) 3(n)
~Pp = g32(n+1) - ﬂ( CE> * CEN ) -

Podobnie postepujemy w przypadku, gdy pdérprzestrzen jest obcigzona
wektorem si* Dp,= [0,p,,0] , P,=[p,,0,0].

Opisany proces ma prostg interpretacje¢ fizyczna., W przypadku,
gdy pétprzestrzen jest obcigZona obcigzeniem dziaXajgcym w kierunku
osi xj, odbieramy punktom péXprzestrzeni mozliwosé przemieszczen
w kierunkach Xi9 Xpo gdzie j#i#k+#j. Oczywiscie przemieszczajg sig
one wtedy tylko w kierunku xj. Nakr*adamy teraz wiezi uniemozliwia-
jace zmiang otrzymanych przemieszczen u§(1) i pozwalamy na prze-
mieszczenia punktéw w kierunku X, W ten sposdéb otrzymamy funkcje
przemieszczen ui(z). Naste¢pnie nakXadamy wiezi uniemozliwiajace
ruch punktéw w kierunku osi X, = otrzymamy wtedy ug(z),itd. Jezell
ograniczymy si¢ do pierwszego kroku iteracji, otrzymamy nastegpujgce
znane Jjuz rdéwnania:

dul
1 101
Li(ugeqy) + Xy =0, 83q(q)= li'ﬁ'ig‘l = <Py »

2
Uy 4y

2
Lp(ug (q) *+ Xp =04 G504 K (2.18)

du3
3 3 (1
Ly(ug(q) + X520, g5y (“*2/13"3'3:‘3—1 e %

opisujace uproszczony model inercyjnej péitprzestrzeni spresystej.

Na podstawie przedstawionych rozwazan widzimy, ze réwnania te moZemy
traktowaé jako pierwsze przyblizenie otrzymame w wyniku iteracyjnego
rozwigzywania réwnan elastokinetyki (2.8) . Otrzymane dla uproszczo-
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nego modelu réwnania (2.18) w peinym zapisie majg nastg¢pujaca po-
staé (dla uproszczenia opuscimy wskaznik kroku iteracji i wskaznik
wyrézniajacy kierunek dziatajgcego obcigzenia) :

92u1 32u1) (% +2 )32u1 - 92u1 "
+ + + —vy, + - ——p = .
M(Gxg Bx§ N Bx1 1 g 2t
- ‘3u1
Mgy = TPy
%2u2 ®2u2 (5 \ 32u2 . Bzuz o
+ + +2 ey ¥ - -3 =
H(Gx% 3x2) f sz 2 g At '
'auz (2.19)
= =D,
Mﬁi; 2
2 2 2 2
d“u % d%u du
3 3 3 3
+ + (A+2y)—5 + X3 - ¢ —35 = 0 .
M(Bx% ?xg) ( M %x3 3 9 ot

Do podobnych wynikéw, ale na innej drodze doszli Switka [68]
i Murawski [44] - z tym, 2e otrzymali oni rdéwnania pozwalajgce na
obliczenie tylko przemieszczern pionowych Us e W ninilejsze] pracy
uzyskalidmy dwa dodatkowe rdéwnania umozliwiajgce obliczenie prze-
mieszczen poziomych Uy Uy, CO znacznie rozszerza mozliwoéci
zastosowania uproszczonego modelu podioza.

2.3. Wybrane wkasnosci rozwiagzan rdéwnan opisujscych uproszczony
model podZoZa

Rozwigzujgc réwnania opisujgce model pélprzestrzeni spquystej
dla danego typu obcigzZenia pk [p1 51k’ p2 ok ? pz 3 gdzie
k=1,2,3 , otrzymujemy pole funkcji przemieszczen u ﬁ:1, Uy, U ].
Obliczone na ich podstawie naprezenia dla x3-() speiniaja nastq-
pujgce warunki:
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1. Dla k=1, mamy uy, uy 50, Stad

1 1
du u
1 2 3
632 = f1( ax3 + 0x2) =0,

du) du) du)
. %( 1 4 2 1
Bx1 0x

1 dug
S 55 = (MZ’MT;E;

W przedstawionych ponizej rozwazaniach wykorzystamﬁ wzér caxkowy

1')u;l
J [-ﬁi dx1dx2 =0 , 331,2,3 ’ i'1,2 ’ (2021)
~ 00

speiniony w przypadku gdy uj-0 dla x? + xg-‘-oo "

Wykonajmy catkowanie funkcji naprezen 6;3 na catej powierzchni
brzegu Xz = 0. Korzystajgc z warunku wypromieniowania u:—vo gdy

x% + Xg-w-ao y otrzymamy na podstawie wzoru (2.21) zaleznogé

(Vo) o0 1
1 Qu,
[[ 633 dx,dx, = %J-[”ﬁi; dx,dx, = 0 , (2.22)
- 00 -

Warunek 633 = 0 w przypadku klasycznej pdéxprzestrzeni sprezyste}j
opisanej rdéwnaniami (2.8) Jest speXniony lokalnie., Natomiast dla
modelu uproszczonego, ktdéry powstax z klasycznej péXprzestrzeni
przez wprowadzenle wigzi uniemozliwiajgcych ruch punktéw w kierunku
Xoy Xz (dla rozwazanego obecigzenia) jest speiniony tylko globalnie

Q

4
J J 655 dx,dx, = 0 , (2.23)

~ 00

2. W przypadku k=2, mamy u%.

u% = 0, a odpowiednie funkcje napre-
zen majg postaé
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au ul

M( Bx "—?xi) =0,

(2.24)
3u du?l ?uz

2
+ ax1 ® "sz) b 9"('5"" .

du

W N

(9;-0-2/1)

&

Postepujgc podobnie jak dla k=1 otrzymamy

o

2
”633 dx,dx, = 0 . (2.25)

- 00

= ' i .
W tym przypadku warunek 533 0 jest réwniez speXniony globalnie

3. Analogicznie dla k=3 mamy u?, ug = 0, a odpowiednie naprezenia

wyrazajg sig wzorami:

3 ‘6u3 %ug ‘au;
6 M(’B 1) =M ox,
2.26)
3 Gug Bu 3ug (
G32 = /1<3 5-—) =M 0X,
Stad po wykorzystaniu wzoru (2.21) otrzymamy
o0
J [ 63, dx,dx, = 0
31 2 4
. (2.27)
5 =
J I 632 dx dx2 =0 .
-0
NiespeXnianie przez funkcje naprezen 6., 62, 62,, G2, 1lokal-

33* "33° "3 32
nych warunkéw brzegowych wynika z nalozenia na punkty pékprzestrzeni

wigzil odbierajgcych im pewne stopnie swobody. Musi to prowadzié do
powstania lokalnych naprezen na brzegu, mimo braku dziatania na nim
odpowiednich obcigzen zewnegtrznych. Pokazalismy jednak, Ze warunki te
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sg globalnie speinione.

Druga ciekawa wlasnoscig rozwigzan rdéwnan, opisujacych uprosz-
czony model inercyjnej pdéXprzestrzeni sprezystej Jjest to, Ze moze-
my je otrzymac¢ rozwazajgc zamiast zagadnienia pdéprzestrzeni z
warunkami brzegowymi 533 = —p3(x1,x2), 6'32 = =Py (Xq9X%5)

649 = =Py(Xy1%,) 1 siYami masowymi X, = ry(xy9%,) S(XB'hi)’
i=1,2,% , zagadnienie przestrzeni sprezystej, zastepujac powyzsze
warunki sitami masowymi X, = ?6(x3)pi(x1,x2) + r(x,%,) S(XS-hi)+
+ v (x ,%x,) S(xz+h;). Mozliwoé¢ takiego postgpowania wynika z

iVt 72 371 R 4 d i1 -
symetrii funkcji przemieszczen u = 511, Us, u3],'u = [u%, ug, u%L
wywotanych odpowiednio obcigzeniem P + Xq 1 P+ Xg przedstawionym
na rys.12 , pdzie przez k oznaczono kierunek rozciggania sie pdx-
przestrzeni wzglgdem praszczyzny X1X2.

293[)(1:)(2:)(31

P =(piipaipa) / d
9

.‘— el
X4
X3
/ 4 P [PuPaAPﬂ
24" [)(1;)(2:)(3] 2?
Ik L
B L QL Xy
QLLY :
X3 X* 2[p,,pe,Psl 8(Xs)
X4
/ Y Xa
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Wtasnoéé te mozemy zweryfikowaé przez formalne rozwigzanie zagadnie-
nia pérprzestrzeni i przestrzeni spreszystej (mowa tu oczywiscie o
modelu uproszczonym ) np. metodg transformacji Fouriera i pordwnanie
otrzymanych wynikodw.

Przedstawiona wkasnosé pozwala, po uprzedniej zamianie zagadnie=-
nia pdérprzestrzeni zagadnieniem przestrzeni spre¢zystej, na carkowitg
algebraizac jg procesu rozwigzywania w przypadku zastosowania metody
transformac ji Fouriera.

Wrasnosé te wykorzystémy przy rozwigzywaniu niektdrych przedsta-
wionych w dalsze] czescli pracy szczegdéXowych zagadnien mechaniki

konstrukc ji.

2.4, Zwigzki modelu uproszczonego z innymi modelami podZoza

sprezystego

Rozpatrzymy warstwe sprezystg o grubosci H , opisang réwnaniami
(2.19). Zatozymy, ze przemieszczenia Uy mozna przedstawié w postaci

Uy (X 9Xp0Xg0t) = Vi(Xy4Xp,t) 25(X5) i=1,2,3 , (2.28)

gdzie zi(XS) sg pewnymi danymi funkcjami, majgcymi wasnosé
zi(O) =1, zi(H) = 0 dla 1i=1,2,3. Podstawiajgc zwigzek (2.28) do
réwnaX opisujacych model (2.19) i zak¥adajac X;=0 otrzymamy

réwnania:

32v1 v 2 Bzv
(‘%+2/1) 2, —5 + Hz1—71+ HY4 ! - 02z, ——éao >
3x1 6x2 3% ot
92v2 32v2 82z2 32v2
(k+2M) z, 'axg + N2, ?;;? + Vo ?;;g - 92, ?;zé =0, (2.29)
322 'BZV 32\' 'bzv
(3424) 5 53+ HP3 573 ¢ HE3 5Bt 9 5F = O
'bx3 3x1 axz 3 2t
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z warunkami brzegowymi

0z,
AV1 % T TProe
\ i

ﬁze

Mvz ﬁ; = =Dy (2.30)
’323
(k+2ﬁ)V3 “E‘ig = "p3 .

Pomnézmy réwnania (2.29) odpowiednio przesz Zyr By Zg i scazkujmy
je wzgledem zmienne] Xz W granicach (0, H)., Korzystajac z zalez-

nosci

H H H
[ %221 . 'bzi [ ('3zi )2d
——-2 '/ X, = 2 - X, =
o 3 3 !0 0 3
! 5 (2.51)
. ’ézi . 'bzi) dx3
’BXB = ax3
X520

oraz warunkéw brzegowych (2.30) otrzymamy nastepujace roéwnania:

%y Pv Ry |
= (h2y) m, "'"% - HA™ -‘% YOHEYy gy “—% = Pqs
®x1 ax2 At
%sz G?VZ ®2v2
- (')\-0-2/,1) m2 —/5—;3 - ﬂmz -,—3:(? + szvz + gmz :—3:? = p2, (2.32)

2 2 2
(%+2M) k3v3 - }1m ?—Zg - )1m ?—Z% + om ‘§—X%,- DPx+
3 %x1 5 ?xz 573 L 3

gdzie

H > H
0z :
i
ky = I("Ji’) dxz , my = [Zi d%g v . 4Am142,3
0 . 0
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Réwnania (2.32) sg podobne do réwnani otrzymanych przez Pasternaka
[49] . [50] i Wtasowa, Lieontiejewa [73], opisujgcych pod%*oze dwu-
parametrowe. Réznica polega na tym, Ze rdéwnania (2,32) nie zawiera-
ja wyrazdéw sprzegajacych.,

Pomijajgc niektdére wyrazy w ukiadzie (2.32), otrzymamy trdéjkierun-
kowy model Winklera

>

PEQ V=P
Mkz V2 = p2 ’ (2033)

(%+2ﬂ) kg Vg = Dg .

Na podstawie powyZszych rozwazanl widoczne jest, Ze wprowadzony
model uproszczony pdékprzestrzeni sprezystej jest modelem podrednim
migdzy klasyczng pétprzestrzenia sprezystsg, opisang rdéwnaniami elas-
tokinetyki, a modelem najprostszym - podXozem Winklera. Koresponduje
on réwniez ze znanym modelem dwubarametrowym. Jest on modelem znacz-
nie bogatszym, jezeli chodzi o uwzglednienie rzeczywistych procesdw
zachodzacych w podiozu w pordéwnaniu z modelem Winklera, a jednoczes=-
nie dajgcym mozliwosé efektywnego rozwigzania szeregu zagadnien
technicznych. Rozwigzania tych zagadnien w przypadku zastosowania
klasycznej péiprzestrzeni sprezystej sg tak skomplikowane, Ze nie
pozwala to na ich wykorzystanie w praktyce inzynierskiej.

2.5. Przemieszczeniowe funkcje Greena dla uproszczonego modelu
podoza

W punkcie tym,ze wzgledu na dalsze zastosowania, zajmiemy si¢ roz-
wigzaniem kilku waznych z punktu widzenia teorii sprezystoéci zagad-
niend, ktérych wynikiem bgdg przemieszczeniowe funkcje Greena.

Rozwazmy uproszczony model pdékprzestrzeni sprezystej obcigzone]
na brzegu sila pg = 15(x1,x2), Jjak na rys.13.
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P3‘1 8("1:"2)

Problem ten sprowadza sie¢ do rozwigzania réwnania

32u3 32u3 32u3
N +2 — W 0 2.%4
ﬂ( "r)x% * ’()xg) . /1) 3)(3 ( )

z warunkiem brzegowym

Au
(%‘0’2/.1) —,53232 = -15(3(1')(2) ’

(2.35)
u3—*0 dla x% + xg + x% —= 00 .

Zagadnienie to rozwigzZemy metods transformacji Fouriera., W tym celu
wykonajmy na réwnaniu (2.34) 1 warunku brzegowym (2.35), dwuwy-
miarows transformacj¢ Fouriera okres$lons wzorem

W (s 4p) = (2m)7" J [W(x“xg) e (41%4+ 49%9) 4y ax,. (2.36)

- 00

Dostaniemy wtedy nastepujjce zwigzki:
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Do

~ Ju
-ﬂ(.&? + -Lg) Uz + ('>\+2M) T)-%aa o, (2.57}
a1, 1
(3"‘2/4) -ﬁ; =z - 5w (2.38)

Rozwigzujac réwnanie rdézniczkowe zwyczajne ( 2.37) 1 uwzgledniajac
warunek wypromieniowania (2.35)2 otrzymamy

1
2, 42
63(,L1, LorXg) = Aoy, y) e /B("LP‘ °"2) 2 x5, (2.39)

gdzie F,Z =/1/ k+2/4 .Stgd po obustronnym zrdézniczkowaniu réwnania
(2.39) wzgledem X3 i uwzglednieniu warunku brzegowego (2.38)
dostaniemy

-3(4? + .LS)% 3
e
g (ohyy obpyXg) = [21( N +214)p] - 3 » (2.40)

(.L1 +.L§)2

Wykonajmy na réwnaniu (2,40) odwrotng dwuwymiarowg transformacje¢
Fouriera:

8 1
- (&2+*2)2x - X, =X
Ux (X9 XpyXg) = mo e P21+ o e A du.
TN 20 o D) > ; 1772
o 2w ( ')‘+2M)/5(°L1+ oL?_)

(2.41)

Po wykorzystaniu wzordéw catkowych ([47] str.494, 496 oraz [14])

de =(%)% Ko(vz(a2 +12)%), (2.42)

(2m)

xR 1
-% J o (22 4 p?)2 a - 14x

(42 + 72)%
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0
1

vige -]
(2n)2 {Ko(lu a) e" 4 Bdu ==(‘2')2 (x2+a2)‘ 2 . (2.43)

-0
wynik korcowy ma postaé

»

| 11 2 2
u(XoXpeXs) = TR, 0 3 U Xg t g v X3P (2.44)

Rozwazmy 2z kolei przypadek dziaania na péXprzestrzen spregzysta
stycznej sity skupionej p, = 18(x1,x2), jak na rys.14.

Py 18(%(,%2)
S N s Ea o
X4

Zagadnienle to sprowadza sie do rozwigzania rdéwnania

32u1 32111 . 32u1 ( )
+ + %"'2 -“7 = O 2.4
M( Bxg Bxg) ( N) 311

z warunkiem brzegowym

du -
. p1 = /‘1"57:'; = -1.8()(1,1{2) . (2°46)



Poniewaz tok poste¢powania przy rozwigzywaniu tego réwnania jest ana-
logiczny do stosowanego w poprzednim zagadnieniu, ograniczymy sie
do podania wyniku korcowego

«
11 2 22 2. .2
U (Xq0%p0%5) = E‘Eﬂpﬁ1 v Ry =Rt e xp v xg . (2.47)

Zajmiemy sie teraz znalezieniem funkcji Greena dla stacjonarnych
zagadnien dynamicznych majgcych swe odpowiedniki w ﬁlasycznej teorii
sprezystoscli - znane pod nazwg zagadnien Lamba.

WeZmy pod uwagg uproszczony model pdéiprzestrzeni obcigzonej sitg

harmonicznie zmienng Py = 15(x1) elmt » jak na rys,15.

/( P> ’s(ﬁ)e;“’"

s

X4

T %,

Rys.15

Ze wzgledu na niezaleznosé rozktadu obciazenia od zmienne] X, Wy=
korzystywaé bedziemy nastepujgca postaé réwnania opisujgcego model:

92u3 o 92u3 ®2u3 ‘
R W R agdee. )

oraz warunek brzegowy
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ou 1wt
(h+2p) 1;;% = =18(x,) e :
(2.49)
uz ~* 0 dla x% + x%-wu- oo |

Ograniczajac nasze rozwazania do zagadnienia stacjonarnego zaXozymy
funkc je przemieszczend w postaci

ivt
u3(x1,x3,t) = Uz(x,%5) e =t (2.50)

Po podstawieniu wyrazenia (2.50) do réwnania (2,48) otrzymamy

2 2
cg E_Eg + cf ?.H; oW Us = 0, (2.51)
3 x] R=

gdzie ¢ = (%+2M)/¢ , ¢35 =y /¢ sa odpowiednio kwadratami predko-
gci rozchodzenia sig fali podtuznej i poprzecznej. Natxdzmy na powyz-
sze réwnanie oraz warunek brzegowy

QI%
(A+2y) uE - -18(xq) (2,52)

jednowymiarowg transformate Fouriera zdefiniowans wzorem
1 0
E(¢1) = (2n)- 2 J.u (xq) et 1%y dx, . (2.53)
o0

Wykonanie tej operacji prowadzi do zwiagzkdw:

n

2 w
—s = 5 (d] - 3) 05, (2.54)
‘3x3 cy c5
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(he21) % RN (2.55)

W celu rozwigzania rdéwnania rézniczkowego (2.54) przyjmiemy, ze
funke ja ﬁ3(‘L1,x3) ma postad

g (24,%5) = A(s,) e 573 (2.56)

Po podstawieniu powyzsze] zaleznosci do réwnania (2.54), wykonaniu
prostych algebraicznych przeksztaXced i wykorzystaniu warunku wypro-
mieniowania (2.49), otrzymamy

Tylapng) = A(2) e C1 1 Bl T3 (2,57)

Zrézniczkujmy zwigzek (2.57) wzgledem X« Po wykorzystaniu warun-
ku brzegowego (2.55) 1 po prostych przeksztaXceniach dostaniemy

2
Tald,,xz) = ( . (2.58)
37173 2n C,Co0¢ 2 1
172 2 W
(47 - %) 2
€2
Wykonajmy odwrotng transformacje Fouriera
c 2 1
o =2 (] - 8) 7 % - aix,
= e 4 2
M (&2 - w)z
o 1 C’g

Po wykorzystaniu wzoru (2.42) oraz zaleznosci ([40] wz, 52,5, 52.6)
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1 iwv/2 ) i
K,(2) =5Tie / Hi} (ze “/2) '

dla -W<arg 2z <%n‘ .

(2.60)
~imTv/2 H(vZ) Ze-irr/z)

K (z) = .‘;m e

dla - 4w < argz( T
9

gazie H(2) = 3,(z) + 1 N,(z) , H@)(z) = 3 (2) - 1 N(2) s3
funkc jami Hankela, otrzymamy dwa rozwiazania

A 1 3
Ug (Xq,%5) = ﬁ . " N é (2.61)
(P
- Zﬂ i Hj (EE Xy + p Xz ) »

.

gdzie p = 02/01 . Po uwzglednieniu wzoru (2.50) dostaniemy

c 1

u3(x1,x3,t) = J (2.62)

- QEP\ 1 Hc()z)(é&’z- \/x‘;g + p2x§ )eiwt.

,
2% n HO(1)(_¢._>_,/X2 . pzxg')eiwt’

n

\

Istnienie dwéch niezaleznch rozwigzan zwigzane jest z niejedno-
znacznoscig carki (2.59). W celu wyboru odpowiedniego rozwigzania
skorzystamy z fizycznej interpretacji uzyskanych wynikéw. Analizujac
rozwiniecia asymptotyczne otrzymanych funkcji (wzér (2.62)) zauwazy-
my, ze pierwsza z nich opisuje falg¢ 2zbieZng w kierunku poczgtku ukra-
du wspéirzednych, a wiec fale¢ nie majacg fizycznej interpretacji
(patrz [46], str.561 - 564), druga natomiast fale rozbiezng istnie-
jaca w rzeczywistodci, Koricowy wynik ma zatem postadé
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u3(x1.x3.t) = - Zéﬁ (HNO( éz*Jx% + pzxg') +
(2.63)

3

2 2.2 iwt
+11rJo(c-5*-’-2Vx1+px )) e

Ograniczajac qu do przypadku Xz = O 1 wprowadzajgc oznaczenia

A3(x) = =T (£ |5yl

(2.64)
Bs(xy) = =prJd ( 6“12 | x,41)
mozemy napisadé
ug(%,,0,t) = Z%ﬁ(%(xp + 1 By(xy) ™% -
(2.65)

= 2_71‘7_1 V3(X1) ei(Ut + ?3(3(1)) ,

gdzie

V%(x1) = A%(x1) + Bg(x1) ,
Y3(x1) = arc tg[BS(x1)/A3(xO] .

Wykresy wprowadzonych funkeji A3(x1), BB(X1)’ V3(x1), ?3(x1) dla
v= 0,25 przedstawiono na rys.16, 17, 18.
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Rys. 16
-~ 4+

-2 -1 1 2

o s S A e NG
- .
Va (x,)

‘Zuﬂ

Rys. 17
i

S d xl%

Rys. 18



- 43 =

Postepujac analogicznie znajdziemy rozwigzanie nastgpnego zagad-
nienia. Rozwazmy pdéiprzestrzen spre¢zysta obcigzong na brzegu styczng
si¥a harmonicznie zmienng p, = 18(x1) et » Pp = Pz = 0 , jak na
rys.19.

e -
ol ’(1

i p1v18()c1)6

L]

Zagadnienie to sprowadza sie do rozwigzania nastepujacego réwnania
(podobnie jak poprzednio ograniczymy sie do znalezienia rozwigzania

stacjonarnego) :

2 2
p ¥Uy o DU, 2
Cp = + 0] —3 + W U, =0 (2.66)
’bx3 ’ax1
z warunkiem brzegowym
31J1

gdzie U1(x1,x3) elWt . u1(x1,x3,t) . Ze wzgledu na analogiczny
sposéb rozwigzania tego 1 poprzedniego zagadnienia, ograniczymy sie

do podania rozwigzania

2.2 2
u1(x1,x3,t) = - 2—%1 (YrNo( 6—”‘3- P Xy + X3 ) +

(2.68)
\v [22 |

+1md c,
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Wykresy funkecji

Ay(xq) = =pTN (a5 140D s
By(x,) = ~pT I (pes Ixql) s
1 (2.69)

Vy(xp) =[a5(xy) + Bi(x1>]2 '

q1(x1) = arc tg[B1(x1)/A1(x1)] .

dla v = 0,25 przedstawione sa na rys,20, 21, 22,

Rys.20
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!
L P4(X4)
2 - 4 2 ;
——t At £ D e e + o= x‘%).?.
N T + V
Rys.22

Na zakohczenie tego punktu rozwigzemy zadanie bedace odpowiedni-
kiem przestrzennego zagadnienia Lamba [16], [46]. Rozwazmy uproszczo-
ny model inercyjnej péiprzestrzeni sprezystej obcilgzonej wektorem
31; 5(x1,x2,x3,t) = P5(x1-h1, Xy=hy, x3-h3) e przytozonych w
dowolnym punkcie (h1, h,, h3) pékprzestrzeni x3270, jak na rys.23.

Rys.

Zagadnienie to w mysl rozwazani przeprowadzonych w punkcie 2,3
jest réwnowazne zagadnieniu przestrzeni sprezystej obcigzonej syme-
¥ ' P - - - .

g{ﬁ?nq_wzglqdem ptaszczyzny ?1} parg s%k Pé(x1 h1,x2 h?,x3 h3)
e . Pé(x1—h1,x2-h2,x3+h3) e przytozonych odpowiednio w
\ '
punktach (h1,h2,h3) i (h1,h2,-h3), jak na rys.24.
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N
=]
A
i

1

x |

- o O wh =y = -y

—-.—-——%.—-—

(‘huha'hs)

Zaxézmy, ze przestrzen sprezysta zostata obcigzona sitg
= iwt
Pé(x1,x2,x3) e
ter obcigzenia 1 poczynione zatozenia rozwigzania ui(x1,x2,x3,t)

przytozong w punkcie (0,0,0).Ze wzgledu na charak-

poszukiwaé bedziemy w postaci

i
Uy (X0 Xp0X50t) = Us(Xy0%,,%5) @ VP, o1=1,2,3 . (2.70)

Réwnania opisujace model przestrzeni sprezystej przyjmg wtedy postad

2 (32U1 32”1) o ¥V, X, 2
o + +c + = + w- U, =0
2 2 2 1 et 1 !
’ax2 ’6x3 ’6x1 9
2 2 2
2°U Q97U U X
2 2 2 2 2 2
c + ) + ¢ + ==+ WU, =0 2.71)
2 (F2 032 52 220
2 2 2
U U 27U X
g 3 3 2 3 p) 2
co ( + ) + C + == + W Uy =0
2 2 2 1 "R.2 3 ’
? X x5 ’8x3 9
2 2
Ui—-—»O gdy X1 + X2 + X% — OO y 1=1,2,3 ,



L,
e

‘gdzie cf = (%+2}p/g » C5 =/4/g . Po natozeniu na réwnania (2.71)

potréjnej transformaty Fouriera zdefiniowane] wzorem

00

3
¢ i(4 v 4
T (4yrdpsts) = (21) ? I“u(x1,x2,x3) et (4qxyrdoXo+ 3x3)dx1dx2dx5

-0 (2.72)

i po prostych przeksztalqeniach, otrzymamy nastepujace wzory na
transformaty funkeji Ui:

- X1

T, = -

1 g(cg(&g +4§)-+c§¢3.-h?)

7 - (2.75)
0. = 2,73
2 g@%(i%+i§)+c?&§-ug) ’

L Xy

Uz = v » 7> D .

W przypadku sity skupionej X, = PiS(x1,x2,x3) mamy
3

X,= 2, (21) 2, 1=1,2,3 , (2.74)

stad po podstawieniu powyzszego wzoru do uk*adu (2.73) i po wyko-
naniu transformacji odwrotnej otrzymamy wzdr

00
; p, J.][ eri(d1x1+¢2x2+43x3) \ ( )
= do,dL,des 2.75
BT I ] T R S

-0

i=1,2,3 , 4i4j¢k4i

Wykorzystujac wzér caXkowy, ([63] str. 337)
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g (o o -
o ; . 1(1x1+42x2+ 3x3) ] % . ivr
1 2 )
-0
gdzie (2.76)
2 _ 2 2
T o= Xyt Xy * Xy,
otrzymamy wzory na funkcje U1 w postacl zamkniete]
P -iurri x2 xi x2
U i e, 2 i
= y Y. = + +
e cle 1 1o ;? ;2 ’
WeCCq Xy 2 %2 %

(2.77)
i=1,2,3 , i%j¢k¥i .

Na podstawie zwigzku (2.70) wzdér na przemieszczenia u; przyjmie
postacd

Pi ei(w (t-ri))
uy = 2 , (2.78)
4y 9 CoCy Ty

gdzie r, okredlone zostato we wzorze (2.77)

W przypadku, gdy punktem przyYozenia sity P Jest dowolny punkt
(h1,h2,h3L wielkosci ry wyrazaja sig wzorem

2 2 2
2 (xj-hj) (%) =hy ) (x4=h,)
= 7 i 2 * . ’
(] C (o]
2 2 1

(2.79)
i=1,2,3 , i#jfk+i .

Powréémy teraz do zagadnienia obcigzenia przestrzeni dwiema syme-
trycznymi wzgledem praszczyzny X1X2 siXami, W my$l zasady super-
pozyc ji poszukiwane funkcje przemieszczen beds opisane wzorami
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Pi eiu:(t-ri1) eiLJ(t-riz)
uy = — 4 — ; (2.80)
4dmgeycy Ty Tio
gdzie
2 2 m. 12
2 (X1-h1) N (xz"hz) N (X3+h3)
1 4,2 7 2 -2 " ’
1 2 2
2 2 L2
2 (X1‘h1) . (xg‘hg) N (x3+h3)
21,27 72 2 2 ’
2 1 2
2 2 - (2
2 (x1—h1) N (x2-h2) s (X3+h3)
3 12 v T2 cg c%' .
2

W tym miejscu zdefiniujemy funkcje obrotdéw, ktdére wykorzystamy w

drugie] czqéci pracy. Obroty te sag okredlone wzorami:

Q)
o
N

Yq =

QD
[~
WO

Yo = T% (2.81)

o
e

@111

u
1 2
\PBBQ(’BX

+ )
o 9%,

2.6. Analiza pordéwnawcza funkcji Greena

W celu potwierdzenia zaXozen przyjetych przy wyprowadzeniu réwnan
opisujacych uproszczony model pdékprzestrzeni sprezyste] oraz w celu
sprawdzenia przedstawionej koncepcji modelu, dokonamy pordéwnania
przemieszczeniowych funkcjli Greena dla modelu i dla klasycznej pdx-
przestrzeni. Jezeli uda sieg pokazaé, 2e réznica miedzy nimi nie jest
znaczna, uzasadniona bedzie poprawnosé przedstawionego modelu oraz
jego przydatnodé do analizy innych zagadnien teorii konstrukcji.
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Wynika to stad, %Ze kazde rozwigzanie,dla innych pod wzgledem rozkia-
du typéw obciqunia,uzyskujemy biorge ich splot z odpowiednimi funk-
cjami Greena, Poniewaz ograniczymy sile¢ do pordéwnania funkcji Greena
w skonczonym obszarze, wyniki beda szczegdlnie sZuszne dla zagadnien,
w ktdérych obcigzenie jest roztozone w ograniczonym obszarze (np. w
zagadnieniach stempla). Rozwazanla ograniczymy “do przypadku X3 o
waznego z punktu widzenia wzajemnych oddziaXxywan miedzy péiprzestrze-
niag a danym obiektem.

Rozpatrzmy przypadek s}atycznego obcigzenia pdéiprzestrzenil wekto-

- 2 2 g
rem si* p = [O,O,1]5(x1,x2), jak na rys.25 , gdzie r” = X, + X5

Y = arc tg[ﬁz/x1].

Pas Al 8(xy,%m)

v

NV

(x4, %3.0)

Rozwigzanie dla klasycznej pdiprzestrzeni ma postaé [46]:

Hia
H
]
_‘N
+
»
N
™
o
N

D - g2y,
w3 (*90%200) = 7]

natomiast dla modelu uproszczonego mamy ( wzdlr (2.44»

a0 = b 1. e, (2e)

gdzie p = 02/01 Jest stosunkiem predkosci rozchodzenia sie fali
poprzecznej 1 pod¥uznej w rozpatrywanym osrodku. Jak widzimy wzory
(2.82) 1 (2.83) rdéznig sie tylko statymi wspéXczynnikami zaleznymi
od liczby Poissona ¥ . Wartosci ich dla rdéznych v przedstawiono na
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rys.26 .
A
1.0
N
N\
S
0,5 A -
\\ (1-v)
\
0.4 |— \l A
0.1 0.6 ¥

Poniewaz w ogdélnym przypadku dla innych typéw obeciazenia (jak zoba-
czymy to w nastepnym zagadnieniu) wspdéiczynniki te mogg zalezeé od
kata ¢ = arc tg(xz/x1), przegstawimy réwniez ich przestrzenne wykre-
sy. Jako funkcje zmiennych ¢ i r., Wykresy dla v = 0.0, 0.25, 0.40
zostaty przedstawione odpowiednio na rys.27, 28, 29 , gdzie linig

V. Q p 1"\) '
clapXa oznaczono wykresy funkcji fa(xy,r) = 5777 y & przerywang

funkeji f?(tp,r) = 2#%; .

Rys.27
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Rys.29

Dla tych samych wartoéeci Vv przedstawiono réwniez wykresy funkeji

(2.84)

wP(x,,x,,0) - um(x X5 ,0)

D
uz(x1,x2,0)

bedacej funkcja wzglednego odchylenia rozwigzan dla uproszczonego
modelu od rozwigzan dla klasycznej pdéXprzestrzeni sprezystej. Wykresy
te przedstawiono na rys.30, 31, 32.



Rys.30

Rys.32
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Zmieniajac typ obcigzenia pdéXprzestrzeni na obciazenie o postaci
D= [1,0,0]8(){1,1{2) , jak na rys.33 ,

otrzymamy odpowiednio wzory: dla péiprzestrzeni sprezystej [46]

2

P 1 1 x4
uy(x4,%5,0) = ;;}'1 ((1=v) z *";’5) =
(2.85)

= 2%/;\ ((1-v) +vcoszt{>) % = fl;('«?)% ’

dla modelu podtoza (patrz (2.47))

1
m L L L 2 1 1
u X ,X ,O R/ e - 4 = - = fm( -
1( 1772 ) 21\‘)&1]6 R erM pzcoszq + sinch) r 1 (?)r
(2.86)
R2 = ﬁ,zxf * X5 .

Wzory te rézniag sie mnoznikami f%’(tp) . fr;’((p) bedgcymi funkejami
kata ¢ . Wykresy ich dla wartodci v = 0.0, 0.25, 0.40 zostaly przed-

stawione na rys.34, 35, 36.



Rys.36



- BB .

Podobnie jak poprzednio dla tych samych wartosdci liczby Poissona
przedstawimy wykresy funkeji g, (Y,r)

o m,
WE (X, 9X0e0) = uy (X,9%,,0)

1V 7272 1 2
g1(k?’r) = [ -p 1 l .

(2.87
ud(x1,x2,0) )

Wykresy te zostaty przedstawione na rys.37, 38, 39.

Rys.37

Y xs v =0.25

Rys.38
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Rys.39

Analizie poddano réwniez przemieszczeniowe funkcje CGreena dla
stacjonarnych zagadnien dynamicznych.

Rozwazmy pdétprzestrzen sprezysta obcigzong sits harmonicznie
zmienng p = [O,O,1]5(x1) gt
delu okredlone jest wzorem ( patrz (2.63))

yJjak na rys.15. Rozwigzanie dla mo-

w3(%,,0,t) - 2%1 (WN Gelx,l o+ 17 T (elx,]) eV, (2.88)

gdzie 2% = w/c2 . Ze wzglgdu na calkowg postaé rozwigzania dla
péYprzestrzeni spresyste], [1], [46]

p eiwt k2 41 - k1 -x1x1 ( )
uz(x,,0,t) = = e ’ 2.89
31%900, Zryy ¥ () gl
- 0
gdzie
2 . -
| W W - 2 [2 .2 /2 2
Kp=g k=g N o= (25 - x3) " - a3ved - o Vad -,

oba rozwigzania rozwiniemy w szereg wzgledem wielomiandw Czebyszewa
I rodzaju, [5]:



iwt £

u3(x1,0,t) = 5—/;\ Z "’ + 1 Bgn( )) Tgn(xx1) =

ot 207 ) (2.90)
1(W +
L, (00 e

- o

gdzie T
dzaju,

2n(x) = cos(n arc cos x) sSg wielomianami Czebyszewa I ro-

(3 () = (3.5« ()
$3,0) = aze tg (B, (v) /a3, () .

Skorzystamy przy tym z bezwymiarowej postaci wzoru (2.89)

= 4 uﬂ)ge--ia«amc1 du
p -~ [ ]
uz(x,,0,1%) 2"}\ J )2 N -y ”ZT__T? (2.91)
p2 = c5/ed = (1-2v)/2(1-v),

uzyskanej przez wprowadzenie w (2.89) podstawienia u = 41 E§ .
Problemy zwigzane z otrzymaniem powyzszych i wystepujgcych w na-

stepnym zagadnieniu rozwinieé przedstawimy w rozdziale 4.

Uzyskane wyniki dla v = 0.0, 0.25, 0.40 przedstawiono odpowied-
nio w tabelach 1, 2, 3, gdzie przez m, p oznaczono kolumny zawie-
rajace wyniki odpowiednio dla modelu uproszczonego 1 klasyczne]
pbé¥prezestrzeni sprezystej.



Tabela 1

v = 0.0
R 5 ? 3
] m P m J m
1| =0.927 | =0.577 | 1.957 2,013 | 2.002
2| 1.58% | 2,271 |-0.261 0.163 | -0,043
3 | -0,740 | =-1.123 | 0.004 3,136 | 3.148
4| 0.480 | 0.626 | 0.000 0,000 | 0.000
5 | -0.357 | =0.573 | 0.000 3,142 | 3,142
6 | 0.284 | 0.379 | 0.000 0.000 | 0.000
7 |-0.236 | =0.276 | 0.000 3,142 | 3,142
8 | 0.20%| 0.367 | 0.000 0.000 | 0.000
9 {=0,177 | =0.321 | 0.000 3,142 | 3,142
10 | 0.157 | 0.133 | 0.000 0.000 | 0.000
Tabela 2
v = 0,25
A23n Bgn LP 23n
m_| ® m m
1| -0.757 | -0.580 | 1.597 2.013 | 2,053
2| 1.293 | 1.694 | -0.213 -0.163 | =0.057
3 | 0,604 | -0.835 | 0.003 3.136 | 3,140
4| 0.%91 | 0.463 | 0.000 0.000 | 0.000
5 | -0.291 | =0.44% | 0.000 3,142 | 3.142
6| 0.232| 0.282| 0.000 0.000 | 0.000
7| -0.193 | =0.203 | 0,000 3,142 | 3,142
0.165 | 0.279 | 0,000 0.000 | 0.000
-0.144 | =0,245 | 0.000 3,142 | 3,142
0.129 | 0.094 | 0.000 0.000 | 0,000
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Tabela 3
v=0.4
B B 0y ? 30
m D m P i m P m D

11 =0.535| =0.425 | 1.130 | 0.936 | 1.125 | 1.028 | 2.013 | 1.997
2| 0.914| 1.357 | -0.151 | =0.097 g 0.927 | 1.360 |-0.163 | =0,071
3 | -0.427 | -0.669 | 0.002 | 0,001 | 0.427 | 0.669 | 3.136 | 3,139
4| 0.277| 0.367| 0.000 | 0,000 | 0.277 | 0.367 | 0,000 | 0.000
5| -0.206 | =0.350 | 0.000 | 0.000 | 0.206 | 0.350 | 3.142 | 3,142
6| 0.164 | 0.224| 0.000 | 0,000 | 0.164 | 0.224 | 0,000 | 0.000
7| -0.137 | -0.159 | 0.000 | 0.000 | 0.137 | 0.159 | 3.142 | 3,142
8( 0.117| 0.228 | 0.000 | 0.000 | 0.117 | 0.228 | 0,000 | 0.000
9(-0.,102 | =0.199 | 0.000 | 0.000 | 0.102 | 0.199 | 3,142 | 3,142
10 | 0.091| 0.071|{ 0,000 | 0,000 | 0.091 | 0,071 | 0.000 | 0.000

Analogicznie postgpimy pordwnujac rozwigzania dla nastepujacego
zagadnienia: pdXprzestrzen zostaXa obcigzona siXs harmonicznie
zmienng p = [1,0,0]5{x1) ei“yt, jak na rys.19. W tym przypadku od-
powiednie wzory opisujgce rozwigzania stacjonarne majg postaé:

- dla modelu uproszczonego ( patrz wzér (2.68))

u?(x1,o,t) = - 565 (wN(poelx ) + iw J (patlx,|)) eVt (2.92)

~ dla klasycznej pdprzestrzeni sprezystej po sprowadzeniu do
postaci bezwymiarowej [1],[46]

-1a2ux
eiwt Vu2-1 e 1 du

uf(x,,0,t) = - =- J . (2.93)

2T (2u2- 1) 2402wl -1 V- Y. 2
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Po rozwinieciu obu rozwigzad w szereg wzglgdem wielomiandéw Czeby-

szewa 1 rodzaju:

u,(x,0,t) = - ﬁ-%-« ST (A0 + 1 By (V) Tpp(axy) =
n=o
i i(wt + ?1 ) (2.94)
= - ?%ﬁ :Z: U;n v)e <8 Ty (2t Xy)
n:0
gdzie
y 2 1 2 y 2
(0l )" = (AL o)+ LN,

L?;n(v> = arc tg (B;nhO/A;n(v»

otrzymamy odpowiednio dla ¥ = 0.0, 0.25, 0.40 nastgpujace wyniki
przedstawione w tabelach 4, 5, 6.

Tabela 4
Yy = OOO
1 1 1
A2n B2n U2n P on
m D m P m P m D

—

f

-1.002 | =1.197 2.086 1.901 2.814 2.246 2,019 | 2.133
1.533 2.218 | =0,135 |=0.124 1.539 | 2,221 |-0.088 | -0.056
-0.723% | -1.099 | 0.001 0.001 0.723 1.099 5. 140 3.140
0.475 | 0.620 | 0,000 | 0,000 | 0.475 0.620 | 0,000 | 0,000
-0.355 | =0.571 0.000 | 0,000 | 0.355 0.571 3.142 3.142
0.284 0.378 | 0,000 | 0,000 | 0.284 | 0,378 | 0,000 | 0,000
-0.23%6 | =0.275 | 0,000 | 0,000 | 0.236 | 0.275 |=3.142 3,142
0.202 0.366 0.000 0.000 | 0.202 0.%66 | 0,000 | 0,000
-0.177 | =0.320 | 0.000 | 0,000 | 0,177 0.320 | =3.142 34142
0.157 0.133 0.000 | 0,000 | 0.157 0.133 | 0,000 | 0.000

O W ® 1 v\ H» W N




Tabela 5
vy = 0,25
A;n B;n U;n P on
m D m D m D m D

1| =0.847 | =1.%65 1,759 1.73%6 1.935 2.208 | 2.024 2.257
2 1.230 1.627 | -0.074 | -0.084 1.23%2 1.629 |=0,060 | -0.052
3 | -0.,586 | -0.811 0.000 0.001 0.586 0.811 3. 141 34140
4 0.387 0.458 0.000 | 0.000 0.387 0.458 | 0.000 | 0.000
5| =0.290 | =0.431 0.000 | 0.000 0.290 | 0.431 3. 142 56142
6 0.231 0.281 0.000 | 0.000 0.231 0.281 0.000 | 0,000
7 | =-0.192 | =0.202 0.000 0.000 | 0.192 0.202 |=3.142 30142
8 0.165 0.279 | 0,000 | 0.000 0.165 0.279 | 0,000 0,000
9 | -0.144 | -0.244 | 0,000 | 0,000 0.144 0,244 |=3,142 54142
10 0.128 | 0.094 0.000 | 0,000 0.128 | 0.094 | 0.000 | 0,000

Tabela 6

v = 0.4

A;n B;n U;n ‘P2n
m D m P m o) m D

1| =0.623 ] =1.374 1.256 1.519 1.402 2.048 | 2,031 2.306
2 0.849 1.279 | =-0.026 | -0.057 0.850 1.280 | -0,031 | =0.042
3| =0.411 ] =0.645 0.000 0.000 0.411 0.645 3¢ 141 3¢ 141
4 0.273 0.362 0.000 | 0,000 | 0.273 0.362 | 0,000 | 0.000
5 | =0.204 | =0.346 0.000 | 0,000 0.204 | 0.346 |=3.142 34142
6 0.163 | 0.223% 0,000 | 0.000 | 0.163 0.223 | 0,000 | 0,000
7 | =-0.1%36 | =0.160 0.000 | 0,000 | 0.136 0.160 | =3,142 J3.142
8 0.116 | 0.227 0.000 0.000 | 0.116 | 0,227 0,000 | 0,000
9 | =0.,102 | -0.199 0,000 | 0,000 | 0.102 0.199 | =3.142 3,142
10 0.090 | 0,071 0.000 | 0,000 | 0.090 | 0.071 0.000 0.000
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Ostatnim rozpatrywanym zagadnieniem bedzie osiowosymetryczne
zagadnienie Lamba 1 Jego odpowilednik dla modelu uproszczonego.

Rozpatrzmy pétprzestrzen sprezysts obeciazong sig p = [O 0, 1]-
-8(x1,x2)eimt . Wtedy rozwigzanie dla modelu uproszczonego zgodnie
z wzorem (2.78) ma postacd

iwt -ixr 5
m e e
uB(rOt)=m>ﬁT , T =X +x;, (2.95)

natomiast dla pdéiprzestrzeni klasycznej, tak jak to byXo w poprzed-
nich przypadkach, jest opisany nastepujacym wzorem cazkowym ( wzér
w postaci bezwymiarowej) [1] ,[46]

0

plwt J’ uvh- Jo(uxr) du (2.96)
L (2u° —1) ~4uular Vaie

u3(r,0,t) = -

W tym przypadku w celu ilustracji podobierdstw miedzy rozwigzaniami
dla uproszczonego modelu i klasyczne]j pdéiprzestrzeni sprezyste]
przedstawimy ich wykresy. Ograniczymy sie do przypadku Vv = 0,25,
Wykresy te uzyskano przez formalne obliczenie wartosdci funkecji u?
oraz numeryczne obliczenie caXek Fouriera, okreslajacych funkecje
przemieszczen ug dla dyskretnego zbioru wartosci r. Oznaczajac

przez

A(z) = Re [2mya" ™% ug(r,0,8)],

B(r) = Im [2wqa€'1 g Lt uB(I,O,t)] ’
(2.97)

Ug(r) - Az(r) + Bz(r) .

¢(r) = arc tg ( B(r)/A(r) ,

gdzie U(r) jest amplitudg drgan brzegu péiprzestrzeni, y(r) funk-
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cja przesuniecia fazowego, przedstawiono wykresy wprowadzonych funk-
cji A(r), B(r), U(r),9(r) odpowiednio na rys.40, 41, 42, 43 .
Linia ciagta oznaczono wykresy dla klasycznej péiprzestrzeni, a
przerywana dla modelu uproszczonego.

af{ 3

1 2my,
AT
Rys. 40

-z..
Wb

\ i e

. 1 2 ' 10 ar
24

3

Rys.41
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4
-1
1 2 10
w
] CZT
2
5.
i
1
L )ZWH
§ Utr ”®
Rys.42
N 10
\\' o
W
Czr

Rys.43

Analizujac otrzymane wyniki, zamieszczone w tabelach 1 -6 oraz
przedstawione na rys. 40-43 wykresy funkcji zwigzanych z funkcjg
przemieszczen u3(r,t) widzimy, Ze rdéznice miedzy nimi nie sg znacz-
ne. Dotyczy to zwaszcza obszardw znajdujacych sie w nieduzej odle-

gXosci r.
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W przypadku gdy odlegXosé od punktu przyXozenia sity roénie, réz-
nice te zwigkszajg sig i sg wynikiem rdéznego stopnia t}umienia geo-
metrycznego dla modelu uproszczonego i klasycznej péXprzestrzeni.
{idoczne jest to, gdy pordwnamy z sobg rozwiniecia asymptotyczne od-
ﬁ?wiednich rozwigzan. Dla péXprzestrzeni klasycznej maja one postaéd

16] ¢

- w zagadnieniu pZaskim

3
i(wt - kx,) -5
ug(x1,0,t) ~ - %% e L O(x12)', (2.98)

- w zagadnieniu osiowosymetrycznym

)-% wt - xr - )

_3
e + O(r 2) ,» (2.99)

kX
ug(r,o,t) ~ F (2nkr

gdzie X -~ jest pierwiastkiem rdéwnania Rayleigha N (&)= 0 ,
- 2 [.2 2 1
opisanym we wzorze (2.89) ,a K = - k5 Vk©- k, / N (k) ,

Odpowiednio dla modelu uproszczonego otrzymamy

1 T 3
-1ttt - xox, - -
wy(x,,0,t) = - %f (2mk,x,) 2 e 21 Z>+ o(x1§)(2.1oo)
H(wt - k
u?(r,o,t) = ﬁéﬂ % e ( Qr). (2.101)

Wykorzystano przy tym nastgpujace rozwiniecia asymptotyczne funkeji
Jy(x) 1 Ny(x) ([40] wz. 56.7, 56.8):

1 3
2 \? -
Jy(x) = (EET)? cos(x - %; - E) + 0(x §) ‘
1 3 (2.102)
2 2
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Osobnym problemem jest sprawa identyfikacji parametréw wystepuja-
cych w wyprowadzonych wzorach. Moze sie¢ bowiem okazaé, Ze stosownie
dobrane parametry zwiekszg korelacj¢ modelu uproszczonego z rzeczy-
wistoscia,

Warte podkredlenia jest rdéwniez to, %e przedziax okreslonosci
rozwinigé (2.90) , (2.94) , réwny (- 2, x"1> , Jest wystarczaja-
cy do rozwigzywania zagadnien praktycznych np. ptaskich zagadnien
stempla. Okazuje sie bowiem, Ze wspdzczynnik Vi =»a¢0.25 , gdzie
2a jest szerokoscig podstawy fundamentu (patrz [6]). Analizujac
réwnanie caXkowe opisujace pXaskie stacjonarne zagadnienie stempla,

[Bl:

J‘”ﬂua(a(x-g)’o, t)ag = ZHz(x) o'°F . (2.103)
-1

cdzie w przypadku rozwinieé funkcja Greena Uy okreélona jest wzo-
rem (2.90) 1lub (2.94) stwierdzamy, ze wystarczajace jest,aby
N = a ¢ 0.5 . Wtedy bowiem »a(x -g), gdzie -2g¢x -g (2 , nale-
zy do przedzialu okreslonosci wielomiandéw Czebyszewa rdéwnego <-1,1).
Podsumowujgac powyzsze rozwazania mozemy stwierdzié, 2Ze wprowadzo-
ny model dostatecznie dokzadnie opisuje podZoze sprezyste, aby wyko-
rzystywaé go do rozwigzywania zagadnien, w ktdérych konstrukeja ma
kontakt z podXozem na ograniczonym obszarze ( np. fundamenty).



RozdziaX 3

WYBRANE ZAGADNIENIA MECHANIKI KONSTRUKCJI SPOCZYWAJACYCH NA
PODLOZU SPREZYSTYM

3.1. Praskie statyczne zagadnienie kontaktowe - zagadnienie

stempla

Rozwazmy dziaXanie sixy P i momentu M na uproszczony model
podXoza sprezystego za posrednictwem doskonale sztywnego stempla,
ktdérego ksztaXt na linii kontaktu jest opisany funkejg f(x1) .
[):11 €1, jak na rys.44.

Wirew A
A\J’:ﬂy. £ 4

Jezeli zaXozymy, Ze kontakt miedzy stemplem a péipaszczyzng jest
ciagty, to mamy do czynienia 2z zadaniem o nastepujacych mieszanych
warunkach brzegowych:
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u3(x1,0) = f(x1) y \xﬂ <1,
(3.1)

655(x4,0) =0 , (X 0> 1

33 (

Na wstepie wyprowadzimy wzory na funkcje przemieszczen u3(x1,x3)
i naprezen S33(x1,x3) dla przypadku, gdy pdéiptaszczyzna Jest ob-
clgZzona obcigZeniem normalnym do brzegu p3(x1) . Réwnania opisujgce
model pdéxpiaszczyzny maja postacé

32u3 ( ) 32u3
-——2-+ N\ +2 —5 = o,
H 3x1 i ’be
(N )____au3 (3.2)
S = +2 = e p ’ 302
33 M BXB 3

2 2
Uz = 0 gdy Xyt X, o0,

Stad po natozeniu na réwnanie (3.2)1 1 (3.2)2 pojedyncze]
transformaty TFouriera okreslonej wzorem

1 00
= "3 1baxy
u(4y) = (2m) u(x,) e dx, (3.3)
-0
otrzymamy nastepujgce zwigzki:
Do
B.......ZuB = pzel.z Uz
'3x3 175
- 3.4
am (5.4)
( +2/‘4) rax3 = - p3 9

edzie o2 = 4 /0 +2u)= (1=29)2(1-v) .
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Rozwigzania réwnania rézniczkowego (3.4), poszukiwaé bedziemy w
postaci

X
Ts(sys%g) = AL) @ s (3.5)

Po podstawieniu tego wzoru do réwnania (3.4), 1 po wykorzystaniu
warunku wypromieniowania (3.2)3 otrzymamy

p=-plegl . (3.6)

Stad

- -p 1] x
Uz (LyrX3z) = A(4) e L (3.7)

Wykorzystamy teraz rdwnanie (3.4)2 . Po uwzglednieniu (3,7) i po
prostych przeksztaXceniach otrzymamy wzdér na funkeje

Pz

Aey) = ;;W : (3.8)

X i

Ostatecznie transformaty funkcji przemieszczend i1 naprezend maja
postad

- 1 Py =pleglx
Ug(LyeXg) = 5 P 1:1 © g

(3.9)

e-pl¢1]x3

633(¢1,x3) - D3

Po wykonaniu transformacji odwrotnej otrzymamy poszukiwane funkcje
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Ze wzgledu na dalsze wykorzystanie wyprowadzonych funkecji rozwazymy

dwa przypadki:

1. p(x1) jest funkcjg parzysta, wtedy

1 ® .
R Psldy) - pldylxg
u3(x1,x3) = (§—ﬂ—) ﬁ '[—W e cos ob1x1 dA‘ ’
- (3.11)
LI -plL,lx
633(11’X3) = (g%—)g [ 53(J1) e Y73 cos ¢1x1d¢1 .

-

1 ® =
1 .\7 Pz (dy) = plelx, .
u3(x1,x3) (ﬁ‘) Iﬁ f——r‘z:]- e sin X, d.L1 ’
Py 3,12
6 1 % - —/”'L‘}lx3 ( )
33(X49%3) = (57) Pz (L) e sin o x,du, .

Przy rozwigzywaniu przedstawionego na wstepie zagadnienia korzy-
staé bedziemy z wielomiandéw Czebyszewa I i II rodzaju zdefiniowa=-

nych wzorami ( [5], 8tr.186) :

T0<X) =1,

3

3]

(-1)® (n-m-1) !
m! (n-2m)!
]

»No

(2x)*72" . ny1 (3.13),

T (x) =g
m:



- T2 .

1]

(-R)m (n-m)! (25 )P-2m

m! (n-2m)! » 230 . (3.13),

U (x) =

m =0

W dalszych rozwazaniach przydatne bedg nastepujace wzory okreslaja-
ce te wielomiany ([25], wz.8.940 )

T, (%) = cos(n arc cosx) =

= %[(x+iv1-xz )n + (X“i 1-x° )n]'

(3,14)

sin ((n+1)arc cos x)
sin(arc cosx)

n+1 n+1
(Y o I e s §

Un(x) =

Zagadnienie rozwiagzemy dla szczegdlnego przypadku., ZaXozymy mia-
nowicie, ze funkcja opilsujaca ksztaXt stempla ma postaé

f(x1) = Z a T X, . (3.15)

Wprowadzone ograniczenie Jest ograniczeniem pozornym, poniewaz
kazdg funkcje ciaga mozemy aproksymowaé wielomianami Tn(x) [28}.
Rozwigzujac to zagadnienile wyodrebnimy dwa przypadki:

1. Funkc ja f(x1) jest parzysta f(x1) = f (- x,) , wtedy

m

£(x,) = Z 25, Ty (%) - (3.16)

k=0

2. Funke ja f(x1) jest nieparzysta f(x1) = - f(=- x4) » wtedy
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L
£(x,) = E :a2k+1T2k+1(x1.) ' (3.17)
k=0

Przypadek 1.

Funkeja f(x,) wyraza sig wzorem (3.16), gdzie a, na.tym etapie
jest nieznanag staza, -

Wykorzystujac réwnanie (3.11) warunki brzegowe (3.,1) mozemy
napisaé w postaci

0
- D, (L))
5 P31
Uz = (2m) ﬁ J ?411 cos &,X, du¢y = f(x1). |x) < 1y
. (3.18)
- c
633 = -(2m) 2 p3(¢1) cos e ,x, dey = 0 ’ 1x11> 1.
J

Poniewas drugie rdéwnanie jest speinione tozsamoéciowo, zajmiemy sie
réwnaniem pierwszym, Nieznane] funkcji odporu podzoza p3(x1) po~-
szukiwaé bedziemy w postaci

p3(x1) = J==;==§, :E:j A2kT2k(x1) . (3.19)

V=X o
Wykorzystujac pierwszy z poniZszych wzordéw catkowych ([ZSJ wz.7.355)

4 1

I Tpp(X) (1—x2) 2 cosaxdx = (-1 Jon(lal)
-1

4 -.1 (3020)
J T2n+1(x) (1-x2) 2 sinax dx = (-1)n1r J2n+1(|a})sgna .
-4

gdzie " +1 dla a>0
sgna =
-1 dla a<o0

otrzymamy transformate funkcji pB(x1)
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1 m
D3 (4y) = (r/2)? zz::(-1)k Apy Iy (1241) o (3.21)
kao

Po podstawieniu jej do rdéwnania (3.18)1 dostaniemy nastepujacy

zwigzek:
- [ o]
\ b X Ioy (<4)
u3(x1,0) = A E (=1) Agy T cos’°L1x1 ded, =

Ka0 A 1
m (3.22)

= 2, 2aTu(xy) .
k=0

Rézniczkujac obustronnie wzgledem x, wzér (3,22) otrzymamy
Lo}
m
k
- ﬁ § (=1) Aoy J J2k(¢1) sin oL, x, do, =
k=0 0

m
- § :2k am o 1(Xq) s (3.23)

k=0

U_1(X1) = O .

Postaé prawe]j strony tego wzoru wynika z zaleznodci 'Tn(x) =

=nuU__(x) ([5] t.2,str.186).
Wykorzystamy obecnie nastepujacy wzdér caXkowy ([25], wz,6,671)

Ji-x?

(o8]
JJV(ob)sin.Lxd.L - ein(Vare ednx) = 4oy yyop, (3.24)
0

W naszym przypadku mamy v = 2k , stad rdéwnanie (3.23) przy jmie

postad
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wm
_ & z ' (_1)1{ A 8in(2k arc sin x1r) -
2k [ 21
A le=0

mwm
= D, anly y(x) .

k=0

(3.25)

Zajmiemy sig obecnie przeksztaXceniem wyrazenia sin(2k arc sin X4)"
'(1—x§)'2 . Wykorzystamy przy tym wprowadzone wzory (3.14). Mamy

sin(2k arc sinx,) X, sin [((2k=-1) +1) arc cos /;:EFJ
Jqle‘ ;1-X? sin (arc cos J1-x§) )
(3.26)
X
- ._1_\/___;_?- 11‘21{_1(\/1--:31 ),
1 | 2k 2k
Unjes 1-x5 ) = mlgr[(\”-ﬁ +ilx,]) - (V1-x§ - ilx]) ] -
2k 2% 2k ok
) 21Fx1[[(i) (%) = 1V1=x§ ) = (=1) (x| + $V1=x§ ) ] =
(_1)k+1 Ty :
' 1 ng-1(lx1D . (3.27)

Podstawiajac (3.27) do wzoru (3.26) otrzymamy tozsamogé

sin (2k arc sinx )

W = (-1)k+1 U2k_1(x1) . (3.28)

1

Stad réwnanie (3.25) przyjmie postad
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m

m
5‘.4 Z A Uop_4(X,) = Z 2k 8y Upy 1(Xy) +  (3.29)
=4

k=1

Pordwnujac wspéiczynniki przy wielomianach tego samego stopnia,
otrzymamy proste zwigzki miedzy wspdZczynnikami AZk i apy

Ay = -?iﬂ%i- B B3 (3.30)

W celu obliczenia wspdXczynnika AO y scazkujemy w przedziale

1 - 1

dx
JPB(XQ axy = D Ay JTzk(xﬂﬁ";%ﬂ“ . (3.31)

-1 : -1

Wtedy na mocy ortogonalnogci wielomiandéw Czebyszewa otrzymamy

-
]
= i+d

(3.32)

Na podstawie powyzszych rozwazan dostajemy koricowy wynik, Szukana
funkce ja p3(x1) i jej transformata 53(41) ma jg odpowiednio postad

P
P3(X1) = - 1-x‘12 ﬂ\/__;? Z k a2k 2k(x1) (3.33)

oraz

A 1
55(11) = (2m) 2 g Iy (Ly) + (2m) 2 M :E:: (- -1)% k a2k Iy (1241)

ka1
(3.34)
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Znajac funkcje ps(x1) , mozemy wyznaczy¢ funkeje przemieszczen
i naprezed w pdéipraszczyinie sprezystej. Tutaj ograniczymy sig do
podania funkcji naprezen., Wykorzystamy przy tym nastepujgcy wzor
caXkowy ([25]. wz.6,611)3

[ a2l sl
l " Z ol Jy(iﬁ ded = Z +; +1z ,

' (3.35)
vy>=-1, Re(z)>0, 2z = X5 + 1,

Po podstawieniu wzoru (3.21) , okreslajacego 53(¢1), do wzoru
(3.11), otrzymamy dla X5>0

ok
/221 - 2) 1y (3.36)

633(x1,x3) = Re| § (-1)k AZK(
k=0

z +1
gdzie 2z = X + ix1 R
Przypadek 2.
Funkc ja f(x1) jest nieparzysta
- 1
£(xy) = > 20141 o1 (%4) o (3.37)

k=0

gdzie a, jést katem obrotu stempla i na tym etapie jest wartosciag
nieznang.
Metoda rozwiazywania jest analogiczna do metody stosowanej w

pierwszym przypadku. Korzystajac z rdéwnani ( 3.12) , warunki brzegowe
(3.1) napiszemy w postaci

1 -
- "? p3("'1\ . . _
Uz (2!!) ,ﬁ J _T:T 8in eL1x1 d-&1 = f(x1) ’ x1<1,
1w (3.38)
615 = - (2r) 2 53(A1) sin oL,x, dty =0 y X4 > 1.



- 18 =

ZaXozymy, %e p3(x1) ma postad

L )
'
Pz (X,) = A i (x,) , (3.39
N :%;; 2x+17 241 (¥4 )

wtedy

>

1
Dy () = (v/2)§ ZE:: (-1)* Mgy r19oicaq (1241) BBRL (3.40)
k=0 !

Po podstawieniu powyzszego wzoru do rdéwnania (3.38)1 otrzymamy

o0
P L (=1 £ A J2k+1(¢1) sin <, x, du, =
us(x,0) = E : =17 Aok — 1%1 &4
0

(3.41)

]

§ : 8oys1ToKer (Xq9) -

k=0
Rézniczkujac obustronnie wzgledem x, wzdr (3.41) dostaniemy

L

(o8]
X
ﬁ > D gy J Toreq () 008 L yxy ddy =
k=0

0

. (3.42)
= D (AN ag Uplxy) .

k=0

Po wykorzystaniu nastepujgcego wzoru catkowego ([25], wz.6.671)

Vi-xZ'

o0
JJv(w)cos.Lx de = 228 (varc einx) y V2 =1, x<1 (3.43)
0

i podobnych jak w przypadku pilerwszym przeksztaktceniach jego prawe]
gstrony, otrzymamy
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L

L
ﬁ :/_-:0‘ MokarUai(%) = D (Reetag Uy (x)) o (3.44)

k=0

Réwnanie to pozwala na obliczenie szukanych wspdéXczynnikdéw

- §2k+‘l“d .

Aoks1 7z ok+1 ° \ (3.45)

W celu obliczenia staze] ay scatkujemy iloczyn x1p3(x1) wzglg-
dem zmiennej x, w przedziale {=1, 1>

1

f
L dx
_ 1
J Xy Pz(x,) dx, = 2 :A2k+1 JX1T2k+1(x1)'T\/—:—x'§-T-(3.46)
1

1 k=0 - 1

Wykorzystujac ortogonalnos$é wielomiandéw Czebyszewa otrzymamy

2
A1 = T-T. M ’ (3047)
a stad
2
a, = ;r-/% M. (3.48)

Funke ja p3(x1) wyraza sie¢ zatem wzorem

2 Mx,

L
M
pa(X1) = -‘r—ﬁ?- +27f?- ; (2k+1)32k+1T2k+1(X1) . (3-49)

Po wykorzystaniu wzoru (3.40) na 53 i zwigzku (3.35) otrzyma-

my dla x3>()
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L ra 2k +1
( 2+ - ; ’
Sgglxyng) = Im[ D (-5 ay = ‘[;?:1_.2) 1,  (3.50)

k30

Z = x3 + ixi .

W przypadku szczegdélnym, gdy a = 0 dla n)»2 mamy nastepujgce
rozkYady funkeji odporu podzxoza p3(x1): .

1. P40, M=0 (rys. 45)

= (3.51)

2, P=0, M+ 0 (rys. 46)

2M X
(3.52)

il el

1



=1 » +1 X4

Powyzsze wyniki wykorzystywacé bedziemy w dalsze]j czescli pracy
przy rozwigzywaniu bardziej zXozonych przestrzennych zagadnien kon-

taktowych.

3.2, Drgania fundamentu blokowego spoczywajacego na inercyjnym
pod¥oZu sprezystym

Rozpatrzmy dziaranie harmonicznie zmiennego obcigzenia na pdz-
przestrzen sprezystsg, za posrednictwem doskonale sztywnego funda-
mentu blokowego o podstawie prostokatnej, ktdérego boki majg odpowie-
dnio d*ugos¢ 2a1 . 2a2 , Jjak na rys.47.



b

—I— .
Vs, | A5
zelwl

"
' lpzelw‘: 2a,

Zaxézmy, ze a,<a, . Obcigzenle zredukowane do Srodka ukadu
wspbéirzednych ma postad

Py(t) =By, o™V ia1,2,3

(3.53)

' : iwt
Mj(t) = Mj e y J=1,2 ,

gdzie Pi " Mj 8g amplitudami zespolonymi. Wprowadzenie amplitud
zespolonych umozliwia uwzgl¢dnienie zrdéznicowania fazowego uogdélnio-
nych s8iY¥ zewnetrznych. Mamy bowiem

pol%WV . (P1 + 1P,) etV (I?‘12 + Pg)z eV giwt
;
2
= (25 + 23) LWt + ) (3.54)
P2

Y = arc tg = .
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W poczatkowych rozwazaniach pomijaé bedziemy sity bezwkadnosci
stempla.
Ze wzgledu na charakter obcigzenia przyjmiemy

ui(x1,x2,x3,t) = Ui(x1,x2,x3) eVt , i=1,2,3 , (3.55)

Wtedy réwnania opisujgce uproszczony model péiprzestrzeni spregzyste
przyjmuja postaé:

MU, ( +2 M ?;;2 + WU, =0,
1
2

U
2 2 2
HV2 U2+ ('>‘+2)'1)—,a—;2+ w g02=0 ¥ (3.56)
2
Fu
2 3 2
Y3 U5 ¢ (eap) 5« wig s = 0
2 2
2 0 0
Vi = 32 * 3 y 1+ J4+k+1,
X 0x
J k
a odpowiednie warunki brzegowe beda opisane wzorami:
AUy gt
§31(x41%5,0,8) = 4 7%, e = - (xxy) YT,
U
2 iwt
§32(%15%,0,8) = K ox5 = - rp(xyexp) M0,
i (3.57)
i
633(x1,x2,0,t) =(‘)+2/1)-é-;§ et o . r3(x1,x2) gttt R

Uy — 0 dla x?+x§+x§--oo ,
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gdzie ri(x1,x2) 83 poszukiwanymi funkcjami odporu podoza.
Natézmy na uktad (3.56) podwéjng transformate Fouriera zdefinio-

wang wzorem

o0

£(Lysdy) = (2n)"1 Hf(x1,x2) ol 4Xq+ oX)) 4y 4%, (3.58)

~Q

Otrzymamy wtedy nastepujace réwnania rézniczkowe:

o 4°0, 2,2 2.2 2
02—5—5= (02°L2 -O-C“a!.1 —W)ﬁ1 ’
p'e
3
2—.
d“u
2 2 2 ;2 2,2 2\ =
02 d2=(02bL1+C1nL2-U)U2| (3.59)
X
3
D
d-u
2 3 2 2 2 2 2\ =
¢’ —E—E = (02 LY+ Cholly =W ) U3 )
X3

gdzie c? = 3~+2M/g " cg =/1/9 s Pozwalajgce na obliczenie funkcji

U,

i i=1,2,3 . Rozwigzania poszukiwaé bedziemy w postaci

_ %iXB
Ty (40 dpsX3) = A (L4, Lp)e . (3.60)

Po podstawieniu powyzszego wyrazenia do réwnad (3.59) , otrzymamy
trzy rdéwnania charakterystyczne, z ktérych obliczymy wielkosci k1 .
9\ ’ ()

3 . Wykorzystujgc warunek wypromieniowania Ui — 0 dla
Xy + X5 + x%-—» co , otrzymamy

c? 5 5 2 1
1

M=o (pdi e dp-5) 2
02 02

(3.61)

Nl —
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2 2 5 1
c c 7
2,2 2,2 L

01 C‘1 01

Funkc je Ai(41,¢2), i=1,2,3 wyznaczymy z warunkéw brzegowych
(3.57) . W tym celu wykonamy na nich podwéjng transformacjg¢ Fouriera
(3.58) . Wykorzystujac nastepnie wzér (3.60) oraz wyniki (3.61) ,
po prostych przeksztaXZceniach otrzymamy

T, (L,
Ay (4 pd,) = - 1] 2) '
M ™
52(¢1,¢2)
A(DL ’Q)=— ’ (3062)
2y 17 R M(>‘2
Po (o9l )
3V 12
Az (oL, gol = - -
3(¢102) (%724 s

Po wykonaniu na ﬁi transformac ji odwrotnej otrzymamy nastepujace
wzory na funkeje Ui (ze wzgledu na dalsze potrzeby ograniczymy sie
do podania wynikéw dla Xz = 0)

o _ -i(&1x1+ 25%,)
Uy (%y0%p,0) = == [ r;(i“iz; Z 5, deqddy
2mncy 8 2 (c1l§ * oy =W )2
T (Lqysedy) € 1(¢1x1+ ¢2x2)
1 2\T172
U (X, ,X,,0) = 1 dol,d 3,63
et g ey e 00
-
o -1(¢1x1+ <5X5)
Ug(Xy9%,,0) = . J[ rg(:"lzg : 5 1 du,dd, .
2re,Q 2 (et + c5ds ~w©)2

W rozwazanym przez nas zagadnieniu funkcje odporu podioza ri(x1,x2)

i=1,2,3 843 funkcjami nieznanymi. Znamy natomiast z dokadnoécig
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do statych funkcje przemieszczen Uy » 1=1,2,3 w obszarze
<—a1, a1)><<—a2, a2> . Rozwigzujac to zagadnienie wykorzystywacé
bedziemy nastepujace zatozenia upraszczajgce:

1. ZaYozymy, %e znamy 2z dokladnoscis do statej rozktad funkcji odpo-
ru podYoza wzdiuz kierunku krdétszego boku podstawy. Ma on taks po-

staé¢ jak w pZaskim statycznym zagadnieniu stempla tzn. Ze reakcja
pod¥oza wyraza si¢ wzorem

i (X1%;) = py(xy)

1
X X -
1 2 2 2 2 2\ 2
= Pi(x1) (AiTO(a;) * AiT1 8—.;)) (a2 - xg)

gdzie To(x) ’ T1(x) - wielomiany Czebyszewa I rodzaju, Al ' Ai
state zalezne od rodzaju i kierunku dzia*ania obcigZenia na funda-
ment ( np. Ai =0 dla 1i=1,2).

2. OsXabimy warunek ciaggXego kontaktu, zadajgc Jedynie zgodnosci
przemieszczen (obrotdéw) stempla i pdXprzestrzeni wzdzuz osi S

Zanim przystapimy do rozwigzania, podamy wykorzystywane w dalsze]
czesci wzory catkowe ([25] wz. 7.355, 6.552):

7=§===§r e dx = (-1)n J2n(al&l) ’ (3.65)

a - X
-Q

PR INES

[ 2n+1'a ixs A% = (_1)n J2n+1(a]¢l)sgncb ’ (3.66)
a - X

(5ab) K, (3ab) ,  (3.67)

S JEEN
<
<



i BT

(2)

1 1 1
° ey | ERETHEN)
[ ST ax . . . (3.68)
X - a 1. 1 1
-irJ, (» ab) H, (5 ab
0 X 5 %v ? ) %y 2 )

gdzie Tn(x) - wielomiany Czebyszewa I rodzaju,

Jy,(x) = funkcja Bessla v - tego rzedu,
I,(x) - zmodyfikowana funkcja Bessla pierwszego rodzaju,
Ky (x) - zmodyfikowana funkcja Bessla drugiego rodzaju,

Hﬂ}%x) - funkc ja Hankela i - tego rodzaju (1i=1,2) v ~tego

rzedu.

Postaé wzoru ( 3,68) wynika z niejedgfznacznoéci funkec ji podcatko-

wej. Znajac zwigzki migdzy J,(x) , H,(x) , Hy(x) , a Iy(x) , Ky(x)
([40], wz. 52.4 -52.6)

I (2] = e—iWV/Z Jv(zein/2)'
(3.69)
Ky(z) = é mi ei“'y/2 Hsgkzei"/z).
dla =-r<arg Z<% T
I,(z) = eiwv/2 Jv(ze'i"/z) ,
(3.70)

-irwy/2 H(Z)zéiw/2) ,

K,(z) = = 5T ie <

dla - ;ﬂ { arg z2< T , mozemy ograniczyé¢ sie¢ do wzoru (3.67) .
Wzér (3.68) wynika bowiem z poprzedniego, gdy w miejsce a pod=-
stawimy odpowiednio wartosci ia 1lub -ia .,

Wykonajmy na funkc jach ri(x1,x2) majacych postaé (3.64) po-
dwdéjna transformacje Fouriera. Wtedy po wykorzystaniu wzordéw (3.65)
i (3.66) otrzymamy
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By (+9) [A]7, (1251 a5) +
(3.71)
+ iA§J1([¢2la2) 88N o, ] ‘

Podstawmy powyzsze wyrazenie do wzordéw na amplitudy funkeji prze-
mieszczedn U, (wzér (3.63)) . Po wykorzystaniu zaleznoéci catkowych
(%3.67) , otrzymamy rdwnania okresdlajace amplitudy przemieszczen pun-

ktéw osi Xy

4 ©0
u.(x,,0,0) = n 54y I (-2 Vo2 -2
PRI Bysg) Tol5h- Vefdf - w2 )
(2“)’2/‘-{-00 2

U2(X1,0,0) = —7 5 5
(21) 2y - °1
K ( 22 c2u2 - 1y2 )e-i¢1x1 de
» o (3.72)
A B a
3 - 2 1
Us(%4,0,0) = ——- J P3(4q) Io(5== veded - u2)
(2")?/1 . 2
a
v (2 [J.2,2 _ 2! -id.x
KO(ZCQ Cody mw® e T dety +
o0
A5 p ~ 2 [32 %
+ T P3(¢1) 11(5*- .C§¢% -(02).
(2m)2p . 3 <62
a
PRy (=== VeBu? - w2 et %y qu,
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gdzie p= 02/01 .Korzystajac 2z warunku ciag¥ego kontaktu stempla i

pétprzestrzeni wzdtus osi x, oraz z faktu, %e naprezenia normalne
2

633 dla Xz = 0 w obszarze $ = R° - (-a1, a1)><<-a2, a2) 83

réwne zeru, otrzymamy dla poszczegdlnych typéw - przedstawionych na

rysunkach obcigzen, nastepujace uk¥ady rdéwnan carkowych:

1. Dla obciazenia dziaXajacego wzdzuz osi Xy

/ /]
7#/62::“"’ X4
p‘etut

r' 00
a a
1 - 2 2.5 o) 2 \/_2—-1
— J Pldy) T(552 Veidy - wT) Ko(5= gL = w? -
(2n)2M gA 2 2
{ ce™iX) qu, =1 dla |x | 3.73)
1 1 ’ 11 <a1 ’ ( .
w .
- -iL,.x
J 'p1(.l.1) e 1™ d-z,1 = 0 , dla }x1] > ay .
| ‘
- 09

2, Dla obciazenia dziaXajacego wzd}uz osi x
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| /l ya—
p 4 //— // -
L e ]/ X4
’//“, Pg&;”h
X2 ‘
7

(=]
r . . .
(2m 2y ey 2¢1
- 00
) cemidixy dey = b, , dla [x| < a,, (3.74)

0
J Bp(4y) e 1 1 daz =0, dla x| >ay .
o0

\ z

3, Dla obcigzenla dzlarajacego wzdXuz osi Xz

pa e;.ut‘
pd

o
AV : ~ o
I 7 ]/ Xy

X3
|
X3

Rys.50



4, Dla momentu dzla*ajacego w ptaszczyzZnie XXz

L

7

77 yd 7 ol
1/ P e

o0
i 72 2 Japae g 22 a7
pov il R ICURAC R TR R NC N I
(ZH)QM o 2 2
{ 144%9 4y, = b2 x dla |x,| < a (3.76)
1 3 Xp 0 1 10 .
(]
f 5%(&1) e~144%y dey =0 , dla [x1[ > ay .
\ -0

5. Innego typu uk*ad otrzymamy dla przedstawionego na rys.52
przypadku.,
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/____._ L N1Q:'UE
e 7
v ,//////

X2

X3

Ryp.52

Réznice te wynikajg z faktu zerowania sie wartosdci funkeji prze-
mieszczen u3(x1,0,0) wzdXuz linii kontaktu stempla i pdiprzestrze-
ni, Uniemozliwia to wykorzystanie dotychczasowych rozwazan, w kté-
rych wykorzystywalidmy zgodnos$é przemieszczen bloku i podoza., W ce-
lu rozwigzania tego przypadku przyjmiemy dodatkowo, Ze funkcja obro-
tu Y (xyy%,,0) = ’aU3(x1,x2,O)/'ax2 dla punktéw osi X, , takich ze

|x1l:g a jest staza

1

3U3(x1,x2;x3)

x5“0

= const , [x1l:g a, . (3.77)

Po wykorzystaniu wzoru (3,71) , wktdrym ze wzgledu na charakter ob-

cigzenia przyjmiemy A; = 0 , oraz pouwzglednieniu rdéwnania (3,63)
otrzymamy

m .
égé % : J 5;(¢1) JSJ;(azlzzg sgné42L.
a - 5 -
x2 ;;2;8 (8”)2 01? o, (02°L1 + 02‘1.2 w ) 5
’ ‘ (3.78)

19¢ 5 3 dla lx1{ <ay .

Przy obliczeniu tej caxki \skorzystamy z nastepujacych tozsamosci
([25] wz. B.486, 8.473):



|« X, (alel) = - 'a"a'a' Ko(ale])

el Ty(alel)= L T (alel) (3.79)

a

21 3, (al4) = - 3-3; I (al])

Po podstawieniu do réwnania (3.78) relacji (3.79)z 1 po wyjéciu
z rézniczkowaniem wzgledem 8, przed znak caxki (wzgledem &2),
co jest mozliwe na mocy odpowiednich twierdzen (patrz np.[17]) oraz

po skorzystaniu z wzoru catkowego (3.67) otrzymamy
" 00
U
-1 2 /
2 %20 (2m)3
=0 A -0

3 (3.80)

-i-L X
V02¢% )] 1 4l

1
202 2 1 = b3z %] < ay .

Stad po wykonaniu rdézniczkowania wzgledem a, oraz wykorzystaniu
poczynionych zatozen otrzymamy uklad rdéwnan cakkowych

r oo
5;(;1)[10(522 vegdg - w2) K1(532 Vegug - w2) -
(2m)? 2¢,4 2 €2
20 ch¢% 2) K ( c ¢ - w?)]-

) (3.81)

. -1, X 1
\/cgobg-wz e "1 de, =b; , dla ]x1|<a1, ,

o

-1 -ild,Xx
Ip3(.z1) e 171 de, =0 , dla |x,|>a, .
[6.¢]

-~

Rozwigzan opisanych wzorami (3,73) - (3.76), (3.81) uktadéw réw-
nan catkowych poszukiwaé bedziemy w postaci
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[ve)
2 _ 2y
py(xy) = eby(af - x7) E , B2nT2na 1), 1=1,2,3
n

oQ
1 1
p3(x1) - 5b3( :g:: 2non a1) ’ (3.82)

nz=0

o
o

1
2,2 27D 2 X4
p3(xy) = ebz(ay - xi) E : H2n+1T2n+1(;“1) ’
nal i

gdzie

Ograniczymy sie do przyk*adowego rozwiazania uk?addéw opisanych
wzorami (3.75) , (3.76) , (3.81) . Metoda rozwigzywania pozostakych
uk¥adéw rdéwnan cazkowych jest analogiczna do przedstawionej w przy-
k*adach,

Natézmy na funkcje Pz p;. p% Jednowymiarowg transformate Fou-
riera. Po wykorzystaniu wzordéw (3.65) , (3.66) otrzymamy

p3 (4q) = (g)z b3 Z (-n* Bgngn(a1“1D ’

nso
1 - ‘
Pa(ly) = (§)§ b, =)™ H) 5, (a,| 1. (3.83)
331 3 2n"2n'"1| 1
NeQ
1
~2 7.2 & 2
P34y = 1(3)° by - (=) Hopyr7oneq(aqleyl) sen 4y .
nNed

Podstawiajgc powyZsze wyrazenia do odpowiednich ukladdéw dostaniemy
réwnania
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0
o9 a
n .3 2 [.2,2 2
> (1" B3y ﬁ I Ton(B1dy) Io(525 Vegdg - w®) -
0

n=0 e
22 fga2 - o2
Ko(§E; 542 - w?) cosd, X, doby =1, dla |x,|say,

2n 2¢
n=0 0
a a
2 /5 5  3 2 [0
[10(53* c54q - w?) K1(5;‘ c548 - w?) - (3.84)
2 >
-1 (_ig y32¢§“; 2) K (-ig Velu?l - u2)] X, de 1
N 2g, 271 7Y 0idc, 271 cos< Xy ddy = 1, [x,]|<8y,
0
= n 2 & /55 5
- E : (-1) Honstf; J Ione1(89%y) Io(525 vegug = w® ).
n=0 0 e . ‘
22 foi2 o2
Ko(§E; c5Le - w )sin.&1x1 =x,, dla |x,|< 2, .

Ze wzgledu na postaé funkeji Pz p;, p% y drugie réwnania rozwigzy-
wanych ukraddéw sg speinione tozsamos$ciowo. Biorgc pod uwage zwigzek

([25], wz. 8.511)

<
ei X - cosSdX + 1 sindx =

P
= J («a) + 2 ZE::(_1)m sz(;a)sz(g) + (3.85)
m =4
o0
X
+ 21 Z ("1)m J2m+1(La)T2m+1(a) y» O0<|x|<a,
m=1

sinlx w postaci szeregu, po podsta-

wyrazajgcy funkcje cosuLx 1
i wykonaniu prostych przeksztaXcen

wieniu go do wzordéw (3.84)
otrzymamy rdwnania



oQ 0
3 N ¥ D m X4
}E::B2n on * 2 A B2n EE:: (=1 cmn Tgm g?) =1,
nzo n=0 m=4
N 1 0 4 (o) X1
m
zz:jﬁ2n on * 2 :E:: Hon EZ: (=17 Dpp Top(z=) (3.86)
nz0 n=0 w <4 1
2 - X
m
=e Z H2n+1 Z (-1) Emn T2m+1( ) = x1 ’
n=0 4 m =4
gdzie staze Cmn’ Dmn’ Emn okredlone sg wzorami:
‘('11‘17& J J»)J (aJ-)I-(z)K () d«
M on(2 171" %o 0 1 *
(v ]
Dn j'EL'#L [ Jonlaydy) Joplayd,) 2
2M
0 (3.87)

[IO(Z)K1(Z) - I1(Z)Ko(z)1d.z1 A

g L)I(2)K (2) dd, ,

Tons1(2929) Top,q(2

=
i
i
=]
O\___ﬂg

m, n = 0'1’2,3' e e ’

a
gdzie dla skrécenia zapisu oznaczono 2z = 5—2 Vc%i% -l ,
c

Rogwirimy prawe strony rdéwnan (3.86) w szereg wzgledem wielomiandw

Czebyszewa:
o0 x1
X9 = E : Com+1 T2m+1(g_) ’ (3.88)
m =0 1

gdzie Cy =8y 5 Choiy = 0 dla m=1,2,3, ... b

(v o] x1
= ;E:: om T2m(§-) ’ (3.89)
m =0 -1
gdzie Cy = 1, Com = 0 dla m=1,2,3, «ee .
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Po pordwnaniu wspdéXezynnikéw przy wielomianach tego samego stopnia
otrzymamy trzy nieskonczone ukiady rdéwnan

[v.9]
3 _
g Con Boy = EOm y m=0,1,2, eue

n=o
:if: 1

Dmn Hzn = Som ’ m=0,1’2, e o ’ (3090)
nso > 5
Z :Eﬁn Honer = 5 “om ’ m=0,1,2y «ev
n =0

gdzie 5ﬁn Jest deltg Kroneckera, pozwalajace na obliczenie wspdi-

czynnikoéw rozwiniecia funkeji Pz p;, p% réwnych odpowiednio Bgn,

H) H5 ,q» 1=0,1,2, ... . Nalezy tutaj podkreslié, ze wielkoSei te

83 liczbami zespolonymi ze wzgledu na zespolony charakter wspdiczyn-

. . p) 1 2
nikéw C D E . Po obliczeniu stazych BZn' H2n' H2n+1’

mn’ “mn'’ Tmn
n=0,1,2, ... otrzymamy poszukiwane funkcje reakcji podioza dla roz-
wazanych przypadkéw obcigzenia (r3(x1,x2) w ponizszym wzorze nie

jest rodwne rs(x1,x2) ze wzoru (3.64) :

X
rr(x,,x,) =D ?0 B> T2n(57)
’ == 3 1 ’
-1 R R 3 o 2n ‘/‘;% _ X% \/ag _ xg‘
o ()
00 —-) x
1 1 2n a4 2
r (x » X ) = b H ’ 3-91
AR 3 §=J m T (3.91)
X
0 (..1)
2 2 2{:: 2 2n+1 a,
n =0 a9 1 Va5 © X3

W celu obliczenia stazych b3, b;, b§ bedgcych amplitudami odpowie~
dnio przemieszczenia i1 obrotéw, scatrkujemy wyrazenia
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04 02
[ J r3(x1,x2) dx,dx, = Pz
a—;a4a“102
1
J [ X, rs(x1,x2) dx1dx2 =M, , (3.92)
~q4-Q2
ay Y,
2
[ }’x1 r3(x1,x2) dx,dx, = M, .
=ay -,

Po podstawieniu wzordéw (3.91) do réwnain (3.92) 1 wykorzystaniu
ortogonalnoéci wielomiandéw Czebyszewa otrzymamy odpowlednio

P 2M 2M
b3 o 23 ’ b; &= 2 1 1 1 bg = 2 2 2 . (3093)
me BJ e a, HO [ a1H1
Postepujgc analogicznie dostaniemy

P P

1 2
b, i b, e (3.94)

0 0

W dotychczasowych rozwazaniach pomijalismy sity bezwadnosci blo-
ku fundamentowego, ktdérych udziax w opisanym problemie jest znaczny.
Uwzglednimy je obecnie.

Rozpoczniemy od wyprowadzenia macierzy bezwtadnosci fundamentu.
Opieraé bedziemy sig¢ na wynikach przedstawionych w pracach [33], [39].
Transformac ja wspé¥rzednych uogdélnionych q = [q1, Aoy see s quq
opisujgecych ruch fundamentu na wspdirzedne lokalne zwigzane z kazdym
punktem bloku ( rys.53)



..__, 1
i o m
U ¥/
9a| uz [ .
Us
X3
‘)fa
H‘./’ o L} ()'_1’
ma . postaéd
rq1«
u, 1 0 0 0 x4 a5
uy| = [0 1 0 -x3 O az | = A, T . (3.95)
Usg 0 0 1 X, -x1J ay
q
[ 75

Energia kinetyczna ukiadu jest opisana wzorem

gdzie
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[ 1 0 0 0 j
*3
0 1 0 -Xz 0
AL A = 0 0 1 X, =Xy | . (3.97)
0 -Xz X5 x§+x§ -X4%,
i X5 0 -X, —X4X, x%+x§ A

Stad macierz bezwladnosci ma postaé

[ m 0 0 0 813-1
0 m 0 -812 0
M = 0 0 m Si3  =Sp3 (3.98)
0 “S12 843 Iy <D,
| 845 O =523 D3 g2

gdzie m - masa fundamentu blokowego,
Sij - moment statyczny masy bloku wzgledem ptaszczyzny Xy X
J. - masowy moment bezwtadnofci bloku wzgledem osi xj,
Dj - moment dewiacji masy bryly wzgle¢dem ptaszczyzn przecina-

jacych sie wzdiuz osi xj.

j ’

Uwzgledniajac charakter obcigzenia i wprowadzone dotychczas ozna-
czenia, mamy nastepujace zwigzki:

a = [bys by, by, b, pI]T etV L VT (3.99)

Oznaczmy przez Q = [Q1, Qs Qg Q;. Qg]T gt R b wypadkowy wektor

reakcji pod*oza, a przez P = [P1, Pyy Pgy My, M2JT el wektor

obcigzen zewnetrznych, Wtedy rdéwnanie rdéwnowagi opisujgce drgania
fundamentu przyjmie postaé

0-w?MF =7. (3.100)
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Wykorzystujgc wzory (3.93) , (3.94) mozemy napisad

B = c1b1 »

bs (3.101)

czyli

§= {c}v , (3.102)

gdzie ct = diag (c4y CHy Czy 01, 02 . Po podstawieniu powyzszego
1 2 3 3 3

wzoru do réwnania (3.100) i prostych algebraicznych przeksztaXce-
niach, otrzymamy wzér na amplitudy funkcji przemieszczen i obrotdw
fundamentu

5=[{c)-uw?M]"" T, (3.103)

W przypadku szczegdlnym, gdy fundament Jest sztywnym prostopadio
Scianem (znikajg wtedy elementy sprzegajgce w macierzy M) mamy

by = (e -w?m)™h e, 1-1,2,3

(3,104)
j 2 . y=1
by = (of - w R e A
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3,3, Interakcja konstrukcji z podiozem inercyjnym - zagadnienie

parase jsmiczne

Wyniki uzyskane w punktach 3,2 1 2.5 dotyczgce dynamiki fun-
damentu na podYozu inercyjnym oraz drgan pdiprzestrzeni wywoXanych
obcigzeniem W eiw't wykorzystamy w niniejszym punkcie. RozwigzZemy
nastepujace zagadnienie: na pdétprzestrzeni sprezystej spoczywa szty-
wny blok fundamentowy o podstawie prostokatnej, bgdacy ostojg obiektu,
ktérego ruch mozemy opisaé skonczonym zbiorem wspdéirzednych uogdlnio-
nych q = [q1. Qos sesy qn]T . W pewnym punkcii g%}{ h2, h3) pok-
przestrzeni przy*ozona jest si*a wymuszajgca W e y powodujaca
ruch uk¥adu pdétprzestrzen - fundament i za jego posrednictwem spo-
czywajacego na nim obiektu, ZaXozymy, 2e oprdécz tego wymuszenia na
obiekt nie dziatajg Zadne siiy zewnetrzne, Wprowadzimy dodatkowy
wektor wspérrzednych uwogélnionych 1z = [z1, Zoy eeey zm]T y Opisujg-
cych ruch elementdéw bezposrednio poxaczonych z fundamentem ( rys.54,

55 )

v
A x 77 L
v
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Zkvl/ zk
Z//‘.——-
s/ PZ‘
TS/M/ kel

&*’# m/

/ r\(gr

Rozwigzujac to zagadnienie korzystaé bedziemy z zaXoZen upraszcza-

jacych, Przyjmiemy, ze funkcje odporu
cigzen maja postaéd:

1. Dla obcigzenia stycznego dzlatajgcego wzdXuz osi x

podoza dla poszczegdlnych ob-

1

L

7 /) .
anﬁaiéﬁfot
7z

Xy

(3.105)
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Stad po wykorzystaniu wzoru (3,65) otrzymamy transformate funkeji
P1( X1 ,X2)

~

Dy (dqredy) “"?1 Jo(aylaql) I (agldyl) | (3.106)

2, Dla obciagzenia stycznego dziaxajacego wzdZuz osi Xy

/

V4

—

S 1/ %

X2
|
Xa
Pg(x1’x2’t) = Pg(x1ox2) eiwt ’
Ror 2 2., 2 -3
pz(x1,x2) = ;ﬁ[(a1 - x1)(a2 - xg)] ’ (3.107)

R
Baltyrdy) = 50 Jofay1441) o (8, 14y1)

3. Dla obcigzenia normalnego dziatajagcego wzdXuz osi
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Rse;uf /
V Z 7]
// /4
2.7 4
Iz Z “
s
X1 ,/
{rxs
ltys,58

p3(x1,x2) = [_(a - 21’ (a5 -xg)]-z ’ (3.108)

R
P5(Lqrly) = 5?; Iolayleql) Jo(aglayl) o

4, Dla momentu dziaajacego w paszczyiZnie XoXz
'/
/ | —77 2 Ryatt
Z ! /7 z
v i Rl
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1wt
P4(x1ox2vt) - P4(x1vx2) eV ’
R, x -3
2 ¢, 2 2,2 2
Py(Xqe%p) = WgaZ [(a7 - xf)(a5 - x)] = v (3.109)
2

R
- 4
p4(&1,A2) = i EE; Jo(a1|&1l)J1(a21A2|)sgn£2 .

5. Dla momentu dziatajacego w ptaszczyznie X4 X

‘ Z
,// - ///J
Z 7 7 i
[ T Vo«
Rg 8;‘7
X2
!xi
Rya,.60
Ps(x1,x2,t) = ps(x1,x2) elwt ,
2R Xy 2  2.,.2 .2 '%'
Pg(Xy%y) = —2— [(a - x7) (a5 - x5)] : (3.110)
T a
.
Rg

55(¢1.42) =1 ;g: Jy(aylagl) I (asl2,1) sgne,

6. Dla momentu dziaajgcego w ptaszczyZnie X,X,
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Qse;ut
L
—~—+
i/
Z // %
sz// i
Xy
Rys.61
iwt

(3.111)

R
- 6
Dg (Lqrtp) = 1 f;: § Ji(ayle,l) I (as]d,l) sgnay +

+ 1 — (1-5)J (a l«1) J,(a,s]l4,]) sgns, ,

gdzie § Jest rozdzielnikiem momentu Rg (wzér na jego wartosé
podamy w dalszej czesci).

Warunek cigg¥ego kontaktu piyty z podtozem oskabimy, Zgdajac tyl-
ko zgodnosci przemieszczen i obrotéw w punkcie bedacym érodkiem pod-
stawy fundamentu,

Rozwigzanie zagadnienia rozpoczniemy od znalezienia pola przemie-
szczen i obrotdw powstatego w wyniku dzialania na model péiprzestrze-
ni obcigzenia opisanego wzorami (3.105) - (3.111) . Ze wzgledu na
poczynione zatozenia i dalsze potrzeby ograniczymy sie¢ do znalezie-
nia przemieszczen i obrotdéw w punkcie (0, O, O). Oznaczmy przez
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U= [U1, U2, vy U6]T wektor amplitud funkcji przemieszczen i
obrotéw w punkcie (0, O, 0)-, jak na rys.62

Wykorzystujac metody i wzory przedstawione w punkcie 3,2 opisu-
jacym stacjonarne drgania fundamentu, otrzymamy dla przedstawionych
na rysunkach 56 - 61 przypadkéw obcigzenlia nastgpujgce wzory:

. R, I Jo(agleyl) 3 (asle,) i du
1 5 1772 =
g JJ (o242 4 o242 - 2)
o0 (3.112)
R4 I (aw) I (—2 /o222 o2 %2 o2 _ .2
= J (a,s I (— Vesds =W K (— Vecsuas = de, =
- 1t c, o ) (55, Yoiti mwi) ay
4]
= R1k1(a1,a2,c1.c2,g.uo) ’
2.
[>0]
oL R Jolaglagl) 3 (ayl4,l) T
2 4re,0 2,8 . 2,2 2.5 | @
- (02.!.1 + 01-12 -w )2
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® 2.

o0
R
2 IJ(a.L)I \/c2-f-2-w )K(-—-—- cdu? - o) dudy =
o'"22
L ¢
0

(3.113)

= R2k2(8.1,8.2,01 ’02’8, w)

.
oQ
R3 J (a l“b l) O(a2142|) du.dd
=l 2,2 . 2,2 _ 27 Y% =
4r-c
19 25 (o545 + ety - wo)2
- (3.114)

2 :

= R3k3(a1,a2,c1,c2,3>,u) » p = 02/0.1 :

4.
(o8]
_ SU3 i R4 dod (aqlay 1) J1(3.2[-Lzl)sgn.L2 s du.
4 9%,  2r.a a2, 23. -2 1==2
2 1928 2, (c5af + c5h5 = wP)3
o0
2R, B a
- 4 —1 2.2 7).
= —y—— J L, J1(a2-2.2) 10(2c C545 - W ) (3.115)
ﬂa2ﬂ 5 2
a
1
'Ko("{;; Veddd - w2)dd, = Ryk,(a,25504,C, ¢ )
S
00
" AU Rg 2qd (asle,l) T (a 1421) sgn,
5 = a = » d.L1d.L2=
X4 n c48,4% 2,2 2.2

T
(02-L1 + cols - w2)§



- 110 -

. 0 202

(v.]
2R a
5P J L, Jy(agdy) I (e cdud - w?2):
TR

(3.116)

202

U, Rg (1-F) JI dod (ayldyl) Jy(ayld,)l

(ciii + cgig - uz)

sgnd2 )
dl1du’.2 =

B

2
0x, 2y °2a2?_

oQ
(o]
2= J.L J(aoL)I(—il\/cg-Lz-wZ)~
2 "1V72727 o 2c g e
0 (3.117)

1
.Ko(----—1 cgig - w?) dy = R6(1-§)k6(a1,a2,c1,02,g,u:) =

- R6k6(a1,a2,c1,02,g,uJ) :

IL,1) sgnd,

= Ry —p=—
° ¥ aqH

a PSSy

Y 2c,

o0
2Ep 8
L —2 o212 — o2y,
J 194(ayty) 10(201 o5 = we )
4]

(3.118)

= R6k6(a1,a2,c1,c2,?,w)

Dzielgc stronami wyrazenia (3.117) i (3.118) , po prostych prze-
ksztatceniach otrzymamy wzér na wspéczynnik ¥
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1
) k(2198210410918 w) (3.119)
5 kg (2118101505090 L) + Kg(B112,04,0518,0)

Obciazenie [Ryy Ry, vvoy Rg]T et o R otW?

ku wzajemnego oddziatrywania pdiprzestrzeni z ukzadem fundament -

powstaje w wyni-

obiekt i jest wypadkowsg reakcji podioza. Oznaczmy przez 7 =

= [UY. Uw, ey Ug]T znany wektor amplitud przemiészczeﬁ i obrotéw
péxprzestrzeni wywoZanych obcigzeniem W = [w1,w2,w3]T 8(x1—h1).
.6(x2-h2)5(x3-h3) g% ( patrz wzory (2.80),,(2.81)), a przez

r = Tys Toy eeey r6] wektor amplitud funkcji przemieszczen i obro-
téw catego uktadu pdéiprzestrzen - fundament - obiekt w punkcie

(o, 0, 0) , jak na rys.55 . Stosujgc zasadg superpozycji otrzymamy
T = {k} R+0" , (3.120)

gizie {k} = diag(kys X5, <., kg) . Nie znamy jednak wektora R .

W celu jego wyznaczenia, zajmiemy sie¢ ukradem fundament - obiekt,.
Zatézmy, ze ruch fundamentu opisany wektorem r jest znany. Zna-

ny jest wtedy réwniez zbidr wspdéirzednych 2z = [z1, Zos sees ZAF :

w|
]
i
]
>
Rl
-
W
~—
n
—

gdzie A jest dana maclerzg transformacji wspéitrzednych T na z
Ze wzgledu na charaktef obcigzenia rozwigzania szukaé bedziemy w po-
staci 'a(t):E let. Oznaczmy przez K, B odpowiednio macierz sztyw-
nogci i bezwtadnosci dla obiektu. Réwnanie opisujgce jego ruch
bedzie miao nastepujgca postad, [39]:
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B q K K q 0
) Boa  Paz | |9 qq qz || ¢
- W G + . = - ? (3.122)
qu BZz Z qu Kzz Z Z

gdzie 7 jest nieznanym wektorem sit pojawiajgcych si€ w miejscach
poxaczenia obiektu z fundamentem. Stad po prostych przeksztaiceniach

otrzymamy zwigzki

(Kyq - wquq] T =-[xy, - szqZ] 7z,
(3.123)

7 = [qu - ‘dszq] q + [Kzz - uJZBzz] z .

ZakYadajgc, ze det [qu - “’quq] # 0 (w przypadku gdy wyznacznik
réwna sig¢ zeru mamy stan rezonansowy), mozemy napisaé

- 2 - 2 -
qQ = - [qu - w qu] 1 [qu - W qu] VA (30124)

Po podstawieniu q 2z powyzszego wzoru do réwnania (3.123)2

otrzymamy

-1

- 2 2 2
Z = .([Kzz - W Bzz] = [qu - W qu][qu - W Bq].
(3.125)
2 - —
~[qu T qu]) = k& .
Oznaczmy przez Q g+t wypadkowy wektor sik uogdélnionych 7 spro-

wadzony do Srodka podstawy fundamentu. Wykorzystujac wzory (3.121)
i (3.125) dostaniemy zaleznosé

T =47 =2%7=2aTcaF . (3.126)
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Réwnanie réwnowagi fundamentu ma postaé

gdzie M Jjest macierzg bezwadnosci dla fundamentu opisang wzorem
(3.98). Wykorzystujac réwnania (3.126) 1 (3.120), po prostych alge-
braicznych przeksztaXceniach otrzymamy poszukiwany wektor

Ram[I-wMx}- ATGA{k}:]-1 |

(3,128)
JaTea + O] TV,

gdzie I = diag(1, 1, ..., 1) ., Znajac wektor R mogemy obliczyé
pozostate wielkodel - wektory T, z, q, 2, Q@ . I tak ze wzordw
(3.120) 1 (3.128) mamy

Foa[{x}+ 1][1 - 0{x} - ATeA (x)]

(3.129)
[a%e A+ wiM]TY,
Biorgo pod uwage zaleznosol (3.121) i (3.124) otrzymamy
= 2 m =1
z = AT = A[{X} + I][I - w M {x} - 276A {x}] -
(3.130
~[ATGA+w2M]ﬁw, )
T==[k - w?’s ]-1'[1{ - w2 ]
aq aq qz = Y Pz
-1
rAfl{i) + 1] - W {x} - 4% A {x)]- (3.131)

[afen + W] TV
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Wykorzystujac wzory (3.125), (3.130) oraz (3.126), (3.129) znaj-
dziemy odpowiednio wyrazenia na 72 i Q.

3,4, Drpania belki spoczywajacej na inercyjnym podZozu sprezystym,
obciazonej sixa ruchoma

Rozwazaé bédziemy zagadnienie drgan belki nieskoﬁczonej spoczywa=-
jacej na sprezystym podtozu, obclgzonej przesuwajacyg sie ze staig
predkosécig siYa skupiong F = PS(x1-vt)5(x2) , jak na rys.63 ,

Rys.63

Wykorzystamy nastepujace znane rdéwnanie belki:

L a 2y
——g= % Oy =—p= = g(x,,t) , (3.132)
Bx1 dt

Podtoze w przypadku wystgpowania tylko obcigzenia normalnego opisane
jest rdéwnaniami

2 32u 2

(B Uz 3) (% 2] ? Us drzu3 .
+ + + - - =0 ~
H axf axg n bxg ey

2u

\ 3
553= (')\+2ﬂ),§x—3——p3 ’
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gdzie (3.133)2 jest naprezeniowym warunkiem brzegowym.

W celu uproszczenia rozwazan, zagadnienie pd¥przestrzni z danymi
warunkami brzegowymil sprowadzimy do zagadnienia przestrzeni sprezy-
stej, zastepujac warunek brzegowy (3.133)2 si¥a masows X3 =
= 2p3(x1,x2)5(x3). Mozliwo$é takiego postepowania wynika 2z rozwazan
przedstawionych w punkcie 2.3 . Przyjmiemy réwniez, ze funkcja od-
poru podioza ma postaé (rys.64).

1
P r(x1,t)(a2- xg) : dla llega
R(X1,x2,t) = ’ (30134)
|0 dla |x2|>a
stad
i
2P r(x1,t)(a2 - xg) 2 qla llesa
X3 = { ’ (3.135)
0 dla 1x2|>a
— e

Y
X3

Rya.64
1

(czynnik (a2 - xg) 2 jest identyczny jak w paskim statycznym za-
gadnieniu kontaktowym rozwazanym w punkcie 3.1) ,
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Jednoczeénie ostabimy warunek ciggXego kontaktu belki z podXozem,
zakYadajgc zgodnoéé przemieszczen tylko wzdiuz osi Xq Rozwazania
ograniczymy do przypadku zagadnienia stac jonarnego.

Wykorzystujac przedstawione zazozenia otrzymamy rdéwnania

4 2
AW d~Ww
EJT+ ———2=QX,17 ’ i (30136)
Bx1 $p dt ( 1 )

gdzie .
|

: _1

a(xy,t) = J (Pé(x1-vt)5(x3) - Pr(x1,t)(a2- xg) 2) dx, =
a

= P(S(x1-vt) -Tr(x,,t) ,
2 2 2 2 |
?°u 9°u 0“u d“u 2P §(x4)
2 4 2) + (n+2 ———g - 2 4 2-1 = 0. (3.137
M( Dx? axg) ( /1) BXB ? dt° (az- xg)z ( )

Wprowadzimy nowy ukad wspdirzednych, zwigzany z poruszajacym sie
obcigzeniem, jak na rys.63

x1-vt

]
™5 ' %

!
’ X3

X X
- -
= = (3.138)

Wtedy czXony inercyjne w réwnaniach (3.136) , (3.137) wyrazaja
sie wzorem

2 2 22 2 2
d°U v U v 0°U U

- -2 - + ’ 3-139
at2  al ax1'2 a 0x,0t e ( )

gdzie U rdéwne jest odpowiednio W i Uz Po wykorzystaniu poczy-
nionych zaXozen i ograniczeniu si¢ do rozwigzania stac jonarnego,
réwnania (3.136) i (3.137) przyjma odpowiednio postaé :
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P 2 3w Pa’ Pa’> '
+ b = == - T== r(x,,t), (3.140)
axﬁ 8x;2 EJ EJ (xs
2 2 2 2 !
9 u 3°u 9% a“ X
2 2 3 2 3 2 3 3
no=-Vv) —s & 0y =~=h + © + = 0, (3,141)
(G2 Bx1 2 Bxé 1 axéz ¢
gdzie b2 = 9bvza2/EJ ’ c% = (?\4-2)1)/? 8 cg =/'1/\? .

) ] 1
I"(x;.t) = ar(x1,t) ’ X’3 = 2PI'(X1,t)é(xj)/33(1-x|22)? .

W dalszej czedcl dla uproszczenia zapisu pomijaé bedziemy primy.
Ze wzgledu na zastosowana metodg transformacji Fouriera przydatny
bedzie nastepujacy wzoér caltkowy ([47], str.494)

-1 e-iix 1 =ax

(S8 )
f(&z + a2) di =Ta e ’ (3.142)
(0]

oraz wzory (3.65) - (3.68).

Rozwigzywanie zagadnienia rozpoczniemy od rdéwnania ruchu belki
(3.140). W tym celu nak¥ézmy na nie jednowymiarows transformate Fou-
riera zdefiniowang wzorem

5(41)'= (2")§ J u(x1) eld1%y dx, , (3.143)

co prowadzi do wyniku
1

3 "2 =
_ Pa, (2w) < = wTr (L)
EJ (L = d<LY)

Chege rozwigzaé réwnanie (3.141), natozymy na nie potrdéjng trans-
formac j¢ Fouriera okreslonag wzorem
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3 (¢ o]
5(11.i2,*3) = (2m) 2 J[J'u(x1,x2,x3) ei(l1x1+l2x2+43x3)dx1dx2dx3.
- 0

(3.145)

Po wykorzystaniu wzoru (3.65) i wykonaniu przeksztaxcer dostaniemy
zwigzek

r
E (-L ylnyd ) = 2] 5D > ’ (3.146)

ok

pozwalajgcy na obliczenie funkeji u3(x1,x2,x3). Wykonujge na powyz-
szym réwnaniu odwrotng jednowymiarowg transformacje¢ Fouriera wzgle-
dem <, ( wzér (3.142)) otrzymamy

1 o0
P 2 T (14,)) T(4y)
ug(xq2p0%5) = s (3) H 02 22 21—T .
§91°2 e (%5 4 42)3
1 (3.147)
o .
exp[-(a-z- <c24$ +.L§)2 lx'3\ + 1(41)(1 + obzxz))Jd.L1d¢2 ,
’
gdzie 02 = 1 - v2/ cg . Dla X3 = 0 mamy
1 (o]
P 2 I (I,0) T(e,)
u3(x1,x2,0) = — g) J’[ 2 2 11 e i(¢1x1+l2x2)dl1d¢2.
TgcqCy (cz-bz . 423
1 2
(3.148)

Wykorzystamy teraz warunek kontaktu belki z podZozem u3(x1,0,0)=
= W(x,) réwnowazny warunkowi u3(¢1,x2,x3) lx2=0 = W(41) ( rozwa=
x3=0
zanla ograniczymy na razie do przypadku v <cy, , przypadek v > Cy
rozwazymy péZniej )
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Korzystajac ze wzoréw (3.144) i (3.148) warunek ten mozemy napisaé
w postaci

o0

J’ Jo (lenl) T(dy) Pa’ (2n - wr (L)
adn = ==

1 2 2,2

2

3?010 . )7 1

(c ¢ + o

NN

Catke wystqpujch po lewe] stronie powyiszego rownania mozemy przed=-
stawié w postaci zamknietej korzystajgc z wzoru calkowego (3.67).
Otrzymamy wtedy nastepujacy zwigzek:

1
1 (delay) k(i) F(a) P—aB(zn)z-ﬁ(“ (3.150 )
c =Cld r = ’ .
age,c, © 2" ' Sgrgity 1 By &:11 _ b2.z,f

pozwalajgcy na obliczenie funkeji

- EJ -1
Flag) = (2m) 2o T (gelayl) Ko(felayl) (44 - v22) wa] |

agec,c,

(3.151)

Podstawiajac ten wynik do wzoru okreglajacego funkcje przemieszczen
uz (wzér (3.147)) 1 powtérnie wykorzystujac wzér catkowy (3.67),
otrzymamy koncowy wynik

du

Pa3 jf Io(gci ) X (ZOJ ) e -id 1%4
I( c.[,)(.l.l-bol)+f 1

u,(x,,0,0) = — Re
B T i
TEJ 0 50&1) KO(2

gdzie (3.152)

f =wa%c,c, / BJ = Taly /pET, a2 = (1-2v)/2(1-v).

Rozwazmy teraz przypadek V>Cy W Przypadek ten rozwigzuje siq
analogicznie jak przypadek v<ec, do wzoru (3.149) wkacznie,
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Jedyna réznicag jest to, 2e w miejsce staze] c2 mamy teraz staig

- d2 , gdzie d2 = v2/ cg -1 . Rozwigzanie rozpoczniemy od odpowie-

dnika réwnania (3.149)

1

P 7 J (1 l)f(41) 1:'5343(2rr)-.2 - n?(iﬂ
2age4¢, (xg - 4%9)2 B (47 - pug)

Ze wzoru tego mozemy obliczyé transformate funkcji reakcji podZoza
r(4,). Po prostych przeksztatceniach otrzymamy

0

_ -5 EJ I (1,0 4 20 -1
() = (2n) [e—g— (J dd, ) (£3- bUE) +1] .
L 2a’gc,Cy ) (&g _ d%L%)% ¢ i 1

(3.154)

Jak pokazano w punkcie 3.2 , caxke wystepujacg w tjm réownaniu moze-
my przedstawié w postacil zamknietej ( patrz wzér (3.68)), z tym

ze catka ta Jest wieloznaczna. W celu wybrania odpowiedniej gazrezi,
skorzystamy 2z fizyczneJ interpretacji funkecji r(x1). Funkc ja ta ja-
ko reakcja podtoza jest funkcjg rzeczywista. W zwigzku z tym je]
transformata Fouriera musi mieé postad

T (dy) = ro(dg) + 1T (L), (3.155)
gdzie
Fp(*1) - parzysta funkcja rzeczywista,
fh(¢1) - nieparzysta funkcja rzeczywista.

Aby byt speiniony powyzszy warunek, funkcja wystepujaca we wzorze
(3.154) okreslona calka

J
C(4q) = I o421 7 dedy (3.156)
o (4 - el
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musi byé tego samego typu co funkcja F(JW) tzn,

C(dy) = Co(49) + 1 C (L))

Biorac pod uwage wzory
musi przyjaé jedna z dwdéch postaci:

1 (2)1
- ML T (5dla,l) B (5dl )

(0]
J To(l4ol) dep
-
2_ 12,2\5 (1)
e (ig' d ¢1)2 Ti Jo(%dl¢1U HO(%d|&1U
lub
. . ’ (M4
N Ti g (sdld,l) B (5dl )
J I (4,]) a2, i {
7
o 22 (2)
(,Lz -a%g)2 T JO(%dIeL1I) HO(%d]u(1l)

=00

Stad na podstawie wzoru (3,154)
maty funkcji odporu podzoza

( -5 ATE ; (2)
-(2r [EZZEZ:Z; Jo(zd]d,l)
dla -L1<O "
Fyldq) = ﬁ -5 ivEJ 1 a .
(2m) [5;1§;:Z£ Iolzaleyl) By (5dlal) (<7
dla  <,>0
\

oraz

dla

dla

dla

dla

(3.157)

(3.68) i (3.157) widzimy, ze catka (3.156)

L,<0 ,

(3.158)

otrzymamy dwie sprzezone transfor-

-1
H (3] 4,]) (4%- b%2) -1)

(3.160)

-1
- b%iﬁ) +n]
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( - irEJ -1
zfm (gdl-* 1) H (le'L 1) (o -bz.zz) + )
dla -L1<O "

16
2 (49) = (3.161)

r
-3
inEJ (2) -1
-(2w 3 (gal4 l) H o (Jale 1) (<4 -v%2) on
(o) [m 5 gl ) (< +) ]
| dla £,>0 .

Po podstawieniu tych wynikdéw do wzoru okredlajacego funkcje prze-
mieszczer uz 1 po powtdérnym wykorzystaniu wzoréw (3.158) i (3.159)
otrzymamy poszukiwane rozwigzania, odpowiadajace obliczonym trans-
formatom funkeji odporu podZoza:

00 (1)
1 P33 (zdol)H(zd-L) -otxi
ug(x,,0,0) = — Re s,
T EJ : 7 (3ae,) HO(-2-d0L1) (.,14 - v’?) - ¢
(3.162)
00 (2)
2 Pa’ J (zd.L) H (Qd.t ) o~*1%qd
uz(x4,0,0) = — Re 1 ap dd,
" 4 2.2
o Jolzd4y) Ho(5a2) (43 - v%uf) + g
gdzie | A (3.163)

o 2ia3gc102 / B = 21a° /pEI .

Nalezy podkreslié, Ze tylko jedno z rozwigzan ma sens fizyczny. Przed
dokonaniem wyboru pokazemy zwigzek *aczacy otrzymane rozwigzania.

Oznaczmy przez
1 H)J2)1
J(zd.z.)H (zd.t)

ﬁ)(Z)
)H

Pa3

V.o (4,) = Re
172 [rrEJ .

T (5dd 2 e

1s
zd.L (.14- bLy) kg
(3.164)

1770
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3 ’ (M,
Pa J (A2 )H ~ ( pdd,)

].

Wi (4) = In[

- (n,2)
TEJ 1 " 4 .22\ ~
I (mdel JH — (sda,) (L3- DLY) T g
(3.165)
Okazuje sie, 2e funkcje pagdcatkowe ( bez czynnika e'i*1x1) wystepu-

jace we wzorach (3.162), (3.163) roéznig sig tylko znakiem czegsci
|
urojonej. Mamy zatem

1

Vildg) = V529, Wo(dy) == wWy(d,) (3.166)

Wykorzystujac wprowadzone oznaczenia oraz zwigzki (3.166), wzory
(3.162) 1 (3.163) przedstawimy w nastepujacej postaci

00
u;(x1,0,0) = Re J[V1(¢1) + 1 W1(¢1)]e'id1x1 dey =

0

= v1(x1) + w1(x1) ’
o0 (3.167)
4 - - =

u3(x1,0,0) = Re J[v1(11) - i w1(¢1)]e 141x1 d¢1 -

0

= V1(X1) = w1(x1) ’

gdzie _
v1(x1) jest czescia parzysta funkeji u;(x $0,0) ,
w1(x1) jest czescia nieparzystg funkeji u3(x1,0,0) .

Ze wzordw (3.167) wynika, ze funkcje u% " u% zwigzane sg ze sobg

réwnaniem

1

ug(x4,0,0) = u%(—x1,o,0) dla x€R . (3.168)
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Przedstawimy teraz wXasnosé jaksg musi speiniaé rozwigzanie posia=-

dajace sens fizyczny . Opilerajgc sig na wynikach uzyskanych w pracach
EBQJ, [58], [46] (str. 583 - 590) 2zadamy,aby rozwigzanie to

przyjmowaY¥o maksymalng wartosé¢ ( maksymalne przemieszczenie) za po-
ruszajaca sie si*a tzn. w przedziale (-o0o, O0) . Ze wzgledu na zko-
zong postaé rozwigzania wyboru mozemy dokonaé po wykonaniu obliczen
numerycznych. Majgc obliczone funkc je v1(x1), w1(x1) Yatwo znaj-
dziemy poszukiwane rozwi%zanie.

Powrdéémy jeszcze raz do zatozen poczynionych na wstepie. ZaXozy-
1iémy wtedy, miedzy innymi, Ze funkcja odporu podzoza ma postaé

-2

2

o)

R(x1,X2,t) = . (30169)
0 dla [x,|>a

2
p r(x1,t)(a - X dla |x,|sa

Warunek ten mozemy znacznie uwogdélnié. Zazézmy mianowicie, ze funkeja
ta wyraza sie wzorem

P r(x,,t) glx,) dla |x,Isa

R(xy1Xy0t) = » (3.170)
0 dla |x,|>a

gdzie g(xz) Jest pewng catkowalng z kwadratem, ciagig, przedzialami
gradka funkcjg parzystg okreslong w pgzedziale {-a, a).Wtedy réw-
niez funkcja f(x,) = g(xz)(a2 - xg) 2 bedzie tego samego typu co
funke ja g(x2). Wykorzystujac odpowiednie twierdzenia o rozwijaniu
funkcji w uogdélnione szeregi Fouriera ( patrz np. [40]), otrzymamy
rozwinigcie wzglgdem wielomiandw Czebyszewa I rodzaju:

1 00
flxg) = mlxp) (a®- )2 = 5 aznTzn(%Z') ‘ (3.171)
n=o

gdzie
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Q
. 1 dla n=0
5 _ A
qon © % I B(x)Top(57) dxy , €=
a

-

2 dla n+#0

Szereg ten jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale domknietym
-a,, a,) <(-a, a) , tzn. jest zbiezny w przedziale

(-a, a) nieomal
jednostajnie, Ze wzoru (3.171) otrzymamy

(o]

1
2 .2\"2 *2
g(x,) = (a°- x3) E aZnT2n(:;) : (3.172)
Funkcja odporu pod¥oZa przyjmie zatem postaéd

1 o '
2 2,73 X2
Pr(x1,t)(a - X5) E a2nT2n(;;) dla |x2l<a
n=0

’
0 dla [x2]>a

R(xq9%5,t) =

(3.173)

a odpowiadajgca jej sia masowa X3 ma postadé

1 o
Ly - x
2P r(x,,t) §(x5) (a®-x3) 2 > :a?_nTzn(-f) dla [x,lga
X, = .
3 14
0

dla |x21>a

(3.174)
Dokonujac zamiany zmiennych okreslonej wzorem (3.138) otrzymamy
% 0
-3 1 12, |
2P a r(x1,t)5(x3)(1-x2 ) E aZnTZn(xé) dla |x,|<1
X3 = n=0

0 dla [xy|>1 (3.175)
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Wykorzystujac wzér catkowy (3.65) 1 wykonujac catkowanie wyraz po
wyrazie, ktére jest zagwarantowane nieomal jednostajng zbieznoscig
szeregu (3%.175) otrzymamy (w celu skrécenia zapisu pominiemy

primy)

o0

323( prigets) = Pa”? r(dyst) Z D" ay 0, (14, (3.176)

n=0

Dalszy tok' postepowania jest podobny jak dla obcigzenia (3.134),
(3.1%5). Biorac pod uwage skonczong liczbe wyrazdéw szeregu otrzyma-
my koncowe rozwigzanie

Pa3 T ji:(-1) P n(zc¢1)K Qc¢ ) e i¢1x1 d¢1
o

}::(-1)na2n In(%c¢1)Kn(%041)(Jﬁ-bgiﬁ) + f

na0

dla V<C2 14 (30177)

(2) ,
pad 7 Z( 1) "a, J(zd-")H (d-L) e 141%1 au,
u3(x1v0;0) = —— Re I

rEJ

M, (2)
Sf:( 1) an(§d¢1)Hn (zdL1)(¢ -b ¢2) *g
dla v>c, (3.178)

pdzie staxe f 1 g sa zdefiniowane we wzorach (3,152) i (3.163).

Dla przedstawionego zagadnienia, ograniczajac sie do przypadku
v<c, , wykonano obliczenia numeryczne, Uzyskano je rozwijajac funk-
cje przemieszczen u3(x1,0,0) w szereg

ug(x,,0,0) = “-—- 2, * D BpTon(= 2y, Ixd <1 . (3.179)
n=i
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Problemy zwigzane z uzyskaniem tego rozwiniecia przedstawimy w

nastepnym rozdziale.
Funkc je¢ momentdw gnacych uzyskano przez formalne zrdézniczkowanie

szeregu okreslajacego funkceje u3(x1,0,0) :

% (x,,0,0) Pa>. o

- Sk Rl 1 %4

M{xy) & - BJ 3 %2 T (5P * Z : Pon? 2n( T
1 n=1

(3.180)

Obliczenia wykonano dla predkosci V= 42 m/s , v,= 63 m/s .
V= 84 m/s i moduz éw sprQZyst0801 podIoZa E,= 5- 10? N/m y  By=
= 10 1O N/m , E3° 20 - 107 N/m , gdzie E = 2M(1+v) . PozostaZXe
parametry przyjgto jako state, a mianowicie v = 0,3 , ¢, = 470 kg /m ,
¢ = 1800 kg/m3 , a=1,25m , EJ = 12.83-106 Nmz. Wartosci a, EJ,
9y, Sa danymi dotyeczacymi toru kolejowego z szynami S 60 i podkla-
dami betonowymi INBK - 8. Uzyskane wyniki przedstawiono na rysun-
kach 65, 66, 67 , wprowadzajac oznaczenie Vi = vi/c2 « Linig ciagka,
przerywang i kropkowang oznaczono wykresy odpowiednio dla predkosci

Vs Vo, v3 . Rysunki 65, 66, 67 przedstawiono na str. 128 - 130,

Na wykresach tych widoczny Jjest znaczny, w pordwnaniu z wplywem
predkosci, wpiyw moduiu sprezystosdci podzoza E na ekstremalne war-
tosci funkcji przemieszczen i momentdéw gnacych. Po gtebsze]j analizie
mozna wysungé hipotezg, 2e szybkosé przyrostu ekstremalnych wartosci
przedstawionych funkcji ( dla ustalonego E) zwieksza sie w miare
zblizania sig wartosci V = v/e, do 1 (V'<02). W tym miejscu nale-
zy dodaé, ze wiasnosé te maja rozw1qzania uzyskane w pracach [18] i
[58]. W celu potwierdzenia tej wtasnosci dla modelu uproszczonego
nalezatoby wykonaé dodatkowe obliczenia dla wiekszego zbioru pred-
kosci .
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E=10-10° N/m®

3
Wiy = = =
T

0.078
0.083

Xy (m]

~10

4 10

.162

J-—. < ~0.167
TSN~ .0.476
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E = 2010 N/m®
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1 N 0,042
T €d
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T
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T
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Rozdziax 4

WYBRANE ZAGADNIENIA MATEMATYCZNE I NUMERYCZNE ZWIAZANE 2
REALIZACJA PRACY

4,1. Problemy zwigzane 2z otrzymaniem rozwinieé przemieszczeniowych

funkc ji Greena wzgledem wielomiandw ortogonalnych

W punkcie tym zajmiemy si¢ problemami zwigzanymi z otrzymaniem
rozwinieé funkcji Greena w szeregi wzgledem wielomiandw Czebyszewa
I rodzaju dla przedstawionych w punkcie 2,6 pkaskich zagadnien
dynamicznych.

Wybdér wielomiandw. uzytych w tych rozwinieciach narzucony byt caz-
kowg formag rozwigzan w przypadku klasycznej pdkprzestrzeni oraz na-
stepujgcym zwigzkiem ([25]wz. 8.511):

COSJLX = J0(¢)4-222:k-ﬂnJ2n(¢) Ton(X) » O<lx|<1, (4.1)

gdzie T2n(x) sa wielomianami Czebyszewa I rodzaju. Podstawiajgc
powyzszy zwigzek do odpowiednich wzoréw cazkowych (2.91), (2.93)
oraz wykonujac catkowanie wyraz po wyrazie ( szereg (4.1) jest nie=
omal jednostajnie zblezny), otrzymamy nastepujace wyrazenie na wspdi-
czynniki rozwiniqcia (we wzorach pomijaé bedziemy stag 4(-1)n K

*® 2 2
A + iB) = J o I, (ul)du (4.2)
21’1 21’1 - | 1] 2n ’ .
(2u2~1)2 - 02/n2-1 /ﬁz-pz
=173,

gdzie a =1 dla Jj=1 1lub a =p dla j =3 , Wyodrebniajac we
wzorze (4.2) czesdé rzeczywista i urojong otrzymamy
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2u2-1 )\/uz- ,32

1
. ( |
A, = I . Jpplul)du +
p (2o

1 1 2
- )4 ¥ 16u4JL2— ﬁz J;—uz

0 ,/uz_pz’ )
' 2 \2 22 [2 2 Ton(ul)au
1 (2u®-1) -;4u\ﬁ1-1 \/u-ﬂ |
V.22
1 £~ n
B2n= e - Jzn(ul)du +
O (2u2-1)2 + 4u2%g2-u2 Vq— u?

—_

J (- 521 2
+ 31
p (2u2-1)4 + 16u4vgé- pz /&—uz

T Jzn(ul) du ,

Dla J = 3 wzory sa podobne.

Numeryczne obliczenie caXek we wzorze (4.3), oraz plerwsze
catki we wzorze (4.3)1 nie sprawia zadnych trudnosgci. Obliczono je
za pomocg 10 - punktowej kwadratury Gaussa [ﬁ3], [38]. Problemy po-
jawiajg sig natomiast przy obliczaniu cazxki:

M Vol £

2n = L L
(20%-1)2 - 4uPVuP- p2 Vulq
1

Jop(ul)du , (4.4)

gdzie a=1 dla J=1, a=pg dla J=3 ., Catka ta jest calkg niewZas-
ciwg ze wzgledu na goérng granice catkowania oraz na istnienie w
przedziale carkowania punku osobliwego up . W celu skrécenia zapi-

su wprowadzimy oznaczenia

M(u) u’- a?

F(u) = = . (4.5)

—

A (2u?-1)? = 4uPuP- 52 Vu2-q
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Punkt osobliwy up jest miejscem zerowym mianownika N(u) funkc ji
podcatkowej i jak wiadomo ( patrz [1], b6])przyjmuje wartosé

- (4.6)

pdzie odpowiednio Cp jest predkoscig rozchodzenia sig¢ fal Rayleig-
ha, a ¢, predkoscia ro2chodzenia sie fal poprzecznych, PrzybliZong

jego wartosé mozZemy obliczyé stosujgc wzdr [1]!

0,862 + 1.14v (4.7)
1 + v

W punkcie up funke ja podcatkowa ma biegun jednokrotny ( patrz h61h
w zwigzku z tym funkcje F(u) J2n(ul) mozemy przedstawié w postaci

[76]

a in
F(u) Jy (ul) = —=2— 4 £
n

u) o, (4.8)

gdzie fn(u) Jjest funkeja regularng. Dzielac przedziax catkowania

{1, ) na odpowiednie podprzedziaty, calke Ign mozemy napisaé w

nastepujgcej postaci:

U~ AU, Ug +AU,
- J F(u)Jd,, (ul)du + J F(u)J, (ul)du +
1 Up= AU,
+ J F(u)Jd, (ul)du + J’ F(u)J, (ul)du .
Ug tau, N

Pierwszg i trzecig caikg we wzorze (4.9) obliczono, stosujac tak
jak poprzednio, 10~ punktowsg kwadrature Gaussa. Zajmiemy sie catkg
zawierajacg w przedziale calkowania punkt osobliwy Up. Pokazemy, ze
catka ta istnieje 1 ma skoilczong wartosgé. Wykorzystujgc rozkiad funk-
cji (4.8) mozemy napisad
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Ug+au, Up + AU, Ug+ AU,
du
F(u)J, (ul)du = a_, - fn(u)du.(4.10)
u - up
Up ~ AU, UR"AU‘1 UR'AU1

Druga calka istnieje ze wzglgdu na regularnosé funkeji fn(u).
Pokazemy istnienie cazki’pierwsze],

Ug+Aauy Up* &y Ug+AuU,
du du du
J —— = 1im ( J —— I —-—----—-) =
u - up 51::0 u - up u - up
Ug- Al ¢ Ug~ AU, Upt €z (4.11)
= lim (lnlu - uR! R € 1 Y+ 1lim (lnju - uR( Ur* 4%2 ) o
51*-0 UR= Auy 62-00 upt €,

Catka ta nie istnieje w zwykiym sensie ( jest rozbieZna), istnieje
jednak w sensie wartoscl gidéwnej Cauchy’ego

d U, = ¢ Up+ Au
Vp 4 = 1im (ln[u-u] . + 1nlu-u] R 2) =
u =u € -0 R R
R uR--lau1 up+ &
Ug+ AU,
(4.12)
£ &l avs
= lim (1n|~=-] + 1n|—=]) = 1n]__.| ]
£~0 Au, £ auy

Wartosé tej catki obliczono stosujac podprogram biblioteczny obli-
czajacy wartosé gidéwna catki ( biblioteka CERN [9], [24], pakiet
D 104).

Innego typu problem pojawia sie przy obliczaniu carki niewlasci-
we J
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J F(u) J, (ul)du . (4.13)
N

PrzeksztaXcimy funkcje podcarkowsg F(u) do postaci

fa= o (20%-1)% + 4Pl p? u?-1) (4.14)
F(u) = . .
16(p2-1)u® + 8(3-2p%)u? - 8u? + 1

Funkcje¢ F(u) rozwiniemy w szereg asymptotyczny o postaci [15], [34]

JORSDINENE (4.15)

Rozwiniecie to uzyskamy dokonujgc we wzorze (4.14) podstawienia
u"1 = x 1 rozwijajac otrzymang funkcje E(x) = P(x)/Q(x) = F(x-1)
w szereg w otoczeniu punktu zero, [76]. Funkcja E(x) ma postaé

p(x) x[(2-2%) 2 & ah- p22 V1@ 1o 24P
Q(x) 6 4

X + 8x

. (4.16)
+ 8(3-2p°)x% + 16(p%- 1)

Rozwinigcie funkcji E(x) uzyskamy rozwijajac osobno funkcje P(x)
oraz 1/Q(x) . Po ponownej zamianie zmienmnych x = u-1 i wymnoZeniu
otrzymanych rozwinigé asymptotycznych, otrzymamy rozwinigecia funkeji

Fu), [15],[34].

Rozwinigoia funkeji P(x) w szereg w otoczeniu punktu zero otrzy-
mamy wykorzystujac znany wzor ([17] lub [25] wz.112 )
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o) _z) 1
Vi - e?® =1 - ;{:: Ll A, g Byttt | (4.17)

2n!!
n=1

Grupujgc wyrazy podobne otrzymamy wspbXczynniki:

ao, = 0 dla n=1,2,3, sss »

a, =8,
a5 = - (4+ 2a2) - 2%,
ag = = 3(a%- a”+ v’ ta?v’- 2) (4.18)
ag = = %(a6- 224+ 202+ b8~ 22%p%) |

8on4q = 4 Lg&;i%%l (a?+ b2 4+ 4 %%if%%%% a2(b2n+ az(n'?n =

_ {en-7)tt  2(n-2)

(2n-4) 11 A

pdzie
a=1 1 b=g w przypadku obcigzenia pionowego,

a=4 1 b=1 w przypadku obcigzenia poziomego.

Obliczenie rozwiniecia funkecji 1/Q(x) wokdéX zera rozpocgniemy
od rozxozenia jej na uzamki proste. W zaleznosci od liczby pierwiast-
kéw réwnania Q(x) = O 1 ich krotnosci otrzymamy nastepujace roz-
ktady:

1. W przypadku trzech pierwiastkdéw rzeczywistych X4s X5, X

3’
z ktérych kazdy ma krotnos$é jeden dostaniemy
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)] - A, (X% xf)'1 WEE x2)-1 + g (- >c3)-1 ,
cdzie (4.19)
I R e
b= (63 2 - 2],
ay = - [0 R - 2]

2. W przypadku dwéch réznych pilerwiastkéw rzeczywistych Xq9 Xo
z ktérych x, jest pierwiastkiem o krotnosci dwa otrzymamy

[Q(x)]—1‘= A1(x2‘xﬁ)-2 v Ay (x5 X§)-1 + Ag(x -xg)-1 ,
gdzie (4‘20)-
Ay = (xﬁ_ xg)-1 ,
Ay = = (xi_ xg)-Z ,
Ay = (x- XS)-Q :

3.Jezell réwnanie Q(x) = O ma jeden pierwiastek rzeczywisty X,
i dwa sprzezone plerwiastki zespolone Zy, = Xy ix3 » 2z =
= Xy ix3 , to rozktad ma postaéd

-1 -1 -1
2 2 2 4 2
1)+ (A x* Ag) (x"- Byx"+ B,)

[Q(x)] = A1(x - X

gdzle ) (4.21)
B1 = 2x2 ’ B2 = X5+ X3

= (¥4
A, (x1-+ Byxy + B,) .
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-1
4 2
A2‘= - (x1+ B1x1 + BZ) y

Ay = = (B,+ x%)(x%+ B,x° + B

3 171 2) :

Wykorzystujgc nastepujace wzory caXkowe ([25], wz., 1.112)

(&)
(XZ ) x2)-1 _ x2(1(-1\
1) - T
k=1 i

(4.22)

-2 @ 2(k=1)
2 2 X
(x - xi) = }k:;‘; k —;?(k+1) .

otrzymamy po prostych algebraicznych przeksztazceniach rozwiniecie
[Q(x)]-1 w punkcie zero dla przypadkéw 1. i 2.
Chcac obliczyé rozwinigcie w przypadku 3 musimy rozwingé funke je

=1
C(x) = (x4- B1x2+ B2) : (4.23)
w szereg Maclaurina [17]
) n
C(x) = C(0) + 91?1 X o+ Qggl X%+ ues (4.24)
11 !

obliczajac formalnie pochodne funkcji C(x). W wyniku rézniczkowania
otrzymamy

c‘?2+*Vy - 0, n=0,1,2, ... ,

c"(0) = 2!(B,/B5) , (4.25),

¢"(0) = 41(-1/85 + B/B)) ,



- 139 -

c'®0) = 6!(2B,/8] - /%) ,

81(1/8; - 389/B5 + B{/B) ,  (4.25),

Q
—
&£

I

c"%0) = 101(-3B, /8% + 4B2/B3 - B2/85) .

Wykorzystujac otrzymane wynikl oraz wzor (4.22)1 , otrzymamy roz-
winiecie [Q(x)]-1 w punkcie zero dla przypadku 3.
Po wykonaniu ponownej zamiany zmiennych x = u"1 otrzymamy dwa

rozwiniecia asymptotyczne

(]

P(u'1)4~ :E:: a, a =
n=1
P (4.26)
[Q(u-1)] ~ bk u-k ’
k= 1

ktére po wymnozeniu przez siebie dadzg korcowy wynik - rozwiniecie
asymptotyczne funkecji

p
F(u) ~ E d, w4 o Py,
ma1
gdzie (4.27)
m
dy = Z qn-i bi '
i1

Mozliwoé¢é takiego mnozenia wynika z odpowiednich twierdzen dotycza-
cych rozwinie¢é asymptotycznych ( patrz np. [15], [17}, [34J).

Majac obliczone rozwiniecie asymptotyczne funkeji F(u) , powrdci-
my do obliczenia catki (4.13%). Mozemy napisaé



- 140 -

o0

P 1
{ F(u)J, (ul)du = Z d, Ju-m Jop(ul)du + O(N"P*32) ,
N N

m-s=

(4.28)

Catke wystepujgca po prawej stronie wzoru (4.28) obliczymy wyko-
rzystujac nastepujacy wzor caXkowy ([5] t.2, s8tr.103):

J zH Jy(z)dz = U1+\)-1)z Jy(z) én_1'\’_1(z) -

(4.29)
-z Jy-1(Z)SM,V(Z) ’

gdzie SM v(2) Jjest funkcja lammela. Funkcja ta dla duzych |z| i
’

larg z| < w(w naszym przypadku 2z = u + i0 , stad argz = 0) ma

nastepujgce rozwinigcie asymptotyczne ( patrz [71], str.349):

Spyv(z) = 2171 (1- «M‘1)2- v

(4.30)
P -2 v2) (4312 vH 2t L.

Wykorzystujgc to, ze wyrazenie wystepujace po‘prawej stronie wzoru
(4.29) dla M <0 i z--c0 dazy do zera, otrzymamy wzdr

+

(¢ 0]

-m
-[J2n(u)u du = - (2n-m-1)N J2n(N) S-m-1, 2n-1(N)
N

(4.31)

+ N J2n_1(N) S_m'2n(N) ,

pozwalajgcy bezposrednio na obliczenie caxki (4.28).
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Jajmiemy sie teraz obliczeniem wspéXczynnikdéw rozwinieé (2.90),
(2.94) funkcji przemileszczen ug(x1,0,t), u?(x1,0,t) okreslonych
wzorami (2.88) i (2.92), Funkcje te rozwiniemy w szereg wzgledem
wielomianéw Czebyszewa 1 rodzaju. Jak wiemy wielomiany te, zdefinio-
wane wzorei ([5], str. 186)

(4.32)

n (=)™ (n-m-1) ! n-2m
To(x) =3 D | eyt (T aa
m=0

1
tworza uk}ad ortogonalny zupeiny z wags (1-x2) 2 ([25], wz, T.343):

i
Ny
=)
s’\
o I<
=)
=]
<
®
!
<
o
<
i
o=
joh
=
QD
o
)
=]
$-
o

Stad odpowiednie wzory na wspdéXczynniki rozwiniecia catkowalnej funk-

eal

(» o]

£iy) = pa 2 (X« » arn(l) (4.34)

n=1

okreslonej w przedziale <-a, a) przyjmujg postaé

a

1
J £(y) Tn<g)<a2- y?) 2 ay . (4.35)

-d

ey
il
RS
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Po podstawieniu x = g otrzymamy

] 1
a, = 5 J’ fax) T (x)(1- x
«

dx . (4.36)

W rozwazanych przez nas zagadnieniach a = ¢ (ae=($£) , a funkcje
2

f(x) s rowne odpowiednto

uj(x,,0,t) = - 5%% (N, (elx 1)+ 4w 7 (alx)) e,

(4.37)
» eiwt

uT(x1,O,t) = - -2-%—\ (vN_(palx,l) + iw Jo(palxyl

Dla ustalenia uwagi zajmiemy sie funke ja (4.37)1 . Wytaczajac czyn-
nik —el°r92W}1 otrzymamy
1

a,, = A, + 1B, = 2p [ (N, (lyl) + iJo([Y1»T2n(Y)(1' y

-1

2
) < ay .

(4.38)

Ze wzgledu na logarytmiczng osobliwosé funkecji podcaxkowe ) ([40],
wz., 61,2)

i 2
No(y) + ;T lng ] (4039)
wykonamy przeksztazcenie

1 1
a, = 2p J [V, (lyD) - § Inlyl + 15 (lyD]T, (¥) (1- y?) ay -
1

(4.40)

-

1
4 1 2,72
- qé f 1n v Ton(¥) (1= ¥%) < dy .
1
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PrzeksztaXcenie to usuwa te osobliwosé, bowiem w jego wyniku funkcja
podcatkowa w pierwszej caXce (wzdr (4.40)) w otoczeniu zera staje

gsie ograniczona. Druga cazke mozZemy natomiast przedstawié w postaci

zamknietej ([53], str.826)

. r.41n2 dla n=0 ,
Ty (Y)
4 2n >
- In|=| ——dy = 4.41
1 -y 2r, (0) 2 -
L = =(=1) dla n>1 .
n n

Catkowanie numeryczne wykonano stosujac kwadrature Gaussa - Czeby-
szewa [13], [57], stuzacg do obliczania cazek typu

1

2

£(x) (- x2‘) dx . (4.42)

-l

Wzér okreslajacy te kwadrature ma postad [57]

4 1 n
2, 2 T
J f(x)(1- x%) dx = 2 zz;: f(aj) + £, (4.43)
) ® '
-1
gdzie
aj = CO08 1_2"\31——11"' ’ 33192,3, I Y ¢

Obliczenia wykonano na maszynie cyfrowej Odra 1305,



- 144 -

4,2,Problemy zwigzane z uzyskaniem wynikéw numerycznych dla

zagadnienia belki

Wyniki numeryczne, jak wspomniano juz w punkcie 3.4 , uzyskano

rozwijajac funkcje przemieszczed w szereg wzgledem wielomiandéw Cze-

byszewa 1 rodzaju

2 o5
Pa 1 Xy
u3(x190v0) = s (5 a, + E : aZnTZn(Tf» » IxyI<dl, (4.44)
n=1

wykorzystujac nastepujgce rozwinigcie

s x
cosdxy= I (41) + 2 ) | (=DPT, (41T, (=), Ixyl <1, (4.45)

ns1

(—l, 1) Jjest przedziaXem rozwiniecia ( w rozpatrywanym przy-

gdzie
padku przyjeto 1 = 10a) . Wspdczynniki rozwiniecia wyrazaja sig
wzorem
v 21 (1Cfd ) K (1c!¢ ) J,.(4,1)
a, = (-1)P 0' 2”71/ Pol 2" a1l L, .
. I(3ela l K (delay]) (af - v2u2) + £ 1
0 “ot3%l%q folptidy 1~ 1
00 (4.46)
= (_1)n Jf(.a1) J2n(.z11)d.a1 .
0

Ze wzgledu na to, ze funkcja podcatkowa dla przyjetych wartosci
parametréw 1 n>O0 nie ma osobliwosci, a w przypadku n=0 ma
osobliwosé logarytmiczng w zerze, przedziak carkowania podzielono na

dwie czesdci
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o]
(o]
H

00
£(4) T (L1)dut, + Jf(41)JO(°&11)d.L1 ’ (4.47)
N

N o0
a,, = (-1)" J £ (%) Ipp (4 1)dey + Jf(.a1)J2n(-c11)d.z1 , (4.48)
0 N

W celu obliczenia pierwszej carki ze wzoru (4.47) wykonany na-
stepujgce przeksztaXcenie usuwajace osobliwosé logarytmiczng

N

N
J £(2)J (4,1)de, = J[f(.t1)Jo(.z1l) + ln-L1] dd, -
0

’ (4.49)

N
- [ In o dd, = J[f(¢1)Jo(l1l)+ 1n¢,Jde, - N(1nN -1).
0

Po wykonaniu tego przeksztaXcenia otrzymamy

N
8.0 = J [f(-l1)Jo(.L1l) + ln~41]dl1 - N(lnN' » 1)+
0

- (4.50)

+ J f(¢1)JO(J1l)d¢1 ’
N

Pierwsze catkl wystgpujgce we wzorach (4,48), (4,50) obliczono
wykorzystujgec 12 - punktowg kwadrature Gaussa [38] na maszynie cy-
frowej Odra 1305. W celu obliczenia caXek niewasciwych funkeje
f(;1) rozwini¢to w przedziale (N, o) w szereg asymptotyczny wzgle-
dem wielomiandw Czebyszewa
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©0

£l = S ey () (4.51)

1
nszo0

Rozwiniecie to uzyskano rozwijajgc funkcje

>

[ 1
f(;{) dla O<|x|<1 ,
g(x) = < (4.52)
L 0 dla x=0 ’
W szereg
(04]
g(x) = Z dy Ton(x) , xe{=1, 1), (4.53)
n=0

Obliczenie wspdéXczynnikdw d,, Wykonano na maszynie cyfrowej
wykorzystujac podprogram biblioteczny biblioteki CERN [9], [24].
Jest oczywiste, ze obliczone wspbczynniki d2n 83 rdéwne szukanym

wspétczynnikom ¢, rozwinigcia (4.51). Uzyskane rozwiniecie
(4.51) sprowadzono do postaci [66],ﬁ1]

oo
-2
£(4y) = E :gzn“1 o (4.54)
n=1

Po podstawieniu powyZszego wyrazenia do drugich caxek we wzorach
(4.47) 1 (4.48) otrzymano

w0 e
m
-2n
[ f(.11)J‘,2n(.z1:1_)d.£1 = E Bon f¢1 J2n(.¢11)d.z,1 +
ns1 N
N 1 (4.55)
v O(N"2M*t )
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Wystepujace po prawej stronie wzoru (4.55) calki obliczono wy-
korzystujgc wzér (4.31).

W celu pordéwnania wynikéw uzyskanych na podstawie (4.44) z wyni-
kami dok*adnymi, pordwnano wértoéci funkcji przemieszczen w punkcie
Xy = O, DokYadna wartosé tej funkcji dla x4=0 okreslona jest wzo-

rem
Pa’ 0 Io(5ee,) Ko(zcdy)
u3(0,0,0) == --g:r ) ) p oy d-L1 .
| 'nv"
| e 10(5011) KO(5041)(¢1 - b ¢1) + f
(4.56)

Obliczenie tej cazki wykonano podobnie jak catki okreslonej wzorem
(4.46) dla n = 0. OkazaXo sig, ze rdznice miedzy dokadnym rozwig-
zaniem, a wynikiem uzyskanym przez zsumowanie szeregu (4.44) dla
xy =0 nie przekraczajg 1 %.



PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono koncepcje uproszczonego inercyjnego modelu
podoza sprezystego. Proponowany model jest opisany trzema niesprzg-
Zonymi rdéwnaniami rézniczkowymi. Prosta postaé tych rdéwnan umozliwia
(w pordéwnaniu z klasyczné pétprzestrzenia sprezysts ) 2znaczne upro-
szczenia natury matematycznej. Szczegolnie sg one widoczne w prze-
mieszczeniowych dynamicznych funkc jach Greena. Funkcje te dla kla-
sycznej poiprzestrzeni sprezystej przedstawione sg w postaci skom-
plikowanych nieskonczonych car*ek Fouriera, natomiast dla modelu
uproszczonego w postaci zamknietej. Prosta postaé funkcji Greena dla
modelu upowaznia nas do stwierdzenia, %e takie uproszczenia pojawig
sie réwniez w rozwigzaniach bardziej zZozonych zagadnien dynamicz-
nych., Rozwigzania tych zagadnien w przypadku zastosowania klasyczne ]
pétprzestrzeni sprezystej sa tak skomplikowane, Ze nie pozwala to na
ich wykorzystanie w praktyce inzynierskiej.

Po analizie adekwatnos$ci otrzymanego modelu do rzeczywistosci
trzeba przyznaé, 2e pod tym wzgledem jest on modelmnubBZszymod péx-
przestrzeni sprezystej. Wynika to z samej koncepcji modelu uproszczo-
nego, Pordéwnujac go natomiast z powszechnle stosowanym podiozem
Winklera nalezy stwierdzié, Ze jest od niego modelem znacznie bogat-
szym, Uwzglednia bowiem sity bezwadnosci w podZozu pojawiajace sie
w zagadnieniach dynamicznych oraz czesciowo oddziatywanie miedzy
czasteczkami podxoza.

Wykonane pordéwnania przemieszczeniowych funkecji Greena dla modelu
uproszczonego 1 klasycznej poiprzestrzeni sprezystej potwierdzizy
przedstawiong koncepcje. CkazaXo sie¢ bowiem, Ze rdznice miedzy nimi
nie sg znaczne. W tym miejscu nalezy wspomnieé o pewnym ograniczeniu
dotyczacym stosowalnosci otrzymanego modelu. Ze wzgledu na rdiny,

w pordéwnaniu z wynikami teorii sprezystogci, stopien t}umienia geo-
metrycznego, przedstawiony model nie nadaje sie do rozwigzywania
zagadnien sejsmicznych.

Powréémy do zwigzkdéw modelu uproszczonego z innymi znanymi mode-
lami podzoza. Pokazano, Ze przy pewnych zaZXozeniach upraszczajacych
mozna 2z réwnan opisujacych wprowadzony model otrzymaé réwnania po-
dobne do rdwnan opisujgcych podtose dwuparametrowe. Po pominigciu
w nich pewiych wyrazdéw otrzymano tréjkierunkowy model Winklera.,



- 149 -

Przedstawione wiasnosci pozwalaja okredlié model uproszczony jako
podredni miedzy pod*ozem Winklera, a klasyczng péiprzestrzenig spre-
zysta., Cel pracy, ktérym byo stworzenie inercyjnego modelu podzoia
w miare dokYadnie opisujgcego rzeczywistosé, a jednoczesnie wprowa-
dzajgcego istotne uproszczenia matematyczne, zostax wigc osiggniety.
Ze wzgledu na te uproszczenia model moZe byé stosowany do rozwigzy-
wania zYozonych zagadnien technicznych. PrzykZady takich zagadnien
rozwigzano w drugiej czegci pracy.

Przedstawiona koncepcja modelu stwarza mozliwosci dalszego je
rozwijania. Ciekawe wydaje sie uwzglednienie trumienia i stworzenie
uproszczonego modelu péiprzestrzeni lepko-sprezystej przy wykorzysta-
niu znanych modeli reologicznych. Innym mozliwym uwogdlnieniem bytaby
péxprzestrzen anizotropowa i uwarstwiona.

Przedstawione w pracy zagadnienia szczegdXowe sa tylko prdéba po-
kazania mozliwosci jakie stwarza model uproszczony, Wydaje sie, ze
dzieki niemu mozliwe bedzie rozwigzanie innych zXozonych zagadnien
teorii konstrukcji na podzozu sprezystym, takich jak: zagadnienia
drgan dzZwigardéw powierzchniowych, problemu interakcji konstrukcji z
podtozem (zagadnienie parasejsmiczne) przy uwzglednieniu aperiody-
cznego obcigzenia, niestac jonarnych zagadnien belek i1 pXyt obcigZo-
nych ruchomym obcigzeniem, itp. Wyniki uzyskane w niniejszej pracy
83 poczatkiem badan w tym kierunku. |
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UPROSZCZONY MODEL INERCYJNEGO PODZOZA SPR@ZYSTEGO
I JEGO ZASTOSOWANIA

Streszczenie

W pracy przedstawiono koncepcje uproszczonego inercyjnego podZoza
sprezystego. Tray niespréqﬁone czastkowe réwnania rdzniczkowe, opisu-
jace model zostaty wyprowadzone 2z przemieszczeniowych rdéwnani elasto-
kinetykl przy pewnych zaXozeniach upraszczajacych. ZaZzoZono mianowi-
cie, %Ze przemieszczenia prostopade do kierunku dziaxania obcigZenia
(obcilazenie dziata prostopadle lub stycznie do brzegu podzoza ) sg
rowne zeru, Takie zatozenie 2z fizycznego punktu widzenla jest rdéwno-
waine narozeniu wigzi odbierajacych pewne stopnie swobody punktom
pod*oza. Dzieki roztozeniu zagadnienia pdzprzestrzeni, obcigZonej na
brzegu dowolnym obcigZeniem, na trzy zagadnienia, w ktdrych uwzgled-
nia sig poszczegdlne skladowe obcigzenia, otrzymano réwnania pozwala-
jace na niezalezne obliczenia przemieszczed pionowych i poziowych,

Dokonano pordwnania otrzymanego modelu z innymi znanymi modelami
podtoza. Pokazano jego zwiazki z takimil modelami, jak model Winklera,
podYoze dwuparametrowe, klasyczna pdiprzestrzen spresysta.

W celu weryfikacji przedstawionej koncepcji pordwnano przemie-
szczeniowe funkcje Greena dla modelu uproszczonego z funkejami Greena
dla klasycznej pékprzestrzeni sprezystej.

W drugiej czesci pracy pokazano mozliwosci zastosowania wprowadzo-
nego modelu. Rozwigzano w nie] nastepujgce zagadnienia teorii kon-
strukeji na podfoizu sprezystym:

- ptaskie statyczne zagadnienie kontaktowe -~ zagadnienie stempla

o dowolnym ksztaX*cie podstawy,

- zagadnienie stacjonarnych drgaid fundamentu blokowego o dowolnym
ksztatcie i prostokgtnej poziomej podstawie, obcigZzonego harmo-
nicznie zmiennym obcigZeniem,

- problem interakcji konstrukeji z podZozem (zagadnienie para-
sejsmiczne) , opisane] dyskretnym zbiorem wspdkrzednych
uogdélnionych,

- zagadnienie drgan nieskonczonej belki, obcigzonej siXg ruchoma
przesuwa jaca sie¢ ze staka predkoscia.

Ostatnie wymienione zagadnienie rozwigzano rdéwniez numerycznie,

uwzglegdniajdac rézne wartosci predkosci obcigzenia i modulu sprezy-
stoscl pod¥oza. Wyniki przedstawiono na wykresach.



'HE SIMPLIFIED MODEL OF AN INERTIAL ELASTIC FOUNDATION
AND ITS APPLICATIONS

Summary

This paper, presents a conception of a simplified inertial elastic
foundation. Three nonconjugate partialy differential equations,
which describe this model of half-space have been derivated from
displacement equations of elastokinetics with some reducing assump-
tions. Namely, it was assumed that displacements which are perpendi-
cular to the direction of loads action equal zero (loads act perpen=-
diculary or tangently to the edge of the foundation), From the physi-
cal point of view, this assumption is equivalent to an imposition of
constraints which some degrees of fredom of the foundation points
receive. The problem of half-space which is louded arbitrary on the
edpe is divided have into three problems which deal with the indivi-
dual components of loads. The equations of motion which enable the
determination of vertical and horizontal displacements independently.

The proposed model was compared with other known models of foun-
dation: the Winkler's model, the biparameter foundation, the classi-
cal elastic half-space.

To verify, the presented conception, the displacement Green’s
functions for the simplified model were compared with functions for
the classical elastic half-space.

The second part of the paper indicates at a possibility of apply-
ing the introduced model. The following problems of structures theo-
ry on the elastic foundation were solved:

- the plane static contact problem (the problem of shore with an
arbitrary shape of a footing),

- the problem of a steady-state vibrations of a block foundation
which has an arbitrary shape and a rectangular horizontal foot-
ing and is loaded by harmonic variable loads,

- the problem of an interaction of a structure and a foundation
(the paraseismic problem), the structure described by a discrete
set of general coordinates,



- the problem of vibrations of an infinite beam, which is loaded
by a moving force with constant speed.
The last problem has been solved numerically also., Some values of
a velocity of load and of an elastic foundation modulus have been
taken into account, The results are shown on diagrams,
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Podsumowanie



Sprawdzanie napotkało na problemy, które mogą uniemożliwić pełne wyświetlanie dokumentu.
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