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WST^P

Zagadnienie sprężystego podłoża jest jednym z ważniejszych za­
gadnień mechaniki budowli. Wystarczy zauważyć, że każda konstrukcja 
bezpośrednio lub pośrednio spoczywa na sprężystym podłożu gruntowym, 
a w wielu przypadkach wpływ wzajemnego ich oddziaływania jest 
istotny.

Głównym problemem pojawiającym się w zagadnieniach teorii kons­
trukcji na podłożu sprężystym jest wybór odpowiedniego modelu podło­
ża. Jeżeli bowiem uwzględnimy dwie charakterystyczne cechy modelu 
podłoża - adekwatność modelu do rzeczywistości oraz stopień trudności 
natury matematycznej pojawiających się w rozwiązywaniu zagadnień wy­
korzystujących dany model podłoża - to okazuje się, że cechy te za­
zwyczaj się wykluczają.

Dotychczas najczęściej stosowanym w praktyce inżynierskiej mode­
lem jest model Winklera, dający możliwość efektywnego rozwiązania 
wielu zagadnień technicznych. Ma on jednak szereg znanych wad jak 
np. : sprzeczny z doświadczeniem brak oddziaływania między sąsiedni­
mi cząsteczkami podłoża, powodujący znikanie przemieszczeń poza ob­
szarem kontaktu konstrukcji z podłożem, nie uwzględnianie sił bez­
władności w podłożu pojawiających się w zagadnieniach dynamicznych. 
Wśród znanych modeli na uwagę zasługuje model typu półprzestrzeni 
sprężystej opisany równaniami elastokinetyki. Model ten w przeciwień­
stwie do modelu Winklera dostatecznie dokładnie opisuje fizyczne 
własności podłoża. Główną jednak jego wadą jest pojawianie się, już 
przy rozwiązywaniu prostych zagadnień dynamicznych, olbrzymich trud­
ności natury matematycznej, co znacznie ogranicza praktyczne wyko­
rzystanie modelu. Uzasadnione zatem wydaje się poszukiwanie koncep­
cji pośrednich, nie mających opisanych wad ( patrz [óo]).

Celem niniejszej pracy jest zbudowanie uproszczonego modelu, w 
miarę dokładnie opisującego rzeczywiste własności podłoża, a jedno­
cześnie wprowadzającego duże uproszczenia natury matematycznej, po­
zwalające na rozwiązanie wielu złożonych zagadnień praktycznych. 
Wykażemy, że proponowany model wystarczająco dokładnie opisuje podło­
że sprężyste i może być wykorzystywany do rozwiązywania zagadnień , 
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w których obszar kontaktu konstrukcji z podłożem jest ograniczony. 
Przedstawimy również możliwość praktycznego wykorzystania modelu, 
rozwiązując kilka ważnych z punktu widzenia zastosowań zagadnień 
technicznych.

Omawiany w pracy model inercyjnej- półprzestrzeni sprężystej jest 
opisany trzema niesprzężonymi równaniami różniczkowymi cząstkowymi, 
pozwalającymi na obliczenie pełnego wektora przemieszczeń u = 
[u^, u2, u^]. Jedno z otrzymanych równań jest analogiczne do wyników 
uzyskanych na innej drodze przez Switkę [68] i Murawskiego [44] . 
Modele przedstawione przez tych autorów umożliwiają obliczenie tylko 
przemieszczeń pionowych u^. W niniejszej pracy dzięki innemu podejś­
ciu do tego zagadnienia uzyskuje się zestaw równań umożliwiających 
obliczenie przemieszczeń pionowych i poziomych.

Praca składa się z czterech rozdziałów i podsumowania. Rozdział 
pierwszy zawiera przegląd literatury dotyczącej zagadnienia podłoża 
sprężystego oraz zagadnień szczegółowych rozwiązywanych w drugiej 
części pracy.

Rozdział drugi w całości poświęcono opisowi uproszczonego modelu 
inercyjnej półprzestrzeni sprężystej. Przedstawiono w nim przesłanki 
fizyczne będące punktem wyjścia do stworzenia koncepcji modelu. Wy­
prowadzono równania opisujące model podłoża oraz przedstawiono pewną 
możliwą matematyczną ich interpretację. Omówiono najważniejsze włas­
ności rozwiązań dotyczące warunków brzegowych oraz możliwości za­
stąpienia zagadnienia półprzestrzeni odpowiednim zagadnieniem prze­
strzeni sprężystej. Pokazano również związki stworzonego modelu z 
innymi znanymi modelami podłoża. Zweryfikowano założenia przyjęte 
przy wyprowadzeniu równań oraz sprawdzono przedstawioną koncepcję 
modelu. Dokonano tego przez porównanie obliczonych wcześniej prze­
mieszczeniowych funkcji Greena dla modelu, ze znanymi funkcjami 
Greena dla klasycznej półprzestrzeni sprężystej. Rozważono przypadek 
statyczny i dynamiczny.

W rozdziale trzecim przedstawiono formalne rozwiązania szczegóło­
wych problemów, ważnych z punktu widzenia zastosowań. Rozważono na­
stępujące zagadnienia:

1. Płaskie statyczne zagadnienie kontaktowe, polegające na wciska­
niu w półprzestrzeń sprężystą sztywnego stempla o danym kształcie 
linii kontaktu stempla z podłożem. W wyniku otrzymano funkcje od­
poru podłoża, wykorzystywane w bardziej złożonych zagadnieniach 
kontaktowych,
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2. Stacjonarne drgania fundamentu blokowego o podstawie prosto­
kątnej, obciążonej wektorem uogólnionych sił harmonicznie zmien­
nych. Przy pewnych założeniach upraszczających znaleziono funkcje 
odporu podłoża oraz amplitudy drgań fundamentu,

3. Zagadnienie interakcji konstrukcji z podłożem, przy założeniu 
sztywnego fundamentu. Czynnikiem generującym drgania układu podło­
że - fundament - obiekt jest siła harmonicznie zmienna przyłożona 
w pewnym punkcie podłoża. Konstrukcję uważa się za obiekt dyskret­
ny, opisany skończonym zbiorem współrzędnych uogólnionych. W wyni­
ku otrzymano amplitudy drgań fundamentu, pozwalające na wyznacze­
nie pozostałych wielkości,

4. Drgania belki nieskończonej, spoczywającej na uproszczonym mo­
delu półprzestrzeni sprężystej, obciążonej siłą skupioną, przesu­
wającą się ze stałą prędkością; Rozważania ograniczono do rozwią­
zania zagadnienia stacjonarnego. Rozpatrzono dwa przypadki zależ­

ne od prędkości poruszania się siły, rozwiązując zagadnienie dla 
prędkości podkrytycznej i nadkrytycznej. Wykonano również oblicze­
nia numeryczne, ograniczając się do przypadku prędkości podkrytycz­
ne j. W obliczeniach brano pod uwagę różne wartości modułów sprę­
żystości podłoża oraz różne wartości prędkości poruszania się ob­
ciążenia. Wyniki przedstawiono na wykresach.

W ostatnim rozdziale omówiono metody numeryczne i matematyczne 
stosowane przy obliczaniu przemieszczeniowych dynamicznych funkcji 
Greena (wykorzystywanych w punkcie 2.7) oraz metod wykorzystywanych 
przy rozwiązywaniu zagadnienia belki obciążonej siłą ruchomą. Przed­
stawione metody dotyczą numerycznego obliczania całek Fouriera. Jest 
to rozdział dodatkowy omawiający problemy związane z uzyskaniem wyni­
ków numerycznych.



Rozdział 1

PRZEGLĄD LITERATURY DOTYCZĄCEJ ROZWIĄZYWANYCH ZAGADNIEŃ

1.1. Zagadnienie podłoża sprężystego

Pierwszą pracą inicjującą rozwój teorii konstrukcji spoczywających 
na podłożu sprężystym jest praca Winklera, opublikowana w drugiej po­
łowie XIX w., w której zaproponowany został model znany do dzisiaj 
pod nazwą podłoża Winklera. Winkler założył, że wartość odporu podło­
ża w danym punkcie jest wprost proporcjonalna do przemieszczeń tego 
punktu. Założenie to, sprzeczne z rzeczywistością, całkowicie pomija 
wpływ wzajemnego oddziaływania cząstek podłoża. Model ten nie uwzglę­
dnia również sił bezwładności w podłożu, pojawiających się w zagadnie­
niach dynamicznych. Mimo tych wad jest on powszechnie stosowany do 
dzisiaj, pozwala bowiem na otrzymanie wielu efektywnych rozwiązań.

Na szczególną uwagę zasługuje model typu półprzestrzeni sprężystej. 
Model ten uwzględnia wiele cech podłoża rzeczywistego, jednak ze 
względu na olbrzymie trudności natury matematycznej, pojawiające się 
już przy rozwiązywaniu prostych zagadnień dynamicznych, nie jest po­
wszechnie stosowany do rozwiązywania praktycznych zagadnień technicz­
nych. Model ten został wykorzystany w pracy Ewninga, Jardentsky* ego 
i Pressa [ló] , w której zastosowano go do rozwiązania zagadnień dy­
namicznych związanych z problemami sejsmicznymi i zjawiskami falowy­
mi w podłożu (zagadnienia te rozwiązano metodą transformat Fouriera, 
wykorzystując metodę zespolonych całek konturowych). W pracy Gorbu- 
nowa-Posadowa [22], rozwiązano statyczne zagadnienia belek i płyt. 
Inne przykłady wykorzystania tego modelu omówimy przy prezentacji 
literatury dotyczącej rozwiązywanych zagadnień szczegółowych.

Należy również wspomnieć o pracach Korieniewa [35] , [36], w któ­
rych zostały przedstawione przemieszczeniowe funkcje Greena, nie wy­
nikające z równań teorii sprężystości. Funkcje te, zdaniem Korienie­
wa, pozwala ją na przybliżanie nimi funkcji Greena odpowiadających po­
dłożu rzeczywistemu. Należy jednak podkreślić, że większość z nich 
została przyjęta w sposób arbitralny.

Stworzono również wiele koncepcji pośrednich. I tak np. Własow i
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Lieontiejew [73], stosując metody wariacyjne do zagadnień teorii 
sprężystości, wprowadzili własną koncepcję modelu podłoża zwanego mo­
delem dwuparametrowym, otrzymanego wcześniej na innej drodze przez 
Fiłonienkę-Borodicza. W pracy [73] zostały również przedstawione roz­
wiązania wielu ważnych zagadnień praktycznych teorii konstrukcji na 
podłożu sprężystym z wykorzystaniem modelu dwuparametrowego. Równania 
analogiczne do równań opisujących podłoże dwuparametrowe otrzymał 
Pasternak [49], [50], opierając się na odmiennych przesłankach.

Inny model podłoża, nazwany aproKsymowaną półprzestrzenią spręży­
stą, wprowadzi1! Switka [68]. W pracy tej została przedstawiona kon­
cepcja modelu, mającego określoną interpretację mechaniczną. Rozwią­
zano również szereg podstawowych problemów dotyczących konstrukcji 
na podłożu sprężystym. Niezależnie do tych samych równań, doszedł na 
innej drodze Murawski [44].

W ostatnim okresie pojawiło się wiele modeli podłoża opartych na 
teorii sprężystości, a opisanych techniką metody elementów skończo­
nych. Należy tutaj wymienić przede wszystkim pracę Lysmera i Kuhle- 
meyera [43], w której wprowadzono skończenie wymiarowy model w posta­
ci prostokątnej tarczy, podzielonej na prostokątne elementy skończo­
ne. W celu znacznego zmniejszenia energii odbitych od brzegu fal po­
przecznych (S) i podłużnych (V), zastosowano tłumiący brzeg zwany 
standardowym lepkim brzegiem, pochłaniający prawie całkowicie energię 
fal S i V oraz brzeg pochłaniający fale Rayleigha. W pracy tej roz­
wiązano również zagadnienie drgań wymuszonych fundamentu blokowego na 
podłożu sprężystym. Podobne podejście do zagadnienia podłoża spręży­
stego prezentu ją Dasgupta, Kameswara Rao [12] , Yilliappan, Favoralo, 
White [75j, a z polskich autorów Filipkowski, Ceynowa i Sienkiewicz 
[20]. Prostsze modele bez brzegów tłumiących zastosowali w zagadnie­
niach interakcji konstrukcji (opisanej również metodą elementów 
skończonych) z podłożem Gutierrez, Chopra [27] oraz Vaish i Chopra 
[74].

Bogatą bibliografię dotyczącą zagadnień podłoża sprężystego można 
znaleźć w pracach [22], [73].
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1.2. Płaskie statyczne zagadnienie kontaktowe

Literatura dotycząca statycznych zagadnień kontaktowych teorii 
sprężystości, podobnie jak literatura dotycząca podłoża sprężystego, 
jest bardzo obszerna. Bogatą bibliografię można znaleźć w pracy Gali­
na [23]. Ograniczymy się do podania pozycji wykorzystywanych w niniej­
szej pracy.

Na uwagę zasługują prace Galina [23] i Sztajermana [65], w których 
rozwiązano wiele klasycznych zagadnień metodą funkcji zmiennej zespo­
lonej oraz metodą potencjałów.

Należy również wymienić prace Popowa [53]» [54], [55], w których 
pokazano możliwość wykorzystania wielomianów ortogonalnych do rozwią­
zywania statycznych zagadnień kontaktowych. Przedstawiona metoda po­
legała na rozwinięciu jąder równań całkowych (do których prowadzą 
zagadnienia kontaktowe) w szeregi, których wyrazami są iloczyny sta­
łej i dwóch tego samego typu wielomianów ortogonalnych. Jeden z nich 
był zawsze funkcją zmiennej całkującej, a drugi zmiennej przestrzen­
nej. Dzięki takiej postaci jądra metoda ta prowadzi do równań alge­
braicznych, pozwalających na obliczenie współczynników rozwinięcia 
poszukiwanej funkcji odporu podłoża względem wielomianów wykorzysty­
wanych w rozwinięciu jądra.

Z innych prac wykorzystujących wielomiany ortogonalne wymienimy 
prace: Borodaczjewa [7], Popowa i Słobodjanjuka [56] oraz Sejmowa 
[61].

1.3. Stacjonarne drgania fundamentu blokowego spoczywającego na
podłożu sprężystym

Zagadnieniu drgań fundamentu na podłożu sprężystym poświęcono 
wiele opracowań. W pracach tych wykorzystano różne modele podłoża, 
poczynając od modelu Winklera do modelu typu klasycznej półprzestrze- 
ni sprężystej. W zależności od modelu różny był stopień trudności po­
jawiających się przy rozwiązywaniu zagadnienia.

Model Winklera uwzględnili w swych pracach Kisiel [32], który roz­
patrywał drgania własne i wymuszone sztywnej tarczy spoczywającej na 
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podłożu, wywołane przez harmonicznie zmienne obciążenie pionowe i po­
ziome oraz Klasztorny, Langer, Mironowicz [33], którzy rozpatrywali 
sztywny trójwymiarowy blok o dowolnym kształcie i poziomej podeszwie. 
W pracy [33] rozwiązano zagadnienie własne oraz zagadnienie drgań wy­
muszonych harmonicznie zmiennym obciążeniem, uwzględniając efekty 
drugiego rzędu. Możemy tam również znaleźć omówienie innych prac do­
tyczących drgań fundamentów na podłożu Winklera.

Zagadnieniem drgań fundamentu na klasycznej półprzestrzeni spręży­
stej zajmowali się Arnold, Bycroft i Warburton ,2j. Rozważyli oni za­
gadnienie drgań wymuszonych fundamentu kołowego, uwzględniając różne 
typy obciążenia. Podobny problem rozwiązał Luco [41], z tą różnicą, 
że brał pod uwagę półprzestrzeń uwarstwioną.

Płaskie zagadnienie rozwiązali Karasudhi, Keer, Lee [29], Oien 
[48] oraz Luco, Westman [42], wykorzystując metodę równań całkowych. 
Otrzymane wyniki miały postać całkową, Tym samym zagadnieniem zajmo­
wał się również Awojobi [3], stosując metodę dualnych równań całko­
wych. Z innych prac możemy wymienić prace Burjaka [s] i Siejmowa [61J.

Zagadnienie drgań fundamentu o podstawie prostokątnej rozwiązali 
Thomson, Kobori [70], zakładając równomierny rozkład funkcji odporu 
podłoża. Dowolny kształt fundamentu rozpatrywali Wong i Luco [72].

Wielu autorów rozwiązało to zagadnienie, wykorzystując metodę 
elementów skończonych. Z prac, w których zastosowano tę metodę, nale­
ży wymienić cytowane już prace Lysmera i Kuhlemeyera [43] oraz Das- 
gupty i Kamesewara Rao [i 2 J.

1.4. Interakcja konstrukcji z podłożem

Oprócz wymienionych w poprzednim punkcie prac dotyczących zagadnie­
nia stacjonarnych drgań fundamentu blokowego na podłożu sprężystym, 
omówimy prace dotyczące wpływu wzajemnego oddziaływania podłoża z 
obiektami bardziej złożonymi niż fundament. Z prac zajmujących się tą 
tematyką należy wymienić prace Parmelle [51] oraz Parmelle, Perelma- 
na, Lee, Keera [52], w których rozważono drgania harmoniczne obiektu 
spoczywającego na półprzestrzeni sprężystej. Obiekt zbudowany był z 
dwóch elementów masowych (jeden z nich był fundamentem), połączonych 
więziami sprężystymi i tłumiącymi.
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Problemem oddziaływania fal Rayleigha na obiekt zbudowany z funda­
mentu i połączonego z nim za pośrednictwem sprężystej belki elementu 
masowego zajmował się Simpson [62]. Rozważania swe ograniczył do za­
gadnienia płaskiego,

Do rozwiązywania tego typu zagadnień stosowano również metodę 
elementów skończonych. Stosowali ją między innymi: Chopra, Chakrabart 
i Dasgupta [10], Gutierrez, Chopra [27] oraz Vaish, Chopra [74], dy- 
skretyzując tą metodą oprócz półprzestrzeni sprężystej również obiekt 
na niej spoczywający.

Zagadnieniem drgań złożonych układów dyskretnych,lpołączonych za 
pośrednictwem więzi sprężysto-lepkich z drgającą ostoją, której ruch 
był opisany dowolną daną funkcją rozważali Bielak [4. oraz Nien- 
Chien Tsai [45].

1,5. Zagadnienie drgań belki nieskończonej spoczywającej na podłożu
sprężystym, obciążonej siłą ruchomą

Zagadnienie to jest jednym z ważniejszych zagadnień mechaniki kon­
strukcji, można je bowiem traktować jako uproszczony model zagadnie­
nia drgań toru kolejowego obciążonego ruchomymi pojazdami.

Problemami tego typu zajmowało się wielu autorów. W pracach swych 
brali oni pod uwagę różne modele podłoża poczynając od najprostszego 
modelu Winklera do modelu klasycznej półprzestrzeni sprężystej włącz­
nie .

I tak Kenney [30], Keer [31] i Rozenbajgier [58] rozważali zaga­
dnienie belki spoczywającej na podłożu Winklera, obciążonej siłą sku­
pioną [30], [31] oraz rozłożonym odcinkowo stałym obciążeniem [58] . 
W pracy [31] został uwzględniony wpływ sił osiowych. Belki półnie- 
skończone i nieskończone, spoczywające na podłożu Winklera, rozpatry­
wał również Śniady [67] .

Model typu półprzestrzeni sprężystej zastosowali Babra [37], Fi- 
lippow [ia], Filippow, Kochmanjuk [19]. Założyli oni rozkład funkcji 
odporu podłoża równomiernie rozłożony w kierunku poprzecznym do toru. 
W wymienionych pracach belka była obciążona ruchomą siłą skupioną. 
Bardziej złożony typ obciążenia w postaci dwumasowych oscylatorów 
obciążonych siłą harmonicznie zmienną uwzględnili Szierientiejew, 
Filippow [69] Zastosowanie modelu w postaci klasycznej półprzestrze- 
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ni sprężystej prowadziło w cytowanych pracach do rozwiązania w posta­
ci podwójnych całek Fouriera. Otrzymanie wyników liczbowych było mo­
żliwe tylko przy zastosowaniu całkowania numerycznego, co w przypad­
ku całek podwójnych nastręcza znaczne trudności.

Częściowe wyniki dotyczące przedstawionego w niniejszej pracy za­
gadnienia drgań belki są przedstawione w pracy autora [59]. Bogatą 
bibliografię dotyczącą zagadnień obciążeń ruchomych można znaleźć w 
monografi Fryby [21] oraz, w pracach [is] i [19].



Rozdział 2

UPROSZCZONY MODEL INERCYJNEGO PODŁOŻA SPRĘŻYSTEGO

2.1. Pewne własności przemieszczeniowych funkcji Greena dla 
> , ł

statycznego zagadnienia półprzestrzeń!

Punktom wyjścia do rozważań nad modelem podłoża sprężystego jest
następujące spostrzeżenie: jeżeli półprzestrzeń sprężystą x^>0,
obciążymy na brzegu x^=0 siłą skupioną p^= l5(x 1» x2^ * Pk~ 0’
j^ i* jt skierowaną w kierunku osi x.,to wywołane nią pole prze-
mieszczeń 2’

11U^J ma taką własność, że przemieszczenia
Ur, k^ j w danym punkcie są kilkakrotnie mniejsze od przemieszczenia
U“. W celu ilustracji powyższej 
przypadki:

tezy rozpatrzymy następujące dwa

Przypadek 1
Półprzestrzeń jest obciążona 

p^ p2= o skierowaną wzdłuż osi 
x1«= r cos , x2= r sin^> .

siłą skupioną 16 ( x^, Xg) , 
x^, jak na rys.1, gdzie r2« x2 + 2

2*x

Rys. 1 

, 3 3 3Odpowiednie funkcje przemieszczeń U^, Ug, wyrażają się wtedy 
wzorami, [46] :
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(1-2v) ------------- 
R(R + x5P

(2.1)
2, i r A 1 i

U, = ------ —t— + 2(1-v)“ ,
ó 4n^ L Ry R

2 2 2 gdzie R » x^ + x^ 
półprzestrzeni x^ 
przemieszczeniami

2+ x^ . Ograniczając nasze rozważania do brzegu 
= 0 dostaniemy następujące zależności między 
u’, u|, u| :

•z
s^(x1tx2,v) -

,x2,0) 

(^1 * x2*
1-2* /A

" 2(1-v) (JUD Y

(2.2

s|(x1,x2,V) = ^2^1 ’ ^2 * 0) 1-2v sin ipo
O
J 

X* 

to to 
ra “ 2(1-^)

3
gdzie v jest liczbą Poissona. Wykresy wprowadzonych funkcji s^ , 

3 > *Sg dla wartości V równych odpowiednio 0.0, 0.25, 0.40 zostały 
przedstawione na rys. 2, 5, 4.
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Rys. 2

Rys. 5
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Rys. 4

Chcąc obliczyć wartości s^(x1,x2,v) , najmniej ko­
rzystne z punktu widzenia przyjętej tezy, wprowadzimy następujące 
funkcje zmiennej V :

BUp | 6, ( X1tX2, 1?) | ,

s sup

1»

*1 »x2») I
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Wykorzystując wzory (2.2) opisujące funkcje s^, s2 otrzymamy
zależności:

zlM 1-2V

(2.4)

przedstawione w postaci wykresów na rys.5.

Ry s. 5

Przypadek 2

Półprzestrzeń sprężysta jest obciążona siłą styczną p^ l5(x1fx2), 
p2= p5= 0 skierowaną w kierunku osi x1, jak na rys.6.

Rys. 6
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Podobnie jak w poprzednim przypadku rozważania ograniczymy do brzegu 
półprzestrzeni. Otrzymamy wtedy następujące funkcje opisujące zależ­
ności między przemieszczeniami , U^, [46] :

a2^x1,X2

s5(x1*x2’^^ “

U2(x1,X2»0) 2vsin^cosip
————————..........- 53

U^(x1,x2,0) 2(1-y) +2 v cos2ip

(x1 ,x2>0) (1-2v) cos?
U^(x1,x2,0) 2 (1-y) +2 v cós2ip 

których przestrzenne wykresy zostały przedstawione na rys. 7, 8, 9.

Rys. 7
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Rys. 9
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Wprowadzimy również funkcje z2(v) z^y) zdefiniowane wzorami

Zg(v) = sup | S2 ( x1 ,x2,v ) | ,
(x1, x2) ® R

(2.6)

z^(^) = ' sup I I ( x1 ,x2, v) | .
(x1tx2)£R2

Ze względu na złożoną postać funkcji , BJ(x.pX2,v)
opisanych wzorem (2.5), wartości funkcji z2(v) , z^(v) obliczono 
numerycznie. Otrzymane wyniki przedstawiono na rys.10.

Rys.10

Analizując przedstawione na rys. 2-5, 7-10 wykresy widzimy, że 
potwierdzają one przyjętą na wstępie tezę.

Podobne rezultaty otrzymamy biorąc pod uwagę dowolne obciążenie 
v P

k/j. Własność ta wynika stąd, że rozwiązanie odpowiadające temu obcią­
żeniu jest jego splotem z funkcjami Up U2, :

p = [p 2’ rozłożone w obszarze P , dla którego p^ / 0, pk = 0,
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u x1,x2,O)

r
»x2,

gdzie U^( x1,x2,x^, jeat rozwiązaniem zagadnienia półpr
trzeni dla obciążenia p. = 1ó(x1» ^,x2-^) , P^=0, k+j.

zes-

Przedstawiona własność nasuwa pomysł założenia, że obciążenie
P ~ [Pi’ P2* P5]’ ^j^^’ Pk-O* działające w kierunku osi x, wy
wołuje tylko przemieszczenia u,, natomiast pozostałe funkcje prze- J
mieszczeń u^.=0 dla k^j.

2.2. Przybliżone rozwiązanie zagadnienia półprzestrzeni sprężystej - 
model podłoża sprężystego

tfeźmy pod uwagę półprzestrzeń sprężystą, obciążoną na brzegu
x^» 0 wektorem sił P2» P5] »jak na rys.11.

Rys.11
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Problem ten sprowadza się do rozwiązania w obszarze 
przemieszczeniowych elastokinetyki, ^4ó] , [47]

*5 >0 równań

z warunkami brzegowymi

Si -PV S2 ~P2» ^55“ ~P3»

gdzie

^u. 3u 3u2 
ze; +

^3 
^5i ij

0
3u1 3u_ ?ux2 . J

1 9x2 dx5

*X f - stałe Lamego, 5^^ - delta Kroneckera.
Zagadnienie to możemy rozwiązać, rozkładając wektor obciążeń na 

składowe p^fp^OjO] , p2=[o,p2,o] , p^=[o,O,p^J i znajdując ( przez 
rozwiązanie układu (2.8) z nowymi warunkami brzegowymi) odpowiada- 

, —i —9 —3jące im pola przemieszczeń u , u , u . Biorąc pod uwagę liniowość 
równań (2.8), rozwiązaniem tego układu z warunkami (2.9) będzie 
wtedy suma uzyskanych rozwiązań

_ -i -2 -J u = u + u + u , (2.10)

4 4 4 o r 2 2 2*1 3 r 3 3 31gdzie u =[u1,u2,u^J , u = [u^ ,u2,u^ J , up= [_u^,u|,u|] są rozwiązaniami 
odpowiadającymi odpowiednio obciążeniu p^, p2, p^.
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W dalszej części zajmiemy się zagadnieniem półprzestrzeni sprę­
żystej, obciążonej wektorem sił p mającym postać jednej ze składo­
wych p^ p2» P3 tzn. takira» że pj^°» pk“ 0 dla ’

W celu uproszczenia zapisu wprowadzimy następujące oznaczenia:

(2-H)

Wtedy układ równań

J<k-

2.8) możemy napisać w postaci

» Q^(u2,u^) , 

^2^2^ + k2 a ^2a 1 *^3) ’ 

L3^u3^ + k3 a ^5(U-|’U2^ ’

(2.12)

Dla ustalenia uwagi przyjmiemy, że obciążenie ma postać p= [o,O,p^ 
Na podstawie uzyskanych w punkcie 2.1 wyników stwierdzających, że

*3 5 zprzemieszczenia u^, u2 są kilkakrotnie mniejsze od przemieszczeń 
u| dla tego typu obciążenia założymy, że funkcje u^, u2 są równe 
zeru. Wtedy układ (2.12) redukuje się do jednego równania

(u^) 4* = 0 , (2.15)

a odpowiedni warunek brzegowy przyjmie postać

Su^
f= -P3 • (2.14)

Otrzymane równanie z warunkiem brzegowym (2.14) są równaniami
opisującymi dla przyjętego typu obciążenia uproszczony model inercyj­
nej półprzestrzeni sprężystej.

Postępując analogicznie dla obciążeń p= |_0,p2,0] » P3 EPl»0»°J 
przyjmujemy odpowiednio u^, u^ = 0 i u2, u^ 5 0. Otrzymamy wtedy
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dalsze równania dla modelu uproszczonego:

^2^2^ + ^2 = 0 *

L^u^) + » 0 ,

Bu2
M ’ ~p2 •

1̂1

/I = "P1 •

(2-15)

Równania te tworzą układ trzech niesprzężonych równań różniczkowych 
cząstkowych. Zakres ich wykorzystania zależy oczywiście od typu 
obciążenia. W przypadku gdy wektor p= [pp p2» p^] zawiera dwie 
składowe równe zeru, wykorzystujemy tylko jedno z równań, natomiast 
gdy p^ p^, p^ 0 bierzemy pod uwagę cały układ.

Wyprowadzonym równaniom (2.15)- (2.15) możemy nadać pewną cieka­
wą interpretację. W tym celu powróćmy do równań układu (2.12) . 
Układ ten można byłoby rozwiązać metodą iteracji (przy założeniu 
zbieżności procesu iteracyjnego dla drugich pochodnych cząstkowych 
włącznie). Tak jak poprzednio dla ustalenia uwagi przyjmiemy

[o,O,p^] i założymy,na podstawie rozważań z punktu 2.1, że
u~=0. Po podstawieniu tych wartości do trzeciego równania układu

(2.12) możemy obliczyć przemieszczenia u^. Otrzymaną funkcję pod­
stawimy do pierwszego równania tego układu i obliczymy u? ( na tym 

- 3 3 ’u1, u^ z drugiego równania układu

p= 
u?

3 
etapie u2 s o) .Mając obliczone
obliczymy u p itd.

Wprowadzając oznaczenia u , gdzie k jest wskaźnikiem typuk

obciążenia, j jest numerem składowej wektora przemieszczeń, a (n) 
określa krok iteracji, opisany algorytm możemy zapisać w następującej 
postaci :

U1 (1)“ u2 (1)~ 0 *

L5^U5(nP + xj “ Q5^u1(n)’ u2(n)) »

Ll(u1(n+1p + X1 “ Qi(u2(n)» u5(n)) ’ (2‘16)

3 3 3
L2(u2(n+1)) + x2 “ Q2(u1 (n+1) ' u3(n+1)) •
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Procesowi iteracji podlegają również warunki brzegowe

n - K5 "p3 " *33(n)

c3-P1 " $31(n+1) “

-P . /
p2 32(n+1)

^u~
3x, 3

^(n+D 3u~, ._ 3 (n) 
^x2

Podobnie postępujemy w przypadku, gdy półprzestrzeń jest obciążona 
wektorem sił p2= [o,p2»o] , p1=[p1,O,o] .

Opisany proces ma prostą interpretację fizyczną. W przypadku, 
gdy półprzestrzeń jest obciążona obciążeniem działającym w kierunku 
osi Xj, odbieramy punktom półprzestrzeni możliwość przemieszczeń 
w kierunkach x^, xk, gdzie j^i^k^j. Oczywiście przemieszczają się
one wtedy tylko w kierunku x.. Nakładamy teraz więzi uniemożliwia- 

J , 4
jące zmianę otrzymanych przemieszczeń uj(i) i pozwalamy na prze­
mieszczenia punktów w kierunku x.. W ten sposób otrzymamy funkcje 

j 1
przemieszczeń ui(2)* Następnie nakładamy więzi uniemożliwiające
ruch punktów w kierunku osi x^ - otrzymamy wtedy u^2j,itd. Jeżeli 
ograniczymy się do pierwszego kroku iteracji, otrzymamy następujące 
znane już równania:

Ll(u1 (1p + xi “ 0 » ę51fl)“ s “Pi ’

n "9 u« »
L2(u2(1p + X2 “ 0 ’ ^32(1)“ 9 x5 * ’p2 • (2*18)

•Z 9 U, / 4 t

L3^u3(1) + X3 “ 0 ’ $33(1)“ x5 “ "p3 ’ 

opisujące uproszczony model Inercyjnej półprzestrzeni sprężystej.
Na podstawie przedstawionych rozważań widzimy, że równania te możemy 
traktować jako pierwsze przybliżenie otrzymame w wyniku iteracyjnego 
rozwiązywania równań elastokinetyki (2.8) . Otrzymane dla uproszczo­
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nego modelu równania (2.18) w pełnym zapisie mają następującą po­
stać (dla uproszczenia opuścimy wskaźnik kroku iteracji i wskaźnik 
wyróżniający kierunek działającego obciążenia) :

^2u0 ^u, 32u9 ^u,

M = "P2 ’

32u, ^2u, ^2u, ^u,
U (-----5 *  5 ) + ( +2A0  5 + ^3 ~ C  5 “ ®M V M ^2 5 y "dt2

^u, 
“ ’P? •

Do podobnych wyników, ale na innej drodze doszli Switka [68J 
i Murawski [44] - z tym, że otrzymali oni równania pozwalające na 
obliczenie tylko przemieszczeń pionowych Uy W niniejszej pracy 
uzyskaliśmy dwa dodatkowe równania umożliwiające obliczenie prze­
mieszczeń poziomych u^ u2, co znacznie rozszerza możliwości 
zastosowania uproszczonego modelu podłoża.

2.3. Wybrane własności rozwiązań równań opisujących uproszczony 
model podłoża

Rozwiązując równania opisujące model półprzestrzenl sprężystej 
dla danego typu obciążenia pk = [p1 §1k, p2 52k, p^ gdzie 
k=1,2,3 , otrzymujemy pole funkcji przemieszczeń u^=' [up u2, u^]. 
Obliczone na ich podstawie naprężenia dla x^= 0 spełniają nastę­
pujące warunki:
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1. Dla k»1, mamy u2, u^so. Stąd

W przedstawionych poniżej rozważaniach wykorzystamy wzór całkowy

oO

dx1dx2

- oO

>1,2,3 , 1-1,2 , (2.21)= 0 9

2 2spełniony w przypadku gdy uj**° dla X1 + ^-*oo.
Wykonajmy całkowanie funkcji naprężeń 5^ na całej powierzchni 

brzegu xx = 0. Korzystając z warunku wypromieniowania ul-rO gdy 
2 2 'X1 + x2-* oo » otrzymamy na podstawie wzoru (2.21) zależność

dx^dx2
00 i

Su

- oo

dx1dx2 » 0 (2.22)

Warunek 6^ - 0 w przypadku klasycznej półprzestrzeni sprężystej 
opisanej równaniami (2.8) jest spełniony lokalnie. Natomiast dla 
modelu uproszczonego, który powstał z klasycznej półprzestrzeni 
przez wprowadzenie więzi uniemożliwiających ruch punktów w kierunku 
x2, x^ (dla rozważanego obciążenia) jest spełniony tylko globalnie

eO

6^3 dx^x2 = O .

- 00

(2.23)

2 22. W przypadku k-2, mamy u^, u^ = O, a odpowiednie funkcje naprę­
żeń mają postać
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« 3u2 9 u?
€31 “ ^"5^ + S 0 •

(2.24)
9 9u^ 9u^

^7 = (^+2m) "5 - + ^(~5’x~ + "^y" ) " ^’3x“ •93 ' /1z o x^ x ox^ 0^2' ox~2

Postępując podobnie jak dla k=1 otrzymamy

OO

26 dx^dXg • 0 .
- OO

(2.25)

W tym przypadku warunek H = 0 jest również spełniony globalnie.

3. Analogicznie dla k=3 
wyrażają się wzorami:

mamy 3 3u^, u2 = 0, a odpowiednie naprężenia

, 2u| ^u^ ?u?
Sz ■

(2.26)

Stąd po wykorzystaniu wzoru (2.21) otrzymamy

00 
’ f 3 e dx1dx2 » 0 ,

(2.27) 
r x

632 dx^x2 = 0 .
- UO

1 ? 3Niespełnianie przez funkcje naprężeń ^55* ^31» $32 l°kal“ 
nych warunków brzegowych wynika z nałożenia na punkty półprzestrzeni 
więzi odbierających im pewne stopnie swobody. Musi to prowadzić do 
powstania lokalnych naprężeń na brzegu, mimo braku działania na nim 
odpowiednich obciążeń zewnętrznych. Pokazaliśmy jednak, że warunki te 
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są globalnie spełnione.
Drugą ciekawą własnością rozwiązań równań, opisujących uprosz­

czony model inercyjnej półprzestrzeni sprężystej jest to, że może­
my je otrzymać rozważając zamiast zagadnienia półprzestrzeni z 
warunkami brzegowymi ^55 ~ 32 = — P2 * x2 ) *

= ”Pi(xvx2^ 1 siłarai masowymi xi = ri(x1 ,x2) i"(x.^-hi), 
i®1,2,3 , zagadnienie przestrzeni sprężystej, zastępując powyższe 
warunki siłami masowymi X^^ = 2 ń(x5) Pi(x1 ,x2) + ri(x1,x2) 
+ r,(x1,xo) 5(x,+h.). Możliwość takiego postępowania wynika z

* “~d r d d di —er r £ r pi symetrii funkcji przemieszczeń u = [u^, u2, u^j , u& ■ [u°, u^, u“j, 
wywołanych odpowiednio obciążeniem p + XH i p + X przedstawionym 
na rys.12, gdzie przez k oznaczono kierunek rozciągania się pół­
przestrzeni względem płaszczyzny X^X2«

P-UMhP>]

*1

/

1 k ć 

|k '>

/ a,

+ — -

lpopa»pj]

■

ZtPuPfc.P*]^)

1 1 V*.

Rys. 12
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Własność tę możemy zweryfikować przez formalne rozwiązanie zagadnie­
nia półprzestrzeni i przestrzeni sprężystej (mowa tu oczywiście o 
modelu uproszczonym ) np. metodą transformacji Fouriera i porównanie 
otrzymanych wyników.

Przedstawiona własność pozwala, po uprzedniej zamianie zagadnie­
nia półprzestrzeni zagadnieniem przestrzeni sprężystej, na całkowitą 
algebraizację procesu rozwiązywania w przypadku zastosowania metody 
transformacji Fouriera. >

Własność tę wykorzystamy przy rozwiązywaniu niektórych przedsta­
wionych w dalszej części pracy szczegółowych zagadnień mechaniki 
konstrukcji.

2.4. Związki modelu uproszczonego z innymi modelami podłoża 
sprężystego

Rozpatrzymy warstwę sprężystą o grubości H , opisaną równaniami
(2.19). Założymy, że przemieszczenia u^ można przedstawić w postaci

ui(x1,x2,x5,t) = vi(x1,x2,t) z±(x5) , 1=1,2,3 , (2.28)

gdzie Z|(x^) są pewnymi danymi funkcjami, mającymi własność 
Z|(0) “ 1» z^(H) = 0 dla 1=1,2,3. Podstawiając związek (2.28) do 
równań opisujących model (2.19) i zakładając otrzymamy
równania:

32v 92z 32v

73 + 73 + 73 ' '

(W Z2 7^ * ^2 7^ * Mv2 7^ - 77 - 0 - (2-29)

A ^2V, a2v, A,
v’ 73 ł 73 ł V? 7^ - r? 77 -0
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z warunkami brzegowymi

3z1
Ml ’ ”P1 ’

^z2
MV2 = ”p2 ’

2 z, 
v3 “ "p3 ’

(2.30)

Pomnóżmy równania (2.29) 
je względem zmiennej x^ 
ności

w
odpowiednio 
granicach

przez z^, z^* z5 * scałkujmy
<0, H). Korzystając z zależ-

H
^2z H H

x:
o

i
2
3

zt dx5 Z1 d Xx3 o o

3 z

8x.

2
- ) d*5
3 1

oraz warunków

gdzie

ki

z^

3 *5'0

brzegowych (2.30)

m1

m„ 2

H

O

z

3

2
dXj

otrzymamy następujące równania:

s 
dx^

x;
2 
2 
2

k3v3 -

H
, "3 z

/p3

2

o23 Vl
1 ^x2

2

i
Mk2V2

i

2

~23 v2

T? P2, (2.32)

s .2I v5

1

H

2
$m5 t^

3 ’ mi “
2 .z i dx^ i-1,2,3

3
oo
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Równania (2.52) są podobne do równań otrzymanych przez Pasternaka 
[49] , [50] i Własowa, Lieontiejewa [75] , opisujących podłoże dwu- 
parametrowe. Różnica polega na tym, że równania (2.52) nie zawiera­
ją wyrazów sprzęgających.

Pomijając niektóre wyrazy w układzie (2.52), otrzymamy trójkierun- 
kowy model Winklera

Mi Ti- pi ■

M« V2 • P2 ’

(^+2^) = p5 .

(2.33)

Na podstawie powyższych rozważań widoczne jest, że wprowadzony 
model uproszczony półprzestrzeni sprężystej jest modelem pośrednim 
między klasyczną półprzestrzenią sprężystą, opisaną równaniami elas- 
tokinetyki, a modelem najprostszym - podłożem Winklera. Koresponduje 
on również ze znanym modelem dwuparametrowym. Jest on modelem znacz­
nie bogatszym, jeżeli chodzi o uwzględnienie rzeczywistych procesów 
zachodzących w podłożu w porównaniu z modelem Winklera, a jednocześ­
nie dającym możliwość efektywnego rozwiązania szeregu zagadnień 
technicznych. Rozwiązania tych zagadnień w przypadku zastosowania 
klasycznej półprzestrzeni sprężystej są tak skomplikowane, że nie 
pozwala to na ich wykorzystanie w praktyce inżynierskiej.

2 ..5- Przemieszczeniowe funkcje Greena dla uproszczonego modelu 
podłoża

W punkcie tym,ze względu na dalsze zastosowania, zajmiemy się roz­
wiązaniem kilku ważnych z punktu widzenia teorii sprężystości zagad­
nień, których wynikiem będą przemieszczeniowe funkcje Greena.

Rozważmy uproszczony model półprzestrzeni sprężystej obciążonej 
na brzegu siłą p^ = 15(x.j,x2), jak na rys. 15.
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Problem ten sprowadza się do rozwiązania równania

D^u, 
+ + ‘ °

1 2 5

z warunkiem brzegowym

3 u, 
(^/f) * -^$(XVX2) •

3 (2.35)
2 2 2u^ -* 0 dla x1 + x2 + x^ — »o .

Zagadnienie to rozwiążemy metodą transformacji Fouriera. W tym celu 
wykonajmy na równaniu (2.54) i warunku brzegowym (2.35)^ dwuwy­
miarową transformację Fouriera określoną wzorem

, ^2) - (2n)“1 ei(z1x1+ ^2^ dx^dx2 (2.56)

Dostaniemy wtedy następujące związki:
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(2.37)

^3 1
^5 2 tt(^+2^) (2.38)

Rozwiązując równanie różniczkowe zwyczajne (2.37) i uwzględniając 
warunek wypromieniowania (2.35)2 otrzymamy

1 2 , (2.39)

gdzie kł-2^ .Stąd po obustronnym zróżniczkowaniu równania
(2.39) względem x^ i uwzględnieniu warunku brzegowego (2.38) 
dostaniemy

-P + ^2^ x3
[2n ( !X+2 m ) a] ----------------------------- ,(2.40)

.2 ,2,4, 2) 2

Wykonajmy na równaniu (2.40) odwrotną dwuwymiarową transformację
Fouriera:

oo

u3(x1»x2’x3)

- 00

C■] + ^2 x3 " 1 xi ” 2X2 
-------------------------------- 2—----------  

2ir(---------------------5
12

1

Po wykorzystaniu wzorów całkowych ( [47] str.494, 496 oraz [14])

U - («t2 + »2) 5 a - i ^.x
-l|)S (2-42)
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03

1 -1
Kq(U| a) e-1Zxdz -(^)5 (x2 + a2)' 2 , (2.43)

00

wynik końcowy ma postać

> 
1 1 2 2 2 2 2u5(x1,x2,x5) = » R5 » x1 + x2 + x5yfi. (2.44)

Rozważmy z kolei przypadek działania na półprzestrzeń sprężystą
stycznej siły skupionej p^ = 15(x^,x2), jak na rys.14.

Rys. 14

Zagadnienie to sprowadza się do rozwiązania równania

32u. 32u. 92u.
—2 + —2) + (V2u) —- O (2.45)
3x2 ' o x^

z warunkiem brzegowym

3 u1
“ P1 = “ ”^(X1»X2) • (2*46)
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Ponieważ tok postępowania przy rozwiązywaniu tego równania jest ana­
logiczny do stosowanego w poprzednim zagadnieniu, ograniczymy się 
do podania wyniku końcovzego

(X^,Xg »
p2 2 2 2 2R^ ~ x1 + Xg x? . (2.47)

Zajmiemy się teraz znalezieniem funkcji Greena dla stacjonarnychI 
zagadnień dynamicznych mających swe odpowiedniki w klasycznej teorii 
sprężystości - znane pod nazwą zagadnień Lamba.

Weźmy pod uwagę uproszczony model półprzestrzeni obciążonej siłą 
harmonicznie zmienną p^ = ló^) e1U)t , jak na rys. 15.

Rys.15

Ze względu na niezależność rozkładu obciążenia od zmiennej x? wy­
korzystywać będziemy następującą postać równania opisującego model:

(2.48)

oraz warunek brzegowy
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(^) X - ®lut •

? 2u^ -> O dla x1 + x^ —*• t

(2.49)

Ograniczając nasze rozważania do zagadnienia stacjonarnego założymy 
funkcję przemieszczeń w postaci

u^(x^fx^|t) » U^(x^,x^) e (2.50)

Po podstawieniu wyrażenia (2.50) dorównania (2.48) otrzymamy

, a2u, , _

2 2gdzie c^ = (^+2^)/^ , c^ = /j/$ są odpowiednio kwadratami prędko­
ści rozchodzenia się fali podłużnej i poprzecznej. Nałóżmy na powyż­
sze równanie oraz warunek brzegowy

(2.52)

jednowymiarową transformatę Fouriera zdefiniowaną wzorem

°2 * °1 V? + “ 0 • (2-51)
ox. dx,

9 U

1
u^) » (2ir) 5

00 
■

u dx1 . (2.53)( x^ e1J,lxl

- O0

Wykonanie tej operacji prowadzi do związków:

(2.54)x8
5
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3 U, , i J

3
(2.55)

W celu rozwiązania równania różniczkowego (2.54) przyjmiemy, że 
funkcja ma postać

* A (^ j) e 3 • (2.56)

Po podstawieniu powyższej zależności do równania (2.54), wykonaniu 
prostych algebraicznych przekształceń i wykorzystaniu warunku wypro- 
mieniowania (2,49)2 otrzymamy

_ ^2 _ q2 £ x

U3(<ł1,x5) = A ( e C1 1 \ (2.57)

Zróżniczkujmy związek
ku brzegowego (2.55)

(2.57) względem Xy Po wykorzystaniu warun- 
i po prostych przekształceniach dostaniemy

1 ' 1 2 /

=77 -e-- \
1 25 (<Ł2 - 5

Cn

Wykonajmy odwrotną transformację Fouriera

Po wykorzystaniu wzoru (2.42) oraz zależności ([40] wz. 52.5, 52.6)
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1 eH^e1^2) ,

dla - w < arg z < ir ,

(2.60)
W - -^1 e-^2 H^tze"1^2) , 

>
dla - < arg z < ir

gdzie H^(z) = Jy(z) + i Ny(z) , H^\z) = Jy(z) - i Ny(z) są 
funkcjami Hankela, otrzymamy dwa rozwiązania

(x^,x^) = «

gdzie - c^/c^ . Po uwzględnieniu wzoru (2.50) dostaniemy

Istnienie dwóch niezależnch rozwiązań związane jest z niejedno­
znacznością całki (2.59) . W celu wyboru odpowiedniego rozwiązania 
skorzystamy z fizycznej interpretacji uzyskanych wyników. Analizując 
rozwinięcia asymptotyczne otrzymanych funkcji (wzór (2.62)) zauważy­
my, że pierwsza z nich opisuje falę zbieżną w kierunku początku ukła­
du współrzędnych, a więc falę nie mającą fizycznej interpretacji 
(patrz [46], str.561 - 564)» druga natomiast falę rozbieżną istnie­
jącą w rzeczywistości. Końcowy wynik ma zatem postać
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u3(z1(x5,t) - - ) ł

(2.63)

ł it j0( elut

Ograniczając się do przypadku x^ = O i wprowadzając oznaczenia

a3(Xi) = -/s^c M .

(2.64)

B3(Xi) - S |Xl|)

możemy napisać

Uj^.O.t) - ^(A3(x? * 1 B5<X1« elUt -

- V3<x? ei(Ut + tf5(Xl>l -
/I

gdzie

^3^x1^ * A3(x-p + ®3(x,|) ’ 

75(x1) = arc tg /A5(x1)]

Wykresy wprowadzonych funkcji A^(x^) , B^(x1) 
V= 0.25 przedstawiono na rys.16, 17, 18.

vj(xl) » 5(x-|)

(2.65)

dla
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Rys.16

Rys.17

Rys.18
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Postępując analogicznie znajdziemy rozwiązanie następnego zagad­
nienia. Rozważmy półprzestrzeń sprężystą obciążoną na brzegu styczną 
siłą harmonicznie zmienną p1 = 15(x^) e^1^ , Pg 53 P^ = 0 » jak na 

rys.19.

Zagadnienie to sprowadza się do rozwiązania następującego równania ; - i
(podobnie jak poprzednio ograniczymy się do znalezienia rozwiązania 
stacjonarnego) :

P A. p p
Cp -----A + c* -----A + u/ U. = 0 (2.66)

z warunkiem brzegowym
U

A ♦ (2.67)

4 4-

gdzie U^z^z^) e = u^ZpZ-jt) . Ze względu na analogiczny 
sposób rozwiązania tego i poprzedniego zagadnienia, ograniczymy się 
do podania rozwiązania

(2.68)

. 1 )) .v 2 • > *
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Wykresy funkcji

Al(x1> - |Xl|) ,

I X-|D • 
r,,. ,1 (2-69)

Mx? =[A1<X? + B1 (xl)] 2 •
>

= arc tgfB^zp/A^zp] .

dla v • 0.25 przedstawione są na rys.20, 21, 22.

Rys.21
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Rys.22

Na zakończenie tego punktu rozwiążemy zadanie będące odpowiedni­
kiem przestrzennego zagadnienia Lamba [16] , [46]. Rozważmy uproszczo­
ny model inercyjnej półprzestrzeni sprężystej obciążonej wektorem 
sił p(x1,x2>x5,t) « Pó(x1“hy, x2~h2» eiUt przyłożonych w
dowolnym punkcie (h^ h2, h^) półprzestrzeni x5^0, jak na rys. 25.

Rys.25

Zagadnienie to w myśl rozważań przeprowadzonych w punkcie 2.5 
jest równoważne zagadnieniu przestrzeni sprężystej obciążonej syme­
tryczną względem płaszczyzny X X_ parą sił P5(x.-h. ,xo-h_,x,-h.,).

— r, i u) U l I 4- Z > J
• e , Pó(x^-h^,x2-h2,x^+h^) e przyłożonych odpowiednio w 
punktach (h^h^h^) i (h^h2,-hj), jak na rys.24.
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Załóżmy, że przestrzeń sprężysta została obciążona siłą 
— i cj tP5(x^,x2,x^) e przyłożoną w punkcie (O,0,0).Ze względu na charak­
ter obciążenia i poczynione założenia rozwiązania u^fx^,x2,x^,t) 
poszukiwać będziemy w postaci

ui(x1,x2,x5,t) = Ui(x1,x2,x5) e^^^ , i=1,2,5 . (2.70)

Równania opisujące model przestrzeni sprężystej przyjmą wtedy postać

2 X,
c ----- - +

^5 S

^U2 X2

2 2 2U^—*■ 0 gdy x1 + x2 + x5

2 u1 « 0 ,

2
w U2 - 0 ,

2to = 0 ,

, i-1,2,5 ,
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c2 • p0 nałożeniu na równania (2.71) 
Fouriera zdefiniowanej wzorem

00

f , s i(J'.x„ + <znx,,+^,x,) , . ,
u(x1tx2,X5) e v 1 1 22 3 3 dx1dx2dx^

-00 f9 79 1

gdzie = (^+2^)/$ , 
potrójnej transformaty

_ 3
u (J.^ >^3) “

i po prostych przekształceniach, otrzymamy następujące wzory na 
transformaty funkcji U^:

*1

77^77^—rę—^{c2^ 1 +eć3' + c 1 2 ~ w )
(2.73)

W przypadku siły skupionej X^ = ,x2,x^) mamy

_ 3
Xi=Pi(2ir) i=1,2,3 , (2.74)

stąd po podstawieniu powyższego wzoru do układu (2.73) i po wyko-
naniu transformacji odwrotnej otrzymamy wzór

frr
G

2 , 2 . , 2 a 2.2 2
. C2^j + °^k ' + °1*^i ” 
- 00

(2.75)

i=1,2,3 , i^j^i .

Wykorzystując wzór całkowy, ([63] str. 337)

d«i^d^2du.^
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gdzie

vU *■ -i(^1x1+J.2x2+oi5x5)

12 .' .j 2 2 . 2
+ 2 + 3 ”

-oo

1 -iur

(2.76)
2 2 2 2r = x1 + x2 + x^

otrzymamy wzory na funkcje w postaci zamkniętej

ui
P1 

j--------T~
4TT $ C2C

—iw r.
e, 1

ri

2 2 22 x Xi
Ti = + +

c2 c2 c1
(2.77)

i-1,2,3 , i^j^i .

Na podstawie związku (2.70) wzór na przemieszczenia ui przyjmie
postać

p i(u>(t-ri))
U1 = ------ , (2.78)

4tt c 2c r

gdzie r^ określone zostało we wzorze (2.77).
W przypadku, gdy punktem przyłożenia siły P jest dowolny punkt 

( ,h2,h^), wielkości r^ wyrażają się wzorem

2 +

C2

(xk“hk) (xi“hi^
----- --------  + ----- -----

(2.79)

1=1,2,5 , i£jWi .

Powróćmy teraz do zagadnienia obciążenia przestrzeni dwiema syme­
trycznymi względem płaszczyzny X^X2 siłami. W myśl zasady super­
pozycji poszukiwane funkcje przemieszczeń będą opisane wzorami
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gdzie

ui
Pi 

^l

e

11

IV 
+ e

12

1,2

1,2

1,2

1-M2 
T~ 
rN2—2-----
c2

rhi>2 
T~

'2 “2;
“2“

c2

^x2”^2^------- 2-----
C1

(x2“^2^

3T “5 /

■f
-U v2

“2-----
c2
+h5)2

C1

W tym miejscu zdefiniujemy funkcje obrotów, które wykorzystamy w

drugiej części pracy. Obroty te są określone wzorami:

2
1

2
2

2
3

2 2

3 u, 
•

u,
*2 - •

u 1 „ ^2,

(2.81)

2.6. Analiza porównawcza funkcji Greena

W celu potwierdzenia założeń przyjętych przy wyprowadzeniu równań 
opisujących uproszczony model półprzestrzeni sprężystej oraz w celu 
sprawdzenia przedstawionej koncepcji modelu, dokonamy porównania 
przemieszczeniowych funkcji Greena dla modelu i dla klasycznej pół­
przestrzeni. Jeżeli uda się pokazać, że różnica między nimi nie jest 
znaczna, uzasadniona będzie poprawność przedstawionego modelu oraz 
jego przydatność do analizy innych zagadnień teorii konstrukcji.



- 50 -

Wynika to stąd, że każde rozwiązanie, dla innych pod względem rozkła­
du typów obciążenia, uzyskujemy biorąc ich splot z odpowiednimi funk­
cjami Greena. Ponieważ ograniczymy się do porównania funkcji Greena 
w skończonym obszarze, wyniki będą szczególnie słuszne dla zagadnień, 
w których obciążenie jest rozłożone w ograniczonym obszarze (np. w 
zagadnieniach stempla). Rozważania ograniczymy-do przypadku x^ - 0, 
ważnego z punktu widzenia wzajemnych oddziaływań między półprzestrze- 
nią a danym obiektem.

Rozpatrzmy przypadek statycznego obciążenia półprzestrzeni wekto- > p p p
rem sił p = [0,0,1 ]5(x1 ,x2) , jak na rys.25 , gdzie ir = x1 + x2 , 
41 = arc tg [x2/xj .

ps“ fi

Rozwiązanie dla klasycznej półprzestrzeni ma postaó [46]:

uP(x1,x2,°) - ~~ j , r2 - x2 + x| , (2.82)

natomiast dla modelu uproszczonego mamy (wzór (2.44)) 

1
r

2 2 2r - x1 + x2 , (2.85)

gdzie p = 02/0^ jest stosunkiem prędkości rozchodzenia się fali 
poprzecznej i podłużnej w rozpatrywanym ośrodku. Jak widzimy wzory 
(2.82) i (2.85) różnią się tylko stałymi współczynnikami zależnymi 
od liczby Poissona V . Wartości ich dla różnych v przedstawiono na
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rys.26 .

Rys

Ponieważ w ogólnym przypadku dla innych typów obciążenia (jak zoba­
czymy to w następnym zagadnieniu) współczynniki te mogą zależeć od 
kąta cp = arc tg(x2/xp , przedstawimy również ich przestrzenne wykre­
sy, jako funkcje zmiennych i r. Wykresy dla V = 
zostały przedstawione odpowiednio na rys.27, 28, 29 
clągłą oznaczono wykresy funkcji f?

0.0, 0.25, 0.40 
, gdzie linią 
a przerywaną1 - V

funkcj i ■

Rys.27
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Rys.29

Dla tych samych wartości V przedstawiono również wykresy funkcji

»r) =
u3^x1 ’x2’®^ — u3 (xi »x2»®)

, x2 ’
(2.84)

będącej funkcją względnego odchylenia rozwiązań dla uproszczonego 
modelu od rozwiązań dla- klasycznej półprzestrzeni sprężystej. Wykresy 
te przedstawiono na rys.30, 31, 32.
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Rys.32
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Zmieniając typ obciążenia półprzestrzeni na obciążenie o postaci
p = 5(x1,x2), jak na rys.55 ,

otrzymamy odpowiednio wzory: dla półprzestrzeni sprężystej [46]

X
u^(x ,x2,0) =— ((l~v)-+v—= 

r r^
(2.85)

dla modelu podłoża (patrz (2.47))

1
u”(z ,x2,0) = -L p i . -A(—-1,-----------j—)2 1 = ,

2tt^ R 2it^ p> cos + sin r r
(2.86)

R2 = £2x2 + x| .

Wzory te różnią się mnożnikami f^(ip), f^(<p) będącymi funkcjami 
kąta . Wykresy ich dla wartości V - 0.0, 0.25, 0.40 zostały przed­
stawione na rys.54, 55, 56.
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Rys.34

Rys.35

Rys.36
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Podobnie jak poprzednio dla tych samych wartości liczby 
przedstawimy wykresy funkcji g^ :

u?(x ,,0) “■ u1 (x.,x?,O) ।

u^(x1,x2,O) 1

Wykresy te zostały przedstawione na rys.37, 38, 39.

Poissona

(2.87)

Rys.37

Rys.38
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Rys.39

Analizie poddano również przemieszczeniowe funkcje Greena dla 
stacjonarnych zagadnień dynamicznych.

Rozważmy półprzestrzeń sprężystą obciążoną siłą harmonicznie 
zmienną p = e1U>i; , jak na rys. 15. Rozwiązanie dla mo­
delu określone jest wzorem ( patrz (2.63))

4(’v«3) - - 5^(»N0(x|x1| + JO(X|X1|)) elut , (2.88)

gdzie x = u?/Cg • Ze względu na całkową postać rozwiązania dla 
półprzestrzeń! sprężystej, HI , [46]

QO

u^(x1,0,t)
iwt e k2

-
gdzie

k1
, ,2

= (2^ - . ,2 /,2 v2 ./ 2 ,24«£^ v ”* k^ vot“ kg,~ kc1 ’ K2

oba rozwiązania rozwiniemy w szereg względem wielomianów Czebyszewa
I rodzaju, [5] :
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u5(x1,O,t) = - 1 4n(v)) T2n(«x1)

n = O
(2.90)

gdzie T2n(x) = cos(n arc cosx) 
dzaju,

są wielomianami Czebyszewa I ro-

* (*LM

f 2nW “ arc (B2nW/A2nH •

Skorzystamy przy tym z bezwymiarowej postaci wzoru; (2.89)

2°ł
2rM

- -
r , /2 F “i ^ux.Vu - p e_______' du

• (2u2~1) 2-4u27u^T' A2- (b^ 
~QO

(2.91)

(b2 = c^/c^ - (1-2v)/2(1-9),

uzyskanej przez wprowadzenie w (2.89) podstawienia u = -C ~ . i UJ
Problemy zwia4zane z otrzymaniem powyższych i występujących w na­
stępnym zagadnieniu rozwinięć przedstawimy w rozdziale 4.

Uzyskane wyniki dla V = 0.0, 0.25, 0.40 przedstawiono odpowied­
nio w tabelach 1, 2, 5, gdzie przez m, p oznaczono kolumny zawie­
rające wyniki odpowiednio dla modelu uproszczonego i klasycznej 
półprzestrzeni sprężystej.
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Tabela 1 
v = 0.0

A?A2n 2n U2n T 2n
! m P m p m P m P

1 -0.927 -0.577 1.957 1.256 2.165 1.582 2.015 2.002
2 1.585 2.271 -0.261 -0.098 1.161 2.275 0.165 -0.045
5 -0.740 -1.125 0.004 0.001 0.740 1.125 5.156 5.148
4 0.480 0.626 0.000 0.000 0.480 0.626 0.000 0.000
5 -0.557 -0.575 0.000 0.000 0.557 0.575 5.142 5.142
6 0.284 0.579 0.000 0.000 0.284 0.579 0.000 0.000
7 -0.256 -0.276 0.000 0.000 0.256 0.276 5.142 5.142
8 0.205 0.567 0.000 0.000 0.205 0.567 0.000 0.000
9 -0.177 -0.521 0.000 0.000 0.177 0.521 5.142 5.142

10 0.157 0.155 0.000 0.000 0.157 0.155 0.000 0.000

Tabela 2 
v = 0.25

A,’ 
2n B2n Uln ?2n '

m P m P m p m P
1 -0.757 -0.580 1.597 1.106 1.768 1.249 2.015 2.055
2 1.295 1.694 -0.215 -0.096 1.511 1.696 -0.165 -0.057
5 -0.604 -0.855 0.005 0.001 0.604 0.855 5.156 5.140
4 0.591 0.465 0.000 0.000 0.591 0.465 0.000 0.000
5 -0.291 -0.445 0.000 0.000 0.291 0.445 5.142 5.142
6 0.252 0.282 0.000 0.000 0.252 0.282 0.000 0.000
7 -0.195 -0.205 0.000 0.000 0.195 0.205 5.142 5.142
8 0.165 0.279 0.000 0.000 0.165 0.279 0.000 0.000
9 -0.144 -0.245 0.000 0.000 0.144 0.245 5.142 5.142

10 0.129 0.094 0.000 0.000 0.129 0.094 0.000 0.000
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Tabela 3 
v » 0.4

Bp2n 4 Y 3
2n

m P m p m P m P
1 -0.535 -0.425 1.130 0.936 1.125 1.028 2.013 1.997
2 0.914 1.357 -0.151 -0.097 0.927 1.360 -0.163 -0.071
3 -0.427 -0.669 0.002 0.001 0.427 0.669 3.136 3.139
4 0.277 0.367 0.000 0.000 0.277 0.367 0.000 0.000
5 -0.206 -0.350 0.000 0.000 0.206 0.350 3.142 3.142
6 0.164 0.224 0.000 0.000 0.164 0.224 0.000 0.000
7 -0.137 -0.159 0.000 0.000 0.137 0. 159 3.142 3.142
8 0.117 0.228 0.000 0.000 0. 117 0.228 0.000 0.000
9 -0.102 -0.199 0.000 0.000 0.102 0.199 3.142 3. 142

10■ 0.091 0.071 0.000 0.000 0.091 0.071 0.000 0.000

Analogicznie postąpimy porównując rozwiązania dla następującego 
zagadnienia: półprzestrzeń została obciążona siłą harmonicznie 
zmienną p = [i ,0,0 ] S(x,]) e*Wt , jak na rys. 19. W tym przypadku od­
powiednie wzory opisujące rozwiązania stacjonarne mają postać:

- dla modelu uproszczonego (patrz wzór (2.68))

- - ^(»N0Wxil) + lir J0^x|Xl|)) , (2.92)

dla klasycznej półprzestrzeni sprężystej po sprowadzeniu do
postaci bezwymiarowej [iJ.M

u^(x1,0,t)

r----- > -l«ux.
u — 1 e du

-cO

(2u2-1) 2_4u27u2-l' 7u2- fi 2'
(2.93)
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Po rozwinięciu obu rozwiązań w szereg względem wielomianów Czeby-
szewa I rodzaju:

1 B2n^^ T2n^x?

gdzie

n a O

T2n( ^x-|)

(2.94)

2 2 2
+ <B2nH ’

4'2n(v'> ' arc ts 1 B2n^v^A2n^v^

otrzymamy odpowiednio dla V = 0.0, 0.25, 0.40 następujące wyniki 
przedstawione w tabelach 4, 5, 6.

Tabela 4 
y = 0.0

aJ2n B2n U2„ ?2n
m p m p m P m p

1 -1.002 -1.197 2.086 1.901 2.814 2.246 2.019 2.133
2 1.533 2.218 -0.135 -0.124 1.539 2.221 -0.088 -0.056
3 -0.725 -1.099 0.001 0.001 0.723 1.099 3.140 3.140
4 0.475 0.620 0.000 0.000 0.475 0.620 0.000 0.000
5 -0.355 -0.571 0.000 0.000 0.355 0.571 3.142 3.142
6 0.284 0.378 0.000 0.000 0.284 0.378 0.000 0.000
7 -0.236 -0.275 0.000 0.000 0.236 0.275 -3.142 3. 142
8 0.202 0.366 0.000 0.000 0.202 0.366 0.000 0.000
9 -0.177 -0.320 0.000 0.000 0.177 0.320 -3.142 3.142

10 0^157 0.133 0.000 0.000 0.157 0.133 0.000 0.000
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Tabela 5 
y = 0.25

2n B2n

m P m p m P m P
1 -0.847 -1.565 1.759 1.756 1.955 2.208 2.024 2.257
2 1.250 1.627 -0.074 -0.084 1.252 1.629 -0.060 -0.052

5 -0.586 -0.811 0.000 0.001 0.586 0.811 5.141 5.140
4 0.587 0.458 0.000 0.000 0.587 0.458 0.000 0.000
5 -0.290 -0.451 0.000 0.000 0.290 0.451 5.142 5.142
6 0.251 0.281 0.000 0.000 0.251 0.281 0.000 0.000
7 -0.192 -0.202 0.000 0.000 0.192 0.202 -5.142 5.142
8 0.165 0.279 0.000 0.000 0.165 0.279 0.000 0.000
9 -0.144 -0.244 0.000 0.000 0.144 0.244 -5.142 5.142

10 0.128 0.094 0.000 0.000 0.128 0.094 0.000 0.000

Tabela 6 
v = 0.4

Al
2n B2n D2n

m P m p m P m P
1 -0.625 -1.574 1.256 1.519 1.402 2.048 2.051 2.506
2 0.849 1.279 -0.026 -0.057 0.850 1.280 -0.051 -0.042
5 -0.411 -0.645 0.000 0.000 0.411 0.645 5.141 5.141
4 0.275 0.562 0.000 0.000 0.275 0.562 0.000 0.000
5 -0.204 -0.546 0.000 0.000 0.204 .0.546 -5.142 5.142
6 0.165 0.225 0.000 0.000 0.165 0.225 0.000 0.000
7 -0.156 -0.160 0.000 0.000 0.156 0. 160 -5.142 5.142
8 0.116 0.227 0.000 0.000 0.116 0.227 0.000 0.000
9 -0.102 -0.199 0.000 0.000 0.102 0. 199 -5.142 5. 142

10 0.090 0.071 0.000 0.000 0.090 0.071 0.000 0.000
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Ostatnim rozpatrywanym zagadnieniem będzie osiowosymetryczne 
zagadnienie Lamba i jego odpowiednik dla modelu uproszczonego.

Rozpatrzmy półprzestrzeń sprężystą obciążoną siłą p =-1 f A 4“
•S(XpX2)e . Wtedy rozwiązanie dla modelu uproszczonego zgodnie 
z wzorem (2.78) ma postać

iut -ixr
u,(r,03) - ’ fi ~ , r2 - X2 + x2 , (2.95)

natomiast dla półprzestrzeni klasycznej, tak jak to było w poprzed­
nich przypadkach,jest opisany następującym wzorem całkowym ( wzór 
w postaci bezwymiarowej) [i] , [46]

u?(r,0,t) = -
00 /---------1r uvu2- J0(uacr) du

J (2u -1) -4u vu -1 vu -/> 
0

(2.96)

W tym przypadku w celu ilustracji podobieństw’ między rozwiązaniami 
dla uproszczonego modelu i klasycznej półprzestrzeni sprężystej 
przedstawimy ich wykresy. Ograniczymy się do przypadku V = 0.25.
Wykresy te uzyskano przez formalne obliczenie wartości funkcji u^ 
oraz numeryczne obliczenie całek Fouriera, określających funkcję 
przemieszczeń u^ dla dyskretnego zbioru wartości r. Oznaczając 
przez

A(r) - Re [ 2 1 e“ivJv u5(r,0,t)] ,

B(r) « Im [21^^”' e-1^ u^(r,0,t)] ,

(2.97)
U2(r) = A2(r) + B2(r) , 

^(r) = arc tg ( B(r) /A(r)) ,

gdzie U(r) jest amplitudą drgań brzegu półprzestrzeni, 4>(r) funk­
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cją przesunięcia fazowego, przedstawiono wykresy wprowadzonych funk­
cji A(r), B(r), U(r),<p(r) odpowiednio na rys.40, 41, 42, 43 .
Linią ciągłą oznaczono wykresy dla klasycznej półprzestrzeni, a 
przerywaną dla modelu uproszczonego.

Rys.40

-2

B(r)

Rys.41
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Rys.43

Analizując otrzymane wyniki, zamieszczone w tabelach 1 -6 oraz 
przedstawione na rys. 40-43 wykresy funkcji związanych z funkcją 
przemieszczeń u^(r,t) widzimy, że różnice między nimi nie są znacz­
ne. Dotyczy to zwłaszcza obszarów znajdujących się w niedużej odle­
głości r.
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W przypadku gdy odległość od punktu przyłożenia siły rośnie, róż­
nice te zwiększają się i są wynikiem różnego stopnia tłumienia geo­
metrycznego dla modelu uproszczonego i klasycznej półprzestrzeni. 
Widoczne jest to, gdy porównamy z sobą rozwinięcia asymptotyczne od­
powiednich rozwiązań. Dla półprzestrzeni klasycznej mają one postać 
[16] :

- w zagadnieniu płaskim

. i(u>t - kx.)
u^z^O.t) e 1 + 0(x12) , (2.98)

- w zagadnieniu osiowosymetrycznym

i(wt - kr - J) 
u?(r,O,t)~ (2ukr) 2 e 4 + 0(r 2) , (2.99)

gdzie k - jest -pierwiastkiem równania Rayleigha N (4.) = 
2 r~2 21 iopisanym we wzorze (2.89) , a K = - k2 vk - k^ / N (k) 

k^ — w/c^ , k2 = w/c2 .

o

Odpowiednio dla modelu uproszczonego otrzymamy

u®(xvO,t) =
_1

(2irk2x1) 2
i(wt - k2x. 

e $ + Ofr^J (2.100)

i(wt - k?r) 
e (2.101)

-
M

Wykorzystano przy tym następujące rozwinięcia asymptotyczne funkcji 
Jy(x) i Nv(x) ( [40] wz. 56.7, 56.8):

1

Mx) - (kt)2 cos(x - t - ?) + °(x 2) »
1 5 (2-^2)

Mx) - (ir)5 sin(x - •
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Osobnym problemem jest sprawa identyfikacji parametrów występują­
cych w wyprowadzonych wzorach. Może się bowiem okazać, że stosownie 
dobrane parametry zwiększą korelację modelu uproszczonego z rzeczy­
wistością.

Warte podkreślenia jest również to, że przedział określoności 
rozwinięć ( 2.90) ,(2.94) , równy {- , jest wystarczają­
cy do rozwiązywania zagadnień praktycznych np. płaskich zagadnień 
stempla. Okazuje się bowiem, że współczynnik =^a^0.25 , gdzie 
2a jest szerokością podstawy fundamentu (patrz [6]). Analizując 
równanie całkowe opisujące płaskie stacjonarne zagadnienie stempla,

4
q(^)u3(a(x-$), 0, t)d£ = ^f(x) eiwt , (2.103)

-4

gdzie w przypadku rozwinięć funkcja Greena u^ określona jest wzo­
rem (2.90) lub (2.94) stwierdzamy, że wystarczające jest,aby

= a^e 0.5 . Wtedy bowiem «a(x - , gdzie -2 ^x - 2 , nale­
ży do przedziału określoności wielomianów Czebyszewa równego <(-1,1).

Podsumowując powyższe rozważania możemy stwierdzić, że wprowadzo­
ny model dostatecznie dokładnie opisuje podłoże sprężyste, aby wyko­
rzystywać go do rozwiązywania zagadnień, w których konstrukcja ma 
kontakt z podłożem na ograniczonym obszarze ( np. fundamenty ) .



Rozdział 5

WYBRANE ZAGADNIENIA MECHANIKI KONSTRUKCJI SPOCZYWAJĄCYCH NA

PODŁOŻU SPRĘŻYSTYM

3.1. Płaskie statyczne zagadnienie kontaktowe - zagadnienie
stempla

Rozważmy działanie siły P i momentu M na uproszczony model 
podłoża sprężystego za pośrednictwem doskonale sztywnego stempla, 
którego kształt na linii kontaktu jest opisany funkcją ffz^ , 

1 , jak na rys.44.

Rys.44

Jeżeli założymy, że kontakt między stemplem a półpłaszczyzną jes 
ciągły, to mamy do czynienia z zadaniem o następujących mieszanych 
warunkach brzegowych:
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u5(x1,0) = f(xp , 1 ,

6^^(x^,0) = 0 , ixI 1 •

Na wstępie wyprowadzimy wzory na funkcje przemieszczeń u^(x^,x^) 
i naprężeń dla przypadku, gdy półpłaszczyzna Jest ob­
ciążona obciążeniem normalnym do brzegu p^(xp .Równania opisujące 
model półpłaszczyzny mają postać

92u, ?2u,

V V

3 u,
S33 = ^+2/l) ~ = ~ P3 » (5»2)

ox5

2 2u^ -* 0 gdy x1 + x2 —■ 00 .

Stąd po nałożeniu na równanie (3.2)^ i 
transformaty Fouriera określonej wzorem

(3.2)2 pojedynczej

_1
u^) = (2n) 2 i

u(xp e dx1 (3.3)

-00

otrzymamy następujące związki:

u3 2 2 —u, ,

3 u,
= ’ ^5 ’

(3.4)

gdzie ^2 = yu /(!\+2^)= (1-29^2(1-v) .
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Rozwiązania równania różniczkowego (3.4)1 poszukiwać będziemy w 
postaci

T xu5(^,Xj) = M^) e 5 • (5.5)

Po podstawieniu tego wzoru do równania ( 3.4). i po wykorzystaniu 
warunku wypromieniowania ( 3.2)^ otrzymamy

. (3.6)

Stąd
- /J I < | x, 

u^-^^) = 4^) e ' . (3.7)

Wykorzystamy teraz równanie (3.4)2 • ?o uwzględnieniu (3.7) i po 
prostych przekształceniach otrzymamy wzór na funkcję

4 ) (2.8)

Ostatecznie transformaty funkcji przemieszczeń i naprężeń mają 
postać

— _ *" /$ I 11
®>x^) — — p^ e

(3.9)

Po wykonaniu transformacji odwrotnej otrzymamy poszukiwane funkcje
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P^ U-,) 
UJ

- b U J X, - 4..X1
e ' 1 Hu5(x1 ,x3)

" A I «/ J X- — d X 
PjUJ e ' '

(5.10)

Ze względu na dalsze wykorzystanie wyprowadzonych funkcji rozważymy 
dwa przypadki:

1. p(xj jest funkcją parzystą, wtedy

-co
1

1 ”6 fx.,x,) = (*—)33v 1 3' 2ir '

00

P^ (*J) &

- £ UJ x3 
e J cos ,

(5.11)
- p NJx, 

J cos ^^x^d^ .

1 
u5(x1,x5) =

oo
p^ UJ

^33^x1* x3^

- oo 
oo

P5UJ e

” p> I i X^»
e sin d^

- p> UJ x, 
sin o> x„d.z„ .1 1 1

»

Przy rozwiązywaniu przedstawionego na wstępie zagadnienia korzy­
stać będziemy z wielomianów Czebyszewa I i II rodzaju zdefiniowa­
nych wzorami ( [5], str.186 ) :

T0(x) = 1 ,

m - o

2. p(x^) jest funkcją nieparzystą, wtedy
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Un(x) =
= O

(-1)m (n-m)! 
m! (n-2m)!

(2x) n-2m (3.13)2n^0 .

W dalszych rozważaniach przydatne będą następujące wzory określają­
ce te wielomiany ([25] » wz.8.940)

Tn(x) = cos(n arc cosx)

(3.14)
U (x) -
n' sin(arc cosx)

1 r /------n+1 /------ n+1_—r—) - (z-l/l-x2 ) ] ,
zi v 1—x

Zagadnienie rozwiążemy dla szczególnego przypadku. Założymy mia­
nowicie, że funkcja opisująca kształt stempla ma postać

m e o
am^m X1 (3.15)

Wprowadzone ograniczenie jest ograniczeniem pozornym, ponieważ 
każdą funkcję ciągłą możemy aproksymować wielomianami Tn(x) 
Rozwiązując to zagadnienie wyodrębnimy dwa przypadki:

1. Funkcja f(x^ jest parzysta f (x^) = f x^ , wtedy

f(xp = a2kT2k^x1^ (3.16)

2. Funkcja f(x^) jest nieparzystą f(x^) = - f(- xp , wtedy
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L
f(x1^ “ Z* ' a2k+1^2k+1 xl) 

k» o

(5.17)

Przypadek 1.

Funkcja f(x^) wyraża się wzorem 
jest nieznaną stałą.

Wykorzystując równanie (3.11) 
napisać w postaci

(3.16), gdzie aQ na.tym etapie

warunki brzegowe (3.1) możemy

_1
u3 = (2ir) £

? M

_1
^33 ”

P5(«ę 
I

cos d<1 = f (x^ ,

cos cZ d«z^ « O

I xi 1 4 1 »

(3.18) 

l^l > 1-

- 00

Ponieważ drugie równanie jest spełnione tożsamościowe, zajmiemy się 
równaniem pierwszym. Nieznanej funkcji odporu podłoża p^(x^ po­
szukiwać będziemy w postaci

m
P5(Xi) = y. - ~ A2k^2k^XP ł 

v ' “ X1 k»o
(3.19)

Wykorzystując pierwszy z poniższych wzorów całkowych ( [25] wz.7.355)

T2n(x) (1’x2^ cosaxdx = (-1)n TT J2n('aI) *

4 ’4 j (3.20)

T2n+l(x) (1~x2) sinax dx = (-1)nir J2n+1 (|aj) sgn a ,

-i

gdzie f +1 dla a > O
sgn a = * ,

, -1 dla a < O

otrzymamy transformatę funkcji
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1 m
P,^) = (V2)5 W2k<lZl')

k» o
(3.21)

Po podstawieniu jej do równania 
związek:

(3.18)^ dostaniemy następujący

u5 X1»

oo
W1 T z l

\ \ nk a 2k^V Y „
/ (“I) ^2k " ^os °^1X1

oć. 1
k -o J ।

m ° (5.22)
“ 7 a2k^2k^XP ’

k = o

Różniczkując obustronnie względem x1 wzór (3.22) otrzymamy

m
oo

i

J2^ (® 4n xd^^

O
m

XZ 2k a2kU2k-/Xl) ’ 
k < o

(5.23)

= O .

Postać prawej strony tego wzoru wynika z zależności Tn(x) = 
= n Un-1(x) ([5] t.2,str.186) .

Wykorzystamy obecnie następujący wzór całkowy ([25], wz.6.671)

00

Jv (oi) sinixdA = X<1 ,v>-2. (3.24)
v1-x

o

W naszym przypadku mamy v = 2k , stąd równanie (3.23) przyjmie 
postać
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(5.25)

Zajmiem^ się obecnie przekształceniem wyrażenia sin(2k aro sinxp* 
•(1~X^)”Ś . Wykorzystamy przy tym wprowadzone wzory (3.14). Mamy

sin(2k arc sin x^ x^ sin [((2k-1)+l) arc cos /i-x^']

\/l-x^ sin ( arc cos yi-x^)
(5.26)

7l-x2~ U2k-1^1"x1 ) ’

Podstawiając (3.27) do wzoru (3.26) otrzymamy tożsamość

sin (2k arc sin x
(3.28)

Stąd równanie (3.25) przyjmie postać
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ni m

' A2kU2k-l(x1^ = y । 2k a2kU2k~1 (x1^ * (3.29)
k " 4 k = 4

Porównując współczynniki przy wielomianach tego samego stopnia, 
otrzymamy proste związki między współczynnikami A?. i a„, :

A2k a2k * k>1 • (5.30)

W celu obliczenia współczynnika Aq , scałkujemy w przedziale
<-1, 1> wzór (3.19) :

1*
P5(x1) dx1 =

>1

A2k

1

T2k^x?

-1

dx^
7i-x^' (3.31)

Wtedy na mocy ortogonalności wielomianów Czebyszewa otrzymamy

P
o (3.32)

Na podstawie powyższych rozważań dostajemy końcowy wynik. Szukana 
funkcja p5(xp i jej transformata Pj^) mają odpowiednio postać 

m
P?(Xl) ' 1/^' + k a2k^2k(xl) (’•”)

। 1 k » 1

oraz 

w 
- (21T) 5 J^) + (-')k k •

' k. i
(3.34)
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Znając funkcję P*^) , możemy wyznaczyć funkcje przemieszczeń 
i naprężeń w półpłaszczyźnie sprężystej. Tutaj ograniczymy się do 
podania funkcji naprężeń. Wykorzystamy przy tym następujący wzór 
całkowy ([25], wz.6.611):

-z^ T / , \ A , (^z2+1* - z)
e J^ę^jdeć = ----- / 6 — »

J vz +1
0 > (3.35)

v>-1 , Re(z)>0 , z = x^ + ix1.

Po podstawieniu wzoru (3.21) , określającego PjC^) > do wzoru 
(5.11) 2 otrzymamy dla x^?-0

r~^—1 2k
s„(x1(x3) = RefA2k j ’ (3-%)

k = o z +1

gdzie z = x^ + ix^ ,

Przypadek 2.

Funkcja f(x^) jest nieparzysta

1
^(xl) ” E a2k+1 ^2k+1 (X1^ ’ (3.37)

k.o

gdzie a^ jest kątem obrotu stempla i na tym etapie jest wartością 
nieznaną.

Metoda rozwiązywania jest analogiczna do metody stosowanej w 
pierwszym przypadku. Korzystając z równań (3.12) , warunki brzegowe 
(3.1) napiszemy w postaci

00

u, 35 (2tt) 5
3 M

-00

sin cZ d^1 = f (x^

_1 “
= “ (2k) PjC^-p sin d.^ = O

x^ 1,

x1 > 1.

(3.38)
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Założymy, że (x^ ma postać

i
P5(xp = / 1..^2 A2k+1T2k+l(x? ’ (5.59)

i podobnych jak w przypadku pierwszym przekształceniach jego prawej
strony, otrzymamy

v 1 “ x 1̂ k ’0

wtedy

1 \
Pj^p ~ t (~1) A2k+1^2k+1 8®n^i • (3.40)

k 3 0

Po podstawieniu powyższego wzoru do równania ( 3.38) 1 otrzymamy

OO

«50l * £ IZ (’1Z A2k+1 1 -ZlsilZZ -

n K«° 0 1 ,
5.41) i

= " a2k+1^2k+1 (x1^ *
k«o

Różniczkując obustronnie względem x^ wzór (5.41)

o

cos <4 ^x^ d«Z^ =

1
“ 1 (^k+1) a2k+1 U2k^xP

k » o

dostaniemy

(3.42)

Po wykorzystaniu następującego wzoru całkowego ([25], wz.6.671)

00
f X

t / 1 cos varc slnx s> s . „z. fu a-z\Jv (.•łjcos^ d<2 = ----- r~--<n--------  ,v?-1 ,x<1 ^5.45;
J v1—x^
o
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i i
u , A2k+1U2k^x1^ “ zZI (2k+1)a2k+1U2k(x1) * (5.44)

k-o U3°

Równanie to pozwala na obliczenie szukanych współczynników

A2k+1 ' a2k+1 (3.45)

ax1 
x1T2kłÓx? ,r—• (5>46)

W celu obliczenia stałej a^ , scałkujemy iloczyn x1p^(x0 wzglą­
dem zmiennej x^ w przedziale -1, 1>

1
' l

X1 p5^xP dxi “ XZ A2k+1

.1 k»o _ i

Wykorzystując ortogonalność wielomianów Czebyszewa otrzymamy

A1 “ | « • (3.47)

a stąd

a1 • M • (5.48)

Funkcja p^(x1) wyraża się zatem wzorem

2 Mx1 A4 K-"1
P’(Xl’ “ WT?’ (2kłl)a2k+1T2k+1(x1> • (5-49)

1 ' 1 k » 1

Po wykorzystaniu wzoru (3.40) na p^ i związku (3.35) otrzyma­
my dla x^> 0
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’2k+1

z = x^ + iK^ .

2k+1

W przypadku szczególnym, gdy an » 0 dla n^2 mamy 
rozkłady funkcji odporu podłoża p5(x^ :

następujące

5 * X^
l
—i

k ’ o

P
ir/l-x2‘

2. P » 0 , M 0 (rys. 46)

2 M

x7i-x '̂
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Rys.46

Powyższe wyniki wykorzystywać będziemy w dalszej części pracy 
przy rozwiązywaniu bardziej złożonych przestrzennych zagadnień kon­
taktowych.

3.2. Drgania fundamentu blokowego spoczywającego na inercyjnym 
podłożu sprężystym

Rozpatrzmy działanie harmonicznie zmiennego obciążenia na pół- 
przestrzeń sprężystą, za pośrednictwem doskonale sztywnego funda­
mentu blokowego o podstawie prostokątnej, którego boki mają odpowie­
dnio długość 2a^ , 2a£ , jak na rys.47.
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Ps eiut

Rya.47

Załóżmy, że a2<a^ . 
współrzędnych ma postać

Obciążenie zredukowane do środka układu

P^t) - P1 eiU3^ , 1=1,2,3 ,

>9*) - e1 , >1,2 ,
(3.55)

gdzie P^ , są amplitudami zespolonymi. Wprowadzenie amplitud 
zespolonych umożliwia uwzględnienie zróżnicowania fazowego uogólnio­
nych sił zewnętrznych. Mamy bowiem

P eiUJt = (P1 + iP2) eiQt= (P^ + P^)2 e^e1^-

(5.54)

P2 = arc tg —
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W początkowych rozważaniach pomijać będziemy siły bezwładności 
stempla.

Ze względu na charakter obciążenia przyjmiemy

ui(x1,x2,x5,t) - Ui(x1,x2,x5) e1U)t , i-1,2,3 . (5.55)

Wtedy równania opisujące uproszczony model półprzestrzeni sprężystej 
przyjmują postać:

M 71 U1 +

M 2 U2 *

U5 +

2 3
1 ‘ i

2 =0 ,

p
w U2 = 0 ,

2 ? u5 » 0 ,

j 4 k f i ,

a odpowiednie warunki brzegowe będą opisane wzorami:

8 31 (xi»x2»0 * t) —
^U1 iut v t oi^t

e = — r1(x1,xp) e t0x5 i i

^32(X1*x2*) =
^U2 iut / x iu?t

e - - r2(x.,x2) e t
3x3

SU
^33^X1’x2^(A+2^)^—e = - r^(x^,x2) e^ ,

(3.56)

(3.57)

2 2 2U. 0 dla X. + x~ + x£ -*• ©o , i i d p 
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gdzie ri(x1,x2) są poszukiwanymi funkcjami odporu podłoża.
Nałóżmy na układ (3.56) podwójną transformatę Fouriera zdefinio­

waną wzorem

00

f («^ t A p) 1

- CG

Otrzymamy wtedy następujące

,2^ p Q u 
°2 ‘ 

3

2 ^2

2 d2U, 
ci —i • 

dx|

1»x2^ e 11 2 2 dx1dx2 .

równania różniczkowe:

(c| ^2 + C1 1 " U1 ♦

/ 2 . 2 2,2 ,2 x s(c2 ^1 + c1 <Z 2 - u? ) U2 ,

(c? ^2 + c2ol2 - UJ2) U, , 
' £ I < Z 1 J

2 2
gdzie c^ = %+2^/, c2 =/t / J , pozwalające na obliczenie funkcji
U^, i=1,2,3 . Rozwiązania poszukiwać będziemy w postaci

^i ’ ^2 * x3^ ~ ^i * *^2^ (3.60)

Po podstawieniu powyższego wyrażenia do równań (3.59) » otrzymamy 
trzy równania charakterystyczne, z których obliczymy wielkości , 

’ ^3 • Wykorzystując warunek wypromieniowania O dla
xi + x2 + x3 00 ’ otrzyrnamy

(3.61)
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A2 A2

= - (^2 + .2^1 .

C1 C1

Funkcje 1=1,2,3 wyznaczymy z warunków brzegowych
(3.57) . W tym celu wykonamy na nich podwójną transformację Fouriera 
(3.58) . Wykorzystując następnie wzór (3.60) oraz wyniki (3.61) , 
po prostych przekształceniach otrzymamy

A1 ^1 *^2^ “

A2 ^1 * ~

(^l »bL2^ =

r 1 (•ij » ^2)

r 2 (*^i ’ *^2

M ^2

r5(^1»^2 ) 
( +2/l) ^3

(3.62)

Po wykonaniu na transformacji odwrotnej otrzymamy następujące 
wzory na funkcje Ui (ze względu na dalsze potrzeby ograniczymy się 
do podania wyników dla = 0) :

U (x1tx?,0) = -------
' ' 2nc2^

00 _ —i ( X. +

J (=^2 + 44
■W

d^d^

U 2 (1»^2 *
1

2ne2?

-i(<x < + 
r^i,^) e 
(c2^ + c^| -uo2) 2 (3.63)d^^^

1
2110^

U 3 (1, x2 ,0)

-i (^ + .4 x2) 
r^.^,.^) e

72,2 ' O2,2-------2,1 d«<f^d^2

W rozważanym przez nas zagadnieniu funkcje odporu 
i=1,2,3 są funkcjami nieznanymi. Znamy natomiast 

podłoża ri(x1,x2) 
z dokładnością
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do stałych funkcje przemieszczeń , i=>1,2,5 w obszarze
<-a^, a1>x<f-a2, a,,} . Rozwiązując to zagadnienie wykorzystywać 

będziemy następujące założenia upraszczające:

1. Założymy, że znamy z dokładnością do stałej rozkład funkcji odpo­
ru podłoża wzdłuż kierunku krótszego boku podstawy. Ma on taką po­
stać jak w płaskim statycznym zagadnieniu stempla tzn. że reakcja 
podłoża wyraża się wzorem

.1 a2A. A.
r^(x^,X2) 13 P^(x-|) - 1 ■

1 1 11 a2(a| - x|) 5
1 (3.64)

- PiWt^r’14Ti(r>Ha2 - x2ń$» 
o-O dri

1 2gdzie TQ(x) » T^x) - wielomiany Czebyszewa I rodzaju, A^ , A.^
stałe zależne od rodzaju i kierunku działania obciążenia na funda- 

o .
ment ( np. A^ = 0 dla i=1,2 ) .

2. Osłabimy warunek ciągłego kontaktu, żądając jedynie zgodności 
przemieszczeń (obrotów) stempla i półprzestrzeni wzdłuż osi x^ .

Zanim przystąpimy do rozwiązania, podamy wykorzystywane w dalszej 
części wzory całkowe ([25] wz. 7.555, 6.552):

(3.65)

(5.66)

(3.67)
x + a Jv £ v

e dx = (-1) J2n(a|j.|) ,
va - x - a

a x
r T

dx “ f-l)n
Va - x-a

00

—====- dx = 2 I1 (j ab) K. (i ab)

- 00
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r Jv(b|xl)
r 2 2~ ~

Vx - a
O

r 1 i i-^J,p ab) Hl/2 ab)
(3.68)

liirj (1 ab) H (1 ab)
2 5V 5y

gdzie Tn(x) r wielomiany Gzebyszewa I rodzaju,
Jv(x) - funkcja Besala v - tego rzędu,
Iv(x'j - zmodyfikowana funkcja Besala pierwszego rodzaju, 
Kv(x) - zmodyfikowana funkcja Bessla drugiego rodzaju, 
H^\x) -funkcja Hankela i - tego rodzaju ( 1=1,2) v -tego 

rzędu.

Postać wzoru ( 3.68) wynika z niejednoznaczności 
wej. Znając związki między Jy(x) , Hy(x) , Hy(x) 
([40] , wz. 52.4 -52.6 )

funkcji podcałko-
, a Iv(x) , Ky(x)

T / 1 -iTfy/2 , , iir/2xIv(z) = e Jy(ze ),

v r„\ _ 1 ni n(1\„oin721ky(z) = j H i 6 H y (ze / ,

(3.69)

1 dla -r <arg z < ir ,

I,(z) - e1^2 J^.e-1^2) ,

Kv(z) - - i e-1"/2 H^ze1^2).
(3.70)

dla - < arg z < ir , możemy ograniczyć się do wzoru (3.67) .
Wzór (3.68) wynika bowiem z poprzedniego, gdy w miejsce a pod­
stawimy odpowiednio wartości ia lub -ia ,

Wykonajmy na funkcjach mających postać (3.64) po­
dwójną transformację Fouriera. Wtedy po wykorzystaniu wzorów (3.65) 
i (3.66) otrzymamy
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1 
ri^*i‘1,"^2^ ~ pi^a2^ +

2 i+ iA,J1 (U2|a2) sgn oć2 J .

Podstawmy powyższe wyrażenie do wzorów na amplitudy funkcji prze­
mieszczeń (wzór (3.65)) .Po wykorzystaniu zależności całkowych 
(5.67) , otrzymamy równania określające amplitudy przemieszczeń pun­
któw osi x^ :

,0,0)

-i^

2 1

p3
-00

- u)

d^

e 1 1 du.

"^1X1 dcZ

Aj
y- 

t2n)2M 
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gdzie p = c.Korzystając z warunku ciągłego kontaktu stempla i 
półprzestrzeni wzdłuż osi x1 oraz z faktu, że naprężenia normalne 

dla x™ = 0 w obszarze SZ = R2 - <-a , a >x<-a?, a ) są

2. Dla obciążenia działającego wzdłuż osi x,

równe zeru, otrzymamy dla poszczególnych typów - przedstawionych na 
rysunkach obciążeń, następujące układy równań całkowych:

1. Dla obciążenia działającego wzdłuż osi x^

Rys.48 

r 00

• e'U1x1 , dla U^^a^, (5.75)

©O

P^) e"izlx1 d^ - 0 , dla |xp > &1 .
y 

- OQ

2
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Ryn.50
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oo

oo z

P^P d^ = O , dla |xp > a1 .

-03

4. Dla momentu działającego w płaszczyźnie x^x^

Rys.51

oo

,e-i^lX1 c x2 , dla [zj a1 , (3.76)

oo
*

P^P e“iz1x1 d^1 = O , dla Ixj > a1 .

- 00

5. Innego typu układ otrzymamy dla przedstawionego na rys.52 
przypadku.
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Rys.5?

Różnice te wynikają z faktu zerowania się wartości funkcji prze­
mieszczeń u^(x^,O,O) wzdłuż linii kontaktu stempla i półprzestrze­
ni. Uniemożliwia to wykorzystanie dotychczasowych rozważań, w któ­
rych wykorzystywaliśmy zgodność przemieszczeń bloku i podłoża. W ce­
lu rozwiązania tego przypadku przyjmiemy dodatkowo, że funkcja obro­
tu ,X£,0) / dla punktów osi x1 , takich że
|x^| a^ jest stała

9 » X2 ’ X3
d x2

lxll < a, .
x9=0 
x^03

= const ,
(

(5.77)

Po wykorzystaniu wzoru (5.71) ,w którym ze względu na charakter ob­
ciążenia przyjmiemy = 0 , oraz po uwzględnieniu równania (5.63) 
otrzymamy

dU3 

dx
- 1

x -O I
Sio <8")2 °1?

3

------ 77^ •
^2°^^ ^2*^2 **

(5.78)
. e"U1X1 d^dJ? = b^ , dla < a1 .

Przy obliczeniu tej całki \skorzystamy z następujących tożsamości
( [25] wz. 8.486, 8.473) :
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RlK^al^l)- - A K0(a|z|) ,

1*1 I.(a|*|)» ± 10(a|* |) ,
1 oa u

|^| J.(a|<z|) = ~ ~ ^(a-p 0 « 1 da

(3.79)

Po podstawieniu do równania (3.78) relacji (3.79)^ i po wyjściu 
z różniczkowaniem względem a2 przed znak całki (względem ^2), 
co jest możliwe na mocy odpowiednich twierdzeń (patrz np. [17]) oraz 
po skorzystaniu z wzoru całkowego (3.67) otrzymamy

Stąd po wykonaniu różniczkowania względem a2 oraz wykorzystaniu
poczynionych założeń otrzymamy układ równań całkowych

oo

’ Tc^oŁ? - cj2' e”^*Łixi

cn
P^pp d^1

- 00

KO^ -u2')]’
zc2 

(3.81)
= b^ , dla | x1 | ,

= 0 , dla || > a1 .

Rozwiązań opisanych wzorami (3.73) - (3.76), (3.81) układów rów­
nań całkowych poszukiwać będziemy w postaci
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K V
piw - .

W afl 1

gdzie
r 1 dla [x11 =ę a1

O dla |x1| > a1

Ograniczymy się do przykładowego rozwiązania układów opisanych 
wzorami (3.75) , (5.76) , (5.81) . Metodą rozwiązywania pozostałych 
układów równań całkowych jest analogiczna do przedstawionej w przy­
kładach.

1 2Nałóżmy na funkcje p^, p^, p^ jednowymiarową transformatę Fou­
riera. Po wykorzystaniu wzorów (3.65) , (3.66) otrzymamy

' oo
P5(J-1) = (j) b5 ^2 (~1) BlnJ2n(aI^J) ’

n «o
4 00

- (ł1 S ZZ (-1>n • (’•«”)
n • O

P5W “ b3 y? H2n+1J2n+l(a1 sgn * 
n » 0

Podstawiając powyższe wyrażenia do odpowiednich układów dostaniemy 
równania
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oo r a _________
("1'n B2n £ J2n(a1"t? ■

-o /I 2°2

KQ(2 1 — u)2 ) cosoL^K^ dot^ = 1 , dla | x^ | <^a^ ,
2

oo
co > f _______

zL_j H2n 2^u ^n^Pp ^ l^l ~ w2''
n = 0 2/* •

[lo(_2 ^2 -U2') K,)^ 7^2 - u2‘) - (5-84 )

~ Ip2c| v/cp2 “^"^Mścl ^2*^1 ” ‘■Pjjcos.ć^ d^ - 1 , [x1|^,av

00
co f ______________

zlZ (“1) H2n4t^ J ^n+pn/p Mścf ^2*^1 ’

n-o1 0 2

Ko^2c| ^2^ “ w2P “ xi » dla [ xi | < ai •

1 2Ze względu na postać funkcji p^, p^, p^ , drugie równania rozwiązy­
wanych układów są spełnione tożsamościowe. Biorąc pod uwagę związek 
([25], wz. 8.511)

i xe => cosu.x + i sin«ix =>

00
= J (^a) + 2 y’ (-1)m J9 f^a)T9 (-) +

ox Z__ i 2ms J 2m'a
m =4 

oo
.21 H)" • 0<|x|<a

Vn a 1

(5.85)

wyrażający funkcje cos^x i sin2x w postaci szeregu, po podsta­
wieniu go do wzorów (3.84) i wykonaniu prostych przekształceń 
otrzymamy równania
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oo oo oo x
Con * 2 ZZ B2n IZ H)" % ' 1 ’

n»o n ~ 0 m =4 '

oo oo oo x
ZZ«2n Bon + 2 ZZ H2n IZ H)" Dnn “ 1 ' (5-®6) 
n»o n»o m = 1 1

OO oo x
-2 ZZ H2n+1 ZZ Bmn T2mł1(^) - X, .

n»0 h m = 1 1

gdzie stałe Cmn, Dmn’ Emn określone są wzorami:

00

°mn “ do41 ’
0 oo

Dm« = J9 Ja^J J-Ca.z.) z
mn a2^ ‘

0 (5.87)
[lofzjK^z) - I1(z)K0(Z)]du1 ,

OO

Emn " J2n+1^alA) J2m4Aa1ZP ^-o^M55) ’

O 
m» ~ O»1»2»5> ... •

gdzie dla skrócenia zapisu oznaczono z = ,

Rozwińmy prawe strony równań (5.86) w szereg względem wielomianów 
Czebyszewa: 

0°
X1 " ZZ 02m+1 ’ (5,88)

• a
na -o

gdzie c1 = a1 , c2m+1 = O dla m=1,2,3, ... ,

oo X
1 “ ZZ °2m W?) ' l’-89)

=0 ■ '

gdzie cQ = 1 V c2m = 0 dla m=1»2»5, ...
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Po porównaniu współczynników przy wielomianach tego samego stopnia 
otrzymamy trzy nieskończone układy równań

oo
3 C b| = 5 , m=0,1,2, ... ,
Z__ i mn 2n om ’ ’ ’ ’
n = o 
oo

H.1 = 5 , 01=0,1,2, ... ,
Z__ । mn 2n om ’ » » » »
n -o >
6^ a

3 1 E Ho . = ~ 5 , m=0,1,2, ...
Z । mn 2n+1 2 om > » »
n =>o

(5.90)

gdzie 5 jest deltą Kroneckera, pozwalające na obliczenie współ- ran -t 2 3
czynników rozwinięcia funkcji p,, p,, p, równych odpowiednio B^ , 2 9 9 9 <-H
H2n» H2n+1 ’ ^Of1^, ... . Należy tutaj podkreślić, że wielkości te
są liczbami zespolonymi ze względu na zespolony charakter współczyn- 

3 12ników Cmn, Dmn( Emn. Po obliczeniu stałych B2n, H2n> H2nł,, 
n=0,1,2, ... otrzymamy poszukiwane funkcje reakcji podłoża dla roz­
ważanych przypadków obciążenia (r^^,^) w poniższym wzorze nie 
jest równe r^(x1tx2) ze wzoru (5.64)) :

r5(x1tx2) = b5

1 *1
r3 (x-| »x2^ 53 ^3

r^(x^,x2) = b^

(5.91)

1 2W celu obliczenia stałych b^, b^, b^ będących amplitudami odpowie­
dnio przemieszczenia i obrotów, scałkujemy wyrażenia
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Qi O2

r5(x1,x2) dx^x2 » P^
- a 4 " Q2

1
3X2 1,x2) dx1dx2 M1

-q<-ax
O. u2

X1 ltx2) dxjdx2 m23
’Q1 ”q2

Po podstawieniu wzorów (3.91) do równań (3.92) i wykorzystaniu
ortogonalności wielomianów Czebyszewa otrzymamy odpowiednio

b3 b3
2M1

~2ir a2
w2b3

2M2 

ir2a1 H2
(3.93)

Postępując analogicznie dostaniemy

bl
P1
2 1

n B0
b2

P2
2 2

W dotychczasowych rozważaniach pomijaliśmy siły bezwładności blo-

o

ku fundamentowego, których udział 
Uwzględnimy je obecnie.

w opisanym problemie jest znaczny.

Rozpoczniemy od wyprowadzenia macierzy bezwładności fundamentu.
Opierać będziemy się na wynikach przedstawionych w pracach [33], [39] .
Transformacja współrzędnych uogólnionych q = [q, q2, ... » q^JP 
opisujących ruch fundamentu na współrzędne lokalne związane z każdym 
punktem bloku ( rys.53)
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ma postać

q1
0

1

0 0

Energia kinetyczna układu

1

V

gdzie

o
o 1

"x3
x2

X3 
o

“X1 q4 
%

jest opisana wzorem

= A q . m

•2
U1

• 2 1+ u^ ) dm «

V

1 i1

V

—T — 
u u dm

Am dm) 1
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TA A - m m

1 0 0 0 x,5
0 1 0 -x, 05
0 0 1 x2 -x1

2 20 -x^ x2 x2+x^ -x1x2
2 2x^ 0 -x1 -x^x2 x^X5

[5.97

Stąd macierz bezwładności ma postać

m 0 0 0 S15
0 m 0 "S12 0

M = 0 0 m s15 "S25 (5.98)

0 "S12 S15 J1 ^5

- S15 0 -s25 -D5 J2 _

gdzie m - masa fundamentu blokowego,
S. . - moment statyczny masy bloku względem płaszczyzny x.x.
J, - masowy moment bezwładności bloku względem osi x., J J
D. - moment dewiacji masy bryły względem płaszczyzn przecina

jących się wzdłuż osi

Uwzględniając charakter obciążenia i wprowadzone dotychczas ozna 
czenia, mamy następujące związki:

q = [bv b2, b5, b^, b|]T eiwt- b e^u^ . (5.99)

r 1 2 T i utOznaczmy przez Q = [Q^» $2* $5* ^5] e wypadkowy wektor
reakcji podłoża, a. przez P = ^P1, P2, P^, M1, M2J^ eiu>t wektor 
obciążeń zewnętrznych. Wtedy równanie równowagi opisujące drgania 
fundamentu przyjmie postać

Q - co2 M b = P . (5.100)
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Wykorzystując wzory (3.93) » (3*94) możemy napisać

? 1Q 53 b tt Bq = c i b i ,

2 2Q2 = b2 n Bq = c2b2 ,

Q,> » b, TT2 = cxb, , (3.101)
3 3 o 3 3 ' '

Q4 = 2 b3 K 2&2 Ho “ c3b3 *

Q5 = j b| rr 2a1 H2 = c|b2 ,

czyli

Q = {c}b , (3.102)

1 2gdzie {c} = diag(c1, c2, c^, c^, c^ ) . Po podstawieniu powyższego 
wzoru do równania (3.100) i prostych algebraicznych przekształce­
niach, otrzymamy wzór na amplitudy funkcji przemieszczeń i obrotów 
fundamentu

b = [{ c } - w2 M]”1 P . (3.103)

W przypadku szczególnym, gdy fundament jest sztywnym prostopadło­
ścianem (znikają wtedy elementy sprzęgające w macierzy M) mamy

bx - (ct - a2 m)~1 P£ , 1=1,2,3 ,

(3.104)
b^ » (o^ - » ^1»2 •
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3.3. Interakcja konstrukcji z podłożem inercyjnym - zagadnienie
paras ej sinic zne

Wyniki uzyskane w punktach 3.2 i 2.5 dotyczące dynamiki fun­
damentu na podłożu inercyjnym oraz drgań półprzestrzepi wywołanych 
obciążeniem W eiUt wykorzystamy w niniejszym punkcie. Rozwiążemy 
następujące zagadnienie: na półprzestrzeni sprężystej spoczywa szty­
wny blok fundamentowy o podstawie prostokątnej, będący ostoją obiektu, 
którego ruch możemy opisać skończonym zbiorem współrzędnych uogólnJo- 
nych q = q2, .qn] . W pewnym punkcie (h^ h2, h^) pół­
przestrzeni przyłożona jest siła wymuszająca W eitJt, powodująca 
ruch układu półprzestrzeń - fundament i za jego pośrednictwem spo­
czywającego na nim obiektu. Założymy, że oprócz tego wymuszenia na 
obiekt nie działają żadne siły zewnętrzne. Wprowadzimy dodatkowy

z r i Twektor współrzędnych uogólnionych z = z2, ..., zmJ , opisują­
cych ruch elementów bezpośrednio połączonych z fundamentem ( rys.54, 

55 )

Rys.54
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Rozwiązując to zagadnienie korzystać będziemy z założeń upraszcza 
jących. Przyjmiemy, że funkcje odporu podłoża dla poszczególnych ob­
ciążeń mają postać:

1. Dla obciążenia stycznego działającego wzdłuż osi
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Stąd po wykorzystaniu wzoru (5.65) otrzymamy transformatę funkcji 
P1(xl ,x2)

R.
~ JQ( a^ | ) J0(a21 ^21) • (5.106)

2. Dla obciążenia stycznego działającego wzdłuż osi x2

R2(x1,x2*^) 88 P2^X1’X2^ ® *

R —P2(Xl,x2) - ^L(ai - - x2)] 2 , (5.107)

R2
= — JQ(a1;u.^) Jo(a2 |^2I)

5. Dla obciążenia normalnego działającego wzdłuż osi
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Rys.58

^5^x1*x2*^^ “ ?5(xi»x2) e >

R —
P5(x1»x2^ 83 ^2 ^a1 ” X1 ) (a2 “ x2^ *

= 2^ Jo^al ^l1) J0^a2^2^ ’

(5.108)

4. Dla momentu działającego w płaszczyźnie

Rys,^9
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" P4(x1’x2) e *

P4(Xi,x2) = [(a2 - x2)(a2 . X*)] 5 ,
TT 32

R4
P4^1*Z2^ “ 1 ira” Jo^ ai । ^a2^2^ s^n,ć2 *

(3.109)

5. Dla momentu działającego w płaszczyźnie x^x^

P5(x1,x2>t) - p5(xvx2) eiu)t ,

2RC x. _ _ « -4
P5(XVX2) = Ua? - x?)(aI ’ X2>J »

a1

R5
PsUp-y “ 1 7^" Jl(ai l •L-|0 Jo(a2 l22^ s£nUi

(3.110)

6. Dla momentu działającego w płaszczyźnie x^xo
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Rys. 61

P6(xi,x2,t) = p6(Xl,x2) eiUt

P6(xrx2)
2Rr x. 2R/- xo 

r_£—! ? +
L w2a2 5 n2a2 (i-Vh

(3.111)

* i
R6 

ira^

1
-

J JQ(a2 |»l2l) sgn^ +

R<
+ i —- (l-5)Jo(ai|^|) J1(a2M2l) sgnJ2 ,

gdzie jest rozdzielnikiem momentu R^ (wzór na jego wartość 
podamy w dalszej części).

Warunek ciągłego kontaktu płyty z podłożem osłabimy, żądając tyl­
ko zgodności przemieszczeń i obrotów w punkcie będącym środkiem pod­
stawy fundamentu.

Rozwiązanie zagadnienia rozpoczniemy od znalezienia pola przemie­
szczeń i obrotów powstałego w wyniku działania na model półprzestrze 
ni obciążenia opisanego wzorami (3.105) - (3.111) . Ze względu na 
poczynione założenia i dalsze potrzeby ograniczymy się do znalezie­
nia przemieszczeń i obrotów w punkcie (0, 0, 0). Oznaczmy przez
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U = [u, U2» ’• ., U6]T wektor amplitud funkcji przemieszczeń i
obrotów w punkcie (0, 0, 0)•, jak na rys,62

Wykorzystując metody i wzory przedstawione w punkcie 3,2 opisu­
jącym stacjonarne drgania fundamentu, otrzymamy dla przedstawionych 
na rysunkach 56-61 przypadków obciążenia następujące wzory:

1.

411 c2? (c^ + c|4| . w2p
00 (3.112)
WP - w2') d-S -

= R1^1$1 *a2’$1 * $2’?*) *

2.

2 4it2c2^

00

U (o2^ + d^d-^ ”
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00

^2 - u2 ,Ko(JZ d42 '
n j ^c2 ^c2

0 (3.113)

® R2k2(a^,a2»Ci,c2,o,U)) .

3.

4"C^ (4^0^-^

» (3.114)
Jo<aizi> -u2'> dzi ■

O cCn

= (a ,a2»c > o2 ’ ) » p> ~ ®2^c1 *

4.

U4
au3
^x2

R4
—5--------21T c.apO J

1 -00
00

00

Ji (a21 ^2’

2,2 x 2,2 2.42^1 + c2-Ł2 - U )2
d 4 d^2

5.

= ------
^2/1 i

* Ko( o'2c2 2 2

Jl(a242)2

2 ■^4^4(a1 »a2 *c 1 *c

oo

U5
SU, Rq __3 a 5

SlT^a^
^•^(ai 1^1) ^^l

-oo
2,2 2,2 2?J
2^1 + c2^2 - u> J2

d^d-Łg
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6.

U6

lub

OO

• K (— Vc^2 - o2’) cU 
°'2c2 2 1

53 R5k5^a 1 ,a2 ’$ 1 *c2’ ?*w )

3U1

3x2
—---------
2ir c2a2^ + <44 -^5 1 2

“ R6^6^a1*a2’C1’C2*5’

OO

„ 3U2 R6 ? (f
b 9x1 2ir c9a P ) J 

J - OO

.1 J1U1MJ) J (a |.Ł Degn-i, 
----------------------------------- ---------  d^.d^r) =

(c|4 + c24

00

— atag»c,c2>»w) •

Dzieląc stronami wyrażenia (3.117) i (3.118) , po prostych prze­
kształceniach otrzymamy wzór na współczynnik ę
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1
(a j *a2*c 1 ’^2’? ’ w

■i 2
^61*^2’c1’c2*u+ ^6^a1*a2

(3.119)
c 1 >02*^*^)

Obciążenie [r^ , R2, •••» Rg]T eiut = R e1^ powstaje w wyni­
ku wzajemnego oddziaływania półprzestrzeni z układem fundament - 
obiekt i jest, wypadkową reakcji podłoża. Oznaczmy przez U = 
~ [u^, U^, ...» Ug]T znany wektor amplitud przemieszczeń i obrotów 
półprzestrzeni wywołanych obciążeniem W = ó^-hj*

•ó (x2~h2) S^-h^) eiut (patrz wzory (2.80),, (2.81)) , a przez 
r = [r^, r2, ...» r^]^ wektor amplitud funkcji przemieszczeń i obro­
tów całego układu półprzestrzeń - fundament - obiekt w punkcie 
(0,0,0) , jak na rys.55 . Stosując zasadę superpozycji otrzymamy

r = {k} R + Uw , (3. 120)

gdzie (k) = diag(k1, k2, ..., k6) . Nie znamy jednak wektora R .
W celu jego wyznaczenia, zajmiemy się układem fundament - obiekt.

Załóżmy, że ruch fundamentu opisany wektorem r jest znany. Zna­
ny jest wtedy również zbiór współrzędnych z = [z^, z2, ..., z^ : 

a11 a12 • • • a1ó

z
a21 a22 • • • a26

S2

• • • • • • • • • • • • r = Ar

^1 a n m2 • • • am6

(3.121)

gdzie A jest daną macierzą transformacji współrzędnych r na z . 
Ze względu na charakter obciążenia rozwiązania szukać będziemy w po-

MM MM* *1 f\*|—

staci q(t) = q e . Oznaczmy przez K, B odpowiednio macierz sztyw­
ności i bezwładności dla obiektu. Równanie opisujące jego ruch 
będzie miało następującą postać, [39j s
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2
- GJ

B_L ZQ

Bqq

(3.122)

gdzie £ jest nieznanym wektorem sił pojawiających się w miejscach 
połączenia obiektu z fundamentem. Stąd po prostych przekształceniach 
otrzymamy związki

1%, - ^2Bqą] 1 - - »qz - Z •

(3.125)
Z - [Kzq - <.,2Bzq] q ♦ [Kzz - (J2Bzz] z .

Zakładając, że det [Kqq - gj 2Bqq] / 0 (w przypadką gdy wyznacznik 
równa się zeru mamy stan rezonansowy), możemy napisać

5 - - [Kqq * “2Bqql‘1 [KqZ ' 7 • l5'124)

Po podstawieniu q z powyższego wzoru do równania (5.123)2 
otrzymamy

Z . ([Kzz - u)2Bzz] - [Kzq - <J2Bzq][Kqq -

(3.125)

•Kp - “2vl)z - Gz •

i u “•Oznaczmy przez Q e wypadkowy wektor sił uogólnionych Z spro­
wadzony do środka podstawy fundamentu. Wykorzystując wzory (3.121) 
i (5.125) dostaniemy zależność

_ m_ T — T —Q = AXZ = A G z = A1G Ar . (5.126)
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Równanie równowagi fundamentu ma postać

S - U2MFelut = (5 , (5.127)

gdzie M jest macierzą bezwładności dla fundamentu opisaną wzorem 
(5.98). Wykorzystując równania (5.126) i (5.120), po prostych alge­
braicznych przekształceniach otrzymamy poszukiwany wektor

E - [i - u2M{k} - ATGA{k}]-1 

. [aTGA + u)2m] U* ,
(5.128)

gdzie I ■ diag(1, 1, 1) , Znając wektor TT możemy obliczyć
pozostałe wielkości - wektory r, z, q. Z, . I tak ze wzorów 
(5.120) i (5.128) mamy

r - [{k} + i] [i - q 2M {k} - ATGA [kj] /

(5.129) 
• [atg A + W2m] .

Biorąo pod uwagę zależności (5.121) i (5.124) otrzymamy

ź « Ar » A[(k) + i] [i - to 2M (k) - ATGA {k}] •

rT 2 t -w* [axg A + u m] U ,

q - - [K - u 2B 1 [k - u2B ]• 
u 99 qqJ u qz qzJ

,A[{k} - ATGA{k}]T1 (5.151)

•[aTGA + iA2m] u" .



Wykorzystując wzory (3.125)» (3.130) oraz (3.126), (3.129) znaj- 
dziemy odpowiednio wyrażenia na Z i Q .

3,4. Drgania belki spoczywającej na inercyjnym podłożu sprężystym,
obciążonej siłą ruchomą

Rozważać będziemy zagadnienie drgań belki nieskończonej spoczywa­
jącej na sprężystym podłożu, obciążonej przesuwającą się ze stałą 
prędkością siłą skupioną F = P5^-vt) 5(x2) , jak na rys.63 .

Rys.63

Wykorzystamy następujące znane równanie belki:

OXj Cl u

Podłoże w przypadku występowania tylko obciążenia normalnego opisane 
jest równaniami

B2u, A. 92u, d2u,
u(-----+ ) + (^+2m) -----P ” 5 = 0 »dx2 n W

12 5
(3.133)

$55 “ (■X'+2/j) = “ P5 ,



gdzie (3.135)2 jest naprężeniowym warunkiem brzegowym.
W celu uproszczenia rozważań, zagadnienie półprzestrzni z danymi 

warunkami brzegowymi sprowadzimy do zagadnienia przestrzeni spręży­
stej, zastępując warunek brzegowy (3.133)2 siłą masową = 
= 2p^(x^ ,x2) 5(x^) . Możliwość takiego postępowania wynika z rozważań 
przedstawionych w punkcie 2.3 . Przyjmiemy również, że funkcja od­
poru podłoża ma postać (rys.64).

R(x1,x2,t) =

_1
' P r (x1tt)(a2 - x2) 2

0

dla

dla

stąd

_1
' 2P r(Xl,t)(a2 - x2) 2 

<
0

dla

dla

|x2|< a

|x2 | > a
(3.135)

Rys.64

(czynnik 
gadnieniu

1
2 2 ”2(a - x2) jest identyczny jak w płaskim statycznym za- 

kontaktowym rozważanym w punkcie 3.1) .
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Jednocześnie osłabimy warunek ciągłego kontaktu belki z podłożem, 
zakładając zgodność przemieszczeń tylko wzdłuż osi x^ . Rozważania 
ograniczymy do przypadku zagadnienia stacjonarnego.

Wykorzystując przedstawione założenia otrzymamy równania

U- U

(3.136)

gdzie
j

_1
- Pr^ ,t) (a2-x|) $) dx2 -

= Pó^-yt) -irr(x1,t) ,

(3.137)

Wprowadzimy nowy układ współrzędnych, związany z poruszającym się 
obciążeniem, jak na rys.63

i xi"Vt . x9 । x,
x = _ , x * ~ , x5 - —- . (3.138)

Wtedy człony inercyjne w równaniach (3.136) , (3.137) wyrażają 
się wzorem

d2U v2 32U 9 v 82U 32U
dt^ az dx^ a ńx^8t Bv

(3.139)

gdzie U równe jest odpowiednio W i u^. Po wykorzystaniu poczy­
nionych założeń i ograniczeniu się do rozwiązania stacjonarnego, 
równania (3.136) i (3.137) przyjmą odpowiednio postać :
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A 
3^7 + b

2 S2W

2 2
(C2~V

~23 u5 

ox^

~2
O O c? ~ii
2 3*2

Pa^ w Pa5 '/ । . i ±2- - u 22_ r (x1 ,t)
EJ EJ 1 

o 2 2 v *2
0

(5.140)

(5.141 )

gdzie b2 = ębv2a2/EJ , c2 = (’X+2^)/^ °2 •

r^.t) = ar(xvt) , - 2??^ ,t) <5 (x.^/a5(1-Xg2) 2

W dalszej części dla uproszczenia zapisu pomijać będziemy primy.
Ze względu na zastosowaną metodę transformacji Fouriera przydatny 

będzie następujący wzór całkowy ([47] , str.494)

00

(x2 + a2j"1 e"1^^ - Fa’1 e"ąx , (5.142)

- 00

oraz wzory (5.65) - (5.68).
Rozwiązywanie zagadnienia rozpoczniemy od równania ruchu belki 

(5.140). W tym celu nałóżmy na nie jednowymiarową transformatę Fou­
riera zdefiniowaną wzorem

u^) = (2n)5 u(x1) e^^l dx1 ,

- 00

(5.145)

co prowadzi do wyniku

W (-ę =

_1
Pa5 (2tt) 2 - TT r

EJ (Z j - b2^2 ) (5.144)

Chcąc rozwiązać równanie (5.141), nałożymy na nie potrójną trans­
formację Fouriera określoną wzorem



- 118 -

,3
uUpJ^r^) = (2ir) 5

00
* ( (

u(x1,x2,x5) 

Z
- 00

ei(^1x1+^2x2+J5x5) dXidX2dX5>

(3.145)

Po wykorzystaniu wzoru (3.65) i wykonaniu przekształceń dostaniemy 
związek

<v P JoO0^) r 
7^----- + ' 2 ,2 x 2,2(c2 " v Hi c2’42 + Cl*^

(3.146)

pozwalający na obliczenie funkcji u^^ ,x2,x^) . Wykonując na powyż­
szym równaniu odwrotną jednowymiarową transformację Fouriera wzglę­
dem -i ( wzór (3.142)) otrzymamy

U^(XpXj(X^) = P
1 
2

oo

211^0^2 2
- oo

222
1 -^)2

' p pexp - ( ^ (c 2,2
1 

2x2
1

1A1 c6„X 2

o o o
gdzie c = 1 - v / c2 Dla Xj = O mamy

1
p 2

u^(x.,Xp,0) ® (-)
5 1 2uoc^C2 2

oo
C /

- oo
(c2xf ♦ 4.2)5

e"i^1x1+,Z2x2)d^1d^2

(3.148)

Wykorzystamy teraz warunek 
= W(xp równoważny warunkowi

żania ograniczymy na razie do 
rozważymy później )

kontaktu belki 
u 2 ("^ j > x2 ’)

przypadku v <

z podłożem Uj(x1,O,O)= 
x =0 = ( rozwa-
x|=0
c2 , przypadek v > c2
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Korzystając ze wzorów (5.144) i (3.148) warunek ten możemy napisać 
w postaci

P f (2lT) - ^(^i) , .
----------- -2-----2= - ------ 4-------.(3.149)
2ari°2 J (c2^ + EJ 4 -b -1!

Całkę występującą po lewej stronie powyższego równania możemy przed­
stawić w postaci zamkniętej korzystając z wzoru całkowego (3.67).
Otrzymamy wtedy następujący związek :

P
_1

< x 1 Pa5 (2jt) 2 - TrrUJ
lotjckil) K^cl^l) r^) = -- ——j- —2 2— ,

©C — D et
(3.150 )

pozwalający na obliczenie funkcji

r (^P =
— EJ

(2t) 5[t-------- - ^l)
a

(3.151)

Podstawiając ten wynik do wzoru określającego funkcję przemieszczeń 
u^ (wzór (5.147)) i powtórnie wykorzystując wzór całkowy (3.67), 

otrzymamy końcowy wynik

u^ (x1,0,0)
Pa5

» --- — Re
hej

gdzie

. - ^2) + * 
o

(3.152)

f « ira^ęc.^ / EJ = /yóEJ ^2 = (1-2v)/2(1-v).

Rozważmy teraz przypadeK v>c2 . Przypadek ten rozwiązuje się 
analogicznie jak przypadek vcc2 do wzoru (3.149) włącznie.
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2
Jedyną różnicą jest to, że w miejsce stałej c mamy teraz stałą 

o 2 2 2- d , gdzie d = v / c^ -1 . Rozwiązanie rozpoczniemy od odpowie­
dnika równania (5.149)

P
2a$c

o(I^2^ r ^P
_1

Pa^ (2tt) $ - nr
ej - A^y (5.155)

Ze wzoru tego'możemy obliczyć transformatę funkcji Reakcji podłoża
r(J.p. Po prostych przekształceniach otrzymamy

EJ f
i-C-t-p - (2n) Z[—3.-------- (

2a Pc^p J
3 -co

Jo^2^ ( ,4 ^2, 2. „l”1
-------------------~ v + 1r4 
(^| - dz^)2

(5.154)

Jak pokazano w punkcie 5.2 , całkę występującą w tym równaniu może­
my przedstawić w postaci zamkniętej ( patrz wzór (5.68)) , z tym 
że całka ta jest wieloznaczna. W celu wybrania odpowiedniej gałęzi, 
skorzystamy z fizycznej interpretacji funkcji r(x^). Funkcja ta ja­
ko reakcja podłoża jest funkcją rzeczywistą. W związku z tym jej 
transformata Fouriera musi mieć postać

r = rp^P + 1 rn^P ’ (5.155)

gdzie
r (^J - parzysta funkcja rzeczywista, p 1

rn^P ~ nieparzysta funkcja rzeczywista.

Aby był spełniony powyższy warunek,funkcja występująca we wzorze
(5.154) określona całką

00

o (J,)
- co

(^2 - d2<z2)^
(5.156)
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musi być tego samego typu co funkcja r (J^) tzn.

CUp - (y^) + i C^) . (5.157)

Biorąc pod uwagę wzory (5,68) i (5.157) widzimy, że całka (5.156)
musi przyjąć jedną z dwóch postaci:

Jo 0^2^ ^2
oo

r 1 {2) i
- Ki ^(Jdl^l) H^dj^l)

i , o iKi J^jdl^l) H^dUp)

lub

00
■ J0(lM ^2

, ~2
-00

Ki J^dl^l) Hj^p)

1 f2) i
- Ki J^d^p) H^dUp)

dla < O ,

(5.158) 

dla > O ,

dla O ,

(5.159) 

dla 4 > O .

Stąd na podstawie wzoru (5.154) otrzymamy dwie sprzężone transfor­
maty funkcji odporu podłoża

zs

iKEJ 
^a^?c1c2

iuEj 
---- --------  

2a ^0^2

1 l2) 1 z A 9 9
Jo<2dI-11!) (4- bM’

dla < O ,

tu (’di°!
J0^d^1^ H0^^^1^

dla eć^ O

oraz
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lir EJ 
—---------- 

2a^ c^

(1)
Jo<Sd’-Łl') ^l-

dla ^>0 .

+ K

Po podstawieniu tych wyników do wzoru określającego funkcję prze­
mieszczeń u^ i po powtórnym wykorzystaniu wzorów (5.158) i (5.159) 
otrzymamy poszukiwane rozwiązania, odpowiadające obliczonym trans­
formatom funkcji odporu podłoża:

1 i -t71*
u,(x.,0,0) = ---- Re

9 1 kej

U^(x1,0,0) = ----  Re
9 1 hEJ

W 4 UJ . J V |

[ W”1? W41> e‘ 1 1

o %‘W mW - *
(5.162)

e”^1
i ^7 77 dU1 ’

O JoW ^1 - b^l) + 8

gdzie (5.165)
g = 2ia^c1c2 / EJ = 2ia^ / E J

Należy podkreślić, że tylko jedno z rozwiązań ma sens fizyczny. Przed 
dokonaniem wyboru pokażemy związek łączący otrzymane rozwiązania. 
Oznaczmy przez

, 1 (11,(2).
RPr_ W-iM W

HEJ t 1dJ 1 /J4 >,2 2,-Jo^^^r^o ( (^1” boti'+s
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Pa5 
w1’2^l) " 1 ''1 1 TTEJ

i (11,(2).

: cnps) ; — J •
Jo(:rWHo ( b + g

(3.165 )

Okazuje się, że funkcje pądcałkowe ( bez czynnika e 11) występu­
jące we wzorach (3.162), (3.163) różnią się tylko znakiem części 
urojonej. Mamy zatem

^^up = = - w2(^p . (3.166)

Wykorzystując wprowadzone oznaczenia oraz związki (3.166), wzory 
(3.162) i (3.163) przedstawimy w następującej postaci

00

u^ipO.O) = Re p^^P + i wp^pje’^^1 d^ = 
✓ 
o

- v1(xp + w^xp ,

o
u^z^ ,0,0) = Re

00*
[^pp - i wp^p] e-^^1 d^ = 

J 
o 

(3.167)

" v1<x0 - w^zp

gdzie
v^xp jest częścią parzystą funkcji u^(x.,0,0) , 
w^xp jest częścią nieparzystą funkcji u^(x1,0,0) .

Ze wzorów (3.167) wynika, że funkcje u^ , u| związane są ze sobą 
równaniem

u^(x^,0,0) = u^ (—Xp0,0) dla x 6 R . (3.168)
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Przedstawimy teraz własność jaką musi spełniać rozwiązanie posia­
dające sens fizyczny . Opierając się na wynikach uzyskanych w pracach

[30] , p58], [46] (str. 583 - 590) żądamy.aby rozwiązanie to 
przyjmowało maksymalną wartość (maksymalne przemieszczenie) za po­
ruszającą się siłą tzn. w przedziale ( - 00 , 0 . Ze względu na zło­
żoną postać rozwiązania wyboru możemy dokonać po wykonaniu obliczeń 
numerycznych. Mając obliczone funkcje w^z^) łatwo znaj-
dziemy poszukiwane rozwiązanie. Jk

Powróćmy jfeszcze raz do założeń poczynionych na wstępie. Założy­
liśmy wtedy, między innymi, że funkcja odporu podłoża ma postać

(3.169)

Warunek ten możemy znacznie uogólnić. Załóżmy mianowicie, że funkcja 
ta wyraża się wzorem

(3.170)

gdzie g(z2) jest pewną całkowalną z kwadratem, ciągłą, przedziałami 
gładką funkcją parzystą określoną w przedziale <-a, a). Wtedy rów­
nież funkcja f(x2) ~ (a^ - z|) 2 będzie tego samego typu co
funkcja g(x2). Wykorzystując odpowiednie twierdzenia o rozwijaniu 
funkcji w uogólnione szeregi Fouriera ( patrz np. [40]), otrzymamy 
rozwinięcie względem wielomianów Czebyszewa I rodzaju:

1 00f(x2) = g(x2) (a2- x|)2 = y" a2nT2n^^ ’ 

n =0
(3.171)

gdzie
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a 
/

a2n ' k 8W?’ dx2

-a

1 dla n»0

2 dla n£0

Szereg ten jest jednostajnie zbieżny w każdym przedziale domkniętym 
^-a^, a^> c(-a, a) , tzn. jest zbieżny w przedziale (-a, a) nieomal 
jednostajnie, Ze wzoru (5.171) otrzymamy

1 00 , x
g(x2l - (a2- X2) a2nT2n(-f ) . (5.172)

n = o

Funkcja odporu podłoża przyjmie zatem postać 

R(x1,x2,t) -
0

dla |x2l^a

dla [x2|>a

a odpowiadająca jej siła masowa ma postać

i 00 t x
2P r(xvt) J(x5) (a2-x|) 2 a2nT2n<T) dla ,X2^a

X = n = 0

0 dla |x2l>a

Dokonując zamiany zmiennych określonej wzorem (5.158) otrzymamy

_ 1 oo
2P a‘V(x],t)^) (l^2) 2 a2nT2n^x2^ dla lx2^1 

n = o
0 dla |x^|>1 (5.175)
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Wykorzystując wzór całkowy (3.65) i wykonując całkowanie wyraz po 
wyrazie, które jest zagwarantowane nieomal jednostajną zbieżnością 
szeregu (3.175) otrzymamy (w celu skrócenia zapisu pominiemy 
prirny)

co
- Pa-5 (-1)" a2nJ2n(t-i2l) • (3.176)

n =0

Dalszy tok1 postępowania jest podobny jak dla obciążenia (3.134), 
(3.135). Biorąc pod uwagę skończoną liczbę wyrazów szeregu otrzyma­
my końcowe rozwiązanie

^(^-j»0»0)
Pa5

= ----- Re
irEJ

7 d41
n « 0___ _____________________ .

O £>1’”a2n ł f
n s 0

dla v<c2 » (3.177)

^3 (x1,0,0)
3 °°

Pa9
= ---- Re

ir EJ 
O

y—’ n -i U)|(2) -i 4> xE<-1> (W e 11 d4-i
n = O

„ 1 (Ib (2) . 7 9 9^ -E’1) WnlM (W E+ 8 
n - 0

dla v > c2 , (3.178)

gdzie stałe f i g są zdefiniowane we wzorach (3.152) i (3.163).

Dla przedstawionego zagadnienia, ograniczając się do przypadku 
v<c2 f wykonano obliczenia numeryczne. Uzyskano je rozwijając funk­
cję przemieszczeń u^(x^,0,0) w szereg

u^( x 1,0,0)
Pa5
— '2 aoirEJ 0

oo x
Z2 a2nT2jE ’ ^l1 ' 1 ' (’-179)

n = 1
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Problemy związane z uzyskaniem tego rozwinięcia przedstawimy w 
następnym rozdziale.

Funkcję momentów gnących uzyskano przez formalne zróżniczkowanie 
szeregu określającego funkcję u^(XpO,O) :

?2u,(x ,0,0) Pa5 . x.
. EJ----Li--------_(ibo + 22 >

0 1 n = 1

(3.180)

Obliczenia wykonano dla prędkości 42 m/s , v9= 63 m/s , 
v,= 84 m/s i modułów sprężystości podłoża E.= 5*10' N/m , E„= 2 7 o 7 2 ' k
» 10*10' N/m , E^ = 20*10 N/m -, gdzie E = 2^(1 + v) . Pozostałe 
parametry przyjęto jako stałe, a mianowicie 0.3 , = 470 kg/m ,z A 2
$ = 1800 kg/nr , a = 1.25 m , EJ = 12.83*10 Nin . Wartości a, EJ,

są danymi dotyczącymi toru kolejowego z szynami S 60 i podkła­
dami betonowymi INBK - 8 . Uzyskane wyniki przedstawiono na rysun­
kach 65, 66, 67 » wprowadzając oznaczenie Vi = vj/c2 * 
przerywaną i kropkowaną oznaczono wykresy odpowiednio dla prędkości 
v1* v2’ v3 * RVsunk;;*- 65, 66, 67 przedstawiono na str. 128-130.

Na wykresach tych widoczny jest znaczny, w porównaniu z wpływem 
prędkości, wpływ modułu sprężystości podłoża E na ekstremalne war­
tości funkcji przemieszczeń i momentów gnących. Po głębszej analizie 
można wysunąć hipotezę, że szybkość przyrostu ekstremalnych wartości 
przedstawionych funkcji ( dla ustalonego E) zwiększa się w miarę 
zbliżania się wartości V = v/c2 do 1 (v<c2). W tym miejscu nale­
ży dodać, że własność tę mają rozwiązania uzyskane w pracach [is] i 
[58]. W celu potwierdzenia tej własności dla modelu uproszczonego 
należałoby wykonać dodatkowe obliczenia dla większego zbioru pręd­
kości v.
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E • 5*10* N/mŁ

Rys.65
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7 9
E- 10’to N/m

Rys.66
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E « 2O-tO,N/ma

Rys.67



Rozdział 4

WYBRANE ZAGADNIENIA MATEMATYCZNE I NUMERYCZNE ZWIĄZANE Z
REALIZACJA PRACY4

4.1. Problemy związane z otrzymaniem rozwinięć przemieszczeniowych 
funkcji Greena względem wielomianów ortogonalnych

W punkcie tym zajmiemy się problemami związanymi z otrzymaniem 
rozwinięć funkcji Greena w szeregi względem wielomianów Czebyszewa 
I rodzaju dla przedstawionych w punkcie 2.6 płaskich zagadnień 
dynamicznych.

Wybór wielomianów- użytych w tych rozwinięciach narzucony był cał­
kową formą rozwiązań w przypadku klasycznej półprzestrzeni oraz na­
stępującym związkiem ([25]wz. 8.511):

(-1)nJ2nM) T2n(x) , 0<|x|<l , (4.1)cosjx = Jq(^) + 22 j
n »1

gdzie T£n(x) wielomianami Czebyszewa I rodzaju. Podstawiając 
powyższy związek do odpowiednich wzorów całkowych (2.91), (2.93) 
oraz wykonując całkowanie wyraz po wyrazie (szereg (4.1) jest nie­
omal jednostajnie zbieżny), otrzymamy następujące wyrażenie na współ­
czynniki rozwinięcia (we wzorach pomijać będziemy stałą 4(-i)n ) : 

(2u2-1)2 -4u
J2n‘U1,dU

j = 1, 3 ,

(4.2)

gdzie a = 1 dla j = 1 lub a = p dla j - 3 . Wyodrębniając we 
wzorze (4.2) część rzeczywistą i urojoną otrzymamy
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1 
/

A1A2n
(2u2-1 )7u2- /J2'

J2n(ul)du

^2n(u^^u

1
2n

(4.3)

(2u2-1)2 + 4u2/j2-u2 7l- u2'
J2n(ul)du

1 .2,2 „2. fĄ4u (u -A ) v 1 - u
-------------------------- - J9( u 1) d u 
(2u2-1)4 ♦

Dla j = 3 wzory są podobne.
Numeryczne obliczenie całek we wzorze (4.5)2 oraz pierwszej 

całki we wzorze (4.3)^ nie sprawia żadnych trudności. Obliczono je 
za pomocą 10 -punktowej kwadratury Gaussa [i 3 ], [38]. Problemy po­
jawiają się natomiast przy obliczaniu całki:

J2n(ul)du ,

gdzie a=1 dla j=1 , a= dla j=3 . Całka ta jest całką niewłaś­
ciwą ze względu na górną granicę całkowania oraz na istnienie w
przedziale całkowania punktu osobliwego uR . W celu skrócenia zapi­
su wprowadzimy oznaczenia

P(u) . JIM. . 
N(u) (2u2-1)2 - 4u2Ju2-^>2 /u2-?

(4.5)
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Punkt osobliwy uR jest miejscem zerowym mianownika N(u) funkcji 
podcałkowej i jak wiadomo ( patrz [i ]» [ló]) przy jmu je wartość

gdzie odpowiednio cR jest prędkością rozchodzenia się fal Rayleig- 
ha, a c2 prędkością rozchodzenia się fal poprzecznych. Przybliżoną 
jego wartość możemy obliczyć stosując wzór [l]l

-1
UR

CR = 0.862 > 1.14V
Cg 1 + V

(4.7)

W punkcie uR funkcja podcałkowa ma biegun jednokrotny ( patrz [16]), 
w związku z tym funkcję F(u) J? (ul) możemy przedstawić w postaci 
[76]

a .
F(u) J2n(»l) " + fn(u) , (4.8)

U “ UR

gdzie fn(u) jest funkcją regularną. Dzieląc przedział całkowania
<1,oo ) na odpowiednie podprzedziały, całkę możemy napisać w
następującej postaci:

Ur-au1

F(u) ^2n^u^^du +

1
N 
r

F(u)J2n(ul)du + 
-

Ur+AU;, 

i F(u)J2n(ul)du +

Ur-au,
(4.9)

p(u)J2n(ul)du •

Pierwszą i trzecią całkę we wzorze (4.9) obliczono, stosując tak 
jak poprzednio, 10- punktową kwadraturę Gaussa. Zajmiemy się całką 
zawierającą w przedziale całkowania punkt osobliwy uR. Pokażemy, że 
całka ta istnieje i ma skończoną wartość. Wykorzystując rozkład funk­
cji (4.8) możemy napisać
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Ur+AUł

F(u)J2n(ul)du = a_1n

UR'^U!

' du 
" .. ...■— — — + 
u “ UR

Ur-au.,

Ur + a Uj

fn(u)du.(4.10)

Ur-AU.

Druga całka istnieje ze względu na regularność funkcji fn(u).
Pokażemy istnienie całki>pierwszej,

UR + AU^

du
U R- £1 Ur+AUj

J u - UR 
Ur-AU^

= lim (ln|u 
C,-0

lim
£^0 £2-0

( [ _1L_ +
J U - uR 

ur-au1

UR“ £ 1
UR-

lim ( 
£2—0

Całka ta nie Istnieje w zwykłym sensie ( jest rozbieżna), istnieje
jednak w sensie wartości głównej Cauchy*ego

ur+auz

Vp
du

u -u R
= lim (lnlu-uR!

uR - £

ur-4ui

In[u - uR}
Ur+ 4U2

UR+ f
(4.12)

uRt au^

- AU9 AUo
= lim ( lnJ-^-| + ln[—— J) = Inl— |

£“♦0 AU^ £ AU-]

Wartość tej całki obliczono stosując podprogram biblioteczny obli­
czający wartość główną całki ( biblioteka CERN [9], [24], pakiet 
D 104).

Innego typu problem pojawia się przy obliczaniu całki niewłaści­
wej
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00

F(u) J2n(ul)du •
N

(4.1?)

Przekształcimy funkcję podcałkową F(u) do postaci

>/u2- a2' ((2u2-1)2 + 4u2/u2- /32' /u2- 7)
F(u) = . (4.14)

16(/52-1)u6 + 8(3-2 £ 2)J - 8u2 + 1

Funkcję F(u) rozwiniemy w szereg asymptotyczny o postaci [15], [34]

oo
F(u) ~ an u’n .

n = 1
(4.15 )

Rozwinięcie to uzyskamy dokonując we wzorze (4.14) podstawienia 
u = x i rozwijając otrzymaną funkcję E(x) = P(x)/Q(x) = F(x ) 
w szereg w otoczeniu punktu zero, [76]. Funkcja E(x) ma postać

P(x) x[(2-x2} 2 + 4^ ?x2’ \/1- /i- a2x2’
e(x) -------------------------------------------------- —— —;

Q(x) x6 + 8x4 + 8(3-2^ 2)x2 + l6(/32- 1)
(4.16)

Rozwinięcie funkcji E(x) uzyskamy rozwijając osobno funkcję P(x)
-4

oraz 1/Q(x) . Po ponownej zamianie zmiennych x = u” i wymnożeniu 
otrzymanych rozwinięć asymptotycznych, otrzymamy rozwiniąoia funkcji 
P(u), [15], [34].

Rozwiniąoia funkcji P(x) w szereg w otoczeniu punktu zero otrzy­
mamy wykorzystując znany wzór ( [17] lub [25] wz.112 )
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TT
(4.17)C X

Grupując wyrazy podobne otrzymamy współczynniki:

a2n = 0 dla n=1,2,5, ... ,

a1 = 8 ,

a5 - -(4+ 2a2) - 2b2 ,

a5 " ~ 4a2+ b4~ 4a2b2- 2) , (4.18)

a = - ha6- 2a4+ 2a2 + b6- 2a2b4) ,J 
7 4'

a, 4 t2n-3HI {a2n+ b2n} + 4 a2(b2n+ a2(n-2); _
2n+1 2n! ! (2n-2)l!

. ksrZŁLL a2<n-2) , n^4 , 
(2n-4) I !

gdzie
a=1 i b=y3 w przypadku obciążenia pionowego,

a=/3 i b=1 w przypadku obciążenia poziomego.

Obliczenie rozwinięcia funkcji 1/Q(x) wokół zera rozpoczniemy 
od rozłożenia jej na ułamki proste. W zależności od liczby pierwiast­
ków równania Q(x) =0 i ich krotności otrzymamy następujące roz­
kłady:

1. W przypadku trzech pierwiastków rzeczywistych x^, x2, x^, 
z których każdy ma krotność jeden dostaniemy
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[Q (x )] = A1(x2- x2) + A2(x2- x|) + A5(x2- x2)

gdzie

A1 = - [(x2- x2) (x2- x|)] ,

A2 “ ’ t(xl’ x2> (x2" X3^

= - [(x^- x1) (x2- x^)j •

2. W przypadku dwóch różnych pierwiastków rzeczywistych xv x2,
z których x^ jest pierwiastkiem o krotności dwa otrzymamy

[Q(x)]
9 9 ~2 9 9 “1 o 9 “1

= A^x -xp + A2(x - xp + A.^(x - x2)

gdzie (4.20)

Ai ’ (xr x2> 

2 2 —2
A2 “ ~ (x^ x2) ,

2 2 ”2
A3 ~ (xl” x2^ *

3.Jeżeli równanie Q(x) » 0 ma jeden pierwiastek rzeczywisty x^ 
i dwa sprzężone pierwiastki zespolone z2 = x2+ ix^ , z^ = 
= x2~ ix^ , to rozkład ma postać

[Q(x)] = A^2- X2) + (A2 x2+ A3)(x4- BiX2+ B2)

gdzie (4.21)
B1 = 2x2 , B2 = x2 + x5 ,

A 9 “A1 = (x] + B1x1 + B2) ,
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A2 = - (x^+ + B2) ,

A5 = - x2)(x^+B1x2 + B2)

Wykorzystując następującą wzory całkowe ([25], wz. 1.112) 

(X2 - X2) x2(k’1)

(4.22)
x2(k-1) 
7śu+u ,

otrzymamy po prostych algebraicznych przekształceniach rozwinięcie
[Q (x )] "1 w punkcie zero dla przypadków 1 i 2.

Chcąc obliczyć rozwinięcie w przypadku 3 musimy rozwinąć funkcję

. 9 -1
C(x) = (x4- B^S B2) , (4.23)

w szereg Maclaurina [17]

C(x) - 0(0) + -—1 X + x2 + ... , (4.24)
1 I 2!

obliczając formalnie pochodne funkcji C(x). W wyniku różniczkowania 
otrzymamy

c(2n+D(0) = 0 , n=0,1,2................

C"(O) = 2!(B1/B2) , (4.25)1

C'V(O) = 4! (-1/B| + B2/b|) ,
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C (6ko) = Ól^/B^ - B^/B*) , 

C(8\o) = 8!(1/b| - 5B^/B^ + B^/b|) ,

C”O)(O) » 10! (-53^ + 4B^/b| - B^/B^) .

(4.25)2

Wykorzystując otrzymane wyniki oraz wzór (4.22)1 , otrzymamy roz­
winięcie [q(x)]“1 w punkcie zero dla przypadku 5.

Po wykonaniu ponownej zamiany zmiennych x = u“ otrzymamy dwa 
rozwinięcia asymptotyczne

P(u"1; ~ an u'” ,

"" (4.26)
1 00 '

[q(u-1h ~ EZ bku-k •
k» 1

które po wymnożeniu przez siebie dadzą końcowy wynik - rozwinięcie 
asymptotyczne funkcji

P

~ ^Z dm u’m * °(U'P'1) •
m • i

gdzie ___ (4.27)
ni

i • 1

Możliwość takiego mnożenia wynika z odpowiednich twierdzeń dotyczą­
cych rozwinięć asymptotycznych ( patrz np. [l5]» [17], [34]).

Mając obliczone rozwinięcie asymptotyczne funkcji F(u) , powróci­
my do obliczenia całki (4.13). Możemy napisać
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co

F(u) J2n(ul)du =

N

00
f 1

u"m J2n(ul)du + 0(N~p + 2) . 
/ 

N
(4.28)

Całkę występującą po prawej stronie wzoru (4.28) obliczymy wyko­
rzystując następujący wzór całkowy ([5] t.2, str.103):

Jv(z)dz = (^+v-i)z Jv(z) S ^^(z) -

(4.29)

- z Jy./^S^z) ,

gdzie ^(z) jest funkcją Lammela. Funkcja ta dla dużych |z| i 
|arg z| < k(w naszym przypadku z = u + iO , stąd argz = 0) ma 
następujące rozwinięcie asymptotyczne ( patrz [71], str.349):

5^(2) = ((^-l)2- v2)z’2 +

+ ((^-1) 2- V2) ft|”5)2- v2) z”4- ... ) .
(4.30)

Wykorzystując to, że wyrażenie występujące po prawej stronie wzoru 
(4.29) dla < 0 i z -* 00 dąży do zera, otrzymamy wzór

00

J2n(u)u““ du = - (2n-m-1)N J2n(N) 3^., _ 2n_1(^) t

+ N ^„-iW S-m,2nW •

pozwalający bezpośrednio na obliczenie całki (4.28)
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Zajmierny się teraz obliczeniem współczynników rozwinięć (2.90), 
(2.94) funkcji przemieszczeń u^KpO.t), u“(x1f0,t) określonych 
wzorami (2.88) i (2.92). Funkcje te rozwiniemy w szereg względem 
wielomianów Czebyszewa 1 rodzaju. Jak wiemy wielomiany te, zdefinio­
wane wzorem ([5] , str. 186)

> T0(x) = 1 ,

l?I (4,32)
T (x) = § 5 1 —Z_L (2x)n"2ra , n>1
n' ' 2 Z—i m! (n-2m)!

_1
tworzą układ ortogonalny zupełny z wagą (1-x2) ( [25], wz. 7.343):

1 f 2 -2
Tn(x) Tm(x) (1 -xz) z dx =

(4.33)

_1 0 dla n^m

T (X) 
n a

T (2)(a2- y2) 5 dy = .
In a

dla n=m=|0

ir dla n=m=0N

Stąd odpowiednie wzory na współczynniki rozwinięcia całkowalnej funk­
cji

fiy’ - 2 syfi+ anTn(a> • (4.34)

określonej w przedziale <*-a, a) przyjmują postać

2
TTn

_1
f(y) Tn(a^a2~ y2) 5 dy • (4.35)

-a
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Po podstawieniu x - otrzymamy

2 
an -;

-1

f(ax) Tn(x) (1-
1

2, "2

W rozważanych przez nas zagadnieniach 
f(x) są równe odpowiednio

a funkcje

m t u5(x
2^

i TT iwt e

u™(x1,O,t) iu?t e

1 ’

1

a

x

^-1

dx .

2

Dla ustalenia uwagi zajmiemy się funkcją (4.37)1 . Wyłączając czyn- 
i tj tnik -e /2iryL| otrzymamy

1 *

a2n “ A2n + 1B2n =
-1

N0(y) ~ | m z
y-0

(4.39)

wykonamy przekształcenie

_1
| ln|y| + 1JO( lyl)]T2n(y) (1- y2) ’5dy -

_1
+ iJ0(lyi))T2n^y> (1-y2) 2 dy •

(4.38)

Ze względu na logarytmiczną osobliwość funkcji podcałkowej ([40] ,
wz. 61.2)

. , 4 (4-40)
ln |yT T2n(y) (1“ y 2 dy *
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Przekształcenie to usuwa tę osobliwość, bowiem w jego wyniku funkcja 
podcałkowa w pierwszej całce (wzór (4.40)) w otoczeniu zera staje 
się ograniczona. Drugą całkę możemy natomiast przedstawić w postaci
zamkniętej ([53], str.826)

1
4 
n

-t

4 ln 2

2T9 (O) 2
■ 2n . = -f-n 

n n

dla n«O ,

dla n^1 .

(4.41 )

Całkowanie numeryczne wykonano stosując kwadraturę Gaussa - Czeby- 
szewa [13] , [57] , służącą do obliczania całek typu 

f (x) (1- x2) dx t

-1

(4.42)

Wzór określający tę kwadraturę ma postać [57]

1

2P dx TT
n

n

gdzie

a. = cos ——- rr j n

Obliczenia wykonano na maszynie cyfrowej Odra 1305.
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4.2. Problemy związane z uzyskaniem wyników numerycznych dla 
zagadnienia belki

Wyniki numeryczne, jak wspomniano już w punkcie 3.4 , uzyskano 
rozwijając funkcję przemieszczeń w szereg względem wielomianów Cze- 
byszewa 1 rodzaju

i xi , ,
u5(xvO,O) = — (5 aQ + 2_^ a2nT2n(y)J ’ ^i^1 » (4.44)

n a 1

wykorzystując następujące rozwinięcie

00 x
COSJ^ Jo(41) + 2 (-nnJ2n(^l)T2n(p) , 1x^1, (4.45)

n = 1

gdzie (-1, 1) jest przedziałem rozwinięcia ( w rozpatrywanym przy­
padku przyjęto 1 = 10a) . Współczynniki rozwinięcia wyrażają się 
wzorem

( 21,1^1^1)^(101^1) J^l)^
----------------------------------------------------——. =

o ^o^2c'*ł? “ b2^) + f

co (4.46)
z

- (-1)n f(4,) ^(^1)0^ .

Ze względu na to, że funkcja podcałkowa dla przyjętych wartości 
parametrów i n>0 nie ma osobliwości, a w przypadku n=0 ma 
osobliwość logarytmiczną w zerze, przedział całkowania podzielono na 
dwie części
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a2n

ooN

(-1)n f (xp +

0

rUp j^^ijd^ ,

OO 
/*

tu,) J2n(^l)d^i
J
N

(4.47)

(4.48)

n > 1

W celu obliczenia pierwszej całki ze wzoru (4.47) wykonany na­
stępujące przekształcenie usuwające osobliwość logarytmiczną

N *
f (ip J0(^1l)d^1 -

o
N

N

[f ( ^P Jo( 1) + In^Jd^ - 
✓ 
o

N (4.49)

In ^du^ a

0

[f (^p ^(^1)+ In.zjd^ - N(lnN-1). 

o

Po wykonaniu tego przekształcenia otrzymamy

M

a0 = [f pp J^k.,1) + In-^Jd^ - N(lnN - 1) + 

o
«> (4.50)

*
+ f (^p J0(^1l)dz1 .

N

Pierwsze całki występujące we wzorach (4.48), (4.50) obliczono 
wykorzystując 12 - punktową kwadraturę Gaussa [58] na maszynie cy­
frowej Odra 1505. W celu obliczenia całek niewłaściwych funkcję 
f (j.p rozwinięto w przedziale ^N, 00) w szereg asymptotyczny wzglę­
dem wielomianów Czebyszewa
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oo
f " y? c2nT2n^) *

n » 0
(4.51)

Rozwinięcie to uzyskano rozwijając funkcję

w szereg

0 dla x=0

(4.52)

oo
g(x) = d2nT2n(x) > xe<’b V* (4.53) 

n «o

Obliczenie współczynników Ć£n wykonano na maszynie cyfrowej 
wykorzystując podprogram biblioteczny biblioteki CERN J> [24] . 
Jest oczywiste, że obliczone współczynniki d£n są równe szukanym 
współczynnikom C2n rozwinięcia (4.51). Uzyskane rozwinięcie 
(4.51) sprowadzono do postaci [óój [11]

f(^) - s2n
n- 1

-2n 
1 (4.54)

Po podstawieniu powyższego wyrażenia do drugich całek we wzorach 
(4.47) i (4.48) otrzymano

00

f ^P^n^^^^l “

N

' 00

g2n ^l^ +
✓
w /

4.55
+ O(N"2m+2) .
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Występujące po prawej stronie wzoru (4.55) całki obliczono wy­
korzystując wzór (4.51).

W celu porównania wyników uzyskanych na podstawie (4.44) z wyni­
kami dokładnymi, porównano wartości funkcji przemieszczeń w punkcie 
x1 = 0. Dokładna wartość tej funkcji dla z^O określona jest wzo­
rem

u^(0,0,0)
Pa5

kEJ
MW , 

” I ... I.. L. - , >» ... IIP lilii I* Q
0 “ b-t.|) + f

(4.56)

Obliczenie tej całki wykonano podobnie jak całki określonej wzorem 
(4,46) dla n = 0. Okazało się, że różnice między dokładnym rozwią­
zaniem, a wynikiem uzyskanym przez zsumowanie szeregu (4,44) dla 
x1 « 0 nie przekraczają 1 %.



PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono koncepcję uproszczonego inercyjnego modelu 
podłoża sprężystego. Proponowany model jest opisany trzema niesprzę- 
żonymi równaniami różniczkowymi. Prosta postać tych równań umożliwia 
(w porównania z klasyczną półprzestrzenią sprężystą) znaczne upro­
szczenia natury matematycznej. Szczególnie są one widoczne w prze­
mieszczeniowych dynamicznych funkcjach Greena. Funkcje te dla kla­
sycznej półprzestrzeni sprężystej przedstawione są w postaci skom­
plikowanych nieskończonych całek Fouriera, natomiast dla modelu 
uproszczonego w postaci zamkniętej. Prosta postać funkcji Greena dla 
modelu upoważnia nas do stwierdzenia, że takie uproszczenia pojawią 
się również w rozwiązaniach bardziej złożonych zagadnień dynamicz­
nych. Rozwiązania tych zagadnień w przypadku zastosowania klasycznej 
półprzestrzeni sprężystej są tak skomplikowane, że nie pozwala to na 
ich wykorzystanie w praktyce inżynierskiej.

Po analizie adekwatności otrzymanego modelu do rzeczywistości 
trzeba przyznać, że pod tym względem jest on modelem uboższym od pół­
przestrzeni sprężystej. Wynika to z samej koncepcji modelu uproszczo­
nego. Porównując go natomiast z powszechnie stosowanym podłożem 
Winklera należy stwierdzić, że jest od niego modelem znacznie bogat­
szym. Uwzględnia bowiem siły bezwładności w podłożu pojawiające się 
w zagadnieniach dynamicznych oraz częściowo oddziaływanie między 
cząsteczkami podłoża.

Wykonane porównania przemieszczeniowych funkcji Greena dla modelu 
uproszczonego i klasycznej półprzestrzeni sprężystej potwierdziły 
przedstawioną koncepcję. Okazało się bowiem, że różnice między nimi 
nie są znaczne. W tym miejscu należy wspomnieć o pewnym ograniczeniu 
dotyczącym stosowalności otrzymanego modelu. Ze względu na różny, 
w porównaniu z wynikami teorii sprężystości, stopień tłumienia geo­
metrycznego, przedstawiony model nie nadaje się do rozwiązywania 
zagadnień sejsmicznych.

Powróćmy do związków modelu uproszczonego z innymi znanymi mode­
lami podłoża. Pokazano, że przy pewnych założeniach upraszczających 
można z równań opisujących wprowadzony model otrzymać równania po­
dobne do równań opisujących podłoże dwuparametrowe. Po pominięciu 
w nich pewnych wyrazów otrzymano trójkierunkowy model Winklera.
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Przedstawione własności pozwalają określić model uproszczony jako 
pośredni między podłożem Winklera, a klasyczną półprzestrzenią sprę­
żystą. Cel pracy, którym było stworzenie inercyjnego modelu podłoża 
w miarę dokładnie opisującego rzeczywistość, a jednocześnie wprowa­
dzającego istotne uproszczenia matematyczne, został więc osiągnięty. 
Ze względu na te uproszczenia model może być stosowany do rozwiązy­
wania złożonych zagadnień technicznych. Przykłady takich zagadnień 
rozwiązano w drugiej częęci pracy.

Przedstawiona koncepcja modelu stwarza możliwości dalszego jej
I i

rozwijania. Ciekawe wydaje się uwzględnienie tłumienia i stworzenie 
uproszczonego modelu półprzestrzeni lepko-sprężystej przy wykorzysta­
niu znanych modeli Teologicznych. Innym możliwym uogólnieniem byłaby 
półprzestrzeń anizotropowa i uwarstwiona.

Przedstawione w pracy zagadnienia szczegółowe są tylko próbą po­
kazania możliwości jakie stwarza model uproszczony. Wydaje się, że 
dzięki niemu możliwe będzie rozwiązanie innych złożonych zagadnień 
teorii konstrukcji na podłożu sprężystym, takich jak: zagadnienia 
drgań dźwigarów powierzchniowych, problemu interakcji konstrukcji z 
podłożem (zagadnienie parasejsmiczne) przy uwzględnieniu aperiody- 
cznego obciążenia, niestacjonarnych zagadnień belek i płyt obciążo­
nych ruchomym obciążeniem, itp. Wyniki uzyskane w niniejszej pracy 
są początkiem badań w tym kierunku.
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UPROSZCZONY MODEL INERCYJNEGO PODŁOŻA SPRĘŻYSTEGO 
I JEGO ZASTOSOWANIA

Streszczenie

W pracy przedstawiono koncepcję uproszczonego inercyjnego podłoża 
> 

sprężystego. Trzy niesprzężone cząstkowe równania różniczkowe, opisu­
jące model zostały wyprowadzone z przemieszczeniowych równań elasto- 
kinetyki przy pewnych założeniach upraszczających. Założono mianowi­
cie, że przemieszczenia prostopadłe do kierunku działania obciążenia 
(obciążenie działa prostopadle lub stycznie do brzegu podłoża) są 
równe zeru. Takie założenie z fizycznego punktu widzenia jest równo­
ważne nałożeniu więzi odbierających pewne stopnie swobody punktom 
podłoża. Dzięki rozłożeniu zagadnienia półprzestrzeni, obciążonej na 
brzegu dowolnym obciążeniem, na trzy zagadnienia, w których uwzględ­
nia się poszczególne składowe obciążenia,otrzymano równania pozwala­
jące na niezależne obliczenia przemieszczeń pionowych i poziomych.

Dokonano porównania otrzymanego modelu z innymi znanymi modelami 
podłoża. Pokazano jego związki z takimi modelami,jak model Winklera, 
podłoże dwuparametrowe, klasyczna półprzestrzeń sprężysta.

W celu weryfikacji przedstawionej koncepcji porównano przemie­
szczeniowe funkcje Greena dla modelu uproszczonego z funkcjami Greena 
dla klasycznej półprzestrzeni sprężystej.

W drugiej części pracy pokazano możliwości zastosowania wprowadzo­
nego modelu. Rozwiązano w niej następujące zagadnienia teorii kon­
strukcji na podłożu sprężystym:

- płaskie statyczne zagadnienie kontaktowe - zagadnienie stempla 
o dowolnym kształcie podstawy,

- zagadnienie stacjonarnych drgań fundamentu blokowego o dowolnym 
kształcie i prostokątnej poziomej podstawie, obciążonego harmo­
nicznie zmiennym obciążeniem,

- problem interakcji konstrukcji z podłożem (zagadnienie para- 
sejsmiczne) , opisanej dyskretnym zbiorem współrzędnych 
uogólnionych,

- zagadnienie drgań nieskończonej belki, obciążonej siłą ruchomą 
przesuwającą się ze stałą prędkością.

Ostatnie wymienione zagadnienie rozwiązano również numerycznie, 
uwzględniając różne wartości prędkości obciążenia i modułu spręży­
stości podłoża. Wyniki przedstawiono na wykresach.



THE SIMPLIFIED MODEL OF AN INERTIAL ELASTIC FOUNDATION 
AND ITS APPLICATIONS

Summary

This paper, presents a conception of a simplified,inertial elastic 
foundation. Three nonconjugate partialy differential eąuations, 
which describe this model of half-space have been derivated frorn 
displacement eąuations of elastokinetics with sonie reducing assump- 
tions. Namely, it was assumed that displacements which are perpendi- 
cular to the direction of loads action eąual zero (loads act perpen- 
diculary or tangently to the edge of the foundation). From the physi- 
cal point of view, this assumption is equivalent to an imposition of 
constraints which sonie degrees of fredom of the foundation points 
receive. The problem of half-space which is louded arbitrary on the 
edge is divided have into three problems which deal with the indivi- 
dual components of loads. The eąuations of motion which enable the 
determination of vertical and horizontal displacements independently.

The proposed model was compared with other known models of foun­
dation: the Winkler*s model, the biparameter foundation, the classi- 
cal elastic half-space.

To verify, the presented conception, the displacement Green*s 
functions for the simplified model were compared with functions for 
the classical elastic half-space.

The second part of the paper indicates at a possibility of apply- 
ing the introduced model. The following problems of strućtures theo- 
ry on the elastic foundation were solved:

- the piane static contact problem (the problem of shore with an 
arbitrary shape of a footing),

- the problem of a steady-state vibrations of a błock foundation 
which has an arbitrary shape and a rectangular horizontal foot­
ing and is loaded by harmonie variable loads,

- the problem of an interaction of a structure and a foundation 
(the paraseismio problem), the structure described by a discrete 
set of generał coordinates,



- the problem of vibrations of an infinite beam, which is loaded 
by a moving force with constant speed.

The last problem has been solved numerically also. Some valuea of 
a uelocity of load and of an elaatic foundation modulus have been 
taken into account. The results are shown on diagrama.
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