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1. Wprowadzenie

1.1. Wstep

Optymalizacja topologii (topology optimization) daje odpowiedz na pytanie o spo-
sob rozmieszczenia w pewnej przestrzeni materialu przeznaczonego do wykonania
danej konstrukcji tak, aby przy zadanych warunkach brzegowych i dla zadanego ob-
ciazenia ksztalt konstrukeji byt optymalny. Proces optymalizacji polega na poszuki-
waniu maksymalnej badZz minimalnej wartosci funkcji, badz funkcjonatu celu przy
rownoczesnym spelieniu pewnej liczby warunkéw ograniczajacych. W niniejszej
pracy funkcjonat okreslajacy podatnos¢ konstrukcji bedzie minimalizowany przy
pewnych ograniczeniach nalozonych na maseg ciala. Optymalizacja przeprowadzana
bedzie w ustalonym, statym w trakcie procesu optymalizacji obszarze projektowym,
w ktorym podczas tego procesu powstaja podobszary pozbawione materialu i podob-
szary wypelnione materiatem. Proces optymalizacji jest to proces, w ktérym optyma-
lizacji dokonuje si¢ dla kazdego kolejnego kroku, dla ktoérego poszukiwane jest mini-
mum podatnosci. Koncowym efektem procesu optymalizacji jest optymalny rozktad
materialu w obszarze projektowym.

o
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materiatu materiatu
granica

brak

granica

S S

oridy

Rys. 1.1. Opis materialowy (a) i geometryczny (b)

W niniejszej pracy stosuje si¢ opis materiatowy problemu optymalizacji topologii
(rys. 1.1a). W obszarze projektowym (zaznaczonym ramka na rys. 1.1a) konstrukcje
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identyfikuje si¢ poprzez rozpoznanie, czy dany podobszar zajmowany jest przez mate-
riat o okreslonych wtasnosciach (kolor czarny), czy tez dany podobszar jest pozba-
wiony materiatu (kolor biaty). Ten sposob opisu jest dominujacy w literaturze.
W nielicznych pracach (np. w [19]) mozna spotkac si¢ z opisem geometrycznym (rys.
1.1b), w ktorym konstrukcje identyfikuje si¢ okreslajac potozenie granic obszaréw
zajmowanych przez material (granice zewngtrzne) oraz okreslajac potozenie granic
otworow wystepujacych w materiale (granice wewnetrzne). W podejsciu tym nie ist-
nieje pojgcie obszaru projektowego.

Optymalizacja topologii jest dziedzina wiedzy stosunkowo mtoda, ale bardzo
szybko rozwijajaca sig, szczegolnie w ostatniej dekadzie. Ma ona bardzo duze
zastosowanie praktyczne, a jej rozwo6j wynika z potrzeb niektorych gatezi nowo-
czesnego przemystu. Zastosowania optymalizacji topologii mozna rozpatrywaé
zarowno w skali makro (w budownictwie oraz w przemysle biomedycznym, moto-
ryzacyjnym i lotniczym), jak i w skali mikro (konstrukcje stosowane jako mikro-
mechanizmy). Jednym z przyktadow konstrukcji w skali makro moze by¢ kon-
strukcja, ktorej topologia musi by¢ optymalna dla kazdego, zmieniajacego sig
w trakcie eksploatacji, potozenia obciazenia [40]. Przyktadem konstrukcji w skali
mikro mogg by¢ mechanizmy wielkosci rzgdu dziesiatek czy setek mikrometrow,
pracujace w uktadach elektronicznych, nazywane MEMS (Micro Electro Mechani-
cal Systems), np. [72].

Dziatania naukowe dotyczace optymalizacji topologii w skali globalnej sa koor-
dynowane przez ISSMO (International Society of Structural and Multidisciplinary
Optimization) skupiajace ponad 500 naukowcow z ponad 35 krajow. Zatozycielem
stowarzyszenia (w 1991 roku) byt George Rozvany z Wegier, a obecnie przewodni-
czacym jest Martin Bendsge z Danii. W ramach ISSMO dziataja tez tzw. Working
Groups obejmujace swym zasiggiem podstawowe dziedziny optymalizacji topologii
(Topology Optimization, Shape Optimization, Optimization in Biomechanics itd.).
Czasopismem stowarzyszenia ISSMO jest Structural and Multidisciplinary Optimi-
zation wydawane przez Springer Verlag. Nalezy doda¢, ze ISSMO jest stowarzysze-
niem afiliowanym przy [UTAM (International Union of Theoretical and Applied
Mechanics).

W ostatnim okresie (od poczatku lat dziewig¢édziesiatych) odbyto si¢ wiele znacza-
cych konferencji i kongreséw, ktorych tematem byly problemy optymalizacji, w tym
optymalizacji topologii:

e WCSMO — World Congress on Structural and Multidisciplinary Optimization:
1995 — Goslar, Niemcy, 1997 — Zakopane, Polska, 1999 — Buffalo, USA, 2001 — Da-
lian, Chiny, 2003 — Lido di Jesolo, Wtochy.

e NATO Advanced Research Workshop: 1992 — Sesimbra, Portugalia, 2000 — Bu-
dapeszt, Wegry.

e Konferencje CISM w Udine, Wtochy, w latach 1990 i 1996.
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e Cykliczne AIAA/USAF/NASA/ISSMO Symposium on Multidisciplinary Analy-
sis and Optimization: (1994 — Panama City, 1996 — Seattle, 1998 — St. Louis, 2000 —
Long Beach (USA).

e Euromech Colloquium — 345; The future of Structural Optimisation, 1996 —
Liverpool, Anglia.

e Dwie internetowe konferencje organizowane przez ISSMO (2000 i 2002).

Ponadto organizowano nastgpujace konferencje:

e Konferencje z serii OPTI (Computer Aided Optimum Design of Structures).

e Doroczne Konferencje Belgian—French—German Conferences on Optimization,
odbywajace si¢ w Namur w Belgii, koncentrujace si¢ na ogélnych problemach doty-
czacych teorii optymalizacji.

e Inne lokalne spotkania (m.in. spotkania ASMO UK/ISSMO (Conference on En-
gineering Design Optimalization), Swansea — Wielka Brytania, MDO sympozjum
w Pretorii, Australasian Conference on Structural Optimisation itd.)

Na wielu multidyscyplinarnych konferencjach i kongresach poruszana jest
tematyka optymalizacyjna, dotyczaca miedzy innymi optymalizacji topologii. Sa
to np.:

e International Congresses of Theoretical and Applied Mechanics (ostatni od-
byt si¢ w Chicago w roku 2000, a nastgpny odbedzie si¢ w Warszawie w 2004
roku, gdzie specjalna sesj¢ poswigcona optymalizacji topologii wspotorganizuje
ISSMO).

e World Congresses on Computational Mechanics (ostatni odbyt si¢ w Wiedniu
w roku 2002).

e Konferencje GAMM (Gesellschaft fiir Angewandte Mathematik und Mechanik).

Poza cyklicznymi znanymi juz konferencjami pojawiaja si¢ nowe. Wsrdd nich
wymieni¢ mozna choéby wspolorganizowang przez ISSMO International Conference
on Modelling, Simulation, Optimization for Design of Multi-disciplinary Engineering
Systems, ktora odbyla si¢ we wrzesniu 2003 w Goa (Indie).

1.2. Zakres optymalizacji topologii

Optymalizacja topologii jest dynamicznie rozwijajaca si¢ dziedzing nauki, kto-
rej klasyfikacja i terminologia szybko si¢ w zwiazku z tym zmieniaja. Od poczatku
lat dziewigcédziesiatych dokonywano prob usystematyzowania tej gatgzi wiedzy.
Najbardziej aktualne omowienie problemow zwiazanych z klasyfikacja, zakresem
poruszanej tematyki, historia i terminologia znajdujemy w pracach [66] i [67]
z 2001 roku. Poniewaz byly one przedstawione i dyskutowane na NATO ARW
w Budapeszcie w roku 2000 z udzialem wielu czotowych przedstawicieli tej dzie-
dziny, mozna stwierdzi¢, ze stanowia one wiarygodne zrodto aktualnej wiedzy
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dotyczacej systematyzacji tej dziedziny. Wczesniejsze uwagi odnoszace si¢ do
gtownych zagadnien analizowanych w optymalizacji topologii wraz z pewna ana-
liza historyczna zawarte sa w [65]. Dotycza one jednak przede wszystkim kon-
strukcji pretowych.

Optymalizacja topologii

Layout Optimization Generalized Shape Optimization
LO GSO

Isotropic-Solid/Empty; Anisotropic-Solid/Empty; Isotropic-S/E-Porous
ISE ASE ISEP

SIMP OMP NOM GA ESO BM

SIMP (Solid Isotropic Microstructure with Penalization)
OMP (Optimal Microstructure with Penalization)
NOM (NearOptimal Microstructure)
GA (Genetic Algorithms)
ESO (Evolutionary Structural Optimization)
BM (Bubble Method)
Rys. 1.2. Klasyfikacja optymalizacji topologii
Optymalizacja topologii dzieli si¢ na dwie zasadnicze dziedziny (rys. 1.2):
1. Layout Optimization (LO) — dotyczy konstrukcji pretowych. Gloéwnym proble-

mem jest tu wyznaczenie optymalnej siatki pretow stanowiacych potaczenia weztow
siatki. Zazwyczaj rozpatrywane sg tu trzy nastgpujace po sobie problemy:
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— optymalny wybor przestrzennej konfiguracji pretow i ich polaczen, np. prace [42]
1 [43]; warto podkresli¢, ze wyniki w tych pracach otrzymano na drodze analitycznej,

— optymalizacja geometrii (okreslenie najlepszej lokalizacji weztow),

— optymalizacja przekrojow poprzecznych pretow.

2. Generalized Shape Optimization (GSO) — dotyczy optymalizacji topologii kon-
tinuum materialnego, ktére moze by¢ jednorodne, moze tez by¢ kompozytem. Do ciat
jednorodnych zalicza si¢ rowniez ciala porowate. Optymalizacja dokonywana jest
wewnatrz $cisle okreslonego obszaru projektowego, gdzie podczas procesu optymali-
zacji tworza si¢ podobszary wypetnione materiatem i podobszary pozbawione mate-
rialu. Mamy wigc do czynienia z wewngtrznymi, zmieniajacymi si¢ podczas procesu
granicami tych podobszarow.

W dalszej czg$ci pracy bedziemy si¢ zajmowaé optymalizacja topologii kontinu-
um materialnego. Tematyka ta zawiera si¢ w GSO, ktora jest stosowana, gdy w ob-
szarze projektowym mamy do dyspozycji relatywnie wigksza ilo§¢ materiatu w sto-
sunku do ilosci materiatu stosowanego podczas optymalizacji typu LO. W dalszym
ciagu rozwazan skupimy si¢ na omawianiu GSO, ktora jest uzywana do optymaliza-
cji topologii:

— ciat izotropowych (Isotropic-Solid/Empty — ISE),

— ciat anizotropowych (Anisotropic-Solid/Empty — ASE),

— porowatych ciat izotropowych (Isotropic-Solid/Empty/Porous — ISEP).

Zagadnienie dotyczace optymalizacji topologii kontinuum materialnego zawiera
si¢ w grupie ISE. Do rozwigzania zadania ISE stosuje si¢ nastgpujace metody:

o SIMP (Solid Isotropic Microstructure with Penalization)

Jest to metoda stosowana podczas procesu optymalizacji dokonywanego nume-
rycznie, np. metoda elementow skonczonych. Jej zadaniem jest eliminacja materiatu
z tych elementéw nalezacych do obszaru projektowego, dla ktérych zastepczy mate-
riat powstaty w trakcie tego procesu ma gestos¢ stosunkowo niewielka. Metoda SIMP
wymaga zastosowania odpowiednio zdefiniowanego uaktualnionego modutu Younga
w poszczegdlnych elementach oraz okreslenia ggsto$ci materiatu, ktora uznana bedzie
za pomijalnie mata. Gesto§¢ materialu przyjmuje wartosci posrednie migdzy wielko-
$cia poczatkowa a zerem. Podczas procesu optymalizacji mamy wigc do czynienia
Z pewnym ,,sztucznym” czy tez ,,fikcyjnym” materiatem.

Za poczatek stosowania metody SIMP w rozwiazaniu numerycznym uwaza si¢
prace [8] z 1989 roku. Z bardzo wielu prac, ktore ukazaly si¢ pozniej, warto wspo-
mnie¢ o [61], gdzie precyzyjniej zdefiniowano sposob aktualizacji modutu Younga,
majacy wplyw na gestos¢ materii w poszczegdlnych elementach podczas kolejnych
krokéw procesu optymalizacji. W niniejszej pracy w rozdziatach piatym i siodmym
analizowano wptyw definicji funkcji progowych i sposobu aktualizacji modutu Youn-
ga na zbiezno$¢ rozwiazania. Okazato sig, ze rozwiazanie zalezy od Sciezki optymali-
zacji, ktora wynika z przyjetych parametrow zadania. Podobnie w [74] (konstrukcje
pretowe) stwierdzono, ze rozwiazanie zalezy od wielkosci przyjetego wyktadnika
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potegi funkcji sluzacej do aktualizacji modulu Younga (odpowiadajacej funkcji p(X)
zdefiniowanej w [8]). W [74] podano tez, ze rozwiazanie nie zawsze jest zbiezne
z rozwiazaniem optymalnym. Ustosunkowanie si¢ do tego faktu mozna znalezé
w rozdziale 6smym, gdzie analizowano wplyw parametrow $ciezki optymalizacji na
zbiezno$¢ rozwiazania z rozwiazaniem optymalnym. Ponadto w [74] rozwiazywano
zadanie przy zwigkszajacym si¢ stopniu penalizacji dla kolejnych krokéw procesu
optymalizacji, co odpowiada sposobowi rozwiazywania zadania dla réznych i zalez-
nych m.in. od numeru kroku funkcji progowych, co pokazano w rozdziale piatym.
Podobnie w [62] analizowano wplyw na rozwiazanie wielkosci wyktadnika potegi,
o jakim byla mowa wcze$niej. Rowniez i w tym przypadku analiza dotyczyta kon-
strukcji pretowych. W [31] rozwiazano problem optymalnej topologii dla laminatéw.
Zauwazono (bez podawania szczegotow) pozytywny wplyw rosnacego wykladnika
potegi na zbiezno$¢ rozwiazania. Jeszcze inaczej (dla konstrukcji ciaglej) sformuto-
wano funkcje u(X) w [56], gdzie dla kolejnych krokéw uwzgledniono pewne przyro-

sty gestosci dla danego elementu w stosunku do gestosci z poprzedniego kroku. Nie
precyzowano jednak, jakie sa to przyrosty i jak sig¢ je otrzymuje. W [70] dokonano
pewnych poréwnan dla rozwiazan, w ktorych zastosowano lub nie zastosowano meto-
dy SIMP.

Pewna odmiang SIMP mozna nazwa¢ ATO (Adaptive Topology Optimization),
metode obszernie omdwiona w [46]. Polega ona na adaptowaniu siatki podziatu
w trakcie procesu i rownoczesnym wygladzaniu ksztalttéw konstrukeji.

Generalnie, w literaturze brakuje opracowan podajacych szczegély zwiazane ze
stosowanymi funkcjami progowymi i sposobem aktualizacji modutu Younga dla kon-
strukcji o strukturze ciagtej, co omowiono w rozdziatach piatym i siodmym. Niektore
wyniki zamieszczone w rozdziale siddmym wczesniej byty publikowane w [38], na-
tomiast niektore wyniki dotyczace problemu zbieznos$ci rozwiazania w zalezno$ci od
przyjetych funkcji progowych byty publikowane w [36].

W ostatnich latach SIMP stat si¢ coraz bardziej szeroko stosowana metoda w roz-
wigzywaniu zagadnien zwigzanych z optymalizacja topologii.

Warto tez zwroci¢ uwage, ze metoda SIMP byla tez uzywana razem z metoda
COC (Continuum-type Optimality Criteria) [80], ktora po modyfikacji zwiazanej
z rozwiazywaniem numerycznym zadania przyjela nazwe DCOC (dodano Discreti-
zed) [81]. Stosowana ona byta do optymalizacji konstrukcji pretowych. Swe korzenie
ma w [33], gdzie sformulowano algorytmy, ktére pozwolily na projektowanie kon-
strukcji o minimalnym cigzarze, przy nalozeniu warunkoéw ograniczajacych na napre-
zenia i przemieszczenia.

e OMP (Optimal Microstructure with Penalization). W zwiazku z tym, Zze pro-
blem dotyczy mikrostruktur, w tym przypadku ro$nie liczba niewiadomych. Na przy-
ktad dla problemu dwuwymiarowego mamy dla kazdego elementu trzy niezalezne
parametry (dwie gestosci warstwowe i kierunek zorientowania mikrostruktury) [55].
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o NOM (Near Optimal Microstructure). Jest to pewna odmiana metody OMP,
dla ktérej generalnie nie stosuje si¢ penalizacji, przez co zadanie staje si¢ stabo zbiez-
ne. W takim przypadku niekiedy mozna positkowaé si¢ pewnym rodzajem postgpo-
wania, ktore mozna okresli¢ jako penalizacje o ustalonym poziomie. Poprawia to
zbieznos¢ zadania. Metoda ta czasami ma mniejsza liczbg niezaleznych parametréw
dla kazdego elementu niz wystepuje to w metodzie OMP [10].

o GA (Genetic Algorithms). Algorytmy genetyczne znajduja coraz szersze zasto-
sowanie w wielu dziedzinach, réwniez w optymalizacji topologii. Przyktadami moga
by¢ prace [12] i [34]. Nalezy dodac¢, ze ostatnio w Polsce dzial ten bardzo silnie rozwi-
jany jest w osrodku gliwickim.

¢ ESO (Evolutionary Structural Optimization). Metoda zostata nazwana i sformu-
fowana w 1992 roku. W [77] dokonano szczegdétowego jej opisu. Zajmowaly sig¢ nia
przede wszystkim osrodki australijskie. Pewne rozszerzenie o pelng mozliwo$¢ ponowne-
go uwzgledniania danego elementu po uprzednim jego odrzuceniu daje metoda BESO
([60] 1 [78]). Ze wzgledu na to, Ze uzywa si¢ tu nazw raczej zarezerwowanych dla algo-
rytmow genetycznych (np. Evolutionary Optimization) w [67] zaproponowano nazwe tej
metody jako SERA (Sequential Element Rejections and Admissions). Przyktad zastoso-
wania metody SERA mozna znalez¢ w [69]. Warto dodac, Ze nie zawsze prowadzi ona do
uzyskania rozwiazania optymalnego. Tak wigc dotychczas SERA jest metoda raczej intu-
icyjna, dla ktorej nie ma dowoddw istnienia rozwiazania optymalnego. Jako przyktad
bazujacego na ESO, ale innego sposobu wyznaczenia optymalnej topologii jest [16], gdzie
optymalizacj¢ prowadzi si¢ dla zmniejszajacej sig¢ dostgpnej masy, przy czym dla danego
procesu zaklada sig¢ wspotczynnik zmniejszania sig¢ masy (np. 1%). Optymalng topologia
sposrod wszystkich otrzymanych topologii bedzie ta, dla ktorej energia odksztalcenia
bedzie najmniejsza podczas zmnigjszania si¢ dostepnej masy. Problem otrzymywania
optymalnej topologii dla ciala o zmniejszajacej si¢ dostepnej masie w nieco innym ujeciu
niz w pracy [16] rozwiazywany jest w rozdziale dziesigtym.

e BM (Bubble Method). Metoda babelkowa, cho¢ nie jest ujgta w cytowanym
podziale, rowniez jest rozwijana w ostatnich latach, czego przykladem sa prace [19],
[20] 1 [21]. Polega ona na iteracyjnym umieszczaniu otworow (babelkow) w optyma-
lizowanej konstrukcji. Parametrem optymalizacji jest tu wektor okreslajacy potozenie
otworu. Jest to metoda bedaca przyktadem tzw. geometrycznego opisu problemu
optymalizacji topologii, podczas gdy wszystkie wymienione wczesniej sa przyktadami
opisu materiatowego.

Zastosowana w niniejszej pracy metoda miesci si¢ w metodzie SIMP, stosuje si¢
do materialu izotropowego i wykorzystuje penalizacjg. Jej algorytm jest oryginalny
i bedzie przedstawiony w rozdziale czwartym. W pracy stosuje si¢ podejscie energe-
tyczne MC (Minimum Compliance).

Warto podkresli¢, ze badania w dziedzinie optymalizacji topologii sa prowadzone
przez dwie grupy badaczy wzajemnie si¢ uzupelniajace. Jedna grupa zajmuje si¢ pod-
stawami teoretycznymi, badajac zagadnienia od strony formalnej, podajac m.in. do-
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wody na istnienie rozwiazania i w ten sposob pozwala prowadzi¢ badania bardziej
praktyczne drugiej grupie, ktora przede wszystkim zajmuje si¢ wyznaczaniem opty-
malnych topologii dla danych klas zagadnien.

Rozwiazania probleméw optymalizacji topologii moga by¢ analityczne i nume-
ryczne. Najczgsciej stosowana metoda numeryczna jest metoda elementow skonczo-
nych, pozwalajaca w sposob dyskretny analizowaé parametry projektowe. Odpowied-
nio zageszczona siatka podzialu MES daje mozliwosci traktowania rozpatrywanego
obszaru z jednej strony jako dyskretnego, z drugiej z makroskopowego punktu widze-
nia jako kontinuum.

Do niedawna, wobec szybkiego rozwoju tej dyscypliny wiedzy, w wielu osrodkach
prowadzono badania niezaleznie, tak jak niezaleznie wprowadzano terminologig. Wie-
le pojec i1 termindéw funkcjonuje obecnie rownolegle, réwniez wiele wynikéw otrzy-
mywano rownolegle. Jako przyktad mozna podac okreslenia, ktére opisuja to, czym
jest SIMP. Sa nimi np. direct approach zaproponowany w [8], opisujacy sposob aktu-
alizacji modulu Younga poprzez zastosowanie pewnego sztucznego materiatu. Inna
nazwa tego sposobu postgpowania jest artificial approach [61], gdzie idea direct
approach jest kontynuowana i doprecyzowano tu definicj¢ sztucznego materiatu sto-
sowanego podczas procesu optymalizacyjnego. Zreszta sama nazwa SIMP tez ma
rozne interpretacje stowne. Zamiast solid wielu autoro6w uzywa stowa simple. Zamiast
solid microstructure méwi sie simple material, jako ze jest to materiat, ktorego formu-
ly opisujace jego wiasnosci ulegaja pewnym modyfikacjom i — rzec by mozna —
uproszczeniom. Stowo material jest stosowane, aby wyraznie podkresli¢, ze mamy do
czynienia z izotropowym materiatem jednorodnym, cho¢ microstructure tez moze by¢
interpretowane jako materiat jednorodny, o mikrostrukturalnych porach. Nalezy jed-
nak pamietaé, ze w wiekszo$ci przypadkow stowo microstructure odnosi si¢ do mate-
riatdbw majacych budowe typowo mikrostrukturalna. W rozwazaniach prowadzonych
w niniejszej pracy SIMP nalezy tlumaczy¢ jako Solid Isotropic Material with Penali-
zation, gdyz materiat jest materiatem jednorodnym, a nie materiatlem o powtarzalnych
tzw. ,,celach” (,,komorkach”).

1.3. Rys historyczny

Pierwsza, fundamentalng praca, na ktora powotuja si¢ wszyscy siggajacy do poczat-
kow rozwazan nad optymalna topologia ciata jest praca australijskiego badacza Michella
z roku 1904 [47]. Potem, przez dlugie lata, dziedzina ta nie byla rozwijana i dopiero
z koncem lat piecdziesiatych i w ciagu lat szes¢dziesiatych rozpoczeto prace nad opty-
malizacja topologii struktur pretowych (Cox (1958), Dorn, Gomory, Greenberg (1964),
Dobbs, Felton (1969)). Prace te dotyczyly zastosowania kryteriow optymalizacji do
bardzo gestej siatki mozliwych potaczen pomigdzy weztami. Niektore z weztow byty
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obciazone, a niektore byly punktami podparcia konstrukcji. Ta siatka potencjalnych
potaczen nazywana byla ,,struktura podstawowa’ (ground structure), a p6zniej ,,struktu-
ra bazowa”. W trakcie procesu optymalizacji nastgpowala eliminacja zbgdnych pota-
czen, co prowadzito do uzyskania optymalnej struktury pretowe;.

Dos¢ kompleksowo problem optymalizacji konstrukcji pretowych potraktowany
jest w [45], gdzie przedstawiono przede wszystkim rézne metody optymalizacji sto-
sowanej podczas projektowania konstrukcji. Ksiazka przeznaczona jest dla inzynierow
zajmujacych si¢ projektowaniem.

Poczatkowo optymalizacja topologii dotyczyta wylacznie konstrukcji pretowych.
Od konca lat sze$¢dziesiatych zaczgto sig¢ zajmowac takze optymalizacja topologii
ciala o strukturze ciaglej, a nie tylko prgtowej. Obecnie t¢ dziedzing optymalizacji
mozna nazwac¢ optymalizacjg topologii kontinuum materialnego. Jako przyktady jed-
nych z pierwszych prac dotyczacych struktur ciaglych mozna podaé np. artykut z roku
1968 [59], w ktérym rozwazano zagadnienia teoretyczne optymalnego projektowania
konstrukcji, m.in. w celu otrzymania konstrukcji o maksymalnej sztywnosci. W [63]
okreslono optymalna grubos¢ konstrukeji ptytowe;.

Dopiero pod koniec lat osiemdziesiatych powstaja prace dajace podstawy do dal-
szych badan ([8] oraz [10]). Nastgpnie w latach dziewigcdziesiatych i pdzniej, az do
chwili obecnej, notuje si¢ burzliwy rozw6j optymalizacji topologii ciagtych ciat, za-
rowno jednorodnych, jak i kompozytowych.

Historig ksztattuja ludzie i dlatego warto wspomnie¢ o pewnych osobach, ktore
mialy bardzo duzy wptyw na rozwdj tej dziedziny wiedzy: Martina Bendsee z Techni-
cal University of Denmark w Lyngby, Nielsa Olhoffa z Aalborg University, Georga
Rozvanego obecnie pracujacy na Uniwersytecie Technicznym w Budapeszcie, a takze
Johna Taylora z Ann Arbor University, ktory jest autorem wielu fundamentalnych
prac i osoba, ktéra wskazywata i wskazuje kierunki rozwoju tej dziedziny. Z artyku-
16w autorstwa Johna Taylora, majacych duze znaczenie dla niniejszej pracy, warto
wymieni¢ [25] oraz cytowane wczesniej [59] i [63]. Na uwage zasluguje tez praca
[58], gdzie zajmowano si¢ optymalna topologia ciata z inkluzjami, i [75], w ktorej
przedstawiono optymalng topologig ciata z duzym zalozonym otworem (konstrukcja
mostu), co wiaze si¢ tematyka poruszona w rozdziale dziewiatym — wyznaczaniem
optymalnej topologii ciala z zalozonymi otworami. Prace pozostalych wspomnianych
0sOb omawiane sa w dalszej czg$ci pracy.

1.4. Przeglad literatury

W dalszej czesci zostana omowione przede wszystkim prace dotyczace optymali-
zacji topologii jednorodnego kontinuum materialnego oraz niektoére prace dotyczace
cial kompozytowych, w zakresie wiazacym si¢ z rozwazang tematyka.
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Rozpocznijmy od bardzo waznej pozycji z dziedziny optymalizacji topologii,
a mianowicie od wydanej w 1995 roku ksiazki Martina Bendsee [9]. Stanowi ona
podsumowanie wiedzy dotyczacej optymalizacji topologii wedlug stanu na okoto
potowe lat dziewigédziesiatych, zawiera tez bardzo szczegotowy przeglad literatury,
usystematyzowany w ciekawy sposob. Prace sg podzielone na trzy grupy: ksiazki
dotyczace pewnych podstawowych zagadnien (optymalne projektowanie, klasyczne
optymalizowanie ksztaltu, optymalizacja topologii, homogenizacja, relaksacja),
najwazniejsze artykuty dotyczace tych samych dziedzin co wspomniane ksiazki
i wreszcie artykuly z czasopism i konferencji, podzielone na dwadziescia pig¢ grup
tematycznych. Dopiero po nich znajduje si¢ typowy spis literatury. Uklad taki
pozwala na przejrzysta analiz¢ tzw. state of art w omawianej dziedzinie oraz na
bardzo szybkie odnalezienie potrzebnego w danej chwili tytutlu. Literatura cytowana
w ksiazce opisuje bardzo szerokie spektrum probleméw optymalizacji topologii.
Miedzy innymi formuluje si¢ w niej podej$cie homogenizacyjne, nastgpnie przed-
stawia si¢ funkcjonaty energetyczne stosowane przy rozwigzywaniu réznych zagad-
nien oraz nawiazuje si¢ do struktur prgtowych jako osobnej znaczacej dziedziny.
Przedmiotem rozwazan jest rowniez zastosowanie optymalizacji topologii do roz-
wigzywania m.in. probleméw dynamiki, problemoéw z nieliniowymi zwiazkami fi-
zycznymi, zagadnien topologii dla wybranych teorii ptyt itd.

Podobny uktad ma monografia Topology optimization, theory, methods and appli-
cations napisana przez M. Bendsee i O. Sigmunda z 2003 roku. Jest ona uaktualniona
i rozszerzona wersja pracy [9].

Warto tez wspomnie¢, poza przytaczana juz wczesniej praca [77], dotyczaca ESO,
jeszcze o publikacji [29] — dotyczacej aspektow teoretycznych zwiazanych z aprok-
symacja probleméw optymalizacji topologii elementami skonczonymi, o [48] — doty-
czacej aspektow teoretycznych zwiazanych z brakiem wypuklosci w problemach
optymalizacji oraz o [1], gdzie zawarto szczegdtowy opis metody homogenizacji sto-
sowanej w optymalizacji topologii.

Omoéwmy teraz w sposob nieco bardziej szczegotowy wymienione ksiazki. W pra-
cy [29] (Haslingera i Neittaanmékiego) przeprowadzono kompleksowa analiz¢ ma-
tematyczng probleméw optymalizacji topologii od sformulowania zadania w sensie
matematycznym poprzez dyskretyzacje metoda elementéw skonczonych, az do ana-
lizy wrazliwo$ci. Uwypuklono praktyczne aspekty zagadnienia. Rozwazano problem
istnienia rozwiazania. Z bardzo szerokiego spektrum zagadnien poruszanych w tej
ksiazce, w niniejszej pracy wykorzystano przede wszystkim dwa ostatnie rozdziaty
poswigcone optymalizacji topologii, réwniez z wykorzystaniem materiatu ,,fikcyj-
nego”, o czym wczesniej wspomniano przy omawianiu m.in. tzw. direct approach
[8]. W [29] problem optymalizacji topologii jest traktowany jako problem optymal-
nej grubosci projektowanego ciata, jest on dobrze uwarunkowany i nie wymaga
podejscia relaksacyjnego. W [29] zamieszczono tez niezbedne twierdzenia i ich
dowody.
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Z kolei w pracy [48] (Mistakidisa i Stavroulakisa) zaj¢to si¢ problemem braku wy-
puktosci i nieciagtoscia w zagadnieniach mechaniki, w tym takze w optymalizacji
topologii, ktorej poswigcony jest jeden z rozdziatow. Przedstawiono w nim bardzo
skrotowo niektore aspekty optymalizacji topologii, w tym przede wszystkim problem
dotyczacy aktualizacji modulu Younga. Podano tez literatur¢ dotyczacq tego zagad-
nienia (m.in. [24], [49], [50] 1 [79)).

Wydana w 2002 roku ksiazka Allaira [1] stanowi podsumowanie prowadzo-
nych przez autora prac dotyczacych metody homogenizacji stosowanej do optyma-
lizacji topologii oraz do zagadnien przewodnictwa. Prezentuje ona typowo mate-
matyczne spojrzenie na rozpatrywany problem. Ostatni rozdziat jest poswigcony
algorytmom numerycznym i zawiera przyktady liczbowe dotyczace m.in. r6znych
aspektow optymalizacji topologii. W ksiazce znalez¢é mozna bardzo szczegdtowy
wyklad dotyczacy teorii homogenizacji z uwzglednieniem H-zbieznos$ci oraz
G-zbieznosci, przedstawiono takze matematyczny model materiatdéw kompozyto-
wych oraz podano zasady optymalnego projektowania. Zamieszczono tez wiele
typowych dla optymalizacji topologii przyktadow liczbowych. Ksiazka ta stanowi
bazg, do ktorej mozna si¢ odnies$¢, rozwazajac rozne aspekty problemoéw optymali-
zacji topologii.

W dalszej czesci tego rozdziatu omdéwione beda artykuty dotyczace optymalizacji
topologii, majace zwiazek z przedstawiana praca, czyli dotyczace optymalizacji topo-
logii kontinuum materialnego, cho¢ rozniace si¢ podej$ciem, zastosowana metoda
rozwiazania, badz innymi szczegdtami. Moga tez by¢ tu prezentowane prace, ktore
dotycza optymalizacji struktur pretowych, wiazace si¢ z poruszanym w tej pracy za-
gadnieniem.

W pierwszej grupie omdéwione beda prace dotyczace optymalizacji topologii kon-
tinuum materialnego, rozwazane w ustalonym obszarze projektowym, w ktorych za-
stosowano minimalizacje¢ podatnos$ci. Istotnym wyréznikiem tego podejscia jest na-
rzucenie ograniczen na obwod powstalych otworéw (perimeter method). Ponadto
ograniczenia narzucono na dost¢pna w procesie mas¢. W zaproponowanej metodzie
unika si¢ koniecznosci relaksacji zmiennej projektowej, jaka jest gestos¢ wzgledna
w poszczegblnych podobszarach. Zamiast ustalania dolnej granicy gestosci wzglednej
zaktada si¢ goérne ograniczenie na obwod otworu. Zwigkszanie liczby otwordw
powoduje zmniejszenie podatnosci [15]. W tym przypadku materiat stawat si¢ struk-
tura z mikroporami. Rozwazania dotyczace omawianej metody mozna znalez¢ tez
w [26], a takze w [7] oraz w [6], gdzie rozwiazano rowniez konstrukcje tréjwymia-
rowe. Warto zaznaczy¢, ze podejscie to jest dobrze uwarunkowane ze wzgledu na
stosowanie ograniczen narzuconych na obwdd powstatych otworéw, poniewaz pro-
blem opisany jest w obszarze, w ktorym jest material, a granice otwordw sa granicami
rozpatrywanego ciata. Stosowanie tej metody daje mozliwos¢ kontrolowania wielko-
$ci i potozenia otwordéw na kazdym etapie procesu optymalizacji. Ponadto stosowa-
nie odpowiednich filtrow, bedacych pewnym odpowiednikiem penalizacji, poprawia
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zbiezno$¢ rozwiazania. Inne podejscie prezentuje si¢ w [23], gdzie dzigki zasto-
sowaniu pewnej funkcji i wlaczeniu jej do funkcji celu unika si¢ rozktadu szachow-
nicowego, a takze udaje si¢ uzyska¢ rozklad zero-jedynkowy (pustka—material).
Metoda ta zostala zastosowana do materiatu o periodycznej budowie mikrostruktu-
ralne;j.

Wspomnijmy jeszcze o metodzie babelkowej opisanej w 1993 roku w [19] i roz-
wijanej pozniej w [20] i [21]. Po wyznaczeniu topologii dla rozwazanej funkcji celu
1 uwzglednianych w zadaniu ograniczen w obszar zoptymalizowanego w danym
kroku ciata wprowadza si¢ otwodr. Celem tego wprowadzenia jest ,,poprawienie”
otrzymane] topologii, tzn. uzyskanie topologii, dla ktorej funkcja celu przyjmie
mniejsza warto§¢. Dla danej funkcji celu i zadanych ograniczen formulowane sa
kryteria okreslajace potozenie otworu. Nastegpnie, dla ciata, do ktoérego wprowadzo-
no otwor poszukiwana jest optymalna topologia. Proces ten powtarzany jest itera-
cyjnie, az do otrzymania optymalnej topologii rozumianej w ten sposéb, ze kolejne
wprowadzenie otworu ,,nie poprawi” juz topologii. Trzeba przy tym zauwazy¢, ze
w kolejnych krokach zazwyczaj zmieniajq si¢ granice obszaru zajmowanego przez
material, obszaru, ktory w tym przypadku kazdorazowo jest tozsamy z obszarem
projektowym.

Nieco inaczej zbudowany jest algorytm otrzymywania optymalnej topologii ciata
w [44]. Nazwany jest on catkowicie zautomatyzowanym algorytmem (ACOS). Wyko-
rzystano w nim minimalizacj¢ podatno$ci, homogenizacje i otrzymano rozktad z tzw.
odcieniami szarosci. Dopiero wtedy w drugim etapie dzigki zastosowaniu wielkosci
progowych uzyskuje si¢ rozktad czarno-bialy, nazywany tu binarnym. Okazuje sig, ze
tzw. thresholding, sformutowany do tego zagadnienia przez autoréw nie daje ani sy-
metrii w zagadnieniu symetrycznym, ani nie daje prawidlowego rozwiazania, co wy-
raza si¢ tym, iz algorytm pozostawia masg (czarne punkty) w miejscach, w ktorych
materialu nie powinno by¢. Wobec tego wprowadzono do algorytmu procedure ,,na-
prawy” topologii sprowadzajacej si¢ do eliminacji zbgdnej masy i przesuwaniu jej do
wlasciwych miejsc. T¢ procedur¢ mozna nazwaé pewna forma postprocessingu.
W dalszym etapie, wtasciwego postprocessingu, nastgpuje wygladzanie ksztaltow za
pomoca specjalnych procedur.

W tym miejscu warto wspomnie¢ o rdznorodnosci uzyskanych rozwiazan danego
problemu optymalizacji topologii. Pomimo ze zar6wno w omowionej powyzej pracy
[44], jak i w [27] i1 [28], a takze w niniejszej pracy w rozdziale czwartym mamy roz-
wigzany taki sam przyktad; topologie sa rézne, nawet dla takiej samej dostgpnej masy.
Porownanie topologii jest wrgcz niemozliwe, poniewaz rozwigzania podane w litera-
turze nie maja opisanych parametréw identyfikacyjnych. Pomimo nawet takiego sa-
mego podziatu na elementy skonczone sa to rézne zadania. Poza tym nalezy zauwa-
zyC, ze zastosowane metody rozwiazania z reguly sa rozne. Zazwyczaj jednak
charakter topologii jest bardzo podobny, a rdznice czgsto dotycza pewnych szczeg6-
1ow, co pokazano w rozdziale czwartym (np. w przypadku takiej samej dostgpnej ma-
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sy w procesie optymalizacji). Ponadto problem otrzymywania réznych rozwiazan
danego zadania zwiazany jest generalnie z wyborem $ciezki optymalizacji, na co
zwraca si¢ uwage w rozdziale 6smym, gdzie jako podstawowe kryterium analizy do-
tyczacej wyznaczenia optymalnej topologii przyjeto kryterium energetyczne. Za-
uwazmy takze, ze nie mamy tu do czynienia z wystgpowaniem lokalnych minimow,
tylko wtasnie z roznorodnoscia uzyskanych rozwiazan danego problemu optymalizacji
topologii, gdyz dla przyjetych parametréw minimalizacja rozwazanego funkcjonatu
prowadzi do uzyskania $cisle okre§lonego optymalnego rozwiazania, a dla innych
parametrow do innego rozwiazania. Pewne wczesniejsze analizy dotyczace problemu
réznorodnosci uzyskanych rozwiazan mozna znalez¢ w [41].

W niewielu pracach podano algorytm opisujacy postgpowanie podczas procesu
optymalizacji. Wsrdd nich mozna wymieni¢ wspomniang wyzej pracg [44], a takze
wiekszo$¢ prac dotyczacych ESO [77] i jej odmian, jak choéby [78]. Algorytm poda-
no tez w [27]. Zastosowany w niniejszej pracy algorytm, pozwalajacy na otrzymanie
optymalnej topologii w ogolnej postaci, opublikowany byt w [37]. Analiza stosowa-
nych algorytmow jest uzyteczna ze wzgledu na mozliwo$¢ lepszego poroéwnania
otrzymanych wynikow.

Bardzo istotne znaczenie dla problemow optymalizacji topologii miato zastosowa-
nie teorii homogenizacji, ktorej poczatki mozna wiaza¢ z praca [10]. Pozycja podsu-
mowujaca rozwazania dotyczace réznych aspektow zwigzanych z zastosowaniem
homogenizacji jest wydana ostatnio [1]. Warto przy tej okazji wspomnie¢ wczesniej-
sze prace dotyczace tej tematyki. Mozna wsrdd nich wymieni¢ [2], [3] i1 [5], zawiera-
jace zaréwno formalizm matematyczny problemu (wraz z odpowiednimi dowoda-
mi), jak i rozwigzania konkretnych probleméw optymalizacji topologii. Wymienione
pozycje opieraja si¢ m.in. na pracach [17], [22] oraz na [51]. Nalezy jeszcze dodac,
ze niektoére prace Allaire’a, Francfort’a, czy tez Kohn’a wczesniej byly prezentowa-
ne na np. NATO Advanced Workshop w Portugalii w 1992 roku (opublikowane
przez Kluwer Academic Publishers w 1993 roku NATO ASI Series — Topology De-
sign of Structures).

Praca [4], cho¢ ukazata sig¢ przed [1], zawiera nowe aspekty dotyczace zastosowa-
nia teorii homogenizacji z uwzglednieniem relaksacji, ktora pozwala uzyskac rozwia-
zanie dla catego obszaru projektowego w sytuacji, gdy coraz wicksze jego obszary sa
pozbawiane materiatu. Materiat zaczyna si¢ wtedy koncentrowaé w pewnych obsza-
rach, gdzie ze wzgledu na wytezenie materiatu jest niezbgdny. Dla calego obszaru
projektowego zadanie staje si¢ zle uwarunkowane i niezbedne staje si¢ wprowadzenie
W obszar pozbawiony materiatu odpowiednio wiotkiego materiatu zastgpczego, ktore-
go parametry beda w trakcie procesu optymalizacji poddane relaksacji. Oprocz rozwa-
zan teoretycznych w [4] zamieszczono tez przyktady liczbowe. Wczesniejsza praca,
w ktorej zastosowano formalizm relaksacyjny dla kontinuum materialnego byta praca
[18]. Z kolei w [39] analizowano wptyw relaksacji na szybko$¢ otrzymania optymal-
nej topologii.
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Dos¢ szerokie spektrum problemow zwiazanych z optymalizacja topologii jest poru-
szane w wielu pracach, ktorych wspotautorem jest Ramm. Wymienmy tylko niektore
z nich. W [61] poza bardzo ogélnymi uwagami na temat optymalizacji przedstawiono
aspekty teoretyczne oraz rozwiazania wielu problemow. Sa nimi np. wyznaczenie
optymalnego ksztattu konstrukcji ptyty, powtoki cylindrycznej i sferycznej pod obcigze-
niem skupionym, a takze m.in. ptyty uzebrowanej. Ponadto analizowano problem opty-
malnej konstrukcji powlok ze wzgledu na wyboczenie. W [46] przedstawiono pewna
technike adaptacyjna pozwalajaca na otrzymanie podczas procesu optymalizacyjnego
gladkich ksztattow konstrukcji. Mozna to uzyskac poprzez aproksymowanie ksztattow
obszarow zajgtych przez materiat w kolejnych cyklach za pomoca krzywych Beziera.
Konieczne przy tym jest aktualizowanie siatki podziatu konstrukcji na elementy skon-
czone. Warto wspomnie¢ jeszcze o [11], gdzie optymalizowana jest konstrukcja lekkich
przekry¢. Praca ta jest o tyle ciekawa, ze poréwnuje si¢ w niej istniejace konstrukcje
(Panteon w Paryzu, hale Uniwersytetu w Mainz i Uniwersytetu MIT) z obliczonymi
odpowiednimi konstrukcjami optymalnymi. Réwniez warta odnotowania jest praca [35],
w ktorej wyznaczono optymalng topologi¢ konstrukcji ramowej ze wzgledu na wybo-
czenie. Interesujace jest tu dodatkowo zastosowanie dwoch rodzajow podobszaréw we-
wnatrz obszaru projektowego. Pierwszy z podobszarow jest z zalozenia wypetliony
materialem, natomiast w drugim prowadzimy proces optymalizacji. Mozemy odnalez¢
tu pewne podobienstwa do pokazanego w rozdziale jedenastym procesu optymalizacji,
gdzie mamy roéwniez pewien podobszar z zalozenia wypetniony materiatem. Dodatko-
wo w rozdziale jedenastym zatozone sa tez rdzenie zeber, wokot ktorych gromadzi sig
material w trakcie procesu optymalizacji.

Na zakonczenie nalezy doda¢, ze niektore z istotnych dla niniejszej pracy publika-
cji sa cytowane w kolejnych rozdziatach, gdyz maja bezposredni zwiazek z przedsta-
wiana w nich trescia, w zwiazku z czym w tym rozdziale sa pominigte.

1.5. Cel i zakres pracy

Jednym z wyzwan, jakie staja przed inzynierami w obecnych czasach jest koniecz-
nos¢ projektowania konstrukcji w sposéb optymalny. Dotyczy to projektowania kon-
strukcji typowych hal, konstrukcji mostowych, konstrukcji powlokowych stanowia-
cych przekrycia duzych hal, czy wreszcie pewnych elementow konstrukcji budo-
wlanych, gdzie szczegdlnego znaczenia nabiera problem zmniejszenia cigzaru, pelne-
go wykorzystania wlasnosci zastosowanego materialu, czy tez uzyskania przy zadanej
masie mozliwie jak najsztywniejszej konstrukcji. Rozwazania dotyczace optymalnego
ksztaltowania konstrukcji sa obecnie coraz istotniejsze ze wzgledu na pojawianie si¢
nowych materialdow o parametrach zupetnie odmiennych od dotychczas stosowanych.
Wreszcie nowe technologie pozwalaja konstruowa¢ rowniez w nowy, nieznany do-
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tychczas sposdb. Wszystko to zmusza projektantéw do optymalnego projektowania
konstrukcji.

Optymalne ksztaltowanie konstrukcji ma dos$¢ bogata literaturg w ostatnich pigc-
dziesigciu latach. Dziedzina ta podzielita si¢ na szereg bardzo waskich specjalnosci.
Na przetomie lat osiemdziesiatych i dziewigcdziesiatych zaczgla si¢ wyodrgbniac
specjalno$¢ nieco pozniej nazwana optymalizacja topologii. Burzliwy rozwoj tej dzie-
dziny w ostatniej dekadzie owocowal bardzo wieloma pracami, dzigki ktorym wiele
probleméw dotyczacych optymalnego ksztattowania konstrukcji zostalo rozwiaza-
nych. Jednak bardzo wiele probleméw jest jeszcze w trakcie rozpoznania, trwa proces
rozszerzania tej galezi wiedzy, zwlaszcza badanie wielu aspektow, ktore niejako intu-
icyjnie zostaty wykorzystane w optymalizacji.

Po rozpoznaniu aktualnej sytuacji dotyczacej optymalizacji topologii, w tym me-
tod, jakimi mozna si¢ postugiwac, postanowiono zbadaé szereg problemoéw dotych-
czas nie rozwiazanych, a takze usprawni¢ sposoby otrzymywania optymalnej topo-
logii ciata.

Autor niniejszej monografii mial na celu opracowanie szybkiego algorytmu opty-
malizacji topologii oraz rozpoznanie wielu parametrow $ciezki optymalizacji maja-
cych wpltyw na szybkosC i jakos$¢ otrzymanej topologii. Istotne bylo przy tym, aby
otrzymana topologia byta topologia optymalna, to znaczy, aby osiagnigte byto mini-
mum globalne rozpatrywanego funkcjonalu. Wobec tego nalezato przeanalizowac
parametry sterujace procesem optymalizacji pod katem odpowiedniego przyjecia
wielkosci odpowiadajacych za jego przebieg.

Mozna wigc okresli¢ teraz szczegotowe cele niniejszej pracy:

1. Sformutowanie w jednolitym zapisie problemu optymalizacji topologii kontinu-
um materialnego.

2. Analiza numeryczna zagadnienia.

3. Ocena wplywu parametrow $ciezki optymalizacji na otrzymana topologig.

4. Otrzymanie optymalnej topologii ciala, co jest rOwnoznaczne z osiagnigciem
przez funkcjonat minimum globalnego.

5. Rozwiazanie wybranych probleméw optymalizacji za pomoca otrzymanego al-
gorytmu.

Zakres pracy obejmuje:

1. Przygotowanie podstaw teoretycznych w zakresie niezbednym do sformutowa-
nia i rozwigzania rozwazanego problemu.

2. Zbudowanie algorytmu optymalizacji topologii kontinuum materialnego, ktory
powinien by¢ bardziej efektywny niz algorytmy znane z literatury.

3. Zbudowanie odpowiednich programéw komputerowych.

4. Wykonanie testow numerycznych weryfikujacych mozliwosci zbudowanego al-
gorytmu i pozwalajacych potwierdzi¢ uzyskana, wyzsza efektywnos¢ tego algorytmu
od efektywnosci algorytmoéw prezentowanych w literaturze.
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5. Wykonanie obliczen umozliwiajacych zbadanie wpltywu parametrow S$ciezki
optymalizacyjnej na otrzymana topologi¢. Rozwazac si¢ tu bedzie wpltyw:
a) zastosowanych funkcji progowych,
b) zastosowanych funkcji relaksacyjnych,
c) przyjetego modelu aktualizacji tensora spr¢zystosci podczas trwania procesu
optymalizacji dla poszczegolnych punktéw materialnych.

6. Przeprowadzenie analizy otrzymanych topologii w poszukiwaniu optymalnej
topologii ciata, co jest rownoznaczne z poszukiwaniem minimum globalnego zasto-
sowanego funkcjonalu z uwzglednieniem roéznych parametrow $ciezki optymali-
zacji.

7. Przeprowadzenie obliczen niezbgdnych do rozwigzania wybranych problemow
optymalizacji.

Realizacja wymienionych celow w przedstawionym zakresie data ostatecznie
twierdzaca odpowiedz na pytanie o mozliwos¢ sformutowania w jednolitym zapisie
problemu optymalizacji topologii kontinuum materialnego, a takze na pytanie o moz-
liwos¢ zbudowania efektywniejszego od znanych z literatury algorytmow, ktory po-
zwala na otrzymanie optymalnej topologii w rozumieniu globalnym.

1.6. Uklad pracy

Monografia sktada si¢ z trzynastu rozdzialow. Rozdzial pierwszy podzielony
jest na sze$¢ podrozdziatow. W pierwszym podrozdziale bardzo krotko opisano
rozpatrywane zagadnienie oraz przedstawiono szereg informacji dotyczacych mig-
dzynarodowych spotkan zwiazanych z optymalizacja topologii i informacji o stowa-
rzyszeniu grupujacym naukowcoOw zajmujacych si¢ ta dziedzina. W drugim podroz-
dziale przedstawiono zakres optymalizacji topologii, podano szczegdtowy podziat
dziedziny, lokalizujac tematyke niniejszej pracy na jej ogédlnym tle. W trzecim pod-
rozdziale przedstawiono rys historyczny, nawiazujac do najwczes$niejszych prac
dotyczacych optymalizacji topologii. W czwartym podrozdziale dokonano przegladu
literatury. Na wstepie omowiono pozycje ksiazkowe z ostatnich kilku lat, a nastep-
nie powotano si¢ na literatur¢ opisujaca rézne podejscia, dzigki ktorym mozna
otrzyma¢ optymalna topologig ciata. Poruszono pewne podstawowe dla pracy za-
gadnienia, a takze pokazano (na przykladzie literatury) jak szerokie spektrum za-
gadnien optymalizacji wiaze si¢ z niniejsza praca. W podrozdziale piatym znalezé
mozna okreslenie celu i zakresu pracy. Wreszcie w podrozdziale szostym pokazano
uktad pracy.

W rozdziale drugim przedstawiono sformutowanie wariacyjne problemu brzego-
wego dla trojwymiarowego kontinuum materialnego, co pozwolito otrzymaé komplet
réwnan opisujacy rozpatrywane zagadnienie (zwiazki geometryczne, fizyczne, rowna-
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nia rownowagi, przemieszczeniowe lub naprezeniowe warunki brzegowe oraz kine-
matyczne lub statyczne warunki na granicach podobszaréw znajdujacych si¢ we-
whnatrz obszaru projektowego).

W rozdziale trzecim, podzielonym na dwa podrozdzialty, omowiono wszystkie
aspekty teoretyczne dotyczace problemu optymalizacji topologii kontinuum material-
nego. W podrozdziale pierwszym przedstawiono opis zadania, podano zastosowane
zatozenia, opisano obszar projektowy, wewnatrz ktorego dokonuje si¢ optymalizacji.
Ponadto podano niezbgdne podstawy zastosowanej teorii homogenizacji, a takze opi-
sano cechy charakteryzujace proces optymalizacji. W drugim podrozdziale, po krot-
kim wprowadzeniu, sformutowano w sposéb wariacyjny problem optymalizacji dla
obszaru poddanego homogenizacji oraz homogenizacyjno-relaksacyjny problem
optymalizacji topologii kontinuum materialnego.

Rozdziatl czwarty zawiera cztery podrozdziaty, z ktérych pierwszy jest krotkim
wstgpem, w drugim przedstawiono algorytm metody elementow skonczonych,
w trzecim przedstawiono przyktady liczbowe. Ponadto zamieszczono w nim analizg
poréwnawczg z przyktadami zamieszczonymi w literaturze. Dokonano tez analizy dla
roéznej gestosci siatki podziatu. W ostatnim podrozdziale zdefiniowano pojgcie post-
processingu bedacego zespotem dziatan majacych na celu albo doprowadzenie do
rozktadu material—pustka, albo (i) majacych na celu wygtadzenie ksztalttow. Pewne
elementy postprocessingu sa wykorzystane w kolejnych rozdziatach niniejszej pracy.

Nastepne trzy rozdzialy (piaty, szosty i siodmy) zawieraja analize wptywu trzech
parametréw sterujacych szybkoscia i jako$cia otrzymanej topologii. W rozdziale pia-
tym, po krotkim przegladzie literatury dotyczacej wykorzystywania penalizacji, poda-
je si¢ definicje funkcji progowych, za pomoca ktorych poszukuje si¢ optymalnej topo-
logii, oraz rozwiazania dla roéznych funkcji progowych. Wreszcie formuluje si¢
wnioski dotyczace wlasciwego doboru funkeji progowych zapewniajacych odpowied-
nio szybko otrzymanie optymalnej topologii.

Rozdzial szdsty podzielony jest na pig¢ podrozdzialow. W pierwszym omoéwiono
relaksacj¢ stosowang dla uktadow pretowych, w drugim nawiazano do badan litera-
turowych dotyczacych stosowania relaksacji dla kontinuum materialnego oraz sfor-
mutowano wielkos¢ relaksacyjna. W trzecim podrozdziale bardzo krotko przedsta-
wiono rozwazania dotyczace definicji wielkosci relaksacyjnej, a w czwartym
podano wyniki dla zaproponowanych definicji funkcji relaksacyjnych. W piatym
podrozdziale zamieszczono uwagi koncowe dotyczace wiasciwego doboru funkcji
relaksacyjnej.

Rozdzial siodmy dotyczy analizy wptywu na rozwigzanie réznych sposobow ak-
tualizacji modutu Younga w kolejnych krokach procesu optymalizacji i jest podzie-
lony na cztery podrozdzialy. W pierwszym z nich zawarto uwagi wstepne,
w drugim podano badane definicje, w trzecim przeprowadzono obliczenia dla przy-
jetych funkcji uaktualniajacych. W czwartym podrozdziale podsumowano badania,
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podano wnioski dotyczace efektywnosci poszczegdlnych definicji uaktualniajacych
modul Younga.

Bardzo wazny jest rozdzial 6smy, w ktorym podsumowano wyniki z poprzednich
trzech rozdzialow. Przeprowadzono w nim obszerng analiz¢ otrzymanych topologii
w aspekcie energetycznym. Rozdzial dzieli si¢ na pie¢ podrozdzialéw. Po krotkim
wstepie w kolejnych trzech podrozdzialach analizowano rozwiazania danego zada-
nia otrzymane dla réznych $ciezek optymalizacji. Ta réznorodnos¢ rozwiazan zwia-
zana byla ze stosowaniem kolejno réznych funkcji progowych, réznych funkcji
relaksacyjnych i réznych funkcji aktualizujacych modut Younga. Obliczenia wyko-
nano zmieniajac jeden z parametrow przy statych dwoch pozostatych. Analize¢ prze-
prowadzono pod katem znalezienia topologii o minimalnej energii odksztalcenia dla
danej zmiennej. W ostatnim podrozdziale podsumowano rozwazania dotyczace zna-
lezienia takich parametréw zadania, przy ktérych wyznaczona topologia bedzie
optymalna.

Kolejne cztery rozdziaty (dziewiaty, dziesiaty, jedenasty i dwunasty) zawieraja
rozwiazania czterech problemoéw optymalizacji topologii. Uktad tych rozdziatow
jest taki sam. Dzielq si¢ one na dwa podrozdziaty, z ktoérych w pierwszym formutuje
si¢ problem, w drugim wykonuje si¢ obliczenia w celu otrzymania optymalne;j
topologii rozwazanego zadania. Zawsze na koncu drugiego podrozdzialu mozna
znalez¢ krétkie uwagi podsumowujace dany rozdzial. W rozdziale dziewiatym
przedstawiono problem wyznaczenia optymalnej topologii dla ciata z zatozonymi
otworami. We wstgpie do rozdziatu dziewiatego sformutowano problem od strony
teoretycznej, a nastgpnie rozwiazano przyklady dla zmieniajacego si¢ potozenia
i wielkosci otworu.

Rozdziat dziesiaty poswigcony jest problemowi znalezienia optymalnej topologii
dla ciata, ktorego masa zmniejsza si¢ w trakcie procesu optymalizacyjnego, a dodat-
kowo moze nastapi¢ zwigkszanie si¢ obciazenia w trakcie tego procesu. To zagadnie-
nie moze znalez¢ zastosowanie w tzw. inteligentnych konstrukcjach.

Rozdzial jedenasty dotyczy wyznaczania optymalnej topologii przekroju po-
przecznego dzwigara powierzchniowego, jakim jest wewngtrznie uzebrowana tarcza.
Algorytm podany w tym rozdziale dodatkowo umozliwia projektantowi sprawdzenie,
czy zalozona liczba zeber w przekroju poprzecznym jest optymalna.

Wreszcie w rozdziale dwunastym znajdujemy rozwazania dotyczace otrzymania
optymalnej topologii ciata, ktorego masa i zajmowany przez nia obszar zwigksza si¢
w trakcie procesu optymalizacji. Rozpatrywany temat dotyczy dwoch niezaleznych od
siebie problemow:

1. Po dokonaniu homogenizacji masa jest rownomiernie roztozona w calym obsza-
rze projektowym. Poszukuje si¢ topologii dla poczatkowo matej dostepnej masy. Na-
stepnie masa ta ros$nie, by na koncu osiagna¢ swa docelowa wartosc.

2. Po dokonaniu homogenizacji masa jest rownomiernie roztozona tylko w pewnej
czesci obszaru projektowego. Optymalizuje si¢ topologie w tej czgsci obszaru projek-
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towego, w ktorej zgromadzona byla masa. Rozwiazuje si¢ takie zadanie dla coraz
bardziej zwickszajacego si¢ obszaru zajmowanego przez mase, przy czym masa rosnie
proporcjonalnie do zwigkszania si¢ obszaru przez nia zajmowanego. W efekcie mozna
otrzymac¢ topologie umozliwiajace zbudowanie konstrukcji, ktoéra na kazdym etapie
montazu bgdzie konstrukcja optymalna.

W rozdziale trzynastym dokonano podsumowania, po ktérym zamieszczono wy-
kaz cytowane;j literatury.



2. Problem brzegowy mechaniki
trojwymiarowego kontinuum materialnego

2.1. Wstep

W niniejszym rozdziale sformulowano problem brzegowy, w ujeciu liniowym, dla
trojwymiarowego kontinuum materialnego, podlegajacego ruchowi na skutek dziata-
nia zadanego obciazenia. Oparto si¢ na kierunkowej teorii powlok przedstawionej
w [53] i [54]. Zastosowano rachunek wariacyjny — wykorzystano funkcjonat Hu-
Wazhizu [64]. Na rozpatrywane ciato naktadano pewne wigzy. Podczas ich formuto-
wania wykorzystano elementy teorii wigzow [76], ktéra daje mozliwos¢ jednolitego
opisu zagadnienia.

Przedstawione podstawowe rownania dla tréjwymiarowego kontinuum stanowia
podstawe dla sformutowania w nast¢pnym rozdziale problemu optymalizacji topo-
logii.

2.2. Sformulowanie wariacyjne problemu brzegowego
dla trojwymiarowego kontinuum materialnego

Kontinuum zajmuje pewien obszar zwany obszarem projektowym (2, ktérego ob-
jetos¢ wynosi V. Geometrig trojwymiarowego kontinuum materialnego opisuje si¢
w globalnym kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych X; oraz w lokalnym konwekcyj-
nym ukladzie wspotrzednych x;. Wektor potozenia dowolnego punktu w konfiguracji
poczatkowej przyjmuje si¢

P(@“,§)= R( “)+A5§( “), @2.1)

gdzie R jest wektorem potozenia punktéw na powierzchni podstawowej S, @ okresla
wspotrzedne krzywoliniowe na S, a A; jest jednostkowym wektorem normalnym do S.
Kowariantne wektory bazy zapisujemy jako
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Ga = aa@Pa ZIUZAy >
(2.2)
_oP _A,
oot Y
gdzie
u =5, -EB] 23)

nazywany jest translatorem, a wielko$¢ Bg jest wspdlrzedna drugiej formy podsta-

wowej. Wektory A, tworza baz¢ na powierzchni podstawowej S. Wspotrzedne tensora
metrycznego wynosza

C;(l/)7 = ;ug :ug A;/5 ’

(2.4)
G;; =1.
Zdefiniujmy
u=detlu’|=1-26H - £2 K, (2.5)
. 1 . . . . .
gdzie H = 5 B jest $rednig krzywizna, a K = det‘BZ‘ jest krzywizna Gaussa.
Zapiszmy kowariantne wektory bazy
a _ -1 14
G =), A, (2.6)
Gy = A,
gdzie
- 1 a a a
(1 1);=;[5ﬂ+§(8ﬂ—2H s @.7)
Wobec tego wspotrzedne tensora metrycznego oblicza sig nastgpujaco:
Gaﬂ — -1 -1 A}/()‘ ,
ey G o5

G¥ =1.

Wektor potozenia dowolnego punktu w konfiguracji aktualnej we wspotrzgdnych
konwekcyjnych wyrazi¢ mozna zaleznoscia

plo.¢)=rle")+<dle7), (2.9)



26 Optymalizacja topologii kontinuum materialnego

w ktorej
r=R+u,
d=A,+7, (2.10)
S=y+p.

Rys. 2.1. Interpretacja geometryczna zaleznosci (2.10)

Geometryczne zalezno$ci pomigdzy niektorymi powyzszymi wielkosciami poka-
zane sa na rysunku 2.1. Wielkosci te definiujemy nastgpujaco:

u — wektor przemieszczenia powierzchni podstawowe;j S,

y — wektor deformacji poprzeczne;,

natomiast

B=B,A°, (2.11)
B, =-u, |+ B u,). 2.12)

Podwojna kreska pionowa oznaczono rézniczkowanie kowariantne w bazie A,,.
Majac na wzgledzie powyzsze zalezno$ci mozna teraz zapisa¢ wektor p w postaci

plO@*.£)=R+u+é 5 +EA,. (2.13)

Wektory bazy wyznacza si¢ nastepujaco:

op y
= =y A+u, +&68, , 2.14
9 50° Hy laté 0y, (2.14)
g3——ap=A3+5. (2.15)

o
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Wektor przemieszczen punktow kontinuum tréjwymiarowego przyjmuje wige

postac
v=p-P=u+¢&94. (2.16)

/ ¢
0 g

Rys. 2.2. Widok rozpatrywanego ciata

Roéwnania opisujace trojwymiarowe kontinuum sprowadzone do powierzchni pod-
stawowej uzyskano stosujac pierwsza formg funkcjonatu Hu-Washizu

17( e v J.C"k'e e, dvV

s¥ijo i

Ia { (v +v‘) J}dv

IXV av - Itv ds - Io”v vV, —V; )ds

Iy Iy

J‘q+v ds, - [y, ds_,
S_

2.17)

gdzie naprgzenia, przemieszczenia i odksztalcenia zapisane sa w bazie trojwymiaro-
wej konfiguracji poczatkowej. Powierzchnie Si i S' sa powierzchniami granicznymi,
na ktore dziata obciazenie qi+ i g'. Sily objetosciowe oznaczono jako X'. Po-

wierzchnie 7 i I, sa powierzchniami brzegowymi, na ktorych zadano odpowiednio

obciazenia brzegowe t' lub przemieszczenia brzegowe v (rys. 2.2). Wektor V' jest

wektorem normalnym do powierzchni 77, a C'*' jest tensorem sprezystoci, nato-
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miast € jest tensorem odksztalcenia. Kreska pionowa oznaczono rozniczkowanie

kowariantne w bazie trojwymiarowej G;. Na powierzchni podstawowej sktadowe wek-
tora przemieszczenia mozna zapisac

Va zua+§5a’

2.18
V; =U; +&0;. (2-18)
Zapiszmy funkcjonat
" =[r (v, —u, £5,)dV + [P, —u; -£8,)dV (2.19)
\Y \

gdzie r, r’ sa reakcjami wiezi kinematycznych. Po uzupehieniu funkcjonatu 77
funkcjonatem /7" otrzymujemy =M+ zapisany w bazie tréjwymiarowej
a3 73

— 1 afyo a3 3
H:EIC 7eaﬁe75dV+2IC g e, dv

1 3333 a 33
+5\J/‘C €;; 6, dV +jC €, €55 dV

\

+.[O-aﬂ{%(vaﬂ+vﬂa)—eaﬂ}dv
J“’ [ (a\a Sa)_ea3jldv
Ia { (3‘3 33)—ew}dv

ijdv ij3dv [tv, ds - [t'v, ds

i i
—.[o-“ﬂvﬁ(va —v? dS—Ia va(v3 —v3)dS
I,
Iq+v ds, Iqiv3 ds, - qu‘va ds_— jqfv3 ds_
S, S S
+Ir va—ua—§5a)dv+J-r3(v3—u3—§53)dv. (2.20)
\ \Y

Przechodzac do zapisu funkcjonatu na powierzchni podstawowej w bazie A; postu-
zono si¢ zaleznos$ciami [53]
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— 7 _
Volp = /ua[v;/Hﬁ B, sUs],
— 47
Vals = Ha Vy3 5
— 4
Vijg =Vig t BV, , (2.21)
Vi3 = Va3
— 7
Vo, =iV, ,
w ktorych po lewej stronie ostatniej roOwno$ci mamy przemieszczenie zapisane
w bazie Gj, a po prawej w bazie A;. Podwdjna kreska oznaczono rozniczkowanie
kowariantne na powierzchni A,, a przecinkiem rézniczkowanie czastkowe. W dal-

szej czeSci catki po objetosci zastapiono catkami po powierzchni podstawowej S
catkujac po &

dV = udSdée. (2.22)

Zdefiniowano nastgpujace sity wewngtrzne

NW:J.,UO'aﬂ,Uzdé:, Naszj'uawdé;,
3 é

M =[uo’ wyeds,  N”=[uodg, (2.23)
s S

Ma3:J‘ﬂGa3§d§,
5

gdzie zmienna & przybiera wartosci —0,5h do 0,5h. Po uwzglednieniu (2.18) i (2.21)
mozna zapisac

1 1

E(Vaﬁ +Vﬂa)=§(lu§ Upyp =t B, 5 Us + & 11 57“,5)

%(_5“5 B+ KjUy, — 443 B, 1)

+%(§ Hp O, =S 1y B, 0 ) (2.24)
1 1

E(VDH +V3a)25(5a _ﬂa +§53,a)a

%(sz + V3\3): s,
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a takze
e :l( Ve s+ EU K, gt unE,,, +EULK )
ap Ty WabypToMaKyp T HpEra T M Rya )

1
€3 =5(§ea3 7)) (2.25)
€3=73,

gdzie ¢, 4, €,5, K, 5, V4> 73 Satensorami odksztalcenia zdefiniowanymi na powierzchni

podstawowej. Tensory te okreslone sa przez co najwyzej pierwsze pochodne prze-
mieszczen uogodlnionych (U oraz 8). Tensory sprezysto$ci wyrazi¢ mozna przez

Caﬂyé‘ z(ﬂ—l)Z(lu—l)f(ﬂ—l)Z(ﬂ—l)f Aglkv’
Cama:(u—l)j(’u—l)g IREES
co3r3 :(/u—l);(/u—l)g AP,

3333 _ 23333
C77=A"",

(2.26)

. 2 533 pB3S3 73333 - - : . :
gdzie AT**Y, A9 AP3O3 AP ga tensorami zdefiniowanymi na powierzchni pod-

stawowej.
Oznaczmy nastgpujace tensory:

pabre _ A,uﬂz'l(J./u(/u—l)Z (#71);(195,
3

Ay YZE ! wla 'l ) 2 e,
SR Ry g
| l(u“)f dz.
Ey =A7 33}#(#‘1)5 £dé,

:

Ea373 _ Aﬁsssj‘ﬂ(ﬂ—l);(ﬂ—l)gdg’
5

EJSH :Aﬂ353j-u(ﬂ_l);(/u_l)g§d§5
4
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al3y3

Ew = Aﬂ363jﬂ(ﬂ_l); (ﬂ_l)(ys 962 dé,
¢

2.27
E3333 =A3333.[,ud§. ( )
¢

Sktadowe wektora przemieszczenia mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

Vo =u,+<&°6,, 2.28)
v,=u,+& 0,. '
Zapiszmy
dS, =x"dS, dS_ = dS. (2.29)

Uogolnione sity dziatajace na granicach dS, i dS_ definiuje si¢ nastgpujaco:

F“=Qf#++qf‘/¢‘+fux“d§,
¢

F3=<ﬁﬂ*+qfﬂ’+fﬂx3d§,
S

(2.30)
L =qf @ &+ w &+ [ uX“Ede,
4
C=qlu' &+ p &+ [uXEde,
3
Natomiast uogolnione sity brzegowe sa zdefiniowane jako
T=[ug®ds,  T'=[ud'ds,
: 3 : 3 (2.31)
T =[uaeeds, Ty =[ugcde,
4 4
gdzie
a“=a/"v,, q’=qlv, (2.32)
a

vo=ul+£60. (2.33)
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Znany jest zwiazek pomigdzy powierzchnia /7~ a krzywymi C,, C, jako sktado-
wymi krzywej C

Vydlm = pvgdédC. (2.34)

Mozna wigc teraz zapisa¢ funkcjonat /7 na powierzchni podstawowej

~ 1 apre afre
H:J-E(E grggﬁ'a+EM K'ngﬁajds

1 afre apfre
+-£E(EM {;‘”K'ﬁa+EMM K”Kﬂajds

al3y3 al3y3

Ewn €436, +Enm ga37y)d8

a3 “y3

a3y3 3333

al3y3
(EM £,37, +E Yo7, +E 7373de

(M“B,, 8, -N“P 2, ~M“P x,, )dS (2.35)

(CN“ y, £ N5 - Ny, )ds

!
!
!
+j(w353,a “M@ g, + NP (S, - B, ))dS
!
|
!
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Rozpatrywany obszar jest wypeliony izotropowym materiatem liniowo sprezy-
stym o $ci$le okreslonych parametrach materiatowych. Funkcjonat zapisany na po-
wierzchni podstawowej zalezy od tych parametréw. Dokonujac wariacji tego funk-
cjonatu traktujemy przyrosty wirtualne argumentéw funkcjonatu jako wzajemnie
niezalezne. Warunkiem stacjonarno$ci jest zerowanie si¢ pierwszej wariacji funk-
cjonatu. Z tego warunku otrzymujemy kolejno zwiazki geometryczne, zwiazki kon-
stytutywne, rownania rOwnowagi, przemieszczeniowe i napre¢zeniowe warunki brze-
gowe.

Zwiazki geometryczne:

€pa :uﬂHa - Bﬂa us,

Kﬂa = ﬂHa _Bﬂa 53,
E43=034 5 (2.36)
Vo = 5/3 _ﬂa >
73 =0;.
Zwiazki konstytutywne:
Naﬂ — Eaﬂrggrg + Elf/zlﬂrg’(rg + Eaﬂ33 Vs
M “r = El?/!lﬂ”‘ grg + El?/lll\/jr‘g Kr.s + El(\lllﬂ33 7/3 >
M* =B e +Ex’ 7, (2.37)
Nzx3 - E’?/:I3y3 8},3 + sz37/3 ]/7’
N33 — E3333 73 + Eaﬂ33gaﬂ + E'?/lﬂ33 Kaﬂ-
Réwnania rownowagi:
N“’ . +F/ -N“*B/ =0,
N“’B,, +F’+ N, =0,
(2.38)

M, + P =N"*=0,

M By, +L+M* ), =N =0.
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Warunki brzegowe nalozone na przemieszczenia:

0 0
U,=Ug,, 0,=0,,
re e (2.39)
u, =uy, 5, =0y,
i na naprezenia
NPy, =T7,
My, =T{,
(2.40)
Ny, =T,
M* v, =Ty .

Powyzsze réwnania zostaly wyprowadzone dla o$rodka ciagtego jednospdjne-
go. Rozwazmy teraz ten sam obszar, jesli chodzi o jego zasigg, ale sktadajacy si¢
z dwoch podobszaréw, z ktorych kazdy ma inne parametry materiatowe, co spro-
wadza sig do tego, iz tensory sprezystosci w obu podobszarach sa rézne. Podob-
szary te stykaja si¢ wzdluz granicy, ktorej potozenie jest znane. Zatéozmy, ze
wszelkie parametry dotyczace podobszaru V; odpowiadaja parametrom wcze$niej
rozpatrywanego obszaru V, natomiast podobszar Vi ma inne parametry. Poniewaz

funkcjonat 17 zostat sprowadzony na powierzchni¢ podstawowa, wigc granica
dzielaca podobszary jest teraz pewna krzywa L (rys. 2.3), a odpowiednie podob-
szary sg teraz reprezentowane poprzez odpowiednie powierzchnie podstawowe S;
i Sy. Wzdtuz krzywej L, ze wzgledu na ciaglo$¢ budowy materii w rozpatrywanym
obszarze, zatozono nastgpujace wigzy:

11 11
U, =u u, =u
p=Up> 3=y
5, =5 5. =5 24D
B~ B> 37930

gdzie U4, U;, 54, 05 dotycza podobszaru Vi, natomiast ug , u;l ,ol 5311 dotycza pod-

obszaru V.
Rozpatrzmy teraz tylko podobszar V| wiedzac, ze wzdhuz krzywej L wystepuja od-
dzialywania z podobszaru V) zastapione odpowiednimi uogoélnionymi sitami we-

wnetrznymi z tego podobszaru (Nf’iﬂ ,M2P UNE3 M{'f). Przyktadowo na rys. 2.3

pokazano dwie z tych sit.
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Rys. 2.3. Obszar V; i obszar Vy

Mozemy teraz uzupelnié funkcjonal /7 o funkcjonat /7 = ﬁ(ui ,5):
ﬁ:_j NS (u, —ull v, + M (5, -84 v, ) dL

(N (uy —u v, + M3 (5, -1 v, ) dL (2.42)

l_'—.

jNﬁﬁv Uy + My, 8, + NGy, U+ My, 5,) dL.
L

Otrzymamy wtedy funkcjonal /7" = 17+ 17 . Jesli teraz dokonamy wariacji funk-

cjonatu /7", to oprocz rownan od (2.36) do (2.40) otrzymamy jeszcze zaleznosci
takie, jakie wystepuja na krzywej L. Sa to warunki kinematyczne

11 11
U, =u u, =u
p=Up > 3=
5.=51, 5 =60 24
B~ “B> 3793

oraz warunki statyczne

N’ =Nj”, M =M{”,
(2.44)
Na3:N10;3’ Ma3:M10;3.

Jezeli rozpatrywany obszar projektowy sktada si¢ ze skonczonej liczby podob-
szarébw o réznych parametrach materialowych, to funkcjonat 77" jest odpowiednio
uzupetniony i otrzymujemy oprocz réwnan dotyczacych danych podobszarow takze
odpowiednia liczbg rownan (2.43) i (2.44) spelnionych osobno na kazdej granicy
podobszarow.
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Przyktady liczbowe przedstawione sa dla dzwigara powierzchniowego, jakim jest
tarcza. Wtedy p=1, uj =0y, (,u_l); =03 . Wobec tego réwnania od (2.36) do (2.40)
sprowadzaja si¢ do

Eup=Uy s>
Naﬂ — Eaﬂré‘ £,
N*? ,+F# =0, (2.45)
0
Up=Up>
N“Py, =T7,
gdzie

R :j o“P e, (2.46)
¢

oraz
Eaﬂra ZA,uﬂrch. 555; dé;:Aaﬂrs.[ dé;
4 4

= (A*A“ﬁA” +,u(A”Aﬁg + A”Aﬂ’))j d¢g,
4

(2.47)

natomiast

. 2Au E Ev
A= =, A= 2.4
ai2u 2(1+v)’ (1+v)(1-2v) (248)

Wymienione wielkosci A oraz y sa statymi Lamego, E jest modutem Younga, a vjest
wspbtezynnikiem Poissona. A*/ reprezentuje skladowe tensora metrycznego po-
wierzchni podstawowej i jest rowny 7. Wtedy

£/ = (157057 + ulo 67 + 57577 )| de. (2.49)
¢

W zadaniu rozpatruje sig tarcze grubosci h. Sity N7 ostatecznie przyjmuja po-
sta¢
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N" = (2" +2u)e, + 4 &5,
N22 = (2" +24)ey, + 4" &, ), (2.50)
N'2 =N? :(,u(glz + 821)) h.
Réwnania (2.43) i (2.44) sprowadzaja si¢ do
11
Ugs=Ug,,
e (2.51)

NP =Ng7 .



3. Sformulowanie problemu
optymalizacji topologii

3.1. Wstep

3.1.1. Opis sformulowanego zadania

W niniejszym rozdziale sformutowano i rozwiazano problem optymalizacji topo-
logii kontinuum materialnego. Problem ten polega na znalezieniu optymalnego roz-
mieszczenia dostgpnego materialu wewnatrz zadanego obszaru projektowego (2, przy
zatozeniu, ze zdefiniowane sa warunki brzegowe, a rozpatrywany obszar obciazony
jest w Scisle okreslony sposob (rys. 3.1a). Do sformutowania problemu zastosowano
podejscie wariacyjne. Poczatkowo w calym obszarze projektowym mamy do czynie-
nia z dowolnym rozkladem materiatu (rys. 3.1b). W zwiazku z tym zagadnienie roz-
wiazywane jest sekwencyjnie:

¢ po pierwsze, stosujac podejscie wariacyjne nalezy sformutowac problem opty-
malizacji topologii dla obszaru poddanego homogenizacji.

W momencie rozpoczgcia procesu optymalizacji (kiedy gestos¢ masy w niektoérych
podobszarach obszaru projektowego przyjmuje warto$¢ rOwna zeru) zadanie staje si¢
zle uwarunkowane i dlatego

¢ po drugie, stosujac rowniez podejécie wariacyjne nalezy sformutowac problem
optymalizacji topologii w sposob relaksacyjny.

a)
S

[ Q

e

Rys. 3.1. Obszar projektowy 2
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Podany sposob postawienia problemu optymalizacji topologii przedstawiony bg-
dzie szczegdtowo w rozdziale 3.2.

3.1.2. Zalozenia

Rozwiazujac problem optymalizacji topologii przyj¢to nastgpujace zatozenia:

1. Rozwaza si¢ kontinuum materialne rozumiane jako jednorodny, izotropowy
osrodek ciagly i1 dla takiego osrodka sformutowano problem w sensie teoretycznym
oraz numerycznym.

2. Materiat jest liniowo sprezysty.

3. Rozwiazuje si¢ zagadnienie statyczne.

4. Zaktada sig, ze tensor odksztalcenia jest liniowy (teoria matych odksztatcen).

5. W trakcie calego procesu optymalizacji zagadnienie rozpatruje si¢ dla statego
obszaru projektowego (2, co oznacza, ze mozna postugiwaé si¢ w trakcie catego pro-
cesu zardwno tym samym formalizmem teoretycznym, jak i numerycznym.

6. Stosuje si¢ podejscie wariacyjne.

7. W procesie optymalizacji dysponuje si¢ pewna okre$lona masa ciata, zwana do-
stgpna masa.

8. Przyjetym kryterium optymalizacji jest minimalizacja funkcjonalu podatnosci
rozwazanego ciala przy ograniczeniach natozonych na masg ciata.

3.1.3. Opis obszaru projektowego

Rozwazania prowadzone sa dla pewnego, $cisle okreslonego, obszaru projekto-
wego 2, w ktérym mamy do czynienia z kontinuum materialnym. Obszar projekto-
wy traktuje si¢ z punktu widzenia geometrycznego jako skonczony zbior punktow
geometrycznych. Punkt geometryczny jest to obiekt geometryczny parametryzowa-
ny trzema wspotrzednymi. Zaktada sig, ze kazdemu takiemu punktowi mozna przy-
porzadkowac¢ pewne wilasnos$ci materiatowe. Moga one zmienia¢ si¢ od punktu do
punktu w trakcie procesu optymalizacji. Rozwazajac punkt geometryczny ze wzgle-
du na jego wlasnosci materiatowe, bgdziemy go nazywali punktem materialnym
(rys. 3.2).

Rozpatrywane kontinuum materialne traktuje si¢ jako ciaglte w skali obszaru pro-
jektowego. Z drugiej strony rozpatruje si¢ je jako dyskretne, identyfikujac kazdy
punkt materialny jako osobny, niezalezny punkt majacy odrgbne wiasnosci materia-
lowe.

Masg catkowicie wypelniajaca obszar projektowy (2 nazywamy m. Jej ggstosé
oznaczona jest jako o, a modul sprezystosci (modut Younga) jako E. Najwazniejszym
parametrem poczatkowym jest wielko$¢ dostepnej w procesie masy my. Definiuje sig
dostepng mase w trakcie danego procesu optymalizacji jako
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my=am, O<ac<l, 3.1
gdzie
m=V p, (3.2)

a wspotczynnik & jest wspolczynnikiem redukcji masy, okreSlajacym jaka czg$¢
masy m bierze udziat w procesie optymalizacji, natomiast " jest objetoscia obszaru (2.
W innym procesie dla tego samego obszaru projektowego dostgpna masa moze
przyjmowac inng warto$¢ (w zalezno$ci od parametru ), dla ktorej otrzymamy inng
optymalna topologig.

i /

<X

Rys. 3.2. Punkt materialny

Rozpatrujemy w konfiguracji odniesienia obszar projektowy (2 w ktorym,
w ogolnym przypadku, poczatkowo mozna wyrdzni¢ dwa obszary: 2, 1 €2, zdefi-
niowane w ten sposob, ze (2, wypetniony jest materialem (dostgpna masg), natomiast
obszar (2, jest pozbawiony materialu (rys. 3.1b)

N=0 00, 3.3)

i

ol

"

Rys. 3.3. Obszar projektowy 2/
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W trakcie procesu optymalizacji dla rozpatrywanego obszaru zajmujemy si¢ po-
szczegblnymi punktami materialnymi, dla ktérych otrzymujemy w kolejnych j-tych
krokach dyskretny rozktad materialu. Rozktad ten charakteryzuje si¢ tym, ze obszar
projektowy podczas procesu optymalizacji sklada¢ si¢ bedzie z dwdch rodzajow ob-
szarow (rys. 3.3), co mozna przedstawi¢ jako

Q=00 2/, (3.4)

gdzie dla kolejnego j-tego kroku £2/ jest obszarem, w ktérym jest zgromadzony ma-

terial, a £/ jest obszarem, w ktérym nie ma materiatu. Zaktadamy, Ze w ramach

okreslonych rownaniem (3.4) nie ma ograniczenia zaré6wno liczby i rozmiaru podob-
szarOw pozbawionych materiatu, jak i liczby oraz rozmiaru podobszaréw wypetnio-

nych materiatem, sumujacych si¢ odpowiednio w obszary 2/ oraz /. Moga one
powstawaé zarOwno wewnatrz obszaru projektowego, jak i mie¢ wspdlny brzeg
z brzegiem obszaru projektowego. Nalezy doda¢, ze obszar £/ obejmuje punkty

materialne o réznej gestosci masy przypisanej kolejnym punktom, co oznaczono rdz-
nymi odcieniami szaro$ci. Gegsto$¢ masy w trakcie procesu optymalizacji dla danego
kroku zmienia si¢ od punktu do punktu. Liczba punktéw materialnych nalezacych do

obszaru £/ wzrasta podczas procesu, a nalezacych do obszaru 2/ maleje. Jak wida¢
na rysunku 3.3, kazdy z dwoch wymienionych powyzej obszaréw jest suma pewnych
podobszaréw, czesto roztacznych (jak w przypadku £27). Po zakoficzeniu procesu
optymalizacji otrzymamy

0N=0,00,. 3.5)

Obszar (2, sklada si¢ z punktéw materialnych o ggsto$ci materiatu takiej, jaka

miat poczatkowy materiat dostepnej do procesu masy (czyli p), co oznacza, ze gestose
wzgledna dla wszystkich punktow projektowych tego obszaru wynosi jeden.

3.1.4. Podstawy zastosowanej teorii homogenizacji

W niniejszej pracy zastosowana zostanie metoda homogenizacji, opierajaca si¢
na tzw. reprezentatywnej elementarnej objetosci (2rgo), ktora to objetoscia jest albo
sci$le okreslona czg$¢ rozwazanego obszaru, albo caly obszar projektowy 2 [30].
Usredniajac analizowane pole fizyczne w reprezentatywnej elementarnej objgtosci
otrzymuje si¢ w tej objgtosci ciato zhomogenizowane. Metoda ta zwana jest metoda
wygtadzania, gdyz dzigki niej udaje si¢ wygladzi¢ poczatkowo silnie nieciagle pola
fizyczne. Homogenizacja moze dotyczy¢ dowolnego pola »(x) i1 okresla ja zalez-
nos¢
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j r(x) m(x)d2

Z(.x) — QREO

: (3.6)

[22s0l

w ktorej z(x) jest usredniona wielko$cia opisujaca pole »(x), m(x) jest funkcja wa-
gi, ||.QREO|| jest miara objetosci reprezentatywnej elementarnej objetosci, wektor x
okresla potozenie rozpatrywanego punktu materialnego.

W naszym przypadku funkcja r(x) okresla pole gestosci materiatu, a z(x) jest
usredniona, czyli zhomogenizowana wielkoScia pola gestosci materiatu. Przyjeto, ze mia-
ra objetosci REO (”.QREO”) jest wprost réwna mierze catego obszaru projektowego (2.

Wartos¢ funkcji wagi przyjeto rowna jednosci.

jr(x) a0

_ Q0
z2(x) = — (3.7

Rozwazmy teraz dwa podobszary obszaru (2 (dotyczy to stanu poczatkowego po-
kazanego na rysunku 3.1b). Sa nimi podobszar €2, , ktory jest wypetniony materia-

lem, oraz podobszar (2 ktory jest pozbawiony materiatu. Podobszary 2,

v_p>?

1 0, , satozsame z obszarami (2, 1 €2, lecz wyrdzniono je tylko ze wzgledu na

potrzebe sformutowania ponizszego rownania. Poniewaz w naszym przypadku funk-

cja r(x) jest rowna gestosci dostepnej masy p=p, w podobszarze €2, 1 jest

wielko$cia stala oraz jest rowna p = p, =0 w podobszarze (2, ,, to mozemy zapisa¢

jr(x)dQ: Ipmd_QmJ,+ Ipvdﬁvipzmo. (3.8)
Q 2, , 2, ,
Wobec tego
my
z(x) o P (3.9)

Jak wida¢, funkcja z(x) jest stala na calym obszarze projektowym (2. Ggstosé
P, Jjest oczywiscie mniejsza od poczatkowej ggstosci p. Dzigki homogenizacji roz-
patrywany obszar stat si¢ jednorodnym obszarem wypelnionym materiatem o statej
gestosci p, . UzyskaliSmy w ten sposob nowy materiat o rozrzedzonej strukturze.

Odcien szaro$ci wewnatrz obszaru jest graficznym odpowiednikiem ggstosci p,
(rys. 3.4a).
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a) b) <)

e<<f

Rys. 3.4. Homogenizacja w obszarze projektowym

Definiujemy gestos¢ wzgledna materiatu zastgpczego p, w obszarze projektowym
£ dla okres$lonej dostgpnej masy m,

m
Py =—2. (3.10)
m
Po podstawieniu za m, zalezno$ci (3.1) mamy
Po =0, e (0,1). (3.11)

Ggsto$¢ materialu zastgpezego p, jest to wzgledna gesto$¢ mieszczaca sig w prze-

dziale otwartym (0,1). Jest ona liczbowo réwna wspotczynnikowi « i dotyczy
materialu po homogenizacji. W dalszej czeséci pracy gestos¢ wzgledna nazywana be-
dzie krotko gestoscia.

Czgsto, migdzy innymi w [3], podchodzi si¢ do homogenizacji ciata w ten sposob,
ze w obszar projektowy wprowadza si¢ rOwnomiernie pory (otwory) o bardzo matych
wymiarach geometrycznych (mikropory). Proces wypelniania mikroporami prowadzi
si¢ az do momentu, gdy materiat z mikroporami calkowicie wypetni obszar projektowy
(rys. 3.4a). Proces ten nazywany jest mikroperforacja materialu, ktérego parametrem
jest wielko$¢ otwordw, okreslanych wymiarami geometrycznymi, charakterystyczny-
mi dla rozpatrywanej rodziny otwordéw (rys. 3.4b). Przyktadowo, dla zagadnienia
dwuwymiarowego zaklada sig, ze wymiarami tymi beda charakterystyczne dlugosci
bokéw prostokatnego (w ogodlnym przypadku) otworu. W ten sposob otrzymujemy
w obszarze projektowym zbioér tzw. ,.cel”. Obszar projektowy staje si¢ osrodkiem
dwufazowym, w ktérym wyr6zni¢ mozna materiat o gestosci p jako jedna faze oraz
otwory jako druga faze¢. Tak zdefiniowany o$rodek dwufazowy jest materiatem, ktory
definiuje si¢ jako material porowaty.

W niniejszej pracy homogenizacja bgdzie rozumiana nieco inaczej, cho¢ sens fi-
zyczny bedzie podobny jak homogenizacji przedstawionej powyzej. Aby powstal ma-
teriat zhomogenizowany, musi by¢ spetniony warunek rownomiernego roztozenia
materiatu, roztozenia dokonanego w $cisle okreslony, mozliwy do okreslenia pewna
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funkcja rozktadu sposéb (funkcja z(x)). Homogenizacj¢ potrzebna do opisu rozpatry-
wanego zagadnienia mozna zdefiniowa¢ w sposob nastepujacy: mamy do dyspozycji
pewna masg o gestosci p. Dokonujemy rozrzedzenia materiatu w calym obszarze pro-
jektowym (2, ktore z fizycznego punktu widzenia jest podobne do podanej powyzej
homogenizacji znanej z literatury, gdyz w obu wypadkach $rednia ggstos¢ ( p,,) zho-
mogenizowanego materialu dla catego obszaru projektowego jest taka sama. Roznica
polega na tym, ze model homogenizacji prezentowany w tej pracy jest modelem
o wigkszej jednorodno$ci niz model prezentowany w [3], poniewaz nie zaklada on
budowy osrodka dwufazowego, a jedynie bardzo duze rozrzedzenie materialu w ob-
szarze projektowym. Schematycznie przedstawiono to na rys. 3.4c, gdzie wymiar
e jest duzo mniejszy od mniejszego z wymiardw boku prostokata f. Model ten, ponie-
waz jest modelem jednorodnym, spetnia w pelni wszystkie zatozenia dotyczace za-
roéwno samego procesu homogenizacji, jak i wlasnosci materiatu zhomogenizowane-
go. Dlatego dla dalszego postgpowania wazne beda wszystkie dowody dotyczace ciata
zhomogenizowanego (m.in. podane w [52] oraz w [1]).

3.1.5. Opis charakteru procesu optymalizacji

Przeprowadzane rozwazania dotycza zmiennego w trakcie procesu optymalizacji
uktadu fizycznego znajdujacego si¢ w $cisle okreslonym i niezmiennym obszarze
projektowym (2, uktadu bedacego pod dzialaniem zadanego obciazenia, przy zada-
nych warunkach brzegowych. Zdefiniujmy zbidr P procesow rozpatrywanego uktadu
fizycznego

P ={71,72,7/3,...,7/N}, (3.12)

gdzie N jest liczba procesow. Kazdy taki proces »' jest zbiorem stanéw ukladu fi-
zycznego zwanych dalej topologiami

Vo =Av vty | (3.13)

gdzie M jest numerem kroku, dla ktérego otrzymano optymalng topologie. Tak wigc
7' stanowi pewien zbidr odwzorowan stanu poczatkowego kontinuum materialnego

w pewne stany bedace wynikiem obciazenia konstrukcji oraz trwajacego procesu
optymalizacji. Proces ten jest okreslony jako proces, w ktorym optymalizacji dokonu-
je si¢ w kazdym kroku. Analizujac nastgpujace po sobie stany dla kolejnych krokoéw
procesu optymalizacji rozpatrujemy histori¢ ewolucji ksztaltu konstrukcji znajdujace;j
si¢ w obszarze projektowym. Kazdy zbior »’ opisywany jest przy pomocy pewnych
funkcji @(x) powodujacych, ze proces optymalizacji przebiega w pewien $cisle okre-
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slony sposob (@(x) - )/i (d’(x))). Wptyw niektorych rozpatrywanych w tej pracy
funkcji (dotyczacych funkcji progowej, funkcji relaksacyjnej, a takze sposobu aktuali-
zacji modutu Younga) na proces optymalizacji jest omawiany w rozdziatach od piate-
go do siddmego.

Sposréd wielu proceséw P uktadu fizycznego, dla celow niniejszych rozwazan
wybierzmy te procesy optymalizacji, ktore sa parametryzowane pewng funkcja relak-
sacyjna € i nazwijmy je P,

P={yh 2 sty (3.14)

przy £— 0. Wielkos¢ N jest skofnczona liczba podzbioréw y. . Kazdy podzbior y'

zawiera pewien uporzadkowany ciag standw y, ;

o=V Vi Vit (3.15)

gdzie M, tak jak powyzej, jest numerem kroku, dla ktérego otrzymano optymalna
topologig. Kazdy stan 7/;/. jest topologia dla kroku numer j dla danych parametrow

charakteryzujacych zadanie. Podobnie mozna oznaczy¢ procesy spetniajace wymaga-
nia dotyczace pozostatych parametrow sterujacych zadaniem (okreslony sposob uak-
tualniania stalej sprezystosci i okre§lona funkcja progowa).

Zbior zmiennych projektowych mozemy zdefiniowaé jako

DV ={p(x), E(x), a(x), f(x), ...}, (3.16)

gdzie p(x) jest gestoscia wzgledna rozpatrywanego ciata, E(x) jest to modut sprezy-
stosci materialu zastepczego, czgsto zwanego materiatem fikcyjnym, a a(x), S(x) sa

innymi zmiennymi projektowymi dla dowolnego procesu optymalizacji.

W rozwazanym procesie optymalizacji topologii wystepuja dwie zmienne projek-
towe: gestos¢ oraz stata sprezystosci, przy czym stata sprezystosci jest funkcja gesto-
$ci, co powoduje, ze jedyna niezalezna zmienna projektowa jest gestosc.

W kolejnych j-tych krokach procesu optymalizacyjnego nastgpujacych po procesie
homogenizacji mamy do czynienia z nastgpstwem zmieniajacych si¢ topologii o dys-
kretnych gestosciach zmieniajacych si¢ w kolejnych krokach i réznych dla poszcze-
gblnych punktéw materialnych, dla kazdej topologii osobno. Mozna wigc wprowadzié

funkcjg gestosci wzglednej, ktora dla kolejnych krokow bedzie oznaczana jako p;(x)

i stanowi zbior gestosci wzglednych dla wszystkich punktow materialnych dla danego
kroku j

2,0 =1p", P2 030 P, (3.17)
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gdzie n jest liczba punktéw materialnych. Funkcja ta okre§la stopien rozrzedzenia
oryginalnej materii w kazdym punkcie materialnym i przyjmuje wartosci z przedzia-
ta [0,1].

Druga zmienna projektowa jest stata sprgzystosci (modut Younga). Dla kazdego
zbioru p,(x) otrzymujemy odpowiednio zbior uaktualnionego modutu Younga

E,(x)={E\,E2,E}, ., E!}. (3.18)

Gdy material w obszarze projektowym dazy do rozkladu material—pustka, to mo-
dut Younga dazy do poczatkowej wartosci £ w punktach, gdzie jest material oraz do
zera w punktach, gdzie nie ma materialu

Vxe (E.(x) > E, Vxe:Ej(x)—>0. (3.19)

3.2. Sformulowanie homogenizacyjne i podejscie relaksacyjne

3.2.1. Wprowadzenie

W fazie poczatkowej dostgpna masa m, o ggstosci p jest skupiona tylko w pew-
nych podobszarach stanowiacych cze¢$¢ obszaru projektowego (rys.3.1b). Jesli rozwa-
zamy problem brzegowy dla poszczegdlnych obszaréw (2, , to mozna stwierdzi¢, ze

ma on jednoznaczne rozwigzanie. Oznacza to, ze mozna wyznaczy¢ wektor prze-
mieszczenia o sktadowych v, . W kazdym obszarze (2, spelnione sa réwnania przed-
stawione w rozdziale drugim ((2.36)—(2.40)). Sa to zwiazki geometryczne, zwiazki
fizyczne, rownania rOwnowagi oraz na brzegu 02, , ktory jest rownoczes$nie brze-

giem 0(2,, spelnione sa przemieszczeniowe lub naprg¢zeniowe warunki brzegowe.
Ponadto w obszarze (2,, wobec braku materiatu, moga by¢ tylko sformulowane row-
nania zgodnosci na brzegu z obszarem (2, . Pozostale rownania sa tozsamos$ciowo
réwne zeru (gdyz w obszarze (2, tensor naprgzenia jest rowny zeru).

Poniewaz interesuje nas optymalne roztozenie materialu w catym obszarze projek-
towym (2, zastosujemy teraz homogenizacje¢ dostepnej masy w obszarze 2. Wtedy
zadanie brzegowe ma rozwiazanie i w calym obszarze (2 spelnione sa réwnania
((2.36)—(2.40)). Nastepnie rozpoczyna si¢ proces optymalizacji, w trakcie ktorego
dochodzi do eliminacji materialu z niektérych punktow materialnych, a wigc do po-
wstawania otworéw w roznych miejscach obszaru projektowego (2. Otwory moga
powstawacé zar6wno wewnatrz obszaru, jak i mie¢ wspolny brzeg z brzegiem obszaru
projektowego. Dla kazdego z obszarow wypetionych materiatem z osobna spetnione
sa rownania ((2.36)—(2.40)). Z chwila powstania otwordw zadanie staje si¢ zle uwa-
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runkowane, jesli rozwazamy je dla calego obszaru 2. W zwiazku z tym nalezy postu-
zy¢ si¢ podej$ciem relaksacyjnym.

Relaksacja problemu polega na wypehieniu otworow bardzo wiotkim materiatem.
Umozliwia to uniknigcie ztego uwarunkowania zarowno w sensie matematycznym,
jak i numerycznym. Wtedy dla calego obszaru (2 spelnione sa rownania ((2.36)—(2.40)
oraz (2.43) i (2.44)). W koncowym etapie procesu optymalizacji, materiat znajdujacy
si¢ w otworach staje si¢ relatywnie na tyle staby, ze z punktu widzenia fizycznego
mozna traktowaé go jako nieistniejacy.

Uzasadnienie koniecznosci stosowania podejscia relaksacyjnego mozna znalezé
w [13], [18] oraz w [3]. Nalezy przy tym zauwazy¢, ze w literaturze brakuje szczego-
towych danych na temat przyjmowanych funkcji relaksacyjnych opisujacych ggstose
wiotkiego materialu wypehniajacego obszar £2, .

3.2.2. Sformulowanie wariacyjne problemu optymalizacji
dla obszaru poddanego homogenizacji

Problem optymalizacji dla kontinuum materialnego otrzymanego w wyniku homo-
genizacji opisujemy w sposob wariacyjny. W zwiazku z podjgciem procesu projekto-
wego, polegajacego na przeprowadzeniu procesu optymalizacji, punkty materialne
moga by¢ teraz nazywane punktami projektowymi, gdyz przedmiotem postgpowania
bedzie wlasnie projektowanie odpowiednich parametrow dla poszczegdlnych punktow
materialnych.

Celem przedstawionej optymalizacji jest maksymalizacja sztywnosci, co odpowia-
da minimalizacji podatnosci, ktora jest wyrazona jako praca sit masowych (X) i obcia-
zenia zewngetrznego (1)

HE(x,v)z_[Xiv[ da + Itivi ds. (3.20)

ro) o0,

gdzie v; oznacza skladowe wektora przemieszczenia. Wektor obciazenia cigzarem
wlasnym mozna opisa¢ z jawnym uwzglednieniem funkcji gestosci jako X' = p(x)b'.
Wtedy

175(x,v)= j p(x)b'v, dQ + jt"v,. ds, (3.21)
0

00,

gdzie p(x) jest pewna uogdlniona funkcja gestosci kontinuum znajdujacego si¢
w obszarze projektowym.

Korzystamy z rownosci podatnosci konstrukcji (ciata) i energii odksztalcenia
zgromadzonej w kontinuum materialnym
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177 (x,v)=20T"(x,v), (3.22)
gdzie:
207" (x,v) = jcif L xm, p() €, () e (v) dO2. (3.23)
o

Minimalnej podatnosci konstrukcji odpowiada wigc minimalna warto$¢ energii
odksztatcenia jaka zgromadzi¢ si¢ moze w rozpatrywanym kontinuum dla danego
procesu optymalizacji

(") > 1" (xy)= min_ jcf/‘“ ¢, ¢ de2, (3.24)
gdzie wskaznik i w wyrazeniu »' nie podlega sumowaniu, natomiast Z jest zbiorem

pol odksztatcen
z={2'.2*...7'...2"}, (3.25)

gdzie N, tak jak poprzednio, jest skonczona liczba podzbioréw y'. Zbiér Z' przed-

stawia si¢ nastgpujaco:
7' ={zl. z. 7, .. 7}, ), (3.26)

gdzie M jest numerem kroku, dla ktérego otrzymano optymalna topologig. Kazdy
podzbior Zj jest zbiorem

707,20, 70,.. 2, (3.27)

J

gdzie n jest liczba punktéw materialnych ciata. Kazde pole odksztalcen Z j to zbior
odksztatcen dla danej topologii. Poniewaz rozwazamy cialo po procesie homogeniza-
cji, wige

VxeQ: 7, =ef‘j_(x)¢0, ke[ln], (3.28)

gdzie n jest liczba punktow materialnych obszaru (2, m jest numerem kroku procesu
optymalizacji, natomiast / jest numerem procesu.

Warunkiem niezbednym dla przeprowadzenia procesu minimalizacji podatnosci
jest w tym przypadku natozenie na zadanie nastgpujacych ograniczen: po pierwsze
okreslamy wielkos¢ dostgpnej masy, ktoéra po homogenizacji musi spetniac¢

m, = I p, €2, (3.29)
Q
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1 po drugie dla danej juz w tym momencie dostgpnej masy zakladamy, ze masa ciata
podczas procesu optymalizacji (dla j-tego kroku) bedzie réwna okreslonej na poczatku
dostepnej masie, co mozna wyrazi¢ definiujac nastepujaca funkcje:

Hipy="1_1-0 3.30
(p;) - : (3.30)
0

Na podstawie powyzszych zalezno$ci mozna zapisa¢ problem optymalizacji jako

F(p(x)) = min { j C " (p(x)) e, €y dL2;
“ (3.31)

VxeQ: p(x)eR"; Iph d.()zmo},
o

przy czym poniewaz obszar projektowy (2 sklada si¢ z obszarow 2, i1 2, , w obsza-
rze (2, spelnione s przedstawione w rozdziale drugim réwnania (2.36)—(2.40). Sa to
zwiazki geometryczne, zwigzki fizyczne, rOwnania rownowagi oraz na brzegu 0(2,,
ktory jest rownoczesnie brzegiem 02, , spelnione sa przemieszczeniowe lub napreze-
niowe warunki brzegowe. Ponadto w (2, réwnania (2.36)—(2.40) sa tozsamosciowo
réwne zeru. Wprowadzajac mnoznik Lagrange’a A rownos¢ (3.31) zapisujemy nastg-
pujaco:

F,(p(x),2) = min { [C7 " (p(x) & ey d2 + ([ p, dC2 - mo)} (3.32)
0 0
W skrocie funkcjonat celu zapisujemy w postaci
F(p(x),4) = min{F(p(x),4)}, (3.33)

gdzie funkcjonat F(p(x),A) jest zdefiniowany jako

F(p(x),2) = [C7M (p(x)) € ey d2+ ([ p, d2—my). (3.34)
0o 0

W trakcie procesu, dla kazdego kroku zarowno ggstos¢ jak i tensor sprezystosci sa
zmienne i1 r6zne dla kazdego punktu materialnego. Zauwazmy, ze dla rozwazanego

zagadnienia tensor C'/*'jest funkcja modutu Younga, ktory zalezy od gestosci
w danym punkcie

CH =T (E(p(x)). (3.35)
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Stosowane w pracy zaleznos$ci funkcyjne modutu Younga od gestosci z uwzgled-
nieniem tzw. artificial approach beda podane w rozdziale siddmym.

Jesli poszukujemy optymalnego rozktadu materiatu startujac ze zhomogenizowa-
nego obszaru, to zadanie ma rozwigzanie w sensie istnienia pewnego rozktadu masy
w obszarze projektowym. Jednak zbiezno$¢ bedzie staba. W otrzymanym rozwiazaniu
ustali si¢ pewna proporcja w rozkladzie masy pomigdzy poszczegdlnymi punktami
materialnymi. W calym obszarze projektowym bedzie roztozona masa, cho¢ jej ge-
stos¢ bedzie rozna, tym wigksza im bardziej bedzie wytezony dany punkt materialny.
Te obszary, ktore zupetnie nie beda wytgzone tez beda wypetnione materiatem, cho¢
relatywnie bardziej wiotkim.

Poniewaz proces optymalizacji powinien doprowadzi¢ do rozkladu material—
pustka, wigc w niewytezonych punktach projektowych powinno dojs¢ do catkowitego
usunigcia z nich materialu (powinny zacza¢ powstawac obszary (2)). Wtedy jednak
wystapia problemy z uzyskaniem rozwigzania zadania ze wzgledu na nieciagtos$¢ pola
gestosci w obszarze projektowym.

Formalny zapis funkcjonatu F'(p(x),A4) dla kolejnych krokéw optymalizacji jest

wtedy taki sam jak we wzorze (3.34), cho¢ przyjmuje on teraz wartosci

#0 wprzypadkugdy p(x)=0 — C7* %0,
=0 woprzypadkugdy p(x)=0 — C7* =0.

Jezeli w obszarze 2, p(x) przyjmuje warto$¢ réwna zeru, to tensor C'/*' tez

przyjmuje warto$¢ rOwna zeru, wigc tensor naprezenia, a nastgpnie energia odksztat-
cenia w obszarze (2, maja takze warto$¢ rowna zeru.

Dla tak postawionego problemu, funkcjonal F(o(x),A) jest zle uwarunkowany

i nie istnieje optymalna topologia dla obszaru (2.

Gdybysmy jednak w trakcie procesu optymalizacji opisanego rownaniem (3.32)
dopuscili mozliwo$¢ modyfikacji granic obszaru projektowego, to mozliwe bytoby
wykorzystanie pomystu Hadamarda, ktéory w 1907 roku zmienial granice rozpatry-
wanego obszaru, o czym wspomniano tez w [52]. Oznacza to, ze kazdorazowo pro-
blem bylby opisywany i rozwiazywany w obszarze, gdzie warto$¢ funkcji gestosci
jest rozna od zera. Jednak w naszym przypadku, ze wzgledu na niezmienno$¢ obsza-
ru projektowego podczas procesu optymalizacji nie mozemy zastosowaé tego pode;j-
$cia. Nalezy wobec tego zastosowaé podejscie relaksacyjne, ktore zapewni ciagtosé
odpowiednio zmodyfikowanego funkcjonatu w catym obszarze projektowym, co
pozwoli na otrzymanie optymalnej topologii ciata.
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3.2.3. Sformulowanie wariacyjne homogenizacyjno-relaksacyjne
problemu optymalizacji

Celem naszym jest uzyskanie takiego dyskretnego rozktadu materii, dla ktorego
w niektorych punktach materialnych w koncowym etapie procesu optymalizacji gestos$¢
bedzie réwna gestosci materiatu, ktorego rozktad podlega optymalizacji, a w pozosta-
lych punktach materialnych gesto$¢ bedzie rowna zeru. W zwiazku z tym musimy
rozwiaza¢ zadanie nieco inaczej sformutowane niz zadanie (3.32).

Bedzie ono zmienione w ten sposob, ze wprowadza sie funkcje bardzo malej gesto-
sci &(x) przypisanej do tych punktow materialnych, ktore w trakcie procesu optymali-
zacji nalezq do obszaru €2,. Gestos¢ €(x) jest wielkosciq relaksacyjng.

Przypomnijmy jeszcze obowiazujacy tu warunek (3.30), w ktorym zakladamy, ze
masa ciata podczas procesu optymalizacji (dla j-tego kroku) musi by¢ rowna okreslo-
nej na poczatku dostepnej masie

H(pj):%—lzo. (3.37)

0

Poszukiwane minimum funkcjonatu F(p(x),4) jest z matematycznego punktu

widzenia poszukiwaniem koncowego rozktadu zero-jedynkowego, fizycznie interpre-
towanego jako istnienie w obszarze projektowym (2 obszaréw wypelionych materia-
tem 2, , iobszaréw bez materiatu, czyli obszarow (2, , . Indeks k oznacza, ze sq to

m

obszary powstale na koncu procesu optymalizacyjnego. Wtedy obszar 2, , jest za-

petiony materiatem o poczatkowe;j statej sprezystosci £ i ggstos¢ tego materiatu row-
na jest p.

Przejdzmy teraz do zastosowania podejscia relaksacyjnego, ktore bedzie polegato
z fizycznego punktu widzenia na wypehieniu infinitezymalnie mata gegstoscia &(x)
tych punktow materialnych, w ktorych wystapity pustki, tzn. tam, gdzie pojawily si¢
obszary (2,. Proces relaksacji pozwala na ciagla zmiang wielkosci i polozenia obsza-
row (2 oraz (2, w trakcie procesu optymalizacji, podczas ktorego material prze-
mieszcza si¢ wewnatrz obszaru projektowego do miejsc, gdzie z punktu widzenia
wytgzenia konstrukcji jest niezbedny.

W wyniku zastosowania relaksacji mamy w obszarze projektowym (2 dwa rodzaje
obszarow. Jeden (2, ), zawierajacy material podlegajacy optymalnemu roztozeniu
o gestosci pi drugi (£2,), w ktorym materiat charakteryzuje si¢ bardzo mata ggstoscia,

jesli porownamy ja do gestosci p. Wartosci tych gestosci naleza do zbiorow
Vxe, : p(x)e(0,1],

(3.38)
Vxe 2, : &(x)e(0,a], a—0.
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Wielko$¢ a moze by¢ dowolnie malg i stata wielkoscia dla danego procesu opty-
malizacji, moze tez by¢ wielkoscia funkcyjna o warto$ciach zmniejszajacych si¢ pod-
czas procesu.

Tensor sprezysto$ci dla danego punktu materialnego jest funkcja ggstosci masy

w tym punkcie materialnym. W trakcie procesu optymalizacji staje si¢ on poczatko-
wym tensorem sprezystosci Cy’ ' w obszarze Q2 . oraz dazy do bliskiej zeru wiel-

m7

kosci C7*' w obszarze 2, ,

Cijk[ :Ci*ikl (x’v’p(x)) N C()ijk[,

- N " (3.39)
Clzjkl ZCIUkI(X,V, S(X)) N Cll];/kl’

gdzie C;’ K = €M (E) i zalezy od poczatkowego modutu Younga E (3.35).
Dla poszczegolnych krokow j mamy nastgpujace zbiory C; (,0) oraz C; (5), ktore

sa elementami zbioru C; (x):

Cj (x)= {Cj (P)s Cj (&)}
={C}(p), C;(p), Ci(p)s ... C}"(p)} (3.40)
+{C}(¢), C} (&), C} (&), ..., CI" (&)},

gdzie n jest liczba punktéw materialnych i wynosi
n=nm + ny, (3.41)

gdzie nm oznacza liczbe punktéw materialnych obszaru (2, natomiast nv oznacza

liczbg punktow materialnych obszaru (2,. W trakcie procesu optymalizacji nm male-
je, a nv rosnie.
Zmodyfikujmy odpowiednio funkcjonat F(p(x),4), uwzgledniajac w nim mate-

rial zastgpczy o odpowiednio malej gestosci £(x). Wobec tego zdefiniujmy nowy
funkcjonat F*(p(x),&(x),A",A") jako

F(p(0),8(0, 2", 2) = [ (p(0)) e, e, dL2,

Q

‘m

+ [ (o) ey €, 42, + 2 [jp(x) dQ, -my )J (3.42)
0, 0,

+ [J-E(x) de, —my g ]’

Q,



3. Sformutowanie problemu optymalizacji topologii 53

gdzie m, , jest dostgpna masa zgromadzong w obszarze (2, , natomiast m, . jest
dostepna masa w obszarze (2,, wyrazona przez bardzo matlq liczbg, jesli pordwnamy
ja do liczby wyrazajacej dostepna masg m, , . Ponadto A" oraz A" sa to odpowied-
nio mnozniki Lagrange’a dla obszaru (2 i dla obszaru (2,. Podobnie jak formulujac

rownanie (3.31) rowniez i teraz nalezy pamigtac, iz w obszarze (2 spelnione sa row-
nania przedstawione w rozdziale drugim (2.36)—~(2.40) oraz (2.43) i (2.44). Sa to
zwiazki geometryczne, zwiazki fizyczne, rownania rOwnowagi oraz przemieszcze-
niowe lub napre¢zeniowe warunki brzegowe, a takze przemieszczeniowe lub napreze-
niowe warunki brzegowe na granicach podobszarow wypetnionych materiatami
o roznych parametrach. Odpowiednio dla przyktadu liczbowego rozwiazywanego
numerycznie réwnania (2.36)—(2.40) oraz (2.43) i (2.44) przyjmuja postac przedsta-
wiong rownaniami (2.45) 1 (2.51).
Nowo wprowadzone wielko$ci dotyczace dostgpnej masy spetniaja warunek

my=m, o +my g, (3.43)

Kazdy funkcjonat F*(p(x),&(x),A",2") jest zbiorem funkcjonatéw dla poszcze-
golnych krokow j

F(p(x),e(x), A", 2) ={F} (p;(x),,(x), A7, 4))}. (3.44)

Z kolei kazdy funkcjonat F;(p;(x),&,;(x), 2], 2;) mozna przedstawi¢ jako

Ff(p,(0.,(0,20,2) = [C1" (p,(x) e €1, 22,
Qm

+ jc{j"m(gj(x)) ¢ € A2, + 2 ij(x) dQ,—m; ;) (3.45)

Q, Q

+4; J.gj(x) d,-m; 5 |,
Q,
gdzie
mp=m; g, TM; qy (3.46)
przy czym m ; zawsze spetnia (3.37).
Poszczegdlne funkcjonaty F; sa sformutowane dla rozpatrywanego obszaru pro-

jektowego i odpowiadaja kolejnym topologiom, czyli stanom y’ ;
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Fi(p(x),e(x), A", ) = 7. (3.47)

Rozpatrzmy teraz funkcjonat F“, dla ktérego wyznaczymy F, (minimalng wiel-
kos$¢ energii odksztatcenia)

F,(p(x),&(x), A", 2) = min F* (p(x),&(x), A", 2"). (3.48)

Ciag topologii dla kolejnych krokow procesu optymalizacji dazy do rozktadu ma-
terial-pustka

72, (P, 6.2 2 7Ly (P(x),6(0). 2,2, (3.49)

gdzie ¥, jest optymalna topologia, dla ktorej osiagnigta zostata minimalna warto$é

energii odksztalcenia.
Dokonajmy wariacji funkcjonatu F*(p(x),e(x),A",4") ze wzgledu na zmienne

projektowe jakimi sa gesto$¢ ( p, € ) oraz mnozniki Lagrange’a (1", 1")

olCc™™ (p(x)) e e )

o _ 0 = + A" =0,
op op
6Fg :0 — a(Cliklm (g(x))eik elm )+/1v :O,
os og (3.50)
P 5
T = [pe)d2,=m , .
ox" -
in
OF*
=0 = [etyde, =m, 4 .

0

v

Korzystamy przy tym z zalozenia, ze proces optymalizacji jest prowadzony w ca-
lym niezmiennym w trakcie procesu obszarze (2, oraz ze obciazenie przytozone do
granic obszaru nie zalezy od zmiennych projektowych DV. Wobec tego dwa pierwsze
powyzej przedstawione rownania zapisujemy jako

o(C™ "™ (p) ey €,) _ a((C™"™ (p(x)))

Cik €rm>

y P y op (3.51)
A" (@) ey e1,) _ACH" (&)
= ik Cim-
oe os

Tensor sprezystosci zalezy od modulu Younga, a ten z kolei od gestosci ciata w da-
nym punkcie (wzor (3.35)). Wobec tego, jesli przyjmie si¢ funkcj¢ okreslajaca t¢ zalez-
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nos¢, tatwo mozna wyznaczy¢ jawna posta¢ powyzszych réwnan. Dla przyktadu, jesli
we wzorze (3.35) zalozymy dla j + 1 kroku jako

14

iklm iklm P

chim(E,,(p))=C™ Hp—} J pzl, (3.52)
0

to dwa pierwsze warunki stacjonarnosci maja postaé

cr (p(x))eik €im
p

+A"=0,
" (p") (3.53)
C/""""e(x))e,, e
1 ( ) ik Im +/1v:0‘
.

J

W rozdziale siddmym rozwazane sa réwniez inne funkcje uaktualniajace tensor
sprezystosci. Jedna z nich przyjmuje si¢ w postaci

2 t
ikim ikim Pj P Pj
Crli (E_;+1(P_;))=C"’ {E[l+—’+—’+...+—f”, (3.54)

wtedy wspomniane dwa pierwsze warunki stacjonarnosci przedstawiaja si¢ zaleznoScia
C[klm (p()(f)) €k €im + ﬂ’m = 0’

‘ (3.55)
G (s(x) e €, + 2 =0.



4. Algorytm metody elementow skonczonych
wraz z przykladami liczbowymi

4.1. Wstep

Problem optymalizacji topologii kontinuum materialnego zostal rozwiazany nume-
rycznie metoda elementow skonczonych — najlepsza z punktu widzenia odpowiednio-
sci obiektu rzeczywistego do analizowanego modelu. Traktuje si¢ przy tym pojedyn-
cze punkty materialne jako poszczegdlne elementy skonczone, z ktoérych nalezy
usunac¢, badz do ktorych nalezy przesuna¢ w danym kroku podczas procesu optymali-
zacji pewng masg ciala. Wielko$§¢ przesuwanej masy wynika z aktualnych analiz pa-
rametroOw procesu. Podziatl na elementy skonczone dokonuje si¢ jeden raz dla catego
obszaru projektowego (2 i nie zmienia si¢ go podczas procesu. Jest to niewatpliwa
zaleta, dzigki ktorej ten sam algorytm jest uzyteczny od poczatku do konca procesu
optymalizacji. Odpowiednio zaggszczajac siatke podzialu mozna zbadaé zbieznos¢
procesu optymalizacji, a takze uzyskac¢ bardziej gtadki ksztalt konstrukcji.

W trakcie procesu optymalizacji dla poszczegolnych punktoéw materialnych uaktu-
alniamy dwie zmienne projektowe: gestos¢ i modut Younga.

W dalszej czg$ci pracy poshugiwaé si¢ bedziemy pojeciem gestosci wzglednej ma-
terialu zastepczego, wystepujacej podczas procesu optymalizacji w jego kolejnych
krokach dla poszczegdlnych punktéw materialnych. Jej definicja opiera si¢ na pojgciu
gestosci wzglednej materiatu zastgpczego p, dla etapu homogenizacji materiatu. Dla

uproszczenia wielkos¢ ta dla poszczegodlnego punktu materialnego nazywana bedzie
w skrocie gestoscia i przypomnijmy z poprzedniego rozdzialu, ze oznaczana jest jako

P (x)
1 2 3 n
pj(X)={p_,-,p,,p,,-.-, p; } (4.1)

gdzie j jest numerem kroku optymalizacji, gorny wskaznik i — przebiegajacy wartosci
od 1 do n — jest numerem punktu materialnego lub elementu skonczonego w analizie
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numerycznej metoda elementow skonczonych, a p;(x) — zbiorem gestosci dla danego

kroku j, dla ktéorego w obszarze projektowym mozemy mie¢ wartosci gestosci
wzglednej z zakresu [0,1].

Podobnie mozna przedstawi¢ modul Younga w poszczegdlnych punktach mate-

rialnych 7 dla kroku j
E,(x)={E\, E2,E2, ., E}. 4.2)

Nalezy podkresli¢, ze proces optymalizacji ma charakter ewolucyjny, poniewaz
zagadnienie brzegowe rozwigzujemy wiele razy, a masa ciata przesuwa si¢ do obsza-
row, gdzie wytezenie konstrukcji jest wigksze. Algorytm jest niewrazliwy na sposob
poczatkowego, czgsto dowolnego roztozenia masy, gdyz masa ta jest poddana homo-
genizacji na calym obszarze projektowym i dopiero wtedy rozpoczyna sig proces
optymalizacji. Jesli siatka podziatu jest odpowiednio przyjeta i wszystkie parametry
procesu sa rowniez wilasciwie dobrane, to zagadnienie jest wystarczajaco szybko
zbiezne 1 w efekcie otrzymujemy optymalna topologie ciata, dla ktérego podatnosé
osiagneta minimum. Odpowiada to takiemu rozkladowi materiatu, dla ktérego w pew-
nych obszarach jest materiat o ggstosci p, a w pozostatych nie ma materiatu.

W literaturze znane sg rozwigzania zawierajace w koncowym etapie procesu obszary
z gestoscia posrednia (po osiagnigciu zbieznosci problemu optymalizacji — kiedy podat-
nos$¢ osiagneta minimum). Aby uzyskaé rozktad typu material—pustka, nalezy zastoso-
waé specjalnego rodzaju procedury, zwane procedurami postprocessingu, badz dalej
wykorzystywaé algorytm optymalizacji i po przebiegu jeszcze kilku do kilkunastu kro-
kéw otrzymacé rozktad material—pustka. Nie jest to jednak rozktad optymalny, cho¢ ana-
liza takiego rozktadu pozwala uzyska¢ uzyteczne informacje dla wczes$niej wspomnia-
nego procesu postprocessingu. Wszystkie omowione tu $ciezki postgpowania stanowia
bazg umozliwiajaca zaprojektowanie konstrukcji w sposob optymalny.

W proponowanym algorytmie, zwigzanym z podej$ciem zwanym artificial ap-
proach, stosuje si¢ proces relaksacyjny, uzywa procedury wykorzystujacej funkcje
progowe oraz stosuje si¢ ,,fikcyjny” materiat w czasie trwania procesu. Podejscie arti-
ficial approach jest uzywane przez wielu autorow, jednak w literaturze jego opis
ogranicza si¢ jedynie do zaproponowania pewnych ogolnych zalezno$ci dotyczacych
aktualizacji modutu Younga. Caly algorytm wyznaczania optymalnej topologii jest
wiec w tej pracy oryginalny. Poniewaz przeprowadzono obszerna analiz¢ wielu para-
metréw majacych wplyw na szybkos$¢ i jako$¢ otrzymanej topologii, postanowiono
wyniki tych analiz numerycznych pokazaé¢ na przyktadzie liczbowym, dobrze znanym
z literatury, ktéorym jest tarcza wspornikowa obcigzona na koncu sita. Pozwolito to
na dokonanie pewnych poréwnan z rozwigzaniami znanymi z innych prac. Zastoso-
wany podziat na elementy dawal mozliwos¢ uzyskania duzej liczby wynikow w sto-
sunkowo krétkim czasie, a rownoczesnie byl wystarczajacy, jesli chodzi o analize
istoty zagadnienia.
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Na wszystkich rysunkach kolor czarny oznacza, ze gestos¢ wzgledna, zwana gg-
stoscia, wynosi jeden, a kolor biaty — gesto$¢ wynoszaca zero. Wszelkie odcienie sza-
rosci odpowiadaja gestosciom z przedziatu otwartego od zera do jedynki.

4.2. Algorytm metody elementow skonczonych

Energia odksztatcenia ( /7') dla catego obszaru projektowego w metodzie elemen-
tow skonczonych jest suma energii ( /7 ,.I) wyznaczonej dla poszczegolnych elemen-

tow. Wobec tego energia /7' wyrazona jest zaleznoscia
7' = ZHiI :Z 5’k 5., 4.3)
i=1 i=1

gdzie O, jest wektorem parametrow weztowych, a k; macierza sztywnosci elementu.
Wzgledna wartos¢ energii w i-tym elemencie mozna zdefiniowac¢ jako

176 =t (4.4)

Z pierwszych dwoch warunkéw stacjonarnosci, po wyeliminowaniu mnoznika La-
grange’a, gestos¢ dla i-tego elementu, w j-tym kroku z uwzglednieniem (3.53) wynosi

p;:Hl_Ip’

S 4.5)
gj =1e,
co oznacza, ze gestos¢ w danym punkcie projektowym jest proporcjonalna do energii
zgromadzonej w tym punkcie.
Algorytm numeryczny metody elementoéw skoficzonych zamieszczono na rysunkach
4.1 14.2. Ze wzgledu na dyskretny charakter algorytmu przedstawiono go z uwzgled-
nieniem wielko$ci dotyczacych poszczegdlnych elementéw (co oznaczono litera e). Na
pierwszym rysunku pokazano algorytm dla ciata poddanego wczesniej procesowi ho-
mogenizacji: na poczatku nalezy rozwiaza¢ zagadnienie brzegowe i wyznaczy¢ globalny
wektor parametrow wezlowych o. Nastepnie wyznacza si¢ energi¢ odksztalcenia osobno
dla kazdego elementu. Energie si¢ normalizuje, co oznaczono przez |[1°|. Ze wzgledu na

(4.5) gestos¢ wzgledna elementu skonczonego p° (odpowiadajaca gestosci wzglednej
pj (x) dla danego punktu materialnego) jest proporcjonalna do energii odksztatcenia

zgromadzone] w danym elemencie. Tak wyznaczony stan rozkladu ggstosci masy sta-
nowi baze dla rozpoczynajacego sig procesu optymalizacji przedstawionego na rysun-
ku 4.2. W pierwszym kroku macierz sztywnosci elementu jest funkcja tylko gestosci
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{

S5=K7'R

v

17° = & (k° 5°)

+

P’ ~ I

{

Rys. 4.1. Schemat blokowy pierwszego etapu

wzglednej przeliczonej wedlug zalozonej zaleznosci uaktualniajacej modut Younga,
o ktorych to funkcjach szczegdtowo bedzie mowa w rozdziale siodmym. W tym roz-
dziale, bazujac na (3.52), korzystamy z podanej dalej zaleznosci (4.7). W nastgpnych

krokach macierz sztywnosci elementu jest dodatkowo funkcja &°, czyli zalezy od
wartosci funkcji relaksacyjnej, bedacej z fizycznego punktu widzenia gestoscia za-
stepcza 6‘; Po zbudowaniu globalnej zmodyfikowanej macierzy sztywnosci (K)

rozwiazywane jest zagadnienie brzegowe i wyznaczany jest globalny wektor parame-
trow weztowych O. Nastepnie, tak samo jak w pierwszym etapie, nalezy wyznaczy¢
energi¢ odksztalcenia osobno dla kazdego z elementow. Po jej zsumowaniu z energia
uzyskana w kroku poprzednim dokonujemy normalizacji. Gestos¢ wzgledna elementu
skonczonego p° jest proporcjonalna do znormalizowanej energii. W kolejnym etapie
wprowadzono procedure funkcji progowej, ktdra pozwala na usunigcie masy z tych
elementow, w ktorych energia odksztatcenia jest relatywnie mata i przeniesienie tej
masy do pozostatych elementéow. W literaturze wykorzystywane sa wartosci progowe
arbitralnie ustalone dla danego procesu. W tej pracy zamiast warto$ci progowej
wprowadzono funkcje progowe pozwalajace zmieniaé warto$ci progowe w trakcie
procesu, co jak sig¢ okazato w bardzo istotny sposob przyspieszyto proces optymaliza-
cji oraz pozwolito na sterowanie zbieznoscia procesu i jakoscia otrzymywanej topolo-
gii. Omawiany proces optymalizacji polega w swej istocie na przesuwaniu masy
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Rys. 4.2. Schemat blokowy drugiego etapu

wewnatrz $cisle okreslonego obszaru projektowego. Jesli w wyniku takiego przesu-
wania otrzymujemy rozktad zero-jedynkowy, to konczymy proces. Jesli nie, to powta-
rzamy go od uaktualniania macierzy sztywnosci. Ten sposob postgpowania jest cha-
rakterystyczny dla artificial approach [61], a takze dla direct approach [8], dla
ktorych w koncowym etapie procesu optymalizacji otrzymujemy rozklad zero-
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-jedynkowy z zastrzezeniem, ze dopuszczalne jest istnienie bardzo malej liczby ele-
mentéw, dla ktérych gestos¢ wynosi ,,prawie” jeden. Najczesciej minimum podatnosci
(minimum energii odksztatcenia) wystepuje tuz przed osiagnieciem rozktadu zero-
-jedynkowego. Niekiedy jednak udaje si¢ otrzymac rozktad zero-jedynkowy, dla kto-
rego rownoczesnie energia odksztatcenia jest minimalna [25], co pokazano réwniez na
wielu przyktadach w tej pracy (np. w rozdziale 6smym). Czgsto otrzymanie rozktadu
zero-jedynkowego dla minimalnej energii odksztatcenia zalezy od przyjecia odpo-
wiednio gestej siatki podziatu na elementy skonczone. W zwiazku z tym ,,optymalna
topologia” w sensie numerycznym bedzie rozumiana w dalszej czg$ci pracy jako:
1) topologia o najmniejszej energii odksztalcenia (niezaleznie od tego czy osia-
gnigty zostanie rozktad zero-jedynkowy czy tez nie zostanie on osiagnigty) oraz
2) topologia o zero-jedynkowym rozktadzie powstata w wyniku
a) prowadzenia procesu optymalizacji lub
b) otrzymana po przeprowadzeniu procesu postprocessingu dla optymalnego
rozktadu materiatu, dla ktorego nie osiagnigto rozktadu zero-jedynkowego.
Obszerniej temat postprocesisingu omowiony bedzie w rozdziale 4.4.
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Rys. 4.3. Schemat blokowy optymalizacji topologii
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Nie zawsze dla takiej topologii o zero-jedynkowym rozktadzie (wymienionej w punk-
cie 2) energia odksztalcenia ma warto$¢ najmniejsza z catego procesu. Speinia ona
jednak wymagania np. technologiczne, pozwalajace uksztattowac konstrukcje z dane-
go materiatu (bez udziatu materiatu ,,fikcyjnego”, znajdujacego si¢ w miejscach, gdzie
mamy do czynienia z odcieniami szaro$ci).

Reasumujac, wystarczy przyja¢ odpowiednio parametry sterujace procesem opty-
malizacji oraz przyja¢ odpowiednio siatke podziatu metody elementéw skonczonych,
aby uzyska¢ zero-jedynkowy optymalny rozktad dostepnego materiatu wewnatrz za-
lozonego obszaru projektowego.

Ideg przesuwania masy pokazano na rysunku 4.3, gdzie po pierwszym kroku optyma-
lizacji mamy rozklad ggstosci w przedziale (0,1] (rys. 4.3a), co nie wyklucza pojawienia
si¢ niekiedy juz w pierwszym kroku elementéw z gestoscig rowna zeru. Potem liczba
elementow z gestoscia réwna jeden wzrasta (rys. 4.3b), pojawiaja si¢ elementy z gestoscia
zerowa, ktorych liczba rosnie, przy czym rownoczesnie maleje liczba elementéw z gesto-
$cig posrednig. W koncu procesu otrzymujemy tylko rozklad zero-jedynkowy (rys. 4.3c).

Przedstawiony algorytm moze by¢ stosowany do rozwiazywania dowolnego zagad-
nienia optymalizacji topologii kontinuum materialnego. Jednak ze wzgledu na to, Ze celem
pracy jest przeanalizowanie istoty samego procesu optymalizacji oraz dokonanie analizy
ilosciowej i1 jakosciowej wptywu na proces zmieniajacych si¢ jego parametrow, takich jak
sposob aktualizacji modutu Younga, stosowanie réznych funkcji progowych i funkcji
relaksacyjnych, zdecydowano si¢ na przedstawienie zastosowania opracowanego algo-
rytmu na przyktadzie zagadnienia ptaskiego. Ponadto na takim przyktadzie rozwiazano
zagadnienia przedstawione w rozdziatach od dziewiatego do dwunastego.

4.3. Przyklady liczbowe

Analize numeryczna wykonuje si¢ w tej pracy dla zagadnienia ptaskiego, dla kto-
rego zastosowano typowy czworokatny ptaski element skonczony. Poniewaz oblicze-
nia optymalnej topologii wymagaja duzego czasu obliczen oraz duzych pamigci, roz-

o
=

o
~

LA A
A S

Rys. 4.4. Przyktad liczbowy: stan poczatkowy (a), stan koncowy (b)
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wiazania przedstawiono przede wszystkim na oméwionych dalej tzw. benchmarkach
przy podanym nizej podziale na elementy. Podzial taki, jak si¢ okaze, jest na tyle wy-
starczajacy, aby mozna bylo przedstawi¢ istote rozwazanego problemu i rownocze$nie
dokona¢ wszechstronnej analizy problemu.

Pl P S

Rys. 4.5. Przyktad MBB dla o= 0,2

g

L
=
LSS
~

L
VPP IrTs

20x20 20x40

Rys. 4.6. Schemat statyczny przyktadu liczbowego
wraz z podziatem na elementy skonczone

Efektywnos¢ algorytmu optymalizacji pokazana wigc bedzie na najbardziej po-
pularnym w literaturze optymalizacji topologii przyktadzie liczbowym znanym jako
cantilever beam, czy Michell trusses (rys. 4.4), gdzie z lewej strony przedstawiono
obszar projektowy, wewnatrz ktorego material rozmieszczony jest dowolnie. Na
obszar projektowy nalozono warunki brzegowe i obciazono go. Koncowy, uprosz-
czony rozktad materialu wewnatrz obszaru projektowego pokazano na rys. 4.4b.
Poza omawianym przykltadem, czasem problemy optymalizacji topologii ilustruje
si¢ przyktadem konstrukcji ptaskiej belki wolnopodpartej zwanej MBB, czyli Mes-
serschmitt—Bolkow—Blohm (rys. 4.5). Na rysunku 4.6 przedstawiono wspomniane
na rys. 4.4 sztywno zamocowane na lewej krawedzi i obciazone sita skupiona rowna
100 kN w srodku prawej krawedzi plaskie konstrukcje wspornikowe o wymiarach
20 x 20 m 1 20 x 40 m wraz z zastosowanym podzialem na elementy skonczone.
W pierwszym przypadku jest to siatka 20 x 20 elementow, a w drugim 20 x 40 ele-
mentéw. Przede wszystkim na tych przykladach przeprowadzana bedzie analiza
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wszystkich zagadnien. Ponadto dla celéw zwiazanych z analiza zbieznos$ci zagad-
nienia ze wzgledu na zastosowana siatke podziatu, stosuje si¢ podziat 10 x 16 oraz
20 x 32 elementow, a takze 5 x 10, 10 x 20 oraz wspomniany wczes$niej podziat
20 x 40 elementow. Zastosowany podziat pozwalat na bardzo szybkie otrzymywanie
wynikoéw (szybsze niz na przyktad w [28] dla podziatu 20 x 32). Okazalo sig tez, ze
niezaleznie od podzialu topologia jest podobna, réznice polegaja na tym, ze ksztalt
konstrukeji przy wickszym podziale jest bardziej gltadki. Nie zaobserwowano réznic
jakosciowych dotyczacych otrzymanej topologii przy zmieniajacej si¢ siatce podzia-
hu.

Modut Younga przyjeto jako rowny 2000000 kN/m*, wspotczynnik Poissona wy-
nosi 0,3. Nalezy doda¢, ze wszystkie wielkosci w dalszej czg$ci pracy beda przyjmo-
wane jako bezwymiarowe.

Podstawowy przyktad liczbowy pokazano dla nastgpujacych wartosci parametrow
zadania:

1. Wspotczynnik redukcji masy « przyjgto jako rowny 0,3, wobec czego dla kwa-
dratu 20 x 20 dostgpna masa wynosi 120. Analizujac zbiezno$¢ zastosowano takze
a=0,5.

2. Zadanie rozwiazano dla podstawowych dwoch funkcji progowych, gdzie, przy-
pomnijmy, j jest numerem kroku procesu optymalizacji

TF, =01/,
TF, =0,0125j a. (4.6)
3. Funkcje uaktualniajaca modut Younga przyjeto wedtug (3.52) jako rowna
o 3
Ej+1(pj):E(_jj . (4.7)
Lo
4. Wielkos¢ relaksacyjna przyjeto rowna
e=¢=10". (4.8)

Jesli w dalszej czesci pracy nie definiuje si¢ inaczej tych wielkosci, to przyjmuja
one podane wyzej wartosci.

Na kolejnych rysunkach przedstawione beda topologie dla przyjetych parametrow
zadania. Beda to zbiory topologii, czyli topologie dla kolejnych krokow, badz najczg-
Sciej topologia optymalna dla danych parametréw zadania i topologia ja poprzedzaja-
ca. Czesto beda to topologie o rozktadzie czarno-biatym oraz o rozktadzie z odcienia-
mi szarosci.
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>

krok 13 krok 14

>

krok 86 krok 87

Rys. 4.7. Topologie dla 7F (a) i dla TF, (b)

Na rysunku 4.7 przedstawiono topologie otrzymane dla 7F; dla kroku 13 i 14
(rys. 4.7a) oraz dla TF, dla kroku 86 i 87 (rys. 4.7b). Przypomnijmy, ze kolor

czarny oznacza materiat o gestosci wzglednej rownej jeden, co odpowiada gestosci
rzeczywistej zastosowanego materialu. Kolor biaty oznacza pustke, czyli obszar
pozbawiony materiatu. Odcienie szaro$ci odpowiadaja réznym warto$ciom ggsto-
sci wzglednej z przedziatu otwartego (0,1), co jest rownowazne zastosowaniu
pewnego ,,sztucznego” materiatu o gestosci stanowiacej okreslony procent gesto-
$ci materiatu rzeczywistego. Dla notacji odcieni szaro$ci przyjeto, ze obnizenie
warto$ci gestosci o 0,1 odpowiada rozjasnieniu o jeden stopien na palecie barw.
Rozktad biato-czarny jest tozsamy z rozktadem zero-jedynkowym. Na rysunku 4.7
pokazano dla obu funkcji progowych ten krok procesu optymalizacji, dla ktérego
mamy rozktad czarno-bialy (krok 14 i 87) oraz krok bezposrednio go poprzedza-
jacy z odcieniami szarosci (krok 13 i 86). Niektore z przyktadow zamiast w notacji
czarno-bialo-szarej sa prezentowane w notacji liczbowej, co w bardziej precyzyjny
sposob oddaje stan dystrybucji materiatu. Nalezy przy tym pamigtac, ze w trakcie
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procesu liczba elementéw z gestoSciami pomiedzy zerem a jedynka systematycz-
nie spada i w koncu mamy tylko rozktad zer i jedynek. Oznacza to, ze w pewnych
podobszarach obszaru projektowego mamy do czynienia z materiatem, jaki prze-
widzieli$my do tej konstrukcji. Wtedy gesto$¢ wynosi jeden. W pozostatych pod-
obszarach mamy pustki, co oznacza, ze w tych podobszarach nie ma materiatu.
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Rys. 4.8. Topologie dla TF (a) i dla TF, (b)

Warto podkresli¢, ze wyznaczenie topologii dla jednego kroku trwa nie dluzej niz 8
sekund dla omawianej siatki 20 x 20. Jest to czas bardzo krotki, a otrzymane wyniki
pozwalaja na przeprowadzenie wszechstronnej analizy zadania. Zauwazmy, ze dla TF,

optymalng topologi¢ otrzymujemy w czasie ponizej dwoch minut, a dla 7F, ponizej
dwunastu minut. Na rysunku 4.8 przedstawiono wyniki z rysunku 4.7, ale w notacji

liczbowe;j.

krok 87
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Rys. 4.9. Topologie dla TF od pierwszego do czternastego kroku

Dla kazdego kroku w procesie optymalizacji otrzymujemy topologig, ktora na-

zwiemy T’ !, Jest ona stanem 7/;/ pokazanym we wzorze (3.15). Dla danego procesu

i zbior topologii mozna zdefiniowaé nastgpujaco:



68 Optymalizacja topologii kontinuum materialnego

r =l T T, (4.9)

gdzie je[l,M]. Wielkos¢ M oznacza numer kroku, dla ktérego otrzymano optymalna

topologig dla danego procesu.
W celu przesledzenia procesu optymalizacji na rysunku 4.9 pokazano niektore

elementy ciagu topologii 7 ]’ (otrzymanych za pomoca 7F}) od topologii po pierw-

szym kroku optymalizacji do jedenastego kroku ze skokiem réownym dwa oraz topolo-
gie dla dwunastego, trzynastego i czternastego kroku. Az do jedenastego kroku gg-
stos¢ o warto$ci jeden jest zaznaczona czcionka wytluszczona, co jest bardzo
pomocne przy jej identyfikacji na rysunku, szczegolnie dla krokow poczatkowych.
Dla krokéw dwunastego i trzynastego wyrdzniono czcionka wythuszczona gestosci
mniejsze od jednosci, gdyz jest ich relatywnie mniej. Ze wzgledu na potrzebg pokaza-
nia na jednym rysunku ciagu topologii, w tym przypadku przedstawiono liczby za-
okraglone do jednego miejsca po przecinku.

Do kroku dwunastego wlacznie suma masy wynosi 120,00, a wigc jest doktadnie
rowna dostgpnej masie. Oznacza to, ze warunek ograniczenia natozonego na masg
ciata (3.37) jest spetniony. Od kroku trzynastego warunek ten nie jest spelniony. Suma
masy dla kroku trzynastego wynosi 119,09. Wtedy

m.
H(pj)zm—"—1<0. (4.10)

0

Jesli dokonamy sumowania brakujacej do jedno$ci masy w tych elementach,
w ktorych jest ona mniejsza od jednosci, to otrzymamy wielko$¢ rowna 0,91. T¢ bra-
kujaca mase nazwiemy masa dopeiniajaca. Rozwazany tu problem wynika oczywiscie
z istoty stosowanej metody numerycznej, ktora z natury rzeczy jest metoda przyblizo-
na. Powtérzmy wigc — aby formalizm pokazany w rozdziale trzecim byt spetniony,
wystarczy zastosowa¢ odpowiednio gesta siatke podziatu na elementy, a problem dla
coraz gesciejszej siatki bedzie wykazywal tendencje zanikajaca. Spetnienie warunku
(3.37) mozna zapewni¢ poprzez zastosowanie postprocessingu w nastgpujacej postaci:
dla zadania relaksacyjnego masa na koncu procesu optymalizacji (dla kroku j-tego, dla
ktorego warunek (3.37) nie jest spetniony) bedzie teraz wynosic¢

p|Hp(n)d2=m,, @.11)

gdzie ;((p(x)) jest funkcja charakterystyczna okreslona na wszystkich punktach pro-
jektowych. Nazwijmy ja funkcja charakterystyczna rozktadu materii, taka ze

1 dla punktéw, dla ktorych  p(x) =0,

= 4.12
}((p(x)) {0 dla punktow, dla ktérych p(x) =0. (+12)
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Funkcja p(x) okreslajaca gestos¢ wzgledna danego punktu projektowego jest ar-
gumentem funkcji charakterystycznej rozktadu materii. Dla j-tego kroku optymaliza-
¢cji, dla poszczegdlnych punktéw projektowych jej wartosé ( pj(x)) zmienia si¢ od

punktu do punktu. Wartosci funkcji ggstosci wzglednej p;(x) daza w trakcie procesu
do wartosci funkcji ;((p(x)):

p;(x) = x(p(x)). (4.13)

Jest to rbwnowazne z tym, ze na koncu procesu optymalizacji punkty projektowe,
ktorym przyporzadkowano y = 1 charakteryzuja si¢ gestoscia rowna p, natomiast dla
pozostatych punktow, dla ktorych y = 0, gesto§¢ wynosi zero. Wtedy

m,=m,, (4.14)

co oznacza, ze warunek (3.37) jest spetiony. Z fizycznego punktu widzenia zastoso-
wanie (4.11) do (4.14) oznacza uzupehienie do jednosci gestosci we wszystkich tych
elementach, w ktorych jest ona mniejsza od jednosci. Otrzymamy wtedy sumg masy
rowna doktadnie 120,00, gdyz suma masy dopetniajacej (wyliczonej powyzej) wynosi
0,91.

Niekiedy zdarzy¢ sig moze, ze po dodaniu w procesie postprocessingu (rozdziat
4.4) do masy ciata (dla kroku j-tego, dla ktérego warunek (3.37) nie jest spetniony)
masy dopetniajacej mamy

m; >m, (4.15)

co z kolei oznacza, ze z punktu widzenia numerycznego zastosowane parametry steru-
jace procesem optymalizacji nie pozwolily na efektywne wyznaczenie optymalnej
topologii 1 wobec takiego wyniku procesu optymalizacji nalezy podja¢ probe ponow-
nego wyznaczenia optymalnej topologii przy zmienionych parametrach, badz zasto-
sowa¢ odpowiedni postprocessing.

Tak wiec problem ewentualnego niespetnienia warunku (3.37) ma wymiar nu-
meryczny i w takich kategoriach nalezy go traktowac, jednak gdy si¢ zastosuje
(4.11) do (4.14) uzyskuje wtasciwg interpretacje formalna, dzieki ktorej spetnione
sa wszystkie rOwnania przedstawione w rozdziale trzecim, a w szczego6lnosci row-
nanie (3.37).

Wracajac do analizy rysunku 4.9 pamigtajmy, ze po homogenizacji caly obszar
projektowy miat gesto$¢ rowna 0,3. Sledzac kolejne topologie widzimy, ze dla pierw-
szego kroku przewazaja gestosci nie przekraczajace 0,3. Tylko osiem elementow (na
0golna liczbg czterystu) ma ggstos¢ rowna jednosci. Tylko w szesnastu elementach
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Rys. 4.10. Topologie dla TF, od kroku 1 do kroku 87
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gestos¢ wynosi zero. Dla kolejnych topologii (krok trzeci, piaty i siodmy) powigksza
si¢ liczba elementdéw z zerowa gestoscia oraz w wielu elementach gesto§¢ wzrasta do
0,7, a najmniejsza zachowana gestos¢ np. dla kroku siddmego wynosi juz 0,3, dla
ktorego to kroku liczba elementow z ggstoscia rowna jednosci wzrosta tylko do czter-
nastu. Dla kroku dziewiatego mamy spektrum ggstosci od 0,5 do 1,0. Liczba elemen-
tow z gestoscia rowna jednosci wzrosta jedynie do osiemnastu. Znacznie powigkszyty
si¢ obszary z gestoscia zerowa. Dla kroku jedenastego otrzymano ksztalt niewiele
odbiegajacy od optymalnego. Kolejne kroki pozwalaja na eliminacj¢ masy z niekto-
rych elementdéw i uzupetnianie masy do jednosci w innych, tak aby w trzynastym kro-
ku juz tylko nieliczne elementy mialy ggsto$¢ rézna od jednosci i zera. Dla kroku
czternastego mamy rozktad zero-jedynkowy.

Na rysunku 4.10 przedstawiono ciag topologii (otrzymanych przy wykorzystaniu
TF,) od topologii po pierwszym kroku procesu optymalizacji do osiemdziesiatego
siodmego kroku, dla ktorego mamy rozktad 0/1. Zauwazmy, ze topologie dla krokow
dwudziestego z rys. 4.10 i trzeciego z rys. 4.9 r6znia si¢ niewiele. Podobnie topologie
dla kroku szesc¢dziesiatego z rys. 4.10 i sibdmego z rys. 4.9 sa rowniez niemal identycz-
ne. Nastgpne topologie pokazane na rys. 4.10 sg juz inne niz topologie z rys. 4.9, gdyz
»dwa ramiona” ulegaja pewnemu przewe¢zeniu, a masa przesuwana jest do dodatkowo
tworzacego si¢ cienkiego krzyzujacego si¢ elementu pretowego. Dla kroku osiemdzie-
siatego szdstego (niektore elementy maja gesto$¢ mniejsza od jedynki) suma masy wy-
nosi 118,78, a dla osiemdziesiatego siodmego (rozktad zero-jedynkowy) suma masy
wynosi 118,00. Jak wida¢, w koncowym etapie optymalizacji dla 7F, suma masy jest
blizsza dostgpnej masie niz dla TF), a topologia jest bardziej ,,wyrafinowana”.

W celu przeanalizowania zbieznosci zadania rozwiazano konstrukcje wspornikowa
o wysokosci pieciu i dlugosci dziesigciu jednostek. Zastosowano podziat 5 x 10, 10 x 20
1 20 x 40 elementow, co oznacza, ze poczatkowo mamy podziat na 50 elementdw,
nastgpnie na 200 i na 800 elementéw. Wyniki przedstawiono na kolejnych czterech
rysunkach. Zastosowano wspolczynnik redukcji masy a = 0,5, gdyz dla takiej jego
warto$ci rozwigzanie nie wymaga postprocessingu i mozna petna uwage zwroci¢ na
problem zbiezno$ci. Analiz¢ wykonano dla 7F, . Pierwsze dwa rysunki pokazuja topo-
logie dla kroku poprzedzajacego rozklad zero-jedynkowy w notacji liczbowej (rys.
4.11) 1 w notacji odcieni szarosci (rys. 4.12). Nastgpne dwa rysunki to w takim samym
uktadzie topologie dla rozktadu zero-jedynkowego. Na wszystkich czterech rysunkach
zaznaczono poszczegdlne jednostkowe elementy dla podziatu 5 x 10. Przy podziale 10
x 20 taka jednostka dzieli si¢ na cztery elementy, a dla podzialu 20 x 40 na szesnascie
elementow. Analizujac rysunek 4.11 i kolejne mozna dojs¢ do wniosku, ze zwigkszenie
podziatu prowadzi jedynie do bardziej dyskretnego rozktadu masy i pozwala na uzyska-
nie konstrukcji o gladszych ksztaltach. Okazuje sig¢ tez, ze dla przyjetych parametrow
zadania liczba krokow potrzebnych do otrzymania optymalnej topologii nie zalezy prak-
tycznie od podziatu. W celu mozliwie doktadnego przedstawienia rozktadu
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Rys. 4.11. Topologie dla TF; w notacji liczbowej
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Podziat 5x10,
krok 8

Podzial 10x20,
krok 9

Podziat 20x40,
krok 9

Rys. 4.12. Topologie dla TF; w notacji odcieni szaro$ci
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Rys. 4.13. Topologie dla TF; w notacji liczbowej
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Podziat 5x10,
krok 9

Podziat 10x20,
krok 10

Podziat 20x40,
krok 10

Rys. 4.14. Topologie dla TF; w notacji czarno-bialej
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Podziat 5x10,
krok 83

Podziat 10x20,
krok 76

Podziat 20x40,
krok 73

Rys. 4.15. Topologie dla TF, w notacji czarno-bialej
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masy dla przypadku wystepowania gestosci w przedziale [0,1] w notacji liczbowej,
postuzono si¢ zapisem z dwoma miejscami po przecinku.

Dla pordéwnania na rys. 4.15 pokazano dla omawianego wyzej przyktadu czarno-
-biale topologie otrzymane przy wykorzystaniu 7F, . Przykladowo, dla podzialu 5 x 10

topologie stosujace TF; i TF, rdznia si¢ polozeniem trzech elementow z ggstoscia row-
na jeden. Topologie przy pozostalych podziatach r6znia si¢ nieco od siebie i dla TF,

sa bardziej ,,wyrafinowane”.

Analizujac mase konstrukcji podczas ostatnich krokoéw procesu optymalizacji na-
lezy stwierdzi¢, ze dla rozwazanego przyktadu dla kroku poprzedzajacego rozkiad
czarno-bialy suma masy jest zawsze taka sama i rowna dokladnie masie dostepnej
(tabela 4.1). Dla rozktadu czarno-bialego, przy wykorzystaniu 7F, suma masy jest

blizsza masie dostgpnej niz przy wykorzystaniu TF; .

Tabela 4.1. Wartoéci sumy masy dla 7F i TF,

Suma masy dla TF) Podziat
5x10 10x20 20x40
rozktad z odcieniami szaro$ci 25 25 25
rozklad czarno-biaty 24 19,5 20,9
Suma masy dla 7F, Podziat
5x10 10x20 20x40
rozktad z odcieniami szaro$ci 25 25 25
rozktad czarno-biaty 24 24 24,5

Na kolejnych rysunkach przedstawiono topologie dla podziatlow 10x16 1 20x32.
Otrzymane wyniki mozna porownac z [27] 1 [28], gdzie zastosowano podzial 20x32
elementy. Wspdtczynnik redukceji masy « przyjeto jako réwny 0,5. Na rysunku 4.16
przedstawiono topologie dla dwoch podziatéw, o rozktadzie gestosci z przedziatu
[0,1], dla kroku poprzedzajacego rozktad zero-jedynkowy. Suma masy jest rowna
masie dostgpnej (dla rozwazanej konstrukcji o rozmiarach 10x16 dostgpna masa wy-
nosi 80). Na nastgpnym rysunku mamy rozktad zero-jedynkowy. Suma masy jest tu
nieco mniejsza i rowna 72 dla podziatu 10x16 i 75,5 dla podziatu 20x32. Dodatkowo
na rysunku 4.18 pokazano czarno-biate topologie dla « = 0,3, 0,4 i 0,6 otrzymane przy
podziale 20%32 przy wykorzystaniu 7F,. Na rysunku zaznaczono w celach porow-
nawczych takie same linie podziatu jak na poprzednich rysunkach dla rozwazanej
konstrukcji o wymiarach 10x16.
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Rys. 4.16. Topologie dla TF; w notacji liczbowej
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Podziat 20x32, krok 10

Rys. 4.17. Topologie dla TF; w notacji zero-jedynkowej

Zauwazono zgodnos$¢ otrzymanych wynikow z literatura. Pewne roznice wynikaja
z przyjetych parametréw sterujacych zadaniem. Wspomnijmy tu jednak, ze w literatu-
rze w zalezno$ci od przyjetych parametrow zadania dla ustalonego & topologie r6znia
si¢ miedzy soba (np. w [27] 1 [28]).
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a=0,3,
krok 12

a=04,
krok 11

a=0,6,
krok 10

Rys. 4.18. Topologie dla TF, dla podziatu 20x32
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4.4. Postprocessing

Po zakonczeniu procesu optymalizacji konstrukcja zwykle wymaga jeszcze pew-
nego dostosowania ksztattu do wymagan zwigzanych z wieloma uwarunkowaniami,
np. eksploatacyjnymi. Jest to tzw. postprocessing, ktoéry bedzie tu rozumiany jako
catoksztalt niezbednych dziatan zmieniajacych ksztalt konstrukcji, nastgpujacych po
procesie optymalizacji. Dzialania te bgda dotyczyly migdzy innymi wygladzenia
ksztattbw, a wigc usunigcia masy z pewnych regionow i dodania jej w innych. Moze
to tez by¢ uzupetienie masy w tych elementach, w ktérych gestos¢ jest mniejsza od
jednosci, badz uzupehienie jej ze wzgledu na spelnienie w formie nieréwnosci wa-
runku ograniczen narzuconych na masg ciata.

Przeanalizujmy znéw rysunek 4.8. Na prawych rysunkach mamy zero-
jedynkowe rozklady masy. Suma masy jest dla nich mniejsza od dostgpnej masy
rownej 120, co oznacza spetnienie w formie nierd6wnos$ci ograniczen natozonych
na mas¢ — wzor (4.10). Dla kroku 14 masa wynosi 114,0, a dla kroku 87 wynosi
118,0. Jak wida¢, przy wolniejszym procesie (dla 7F,) otrzymuje si¢ topologi¢
0 masie bardziej zblizonej do masy dostepnej (réznica masy tylko w dwoch ele-
mentach, co daje brak 1,7% masy), niz dla 7F; (dla kroku 14 — brak 5,0% masy).
Dla topologii wykorzystujacej TF, wystgpuje zauwazalny brak masy objawiajacy
si¢ brakiem potaczenia pewnych elementéw migdzy soba (dla kroku 87 w sasiedz-
twie miejsca przytozenia sily). Dla krokéow 13 1 86 uzupetnienie gegstosci do je-
dynki, w elementach, ktore maja gesto$¢ mniejsza od jeden, daje doktadnie sume
masy rowna 120.

Otrzymang zero-jedynkowa topologi¢ mozemy pozostawi¢ jako ostateczne roz-
wigzanie zadania poszukiwania optymalnej topologii, jesli nie wystgpuja w tej topolo-
gii widoczne braki potaczen pomigdzy poszczegdlnymi elementami konstrukcyjnymi.
Jest to uzasadnione réwniez z fizycznego punktu widzenia, gdyz spetienie ograni-
czen na mas¢ w formie nierdbwno$ci oznacza, ze otrzymana optymalna topologia nie
wymaga masy ciala wynikajacej z zalozonych ograniczen (czyli nie wymaga catej
dostgpnej masy), lecz masy nieco mniejszej.

W sytuacji gdy wystgpuja widoczne braki polaczen mozemy otrzymana topo-
logie podda¢ postprocessingowi, czyli uzupelni¢ masg. Sposob jej uzupeinienia
bywa bardzo tatwy, gdy brakuje polaczen pomigdzy niektérymi elementami.
W innym przypadku nalezy stosowaé wtasciwe procedury postprocessingu, ktére
analizujg rozktad masy w sposob podobny jak procedury optymalizacji. Korzyst-
niejsze jest zastosowanie postprocessingu do topologii o jeden krok wczesniejszej
(tej z odcieniami szaro$ci); wobec rownosci masy z masa dostgpna lub wobec tyl-
ko nieznacznie mniejszej masy analiza ostatecznego ksztattu jest tatwiejsza, po-
niewaz wiemy juz gdzie masa powinna by¢ pozostawiona i gdzie ewentualnie na-
lezy ja uzupetié¢. Ponadto wykorzystanie ostatniego (czarno-bialego) rozktadu
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pozwala pozna¢ koncowy rozktad, dzigki czemu mozemy w sposéb prawidlowy
sterowaé uzupelnianiem masy w kroku poprzednim. Taki wtasnie algorytm post-
processingu uzupelniajacego mase wydaje si¢ by¢ najefektywniejszy.

Topologia z odcieniami szarosci Topologia czarno-biata

' '

Postprocessing polegajacy na:

v ’

uzupehianiu ggstosci do ,,1” dodawaniu masy

’

Postprocessing polegajacy na wygladzaniu ksztattow

Rys. 4.19. Schemat algorytmu postprocessingu

Ostatecznie wigc mozemy zdefiniowaé postprocessing jako dziatanie dwuetapo-
we, co przedstawiono na rys. 4.19. W pierwszym etapie dla rozktadu z odcieniami
szarosci uzupelniana jest gesto$¢ do jedynki w tych elementach, w ktérych jest ona
mniejsza od jednos$ci. Dla rozktadu czarno-biatego, zgodnie z poprzednimi krokami,
uzupelniana jest masa najwyzej do stanu, gdy warunek ograniczen narzuconych na
masg ciata spelniony jest w formie rownosci. W drugim etapie przeprowadzane jest
wygtadzanie ksztaltu konstrukcji (wygladzanie narozy), co powoduje, ze niekiedy
z czgsci elementu usuwa si¢ masg. Warunek ograniczen natozonych na maseg jest
zazwyczaj wtedy spetniony. Dokonuje si¢ tylko przesunigcia masy wewnatrz obsza-
ru projektowego.

Nalezy zaznaczy¢, ze ograniczenia natozone na mase konstrukcji w formie réwno-
sci (3.37), wynikajace z przyjetego wspdtczynnika redukcji masy, moga by¢ zacho-
wane, ale dopuszczalna jest pewna tolerancja i to zarowno w dol, jak i w gore, oczy-
wiscie w niewielkim zakresie. Szczegoélnie przekroczenie w goérg musi mied
uzasadnienie konstrukcyjne, np. wynikajace z konieczno$ci potaczenia pewnych ele-
mentow konstrukcji. Nalezy dodag, ze tolerancja, o ktorej tu méwimy, dotyczy etapu
postprocessingu.
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Topologie dla TF,

krok 9, masa =239,4

krok 10, masa = 172,0
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Topologie dla TF,

krok 69, masa = 237,8 krok 70, masa = 236,0

Rys. 4.20. Topologie w notacji liczbowej dla o= 0,6

Przeanalizujmy jeszcze rozwazany przyklad dla o= 0,6 (rys. 4.20). Dostepna
masa wynosi 240, natomiast suma masy dla kroku 9 wynosi 239,4. Do 240 brakuje
0,6, a suma masy dopelniajacej wynosi 4,3, co oznacza, ze albo pozostawiamy
zwickszona mase, albo usuniemy ja z 4 elementdéw, co byloby juz pierwszym eta-
pem typowego postprocessingu. Funkcja progowa TF| zbyt szybko usuwa masg i dla
kroku 10 wynosi ona tylko 172, co powoduje brak niezbgdnych polaczen w kon-
strukcji. Krok ten trudno bytoby podda¢ postprocessingowi bez uwzglednienia roz-
lozenia masy w krokach poprzednich. Zastosowanie TF, pozwala na uniknigcie
postprocessingu, jesli postuzymy si¢ krokiem 70. Masa jest tu na tyle zblizona do
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dostepnej masy, ze nie ma potrzeby uzupetniania jej, tym bardziej, ze wszystkie
elementy konstrukcji maja wlasciwe potaczenia. Przytoczona analiza dokonana jest
tylko i wytacznie z punktu widzenia numerycznego, w aspekcie ewentualnej potrze-
by stosowania postprocessingu.
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Topologie dla TF,
krok 74, masa = 199,6 krok 75, masa = 194,0

Rys. 4.21. Topologie w notacji liczbowej dla o= 0,5

Na rysunku 4.21 przedstawiono topologie w takim samym ukladzie jak na rys.
4.20, ale dla = 0,5. Tym razem dostgpna masa wynosi 200. Dla kroku 9 brakuje
tylko 0,2 masy, a masa dopetniajaca wynosi 18,22. Dla kroku 10 natomiast suma masy
wynosi tylko 168,0. Oznacza to, ze zastosowanie procedur postprocessingu w tym
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przypadku jest konieczne, aczkolwiek ze wzgledu na duza mas¢ dopelniajaca moga
by¢ trudnosci z okresleniem elementow, z ktérych nalezy usuna¢ material konstruk-
cyjny. Jesli sig stosuje funkcje progowa TF, dla kroku 74, to brakuje 0,4 masy, a masa
dopetniajaca wynosi 2,2, co pozwala na calkowite uzupeklienie masy w trakcie post-
processingu i wymaga usunigcia masy z dwoch elementow, jesli warunek ograniczen
ma by¢ spetniony w formie rownosci. Dla kroku 75 suma masy wynosi 194 i widocz-
ny jest brak dwoch elementow wypetlnionych masa w sasiedztwie miejsca przytozenia
sily. Analiza obu krokéw powinna prowadzi¢ do podj¢cia wlasciwej decyzji odnosnie
elementow, ktore nalezy usunaé, badz o ktore nalezy uzupetnic¢ topologie.

Przedstawione to rozwazania na temat postprocessingu maja charakter ogolny
i ukazuja jedynie ztozono$¢ problemow, ktore stanowia osobne zagadnienie projekto-
wania konstrukcji. Postprocessing jest bowiem elementem uzupetiajacym optymali-
zacje topologii, pozwalajacym na odpowiednie dostosowanie ksztaltu konstrukcji do
wymogow eksploatacyjnych. Poniewaz, jak juz zauwazylismy (tabela 4.1), odpowied-
nio dobrana funkcja progowa pozwala tatwiej zachowaé ograniczenia natozone na
mas¢ konstrukcji w formie réwnosci, wige dobierajac ja wlasciwie, a takze wykorzy-
stujac krok poprzedzajacy rozklad zero-jedynkowy, a takze rozklad zero-jedynkowy
mozemy otrzymac topologig, ktora bedzie topologia optymalna.
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5.1. Wstep

W niniejszym rozdziale zajmiemy si¢ — w kontekscie przedstawionego w poprzednim
rozdziale algorytmu numerycznego — wiasciwym doborem funkcji progowej (oznaczanej
jako TF), majacej decydujacy wpltyw na zbiezno$¢ zadania optymalizacji topologii.

Pomyst zastosowania funkcji progowej powstal w wyniku analizy literatury, gdzie
od dawna uzywa si¢ pojgcia penalizacji rozwazanych w danym przypadku wielkosci,
ktorych warto$¢ jest mniejsza od przyjetej wartosci progowej. Jednak w pracach doty-
czacych optymalizacji topologii nie analizowano dotychczas w sposéb szczegodtowy ani
sposobdw formutowania definicji wielkosci progowych, ani wielkosci progow, po prze-
kroczeniu ktorych rozpatrywana wielko$¢ mozna, czy tez nalezy, usunaé. Brakuje tez
analiz otrzymanych topologii w zaleznos$ci od przyjetej wartosci progowe;.

W pracy [25] odpowiednie dobranie wielkosci progowej pozwolito na otrzymanie
optymalnej topologii w niewielkiej liczbie krokow. Bazujac na wielkoSci progowej
z [25], postanowiono w tej pracy wprowadzi¢ do przygotowywanego algorytmu
optymalizacji funkcje progowe. W szczegdlnym przypadku, gdy funkcja bedzie wiel-
koscig stala, bedziemy mogli mowic o wielkosci progowe;.

Z kolei w publikacji [73], poza ogolnymi uwagami na temat penalizacji, wspomina
si¢ o proponowanym w [3], [5] i w [26] wprowadzeniu zamiast $cisle okreslonej funk-
cji gestosci p(X) podlegajacej odrzucaniu, funkcji zdefiniowanej nastgpujaco: p(X) +

CI p(1—p)dx, gdzie C jest parametrem determinujacym stopien penalizacji.

Stata podczas procesu optymalizacji wielko$¢ progowa przyjeto w pracy [57]. Jest
ona zwana wartoscia wigzow narzuconych na gestos¢ i rowna si¢ 0,01. Stosuje si¢ tu
rownoczesnie (bez podania szczegdtow) wzrastajaca wartos¢ wyktadnika potggowego
we wzorze aktualizujacym modut Younga. Czgsto w literaturze wiaze si¢ zjawisko pe-
nalizacji z uzyciem wigkszej od jedno$ci potegi p we wzorze uaktualniajacym tensor

sprezystosci: C'1¢! = COi Ikl 5P Pozwala to na roznicowanie gestosci w poszezeg6lnych
elementach, co implikuje coraz mniejsze jej wielkoSci w pewnych obszarach. Jesli sa
odpowiednio male, to si¢ je usuwa. To podejscie byto przedstawione w [8] oraz w [80].
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Penalizacja dotyczy gestosci wystepujacej w poszczegdlnych punktach material-
nych (elementach skonczonych), gestosci, ktorej wartos¢ jest relatywnie mata. Proces
penalizacji matych gestosci jest procesem, dzigki ktéremu usuwany jest materiat
z tych punktéw projektowych, w ktorych materiat ten jest zbedny. Decyzja, co do
usunigcia materiatu z danego elementu jest w tej pracy bezposrednio zwigzana z kry-
terium energetycznym (ggstos¢ jest proporcjonalna do energii). Pozbawiane masy sa
te elementy, w ktorych energia odksztalcenia jest pomijalnie mata, gdy poréwnamy ja
z energia wystepujaca w elementach bardziej wytezonych. Jesli z jakis przyczyn (np.
eksploatacyjnych) materiat bytby potrzebny w niektorych elementach, to w tych ele-
mentach mozna by zastosowa¢ inny, bardzo wiotki materiat. Parametry tego materiatu
powinny zaleze¢ od funkcji, jaka ma spelia¢ wilasnie ten element konstrukcji.
W trakcie procesu optymalizacji powigkszaja si¢ obszary podlegajace penalizacji.
Analizujac gestosci w kolejnych krokach dla danego punktu projektowego mozemy
stwierdzi¢, ze gestos¢ dla tego punktu maleje dazac do zera lub ro$nie do jedynki
w zaleznosci od tego, czy energia odksztalcenia w tym punkcie maleje, czy tez rosnie.

Powstaje pytanie o kryterium doboru funkcji progowych. W niniejszej pracy bg-
dziemy zajmowac si¢ dobranymi w rézny sposob stalymi wartosciami progowymi,
a takze funkcjami, w ktorych zmienna niezalezna bedzie numer kroku optymalizacji
lub minimalna warto$¢ gestosci w danym kroku. Zasadniczym celem, ktory przyswie-
ca analizie funkcji progowych jest otrzymanie optymalnej topologii w mozliwie matej
liczbie krokow.

Algorytm numeryczny MES w czg$ci wykorzystujacej funkcje progowe dziata
W sposOb nastgpujacy: po pierwsze sumuje masg ciata usunigta z elementow, w kto-
rych gestos¢ byta mniejsza od wyznaczonej dla danego kroku optymalizacji warto$ci
progowej. Po drugie, zaktadajac spetnienie w formie rownosci ograniczen nalozonych
na masg, dokonuje réwnomiernego rozktadu tej masy na wszystkie te elementy, kto-
rych gestos¢ jest w zakresie od dolnego ograniczenia (&) do jednosci. Skutek tego
dzialania to rzeczywiste zmniejszenie gestosci w tych elementach, ktore miaty gestos¢
pomigdzy dolnym ograniczeniem (&) a warto$cia progowa TF. Takie postgpowanie
zapewnia ciagly i tagodny proces zmniejszania gestosci materiatu tam, gdzie materiat
nie jest potrzebny ze wzgledu na mate wytgzenie konstrukcji w tych punktach projek-
towych, charakteryzujacych si¢ malejaca energia odksztalcenia. Rosnaca w trakcie
procesu optymalizacji warto$¢ progowa zapewnia odpowiednio szybka zbieznosc¢.

5.2. Przyklady rozwigzan
dla zaproponowanych funkcji progowych

Koncepcja rozwazenia réznych wartosci progowych oraz wprowadzenia funkcji
progowych opiera si¢ migdzy innymi na pracy [25], gdzie stwierdzono, ze proces
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Rys. 5.1. Topologie bez uzycia funkcji progowe;j

optymalizacji moze by¢ prowadzony w formie interaktywnej, a w zwiazku z tym
wielko$¢ wartosci progowej, a co za tym idzie sposob zmiany topologii w kolejnych
krokach zaleza od projektanta. Oznacza to, ze mozna sterowaé parametrami zadania
1 otrzymywac¢ w zwiazku z tym rdzne rozwigzania zar6wno w sposob interaktywny,
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jak 1 poprzez funkcyjne sformutowanie parametrow sterujacych zadaniem. W zalezno-
sci od sytuacji mozna proces przyspieszac, jesli zalezy nam na bardzo szybko otrzy-
manej topologii. Jesli chcemy otrzymac topologi¢ bardziej ,,wyrafinowana”, to naleza-

loby odpowiednio spowolni¢ proces optymalizacji.

a)

krok 600, m = 120,00

b)
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Rys. 5.2. Topologie dla TF = 0,1 (a) oraz dla TF = 0,25 (b)
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Rozwaza¢ bedziemy nastepujace funkcje progowe:
const, const j, const min,

constmin j, const «, consta j,

(5.1)

const j?, const & (j+ j°),

const j +const j?, const j +const j* + const j°,

gdzie j jest numerem kroku, min. jest minimalng wartos$cia ggstosci jaka otrzymaliSmy
w danym kroku optymalizacji, a « jest wspotczynnikiem redukcji masy.

Analizg wptywu przyjetych funkcji progowych bedziemy przeprowadza¢ na przykta-
dach pokazanych na rys. 4.6. Wspotczynnik redukcji masy « = 0,3, funkcje uaktualniaja-
ca modul Younga przyjeto wedtug (4.7): E;,,(p;) =E(p;/p, )’, a wielko$¢ relaksacyjna

przyjeto jako £ =10"" (obie wielkosci sa takie same jak w poprzednim rozdziale).

Zacznijmy od przypadku, gdy funkcja progowa jest stala i wynosi zero. Na ry-
sunku 5.1 pokazano rozktad gestosci po 300, 600, 900 i 1200 krokach. Wyttuszczo-
na czcionka zaznaczono wartosci gestosci rowne jeden. Widaé, ze ,,jedynki” uktada-
ja si¢ w sposob prawidtowy, ich rozktad jest taki jak na rysunkach z rozdziatu 4. Nie
zaobserwowano jednak zbiezno$ci zadania. W tym przypadku brakuje mozliwosci
odrzucania matych warto$ci, ktére znajduja si¢ w obszarach, gdzie materiat nie jest
potrzebny.

Nastepnie przyjmijmy wielko$¢ funkcji progowej jako réwnej statej 0,1 i 0,25
(rys. 5.2),0,310,35 (rys. 5.3), 0,361 1 0,4 (rys. 5.4). Dla TF = 0,1 nie ma zbieznosci.
Na rysunku 5.2b zadanie jest bardzo stabo zbiezne (jak widaé, nie uzyskano rozkta-
du zero-jedynkowego nawet dla kroku 2750). R6znica migedzy krokiem 1200 a 2750
jest jedynie taka, ze tylko w kilku elementach wystepuja minimalne rdznice gestosci
(réznica mas dopehniajacych wynosi odpowiednio 0,80 i 0,68). Poza tym topologia
w obu przypadkach jest identyczna. Krok 1200 dla TF = 0,25 zostat pokazany celo-
wo, aby byta mozliwo$¢ poréwnania z topologia dla TF = 0,1. Jednak juz nawet dla
kroku 400 jest ona prawie taka sama jak dla kroku 1200, czy dla kroku 2750, a tylko
kilka elementow ma gestos¢ w przedziale otwartym od 0,7 do 1,0. Wykorzystujac
postprocessing nawet dla 400 kroku, mozna otrzyma¢ optymalna topologi¢ o rozkta-
dzie zero-jedynkowym. Na rysunku 5.2 i na nastgpnych litera m oznaczono sume
masy dla danej topologii.

Dla TF = 0,3 i nastepnych definicji funkcji progowych na rysunkach mamy
przedstawione topologie dla kroku o rozkladzie zero-jedynkowym i dla kroku go
poprzedzajacego. Na rysunku 5.3 dla TF = 0,3 rozktad zero-jedynkowy otrzymuje-
my dla 33 kroku, a dla TF =0,35 juz nawet dla czwartego kroku (przy sumie masy
rownej 116 dla obu przypadkéw). Na rysunku 5.4 przedstawiono topologie, dla kto-
rych juz w pierwszym kroku otrzymujemy rozktad zero-jedynkowy. Dla TF = 0,361
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krok 3, m= 119,00
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krok 33, m=116,00
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Rys. 5.3. Topologie dla TF = 0,3 (a) oraz dla TF = 0,35 (b)

(suma masy wynosi 118 i brakuje masy w dwoch elementach). Dla TF = 0,4 brakuje
juz znacznie wigcej masy (jej suma wynosi 104) i przede wszystkim z tego wzgledu
topologia ta nie moze by¢ uwazana nawet za nadajaca si¢ do postprocessingu. Jak
widaé, zmniejszenie liczby krokéw, mozliwe przy dobraniu odpowiednio duzej
wielko$ci progowej, nie prowadzi do uzyskania satysfakcjonujacych rezultatow.
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a) b)
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krok I, m=118

krok 1, m=104

Rys. 5.4. Topologie dla TF = 0,361 (a) oraz dla TF = 0,4 (b)

Na rysunku 5.5 przedstawiono topologie dla konstrukcji o podziale 20 x 40
i tych wartosci statej funkcji progowej, ktore powyzej najszybciej dawaty topolo-
gie o zero-jedynkowym rozktadzie. Sa to TF = 0,35 (krok 2 — suma masy 210 przy
dostepnej masie rownej 240) i TF = 0,361 (krok 1 — suma masy 232). Na obu ry-
sunkach wida¢ wyraznie, ze proces optymalizacji byt zbyt szybki (pozbawial masy
elementy, w ktorych powinna ona pozostac, co si¢ okazuje, jesli analizujemy wol-
niejsze procesy).

Dla poréwnania uzyjmy stalych wartosci progowych, przy ktérych otrzymujemy
najszybciej rozktad zero-jedynkowy dla przyktadu przedstawionego na rys. 4.13.
Wspotczynnik redukceji masy, tak jak na rys. 4.13, wynosi « = 0,5, wobec tego do-
stgpna masa wynosi 400. Na rysunku 5.6 przedstawiono topologie dla TF = 0,361
(krok 20 — suma masy 394,3) i TF = 0,4 (krok 7 — suma masy 390). Jak wida¢, dla
kroku 20 jeszcze nie ma rozkladu zero-jedynkowego. Przypomnijmy, na rysunku
4.13 zero-jedynkowa, o duzo rownomierniejszym rozktadzie topologi¢ uzyskano juz
w 10 krokach. Tak wigc, stata warto$¢ wielkosci progowej nie daje zadowalajacych
rezultatow. Dla TF = 0,4 otrzymujemy tu topologi¢ mniej ,,wyrafinowana” niz na
rys. 4.13.

Przeanalizujmy teraz nast¢pujace funkcje progowe:

TF =const ] oraz TF =const «j. 5.2)
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TF = 0,35, krok 2
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Rys. 5.5. Zero-jedynkowe topologie dla statego TF

Poniewaz wspotczynnik redukcji masy jest dla danego przypadku wielko$cia sta-

la, wigc obie definicje sprowadzaja si¢ do stalej mnozonej przez numer kroku opty-
malizacji. Przeanalizujmy pierwsza funkcje o postaci: TF =0,036 j. Daje ona roz-

wigzanie w 11 krokach (rys.

5.7b). Mozna je porownywaé z topologia

przedstawiona na rys. 4.8a i powtorzona na rys. 5.7a dla TF =0,1 ja. Poniewaz
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poprzednio
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TF = 0,4, krok 7
Rys. 5.6. Topologie dla statego TF i = 0,5
wykazalismy, iz stosujac stala 0,036 najszybciej mozna otrzymaé rozktad zero-

-jedynkowy, wigc zastosowaliS§my ja do funkcji zawierajacej numer kroku. Cho¢
wynik otrzymali$my juz w 11 krokach, jednak ta topologia jest mniej skomplikowa-
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na niz przedstawiona na rys. 5.7a.
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Rys. 5.7. Topologie dla TF = 0,1j (a) oraz dla TF = 0,036 j (b)

W wyniku dalszych poszukiwan otrzymano ,,wyrafinowana” topologi¢ dla TF =
0,05j. Przedstawiono ja na rys. 5.8 w dwdch wersjach: liczbowej i w odcieniach

szaroScl.
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Z kolei na rysunku 5.9 przedstawiono topologi¢ dla o = 0,5, dla tej samej funkcji
progowej (TF = 0,05«]) (rys. 5.9b) i dla wspomnianej wyzej TF; (rys. 5.9a), dla kto-
rej topologia jest niekompletna, co spowodowane jest zbyt duza warto$cia funkcji
progowej w poszczegolnych krokach. Suma masy topologii z rysunku 5.9a wynosi
168, a z rys. 5.9b wynosi 188, co jest blizsze wartosci masy dostgpnej dla rozwazane-
go zadania, rownej 200. Jak wida¢, odpowiednio dobrana funkcja progowa (rys. 5.9b)
daje ,,wyrafinowana” topologig, nie wymagajaca juz postprocessingu.



TF =0,36, krok 24,

m= 119,07
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Rys. 5.8. Topologie dla TF = 0,05 j

25
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a) b)

krok 10 krok 19

Rys. 5.9. Topologie dla = 0,5, dla TF =0,1aj (a)idla TF = 0,05 «j (b)

TF =0,2933, krok 11, m= 120 TF=0,3515, krok 12, m =118

Rys. 5.10. Topologie dla TF = min j

Przejdzmy teraz do funkcji progowych, w ktorych definicjach zawarta jest minimalna
wartos¢ gestosci dla kazdego kroku z osobna. Chodzi tu o minimalna, znormalizowana
warto$¢ gestosci odpowiadajaca energii odksztatcenia, z jakqg mamy do czynienia bezpo-
srednio przed dzialaniem funkcji progowych. Na rysunku 5.10 przedstawiono krok
z odcieniami szaro$ci oraz rozklad czarno-biaty dla

TF =min j. (5.3)

Przy rozktadzie czarno-bialym suma masy wynosi 118. Jak wida¢, miedzy dos¢
szarym krokiem 11 a czarno-bialym krokiem 12 nalezaloby znacznie spowolni¢ pro-
ces, gdyz zbyt duzo elementéw zostato pozbawionych masy. W kroku 12 pozostaty
jedynie dwa ,,prety”, bez jakichkolwiek dodatkowych potaczen. Rozpatrzmy teraz

TF =constmin. 5.4
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TF =0,2780, krok 80, TF =0,3231, krok 130,
m=119,9951 m=119,9795

TF =0,3433, krok 160, TF =0,3457, krok 164,
m=119,7154 m=119,7177

Rys. 5.11. Topologie dla TF = 5 min

Rysunek 5.11 zawiera topologie dla TF = 5 min. Otrzymana topologia jest ,,wy-
rafinowana”. Niestety, w procesie optymalizacji dla tak zdefiniowanej funkcji pro-
gowej nie mozna otrzymac rozktadu czarno-biatego, gdyz problem staje si¢ w pew-
nym momencie rozbiezny. W tym przypadku dzieje si¢ tak dla kroku 165. Jedyna
pomoca jest postprocessing wykonany dla kroku 164, dzigki ktéremu po uzupehie-
niu masy w tych elementach, w ktorych gesto$¢ jest mniejsza od jedynki masa do-
pelniajaca mozna otrzymac rozktad czarno-biaty. Jednak suma masy wynosi tu
119,74, a masa dopelniajaca wynosi ponad 3,5. Oznacza to, ze nalezatoby usunaé
mase z dwoch lub czterech elementéw 1 wtedy odpowiednio masa przekraczataby
warto$¢ 120 lub bytaby nieco mniejsza od wartosci rownej 120. Na rysunku 5.11 dla
kroku 80 pokazano pie¢ odcieni szaro$ci w interwale co 0,1 poczawszy od 0,5. Ko-
lejne trzy topologie narysowane sa w tej samej skali. Mozna zauwazy¢, ze dla kroku
130 w stosunku do 80 kroku zmniejszyta si¢ liczba ,,szarych” elementow i réwno-
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czes$nie najnizsza warto$¢ gestosci zwickszyta si¢ do 0,7. Kroki 160 i 164 nie rdznia
si¢ niemal od siebie.

TF=0,0laj* =03 TF=0,01aj*=0,36
krok 10, m = 119,98 krok 32, m = 112,00

TF = 0,001 & = 0,2883 TF = 0,001 &> = 0,3072
krok 31, m = 119,65 krok 32, m=112,0

TF=0,0001aj*=0,3 TF =0,0001 2 j* = 0,306
krok 100, m = 118,80 krok 101, m= 116,00

Rys. 5.12. Topologie dla TF = const aj
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Takie same problemy ze zbieznoscia wystepuja dla innych funkcji progowych opar-
tych na definicji TF = const min: na przyktad TF = 10 min, dla ktérego zagadnienie staje
si¢ rozbiezne w 25 kroku, czy tez dla TF = 5,5 min, dla ktérego zagadnienie staje si¢ roz-
biezne w 139 kroku. W kazdym z tych przypadkow charakter topologii jest podobny.

\/
\/

TF=0,0la(j +j*) =0,33 TF=0,01a(j +j*) =0,393
krok 10, m = 119,45 krok 10, m = 112,00

TF=0,001a(j +j*) =0,2976 TE=0,001a(j +j*)=0,3168
krok 31, m=119,62 krok 32, m= 108,00

TF = 0,0001a(j +j?) = 0,2911 TF=0,0001a(j +j?) = 0,2970
krok 98, m = 118,84 krok 99, m = 118,00

Rys. 5.13. Topologie dla TF = const & (j + j°)
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TF=0,001a(j +j*) =0,2610 TF=0,001(j +j*) =0,2700
krok 29, m = 119,97 krok 30, m = 196,00

TF = 0,0001 a(j + ) = 0,4560 TE=0,0001a(j +j>) = 0,4656
krok 95, m = 199,60 krok 96, m = 194,00

TF=0,0125¢j = 0,4625 TF=0,0125¢j = 0,4688
krok 74, m = 199,59 krok 75, m= 194,00

Rys. 5.14. Topologie dla = 0,5 i r6znych TF
Nastepna definicja funkcji progowe;j jest
TF =consta j°. (5.5)

Topologie z jej wykorzystaniem przedstawiono na rys. 5.12, gdzie mozna zaob-
serwowac gromadzenie si¢ materialu w poblizu miejsca przytozenia sily przy zmniej-
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szajacej si¢ wartosci statej z definicji funkcji progowej. Wtedy tez w zwiazku ze
zmniejszaniem si¢ wartosci progowej dla danego kroku musi wzrosna¢ liczba krokéw
niezbednych do otrzymania rozktadu czarno-bialego. Na omawianym i nastgpnych
rysunkach zamieszczono definicjg¢ funkcji progowej, jej wartos¢ dla danego kroku,
numer kroku i wreszcie sumg masy dla rozpatrywanego kroku.

Kolejna rozpatrywana definicja jest

TF =const o (j+ j%). (5.6)

Topologie dla tej definicji pokazano na rys. 5.13 w takim samym uktadzie jak na
rys. 5.12. Zaobserwowano duze podobienstwo otrzymanych topologii na obu rysun-
kach. Wynika z tego, ze decydujacym czynnikiem w obu definicjach jest kwadrat
numeru kroku.

Na rysunku 5.14 przedstawiono topologie dla « = 0,5. Cztery z nich to topologie
dla tej samej funkcji progowej (5.6). Zauwazono tu duza zgodnos¢ topologii dla kroku
96 z rys. 5.14 z topologia z rys. 4.21 dla kroku 75, pokazana w notacji czarno-bialej na
rys. 5.14. Dla obu topologii stwierdzono réwniez zgodno$¢ sumy masy.

Na rysunku 5.15 przedstawiono czarno-biate topologie dla

TF =0,03j+0,01j°
i 5.7
TF =0,03 j+0,0001j% +0,00001 j°.

TF=0,03j+0,01j>=0,28 TF=0,01j+0,0001j°
krok 5, m= 118,00 +0,00001j* = 0,39170
krok 12, m = 118,00

Rys. 5.15. Topologie czarno-biate

Jak tatwo zauwazy¢, wpltyw drugiego i trzeciego czynnika w drugiej definicji dla
krokow powyzej 10 jest nieznaczny. Okazuje sig, ze zwigkszanie ich wptywu nie
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zmienia otrzymanej topologii. Cho¢ topologie w obu przypadkach maja t¢ sama sume

masy, to r6znia si¢ jednak nieco miedzy soba.
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Rys. 5.16. Topologie dla statego TF = 0,05 ]

Dodatkowo skorzystajmy ze wzoru TF = 0,05¢] dla podziatu 20 x 40. Otrzyma-
ne topologie przedstawiono na rys. 5.16, na ktéorym oproécz numeru kroku podano
bezwymiarowa wartos¢ energii odksztatcenia oznaczona jako en. Topologia zero-
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-jedynkowa nie jest optymalna, wyraznie brakuje potaczen. Tak wigc, funkcja pro-
gowa tak uzyteczna dla konstrukcji 20 x 20 nie daje takich samych rezultatow dla
konstrukcji dluzszej (20 x 40).

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze dobor odpowiedniej funkcji progowej jest
bardzo istotny i ma bardzo duzy wptyw na otrzymana topologieg, ktora w zaleznosci od
doboru funkcji progowe;j jest inna, moze tez by¢ otrzymana w roéznej liczbie krokow.
Wobec tego duzego znaczenia nabiera uzycie wlasciwej definicji funkcji progowe;,
tak aby otrzymana topologia byta optymalna i uzyskana w mozliwie malej liczbie
krokow. Zauwazmy, ze:

1. Wiasnie dzigki wilasciwie zdefiniowanej funkcji progowej otrzymujemy opty-
malna topologi¢ w bardzo matej liczbie krokow.

2. Wartos$¢ funkcji progowej jaka jest stosowana w kroku, w ktérym otrzymujemy
rozktad zero-jedynkowy nie moze zbytnio przekracza¢ pewnych wartosci zwigzanych
ze wspodlczynnikiem redukcji masy. Na przyktad: dla & = 0,3 warto$¢ funkcji progo-
wej powinna by¢ mniejsza niz 0,4, dla ¢ = 0,5 powinna by¢ mniejsza od 0,5, dla
a = 0,6 mniejsza od okoto 0,6, a dla ¢ = 0,8 mniejsza od 0,64.

3. W przypadku statej wartos$ci funkcji progowej stwierdzono, ze warto$¢ ta nie
moze by¢ zbyt duza, gdyz penalizacja zbyt duzych warto$ci w pojedynczym kroku nie
prowadzi do rozwiazan optymalnych. Jednak zbyt mata warto$¢ progowa wymaga
bardzo duzej liczby krokow, a niekiedy wrecz trudno uzyskac zbieznos$¢ (rys. 5.2b).
Przy statej o bardzo matej warto$ci mozemy otrzymac topologi¢ zblizona do optymal-
nej (rys. 5.2b), przy stalej o nieco wigkszej wartosci mozna otrzymac optymalng topo-
logig (rys. 5.3a), a przy wigkszej wartoSci mozemy otrzymac topologie bardzo odbie-
gajace od optymalnych (rys. 5.4).

4. Na podstawie punktu 3 mozna wnioskowaé, ze najlepsze rozwiazania mozna
otrzymac¢ wtedy, kiedy warto$¢ funkcji progowej na poczatku procesu bedzie mata
i w trakcie procesu bedzie rosta w taki sposob, aby dla rozktadu zero-jedynkowego
miata mozliwie najwigksza warto$¢ dopuszczalna dla danego wspotczynnika redukcji
masy. Dzigki temu proces bedzie przebiegat tak, ze na poczatku eliminowana bedzie
masa z elementéw o energii relatywnie matej. Nastgpnie, gdy pozostana wigksze war-
tosci gestosci w poszczegdlnych elementach, podejmowana bedzie decyzja, z ktorych
z nich masa powinna by¢ usunig¢ta, a w ktorych pozostawiona i powigkszona.
W tym przypadku wobec tagodnie przebiegajacego procesu wydaje sig, ze przypad-
kowe usunigcie masy z dowolnego elementu bedzie bardzo malo prawdopodobne,
a proces bedzie miat charakter tagodnego procesu ewolucyjnego (rys. 4.9 1 4.10).

5. Wigksza niz liniowa zalezno$¢ od numeru kroku optymalizacji w definicji funk-
cji progowe]j nie prowadzi do zbyt ,,wyrafinowanych” topologii. Wprowadzenie li-
niowej zaleznos$ci od numeru kroku miato najistotniejszy wptyw na szybkos¢ i charak-
ter otrzymanej topologii.

6. Miarg prawidtowos$ci przyjetej funkcji progowej jest jak najlepsza zgodnosé
sumy masy z dostgpna masa dla rozktadu zero-jedynkowego oraz jak najmniejsza
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liczba elementdéw o gestosci rdznej od zera i jedynki przy zachowaniu rownos$ci sumy
masy z dostepna masag w kroku poprzedzajacym rozktad zero-jedynkowy. Jesli liczba
wspomnianych elementoéw jest bardzo bliska zeru, a w kroku o rozktadzie zero-
-jedynkowym réwniez jest prawie zachowana rownos¢ sumy masy z dostgpna masa,
to niepotrzebny jest postprocessing.

7. W zalezno$ci od konstrukcji (m.in. jej wymiarow), nalezy dobra¢ wlasciwa
funkcje¢ progowa. Funkcja progowa odpowiednia dla danej konstrukcji moze nie by¢
wlasciwa funkcja dla innej (rys. 5.8 1 5.16).

8. Funkcje¢ progowa nalezy dobiera¢ dla kazdego wspotczynnika redukcji masy
osobno (rys. 4.21 dla TF, oraz « = 0,5 i rys. 5.8 dla TF = 0,05j« oraz a = 0,3), co nie
wyklucza sytuacji, w ktorej dana funkcja progowa jest wlasciwa dla réoznych wartosci
wspotczynnika redukcji masy (dla TF, rys. 4.20 1 4.21).



6. Podejscie relaksacyjne

6.1. Wstep

Przedstawiony w rozdziale 3 formalizm zapisu podejscia relaksacyjnego w opty-
malizacji topologii, w niniejszym rozdziale bedzie poszerzony o przedstawienie algo-
rytmu relaksacyjnego z uwzglednieniem funkcji relaksacyjnych i zastosowania ich
w procesie poszukiwania optymalnych topologii metoda elementow skonczonych.
Aby przyblizy¢ podejscie relaksacyjne stosowane w optymalizacji topologii, przed-
stawione zostanie ono (w oparciu o studia literaturowe) w zastosowaniu dla struktur
pretowych, a nastgpnie dla kontinuum materialnego.

Rozpocznijmy od dyskretnych struktur pretowych, gdzie ostatnio w podejsciu re-
laksacyjnym eliminuje si¢ osobliwe optima ze sformulowania problemu, pozostawia-
jac taki sam rozmiar zagadnienia.

Juz w latach 60. stosowano podejscie ,,podstawowe;j siatki konstrukcji”, ktora za-
wierata wszystkie potaczenia migdzy punktami siatki ztozonej z punktow przytozenia
sit 1 punktéw, w ktorych zadano warunki brzegowe. W procesie optymalizacji usuwa-
no zbedne potaczenia pomigdzy weztami (przyjmowano zerowy przekrdj poprzeczny
pretow). Prowadzilo to czgsto rowniez do eliminacji niektorych weztow siatki.
Zmiennymi projektowymi byly przekroje poprzeczne pretow. Wigzy zaktadano na
napr¢zenia. Rozwazania te stanowily baze, na ktorej rozwingly si¢ szeroko badania
optymalizacji struktur pretowych, w tym badania zwiazane z wprowadzeniem do roz-
wiazania zagadnienia podejscia relaksacyjnego.

W 1992 roku Cheng i Jiang w [14] pokazali na przyktadzie kratownicy, Ze niecia-
glos¢ wiezé6w nalozonych na naprezenia, gdy pole przekroju poprzecznego wynosi
zero, jest zasadnicza przyczyna istnienia osobliwego optimum. Pokazali tez, Ze oso-
bliwe optimum jest koncowym punktem procesu optymalizacji. W zwiazku z tym,
rozwazali warunki istnienia osobliwego optimum. Rozvany i Birker w [68] analizowa-
li osobliwe optima w $wietle rozwiazan doktadnych. Nastepnie w 1996 roku Rozvany
zastosowal gladka funkcje stanowiaca obwiedni¢ osobliwego optimum
i w ten sposob dokonat obejscia nieciagltosci w wigzach narzuconych na naprezenia
w miejscach, gdzie pole przekroju poprzecznego wynosi zero. Wreszcie w pracy [13]
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zaproponowano podejscie relaksacyjne w odniesieniu do wigzoOw na naprezenia, co
w efekcie prowadzi do nalozenia wigzow relaksacyjnych na przekroje poprzeczne
pretow. W tym podejsciu poprzez ostabianie, czyli relaksacje wigzow sil wewngtrz-
nych w pretach, modyfikuje sig¢ dopuszczalny obszar rozwiazania i eliminuje si¢ oso-
bliwe optima ze sformutowania problemu. Problem postawiony byt w sposob nastgpu-
jacy: wyznaczy¢ Ay, Ay, ..., Ay minimalizujac cigzar

N
W=> pAL (6.1)
i=1

przy natozeniu nastgpujacych wigzow na naprezenia
ol <o, <o’, 0<A4, (6.2)

gdzie p;, 4;, L; oznaczaja odpowiednio gesto$¢ materiatu, przekrdj poprzeczny i dhu-
go$¢ i-tego preta, o, o — odpowiednio dolna i gorna granice naprezen i-tego preta.
Ostatecznie warunek (6.2) zmieniono na

(o} —0) 4 <e,
(o; _O-iU) 4 <e, (6.3)
& <4,

gdzie ¢ jest mata wielkoscia. Proponuje sig (tak jak w ostatnim wzorze), aby wielkos¢
£ zostata podniesiona do kwadratu, cho¢ nie jest to koniecznie potrzebne, ale poprawia
zbieznos¢. Dzigki relaksacji nie istnieja zdegenerowane podobszary, nie istnieja wtedy
tez osobliwe optima, gdyz — jak wspomniano — zmieniony zostat ksztatt obszaru do-
puszczalnego. Powyzsze rownania sa spetnione dla bardzo matych 4;. Fizycznie ozna-
cza to, ze jesli A; dosigga dolnej granicy w koncowej fazie iteracji, to pret jest usuniety
z konstrukcji, ale warunki wigzow natozonych na sily sa spelnione. W cytowanej pra-
cy [13] podano tez dowod matematyczny, w ktorym pokazano, ze aby zagwarantowac
zbieznos¢, wymagane jest, aby 4 bylo mata wielkoscia, wyzszego rzgdu niz & gdy
gdazy do zera. Pokazano, ze rozwiazanie dazy do globalnego optimum, gdy tylko &
dazy do zera.

6.2. Podejscie relaksacyjne dla kontinuum materialnego

W 1998 roku ukazata si¢ praca Duysinxa i Bendsee’a [18], w ktorej zastosowano
podejscie relaksacyjne do kontinuum materialnego i warstwowych plyt kompozyto-
wych. W tej pracy wigzy natozone sa tez na naprezenia. Nie powinny one przekraczac
pewnych narzuconych wielkosci dla poszczegélnych punktow materialnych, jezeli
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gestose jest w nich wigksza od zera. Zaktada sig, ze kiedy gestosé takiego punktu ma-
terialnego dazy do zera, to naprezenia daza do skonczenie matej wartosci. Wigzy na
naprezenia przyjmuja postac:

p(H_]J<g (6.4)
g 7 .

gdzie w liczniku wystgpuja naprezenia w konstrukcji, w mianowniku naprgzenia mak-
symalne jakie moga by¢ dopuszczone, a wielko$¢ ¢ jest dana. W tym réwnaniu
wszystkie wielko$ci moga mie¢ charakter dyskretny lub odnosic¢ si¢ do catego obszaru
projektowego w sposob ogolny. Sens rownania jest taki, ze jezeli naprezenia w danym
punkcie materialnym sa relatywnie mate, to wyrazenie w nawiasie dazy do minus
jednosci i wtedy mozna napisaé

pb>e¢, (6.5)
gdzie b jest wielkoscia bliska jednosci. W [18] przyjeto
& =p. <& (6.6)

Dla & =0 wzor (6.6) okresla nam poczatkowo postawiony problem z wigzami na-
lozonymi na naprezenia, natomiast dla dowolnego & >0 powyzszy problem relaksa-
cyjny jest charakteryzowany przez przestrzen projektowa W, , ktora juz nie jest zde-
generowana. W pracy [13] dowiedziono, ze dzigki tej relaksacji tworzy si¢ ciagle
i wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie pomigdzy parametrem &£ a obszarem projek-
towym podlegajacym relaksacji. Oznacza to, ze jesli ¢ — 0, to ciag obszarow { W, } i
odpowiadajace im optymalne rozwigzania {p,} wykazuja ciagla zbieznos¢
z poczatkowym zdegenerowanym problemem i zwigzanym z nim optymalnym roz-
wiazaniem. Dzigki temu zadanie dla kontinuum materialnego jest dobrze uwarunko-
wane. Wobec tego w [18] procedura rozwiazujaca zawiera ciag probleméw optymali-
zacji topologii dla malejacego .

W prezentowanej pracy wykorzystamy do sformutowania problemu relaksacyjne-
g0 ograniczenia narzucone na mas¢ kontinuum znajdujacego si¢ w obszarze (2 (wzor
(3.37)). Zapiszmy te zalezno§¢ w nieco zmienionej formie

m; <my, (6.7)
co oznacza, ze masa ciata podczas procesu optymalizacji (dla j-tego kroku) jest rowna
lub mniejsza niz okreslona na poczatku dostgpna masa. Jest oczywiste, ze w ogdlnym

przypadku masa dla j-tego kroku musi by¢ wigksza lub réwna zeru, wobec tego do
powyzszego rownania mozna wpisa¢ dolne ograniczenie

0<m; <mj. (6.8)
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Poniewaz rozpatrujemy kontinuum w sposob dyskretny dla poszczegdlnych punk-
tow materialnych z osobna, wigc po zsumowaniu masy po poszczegoélnych punktach
warunek (6.8) przybiera posta¢

N N
0<> pV<Y PV (6.9)
i=1 i=1

gdzie p, jest ggstoscia danego materiatu juz po procesie homogenizacji, a p; jest
gestoseig i-tego elementu podczas procesu. Zapis ten moze by¢ wprost uzyty w meto-
dzie elementow skonczonych, gdzie punkty materialne utozsamia si¢ z elementami
skonczonymi.

Aby unikna¢ osobliwo$ci globalnej macierzy sztywnos$ci, powyzsze rownanie jest
modyfikowane zatozeniem dolnego ograniczenia na cigzar konstrukcji, ktory zalezy
od gestosci

PV <PV <p, Y, (6.10)
co mozna przedstawi¢ jako
pr V.S pVi<p"V, (6.11)

gdyz przewiduje si¢ jedna, taka sama warto$¢ ograniczenia gestos$ci dla wszystkich
elementow. W ostatnim wzorze p” jest dolnym ograniczeniem ggstoéci, natomiast
pY jest gornym ograniczeniem gestosci, rownym gestosci p,, danego materiatu juz
po procesie homogenizacji, badz gestosci p, jesli rozwazamy kolejne kroki procesu

optymalizacji. Dzielac obustronnie przez objetos¢ elementu sprowadzamy zalezno$¢
(6.11) do postaci

pr<p <pY. (6.12)

Poniewaz (6.12) stosujemy do kazdego z kolejnych krokow procesu, wigc dolne
ograniczenie moze by¢ albo state dla catego procesu, albo w szczegdlnym przypadku
zmienne dla kazdego kroku, cho¢ w danym kroku ustalone.

Definiuje si¢ wielko$¢ relaksacyjna ¢ jako wielko$¢ nie wigksza niz dolne ograni-
czenie gestosci

e<pt. (6.13)

Takie samo rozumowanie, jak przedstawiono powyzej dla gestosci materiatu kon-
tinuum, mozna przeprowadzi¢ dla gestosci wzglednej stosowanej w algorytmie obli-
czeniowym.

W naszych rozwazaniach ¢ bedzie stata wielko$cia, bedzie to tez funkcja malejaca
w trakcie procesu.
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Przyjecie dolnego ograniczenia gestosci i zdefiniowanie wielkosci ¢ jest rowno-
wazne wprowadzeniu infinitezymalnie matej gestosci & do punktéw materialnych
nalezacych do obszarow (2, .

Ggsto$¢ p; jest pojeciem ogoélnym, dotyczacym zardwno ggstosci punktow z ge-
stoscia stosunkowo bliska gestosci p, jak i tej bliskiej zeru oznaczanej jako ggstos¢ &.
Dzigki zastosowanemu algorytmowi, w procesie optymalizacji, napr¢zenia, a co za
tym idzie energia odksztatcenia w niektorych punktach materialnych maleje, badz
przyjmuje wrecz wartosci rowne zeru (jest to efekt dziatania funkcji progowych). Na-
lozenie dodatkowych ograniczen na masg zgromadzong w punktach materialnych,
ograniczen sprowadzajacych si¢ do tego, iz narzucone sa one na gesto$¢ (6.13),
w efekcie powoduje, ze w wielu punktach pojawia si¢ materiat o bardzo matej gesto-
$ci, zapewniajac mozliwo$¢ dziatania algorytmu i powstanie matych naprezen. Nalezy
podkresli¢, ze w prezentowanym tu podej$ciu minimalna warto$¢ gestosci 1 wielkosé
progowa dziataja niezaleznie.

Na potrzeby niniejszego rozdziatu przyjeto definicje uaktualniania modutu Younga

znang ze wzoru (4.7): E,,(p,)=E(p;/ p, )’. Zastosowano nastepujace funkcje pro-
gowe: TF, =0,1ja oraz TF, =0,0125jc.

6.3. Rozwazania dotyczace definicji wielkosci relaksacyjnej ¢

Przystepujac do rozwazan nad wptywem wielkoséci € na rozwiazanie nalezy wziac
pod uwage wpltyw £ na zbiezno$¢ rozwiazania i na jego formalna poprawno$¢ obej-
mujaca analize otrzymanych topologii. Zostanie zbadane, jak dla ustalonego sposobu
uaktualniania modutu Younga i ustalonej funkcji progowej bedzie si¢ zmienia¢ roz-
wigzanie, jesli wielko$¢ ¢ bedzie przyjmowac coraz mniejsze warto$ci stale, a nastgp-
nie ¢ bedzie okreslana badz przez funkcje malejaca zwiazana liniowo, badz przez od-
powiednia funkcj¢ potegowa z numerem kroku procesu optymalizacji.

Jesli chodzi o definicje ¢, to juz w [13] stwierdzono, ze uzyta mata warto§¢ powin-
na spetia¢ warunek ¢,,, <&,. W konsekwencji dla struktur pretowych zapropono-
wano, aby ¢, =1/k, gdzie k jest numerem kolejnego kroku procesu optymalizacji.

Pomimo to, do obliczen numerycznych stosowano w [13] & w zakresie od 10~ do 107,
przy czym dla danego procesu warto$¢ ¢ byta stata. Ponadto w [13] powotano si¢ na
[32] i [71], gdzie stosowano tzw. podejscie ciagle, polegajace na przyjeciu poczatko-
wo relatywnie duzego &, by nastepnie zmniejszaé je rozwiazujac kolejne etapy procesu
optymalizacji. W [18] zagadnienia optymalizacji rozwazano dla malejacego ¢, przy
czym w trakcie danego procesu warto$§¢ & byla rowniez stata i przyjmowano ja
w zakresie od 10" do 10°°. W tym przypadku do$¢ duza poczatkowa wielkos¢ ¢ byta
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uzasadniona potrzeba znalezienia osobliwego optimum od razu, startujac z dowolnego
punktu przestrzeni projektowe;.

W trakcie dziatania procesu optymalizacji usuwana jest masa z tych punktow ma-
terialnych, w ktorych gesto$¢ jest mniejsza niz wartos¢ funkcji progowej (7F) dla
danego kroku. Dla potrzeb prawidlowego funkcjonowania algorytmu nalezy jednak
pozostawi¢ pewna infinitezymalna masg¢ w tych punktach, co sprowadza si¢ do tego,
ze warto$¢ gestosci dla tych punktéw przyjmowana jest jako bardzo mata. Gestoscia ta
jest wielko$¢ ¢. Jest ona ograniczona od gory funkcja progowa (7F). Nalezy pamigtac,
ze jesli warto$¢ & przewyzsza warto$¢ funkcji progowej, to algorytm nie funkcjonuje
prawidtowo i niemozliwe staje si¢ numeryczne rozwiazanie problemu. Dla rozpatry-
wanego tu przypadku zawsze warto$¢ ¢ jest mniejsza od wartosci 7F, i tak np. dla

&£=10"" minimalna warto$¢ funkcji progowej TF; wynosi 0,03 dla & =0,3 oraz 0,05
dla @ =0,5. Ponadto okazuje sig, ze zbyt mala réznica migdzy wspomnianymi wiel-
kosciami tez nie zapewnia zbieznosci, gdyz w jednym kroku ze zbyt matej liczby ele-
mentéw usuwana jest masa. Najlepiej, jesli roznica ta jest kilku rzeddéw. Z kolei zbyt
duza rdznica nie ma juz wptywu na tempo zbieznosci.
Poczatkowo zaktada sig, ze & przyjmuje wartosci stale dla danego procesu optyma-
lizacji
g=const, 107 <g<107™*. (6.14)
Nastepnie rozwazano rodzing funkcji
e=¢(j,a), (6.15)

gdzie j jest numerem kroku, a o wspotczynnikiem redukcji masy. Poszczegdlne
£ moga by¢ funkcja kazdej z wymienionych wielkosci z osobna lub obu razem.

6.4. Analiza wynikow

Rozwazania rozpocznijmy od ¢ statego. Pod uwage wzigto wartosci & z zakresu
10* do 107 i dla niektérych & przedstawiono rysunki otrzymanych topologii. Na ko-
lejnych rysunkach, tak jak poprzednio, zastosowano nastgpujace odcienie szarosci:
80% szarosci odpowiada warto$ciom z przedziatu od 0,9 do 1,0, 50% szarosci odpo-
wiada warto$ciom od 0,8 do 0,9, 40% wartosciom od 0,7 do 0,8 1 25% warto$ciom od
0,6 do 0,7.

Na rysunku 6.1 przedstawiono topologie dla « = 0,3: dla TF (lewa kolumna) oraz
dla TF, (prawa kolumna). Poszczegolne wiersze (a, b, ¢) przedstawiaja topologie od-

powiednio dla £=10"*, £=10" oraz £=10". Na rysunku tym pokazano topologie
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Y

krok 32

(=

)

\/

krok 13

Y,

krok 13

krok 141

krok 91

krok 86

Rys. 6.1. Topologie z odcieniami szarosci dla & = 0,3,
dla e=10"(a), dla e=107 (b), dla =107 (c)



6. Podejscie relaksacyjne 113

krok 33 krok 142

krok 14 krok 92

krok 14 krok 87

Rys. 6.2. Topologie czarno-biate dla & = 0,3,
dla =10 (a), dla £= 107 (b), dla = 10" (c)
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w odcieniach szaro$ci dla ostatniego kroku, gdzie gestos$ci oprocz zera i jednosci
przyjmuja takze wartosci posrednie. Sa one bliskie jednosci dla £=10" oraz

£=10"", natomiast dla £=10" w wielu elementach gesto$¢ wynosi nieco ponad
0,5 dla kroku numer 32. Topologia ta jest podobna do topologii otrzymywanych dla
TF, dla krokow o numerach nieco ponad 50. Natomiast dla kroku numer 141, pomimo
matej liczby punktdw z gestoscia ponizej jednosci, zauwazamy, ze zadanie nie jest
zbiezne. Dla wartosci ¢ wigkszych niz e =10"" zbiezno$¢ rozwiazania szybko stab-
nie. Z kolei dla & mniejszych od € =10"" rozwiazania stabilizuja si¢ asymptotycznie
i praktycznie nie r6znia si¢ od rozwiazania dla £ =107, zaréwno sama topologia, jak
1 liczba krokéw, w jakich sig te topologie otrzymuje. Dotyczy to topologii o rozkla-
dach z odcieniami szarosci.

Na rysunku 6.2 przedstawiono rozktad czarno-bialy, pod warunkiem, ze dla dane-
go przypadku jest mozliwe jego otrzymanie. Zauwazmy, ze dla ¢ = 10 na lewym
rysunku mamy odcienie szaro$ci. W nastgpnym kroku zadanie jest juz rozbiezne. Na
prawym rysunku suma masy wynosi 114 i wida¢ wyraznie, ze do potaczenia elemen-
tow srodkowych brakuje masy (10 jednostek), a w innych obszarach obserwujemy
niespotykane roztozenie masy (elementy pionowe). Tak wiec i ten przypadek nie mo-
ze by¢ uznany za zbiezny. Ponadto dla TF czarno-biale topologie otrzymujemy w 14
krokach, natomiast dla TF, odpowiednia liczba krokow zmienia si¢ nastgpujaco: dla
£=10" wynosi 92, dla £=10"" wynosi 87, a dla & mniejszych stabilizuje si¢ na
podobnym jak dla £=10"7 poziomie. Od £=10" obserwuje si¢ brak zbieznosci.
Oznacza to, ze wtedy ¢ jest zbyt mate, aby zapewni¢ prawidtowe funkcjonowanie
algorytmu optymalizacji. Zauwazmy jeszcze, ze dla € =10 w przypadku stosowania
TF, dla kroku numer 74 otrzymano topologi¢ z warto$ciami ggstosci od 0,6 do 1,0,
natomiast dla kroku numer 75 algorytm przestat by¢ zbiezny. Z kolei dla TF, uzyski-
wano wynik niemal taki sam jak przy &=10". Podsumowujac zagadnienie zastoso-
wania statych wartosci relaksacyjnych warto zauwazy¢, ze najlepsze rezultaty uzysku-
je si¢ dla wartosci ¢ z przedzialu 10~ do 107, a uzyskane tak topologie sa niemal
takie same.

Rysunek 6.3 wykonano dla « = 0,5. Przedstawiony jest on w takim samym ukta-
dzie jak rysunek 6.1 i dotyczy réwniez topologii w odcieniach szaro$ci dla ostatniego
kroku, dla ktérego oprocz zera i jednosci ggstosci przyjmuja takze wartosci posrednie.
Rozpatrzmy topologie dla TF; (lewa strona). Wszystkie one sa wykonane dla kroku
numer 9, z tym ze wyraznie lepsza zbiezno$¢ uzyskuje si¢ dla mniejszego ¢. Na ry-
sunku 6.3a z lewej strony jest wyraznie wigcej elementow z gestoscia stosunkowo
mala niz na rysunku 6.3c, na ktérym ,,szare” gestosci sa bardziej zblizone do jednosci.
Z kolei dla TF, (prawa strona) obserwujemy zmnigjszanie si¢ liczby krokow, w kto-
rych otrzymuje si¢ optymalng topologi¢ przy zmniejszaniu si¢ & Warto wspomnieé
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krok 9 krok 89

krok 9 krok 77

krok 9 krok 74

Rys. 6.3. Topologie z odcieniami szarosci dla & = 0,5,
dla e=10"(a), dla e=107 (b), dla =107 (c)
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jeszcze o tym, ze na rysunku 6.3a dla kroku numer 89, w poblizu podpory proces ite-
racyjny nie usunat jeszcze pewnych matych gestosci. Na rysunkach 6.3b i 6.3¢ mate-

rialu w tych miejscach juz nie ma.

1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.95 0.25 0.07 0.04 0.02 0.01 0.00
0.94 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.87 0.06 0.03 0.01 0.01 0.00
1.00 1.00 1.00 1.00 0.87 095 1.00 1.00 1.00 1.00 0.07 0.03 0.01 0.01
1.00 1.00 0.94 1.00 1.00 1.00 1.00 0.08 0.03 0.01 0.00]
0.94 1.00 1.00 1.00 1.00 0.07 0.03 0.01
0.96 1.00 1.00 1.00 1.00 0.05 0.03
0.06 0.06 0.07 0.24 0.99 1.00 1.00 1.00 0.06]
0.04 0.05 0.06 0.07 0.25 1.00 1.00 1.00
0.03 0.04 0.05 0.06 0.08 0.89 1.00 1.00 1.00 1.00
0.03 0.03 0.04 0.05 0.07 0.24 0.98 0.24 0.24 1.00
0.03 0.03 0.04 0.05 0.07 0.24 0.98 0.24 0.24 1.00
0.03 0.04 0.05 0.06 0.08 0.89 1.00 1.00 1.00 1.00
0.04 0.05 0.06 0.07 0.25 1.00 1.00 1.00
0.06 0.06 0.07 0.24 0.99 1.00 1.00 1.00 0.06)
0.96 1.00 1.00 1.00 1.00 0.05 0.03
0.94 1.00 1.00 1.00 1.00 0.07 0.03 0.01
1.00 1.00 0.94 1.00 1.00 1.00 1.00 0.08 0.03 0.01 0.00
1.00 1.00 1.00 1.00 0.87 095 1.00 1.00 1.00 1.00 0.07 0.03 0.01 0.01
0.94 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.87 0.06 0.03 0.01 0.01 0.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.95 0.25 0.07 0.04 0.02 0.01 0.00
krok 13
100 100 100 100 100 100 100 006 004 002 001
100 100 100 100 100 100 100 100 006 003 001 0.01
100 100 100 100 100 1.00 1.00 1.00 100 007 003 001 001
100 100 100 100 100 100 100 032 003 0.01
100 100 1.00 1.00 100 0.07 0.03 0.01
100 1.00 1.00 1.00 1.00 0.05 003
006 006 007 0.33 100 1.00 1.00 1.00 0.06
004 004 005 0.07 1.00 1.00 1.00
0.03 003 0.04 006 0.32 100 1.00 1.00 1.00 1.00
003 003 0.04 005 007 0.33 100 032 0.33 100
003 003 0.04 005 007 0.33 100 032 0.33 100
0.03 003 0.04 006 0.32 100 1.00 1.00 1.00 1.00
004 004 005 007 100 1.00 1.00
0.06 006 007 0.33 1.00 1.00 1.00 1.00 0.06
1.00 1.00 1.00 1.00 100 0.05 003
100 100 1.00 1.00 100 0.07 003 0.01
100 100 100 100 100 100 100 032 003 0.01
100 100 100 100 1.00 1.00 1.00 1.00 100 007 003 001 001
100 100 100 100 100 100 100 100 006 003 001 0.01
100 100 100 100 100 100 100 006 004 002 0.01

krok 14

Rys. 6.4. Topologie dla TF,, dla e= 107/;
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100 100 1.00 100 100 100 026 001
100 1.00 100 100 100 100 09% 0.01
100 1.00 100 100 100 100 100 1.00 097 0.0
100 1.00 100 100 1.00 1.00 100 0.01
0% 100 1.00 100 1.00 1.00 oM
1.00 100 100 1.0 100 100 0.01
1.00 09% 100 100 1.00
026 0.99 098 1.00 100
001 0O 099 098 100 1.00
001 001 026 098 09 09% 1.0 1.00
001 001 026 098 0% 09% 1.00 1.00
001 001 099 0.98 1.00 1.00
026 0.99 098 1.0 1.00
1.00 09% 100 100 1.00
1.00 100 100 1.00 100 1.00 o
096 100 1.00 100 1.00 1.00 [oXe4}
100 1.00 100 1.00 100 100 100 001
100 1.00 1.00 1.00 1.00 100 100 1.00 097 o
100 1.00 100 100 100 100 09% 001
100 100 100 100 100 100 026 001
krok 97
1.00 1.00 1.00 1.00 030 0.0
1.00 1.00 1.00 100 1.00 0.01
1.00 1.00 1.00 100 100 100 1.00 0.01
1.00 100 100 100 1.00 0.01
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.01
1.00 1.00 100 100 100 1.00 0.01
1.00 1.00 100 100 1.00
1.00 1.00 100 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00
0.30 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
0.30 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 100 1.00
1.00 1.00 100 100 1.00
1.00 1.00 100 100 100 1.00 0.01
1.00 100 100 100 100 100 0.01
100 100 100 1.00 100 0.01
1.00 1.00 1.00 100 100 100 1.00 0.01
1.00 100 100 1.00 1.00 0.01
1.00 100 1.00 1.00 030 0.01
krok 98

Rys. 6.5. Topologie dla TF,, dla &= 107/j

Poniewaz w przypadku analizowania problemu zbieznosci zagadnienia, dla funkcji
progowej uwzgledniajacej numer kroku optymalizacji, uzyskano lepsza zbiezno$¢
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rozwigzania, wigc postanowiono zbadaé¢ funkcje & uwzgledniajaca réwniez numer
kroku optymalizacji

8(j)=jﬁ,,, (6.16)

gdzie [ jest wspolczynnikiem, a j numerem kolejnego kroku. Jak podano w pracy
[13], € mozna przyjac jako réwna odwrotnosci numeru kroku. Wspomniano tez, cytu-
jac prace doktorskie Joga (USA) [32] i Sigmunda (Dania) [71] z 1994 roku, Ze proces
optymalizacji mozna rozpoczyna¢ od pewnego dos¢ duzego &, a nastgpnie obnizaé
jego wartos¢ w trakcie procesu o ustalong stata wartos¢, az £ osiagnie zalozona war-
to$¢ minimalna. Dotychczas nie opublikowano wynikéw badan prowadzonych w tym
kierunku. Przeanalizujmy wigc uzyteczno$¢ niektorych funkcji wielomianowych ze
wzgledu na szybkos¢ zbieznosci i jakos$¢ otrzymanej topologii. Zacznijmy od podane;j
powyzej propozycji przy zatozonych S oraz n

107
e(j)=—-.
J

(6.17)

Na kolejnych czterech rysunkach przedstawiono topologie w skazonej skali, ktora
pozwala w notacji liczbowej pokaza¢ rozktad materiatu w sposob bardzo czytelny. Na
rysunku 6.4 przedstawiono topologie dla 7F), dla krokéw o numerach 13 i 14. Do-
stgpna masa wynosi 120,00. Dla kroku numer 13 otrzymujemy sumg masy dla calego
obszaru projektowego rowna 118,71, a dla kroku numer 14 masa wynosi 116,74 (roz-
ktad zero-jedynkowy z dodatkowo pozostawiona masa o matej gestosci). Rozwiazanie
nie jest zbiezne ze wzgledu na t¢ dodatkowa mase¢ znajdujaca si¢ w sasiedztwie zamo-
cowania oraz na koncu wspornika, gdzie jest ona catkowicie zb¢dna. Wartosci gesto-
$ci pozostawionej masy sa bliskie zeru (z wyjatkiem kilku elementow). Rysunek 6.5
zawiera topologie dla TF, dla krokéw 97 1 98 w ukladzie jak na rysunku 6.4. Topolo-
gie maja podobny charakter, aczkolwiek na tym rysunku zbgdna masa pozostawiona
jest w mniejszej liczbie elementow. W zwiazku ze zjawiskiem pozostawiania masy
proponuje sig, aby przyjac & jeszcze mniejsze, np. podzielone przez 10

4
o(j)= 1. (6.18)

J
Dla tak zdefiniowanej funkcji relaksacyjnej otrzymano zadowalajaca zbieznosé
i nie zaobserwowano zjawiska pozostawiania zbednej masy. Wyniki przedstawiono na
rysunku 6.6 (dla TF)), gdzie umieszczono topologie dla kroku numer 11 i kroku nu-
mer 12, dla ktérego osiagnigto rozktad niemal zero-jedynkowy. W takiej samej notacji
przedstawiono rysunek 6.7 dla TF, dla krokéw o numerach 87 i 88, gdzie rdwniez nie

wystepuje zbedna masa.
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100 100 100 100 100 100 091 O77
08 100 100 100 100 100 100 100 087
09 093 091 08 084 09 100 100 100 098 08
097 092 082 075 078 087 098 100 100 098 08 075
075 08 097 100 100 09 084
083 099 100 100 100
082 100 100 100
091 100 100
079 100 100 100
100
100
079 100 100 100
091 100 100
082 100 100 100
083 099 100 100 100
075 08 097 100 100 09 084
097 092 082 075 078 087 098 100 100 098 08 075
094 093 091 08 084 09 100 100 1.00 098 0.8
08 100 100 100 100 100 100 100 0.87
100 100 100 100 100 100 091 077
krok 11
100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100
100 100 100 100
100 100 100
098 100 100 100
1.00]
100
098 100 100 100
100 100 100
100 100 100 100
100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100

krok 12

Rys. 6.6. Topologie dla TF,, dla e= 107}
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100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100 100
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100 100 100 100 100 100
1.00 100 100 1.00 100 1.00
100 098 100 100 100
1.00 100 100
100 098 100 100 100
098 09 09 09 100 100
098 09 09 029 100 100
100 098 100 100 100
100 100 100
100 100 100 100
1.00 100 100 100 100 1.00
100 100 1.00 100 100 100
100 100 099 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100
krok 87
100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 1.00 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100
1.00 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100
1.00 100 100
100 1.00 100 100
100 100 100 100 100 1.00]
100 100 100 100 100 1.00]
1.00 1.00 100 100
1.00 100 100
100 100 100 100 100
1.00 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 1.00 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100
krok 88

Rys. 6.7. Topologie dla TF,, dla &= 107}



6. Podejscie relaksacyjne 121

Nastepnie badano przydatnos¢ funkcji wielomianowych umieszczonych w mia-
nowniku wyrazenia &( j). Ponizej przedstawiono niektdre z nich:

o 107
=
24100/ 6.10
(6.19)
£ 107
()= 3, 2
0Lj°+j +)
a) b)
100 100 100 100 10 100 100 100 10 100 100 10 100 100
100 100 100 10 10 100 1M 10 10 100 10 100 100 1M 100 10 1M 10
100 100 100 10 100 100 100 100 100 10 1M 100 10 100 100 1M 100 100 1M 10 10 0N
10 10 10 100 100 100 10 10 1m0 100 10 10 10 100 100 10 10 08
100 100 100 1M 10 09 100 100 100 100 1M 097
100 10 100 100 1M 100 100 1M 10 10
100 100 10 100 10 100 10 10
10 100 100 10 10 10
100 100 100 L 100 100 10 10
100 100
bl 1
100 100 100 L 100 100 1M 1
10 100 100 10 10 10
100 100 1M 100 10 100 1m0 10
100 10 100 100 1M 100 100 1M 10 10
100 100 100 1M 10 09 100 100 100 100 1M Q97
10 10 10 100 100 100 10 100 10 10 10 10 10 100 100 10 10 08
100 100 100 1M 10 100 10 10 10 10 1M 100 10 100 100 1M 10 10 1M 10 10 0N
100 100 100 100 10 100 1M 10 10 100 10 100 100 1M 100 10 1M 10
100 100 100 10 10 100 1M 100 10 10 100 10 100 10
£(j) = 107/(/* + 1005) e(j)=107/0,1° +/* +)

Rys. 6.8. Topologie dla 13 kroku dla TF;

Na kolejnych dwoch rysunkach przedstawiono topologie dla powyzszych funkcji,
otrzymane przy uzyciu TF, . Na rysunku 6.8 zamieszczono topologie dla obu funkcji
dla kroku numer 13. Topologie r6znia si¢ minimalnie liczba elementéw z gestoscia
minimalnie mniejsza od jedno$ci. Na rysunku 6.9 znajduja si¢ zero-jedynkowe topo-
logie dla kroku numer 14. Nie rdznig si¢ one prawie od siebie (poza dwoma elemen-
tami, co wynika z r6znicy sumy masy). Na rysunku 6.9a wynosi ona 110, a na rys.
6.9b — 112. Dla funkcji (6.19), stosujac 7F,, zadanie staje si¢ rozbiezne. Okazuje sig,
ze jesli zmienimy licznik pierwszego wyrazenia (6.19) i zamiast 107 przyjmiemy
warto$¢ 1, to zadanie dla 7F, staje si¢ zbiezne. Na rysunkach 6.10 i 6.11 przedsta-
wiono topologie w takim samym uktadzie jak na rysunkach 6.8 i 6.9. Suma masy obu
topologii przedstawionych na rysunku 6.11 wynosi 116, a wigc jest blizsza masie do-
stgpnej niz przy zastosowaniu 77, dla zaleznosci (6.19).
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100 100 100 100 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
100 100 100 100 100 10 10 1M 10 10 10 100 10 10 10 10 10 10
100 10 100 100 100 10 1 1M 10 10 10 10 100 100 10 10 10 10 10 1m0
10 10 10 10 10 10 1M 10 1M 10 10 100 10 10 1M 10
10 10 10 10 10 10 10 1m0 10
100 10 100 100 10 100 10 10 10 10
100 10 10 1m0 100 10 10 10
10 10 10 10 10 10
100 10 10 10 100 100 100 10
100 100
100 100
100 10 10 10 100 100 100 10
10 10 10 10 10 10
100 10 10 1m0 100 10 10 10
100 10 100 100 10 100 10 100 10 10
100 10 10 10 100 10 100 10 10
10 10 10 100 10 10 1m 10 10 10 10 100 100 100 1M 10
100 100 100 100 100 10 10 1M 10 10 10 10 100 100 100 10 100 10 10 1m0
100 100 100 100 100 10 100 1M 10 10 10 100 100 10 10 10 10 10
100 100 100 100 100 10 10 10 100 100 10 10 10 10
£(j)=107/(j* + 100)) £(j)=10/0,1/° + 2 +))
Rys. 6.9. Topologie dla 14 kroku dla TF)
a) b)
100 1M 100 10 100 10 100 100 10 1M 1M 10
100 100 100 100 10 10 10 100 100 100 10 10 10 10
100 1M 10 10 10 10 100 10 10 100 100 100 1 08B 100 100 1M 100 1M
10 1m0 10 10 10 10 10 10 10 10 10 100 100 100 1M 10
10 100 10 100 10 10 100 10 10 10 10
10 100 100 10 1M 10 100 1@ 100 100 100
10 10 10 10 10 Q% 10 10 10
10 10 10 10 10 0% 10 1m0
10 10 10 10 0a® 08B 10 10
10 10 0% 10 I 10 10 10 1m i
10 100 a® 10 100 100 10 100 10 1
10 100 10 10 0®» 0x8 100 10
10 10 10 10 10 0% 10 1m
10 10 1M 10 10 0% 10 10 10
10 100 100 10 1M 10 100 1M 10 10 10
10 100 10 10 10 10 100 10 10 1 10
100 1m0 100 100 1M 10 10 10 100 10 10 10 100 10 10 10
100 1M 100 10 10 10 10 1M 10 100 100 10 1M 0% 10 10 10 1m0 10
100 10 10 10 1M 10 10 100 100 100 1M 100 10 10
100 1M 100 10 1m0 10 100 100 100 10 10 10
£(j) = 1(j*+1005), 87 krok e(j)=1/(0,1° + /2 +j), 81 krok

Rys. 6.10. Topologie dla TF,

Przeanalizujmy teraz funkcje &( j), ktora zalezy rowniez od wigzoéw nalozonych na
dostegpna mase

, 1
& =—F.
() e

(6.20)



6. Podejscie relaksacyjne 123

a) b)

100 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 100 10 10 10 10
10 10 10 10 100 100 10 10 10
10 10 10 10 100 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 100 bl 100 10 10 10 bl
10 10 10 100 100 10 10 10 100
10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 100 10 10 10
10 100 10 10 10 10 100 100 10 10 10
10 100 10 10 10 10 100 100 10 10 10
10 10 10 100 10 10 10 10 10 10 10 100 10 10 10 10
100 10 10 10 100 10 10 10 10 10 10 10 10 100 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
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Rys. 6.11. Topologie dla TF,
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Rys. 6.12. Topologie dla TF,, dla £ () = 1/(a?;%)

Takie sformutowanie nie daje zbieznosci dla TF);. Material pozostaje wtedy
w pewnej liczbie elementdw, w ktorych nie powinno go by¢. Dzieje si¢ tak w sasiedz-
twie zamocowania oraz na koncu wspornika powyzej i ponizej miejsca przylozenia
sity (rys. 6.12). Dla TF, otrzymujemy prawidtowa topologig, z tym ze dopiero dla
krokow 91 1 92 (rys. 6.13). Ponadto zauwazmy, Ze na przyklad podniesienie wspot-
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czynnika « do potegi trzeciej (zamiast jak we wzorze do drugiej) powoduje znaczne
ostabienie zbiezno$ci zagadnienia, cho¢ rozwigzanie mozna otrzymacé, lecz w znacznie
wigkszej liczbie krokow.
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100 100 100 100 100 100 097 100 10 100 100 10 10 10

100 10 10 10 100 10 10 10 0% 10 10 1M 10 10 10 10 10 10
10 10 100 10 10 10 10 1M 10 10 10 10 10 10
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krok 91 krok 92

Rys. 6.13. Topologie dla TF,, dla £(j) = 1/(a*j*)

Na rysunku 6.14 pokazano w notacji czarno-bialej przedstawione wczesniej
w wersji liczbowej czarno-biate topologie dla TF,. Zamieszczono tu jedynie niektore
z rozpatrywanych przyktadéw. Okazuje sig, ze topologie dla & rownego stalej oraz
& wyznaczonego z drugiego ze wzorow zaleznosci (6.19) wymagaja postprocessingu,
ze wzgledu na pewne braki w potaczeniach. Dla 88 kroku (zaleznos¢ (6.18)) oraz dla
92 kroku (zalezno$¢ (6.20)) otrzymano optymalne topologie nie wymagajace postpro-
cessingu.

Ponadto analizowano funkcje wielomianowe, podobne do funkcji (6.19). Stwier-
dzono, ze zbyt wysoka warto$¢ wyktadnika potegi funkcji numeru kroku j powoduje
ktopoty ze zbieznoscia. Jako przyktad mozna podaé, ze dla funkcji

1073

_ 6.21
it (¢2D

e(j)=

obserwowano dobra zbiezno$¢ dla TF, natomiast brak zbieznosci dla TF,. Z kolei dla
funkcji

£(/)= (6.22)
J
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krok 87 dla &= 10" krok 92 dla (/) = 1/(a%?)

krok 88 dla &(j) = IOA/j krok 82 dla &(j) = 1/(0,1]-3 +j2 +)
Rys. 6.14. Optymalne topologie dla TF,

rozwiazanie bylo rozbiezne dla 7F juz dla piatego kroku. Szczegotowa analiza wyka-
zala, ze przyczyna byl zbyt wysoki rzad wyktadnika potggi zmiennej j. Stwierdzono
tez, ze niezaleznie od tego, czy zamiast jedynki w mianowniku w powyzszym wzorze
bedzie 107, czy tez 107, to zadanie nie ma rozwigzania.

6.5. Uwagi koncowe

W wyniku przeprowadzonych obliczen nalezy stwierdzi¢, ze funkcja relaksacyjna
musi by¢ takiej postaci, aby optymalna topologia tworzyla si¢ dla wartosci funkcji
z przedziatu okoto 10~ do 107". Czasami moze to byé warto$¢ nieco wieksza (np. dla
(6.20)). Jezeli jest to zbyt mata warto$¢, to rozwiazanie jest rozbiezne, a jesli jest zbyt
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duza, to albo zadanie jest rozbiezne, albo stabilizuje si¢ w takiej postaci jak rozwigza-
nie dla & réwnego 10’. Ponadto w formutowaniu funkcji (/) nalezy zapewni¢, aby
byla to funkcja malejaca, z tym Ze proces zmniejszania wartosci funkcji € () nie moze
przebiegac zbyt szybko.



7. Aktualizacja modulu Younga
dla materialu fikcyjnego

7.1. Wstep

W niniejszym rozdziale rozwaza si¢ zastosowanie roznie sformutowanych definicji
uaktualniania modutu Younga, stosowanego w kolejnych krokach algorytmu optyma-
lizacji dla materiatu fikcyjnego. Celem jest zbadanie efektywnos$ci przedstawionych
definicji modutu Younga w nawiazaniu do formalnego zapisu zaproponowanego w [§]
i[9], a podanego wzorem (7.4).

Zgodnie z (3.35) tensor C'*'™ jest funkcja modutu Younga, ktory to z kolei zalezy
od gestosci w kazdym punkcie materialnym z osobna. Przypomnijmy t¢ zaleznos¢

=M E(p(x)). (7.1)

Ze wzgledu na iteracyjny charakter procesu optymalizacji nalezy wyznaczy¢ war-
tosci uaktualnionego modulu Younga dla kazdego i-tego punktu materialnego po-
szczegolnego j-tego kroku tego procesu

E,(x)={E\, B2, E), .. E"}, (7.2)

gdzie n jest liczba punktow materialnych danego obszaru (2 oraz j €[1,M]. M jest

numerem kroku, w ktérym otrzymuje si¢ optymalna topologicg.
Zbidr uaktualnionych modutow Younga dla M krokow ma postac

Ey ={E (%), Ey (x), By (), o Eyy (%)) (1.3)

Stosowane podejscie aktualizacji modutu Younga zwane jest ,,podejSciem sztucz-
nym” (artificial approach), poniewaz proces aktualizacji prowadzi do tego, ze w po-
szczegdlnych punktach materialnych mamy do czynienia z materiatem o statej sprezy-
stosci odbiegajacej od odpowiedniej statej dla materialu poczatkowego. Obszar
projektowy wypetniony jest wigc pewnym sztucznym materiatlem, ktory w naszym
przypadku bedzie zmienial swe parametry podczas procesu optymalizacji, tak aby
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dyskretnie roztozony materiat na koncu procesu (spetniajacy warunek zero-jedynko-
wego rozkladu) miat parametry ciala poczatkowego.
Definicja aktualizacji tensora sprezystosci w funkcji statego tensora materiatu kon-

tinuum (Ei jki) zostata podana w [8] w nastgpujacej uogdlnionej formie

E; () =[u(0)) Eijer, (7.4)

gdzie
0<u(x)<1

oraz

Vol = I,u(x) dx.
0

Wystgpujace we wzorze wyrazenie z(x) jest pewna ,,sztuczna” funkcja gestosci dla
x € . Bardzo istotng rolg gra tu wyktadnik potegi p, ktory bedzie analizowany w
dalszej czesci tego rozdziatu. W pracy [8] przyjety on zostat jako rowny 4, lecz sama
funkcja s(x) nie zostata w sposéb jawny zdefiniowana. Dopiero w pracy [61] funkcja
aktualizacji przyjeta zostata wedtug wzoru

E,-(pi)=E°(%J : (7.5)

w ktorym u zaproponowano w zakresie od 1 do 9, lecz w obliczeniach numerycznych
ostatecznie przyjeto jako rowne 3. Wielkosci z indeksem zero sa tu poczatkowymi
wielko$ciami charakterystycznymi dla danego materiatu. Podane wyzej wyktadniki
potegi p oraz u przyjeto arbitralnie bez przedstawienia uzasadnienia. Ponadto w litera-
turze poza powyzszymi zaleznosciami nie ma innych definicji sposobu aktualizacji
modulu Younga. Tym bardziej wigc konieczne staje si¢ potwierdzenie jego wtasciwe-
go wyboru gwarantujacego szybka zbieznos¢ dla uzyskania optymalnej topologii.

7.2. Definicje uaktualnionego modulu Younga

Zaproponowana w pracy [8] wielkos¢ [,u(x)]p przyjmuje wartosci z przedzialu
[0,1], co pozwala na uzyskanie zbieznosci zagadnienia. Dzigki zastosowaniu
[ ,u(x)]” mozna uaktualni¢ modul Younga w procesie optymalizacji topologii dla

kazdego punktu materialnego, a nastgpnie wyznaczy¢ znormalizowana wielko$¢ ener-
gii odksztalcenia i znormalizowana wielko$¢ gestosci dla rozpatrywanego punktu.
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Poniewaz poza propozycja (7.5) w literaturze w zasadzie nie podaje si¢ jawnych defi-
nicji [,u(x)]p , wiec w tym rozdziale przeanalizowane bgda wybrane definicje pod
katem uzyskanej dzigki nim zbieznosci zagadnienia.

Rozwazania rozpocznijmy od nieco zmodyfikowanej zaleznosci (7.5) w postaci
znanej z poprzednich dwoch rozdziatow

Ej+l(pj)=E(&J p=l (7.6)

Po

Uaktualniony modut Younga dla nastepnego kroku jest funkcja gestosci elementu
z biezacego kroku, po oznacza gesto$¢ wzgledna materiatu zastgpczego w obszarze
projektowym (2 dla okreslonej dostgpnej masy my, a £ — poczatkowy, wiasciwy dla
danego materialu modut Younga. Wartos¢ funkcji (7.6) dla kazdego j + 1 kroku jest
wyznaczana dla kazdego punktu materialnego z osobna na podstawie wartosci ggsto-

$ci z kroku j
1 2
En(p)= {[E(&VJ , [E(ﬂvJ :
Po Po

3 n
(E(&)”j (E(&)”j }
Po Po

gdzie n jest liczba punktéw materialnych. Poniewaz dla kazdego kroku j wartos¢ ge-
stosci jest w kazdym punkcie inna, wigc i warto$¢ uaktualnionego modutu Younga tez
bedzie inna. Mamy wigc zbidr n wartosci modutu Younga dla danego kroku ;.

Pierwsza propozycja zmieniajaca zalezno$¢ (7.6) jest wprowadzenie sumowania
ilorazu gestosci (dla elementu i-tego w j-tym kroku) w stosunku do gestosci wzglednej
materialu zastepczego

k .
Ej+1(pj)=EZ{(&)”} p=l, k=l (7.8)

p=1 0

Zbiezno$¢ rozwiazania zalezy od funkcji, przez ktoéra przemnozony jest poczatko-
wy modul Younga E. Wobec tego funkcja ta powinna spetnia¢ okreslone kryteria,
dzigki ktorym sztywnos¢ w kolejnych krokach dla poszczegolnych elementow zmie-
nia si¢ w ten sposob, ze powoduje odpowiednie wzmacnianie w konstrukcji pewnych
stref 1 ostabianie innych.

Kolejna propozycja aktualizacji modutu Younga jest zalezno$¢ przedstawiona po-
nizej, w ktorej gestos¢ z poprzedniego kroku jest podniesiona do potggi p i jest prze-
mnozona przez stala ¢
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Ej+1(pj) ZEC(p.;)pa p=1. (7.9)
Pewna odmiang powyzszego wzoru jest zalezno$¢
E; (p))=E(p;)*, pzL (7.10)

W kolejnym, ponizej przedstawionym wzorze tylko gesto$¢ p; jest podniesiona

do potegi p. Ponadto pojawia si¢ numer kroku j
Ej+l(pj):Ec(pj)ppOj‘ (7.11)

Rozwazmy jeszcze zaleznos¢

P

p.

Ej+l(pj)=E[cp’ J ., p2l. (7.12)
0

R&zZni sig ona od zaleznosci (7.6) wprowadzeniem statej ¢ do mianownika, co po-
zwala na sterownie wielko$cia w nawiasie w sposob efektywniejszy.

Oprocz prezentowanych powyzej funkcji rozwazano tez funkcje uaktualniajace
modutl Younga w formie ciagdéw

2 t
_ Pi P, PP
Ejﬂ(pj)_E{H 1 + o +..+ " J (7.13)
oraz
Eialpp)= E(/’A/ +pj(1_pj )l TP (1 P )2 +---+p«/(1_pj)l)v (7.14)

gdzie ¢ przyjeto w zakresie od 5 do 15.

7.3. Analiza numeryczna

W pracy skupiono si¢ na przedstawieniu wynikow numerycznych i przeprowa-
dzeniu ich analizy w celu okreslenia najlepszej definicji modutu Younga ze wzgledu
na zbiezno$¢ rozwiazania i uzyskanie optymalnej topologii. Zalozono, iz a=0,3.
Wielko$¢ relaksacyjna przyjeto jako & =107", a funkcje progowe jak w poprzednim
rozdziale. Sa nimi funkcje TF, =0,1ja oraz TF,=0,0125ja. Podobnie jak po-
przednio, przyktady przedstawione beda w sposob dwojaki. Albo bedzie pokazany
rozklad czarno-biaty, czasami z odcieniami szarosci, albo — rzadziej — liczbowy
rozktad gestosci. Bedzie on stosowany wszedzie tam, gdzie nalezy podkresli¢
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W sposob szczegbdlny rozklad gestosci z dos¢ szerokiego zakresu wartosci (np. od
0,5 do 1,0).

Podstawowe rozwiazanie, od jakiego rozpoczynamy analizg, to rozwiazanie dla
zaleznosci (7.6) 1 wyktadnika potggi p rownego 3. Rozwiazanie to zaprezentowano
w rozdziale 4 (rys. 4.7 i rys. 4.8).

a) b) ¢) d)

Rys. 7.1. Topologie dla TF; dla wzoru (7.6) dlap =1 (a),p=2(b),p=3 (c)ip=5(d)

Na rysunku 7.1 pokazano topologie uzyskane z wykorzystaniem TF; dla trzynaste-
go (gbérny rzad) i czternastego kroku (dolny rzad) otrzymane wedlug zaleznosci (7.6)
dla p rownego 1, 2, 3 i 5. Jak wida¢, topologie niewiele ro6znia si¢ od siebie, cho¢
W miar¢ wzrostu p materiat wyraznie przemieszcza si¢ w kierunku prawego goérnego
i dolnego naroza. Dla p = 3 w sasiedztwie miejsca przytozenia sily pojawia si¢ dodat-
kowy pionowy element wzmacniajacy, a dla p = 5 nastepuje pogrubienie tzw. ,pre-
tow”, przy czym zmienia si¢ rozlozenie materialu w miejscu zamocowania. Warto
doda¢, ze dla kroku trzynastego suma masy dla wszystkich warto$ci p wynosi nieco
ponad 119 i po uwzglednieniu masy dopehiajacej suma wynosi 120. Dla kroku czter-
nastego suma masy wynosi od 110 (dla p = 2) do 118 (dla p = 5). Tak wigc, aby uzy-
ska¢ rozklad czarno-biaty (jak to wspomniano wyzej), nalezy uzupehi¢ do jedynki
wszystkie rozniace si¢ od jedynki wartosci ggstosci dla kroku trzynastego. Wydaje sig,
ze ksztalt topologii dla p = 3 jest najwlasciwszy, co zostanie potwierdzone w nastgp-
nym rozdziale.
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>
22

Rys. 7.2. Topologie dla TF, dla wzoru (7.6) dlap =1 (a), p =2 (b), p=3 (c)

Na rysunku 7.2 przedstawiono topologie dla 7F,, w uktadzie takim samym jak na
rys. 7.1, z wyjatkiem topologii dla p =5, dla ktérego zadanie nie jest zbiezne. O ile
dla p = 3 wystarczy 87 krokoéw, aby uzyskaé rozktad czarno-bialy, to dla p = 2 ko-
nieczne sa 93 kroki, a dla p = 1 az 109 krokow. Suma masy zmniejsza si¢ odpowied-
nio dla wymienionych topologii od 118 poprzez 116 do 112. Topologie dla p = 3
1 p = 2 mozna uzna¢ za interesujace i zaliczy¢ je do zbioru topologii, wsrod ktorych
poszukiwana bedzie optymalna topologia dla omawianej konstrukc;ji.

Tabela 7.1. Wartosci sumy masy dla krokéw od 10 do 14 wedtug wzoru (7.8)

nr kroku k=1 k=3 k=5 k=1 k=9
10 120,0000 120,0000 120,0000 119,9954 119,9913
11 120,0000 120,0000 119,9969 119,9924 119,7080
12 119,9507 119,9999 119,7629 118,9936 114,0000
13 119,2869 119,8250 112,0000 100,0000 100,0000
14 112,0000 112,0000 100,0000 90,0000 86,0000

Przeanalizujmy wptyw przyjecia aktualizacji modutu Younga wedtug zaleznosci
(7.8). Przeprowadzono obliczenia dla k nieparzystych zmieniajacych si¢ od wartosci
jeden do dziewigciu. W tabeli 7.1 przedstawiono dla TF; sumy masy dla krokéw od
dziesiatego do czternastego. Ttustym drukiem zaznaczono krok, dla ktérego wystepuje
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juz tylko rozktad zero-jedynkowy. Zwigkszenie k powoduje nieznaczne zmniejszenie
liczby krokow niezbednych do uzyskania optymalnej topologii z trzynastu dla £ =1
do jedenastu dla k£ =9 . Ponadto warto$ci sumy mas dla kroku poprzedzajacego roz-
ktad zero-jedynkowy sa dla k wigkszego blizsze wartosci 120.

\VAVA
\\/
VAV
VAV

Rys. 7.3. Topologie dla 7F, dla wzoru (7.8) dlak=3 (a), k=5 (b), k=7 (c)i k=9 (d)
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Rys. 7.4. Topologie dla TF, dla wzoru (7.8) dlak=3 (a), k=5 (b), k=7 (c) i k=9 (d)

Poréwnajmy teraz topologie dla zawartych w tabeli 7.1 przypadkow. Na rysunku
7.3 przedstawiono po dwie topologie dla danego k oznaczone kolejno literami od a do
d (z wyjatkiem przypadku dla £ =1). W dolnym wierszu mamy rozktad czarno-biaty,
natomiast w gérnym wierszu mamy oprocz rozktadu czarno-biatego rowniez odcienie
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szaro$ci. Na rysunku 7.3a przedstawiono topologie dla kroku trzynastego (gorny rysu-
nek) i dla kroku czternastego (dolny rysunek). W takim samym ukladzie na rysunku
7.3b i 7.3¢ przedstawiono topologie dla krokéw dwunastego i trzynastego, a na rysun-
ku 7.3d dla jedenastego i dwunastego. W miar¢ wzrostu k obserwujemy nieznaczne
przemieszczanie si¢ masy ,,pretow” w kierunku miejsca zamocowania. Na rysunku 7.4
pokazano topologie w takim samym uktadzie jak na rys. 7.3, otrzymane przy zastoso-
waniu 7F,. Tym razem nie zaobserwowano, aby wzrastajace k wptywato na szybko$¢
otrzymanej topologii o rozkladzie czarno-bialym, ktoéra otrzymano w 89 kroku dla
k=3, w 79 kroku dla £ =5, w 83 kroku dla £k = 7 i w 86 kroku dla £ = 9. Charakter
otrzymanych topologii jest zblizony do uzyskanych przy uzyciu 7F;. Dla mniejszych k&
(rys. 7.4a 1 7.4b) wida¢, iz algorytm probowal wytworzy¢ prety wewngtrzne (jak na
rys. 7.2¢), jednak bez skutku.

a) b) c) d)
|8

Rys. 7.5. Topologie dla TF; dla wzoru (7.9) dlac=0,5 (a),c=1(b),c=5(c)ic=10(d)

Dla wzoru (7.9) zastosowano p = 3, wielkos¢ stalej przyjeto jako rowna kolejno
0,5; 1,0; 5,0 oraz 10,0. Wyniki dla TF, przedstawiono na rys. 7.5. Przedstawia on krok
jedenasty (gorny wiersz) i krok dwunasty (dolny wiersz). Tylko na rysunku 7.5d
przedstawiono kroki dwunasty i trzynasty. Gorny wiersz narysowano w odcieniach
szarosci. Dolny rysunek 7.5a narysowano stosujac postprocessing, tzn. uzupeiniajac
do jedynki gestos¢ w tych elementach, gdzie byla ona mniejsza od jednosci. Suma
masy wynosita poczatkowo 118,88, a po uzupetnieniu 120,00. Dla dolnego rysunku
7.5b suma masy wynosi 118,00 i we wszystkich elementach gestos$¢ jest rowna jeden.
Dolny rysunek 7.5¢ wykonano tak jak 7.5a, uzupetniajac gesto$¢ do jednosci. Poczat-
kowa suma masy wynosita 118,82, a po uzupetnieniu 120,00. Na rysunku 7.5d u géry
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suma masy wynosi 120,00, natomiast dla dolnego rysunku wynosi juz tylko 116,00.
Oznacza to, ze szczegOlnie tu nalezaloby uzy¢ procedur postprocessingu dla kroku
dwunastego. Otrzymane topologie r6znig si¢ mi¢dzy soba, przy czym w miarg wzra-
stajacego ¢ masa przesuwana jest w kierunku miejsca przylozenia sity (rys. 7.5c).
Topologia pokazana na rys. 7.5d przypomina topologig z rys. 4.7 otrzymana przy uzy-
ciu TF, (rdznica wystgpuje w sasiedztwie miejsca przylozenia sity).

a) b) c) d)

Rys. 7.6. Topologie dla TF; dla wzoru (7.9) i dla ¢ = 0,5 dla kroku 11(a),
kroku 12 (b), kroku 13 (c) i dla kroku 14 (d)

Rysunek 7.6 przedstawia dla zaleznos$ci (7.9) dla statej rownej 0,5 topologie dla
krokéw od jedenastego do czternastego, przy czym rysunki 7.6a oraz 7.6b sg przenie-
sione z rysunku 7.5a. Dla rysunku 7.6¢ suma masy wynosi 118,66. Po uzupelnieniu do
gestosci w tych elementach, gdzie byta ona mniejsza otrzymujemy sumg masy rowna
120,00. Suma masy dla rysunku 7.6d wynosi 112,00 i wszystkie elementy maja ge-
stos¢ rowna jeden. Celowo przestawiono tu topologie w takim uktadzie, aby pokazac
dziatanie postprocessingu, ktorego efektem jest topologia przedstawiona na rys. 7.6b.
Gdybysmy przeprowadzili postprocessing dla kroku 13, otrzymaliby$my topologi¢
taka sama jak na rys. 7.6b. W obu tych przypadkach warunek wigzé6w narzuconych na
masg ciata jest spelniony w formie roéwnosci.

a) b) c)

Rys. 7.7. Topologie dla TF, dla wzoru (7.10) i dla ¢ = 0,5 dla kroku 11(a),
kroku 12 (b), kroku 13 (c) i dla kroku 14 (d)
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Rysunek 7.7 przedstawia w takim samym uktadzie jak rysunek 7.6 topologie dla
wzoru (7.10) 1 statej rownej 0,5. Dla przyktadu z rysunku 7.7a suma masy wynosi
119,75. Rysunki 7.7b i 7.7c powstaty jako czarno-biale w wyniku dziatania postpro-
cessingu. Po uzupetieniu masy wynosi ona 120,00 dla rysunku 7.7b i 118,00 dla ry-
sunku 7.7c. Suma masy dla rysunku 7.7d wynosi 110,00 i tam otrzymano w procesie
optymalizacyjnym rozklad zero-jedynkowy. Topologie dla przyktadéw z rysunkow
7.617.7 sa bardzo podobne.

Z analizy rysunkow 7.6 1 7.7 widaé, ze postprocessing wprowadzony w odpowied-
nim kroku pozwala na otrzymanie rozktadu czarno-biatego, ktérego masa bedzie
zgodna z masa dostgpna (rys. 7.6b, 7.6¢ oraz 7.7b). Samo uzupetnianie masy w ele-
mentach o ggstoSciach mniejszych od jednosci nie zawsze prowadzi do spetnienia
warunku rownosci masy z masa dostgpna (rys. 7.7¢).

a) b)

Rys. 7.8. Topologie dla TF, dla wzoru (7.9)
idla ¢ = 0,5 dla kroku 90 (a) oraz dla kroku 91 (b)

Ze wzgledu na to, ze tylko topologia przedstawiona na rys. 7.5¢ jest nieco bardziej
skomplikowana, tylko ten przypadek zdecydowano sig przeliczy¢ stosujac 7F, . Dos¢

»skomplikowane” topologie przedstawiono na rys. 7.8. Mozna zauwazy¢, ze material
jest w duzej ilo$ci zgromadzony w sasiedztwie miejsca przytozenia sity.

Na rysunku 7.9 przedstawiono topologie dla definicji modutu Younga wedlug za-
leznosci (7.11). Topologia dla poszczegdlnych krokéw jest dos¢ podobna do topologii
przedstawionych na rysunku 7.7, ktére powstaly w wyniku zastosowania wzoru
(7.10). Stata ¢ ze wzoru (7.11) przyjeto jako réwna 0,1. Wprowadzenie numeru kroku
Jj w procesie uaktualniania topologii jako sktadnika funkcji progowej mialo istotny
wplyw na przyspieszenie procesu zbieznosci w poszukiwaniu optymalnej topologii.
Tutaj, przy aktualizacji modutu Younga, ten wpltyw nie jest istotnie widoczny. Wiel-
ko$¢ p, podobnie jak we wzorach poprzednich, wynosi 3. Zwigkszanie lub zmniejsza-
nie ¢ w zakresie od 0,01 do 100 praktycznie nie zmienia topologii. Ponadto warto
doda¢, ze zastosowanie 7F, nie zmienia otrzymanej topologii, réznig si¢ one roz-

mieszczeniem tylko szesciu elementow wypelionych materialem z zachowaniem
charakteru topologii.
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b)

U

Rys. 7.9. Topologie dla TF, dla wzoru (7.11),
dla ¢ = 0,1 dla kroku 12 (a) i dla kroku 13 (b)

c)

AYAY

Rys. 7.10. Topologie dla TF; dla wzoru (7.12) dlac =1 (a), c=10 (b) i ¢ = 100 (¢)
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Analize zaleznosci (7.12) przeprowadzono dla TF, dla stalej z zakresu od wartosci
okoto jednosci do nieco ponad sto. Poza tym zakresem proces optymalizacyjny staje
si¢ rozbiezny. Na rysunku 7.10 przedstawiono topologie dla kroku jedenastego
(wiersz gorny), kroku dwunastego (wiersz srodkowy) i kroku trzynastego (wiersz
dolny). Na rysunku 7.10a stata ¢ wynosi jeden, na rysunku 7.10b wynosi ona 10, a na
rys. 7.10c stata ¢ wynosi 100. O ile na rysunku 7.10a topologia, gdzie wystgpuja pra-
wie tylko gestos$ci rowne jeden, zostata osiagnigta juz dla dwunastego kroku, to na
rysunkach 7.10b i 7.10c przedstawiona jest ona dla kroku czternastego. Jednak analiza
sumy masy, ktora dla kroku dwunastego wynosi kolejno dla rysunkow 7.10a, 7.10b
i 7.10c odpowiednio 117,73, 118,92 1 118,94 wskazuje, ze wzrastajaca stala zapewnia
topologie o sumie masy najblizszej masie dostgpnej rownej 120,00. Taka sama sytu-
acja wystepuje dla kroku trzynastego, gdzie suma masy wynosi odpowiednio: 114,00,
117,82 1 118,85. Stwierdza sig, iz wzrost wartosci stalej wptywa na to, ze rozktad
czarno-bialy uzyskuje si¢ dla dtuzszego procesu optymalizacji. Ze wzgledu na podob-
ny do poprzednich charakter uzyskanych tu topologii nie przeprowadzano obliczen
przy uzyciu TF;.

1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.99 090 0.82 0.74
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 095 0.89 0.84 0.78 0.73
0.85 0.95 1.00 1.00 0.95 091 0.87 0.84 0.80 0.77 0.74
0.77 0.81 0.84 0.84 0.83 081 0.79 0.77 0.76 0.74
074 076 0.76 0.75 0.75 0.74 0.74 0.73 0.73 0.73 0.73
0.73 0.74 0.75 0.75
0.73 0.76 0.81 0.84 0.80
0.77 0.93 1.00 0.99

0.73 1.00 1.00]
1.00)
1.00)
0.73 1.00 1.00]

0.77 0.93 1.00 0.99
0.73 0.76 0.81 0.84 0.80
0.73 0.74 0.75 0.75
0.74 0.76 0.76 0.75 0.75 0.74 0.74 0.73 0.73 0.73 0.73
0.77 0.81 0.84 0.84 083 0.81 0.79 0.77 0.76 0.74
0.85 0.95 1.00 1.00 0.95 0.91 0.87 0.84 0.80 0.77 0.74
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.95 0.89 0.84 0.78 0.73
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.99 0.90 0.82 0.74

Rys. 7.11. Topologia dla TF; dla wzoru (7.13) dla¢t=5

W przypadku zastosowania pierwszego z zaproponowanych ciagéw (7.13) nie
otrzymujemy rozwiazania zbieznego. Na rysunku 7.11 przedstawiono w skazonej
skali, w formie liczbowej, topologig dla ¢ = 5. Dla nastepnego kroku zadanie jest roz-
biezne. Bardzo podobne topologie otrzymuje si¢ dla innych ¢, dla ktérych zadanie tez
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a) b)

o
~—

Rys. 7.12. Topologie dla TF; dla wzoru (7.14) dlat=5 (a), t=9 (b)it= 15 (¢)

b) c)

krok 115 krok 116 krok 112

Rys. 7.13. Topologie dla TF, dla wzoru (7.14)dlat=5 (a),t=9 (b) i t= 15 (c)

100 1.00 100 109 100 100 1.00 104 100 100 100 1.0 1.00 100 100 103 1.00 1.00 100 109 100 1.00 1.00 104 100 100 100 1.04 1.0
100 100 100 109 100 100 1.00 1.0d 100 100 100 100 1.00 100 100 103 1.00 1.00 100 104 100 100 1.00 10 100 100 100 104 1.00 100 100
100 100 100 100 100 100 1.00 103 100 100 100 1. 100 100 100 104 100 100 100 1]
100 1.0 1.00 100 100 103 1.00 1.00 100 10 100 100 1.00 104 100 100
100 100 1.00 104 100 100 100 1 100 1.0 100 104 100 100 100
100 104 100 100 100 1.0 1.0 10 1 100 100 100 104 100
103 100 1.00 100 109 100 100 10 10 10 104 1.0 10
100 100 100 100 100 100 100 104 100 100 100
100 1.00 100 100 109 1.00 100 100 109 100 100 100 1.
100 100 100 104 100 100 100 1.0 1.0 1
100 100 100 104 100 100 100 1.0 1.0 1
100 1.00 100 100 103 100 1.00 100 100 100 100 100 1.
100 100 100 100 100 100 10 104 100 10 10
109 1.00 100 100 109 100 1.00 10 10 100 104 10 10
100 104 100 100 100 1.0 1.0 10 1 100 100 100 104 100
100 100 1.00 104 100 100 100 1 100 1.00 100 104 100 100 100
Podzia1 20 X 40’ 100 100 100 100 100 103 1.00 1.0 10 10 100 100 100 104 100 100
100 1.00 100 109 100 100 1.00 104 100 100 100 1. 100 100 100 104 100 100 100 1.0
krok 10 100 100 1.00 1.0 1.00 1.00 1.00 1.04 1.00 1.00 100 1.0 1.00 1.00 100 109 1.00 1.00 1.00 104 1.00 1.00 1.00 1.0 100 100 100 1.04 100 100 100
1,00 1.00 100 109 100 1.00 1.00 1.04 100 100 1.00 1.0 1.00 100 100 109 1.00 1.00 100 10Q 100 1.00 1.00 1.04 100 100 1.00 1.04 1.0

Rys. 7.14. Topologia dla = 0,5, dla TF}
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jest rozbiezne. Inna sytuacja jest w przypadku zastosowania zalezno$ci (7.14), dla
ktorej, stosujac TF), na rys. 7.12 zamieszczono topologie dla trzynastego kroku,
w ktorym jest juz czarno-biaty rozktad gestosci. Wielko$¢ ¢ przyjgto odpowiednio na
rysunkach 7.12a, b, ¢ jako rowna 5, 9, 15. Suma masy wynosi tu odpowiednio 112,
116 1 112. Na rysunku 7.13 przedstawiono czarno-biale, bardziej skomplikowane to-
pologie dla TF,, dla ktorych suma masy wynosi odpowiednio 114, 1161 116.

Zgodnie z podana w pracy [8] definicja funkcji uaktualniania modutu Younga, ko-
rzystajac z (7.9) dla a = 0,5, p = 3 1 TF|, wyznaczono optymalna topologi¢ dodatkowo
dla podziatu 20 x 40. Wynik przedstawiono na rys. 7.14. Zamieszczona na nim topo-
logia jest niemal taka jak uzyskana przy wykorzystaniu (7.6) i pokazana na rys. 4.13.
Wystegpuje tu niewielka réznica sumy masy dla rozktadu zero-jedynkowego na ko-
rzy$¢ topologii z rys. 7.14.

7.4. Uwagi koncowe

W niniejszym rozdziale przedstawiono rézne sformutowania aktualizacji modutu
Younga dla kazdego elementu z osobna w kolejnych krokach procesu optymalizacji.
Ta aktualizacja jest proporcjonalna do aktualizacji ggstosci poszczegdlnych elemen-
tow. Wykazano jak zmienia si¢ zbiezno$¢ rozwiazania rozumiana tu jako szybkos¢
otrzymania optymalnej topologii w zaleznosci od definicji aktualizacji modulu Youn-
ga. Otrzymane rozwiazania spetniaja warunek minimum podatno$ci dla kazdego pro-
cesu optymalizacji z osobna. O ile dla zaleznos$ci (7.6) przy wykorzystaniu TF, opty-
malny rozktad zero-jedynkowy uzyskano w czternastym kroku, to dla zaleznosci (7.8)
i k = 9 rozktad taki otrzymano w dwunastym kroku, tak samo jak dla wzoru (7.9)
i statej ¢ = 10. W tym ostatnim przypadku suma masy byla o cztery jednostki mniejsza
od zatozonej, co oznacza konieczno$¢ uzupelnienia topologii czterema elementami.
Dla zaleznosci (7.10) i (7.11) nie obserwuje si¢ przyspieszenia procesu uzyskania
optymalnej topologii. Dla zaleznosci (7.12) powtarza si¢ sytuacja, kiedy to topologia
jest bardziej gladka niz dla stalej réwnej jeden, pomimo ze liczba krokow rosnie
(i wynosi trzynascie dla stalej rownej 100). Ciag okreslony wzorem (7.14) pozwala na
otrzymanie topologii o nieco innym rozktadzie masy niz otrzymujemy korzystajac
z pozostalych zalezno$ci. Wykorzystujac 7F, interesujace topologie otrzymano dla
zalezno$ci (7.6) oraz dla (7.9).

Ostatecznie nalezy stwierdzi¢, ze wpltyw przedstawionych zaleznosci aktualizuja-
cych modut Younga na szybkos$¢ otrzymania optymalnej topologii jest niezbyt duzy.
Istotniejsze w tym przypadku jest, aby suma masy otrzymanej topologii byla jak naj-
blizsza masie dostepnej. Najlepszy ksztalt otrzymano korzystajac ze wzoru (7.6) (dla
p =3). Wtedy topologia jest najbardziej zblizona do typowego uktadu pretowego.
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W wyniku przeprowadzonych obliczen dokonano analizy funkcji uaktualniajacych
modut Younga. Na rysunkach pokazano jedynie niektore charakterystyczne wyniki,
pozwalajace na dokonanie odpowiedniego wyboru najwlasciwszej funkcji. Uzupet-
niono w ten sposob wiedzg na ten temat i podano numeryczne uzasadnienie wyboru,
potwierdzajace zasadno$¢ stosowanej np. w pracy [61] funkcji, dla ktorej wyktadnik
potegi wynosi 3.



8. Analiza otrzymanych topologii
w aspekcie energetycznym

8.1. Wstep

W poprzednich rozdziatach rozwiazywany byt pewien $cisle zdefiniowany pro-
blem brzegowy. W zaleznosci od przyjgtych parametrow sterujacych procesem opty-
malizacji otrzymywali$my dla kazdego zbioru parametréw sterujacych z osobna inna
optymalna topologig. Procesem sterowaty:

— funkcje progowe,

— funkcje relaksacyjne ograniczajace dolna warto$¢ gestosci materialu w punkcie
materialnym,

— funkcje uaktualniajace modut Younga.

Kazdy proces optymalizacji konczacy si¢ otrzymaniem optymalnej topologii jest
niezalezny od innych procesoéw dla tego samego zagadnienia brzegowego. Dla kazde-
g0 z procesOW z osobna spetnione jest kryterium minimum podatnos$ci (minimum
energii odksztatcenia). Zgodnie z przedstawiona w rozdziale 4.2 interpretacja pojgcia
»optymalna topologia” w sensie numerycznym, dla przedstawianych rozwiazan nume-
rycznych proces optymalizacji konczy sig¢ zero-jedynkowym rozkladem materiatu
w obszarze projektowym (2 lub zero-jedynkowym rozkltadem z niewielka liczba ele-
mentow o gestosci bliskiej jednosci. Suma masy jest rOwna badz nieznacznie mniejsza
od masy dostepnej na poczatku procesu. Otrzymane topologie bardzo czgsto rdznia si¢
migdzy soba, niekiedy nawet do$¢ znacznie. Material moze by¢ roznie roztozony
w obszarze projektowym. Kazde rozwiazanie nalezy wigc traktowac jako rozwiazanie
niezalezne, a nie jako rozwiazanie odpowiadajace osiagnigciu pewnego minimum
lokalnego. Wprawdzie sa to rozwiazania tego samego problemu, ale do kazdego
z nich dochodzi si¢ za kazdym razem inna Sciezka. Przypomnijmy, ze dla zalozonych

parametréw zadania, czyli dla i-tego procesu, optymalna topologia jest oznaczona T,\i,I
1 jest ostatnim elementem zbioru topologii dla danego procesu

T ={T T T, T Tk (8.1)
gdzie je[l,M].
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W wyniku rozwiazania danego problemu brzegowego mamy zbidr niezaleznych
optymalnych topologii, wsrod ktoérych powinniSmy poszukiwaé optymalnej topologii
dla danego zagadnienia

T={Ty, T, Tu,o To b, (8.2)

gdzie wielkos¢ s jest liczba rozwigzan dla roznych kombinacji parametrow steruja-
cych zadaniem. Jedynym kryterium, jakie powinna spetnia¢ optymalna topologia da-
nego problemu brzegowego, jest minimum energii odksztalcenia konstrukcji. Nalezy
wiec dla kazdej optymalnej topologii wyznaczy¢ odpowiadajaca jej energie odksztat-
cenia

EN ={en,,, eny,, eny,,..., eny } (8.3)

i wybra¢ ze zbioru energii t¢ o najmniejszej wartosci, czyli wyznaczy¢ minimum ze
zbioru opisanego rownaniem (8.3)

EN,, =min {eny, eny, eny, ..., eny}. (8.4)

Topologia, dla ktorej energia odksztalcenia bedzie miata najmniejsza wartos¢ (ENopy)
bedzie topologia optymalna ((T, ,\',, )opt) dla rozwazanego zagadnienia brzegowego.

Przedstawiona w tym rozdziale roznorodno$¢ otrzymanych topologii dla poszcze-
golnych $ciezek bazuje na topologiach przedstawionych w trzech poprzednich rozdzia-
fach. W kolejnych podrozdziatach analizowane beda topologie dla zmiennego jednego
parametru przy dwodch ustalonych w porzadku, jaki podano na poczatku tego rozdziatu.
Wyniki przedstawiono w tabelach, gdzie pokazana jest topologia oraz podana jest defi-
nicja odpowiedniej zmiennej wielkosci, numer kroku, suma masy dla rozpatrywanego
kroku procesu optymalizacji oraz warto$¢ energii odksztatcenia. Wszystkie wielkosci,
podobnie jak w calej pracy, podane sa w postaci bezwymiarowej. Przedstawione topo-
logie beda analizowane pod katem minimalnej wartosci energii odksztalcenia.

8.2. Analiza rozwiazania wynikajaca
z przyjecia roznych funkcji progowych

Analizowane beda topologie uzyskane przy zatozonej wielkosci relaksacyjnej
Pi

3
] . Wspotczyn-
Lo

&=10"" oraz funkcji uaktualniajacej modut Younga E (o)) = E(
nik redukcji masy « przyjeto jako rowny 0,3. Do analizy spos$rdd wielu rozwazanych
topologii uzyskanych w wyniku zastosowania réznych funkcji progowych wzigto
najbardziej reprezentatywne, ktore przedstawione sa w tabeli 8.1, gdzie w kolumnie
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zawierajacej wartosci energii odksztalcenia wytluszczono trzy kolejne minimalne
wartosci energii. W tabeli umieszczono topologie spelniajace warunek minimum
energii odksztatcenia dla danego procesu optymalizacji, dlatego pod pozycja 3, 51 7
znalazly si¢ topologie z odcieniami szarosci. Minimalng warto$¢ energii dla przedsta-
wionych funkcji progowych mamy dla pozycji 3, dla rozktadu z odcieniami szarosci.
Ze wzgledu na brak mozliwosci uzyskania w tym przypadku rozktadu czarno-biatego
w trakcie procesu optymalizacji do tego przypadku, jak to opisano w rozdziale piatym,
nalezy zastosowaé postprocessing. Wlasnie dlatego ten przypadek nalezy traktowac

Tabela 8.1. Topologie dla zmiennej funkcji progowej, dla = 0,3

. . Numer Suma Energia
Lp. Topologia Funkcja progowa Kroku masy 1 0%
1. i 0,3 33 116,00 2,608
2. 5 0,35 4 116,00 3,180
3. E 5 min. 164 119,72 1,795
4. 0,036 11 118,00 2,947
5. E 0,1je 13 119,09 2,550
6. @ 0,05j 25 118,00 2,039
7. E 0,0125j « 85 119,31 1,934
8. ﬁ 0,0001 j2 & 101 116,00 2,145
9. E 0,0001 a(j+ j?) 99 118,00 2,361
one, | 0,01 j +0,0001 j>
10. - +0,00001 j* 12 118,00 2,984
a (0,05 j +0,00001 j?
11. +0,000001 j* 23 118,00 2,494
+0,0000001 j*




8. Analiza otrzymanych topologii w aspekcie energetycznym 145

W sposob szczegdlny: jako ,,wyrafinowang” topologi¢ o najmniejszej energii, ale pod
warunkiem dokonania postprocessingu. Jesli chodzi o topologi¢ z pozycji 5, to naj-
mniejsza energi¢ mamy dla rozktadu z odcieniami szarosci, poprzedzajacego rozktad
czarno-bialy. Dlatego tez (tak jak w przypadku pozycji 3 1 7) suma masy nie jest licz-
ba catkowita. W pozycji 7 przedstawiono topologi¢ z odcieniami szarosci, dla ktorej
mamy minimalng energi¢ dla rozpatrywanego procesu optymalizacji (krok 85). Topo-
logia czarno-biata otrzymywana jest dopiero w 87 kroku. Topologia dla kroku 85,
a takze dla kroku 87 wymaga postprocessingu, gdyz brakuje pewnych potaczen. Nie
brakuje ich w kroku 84, i to ten krok moze by¢ podstawa do analiz postprocessingu.
Przypadki z pozycji 3 i 7, cho¢ charakteryzuja si¢ kolejnymi minimalnymi warto$cia-
mi energii, nie moga by¢ uwazane za optymalne topologie w sensie zero-jedynkowego
rozktadu materiatu. Mozna natomiast przyjac, ze np. topologia z pozycji 3 jest opty-
malna topologia o rozktadzie z odcieniami szarosci, co mozna interpretowac z fizycz-
nego punktu widzenia jako topologi¢ ciala wykonanego z materiatu niejednorodnego
o zmiennych parametrach fizycznych.

Wobec powyzszego, jako najefektywniejsza funkcje progowa, dzigki ktorej otrzy-
mujemy optymalna topologi¢ o rozktadzie czarno-bialym, nalezy uzna¢ funkcje
TF =0,05ja, dla ktérej topologia jest zamieszczona pod pozycja 6.

Na kolejnych trzech rysunkach przedstawiono niektore wykresy wartosci energii od-
ksztatcenia w funkcji numeréw krokow procesu optymalizacji. Jako pierwszy pokazano
wykres dla topologii z pozycji 2 tabeli 8.1 (funkcja progowa stata, rowna 0,35). W tabeli
pokazano topologig dla kroku 4, dla ktérego energia odksztatcenia ma warto$¢ minimalna.
Jak wida¢ na rys. 8.1, dla kroku 5 energia jest nieco wicksza (3,352:10°) niz dla kroku
numer 4 (3,180-10~). Dla kroku numer 6 energia wynosi 3,282-10°°.
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1,40E-02 -
1,20E-02
1,00E-02 -
8,00E-03
6,00E-03
4,00E-03 -
2,00E-03
0,00E-+00 : : ‘ :

1 2 3 4 5 6

wartos$¢ energii

numer kroku
Rys. 8.1. Wykres energii odksztalcenia dla topologii z pozycji 2, tabeli 8.1

Na kolejnym rysunku przedstawiono wykres dla topologii z pozycji 5 tabeli 8.1
(TF =0,1 jar). Energia odksztalcenia ma warto$§¢ minimalna dla kroku 13. W tabeli
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pokazano topologie dla kroku 13. Dla krokéw 14 i 15 energia wynosi odpowiednio
2,953-107 oraz 2,700-10°".

1,80E-02
1,60E-02 -+
1,40E-02
1,20E-02
1.00E-02
8,00E-02
6,00E-03
4,00E-03 SN
2,00E-03
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1 3 5 7 9 11 13 15

wartos$¢ energii

numer kroku

Rys. 8.2. Wykres energii odksztalcenia dla topologii z pozycji 5, tabeli 8.1

Na rysunku 8.3 przedstawiono wykres dla topologii z pozycji 7 tabeli 8.1
(TF =0,0125 j ). Energia odksztalcenia ma warto$¢ minimalna dla kroku 85. Dla

nastepnych dwoch krokéw wynosi odpowiednio 2,394-10° oraz 2,335-107°. Nalezy
pamigtac, ze dla topologii z rys. 8.2 minimalna warto$¢ energii odksztatcenia obser-
wujemy dla rozktadu z odcieniami szarosci, co sugeruje potrzebg postprocessingu
odpowiednio dla kroku 13 i dla kroku 85 w celu otrzymania topologii czarno-biate;.
Mozemy tez przyjaé, ze jako topologi¢ konczaca proces optymalizacji traktujemy
topologie odpowiednio dla kroku 14 i dla kroku 87, spelniajace warunek czarno-
-biatego rozktadu z zastrzezeniem, ze nie jest to topologia optymalna dla danego pro-
cesu, cho¢ bardzo do niej zblizona.
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2,00E-03 —w
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wartos¢ energii
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Rys. 8.3. Wykres energii odksztalcenia dla topologii z pozycji 7, tabeli 8.1
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Tabela 8.2. Topologie dla zmiennej funkcji progowej, dla = 0,5

. . Numer Suma Energia
Lp. Topologia Funkcja progowa Kroku masy 1 0%
1. | _ 5 0,3 1000 200,00 5,394
2. @ 0,35 1000 199,83 4,666
i = ‘ .
3. .-__ K 5 min. 16 188,00 4,134
4. .-} 0,036 13 198,00 5,298
5. @ 0lja 9 199,77 5,743
6. 0,05 a 18 199,93 5,285
7. @ 0,0125j & 75 194,00 4,588
i e l )
8. =) 0,0001j° a 97 188,00 4,687
9. ':1: 0,0001 a (j+j?) 96 194,00 4,593
.y 0,01 j+0,0001 j>
10. '} +0,00001 j° 14 190,00 5,331
g, a (0,05 j +0,00001 j?
1. .-:1- +0,000001 19 178,00 5,006
" | 0,0000001 %

W tabeli 8.2 przedstawiono topologie dla « =0,5 przy wykorzystaniu tych sa-
mych co w tabeli 8.1 funkcji progowych. Pozwolito to na poréwnania efektywnos$ci
tych funkcji przy zmienionym wspoétczynniku redukcji masy. Okazato sig, ze dwie
pierwsze topologie o najmniejszej energii odksztalcenia sa te same, cho¢ poprzednio,
jak pamigtamy, wymagatly postprocessingu. Dla «=0,5 otrzymano czarno-bialy
optymalny rozktad o kolejnych minimalnych wartosciach energii odksztatcenia zazna-
czonych w tabeli 8.2 poprzez wytluszczenie. Wymagaja one postprocessingu, przy
czZym W najmniejszym stopniu wymaga jej topologia z pozycji 7 ze wzgledu na mate
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braki w polaczeniach i najbardziej zblizona mas¢ do masy dostepnej (194 w stosunku
do 200). Powinnismy jednak pamigta¢, ze najmniejsza energic mamy dla topologii
z pozycji 3, ktora charakteryzuje si¢ jednak masa nieco mniejsza (188) niz topologia
z pozycji 7. Jesli chodzi o topologi¢ z pozycji 9, to zauwazmy, ze wprowadzenie nu-
meru kroku w kwadracie i nieznaczna zmiana statej w stosunku do funkcji z pozycji 7
wplynely na nieznaczne zmniejszenie liczby krokéw niezbednych do otrzymania
optymalnej topologii.

Przypadki z pozycji 1 1 2 nie sa zbiezne. Jako przyktad pokazano topologie dla
kroku 1000, dla ktérego nie otrzymano jeszcze rozktadu czarno-biatego. Dla topologii
Z pozycji 2 o ciemniejszych odcieniach szaro$ci w poréwnaniu do topologii z pozycji
1, mamy wiele elementéw o ggstosci rzedu 0,65. Ponadto prawie nie wystgpuja rézni-
ce pomigdzy topologiami dla kroku 100, 500 czy 1000.

Funkcja progowa z pozycji 6, w tabeli 8.1 daje ,,wyrafinowana” topologi¢ spetia-
jaca kryterium minimum energii dla rozktadu czarno-biatego, natomiast w tabeli 8.2
minimalna warto$¢ energii dla tej samej funkcji (dla kroku z odcieniami szaro$ci) jest
relatywnie duza. Stosujac funkcj¢ progowa z pozycji 6 dla wspotczynnika redukcji
masy a = 0,5, ale dla konstrukcji o wymiarach 20 x 40, otrzymujemy topologi¢
o minimalnej energii dla rozktadu z gestoscia z zakresu [0,67; 1,00] (rys. 5.16 — krok
21), a rozktad zero-jedynkowy (krok 22) jest niekompletny, o energii wigkszej az
o jeden rzad w stosunku do topologii dla kroku 21 (zadanie nie jest zbiezne). Okazuje
si¢ wige, ze najlepsza funkcja progowa dla = 0,3 i konstrukcji o wymiarach 20 x 20
(tabela 8.1), dajaca rozktad czarno-biaty, nie pozwala na otrzymanie takiego rozktadu
dla a = 0,5, niezaleznie od rozmiaru konstrukcji. Warto dodac, ze powszechne stoso-
wanie w pracy funkcji z pozycji 5 uzasadnia si¢ tym, ze cho¢ topologia otrzymana
przy jej uzyciu nie jest optymalna w sensie energetycznym, to jednak otrzymuje sig ja
w bardzo matej liczbie krokdéw, co jest bardzo wazne ze wzgledu na przeprowadzane
analizy, a wnioski otrzymane z tych analiz sa uzyteczne dla innych funkcji progowych
(p.. dla funkcji z pozycji 7). Ponadto dla funkcji z pozycji 5 zawsze znajdowano roz-
wigzanie, natomiast uzycie funkcji progowej z pozycji 6 czasami prowadzi do zagad-
nienia rozbieznego. Aby zauwazy¢ jak dziataja funkcja z pozycji 5 (TF = 0,1j) i tym
razem funkcja z pozycji 7 (TF = 0,0125ja), przeanalizujmy rys. 6.2, gdzie topologia
poprawia si¢ od gory w dot, tak samo jak energia, ktora maleje w tym samym kierun-
ku, przy czym dla funkcji z pozycji 5 jest to spadek od wartosci 2,709-107 do
2,550-107, a dla funkcji z pozycji 7 od 5,149-10° do 2,336-10°. Wida¢, ze efektyw-
niejsza jest funkcja z pozycji 7, cho¢ dla funkcji z pozycji 5 poczatkowa warto$¢ ener-
gii jest relatywnie niska, co jest istotne w wielu przypadkach.

Na rysunku 8.4 i1 8.5 przedstawiono wykresy energii odksztalcenia dla topologii
z pozycji odpowiednio 5 i 7 tabeli 8.2.
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warto$¢ energii
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Rys. 8.4. Wykres energii odksztatcenia dla topologii z pozycji 5, tabeli 8.2
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Rys. 8.5. Wykres energii odksztalcenia dla topologii z pozycji 7, tabeli 8.2

Na rysunku 8.4 wida¢ wyrazne minimum, natomiast na rys. 8.5 energia si¢ stabili-
zuje 1 po uzyskaniu minimum wzrost jest minimalny. Oczywiste jest, ze mniejsza
energia jest dla konstrukcji o bardziej ,,wyrafinowanej” topologii, czyli uzyskanej dla

pozycji 7.

8.3. Analiza rozwiazania wynikajaca
z przyjecia roznych funkcji relaksacyjnych

W tym podrozdziale analizowane beda topologie uzyskane przy zatozonej funkcji

uaktualniajacej modut Younga E;, (p;) = E(

Pi

3
J oraz zatozonych funkcjach progo-
Po
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wych. Doboér funkcji progowych wynika z analizy tabeli 8.1, gdzie funkcja TF = Smin.
nie moze by¢ brana do dalszej analizy ze wzglgdu na wspomniany brak zbieznosci.
W zwiazku z tym, stosowanymi tu funkcjami progowymi sa: TF =0,0125 ja (tabela
8.3)i TF =0,05 ja (tabela 8.4). Zmienna bedzie tu funkcja relaksacyjna. Wspotczyn-

nik redukcji masy o przyjeto jako rowny 0,3. Uktad tabel, gdzie przedstawione sa
wybrane, reprezentatywne topologie, jest taki sam jak tabeli 8.1. Baza do analizy be-

dzie rozdzial 6, gdzie badano r6zne funkcje relaksacyjne.

Tabela 8.3. Topologie dla zmiennej funkcji relaksacyjnej, dla TF =0,0125 j«

. . . Numer Suma Energia
Lp. Topologia Funkcja relaksacyjna kroku masy 107
1. @ 10 142 114,00 5,149
2. s"-t- 107 92 120,00 2,831
i
3. @ 107 85 119,31 1,934
4, 10°® 78 119,91 2,090
5. 5 107 74 119,78 2,157
6. E 107/ 88 120,00 2,216
7. @ 1/(j%+100j) 87 118,00 2,335
8. 5 1/(0,1P+j%+j) 81 117,80 2,127
9. @ 1/(a*j?) 92 118,00 2,089

W tabeli 8.3 topologi¢ o najmniejszej energii otrzymano dla stalej funkcji relaksa-
cyjnej rownej 107 (pozycja 3). Poniewaz jednak wymaga ona postprocessingu, wigc
jako najlepsza w tym przypadku nalezatoby traktowac czarno-biata topologig z pozy-

cji 9 dla funkcji € =1/a”j? dla ktorej energia wynosi 2,089-107°.
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Zauwazmy, ze zaré6wno zbyt matla, jak i zbyt duza warto$¢ stalej relaksacyjnej
(pozycje 1, 2, 4 i 5) nie pozwalaja na uzyskanie topologii optymalnej. Topologia
z pozycji 1 jest nieckompletna, natomiast rozwiazania z pozycji 4 1 5 sa rozbiezne.
Na rysunkach przedstawiono kroki, po ktérych zagadnienie staje si¢ rozbiezne. Gg-
stosci dla pozycji 4 znajduja si¢ w przedziale [0,7; 1,0], a dla pozycji 5 w przedziale
[0,6; 1,0].

Tabela 8.4. Topologie dla zmiennej funkcji relaksacyjnej, dla TF = 0,05 jo

Lp. Topologia Funkcja relaksacyjna i;lg:lr ISIT;;I; Eflleéf%ia
1. @ 10 33 113,68 3,438
2. @ 107 24 112,00 2,734
3. @ 107 25 118,00 2,039
4. 108 26 116,00 1,899
5. @ 107 26 116.00 1.873
6. @ 107/ 26 116,00 1,873
7. @ 1072/ (j*+100j) 26 116,00 1,873
8. ﬁ 103 /(0,1 P +j2+])) 26 116,00 1,873
9. ﬁ 1/ (a?j?) 27 113,64 2,216

Sytuacje pokazana w tabeli 8.3, zwiazana ze zbyt duza wartoscia relaksacyjna, ob-
serwujemy w tabeli 8.4 tez pod pozycja 1. Natomiast dla bardzo matych wartosci re-
laksacyjnych otrzymujemy optymalna topologi¢. Ponadto mamy tutaj ciekawe zjawi-
sko identycznos$ci rozwigzania (w sensie otrzymanej topologii i wielkosci energii) dla
pozycji 5, 6, 7 i 8. Z kolei dla pozycji 9 zadanie jest rozbiezne w tym sensie, ze poza
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gltownym ksztattem konstrukcji pojawiaja si¢ elementy z niezerowa gestoscia (bardzo
jasny odcien — gestos¢ wynosi 0,01, oraz nieco ciemniejszy odcien — gestoS¢ wynosi
0,38). Interesujace jest to, ze w tabeli 8.3 funkcja z pozycji 9 dawata topologi¢ o dru-
giej z kolei, idac od minimum, energii odksztalcenia. Zastosowanie wielkosci L1077
(stosowanej w pozycji 7 i 8) zamiast ,,1” w liczniku funkcji relaksacyjnej € =1/ j?
(z pozycji 9) powoduje, ze dla obu funkcji progowych (tabela 8.3 i tabela 8.4 pozycje
9) zadanie jest rozbiezne. Analizujac tabele 8.3 i 8.4 mozna wigc stwierdzié, ze po-
twierdzita si¢ zalezno$¢ jakosci i istnienia rozwiazania zadania od wlasciwego wyboru
funkcji relaksacyjne;.

8.4. Analiza rozwigzania wynikajaca
z przyjecia roznych funkcji
uaktualniajacych modul Younga

Tym razem analizowane bgda topologie uzyskane przy zalozonych funkcjach progo-
wych, ktorymi beda, tak jak poprzednio, TF =0,0125 ja (tabela 8.5) i TF =0,05 j«
(tabela 8.6). Dla pierwszej funkcji progowej zastosowana bedzie stata relaksacyjna row-
na 107, a dla drugiej 10°°.

Pierwsze trzy pozycje z tabeli 8.5 i 8.6 sa to topologie wynikajace ze zmian wy-
ktadnika potegi ze wzoru (7.6). Je§li wyktadnik rosnie, to ,,poprawia” si¢ topologia
1 zmniejsza si¢ energia odksztalcenia. Dla wyktadnikoéw wigkszych niz trzy dla rozpa-
trywanej funkcji progowej zadanie jest rozbiezne. Jednak jesli zastosujemy
TF =01 jo, to otrzymamy rozwiazanie o topologii nieco mniej ,,wyrafinowanej”
w mniejszej liczbie krokow (nie wigkszej niz 14). W tym przypadku zwigkszenie wy-
ktadnika potegi do p =35 powoduje, ze ksztalt otrzymanej topologii zmienia si¢ nieco
(rys. 7.1d — przesunigcie masy w kierunku miejsca przylozenia sily). Ponadto warto
zauwazyé (czego nie pokazano w tabeli), Ze cho¢ w tabeli 8.3 funkcja &=1/a’j?

data dobre rezultaty, to topologie uzyskane przy jej pomocy dla roznych funkcji uak-
tualniania modutu Younga maja wicksza energi¢ odksztalcenia i nie sa takie skompli-
kowane jak topologia z pozycji 9 tabeli 8.3.

Stosowanie wzoru (7.8) — pozycja 4, tabela 8.5 i 8.6 — poza przypadkiem k =3 nie
jest efektywne pod wzgledem minimalizacji energii odksztatcenia, a nawet w tabeli
8.5 wida¢, ze uzyskana topologia dla k=3 jest nickompletna, jesli porownamy ja
z topologia przedstawiona w tabeli 8.5 w pozycji 3. Kolejne topologie przedstawione
w tabeli 8.5 charakteryzuja si¢ duza energia odksztalcenia.
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W tabeli 8.6 z energetycznego punktu widzenia poza pozycja 3 jeszcze tylko po-
zycja 4 jest interesujaca, cho¢ jest mniej skomplikowana. Warto dodaé, ze zastosowa-
nie innych funkcji relaksacyjnych (np. & = 10°*/j) daje identyczne rezultaty jak przed-
stawione w tabeli 8.6.

Tabela 8.5. Topologie dla zmiennej funkcji uaktualniajacej modut Younga,
dla TF =0,0125 jo i =107

L Tonologia Funkcja uvaktualniaja- Numer | Suma Energia
P Po-og ca modut Younga kroku masy 107
Pi
1. - 109 112,00 2591
Po

W\

2
”'J 93 116,00 6,185
Po

3

|

[”ij 85 | 11931 1,934
0

E'l.

4 3 .

4 l Z[ ) "J 89 | 11600 | 2819
5 _.‘ p=1 Po

5. 5(p,)° 91 | 11609 | 13,68

Ciag ze wzoru (7.14) dlat=5
115 114,00 131,7

Ciag ze wzoru (7.14) dlat=9 116 116,00 59,22

Ciag ze wzoru (7.14) dlat= 15 112 116,00 108,5

AYAYAY

Wyniki przedstawione w tabelach 8.5 i 8.6 wymagaja dodatkowej interpretacji
ze wzgledu na modyfikacj¢ modulu Younga, majacego bezposredni wptyw na
wielko$¢ energii odksztalcenia konstrukcji. Jesli ta modyfikacja powoduje jego
relatywne zmniejszenie w stosunku do wielko$ci bazowej zdefiniowanej jako
Ein(p))=E(p;/ ,00)3 , to energia odksztalcenia wzro$nie. Mozliwe jest rowniez zwigk-

szenie wartosci modutu Younga i wtedy energia odksztalcenia zmaleje. Dzieje si¢ tak
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Tabela 8.6. Topologie dla zmiennej funkcji uaktualniajacej modut Younga
dla TF =0,05ja i £=107

L Topologia Funkcja uaktualniajaca Numer Suma Energia
p- poiog modut Younga kroku masy 107
Pi
1. - 26 120,00 19,12
Po
f 2
2. u, Lt} 2 120,00 6,983
e Lo
'-1 o 3
3. '}- [’J 26 | 11600 | 1,873
_.‘ Po
3 p.
. @ Z[ ) ”] 27 | 11600 | 1,989
=1\ Po

25 108,00 16,22

W
k!J
W
)

Ciag ze wzoru (7.14) dlat=>5 26 112,00 76,28

Ciag ze wzoru (7.14) dlat=9 27 116,0 68,88

Ciag ze wzoru (7.14) dlat= 15 33 114,00 58,05

LAV

dla pozycji 4, jesli kK we wzorze (7.8) zwieksza sie np. od 4 do 9. Zmiana modutu
Younga jest zmiang warunkéw zadania, wobec tego omawiane tabele dostarczaja je-
dynie informacji o tym, jak dana funkcja wptywa na modut Younga i czy konstrukcja
staje si¢ przez to mniej, czy bardziej sztywna. Mamy wtedy do czynienia z cialem
o innych wiasnosciach materiatowych. Oznacza to, ze dla r6znych sposobow aktuali-
zacji rozwiazujemy wszakze to samo zadanie, i poniewaz operujemy wielko$ciami
wzglednymi (w tym wzgledna gestoscia), wiec tylko otrzymane topologie moga by¢
porownywane. Nie mozna poszukiwa¢ minimum energii odksztatcenia i pod tym ka-
tem tylko poszukiwaé optymalnej topologii. Niezaleznie od rozwazan dotyczacych
aktualizacji modulu Younga mozna analizowaé topologie przedstawione w tabelach
8.51 8.6 ze wzgledu na ,,wyrafinowanie” ich ksztaltu. Wydaje si¢ wigc, ze poza pozy-
cja 3 najbardziej ,,wyrafinowana” topologia zostata przedstawiona w pozycji 8 za
pomoca ciagu opisanego rownaniem (7.14).
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8.5. Podsumowanie

Przeprowadzone w tym rozdziale rozwazania pozwalaja stwierdzi¢, ze rozwiaza-
nie danego zagadnienia brzegowego w sensie poszukiwania optymalnej topologii
wymaga obszernej analizy. Kazde rozwiazanie przy zalozonych parametrach proce-
su optymalizacji daje dla danego procesu topologi¢ optymalna. Powstanie w ten
sposob zbidr topologii optymalnych. Nie mozna mowié tu o poszukiwaniu minimum
globalnego sposréd miniméw lokalnych, lecz tylko o poszukiwaniu topologii o mi-
nimalnej energii odksztatcenia ze zbioru wszystkich optymalnych topologii. Wynika
to z faktu, ze zbidér topologii optymalnych powstat niezaleznie od siebie w wyniku
proceséw optymalizacji przebiegajacych po niezaleznych od siebie §ciezkach. Dla-
tego tez poszukiwanie optymalnej topologii w sensie topologii o minimalnej energii
odksztatcenia jest trudne, gdyz wymaga wielu analiz dla wielu zmiennych niezalez-
nych. Zadanie jest tym trudniejsze, ze jak wykazano, niektére parametry wlasciwe
dla danego zadania (tzn. wykorzystujac je otrzymujemy optymalna topologi¢) nie
pozwalaja w innym zadaniu na otrzymanie optymalnej topologii (np. pozycja 9,
tabele 8.3 i 8.4 dla funkcji &=1/(a’j*)). W tabeli 8.3 mamy najbardziej ,,wyrafi-

nowang” topologi¢ o niemal minimalnej energii, a w tabeli 8.4 mamy topologig
0 pojawiajacej si¢ masie poza gldwnym konturem, co powoduje, zZe nie jest to topo-
logia optymalna).

Nalezy pamigtaé, ze majac na mysli dane zagadnienie brzegowe oprocz wymiaréw
geometrycznych zadania, warunkéw brzegowych i obciazenia réwniez wspotczynnik
redukcji masy musi by¢ $ci§le okreslony dla danego zadania. Parametrami zadania
optymalizacji sa funkcje progowe i funkcje relaksacyjne, ktérymi mozna sterowac dla
zatozonego sposobu aktualizacji modutu Younga.

Stwierdza sig, ze proponowane w pracy [61] przyjecie funkcji aktualizujacej

modul Younga w formie E;,;(p;)=E(p; /,00)3 jest najbardziej efektywne. Oznacza

to, ze za pomoca takiej funkcji aktualizujacej mozna otrzymaé¢ optymalna topologig.
Oczywiste jest, ze nalezy tez odpowiednio dobra¢ funkcje progowa i funkcje relak-
sacyjna. Analizujac roézne topologie, czgsto intuicyjnie wyczuwamy, ze niektore
z nich nie moga by¢ optymalnymi, na co wskazuje sposob roztozenia materiatu (np.
wspomniany wyzej przyktad zamieszczony na rys. 7.1d, gdzie obserwuje si¢ niena-
turalne przesunigcie masy w kierunku miejsca przytozenia sity). To intuicyjne wy-
czucie zostaje potwierdzone dzigki analizie dotyczacej energii odksztatcenia danej
topologii. Stwierdzono takze, ze tak jak podana wyzej funkcja aktualizujaca, row-
niez ciag ze wzoru (7.14) jest efektywny przy zatozonych funkcjach progowych
(tab. 8.51 8.6).

Analiza funkcji progowych pozwala na stwierdzenie, ze nie mozna zdefiniowac
jednej funkcji, ktora bylaby wtasciwa dla wszystkich przypadkéw. W zaleznosci od
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wspotczynnika redukcji masy oraz rozpatrywanego obszaru projektowego nalezy do-
bra¢ odpowiednia funkcje progowa.

Co do funkcji relaksacyjnych mozna stwierdzi¢, ze jesli przyjmuje si¢ stala jej
warto$¢, to powinna si¢ ona miesci¢ miedzy 10”7 a 10, Funkcja powinna byé tak
dobrana, aby dla optymalnej topologii jej warto§¢ zawierata si¢ we wspomnianym
wyzej zakresie, cho¢ zdarzaja si¢ od tego wyjatki (tabela 8.3, pozycja 9, dla ktore;j
e=13-10").

a) b)

TF = 0,05je, TF = 0,0125je, TF =0,0125je,
£=10", m= 116,00, £=107, m=119,3I, e=1/a’P),
en=1,873-10" en=1,934-10" m = 118,00,
en=2,089-107

Rys. 8.6. Topologie o najmniejszej energii odksztatcania

Na zakonczenie przedstawmy trzy topologie o kolejnych najmniejszych warto-
sciach energii odksztatcenia (rys. 8.6). Topologie a) oraz c) sa czarno-biate, przy czym
topologia c) jest najbardziej ,,wyrafinowana”. Topologia b) wymaga postprocessingu.
W przypadku zastosowania gestszej siatki podziatu postprocessing nie begdzie wyma-
gany, gdyz gestsza siatka pozwoli na bardziej rownomierny rozklad materialu. Po-
twierdzaja to rozwazania z rozdziatu 4 (rys. 4.11-4.15).



9. Optymalizacja topologii dla ciala
z zalozonymi otworami

9.1. Wprowadzenie oraz sformulowanie problemu

W wielu przypadkach konstrukcja stanowiaca z punktu widzenia teoretycznego
pewne kontinuum materialne zawiera otwory, ktérych istnienie wynika glownie ze
wzgledéw technologicznych. Zachodzi wigc potrzeba zbudowania algorytmu, ktéry
dawalby mozliwo$¢ wyznaczania optymalnej topologii ciata, w ktorym zalozono
otwory. Okazuje sig, ze ogélne sformutowanie zagadnienia optymalizacji topologii
kontinuum materialnego prezentowane w rozdziale trzecim daje mozliwos¢ jego roz-
szerzenia roOwniez o ten problem. W og6élnym sformutowaniu mamy obszar projekto-
wy (2, ktory dzieli si¢ na obszary (2, i (2, odpowiednio zajgte przez materiat i po-
zbawione materiatu. Nastgpnie caty obszar podlega homogenizacji. W sytuacji gdy sa
otwory, nalezy z homogenizacji wylaczy¢ obszary stanowiace otwory. Caly obszar
projektowy sktada sig teraz z trzech podobszaréw

N=0 +02,+0,, 9.1)

gdzie (2, jest podobszarem zajmowanym przez otwory. Na granicy pomigdzy otwo-

rem a pozostaltym obszarem muszg by¢ zapewnione warunki ciaglosci. Moga tam
wystapi¢ zarbwno przemieszczeniowe, jak i napr¢zeniowe warunki brzegowe. Funk-
cjonal opisujacy zadanie musi by¢ poszerzony o sktadnik zwigzany z obszarem (2,
i wtedy ma posta¢

F(p(x),e(0, 2,2, A = [CH7" (p(x)) ey e, A2,

Q

m

+ _[kalm (g(x)) €k Cm d‘(")’v + A’m Ip(x) d‘(")’m - mOf.Q,,,
) Qm

Qt
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+ 2| [ d2,=my 4

0,

v

+ [CMm () e 42+ 2 ([ p(x) d2,=mq o). 92)

2, 2,

Sktadnik ten zamieszczony jest w ostatnim wierszu rownania. Aby zadanie byto
dobrze uwarunkowane, traktujemy obszar (2, podobnie jak obszar (2 . Oznacza to,
ze w obszarze (2, zakladamy istnienie w nim materiatu zastgpczego o odpowiednio
malej ggstosdcei 7, . Jest to formalnie inny materiat niz w obszarze (2, niemniej jednak
spetnia w trakcie procesu optymalizacji t¢ sama rolg. Réznica polega na tym, ze mate-
rial ten jest wprowadzony na poczatku rozwazan i o ile obszary (2, 1 (2, podlegaja
homogenizacji, o tyle obszar €2, od poczatku do konca procesu wypetniony jest ma-
terialem o ggstosci 7, . Jednak masa wypemiajaca podobszar (2, nie jest elementem

dostgpnej masy

my=my o +my go,. 9.3)

LR
S
g

Rys. 9.1. Schemat procesu optymalizacji dla obszaru z otworem od poczatkowo dowolnego
roztozenia materiatu poprzez zastosowanie homogenizacji do rozktadu optymalnego

Na rysunku 9.1 przedstawiono w sposob schematyczny kolejne etapy postgpowa-
nia. Poczatkowo obszar (2 sktada si¢ z trzech podobszaréw (wzor (9.1)), gdzie oprocz
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materiatu o ggstosci p (unormowanej do jedynki) mamy obszary puste (2, oraz obszary
zalozonych otwordw (2, . Po homogenizacji ggsto$¢ obszarow (2, i (2, wynosi p,
(obszar (2, . ), natomiast obszar (2, ma nadal ggsto$¢ 7, . Az do konca procesu opty-
malizacji obszar (2, nie zmienia swojej gestosci, ktora jest infinitezymalnie mata i po

procesie jest przyjmowana jako rowna zeru. W pozostatej czgsci obszaru 2 w trakcie
procesu optymalizacji mamy do czynienia z obszarami, gdzie materiat badz zwicksza
swa gestos¢ dazac do gestosci p, badz tez zmniejsza swa gestos¢ (sa to obszary two-
rzacych sig pustek). Zadanie jest rozwiazywane dla stosowanego juz wczesniej sposo-
bu aktualizacji modutu Younga materiatu konstrukcji

0

3
Ey(p)) =E(ﬁ) (9.4)

Poszukujac punktu stacjonarnosci funkcjonatu (9.2), opisujacego rozpatrywane
zagadnienie, otrzymamy poza kompletem réwnan (3.50), uwzgledniajac w tym przy-
padku (9.4), dodatkowe rownanie zwiagzane z obszarem (2,

oF°®" _0 = 3C£klnz (Uh)eik €rm

+ A" =0, 9.5)
on, un

ktore jest odpowiednikiem réwnan (3.53), dotyczacych obszarow 2, i (2

Ve

9.2. Przyklady

Wspotczynnik redukcji masy « przyjeto jako rowny 0,3, natomiast wielko$¢ re-
laksacyjna przyjeto jako €=10"". Postuzono si¢ nastgpujacymi funkcjami progo-
wymi:

TFi=0,1j a, (9.6)
TF, =0,0125 a, (9.7)
TF; = 0,01 c. (9.8)

Na dwoch kolejnych rysunkach przedstawione beda topologie dla otworu o wiel-
kosci szesciu elementéw, a na trzecim z kolei otwor bedzie miat wielko$¢ czterech
elementéw. Obszar zajmowany przez otwor oznaczony jest na rysunku jako obszar
kropkowany. Na rysunkach z prawej strony przedstawiono rozklad biato-czarny,
a z lewej z odcieniami szarosci.
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b)

>
>

Rys. 9.2. Topologie dla TF; (a) oraz dla TF), (b)

Na rysunku 9.2 otwor znajduje si¢ niemal w lewym goérnym narozu. Na rysunku
9.2a przedstawiono topologie dla 7F; (krok numer 11 z lewej strony i krok numer 12
z prawej), a na rysunku 9.2b dla 7F, (kroki numer 79 i 80). Por6wnajmy teraz rys. 9.2
z rys. 4.7, ktory przedstawia topologie dla obu funkcji progowych konstrukcji bez
otwordéw. Zauwazmy, ze topologie na rys. 9.2 zostaly otrzymane w nieco mniejszej
liczbie krokow niz topologie znajdujace si¢ na rys. 4.7. Topologie na obu rysunkach
dla TF, réznia si¢ oczywiscie w strefie otworu oraz tylko nieznacznie w strefie przy-

lozenia sity. Z kolei topologie dla TF, r6znia si¢ do$¢ znacznie. Na rysunku 9.2b na-

stapita znaczna koncentracja masy ciala w sasiedztwie miejsca przytozenia sity, przez
co nastgpito wzmocnienie ,,gérnego ramienia” konstrukcji. Poza tym nalezy zauwa-
zy¢, ze topologie r6znia si¢ nieco migdzy soba dla réznych funkcji progowych, co jest
zrozumiale i co przedyskutowano w rozdziale piatym. Zauwazmy, Ze algorytm opty-
malizacji spowodowatl w kazdym przypadku otoczenie otworu przez material kon-
strukcji. Ksztalt otaczania ro6zni si¢ nieco w zaleznosci od zastosowanej funkcji pro-
gowej.

Na kolejnym rysunku otwor przesunigty zostat o jeden rzad elementéw w dot, czy-
li z czterech pionowych elementéw mocujacych (rys. 4.7a) zostana dwa gorne. Dla tak
postawionego zadania otrzymujemy topologie pokazane na rysunku 9.3. Dla TF
(kroki numer 11 i 12) otwor pozostat na skraju konstrukcji. Jest tylko lekko zauwazal-
ne wzmocnienie ,,dolnego ramienia” konstrukcji. Podobne przemieszczanie masy
obserwuje si¢ przy zastosowaniu 7F, (kroki numer 88 i 89), gdzie nieznacznie zmie-
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nia si¢ ksztalt ramion. Nie nastgpuje takze otaczanie otworu przez materiat. Dopiero
zastosowanie innej funkcji progowej, oznaczonej jako TF; (kroki numer 109 i 110),

powoduje otaczanie otworu przez material.

a)

Rys. 9.3. Topologie dla TF (a), dla TF, (b) i dla TF; (c) dla otworu przesunigtego w dot

Nastgpnie otwor umieszczono tak, ze rozciaga si¢ on od dziesiatego elementu, liczac
od lewej strony w prawo, i od czwartego elementu, liczac od gory w dot. Na rysunku
9.4 pokazano topologie dla tak potozonego otworu w uktadzie jak na rys. 9.3. Dla TF,
(kroki numer 12 i 13) nastapita wyrazna modyfikacja topologii, jesli porownamy ja
z topologia przedstawiona na rys. 9.3. ,,Gorne ramig” rozdzielito si¢ na dwie czegsci
otaczajac otwor, przy czym dla rozkladu biato-czarnego jedna czg$¢ ,,ramienia” ma
tylko jednostronne potaczenie z pozostata czgscia konstrukcji. Wynika to oczywiscie
z faktu, iz funkcja progowa jest zbyt silna i zbyt szybko penalizuje niektore gestosci.
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Masa calkowita jest mniejsza o 4 jednostki w stosunku do wielkosci masy dostepnej
1 moglaby by¢ uzupeliona w wyniku dziatania postprocessingu. Jednak zastosowanie
TF, (kroki numer 90 i 91) znakomicie poprawia sytuacjg. Otrzymujemy, tak jak dla
TF,, podzielenie ,,gérnego ramienia” i tym razem catkowite otoczenie otworu przez
material konstrukcji. Dla poréwnania na rys. 9.4c pokazano topologie otrzymane przy
zastosowaniu 7F; (kroki numer 102 i 103). Topologie sa podobne. Roznice wystgpuja

gldwnie w czesci rozdwojonego preta otaczajacego od dotu otwor.

a)

Rys. 9.4. Topologie dla TF, (a), dla TF, (b) i dla TF; (c) dla otworu przesunigtego w prawo

Na rysunku 9.5 przedstawiono topologie dla duzego otworu (siedem na szes¢ ele-
mentow) umieszczonego w sasiedztwie przylozonej sity. Podobnie jak w poprzednich
przyktadach, materiat otoczyt otwor. Na rysunku 9.5a przedstawiono odpowiednio
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kroki numer 13 i 14 (dla TF}), a na rysunku 9.5b kroki numer 94 i 95 (dla TF,). To-

pologie dla krokéw numer 14 i 95 sa dos¢ podobne, jesli chodzi o ksztalt, natomiast
roéznia si¢ pewnymi szczegétami. Zauwazmy, ze kroki poprzedzajace rozktad biato-
-czarny rdznia si¢ od siebie liczba elementow o gestosci mniejszej od jednosci, przy
czym dla kroku numer 13 wiele elementow ma ggsto§¢ w zakresie od 0,70 do 0,99,
podczas gdy dla kroku numer 94 tylko kilka elementéw ma gestos¢ z zakresu od 0,93
do 0,99.

a)

b)

Rys. 9.5. Topologie dla TF; (a) oraz dla TF; (b)

Konkludujac nalezy stwierdzi¢, ze wprowadzenie otworow do kontinuum mate-
rialnego spowodowato, ze otrzymywane topologie ro6znia si¢ od topologii bez otwo-
row. W zaleznosci od tego, gdzie wprowadzono otwory, algorytm odpowiednio zmie-
nia topologie, dostosowujac si¢ do zmienionych potrzeb. Zazwyczaj w wyniku
dzialania procesu optymalizacji material otacza otwor. Dzieje si¢ tak wtedy, gdy
otwor wprowadzono w miejscu, gdzie dla topologii optymalnej powinien znajdowaé
si¢ material, lub na granicy materiatu. Jesli otwor znajduje si¢ poza tym obszarem, to
topologia si¢ nie zmienia.



10. Optymalizacja topologii dla ciala
0 zmniejszajgcej si¢ masie
oraz zwig¢kszajacym si¢ obcigzeniu

10.1. Wprowadzenie oraz sformulowanie problemu

Rozdzial ten jest po$wigcony wyznaczeniu optymalnej topologii dla konstrukcji
0 zmniejszajacej si¢ masie podczas procesu optymalizacji. Dodatkowo rozwazano
problem zwigkszajacego si¢ obciazenia w trakcie tego procesu. Nalozono przy tym
nieco odmienne niz zwykle ograniczenia na mas¢ konstrukcji, zaktadajac zmniejsza-
nie si¢ dostepnej masy w kolejnych krokach.

Podejmuje si¢ tu temat odpowiedniego rozmieszczenia materiatu w obszarze projek-
towym w sytuacji, gdy masa konstrukcji podczas jej eksploatacji zmniejsza sig, co
w sensie fizycznym oznacza, ze czg$¢ konstrukcji ulega degradacji i traci swoje zdolnosci
do przenoszenia obciazen. Wtedy pozostala czgs¢ materialu musi przenies¢ to obciazenie.
Aby sprosta¢ wymaganiu przeniesienia tego obciazenia, masa konstrukcji powinna by¢
rozmieszczona w inny sposob i zastapi¢ ten material, ktory ulegt degradacji. Tak zmienio-
na konstrukcja powinna przenies¢ istniejace, a nawet czasami zwigkszone obciazenie. To
zwigkszenie obcigzenia moze wynika¢ np. ze zmiany schematu statycznego wystepujace-
go podczas procesu degradacji. Rozumowanie jest przeprowadzone przy zalozeniu, ze
mamy do czynienia z tzw. inteligentnymi konstrukcjami, ktore umieja przesuwaé maseg
w ramach pewnego zalozonego wczesniej obszaru. Nie bedziemy tu rozwazac szczegotow
technicznych dotyczacych sposobu przemieszczania masy w tych konstrukcjach, gdyz nie
jest to tematem pracy. Zaznaczmy jednak, ze algorytm postgpowania jest nastgpujacy:
w przypadku jakiejkolwiek zmiany stanu konstrukcji odpowiednie czujniki zarejestruja
i przekaza informacj¢ o tym fakcie. Nastgpnie zaczynaja funkcjonowac odpowiednie sys-
temy rozpoznawania, interpretacji i wreszcie system decyzyjny zawierajacy m. in. algo-
rytmy optymalizacji, ktore podajg informacjg¢ o niezbednych zmianach w roztozeniu do-
stepnej w danym momencie masy, czyli o niezbg¢dnej zmianie ksztattu konstrukciji.
W ostatnim etapie odpowiednie urzadzenia modyfikuja, w tym przypadku, roztozenie
materialu w konstrukcji. Przypomnijmy jeszcze, ze proces optymalizacji odbywa sig
w $cisle okre§lonym obszarze projektowym, ktorego rozmiar nie ulega zmianie podczas
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procesu. Jest to istotne ze wzgledu na mozliwos¢ uzyskania wlasciwego rozmieszczenia
materiatu uwzgledniajacego zardwno wszystkie poczatkowe warunki brzegowe i sposob
poczatkowego obciazenia, jak i uwzgledniajace wszelkie zmiany wystepujace podczas
procesu optymalizacji. Tak wigc ten sam algorytm stosowany jest w trakcie calego proce-
su. Szczegolnie w rozwazanym przypadku wykorzystuje on swa wilasciwos$¢ eliminacji
osobliwosci z tych obszarow, w ktorych materiat ulegh degradacji.

Podstawowym problemem jest odpowiednie dobranie funkcji zmniejszania si¢ masy,
zwanej dalej funkcja degradacji, i dostosowanie algorytmu optymalizacji do szybkosci
zniszczen na podstawie rzeczywistych postepujacych zniszczen konstrukcji. Pozwala to
na okre$lenie zmieniajacej si¢ w kolejnych krokach dostgpnej masy, ktora w tym przy-
padku jest zdefiniowana jako masa konstrukcji dostgpna dla projektanta na danym eta-
pie zniszczenia. Waznym parametrem algorytmu optymalizacji jest w tym przypadku
funkcja progowa. Wiasciwe jej zdefiniowanie pozwala na otrzymanie optymalnej topo-
logii dla danych parametrow zadania, w tym dla zdefiniowanej odpowiednio na kazdym
etapie procesu dostgpnej masy. Istotne jest rowniez okreslenie momentu przerwania
procesu optymalizacji kiedy dochodzimy do zero-jedynkowego rozktadu. Mozemy wte-
dy wyznaczy¢ sumg masy catkowitej w projektowanym obszarze w danym kroku opty-
malizacji. Nastegpnie nalezy sprawdzié, czy ta masa catkowita jest rowna masie dostep-
nej na danym etapie procesu, czy moze jest od niej mniejsza lub wigksza. Jesli jest
mniejsza oznacza to, ze w konstrukcji sa jeszcze zapasy bezpieczenstwa i jako osta-
teczna dla takiego etapu zniszczenia mozna przyjac otrzymana topologig. Jest ona zdol-
na do przenoszenia nawet wigkszych obciazen jeszcze do momentu zréwnania si¢ wiel-
kos$ci masy dostgpnej i masy catkowitej. Jesli natomiast masa catkowita jest wigksza od
masy dostepnej, to proces optymalizacji nalezy prowadzi¢ dalej. Czgsto w takim przy-
padku dalszy proces prowadzi do topologii niewiele rdzniacej si¢ od topologii omawia-
nej wyzej, lecz suma masy zmniejsza si¢ do wartosci przewidywanej funkcja degradacji,
réwnej co do wartosci, rzeczywistej wielkosci masy podanej przez odpowiednie czujni-
ki. To zmniejszanie si¢ masy catkowitej polega na eliminacji masy z niektorych punk-
tow materialnych, lecz generalnie ksztatt konstrukcji zazwyczaj zmienia si¢ niewiele.

Przygotowany algorytm moze by¢ po odpowiednim przystosowaniu uzywany do
dowolnej konstrukcji. Tu jednak, ze wzgledu na mozliwos¢ poroéwnania rozwiazania
z wykonanymi wczesniej obliczeniami i ze wzgledu na mozliwo$¢ przeprowadzenia
odpowiedniej analizy, zdecydowano si¢ pokaza¢ rozpatrywane zagadnienia na tym
samym co w innych rozdziatach przyktadzie.

W tym rozdziale dostgpna masa jest opisana zalezno$cia

my=a m De, O<a<l,

(10.1)
De = f—de, 0<p<l,

w ktorej o jest wspotczynnikiem redukcji masy, S okresla stopien degradacji konstruk-
cji na poczatku danego procesu optymalizacji, De jest funkcja degradacji, a de jest funk-
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cja okreslajaca degradacje materialu. W tym rozdziale przyjeto, ze ¢ =1.Jesli =1, to
jest to skrajny przypadek, kiedy na poczatku konstrukcja nie jest zniszczona. Oznacza
to, Ze jej masa jest rowna masie tej samej konstrukcji po wybudowaniu.

Problem jest rozwiazywany dla znanego z wczesniejszych rozdziatow sposobu ak-
tualizacji modutu Younga materiatu konstrukcji

3
Erup)) :E(&J' (10.2)

Lo
Jako funkcje progowe przyjeto
TF, =0,1ja,
(10.3)
TF, =0,0125 j .

Wielko$é relaksacyjna przyjeto jako réowna &=10"". Przypomnijmy, Ze proces
optymalizacji rozpoczyna si¢ od masy m, . Nastgpnie algorytm przewiduje homogeni-
zacj¢ masy po catym obszarze projektowym. Ggstos¢ wzgledna materiatu bedzie wte-
dy wynosila p,. Podczas procesu optymalizacji masa konstrukcji bedzie ulegata dal-

szemu zmniejszaniu, co okre$lone jest funkcja degradacji i jest odpowiednio
uwzglednione w algorytmie. Dodatkowo rozpatrzone beda przyklady ze zwigkszajaca
si¢ sita obciazajaca.

10.2. Przyklady

Obliczenia wykonano dla tego samego co w poprzednich rozdziatach przyktadu.
Zatozony podziatl na elementy daje satysfakcjonujace wyniki, jesli chodzi o istote
problemu.

Proponowany algorytm pozwala na rozpatrywanie sytuacji, w ktérych na poczatku
konstrukcja nie jest zniszczona (£ = 1), az do takich, w ktorych wspotczynnik degra-
dacji moze przyjmowa¢ wartosci bliskie zeru. Wtedy jednak moze si¢ zdarzy¢, ze zbyt
malo materialu pozostanie do dyspozycji i proces optymalizacji zakonczy si¢ niepo-
wodzeniem. W obu powyzszych przypadkach algorytm przewiduje dalsza degradacje
materialu w trakcie procesu optymalizacji. Szybkos¢ tej degradacji jest okreslona kaz-
dorazowo odpowiednia zaleznoscia. Do potrzeb przedstawianych przyktadow begda to
zaleznosci Scisle zdeterminowane i przyjete arbitralnie do algorytmu. Wynika to
z koniecznosci pokazania przyktadow. W rzeczywistym obiekcie przewiduje sie, ze
funkcja ta bedzie okreslona przez systemy analityczno-decyzyjne, ktore na podstawie
posiadanych danych dotyczacych charakteru majacych nastapi¢ zmian lub aproksy-
macji juz zachodzacych zmian w konstrukcji okre$la wtasciwa dla danego procesu
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funkcj¢. Bedzie ona wprowadzona automatycznie do algorytmu. Pozwoli to na przej-
scie od stanu poczatkowego konstrukcji, kiedy bedzie ona nieuszkodzona lub uszko-
dzona w $cisle okreslony sposob do przewidywanego stanu konstrukcji w okreslonym
czasie. Szybkos$¢, z jaka otrzymuje si¢ optymalna topologig, zwiazana jest z szybko-
$cia dalszej degradacji. Oznacza to, ze jesli degradacja postepuje dos¢ szybko, to nale-
zy odpowiednio dobra¢ parametry sterujace szybkoscia otrzymania optymalnej topo-
logii (np. funkcje progowa), aby proces nadazyt za degradacja konstrukcji. Trzeba tez
pamigtac, ze koncowa masa po procesie okreslona moze by¢ w przyblizeniu z pewna
doktadnoscia zalezna od tempa procesu oraz od stanu poczatkowego przed degradacja
i przed procesem optymalizacji.

Jako pierwszy pokazano przypadek, kiedy [ =1. Funkcj¢ degradacji przyjeto jako
réwna

De, =1-0,05/, De, =1-0,006. (10.4)

Na rysunku 10.1 przedstawiono topologie dla funkcji degradacji De; i funkcji pro-
gowej TF;, anarys. 10.2 dla De, i TF,. Dla kazdego przypadku pokazano po dwa

rysunki dla kroku z rozktadem zero-jedynkowym i dla kroku bezposrednio go poprze-
dzajacego. Dla rozktadu zero-jedynkowego w obu przypadkach koncowa masa wyno-
si 52,5% masy poczatkowej dla rys. 10.1 1 54,5% dla rys. 10.2. Zaktadana w algoryt-
mie masa wynikajaca ze wzorow na funkcje degradacji wynosi odpowiednio 55,0%
1 55,6%. Jak wida¢, odpowiednio dobrana funkcja progowa (7F, ) pozwala na otrzy-

manie ,,wyrafinowanej” topologii, o masie bardziej zblizonej do masy zakladanej. Dla
krokéw poprzedzajacych rozktad zero-jedynkowy mamy petna zgodnos¢ (rys. 10.1 —
60,0%) wielko$ci masy po procesie optymalizacji z masa wynikajaca z funkcji degra-
dacji i prawie pelna (rys. 10.2 — odpowiednio 56,0% i 56,2%).

Na nastgpnym rysunku przedstawiono przyktad dla wspotczynnika degradacji
rownego £ =0,8. Oznacza to, ze 20% materiatu juz jest zniszczona, a proces nadal

trwa. Na rysunkach 10.3 i kolejnych przedstawiono wyniki w uktadzie takim jak na
rysunkach 10.1 i 10.2 razem, z tym ze uzyto odcieni szarosci (tam, gdzie wzgledna
gestos¢ masy jest mniejsza od jednosci, a wigksza od zera) oraz uzyto koloru czarnego
(tam, gdzie wspomniana gesto$¢ ma warto$¢ rowna 1). Funkcje degradacji przyjeto
odpowiednio dla rys. 10.3a oraz 10.3b jako réwne odpowiednio

De, =0,8—0,025 j, De, =0,8—0,0025 ;. (10.5)

We wszystkich ponizszych przypadkach masa dostgpna, czyli masa konstruke;ji,
jaka pozostaje po kolejnym etapie destrukcji, jest wigksza niz masa catkowita otrzy-
mana po procesie optymalizacji. Dla kroku numer 9 mamy prawie petna zgodno$¢
masy ustalonej w wyniku procesu optymalizacji (57,2%) z wynikajaca z funkcji de-
gradacji (57,5%). Dla kroku numer 10 rdznica pomigdzy wymienionymi wielkosciami
wynosi okoto 10%. Wskazuje to na konieczno$¢ zastosowania w tym przypadku post-
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Rys. 10.1. Topologie dla De; i TF
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Rys. 10.2. Topologie dla De, i TF,
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processingu do kroku numer 9. Widac¢ to zreszta na rysunku: dla kroku numer 10 zbyt
duzo materiatu zostato usunig¢te z konstrukceji w trakcie procesu. Dla TF, sytuacja jest
odmienna: dla kroku numer 71 réznica migdzy masa ustalona w wyniku procesu
optymalizacji a wynikajaca z funkcji degradacji wynosi 0,5%, a dla kroku numer 72
wynosi 2,0%. Roznice te sa zazwyczaj niewielkie i1 sa podobne do réznic dyskutowa-
nych w rozdziale 4.3 dla omawianych tam przyktadow numerycznych (gdzie czasami
w koncowym etapie procesu masa dla kroku j bywa mniejsza niz dost¢gpna masa).

>,

krok 9 krok 10

>

krok 71 krok 72

Rys. 10.3. Topologie dla De; i TF, (a) i dla Dey i TF; (b)

Na rysunku 10.4 przedstawiono wyniki dla przypadku, gdy potowa materiatu ule-
gla juz degradacji. Zastosowano nastgpujace funkcje degradacji
De,=0,5-221 De, =05~ 292/
14 14
Masa zmniejsza si¢ tu od 50% do okoto 35%. W tym przypadku obserwuje sig¢ wiek-
sza zgodnos¢ masy w konstrukcji po procesie z masa wyznaczona z funkcji degradacji

(10.6)
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a)
krok 10 krok 11
b)

krok 100 krok 101

Rys. 10.4. Topologie dla Des i TF) (a) i dla Deg i TF, (b)

(rys. 10.4a — odpowiednio dla lewego i prawego rysunku roznice masy wynosza
0,15% 1 0,78%, a dla rys. 10.4b — 0,1% 1 0,5%). Jest niezmiernie wazne, aby dobrze
dobra¢ funkcje degradacji, ktora powinna wilasciwie opisywaé rzeczywisty proces
zmniejszania si¢ masy. Okazuje si¢ przy tym, ze zbyt szybki ubytek masy uniemozli-
wia wytworzenie optymalnej konstrukcji, co w sensie numerycznym oznacza brak
zbieznosci zadania.

Na rysunkach 10.5 i 10.6 przedstawiono wyniki dla funkcji degradacji

0,4 0,04 j

De,=05-—-2, De, =0,5—
14

- (10.7)

powstalych z (10.6) poprzez zmiang odpowiednio wspdtczynnika z 0,2 na 0,4 i z 0,02
na 0,04. Na rysunkach 10.5 i 10.6 pokazano po dwie ostatnie topologie przed krokiem,
gdy algorytm przestaje by¢ zbiezny. Jak wida¢, wyraznie brakuje masy, cho¢ wartos§¢
sumy masy jest zgodna z wielko$cia uzyskana z funkcji degradacji. Nie wystarcza to
jednak na ,,zbudowanie” zadanej konstrukcji. Wartosci gestosci wzglednych, poza
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Rys. 10.5. Topologie dla De; i TF;



10. Optymalizacja topologii dla ciata o zmniejszajqcej sie masie ...

173

1.00 1.00 1.00 095 0.72
091 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.81
064 0.74 070 0.77 090 1.00 1.00 0.90
066 061 062 0.76 0.9
061
0.62
0.62

062
062
061
066 061 062 0.76 0.9
064 0.74 070 0.77 090 1.00 1.00 0.90
091 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.81

1.00 1.00 1.00 0.95 0.72

0.69
1.00
0.64

0.62

0.62

0.64
1.00

0.69

1.00 0.76

086 1.00

062 063

062 063

086 1.00

1.00 0.76

1.00 0.82
0383 1.00 1.00 0.79
091 1.00 097
0.66 1.00 1.00
065 0.99 1.00 0.65|
0.84 1.00
0.84 1.00]
065 0.99 1.00 0.65|
0.66 1.00 1.00
091 1.00 097
083 1.00 1.00 0.79

1.00 0.82

krok 92

1.00 1.00 1.00 095 0.72
091 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.82
064 0.74 0.70 0.77 089 1.00 1.00 0.90

067 062 062 0.76 0.9

062
062

0.62
0.62

067 062 062 0.76 0.9
064 0.74 0.70 0.77 089 1.00 1.00 0.90
091 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.82

1.00 1.00 1.00 0.95 0.72

068
1.00

064

0.62

0.62

064
1.00

068

1.00 0.76
0.86 1.00

062 063

062 063

0.86 1.00

1.00 0.76

1.00 0.82
0.84 1.00 1.00 0.79
092 1.00 097
0.66 1.00 1.00
0.65 1.00 1.00 0.69]
0.84 1.00]
0.84 1.00]
065 1.00 1.00 0.69]
0.66 1.00 1.00
092 1.00 097
0.84 1.00 1.00 0.79

1.00 0.82

krok 93

Rys. 10.6. Topologie dla Deg i TF,
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nielicznymi wyjatkami, praktycznie nie przekraczaja zbyt duzo wartosci 0,2 (rys.
10.5). Przy zastosowaniu 7F, (rys. 10.6) warto$ci gestosci wzglednych sa relatywnie

dos¢ duze, jednak zbyt szybka degradacja powoduje rozbiezno$¢ zadania w nastgp-
nych krokach. Nalezy dodaé, ze w tym przypadku (rys. 10.6) rozbiezno$¢ nastgpuje
juz dla wartosci funkcji degradacji rownej okoto 0,2, podczas gdy dla rys. 10.5 war-
to$¢ ta jest znacznie mniejsza i wynosi 0,01429 dla kroku numer 17, dla ktérego suma
masy wynosi 5,71 (jest zgodna idealnie z warto$cia wynikajaca z funkcji degradacji).
Degradacja doszta juz do takiego stanu, ze masy jest zbyt mato, aby mozna byto
otrzymac¢ rozktad zero-jedynkowy. Dla rysunku 10.6 suma masy wynosi 93,65 i jest
prawie zgodna z warto$cia wynikajaca z funkcji degradacji (93,71). Rowniez i w tym
przypadku, cho¢ masa wynikajaca z funkcji degradacji jest wigksza niz masa catkowi-
ta wynikajaca z procesu optymalizacji, tej masy jest zbyt mato, aby uzyska¢ optymal-
na topologig o rozktadzie zero-jedynkowym.

Uzyskane wyniki wskazuja na to, ze w pewnych przypadkach niemozliwe moze
by¢ uzyskanie optymalnej topologii dla zbyt szybkiego procesu degradacji. Oznacza
to, ze po otrzymaniu przez system decyzyjny odpowiednich informacji o aktualnym
lub spodziewanym tempie degradacji bedzie on poszukiwal wiasciwych funkcji de-
gradacji, i jesli proces degradacji jest zbyt szybki, to system decyzyjny moze podac
informacj¢ o niemozno$ci dalszej eksploatacji konstrukcji. Bedzie to oznacza¢ ko-
niecznos¢ podjgcia decyzji o wylaczeniu z eksploatacji wlasnie tych elementéw kon-
strukcji, ktore nie moga juz spetnia¢ swoich zadan.

W dalszej czesci prowadzone rozwazania beda uzupetnione o algorytm uwzgled-
niajacy oprocz zmniejszajacej si¢ masy takze zwigkszajace si¢ obciazenie konstrukcji.
W pokazanym ponizej przyktadzie wykorzystano funkcje degradacji wyrazone wzo-
rem (10.6). Zwigkszanie sig sily zrealizowano poprzez przyjgcie nastepujacych funkcji
zwigkszajacych obciazenie w kolejnych krokach procesu:

B=Pj, P,=01Pj, (10.8)

gdzie P, zastosowano dla 7F;,a P, dla TF,. Do$¢ staba zbieznos¢ wykazano na rys.

10.7a, gdzie dla kroku numer 10 nalezatoby uzy¢ postprocessingu. Na poczatku pro-
cesu optymalizacji masa wynosita 50,0% (Des). Proces optymalizacji rozkladu
zmniejszajacej si¢ masy doprowadzit do zmniejszenia si¢ catkowitej masy do 35,7%
(krok 10) i 32,5% (krok 11). Dla kroku numer 11 masa wynikajaca z funkcji degrada-
cji wynosi 34,29%. Tak wigc, pomimo ze mamy do dyspozycji 1,4% masy wigcej,
proces optymalizacji nie potrafit tej masy wykorzysta¢. GdybysSmy w procesie post-
processingu uzupethili mas¢ wlasnie o nieco ponad 1,4%, to zapewniliby§my potacze-
nie pomiedzy pewnymi elementami konstrukcji, ktérego brak jest widoczny na rys.
10.7a (krok 11). W dalszych rozwazaniach postuzono si¢ 7F, i wyniki przedstawiono

na rys. 10.7b, gdzie z kolei masa wynikajaca z procesu degradacji wynosi (dla kroku
numer 76) 39,14%. Masa catkowita po procesie optymalizacji wynosi okoto 38,4%.



10. Optymalizacja topologii dla ciata o zmniejszajqcej sie masie ... 175

Tak wigc, zardwno warunek zgodno$ci masy jest prawie spetniony, jak i topologia
spetnia warunek ciaglosci konstrukcji. Tym razem odpowiednia funkcja progowa
i funkcja degradacji zapewniaja otrzymanie optymalnej topologii. Rysunki 10.4 i 10.7
sporzadzono dla takich samych funkcji progowych i funkcji degradacji. Réznica pole-
ga na tym, ze dla topologii z rys. 10.7 sila ulegata zwigkszaniu w trakcie procesu
optymalizacji. Mozna zauwazy¢ istotne roéznice w roztozeniu materiatu dla krokow
numer 10 i numer 11 na obu rysunkach. Na rysunku 10.7a topologia jest bardziej ,,wy-
rafinowana” w poréwnaniu do rys. 10.4a. Jesli porownamy rysunki 10.4b i 10.7b, to
zauwazymy, ze optymalna topologi¢ dla rys. 10.7b otrzymujemy w mniejszej liczbie
krokow, i cho¢ topologie sa podobne, topologia z rys. 10.7b ma nieco ponad 3% mate-

riatu wigce;j.
a)
L
E - ;
|

krok 10 krok 11

>

krok 75 krok 76

Rys. 10.7. Topologie dla przyktadu z rys. 10.4 dla rosnacej sity P

Na rysunku 10.8 przedstawiono dla poréwnania topologie dla takiego samego
przypadku jak na rys. 10.5, ale ze zwigkszajaca si¢ sila. Stwierdzono, ze rowniez
1 w tym przypadku topologie dla zwigkszajacej si¢ sity sa bardziej ,,wyrafinowane”.
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Mozna twierdzi¢, ze jest to odpowiedz konstrukcji na coraz wigksza site. Ponadto
mamy tutaj petlna zgodno$§¢ wielkosci masy (5,7). Zauwazmy, ze algorytm dysponuje
na koncu procesu bardzo mala masa (ggstos¢ wigkszosci elementow nie przekracza
0,25), jednak jej roztozenie jest jak najbardziej prawidtowe. Fizycznie oznacza to, ze
material znajduje si¢ w miejscach, gdzie powinien by¢, ma on jednak znacznie stabsze
charakterystyki, co implikuje jego mala wytrzymato$¢. Gdyby uzupetli¢ materiat
konstrukcji 1 pozostawi¢ jego roztozenie jak na rys. 10.8, otrzymaliby$my optymalna
topologi¢ rozwazanej konstrukcji podobna do takiej, jaka znamy choéby z rys. 10.4b.
Podsumowujac nalezy stwierdzi¢, ze zbudowany algorytm pozwala na otrzymanie
optymalnej topologii dla konstrukcji o zmniejszajacej si¢ w trakcie procesu optymaliza-
cji masie. Ponadto rozpatrzono przypadek réwnoczesnego zmniejszania si¢ masy
i zwigkszania si¢ obciazenia konstrukcji. Stwierdzono, ze podstawowe znaczenie ma tu
szybkos¢ procesu degradacji konstrukcji. Okazato sig, ze w pewnych przypadkach zbyt
szybko postepujacej degradacji problem staje si¢ rozbiezny. Potwierdzono, ze duzy
wplyw na ksztalt i szybko$¢ otrzymanej optymalnej topologii ma odpowiednio dobrana
funkcja progowa. Przedstawiony algorytm moze mie¢ zastosowanie do tzw. inteligent-
nych konstrukcji, w ktorych istnieje mozliwo$¢ dostosowywania jej ksztattu do aktual-
nych wymagan zwigzanych zaréwno z ksztattem konstrukc;ji, jak i z jej obcigzeniem.



11. Optymalizacja topologii
przekroju poprzecznego
wewnetrznie uzebrowanej tarczy

11.1. Wprowadzenie oraz sformulowanie problemu

Problem rozwazany bedzie dla przekroju poprzecznego dzwigara powierzchnio-
wego przyktadowo pokazanego na rys. 11.1. Przedmiotem analizy przeprowadzonej
w tym rozdziale bedzie przekrdj poprzeczny, dla ktérego sprawdzone bedzie, czy na
etapie projektowania w sposob optymalny zostata zatozona liczba Zeber oraz czy ze-
bra te zostaly rozmieszczone optymalnie, a takze analizowany bedzie ksztalt tych
zeber. Rozwazany dzwigar powierzchniowy wewngtrznie uzebrowany sklada sig
z dwoch cienkich zewngtrznych oktadzin potaczonych zebrami (rys. 11.1). Projekto-
wanie przekroju poprzecznego takiego dzwigara wymaga okre$lenia ksztattu oraz
przede wszystkim sposobu rozmieszczenia zeber. Podany algorytm zostat opracowany
dla dzwigara uzebrowanego w jednym kierunku, w ogélnym za$ przypadku dzwigar
moze mie¢ zebra ortogonalne. Wtedy algorytm moze by¢ stosowany w kazdym kie-

1]

h H

L

Rys. 11.1. Wewngtrznie uzebrowany dzwigar powierzchniowy
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runku oddzielnie. Nalezy zaznaczy¢, ze zwykle roztozenie zeber wynika z warunkow
wytrzymato$ciowych. Zadaniem naszym jest tylko potwierdzi¢ lub zaprzeczyé¢, ze
rozlozone sa one w sposob optymalny. Majac zalozone rozmieszczenie i zadana do-
stgpng masg sprawdzamy, czy dostgpna masa nie jest mniejsza niz masa otrzymana
dla optymalnego roztozenia materiatu. Jezeli warunek jest spetniony, to uznajemy, ze
proces optymalizacji zostal zakonczony. Jesli jednak réznica migdzy dost¢png masa
a masa z jaka mamy do czynienia na koncu procesu jest znaczaca, to nalezy zmienié¢
warunki brzegowe zadania. Zwykle odpowiednio dobrane parametry procesu, a przede
wszystkim odpowiednia funkcja progowa, zapewniaja, ze na koncu procesu, zgodnie
z zalozeniem, wspomniana ro6znica zanika.

Czasami jednak okazuje sig, ze otrzymujemy ,,niekompletng topologi¢”, co zna-
czy, ze dostgpna masa jest zbyt mata dla zaproponowanego rozkladu zeber, czyli
ograniczenia natozone na mas¢ zwiazane ze wspotczynnikiem redukcji masy « sa zbyt
silne. Wtedy trzeba albo dla danej niezmienionej dostepnej masy zwigkszy¢ propono-
wany rozstaw zeber, albo, jesli ze wzgledu na zbyt mala nosnos¢ konstrukcji przy
zwigkszeniu rozstawu zeber jest to niemozliwe, to nalezy zwigkszy¢ odpowiednio
dostepna masg. Wtedy rozpoczynamy ponownie proces optymalizacji. Tak samo jak
w poprzednich rozdziatach, dazymy do biato-czarnego rozktadu gestosci w obszarze
projektowym, a wyniki beda przedstawiane zardbwno w formie liczbowej, jak i w kolo-
rach biatym, czarnym oraz czasami w odcieniach szarosci.

Przyjeto nastepujacy sposob aktualizacji modutu Younga materialu konstrukeji,
ktory w tym przypadku pozwalat relatywnie szybko uzyskac zbiezno$¢ zadania:

3 Y
E(p)=EY (p—J . (1L.1)
p=I

Po

Jako podstawowa funkcje progowa zastosowano
TF, =0l o, (11.2)

co nie wyklucza stosowania w dalszej czg$ci rozdzialu innych, efektywniejszych dla
danego przypadku funkcji progowych. W proponowanym algorytmie w pewnych ma-
lych obszarach (w pewnej liczbie elementéw) zaklada si¢ istnienie materiatu
0 gestosci rownej jednosci. Zazwyczaj jest to kilka elementow stanowiacych rdzen,
wokot ktorego w trakcie procesu gromadzi si¢ material tworzac zebro. Wobec tego
dostgpna masa dla obszaru 2 (przy zatozeniu jednostkowej grubosci i jednostkowych
wymiardéw elementu skonczonego) jest w tym przypadku okreslona wzorem

my = ap(TE — AE)+ AE, (11.3)

w ktorym TE jest catkowita liczba elementow skonczonych w obszarze projektowym,
a AFE liczba elementdéw, w ktorych zatozono wstgpnie gestos¢ rowna jeden. Pozostate
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ograniczenia narzucone na mas¢ konstrukcji okreslone w rozdziale trzecim sa wazne
rowniez dla niniejszego postgpowania.

11.2. Przyklady

Na rysunku 11.2 przedstawiono siatke¢ podziatu metody elementéw skonczonych
dla przekroju poprzecznego dzwigara. W wyniku dzialania procesu optymalizacji
w tym przekroju poprzecznym wyksztatca si¢ zebra. Analizowano przekrdj o siatce
20 x 20, a nastepnie 20 x 40 elementow. Zatozono obciazenie rownomiernie roztozo-
ne na goérnej powierzchni. Skupiono si¢ na analizie rozkladu zeber i ich ksztattu,
1 w zwiazku z tym dolng powierzchni¢ (oktadzing) utwierdzono. Przedmiotem rozwa-
zan jest dystrybucja materialu wewnatrz obszaru projektowego. Wspotczynnik reduk-
cji masy « przyjeto jako rowny 0,3 i tylko na rysunku 11.5 przyjeto ¢ =0,5, a na
rysunkach 11.15111.16 ¢ =0,15 oraz ¢ =0,2.

WAMAAL LA

Rys. 11.2. Siatka podziatu MES

Zacznijmy od podziatu 20 x 20. Na rysunku 11.3a przedstawiono topologi¢ poczat-
kowa. Jak wspomniano, algorytm rozktada materiat wykorzystujac zatozone polozenie
zeber. W rozwazanych zadaniach zakladamy zawsze pewna poczatkowa topologig.
Sktadaja si¢ na nig zalozone zewngtrzne okladziny, a takze tzw. rdzenie kilku zeber,
w tym rdzenie zalozone na lewym i prawym koncu obszaru projektowego oraz w tym
przypadku dwa rdzenie Zeber roztozone w sposob niesymetryczny wewnatrz obszaru.
Oktadziny maja grubos¢ jednego rzedu elementow skonczonych, a wigec odleglosc
pomiedzy zewngtrznymi oktadzinami to osiemnascie elementéw, natomiast rdzen
sktada si¢ tylko z czterech elementow. Okazuje sig, ze taki rdzen wystarcza do po-
wstania zeber, jesli spelniony jest warunek wystarczajacej ilosci dostgpnej masy. Poza
wymienionymi elementami skonczonymi, w ktérych zalozono gestos¢ réwna jeden,
w pozostatych gestos¢ po homogenizacji wynosi 0,3 (rys. 11.3a), co zaznaczono kolo-
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Rys. 11.3. Zatozona topologia wstgpna (a) i topologia dla kroku 10 (b)

rem bialym. Trzeba dodaé, ze w tym rozdziale wszystkie topologie poczatkowe bgda
rysowane w ten sposob, ze kolor bialy dla topologii poczatkowej oznacza gestos§¢
rowna wspolczynnikowi redukcji masy. Topologi¢ poprzedzajaca topologi¢ zero-
-jedynkowa, otrzymana z topologii poczatkowej w wyniku dziatania procesu optyma-
lizacji, pokazano na rysunku 11.3b. Wida¢ wyraznie, ze rdzenie Zeber pozwolity na
utworzenie zeber, aczkolwiek tylko rdzenie maja ggsto$¢ rowna jednosci, natomiast
pozostate elementy nalezace do Zzeber maja gestos¢ migdzy 0,5 a 0,7. Potozenie zeber
pokazuje, ze rzeczywiscie materiat rozklada si¢ tam, gdzie wstawione byty rdzenie.
Na rysunku 11.4a pokazano nastgpny w procesie optymalizacji krok w stosunku do
kroku z rysunku 11.3b. Otrzymalismy wszakze rozklad zero-jedynkowy, ale czg$¢
zeber nie ma potaczen z warstwami zewngtrznymi. Tylko prawe zebro jest zbudowane
w sposob prawidtowy, natomiast lewe nie jest pelne, a w Srodkowych braki materiatu
sa jeszcze wigksze. Wniosek plynacy z faktu otrzymania takiej topologii jest nastepu-
jacy: zatozona funkcja progowa TF, zbyt szybko penalizuje ggstosci mniejsze od je-
dynki (dla niezerowych wartosci ggstosci od rozktadu 0,5 do 1,0 przechodzimy w jed-
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Rys. 11.4. Topologia dla TF;, krok 11 (a) oraz dla TF;

krok 200 (b) i krok 217 (c)
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nym kroku do takiego rozktadu, w ktorym wystepuje tylko gestos¢ rowna jednosci).
Analizujac rysunek 11.4a nalezy pamictaé, ze dostepna masa wynikajaca z poczatkowe;,
zatozonej topologii wynosi 159,2, a masa dla topologii przedstawionej na rysunku 11.4a
wynosi 148,0. Oznacza to, ze proces optymalizacji usunat pewng ilo$¢ materiatu z kon-
strukcji. Postanowiono wigc zmieni¢ funkcjg progowa. Analiza funkcji rézniacych sig
wspotczynnikiem liczbowym doprowadzita do wniosku, Ze najlepsze rezultaty otrzymu-
je si¢ zamieniajac w rownaniu (11.2) wspotczynnik 0,1 na 0,005. Wtedy

TF, | =0,005 a. (11.4)

Wyniki dla kroku numer 200 przedstawiono na rysunku 11.4b, a dla kroku numer
217 na rysunku 11.4c. Krok numer 200 jest ostatnim, dla ktéorego mamy peine pota-
czenia zeber z warstwami zewngtrznymi, cho¢ jak wida¢ do§¢ duzo elementow ma
gesto$¢ duzo mniejsza od jednosci. Topologia ta jest niemal identyczna z topologia dla
kroku numer 10 i 7F; (rys. 11.3b). W kolejnych krokach (od kroku 200 w gore) coraz
bardziej zblizamy si¢ do rozktadu zero-jedynkowego przedstawionego na rysunku
11.4c. Funkcja progowa nie spowodowala istotnej poprawy otrzymywanej topologii.
Tak wigc i tym razem, aby otrzyma¢ optymalna topologi¢ nalezatoby wykorzystac
postprocessing, cho¢ bedzie to z pewnoScia tatwiejsze w sytuacji, gdy dysponujemy
topologiami z rysunkow 11.4b i 11.4c i mozemy analizowa¢ wszystkie kroki migdzy
krokiem numer 200 i 217. Zauwazmy, ze dla TF, | zero-jedynkowy rozktad otrzymu-
jemy dopiero w 217 krokach, a wykorzystujac 7F;, w 11 krokach. Zawsze nalezy
przeanalizowaé, czy wielokrotnie zwigkszony czas obliczen przy stosowaniu zmienio-
nych funkcji progowych daje optacalne zwigkszenie ilosci informacji niezbgdnych do
otrzymania optymalnej topologii. Roznice migdzy topologiami z rysunkow 11.4a
i 11.4c sa nieduze, a czas obliczen jest prawie dwudziestokrotnie wigkszy. Ponadto, co
jest w tym przypadku bardzo wazne, wyraznie widaé, ze uzupehienie brakujacych
elementéw w celu polaczenia zeber z warstwami zewnetrznymi powoduje przekro-
czenie dostepnej masy, czyli dla proponowanej liczby zeber mamy zbyt mato materia-
hu (dostgpna masa jest zbyt mata). Jesli wigc zalozona liczba zeber jest konieczna ze
wzgledow wytrzymalosciowych, to nalezy doda¢ materiatu (zwigkszy¢ dostgpna ma-
s¢) i ponownie przeprowadzi¢ proces optymalizacji.

Wynik takiego dziatania przedstawiono na rysunku 11.5, gdzie zamieszczono to-
pologie wyznaczone dla TF; odpowiednio w dziewigciu i dziesigciu krokach. Wspot-
czynnik redukcji masy « zwigkszono z 0,3 do 0,5. Dla kroku numer 9 suma masy
wynosi 228, czyli jest rowna dostgpnej masie, natomiast dla kroku numer 10, dla kto-
rego mamy rozklad zero-jedynkowy, suma masy wynosi 225. Brakuje tu tylko pota-
czenia jednego zebra wewngtrznego z warstwami zewngtrznymi. W tym przypadku
postprocessing uzupetni mas¢ do 228, zapewniajac brakujace polaczenia. Dodatkowo
moze on usuna¢ materiat z tych elementow, w ktorych wydaje si¢ on zbgedny. Warto
zauwazy¢, ze topologie, ktéra mozna uznaé¢ za optymalna dla danych parametrow
wyjsciowych uzyskano tylko w dziesigciu krokach optymalizacji.
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Rys. 11.5. Topologie dla &= 0,5, krok 9 (a) 1 krok 10 (b)

Poniewaz z analizy rysunku 11.4 wynikalo, ze dla dostgpnej masy nie mozna
zaprojektowa¢ konstrukcji z czterema zebrami, wigc postanowiono ograniczy¢ licz-
be zeber do trzech, ale rdzenie zeber powigkszono do szesciu elementéw w kazdym
zebrze. Wyniki przedstawiono na rysunku 11.6, gdzie — idac od gory — mamy topo-
logi¢ dla kroku numer 10, dla ktéorego suma masy jest rowna dostgpnej masie
(160,6), lecz w niektorych elementach gestos¢ jest mniejsza od jedynki. Ponizej, dla
kroku numer 11 mamy tylko zero-jedynkowy rozktad, ale z masa o dziewig¢ jedno-
stek mniejsza. Wobec tego postuzono si¢ funkcja 7F, ; i w 215 krokach otrzymano
topologie pokazana na dolnym rysunku. Tym razem masa wynosita 160, co odpo-
wiadato dostepnej masie z uwzglgdnieniem koniecznych zaokraglen. Okazato sig,
ze dla danej dostgpnej masy, zaktadajac trzy zebra i odpowiednio dobierajac funkcje
progowa, mozna otrzymac optymalng topologi¢ zupeklie bez udziatu postproces-
singu.
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Rys. 11.6. Topologie dla zatozonych trzech zeber dla kroku 10 (a),

kroku 11 (b) i dla TF, j, krok 215 (c)
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a) A
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b)

c)

Rys. 11.7. Topologia poczatkowa (a), topologia dla kroku 11 (b) i kroku 12 (c)

Przeanalizujmy teraz przyktady dla podziatu 20x40. Przedstawione zostana one
przede wszystkim w notacji czarno-bialej. Zatozono pi¢¢ zeber (rys. 11.7a). Suma
dostepnej masy wynosi 324. Dla kroku numer 11 otrzymano topologi¢ przedstawiona
na rysunku 11.7b. Dwa odcienie szarosci odpowiadaja gestosciom z zakresu od 0,8 do
0,9 oraz od 0,9 do 1,0. Suma masy wynosi tutaj 323,87. Nastepny krok daje topologig,
w ktorej nie ma potaczen zeber z dolna warstwa zewngtrzna (rys. 11.7c), a suma masy
wynosi 296. Do dostepnej masy brakuje 28 jednostek. Z analizy rysunku 11.7¢ wyni-
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ka, ze w ramach postprocessingu wystarczy doda¢ 8 jednostek, aby zapewnié¢ potacze-
nie zeber z warstwa dolna. Zdecydowano si¢ jednak na zmiang¢ funkcji progowe;j. Naj-
lepszy wynik otrzymano dla

TF, =0,0125j . (11.5)

b)

Rys. 11.8. Topologie dla kroku 90 (a) i dla kroku 91 (b)

Dla kroku numer 90 otrzymano topologi¢ pokazana na rysunku 11.8a. Suma masy
wynosi 324 1 jest rowna dostepnej masie. W dwudziestu elementach gesto$¢ jest
mniejsza od jednosci (w zakresie od 0,9 do 1,0). Po uzupetnieniu do jedynki mamy
przekroczona dostgpna masg o dwie jednostki. Oznacza to, ze dwa elementy powinny
by¢ pozbawione masy. Nastgpny rysunek wykonano dla kroku numer 91. Suma masy
wynosi 320 i wida¢ brak polaczenia zebra srodkowego z dolna warstwa zewngtrzna.
Nalezy wiec uzupehié t¢ brakujaca mase do wielkosci dostepnej masy. Korzystamy
przy tym z rysunku 11.8a. Widoczna jest pelna symetria przekroju poprzecznego.
Omawiany przyktad pokazuje (co czgsto potwierdzane jest w literaturze), jak wielkie
znaczenie w optymalizacji topologii ma do$wiadczenie projektanta w dobieraniu pa-
rametrow optymalizacji. Jak podkresla wielu badaczy, pewne intuicje wynikaja z do-
swiadczenia opierajacego si¢ czgsto na metodzie prob i bledéw. W analizowanym
przyktadzie zmieniano jedynie funkcje progowa, cho¢ — jak to pokazano w poprzed-
nich rozdziatach — pewne znaczenie ma sposob uaktualniania modutu Younga, a takze
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duze znaczenie ma odpowiednio dobrana funkcja relaksacyjna. Nalezy pamigtaé, ze
pewien wplyw na rozwiazanie ma tez wielko$¢ dostepnej masy i liczba zeber. Kazdy
przypadek nalezy wigc analizowac niezaleznie.

Tabela 11.1
TF, TF,
krok ugigcie- 107 krok ugiqcielO’6

8 8,81 87 3,35

9 7,71 88 3,31
10 5,37 89 3,25
11 3,97 90 3,02
12 3,26 91 3,23
13 2380 92 153

Zatrzymajmy si¢ jeszcze na chwilg przy topologiach pokazanych na rysunkach
11.7 i 11.8. Okazuje sig, ze topologia z rysunku 11.7c spelnia warunek minimum po-
datnosci (minimum energii). Mozna to stwierdzi¢ analizujac ugigcia, ktore wlasnie dla
dwunastego kroku sa najmniejsze (tabela 11.1). W tabeli 11.1 przedstawiono ugigcia
punktu 4 zaznaczonego na rysunku 11.7a (lezacego w srodku dtugosci przekroju po-
przecznego) dla krokéw od numeru 8 do numeru 13 dla 7F; i dla krokéw od numeru
87 do numeru 92 dla TF,. Cho¢ energia odksztatcenia jest dla 7F; dla kroku numer 12
najmniejsza, trudno uznaé topologig dla kroku numer 12 za optymalng (brak polaczen
zeber z warstwa dolna). Dlatego tez poszukiwano takiej funkcji progowej, ktora by
pozwolita na otrzymanie topologii, w ktorej nie wystepuja braki w potaczeniach. Uzy-
skano to dla topologii z rysunku 11.8b i kroku numer 91, dla ktorej to topologii prze-
mieszczenie punktu 4 jest nieco mniejsze niz dla topologii z rysunku 11.7c i kroku
numer 12.

Tabela 11.2
TF, TF,
krok | ugiecie-107° krok ugiccie- 107
7 10,6 83 4,66
8 10,3 84 4,55
9 9,96 85 4,65
10 7,52 86 4,48
11 6,00 87 4,72
12 188 88 4,56
13 2120 89 156
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a)

b)

c)

Rys. 11.9. Topologia poczatkowa (a), topologia dla kroku 10 (b) i dla kroku 11 (c)

Kolejny rysunek (rys. 11.9) wykonano dla ciefiszego niz na rysunku 11.7a rdzenia
zeber wewnetrznych, ktore tym razem na szerokosci sktadaja si¢ tylko z jednego ele-
mentu. Ostatnia topologia przedstawiona z udziatem odcieni szarosci jest topologia
dla kroku numer 10 (rys. 11.9b), ktora spelnia warunek réwnosci masy dla rozpatry-
wanego kroku numer 10 z masa dostgpna, wynoszaca 313,5. Topologia ta zawiera
gestosci z zakresu 0,7 do 1,0, a wige pojawity sig tu ggstosci mniejsze niz na rysunku
11.7b. W nastgpnym kroku (rys. 11.9¢) mamy juz tylko biato-czarny rozktad, jednak
o topologii nie spetniajacej warunku ciaglosci konstrukcji (zebro $rodkowe nie jest
potaczone z warstwa dolna). Poniewaz poczatkowa topologia (rys. 11.9a) nie jest sy-
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metryczna, wigc topologie przedstawione na rysunkach 11.9b 1 11.9¢ tez sa niesyme-
tryczne. Stosujac tak jak poprzednio 7F,, otrzymano rozktad biato-czarny w 86 kro-
kach (rys. 11.10b). Suma masy wynosi tu 307,0, a wigc jest o ponad sze$¢ jednostek
mniejsza od masy dostgpnej. Dla rozktadu z odcieniami szarosci dla kroku numer 85
(rys. 11.10a) mamy sumg¢ masy réwng 313,0. W tabeli 11.2 przedstawiono ugigcia
punktu 4 dla TF; i TF,. Warunek minimum ugigcia wyraznie wskazuje na topologi¢
uzyskana w kroku numer 86 jako na optymalng z punktu widzenia energetycznego.
Podobnie jak na rysunku 11.5 i tu tez udalo si¢ uzyska¢ optymalna topologi¢ bez
udziatu postprocessingu.

a)

Rys. 11.10. Topologie dla TF,, dla kroku 85 (a) i kroku 86 (b)

Wykorzystywanie wigcej niz jednej funkcji progowej podczas poszukiwania topo-
logii optymalnej ma gleboki sens. Dzigki zastosowaniu 7F; w matej liczbie krokdéw
otrzymujemy topologi¢, ktéra mozna nazwaé ,prawie optymalna”. Ponadto mamy
doktadne rozeznanie w roztozeniu materiatu dla rozkladu z udziatem odcieni szarosci,
co moze by¢ pomocne w sprawdzeniu topologii otrzymanej za pomoca innej funkcji
progowej. Wszystkie posiadane informacje sa zawsze takze pomocne dla postpro-
cessingu, jesli jego uzycie jest konieczne.

Poniewaz topologi¢ poczatkowa z rysunku 11.9a otrzymano usuwajac z topologii
z rysunku 11.7a materiat z zeber srodkowych (lewa czes$¢ kazdego zebra), wigc rozni-
ce migdzy topologiami z rysunkow 11.7¢ 1 11.9¢c wynikaja wlasnie z rdznic topologii



11. Optymalizacja topologii przekroju poprzecznego wewnetrznie uzebrowanej tarczy 191

poczatkowych. Na rysunku 11.9c wida¢ niesymetryczne przesunigcie zeber w prawa
strone.

a)

b)

c)

Rys. 11.11. Topologie dla kroku 9 (a), dla kroku 10 (b) i dla kroku 11 (c)

Na kolejnych rysunkach przedstawiono otrzymane topologie, gdy z topologii po-
czatkowej przedstawionej na rysunku 11.9a usunigto jedno zebro wewngtrzne z pra-
wej strony (rys. 11.11 1 11.12) i dwa zebra z prawej strony (rys. 11.13 1 11.14).

Poniewaz usunig¢to jedno zebro, procedura optymalizacyjna uzywajaca TF,
umieszcza materiat w trakcie procesu w tej strefie, gdzie nie ma zebra (krok numer 9 —
rysunek 11.11a). Jest to oczywiscie w pewnym sensie uzasadnione z punktu widzenia
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konstrukcyjnego. Na tym rysunku wartosci gestosci sa w zakresie od 0,4 do 1,0. Po-
niewaz jednak tego zebra w rzeczywistosci nie ma, materiat jest nast¢pnie przemiesz-
czany w kierunku pozostalych zeber w celu ich odpowiedniego wzmocnienia (krok
numer 10 — rysunek 11.11b). Dodatkowo niewielka ilos¢ materiatu jest pozostawiona
z prawej strony bez jakiegokolwiek potaczenia z konstrukcja. W obu tych krokach
suma masy jest rowna masie dostgpnej, wynoszacej 310. W biato-czarnym rozktadzie
(krok 11, rys. 11.11c) nastepuje obnizenie sumy masy, ktéra wynosi teraz 264
(zmniejszenie o okoto 8,4%). Otrzymana czarno-biata topologia spetnia warunek cia-
glosci potaczen. Ponadto prawe zewngtrzne zebro zbudowane jest z nieco wigkszej
ilosci materiatu niz to samo zebro na rys. 11.9¢ lub 11.10b.

a)

Rys. 11.12. Topologie dla kroku 80 (a) i dla kroku 81 (b)

Kolejny rysunek (rys.11.12) wykonano dla topologii uzyskanych za pomoca 7F).
W kroku numer 80 masa wynosi 309,5. W kroku numer 81 (rozklad bialo-czarny)
otrzymujemy topologie¢ pokazana na rysunku 11.12b, dla ktérej masa jest mniejsza
0 4 jednostki, tzn. tylko o 1,3% od masy dostgpnej, a prawe zewngtrzne zebro jest
zbudowane z jeszcze wigkszej ilosci materiatu niz ma to miejsce narys. 11.11c.

Pozostawiajac tylko jedno zebro wewngtrzne otrzymujemy topologie jak na rysun-
ku 11.13, gdzie dla kroku numer 9 topologia zawiera gestosci od 0,4 do 1,0 (rys.
11.13a). Jest ona podobna do topologii z rysunku 11.11a (budowa dodatkowego zebra
z prawej strony). Tym razem dla rozktadu biato-czarnego (rys. 11.13b) przy prawym
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b)

Rys. 11.13. Topologie dla kroku 9 (a), dla kroku 10 (b) i dla TF5, krok 79 (c)

zewnetrznym zebrze powstaje dodatkowe zebro, jednak algorytm nie zapewnia jego
catkowitego powstania. Dla kroku numer 9 jest rownos¢ catkowitej masy dla tego
kroku z dostepna masa (wynoszaca 306,5), natomiast dla kroku numer 10 catkowita
masa jest 0 4,4% mniejsza niz wynosi dostgpna masa (13,5 jednostek). Ewentualne
uzupelienie masy w procesie postprocessinngu zapewni prawidtowa konstrukcje
nowego zebra. Sprobowano tez zastosowaé TF,, aby otrzymac topologi¢ z dodatko-
wym zebrem utworzonym samoczynnie przez procedure optymalizacyjna. Wynik (79
krok) pokazano na rysunku 11.13c¢. Jest to topologia z gestosciami w zakresie od 0,95
do 1,00. Niestety, pomimo ze nie jest to rozktad biato-czarny, dodatkowe zebro nie
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jest jeszcze wyksztatcone. Nastepny krok to rozktad identyczny jak na rysunku
11.13b, czyli taki sam jak dla TF, o kroku numer 10. Omawiane zebro wystepujace do
kroku numer 78 ma gestosci mieszczace si¢ w zakresie od 0,83 do 1,00. Wydaje sig,
ze brakuje materiatu do utworzenia tego dodatkowego zebra. Wobec tego zwigkszono
wspotczynnik redukcji masy « do 0,4. Wykonano odpowiednie obliczenia i okazato
sig, ze dla TF) otrzymano prawie takie same rezultaty jak na rysunku 11.13b. Nastegp-
nie wykorzystano dla = 0,4 funkcje¢ progowa TF,. Pozwolito to otrzyma¢ dodatkowe
zebro. Wyniki przedstawiono na rysunku 11.14. Dostepna masa wynosi teraz 377. Dla
kroku numer 76 suma masy wynosi 376,84 (rys. 11.14a), a dla kroku numer 77 wyno-
si 359, czyli 4,5% mniej (rys.11.14b). W tym przypadku algorytm zbudowat sam do-
datkowe zebro z prawej strony przekroju, doprowadzajac do jego quasi-symetrii. Jak
wida¢, zebro to ma pewien specyficzny ksztaltt i jest wydluzone w kierunku $rodka
przekroju.
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Rys. 11.14. Topologie dla &= 0,4 1 TF,, dla kroku 78 (a) i dla kroku 79 (b)

Wspomniano wczesniej, ze jesli wspotczynnik redukcji masy « jest zbyt maty, to
otrzymanie optymalnej topologii moze by¢ utrudnione lub wrecz niemozliwe. Przy-
ktad dla biato-czarnego rozkladu z uzyciem TF|, zamieszczono na rysunku 11.15
i z uzyciem 7TF, na rysunku 11.16. Na obu rysunkach zamieszczono rozwiazania dla
jednego i dwoch zeber wewngtrznych, gdy o =0,15 oraz a=0,2. Na rysunkach

11.15a (krok numer 12) oraz 11.15¢ (krok numer 13) & =0,15 oraz dost¢pna masa jest
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a)

b)

d)

HROE

Rys. 11.15. Topologie dla TF; dla jednego zebra wewngtrznego i = 0,15 (a)
oraz dla = 0,2 (b), dla dwoch zeber wewngtrznych i & = 0,15 (¢) oraz dla & = 0,2 (d)

rowna masie calkowitej. Niestety, ograniczenie wynikajace z wielkos$ci wspotczynni-
ka a jest zbyt duze i nie mozna otrzymac optymalnego rozktadu masy. Brakuje mate-
riatu niezbednego do potaczenia warstw zewngtrznych z zebrami. Na rysunku 11.15b
otrzymano optymalna topologi¢ dla & =0,2 (krok numer 11). Catkowita masa wynosi
tu 221 (dostepna masa wynosi 236). Dla dwoch zeber wewnetrznych (krok numer 12)
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a)

b)

¢)

d)

Rys. 11.16. Topologie dla TF, dla jednego zebra wewngtrznego i = 0,15 (a)
oraz dla = 0,2 (b), dla dwoch zeber wewngtrznych i & = 0,15 (¢) oraz dla & = 0,2 (d)

i =0,2 (rys. 11.15d) nie mozna otrzymac topologii o zebrach potaczonych z war-

stwami zewngtrznymi. Stosujac funkcje¢ progowa TF, otrzymujemy w zasadzie bar-
dzo podobne wyniki: dla jednego zebra wewngtrznego i « =0,15 — krok numer 98

(rys. 11.16a) — nie mamy potaczenia zebra z warstwa dolna, cho¢ brakuje do niego
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mniej elementdéw niz na rysunku 11.15a. Juz dla kroku numer 95 nie ma tego pota-
czenia. Masa catkowita dla kroku numer 98 wynosi 197 i jest mniejsza o ponad
4 jednostki od masy dostegpnej. Dla « =0,2 — krok numer 86 — (rys. 11.16b), podob-
nie jak na rysunku 11.15b, mamy pelne potaczenia zeber przy masie catkowitej
rownej 231. Masa ta jest o 5 jednostek mniejsza od masy dostepnej. Dla dwdch
zeber wewngtrznych i « =0,15 — krok numer 104 — (rys. 11.16.c) oraz dla a =0,2
— krok numer 93 (rys. 11.16d) — nadal nie otrzymano peinych potaczen zeber, cho¢
w porownaniu do topologii z rysunkow 11.15.c i 11.15d widaé juz znaczacy postep.
Okazuje sig, ze potaczen zeber nie ma juz dla @ =0,15 w kroku numer 90, kiedy
mamy do czynienia z ggstosciami z zakresu od 0,66 do 1,00 oraz dla « =0,2, gdzie
w kroku numer 91 wystgpuja gestosci z zakresu od 0,86 do 1,00. W obu przypad-
kach suma masy jest mniejsza jedynie o 5 jednostek od dostepnej masy. Jak widac,
nawet gdyby uzupetni¢ mas¢ o te 5 jednostek, niemozliwe jest nadal wykonanie
z nich uzupehien potaczen. Tak wigc, istotnie wspotczynnik redukceji masy jest zbyt
maty i dostgpna masa nie pozwala na powstanie dwoch zeber wewngtrznych. Zmia-
na funkcji progowej pozwolila nieco poprawi¢ otrzymane topologie, ale nie zmienita
ich w sposob zasadniczy.

Tabela 11.3
TF, TF,
krok | ugiecie-10™ |  krok ugiccie- 107
11 1,03 86 9,63
12 1,27 87 9,59
13 5,28 88 11,7

Zajmijmy sig teraz topologiami przedstawionymi na rysunkach 11.15bi 11.16b dla
a = 0,2. Sa to jedyne topologie na tych rysunkach, dla ktorych uzyskano pelne pota-
czenia zeber z warstwami zewngtrznymi. Dost¢gpna masa wynosita w obu przypadkach
236, a suma masy dla topologii z rysunku 11.15b byta rowna 221, a dla topologii
z rysunku 11.16b wynosita 231. Poniewaz w obu przypadkach jest to ta sama kon-
strukcja, wigc nalezatoby odpowiedzie¢ na pytanie, ktoéra z topologii jest optymalna.
W tabeli 11.3 przedstawiono ugigcia punktu 4 dla kolejnych krokéw, poczawszy od
krokow, dla ktorych topologie omawiamy. Okazuje sig, ze minimalng wartos¢ ugigcia
otrzymujemy dla kroku numer 87, dla ktérego masa catkowita wynosi 224 (na rys.
11.16b przedstawiono krok numer 86). Tak wigc masa dla kroku numer 87 jest tylko
nieco wigksza niz dla kroku 11, gdzie wynosi 221. Jednak warto$¢ ugigcia jest wyraz-
nie mniejsza, dzigki czemu energia odksztatcenia bedzie mniejsza, a wigc topologia
dla kroku numer 87 bedzie topologia optymalna dla rozpatrywanego problemu. Przed-
stawiono ja na rysunku 11.17b. Dla poréwnania na rysunku 11.17a pokazano topolo-
gi¢ dla kroku numer 11.
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a)

b)

Rys. 11.17. Topologie dla = 0,2 i TF, dla kroku 11 (a) i TF), dla kroku 87 (b)

Konkludujac nalezy stwierdzi¢, ze otrzymane topologie zaleza od topologii po-
czatkowej, a wigc od tego, jakie sa wymagania konstrukcyjne dla danego przekroju,
a takze od wielkosci wspotczynnika redukceji masy a. Optymalna topologig dla danego
zadania mozna otrzymac¢ na podstawie odpowiednio dobranych parametrow optymali-
zacji, w tym przede wszystkim przedstawionych tu funkcji progowych. Ostateczna
odpowiedz na pytanie, ktora topologia jest najbardziej zblizona do optymalnej mozna
uzyskac¢ analizujac wielkosci energii odksztatcenia.



12. Optymalizacja topologii ciala
o rosnjcej masie i powi¢kszajacym si¢
obszarze zajmowanym przez to cialo

12.1. Wprowadzenie oraz sformulowanie problemu

Rozpatrywany temat dotyczy dwoch roztacznych zagadnien:

1. Rozwaza si¢ caly obszar projektowy. Po dokonaniu homogenizacji masa jest
roOwnomiernie roztozona w calym obszarze. Poszukuje si¢ topologii dla poczatkowo
matej dostgpnej masy, nastgpnie masa ta rosnie, by na koncu osiagna¢ swa docelowa
wartos¢. (np. rozpatrujemy przypadek, gdy wspoétczynnik redukcji masy wynosi od
0,15 do 0,60). Przyktadem moze by¢ konstrukcja pneumatyczna, ktéra jest pompowa-
na w trakcie uzytkowania i zwigkszajace si¢ ci$nienie moze by¢ odpowiednikiem
wzrastajacej masy. Wypehianie powietrzem poszczegolnych elementow jest kontro-
lowane na biezaco. System decyzyjny podejmuje dzialania w celu ich napehienia lub
oproznienia. Przypadek ten moze by¢ przyktadem tzw. inteligentnych konstrukcji.

2. Rozwaza si¢ caly obszar projektowy. Po dokonaniu homogenizacji masa jest row-
nomiernie roztozona tylko w pewnej czesci tego obszaru zwanej podobszarem projek-
towym. Optymalizuje si¢ topologie w tej czgsci obszaru projektowego, w ktorej zgro-
madzona byta masa. Rozwiazuje si¢ takie zadanie dla coraz bardziej zwigkszajacego si¢
obszaru zajmowanego przez masg, przy czym wspotczynnik redukcji masy jest zawsze
ten sam. Ciagle jest to obszar zajmujacy cz¢$¢ obszaru projektowego. W granicy jest on
réowny obszarowi projektowemu. Powstaje w ten sposdb zbior topologii dla kolejnych
rosnacych podobszarow projektowych. Poniewaz celem naszym jest wyznaczenie
optymalnej topologii ciata, ktore zajmuje coraz wigkszy podobszar w ramach obszaru
projektowego, wigc nastgpnym etapem jest poszukiwanie wspolnych elementéw tych
topologii, tak aby koncowa topologia uwzgledniata topologie posrednie.

Drugi z wymienionych problemow jest obszerniejszy, dlatego poswigcimy mu nie-
co wigcej uwagi. Konstrukcja w kolejnych etapach montazu zajmuje coraz wigkszy
obszar oraz, w zwiazku z tym, zwigksza calkowita swa masg. Jako typowy przyktad
rozwazanego zagadnienia mozna poda¢ fazg montazu mostow wykonywanych z kaz-
dego filara jako dwuwspornikowe. Przgsta budowane z sasiednich podpoér w koncowej
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fazie montazu tacza si¢ w wezglowiu. Faza montazu jest z punktu widzenia statyki
zupehiie innym zagadnieniem niz pozniejsza faza eksploatacji. Dlatego tez zwykle
etap montazu wymaga osobnych analiz statycznych. Z punktu widzenia optymalizacji
topologii przgset wydaje sig, ze najlepszym rozwiazaniem byloby, gdyby dobudowy-
wane w kolejnych etapach montazu elementy byty takie, ze zawsze na kazdym etapie
taki uktad bylby optymalny. Temu witasnie ma stuzy¢ przedstawiany algorytm, ktory
ze wzgledu na swoj dyskretny, w pewnym sensie ,,pr¢gtowy”’, charakter najlepiej nada-
je sie do konstrukcji mostéw stalowych. Na rysunku 12.1a przedstawiono w sposob
schematyczny most trojprzgstowy. Z drugiego przgsta rozpoczeto montaz w dwoch
kierunkach, przy czym na poczatku zalozono, ze masa roztozona jest tylko w szarej
czesci przesta. W dalszej czgséci rozpatrywac bedziemy (ze wzgledu na symetrig) ob-
szar projektowy potowy przgsta zaznaczony gruba linia. Strzatki pokazuja réwnocze-
sny kierunek montazu od drugiej podpory na prawo i na lewo. Na rysunku 12.1b po-
kazano zatozone cztery etapy montazu. Dla kazdego z etapow osobno zostana
wyznaczone optymalne topologie. Jezeli elementy montazowe znajdujace si¢ we
wspolnych, kolejnych obszarach beda takie same, to uzyskamy oczekiwany efekt
mozliwosci konstruowania kolejnych optymalnych etapow w procesie montazu. Row-
noczesnie pamigtajmy, ze algorytm dotyczy catego obszaru projektowego, cho¢ ob-
szar po homogenizacji jest w kolejnych etapach wypetniony masa w 25% swej objeto-
$ci, idac od lewej podpory. Nastepnie, w drugim etapie wypetnienie to wynosi 50%,
w trzecim 75% 1 wreszcie w czwartym masg wypelniony jest caly obszar projektowy.
Na kazdym etapie ggsto$¢ materiatu wypelniajacego jest taka sama i rowna si¢ py, .

a)

<« <« |> >

'” L

0250 0,500 0750 1,000

Rys. 12.1. Schemat montazu mostu (a) i cztery fazy montazu (b)

Dziatanie zaproponowanego algorytmu pokazano na przyktadach typowych. Po
odpowiedniej modyfikacji moze on by¢ zastosowany do rozwiazania bardziej skom-
plikowanych problemow.

Ponizej przedstawione wielkosci przyjmuje si¢ takie same jak w poprzednich roz-
dziatach:



12. Optymalizacja topologii ciala o rosnqcej masie i powiekszajqcym sie obszarze... 201

a) sposob aktualizacji modutu Younga materiatu konstrukcji

3
p .
E,i(p)) =E(—-’], (12.1)
Po
b) funkcje progowe
TF,=0lja,
(12.2)
TF, =0,0125ja,
c) wielkos¢ relaksacyjna przyjeto jako rowna
e=107". (12.3)

12.2. Przyklady

Ze wzgledu na to, ze rozwazany problem wymaga gestszej siatki podziatu, wyniki
beda przedstawione dla podziatu 40x20. Na rysunku 12.2a znajduje si¢ schemat kon-
strukcji z obcigzeniem dla zagadnienia pierwszego, a na rysunku 12.2b dla zagadnie-
nia drugiego, przy czym obciazenie bedzie przytozone tak jak na rysunku u gory
wspornika oraz w niektorych przyktadach w srodku jego wysokosci.

a) b) P i lP

MR R RN

Rys. 12.2. Schemat dla zagadnienie pierwszego (a) i dla zagadnienia drugiego (b)

Topologie dla problemu pierwszego, gdy zadanie rozwiazywane jest dla ustalone-
go obszaru, w ktorym dostgpna masa moze si¢ zmienia¢ w roznych fazach eksploata-
cji, przedstawiono na rysunku 12.3. Z prawej strony znajduja si¢ topologie bialo-
-czarne, a z lewej topologie z odcieniami szarosci. Te ostatnie dotycza ostatniego kro-
ku, w ktorym nie ma jeszcze czarno-bialego rozkltadu. Dostgpna masa rosnie dla
przedstawionych topologii od gory w dot rysunku (wspotczynnik o w zakresie od 0,15
do 0,60). Rysunki sporzadzono dla funkcji progowej TF,. Zauwazmy, ze dla = 0,15
oraz o = 0,2 nie istnieja topologie dla rozktadu biato-czarnego. Oznacza to, ze w tych
przypadkach dysponujemy zbyt mata masa, ktora nie pozwala na otrzymanie opty-
malnej topologii. Z kolei topologie z odcieniami szarosci dla danych wyzej « charak-
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a=0,15

a=0,20

a=10,30 !

a=045 )

a=0,60 !

Rys. 12.3. Topologie dla rosnacej masy

teryzuja si¢ bardzo jasnymi odcieniami, co potwierdza, iz brakuje materiatu. Nastgpne
topologie sa juz bardziej skomplikowane. Jesli dostepna masa rosnie, to dla rozktadow
z odcieniami szaro$ci zmniejsza si¢ liczba elementow o gestosci miedzy zerem a je-
dynka. Ponadto ggstosci te sg coraz blizsze liczbie jeden. Poniewaz, jak wspomniano,
rozwazany problem moze by¢ zastosowany do konstrukcji pneumatycznych, wige
otrzymane topologie opisuja rozktad cisnienia wzglgdnego w poszczegodlnych punk-
tach projektowych, ktore to punkty sa utozsamiane z poszczegélnymi elementami
skonczonymi. Otrzymujemy wigc informacj¢ o rozktadzie ci$nienia przy jego wzro-
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scie w kolejnych etapach. Oprécz wzrostu liczby elementdéw, w ktorych cisnienie ro-
$nie, mamy pewna liczbg elementdéw, z ktdrych usuwa si¢ gaz i przemieszcza si¢ go
do innych elementow. Konstrukcja powinna by¢ tak zbudowana, aby bylo mozliwe
dostarczanie gazu do pojedynczego elementu i aby istniala pelna kontrola wypehienia
gazem catej konstrukcji. Wymaga to zastosowania odpowiedniego systemu analizuja-
cego sytuacjg 1 systemu decyzyjnego, w sktad ktorego wchodza przedstawiane proce-
dury optymalizacji.

4

X
Ao
N LS

Rys. 12.4. Topologie dla TF, Rys. 12.5. Topologie dla TF,

Obecnie przechodzimy do oméwienia problemu drugiego. Poczatkowo zajmiemy sig
przypadkiem obciazenia pokazanego na rysunku 12.2b dla kolejnych czterech etapow
z rysunku 12.1b. Zaktadamy wigc, ze montaz przgsta odbedzie si¢ w czterech etapach.
Dla kazdego z nich nalezy wyznaczy¢ optymalna topologie. Po jej wyznaczeniu be-
dziemy analizowali wszystkie cztery topologie, w celu poszukiwania elementéw wspol-
nych, i wreszcie pokazemy optymalna, konicowa topologie sktadajaca si¢ z topologii dla
poszczegblnych etapéw. Na potrzeby dalszych rozwazan przyjeto, ze wspotczynnik
redukcji masy « wynosi 0,3. W koncowej fazie montazu wspotczynnik ten bedzie prze-
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kroczony (ze wzgledu na nalozenie si¢ optymalnych topologii dla poszczegdlnych eta-
poéw). Projektowanie powinno odbywac si¢ wedlug nastepujacego algorytmu. Najpierw
przyjmuje si¢ rzeczywisty wspotczynnik redukcji masy, np. «,. = 0,4, ktéremu odpo-
wiada rzeczywista dostgpna masa. Nastepnie na potrzeby wyznaczenia optymalnej
topologii obnizamy go do poziomu np. « = 0,3. Po wyznaczeniu optymalnej topologii
dla wszystkich faz montazu razem wzigtych (rys. 12.7 — dolny rysunek) sprawdzamy,
czy calkowita masa nie przekracza rzeczywistej dostepnej masy. Jesli warunek ten nie
jest spelniony, to albo eliminujemy mas¢ przez zastosowanie postprocessingu, albo roz-
poczynamy obliczenia od poczatku, przyjmujac zamiast o = 0,3 np. a=0,25.

o
R

Rys. 12.6. Sumy topologii dla 7F) (z lewej) i dla TF, (z prawej)

Kolejne dwa rysunki przedstawione beda w nastgpujacej formie: rysunek 12.4 spo-
rzadzono z zastosowaniem funkcji progowej 7F), a rysunek 12.5 — funkcji progowej
TF,. Na obu rysunkach z prawej strony mamy biato-czarne topologie, a z lewej topo-
logie dla kroku poprzedzajacego krok pokazany z prawej strony, krok z odcieniami
szaro$ci. Idac od gory, na rysunkach pokazano kolejno topologie dla czterech rozpa-
trywanych faz montazu, gdy masa po homogenizacji zajmuje obszar odpowiednio
0,250, 0,5042, 0,750 1 1,0002. Najnizej narysowane topologie na obu rysunkach sa
w kazdym przypadku sumami powyzej przedstawionych czterech topologii. Mozna
wigc powiedzie¢, ze prawa najnizsza topologia na kazdym z rozpatrywanych dwoéch
rysunkow jest konicowa optymalna topologia. Topologie dla rozktadu biato-czarnego
przedstawione na rysunku 12.4 otrzymano w 48 krokach dla materiatu zgromadzone-
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go w 0,250 Dla zwigkszajacego si¢ obszaru liczba krokow malata i dla 1,00£2 wyno-
sifa juz tylko 12. Odpowiadajace liczby krokéw dla rysunku 12.5 wynosity 326 oraz
91. Zauwazmy, ze generalnie ksztalt topologii na obu rysunkach jest podobny. R6zni
si¢ jedynie jednym uko$nym elementem polozonym blisko prawego gornego naroza
(dla TF5). Ponadto dla TF, ,,prety” idace od podpory w kierunku miejsca przylozenia
sity sa grubsze niz dla TF,, a ,,prety” poprzeczne ciensze niz otrzymane za pomoca
TF,. Wykazane roznice moga ulec zmniejszeniu lub likwidacji po zastosowaniu post-
processingu. W tym przypadku topologie roéznig si¢ wigc przede wszystkim liczba
krokow, w jakich otrzymuje si¢ optymalna topologie. Poniewaz, jak wykazano, r6zni-
ce ksztaltu sa niezbyt istotne, mozna wigc bez straty dokladnosci obliczen stosowac
funkcje progowa TF; i otrzymaé optymalna topologie w matej liczbie krokoéw, a na-
stepnie zastosowac postprocessing.

O
L2

Rys. 12.7. Topologie dla TF, Rys. 12.8. Topologie dla TF,

Rysunek 12.6 przedstawia z lewej strony topologie dla TF), a z prawej dla TF, dla
biato-czarnego rozktadu. Celem wykonania tego rysunku jest pokazanie kolejnych
etapow montazu. Najwyzszy rysunek przedstawia topologie dla materialu zgromadzo-
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nego w 0,250, tak samo jak to pokazano po prawej stronie rys. 12.4 i rys. 12.5. Na
drugim rysunku, idac od goéry, mamy razem natozone na siebie topologie dla materiatu
zgromadzonego w 0,251 w 0,502 Na trzecim rysunku sa pokazane razem trzy ko-
lejne topologie dla 0,252, 0,502 1 0,752 Wreszcie na czwartym wszystkie cztery.
Mozna wigc przesledzi¢ kolejne fazy montazu i wyodrebnic¢ kolejno dostawiane ele-
menty pretowe w kazdej z czterech faz montazu.

Nastgpne trzy rysunki wykonano w takim samym uktadzie jak trzy poprzednie,
Z ta réznica, Ze tym razem sila przylozona jest do srodka wysokosci wspornika. Rysunek
12.7 odpowiada rysunkowi 12.4, a rysunek 12.8 odpowiada rysunkowi 12.5. Zauwaz-
my, ze dla funkcji progowej TF topologia biato-czarna, szczeg6lnie dla calego obszaru,
nie jest optymalna. Odpowiadajaca jej topologia z odcieniami szarosci znajdujaca si¢ po
lewej stronie jest blizsza optymalnej (masa w formie krzyza umieszczona w $rodkowej
cze$ci o gestosciach zblizonych do jedynki). Topologie dla rozktadu biato-czarnego
przedstawione na rysunku 12.7 otrzymano w 51 krokach dla materiatu zgromadzonego
w 0,25021 w 10 krokach dla 1,0042. Otrzymane topologie nie sa zbyt rozbudowane i nie
wiadomo, jakie powinny by¢ powiazania pomig¢dzy poszczegdlnymi elementami kon-
strukcji. W tym przypadku istotna role gra postprocessing. Dla rysunku 12.8 odpowia-
dajace liczby krokow, w jakich otrzymano biato-czarny rozktad, wynosity 301 oraz 94.
Na rysunku 12.9, ktéry odpowiada rysunkowi 12.6 wyraznie widaé, ze nalezy zastoso-
wac postprocessing i to z dwdch powoddéw: po pierwsze, poniewaz brakuje ukosnych
potaczen pomigdzy elementami (szczeg6lnie dla TF), a dla TF, tylko jednego polaczenia
w okolicy miejsca przytozenia sity) oraz, po drugie, poniewaz dla TF, nalezaloby usu-
na¢ pewna masg z obszaru potozonego w okolicy jednej czwartej dtugosci obszaru pro-
jektowego. Duza pomoca moglby by¢ rysunek 12.10 wykonany dla 7F), gdzie pod su-
mg¢ trzech biato-czarnych topologii podtozono topologig dla ostatniego kroku, w ktorym
wystepuja jeszcze odcienie szarosci, wykonana dla 1,0042. W ten sposob uzyskujemy
informacje o tym, gdzie powinny znalez¢ si¢ potaczenia pomiedzy poszczegdlnymi
elementami. Niestety, wynikiem tych dzialan nie bedzie optymalna topologia. W tym
przypadku otrzymamy ja korzystajac z wynikow obliczen dla 7F, umieszczonych na
rysunku 12.9. Topologi¢ uzyskana w wyniku dziatania pewnego rodzaju postprocessin-
gu przedstawiono na rys. 12.11. Zbudowano ja w sposob nastepujacy: do trzeciego od
gory prawego rysunku obejmujacego sume topologii dla trzech czwartych obszaru pro-
jektowego dodamy zmodyfikowana topologie dla etapu czwartego (rys. 12.8). Ze
wzgledu na to, ze w etapie czwartym w obszarze od 0,25£2 do 0,542 idac od podpory,
jest material w tych miejscach, w ktorych w etapach pierwszym, drugim i trzecim mate-
rial nie wystepuje, postanowiono usuna¢ material z tego obszaru (od kolumny 5 do 18
w strefie $rodkowej). Ponadto dodano materiat w ksztalcie dwoch ukosnych pretow
prawie przy koncu wspornika. Otrzymano w ten sposob optymalna topologi¢ dla obcia-
zenia przytozonego w $srodku wysokosci wspornika. Rozumiana jest ona nastepujaco:
otrzymano topologig budowana w czterech etapach i w kazdym z nich jest ona optymal-
na, cho¢ w tym przypadku dla pierwszego obszaru zostata nieco zmodyfikowana. Kon-
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struowanie kolejnych etapow polega na dokladaniu elementéw powodujacych zajmo-
wanie przez konstrukcje coraz wigkszego procentu obszaru projektowego.

Rys. 12.10. Sumy topologii dla 7F

Rys. 12.11. Topologia optymalna
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Z przeprowadzonej analizy wynika, ze w przypadku przylozenia sity do gérnej
krawedzi (rys. 12.2b) otrzymujemy optymalna topologic w wyniku bezposrednich
obliczen, natomiast dla sity przytozonej w $srodku wysokosci wspornika — w wyniku
pewnych dziatan, bedacych elementami postprocessingu.

Stwierdzono, ze dzigki zastosowanemu algorytmowi mozliwe jest budowanie kon-
strukcji, ktora na kazdym etapie montazu jest konstrukcja optymalna.



13. Podsumowanie

Niniejsza praca zawiera rozwazania dotyczace optymalizacji topologii kontinuum
materialnego. Stosuje si¢ tu opis materialowy, dzigki ktéremu rozwiazanie zadania
optymalizacji topologii sprowadza si¢ do udzielenia odpowiedzi na pytanie o sposob
rozmieszczenia materiatu w $cisle okre§lonym obszarze projektowym, przeznaczonym
do wykonania danej konstrukcji, tak aby przy zadanych warunkach brzegowych i dla
zadanego obcigzenia ksztatt konstrukcji byt optymalny.

W pracy wykorzystano podej$cie wariacyjne, dzigki ktoremu sformutowano:

1. Problem brzegowy dla trojwymiarowego kontinuum materialnego. Otrzymano
komplet réwnan okreslajacych rozpatrywane zagadnienie (zwiazki geome-
tryczne, fizyczne, rownania rownowagi, przemieszczeniowe lub naprezeniowe
warunki brzegowe oraz kinematyczne lub statyczne warunki na granicach pod-
obszaréw znajdujacych si¢ wewnatrz obszaru projektowego).

2. Problem optymalizacji topologii kontinuum materialnego. Minimalizowano
funkcjonat celu, jakim byta podatno$¢ konstrukcji przy ograniczeniach nato-
zonych na masg ciata. Zastosowano homogenizacj¢ dla poczatkowego, do-
wolnego rozmieszczenia materiatu w obszarze projektowym. Nastgpnie po-
stuzono si¢ podejsciem relaksacyjnym, dzigki czemu funkcjonat celu zostat
odpowiednio uzupetniony i w ten sposéb sformutowano w jednolitym zapisie
wariacyjnie postawiony problem optymalizacji topologii kontinuum material-
nego.

Zastosowany model homogenizacji, stosujacy jednorodny materiat o rozrzedzone;j
strukturze, pozwala otrzymywa¢ w trakcie procesu optymalizacji material o ggsto-
$ciach posrednich (w zakresie (0,1] ).

W zastosowanym tu opisie materialowym postugujemy si¢ pojeciem punktu mate-
rialnego, ktorego wlasnosci ulegaja zmianom w trakcie procesu optymalizacji. Wobec
tego, najbardziej naturalna metoda rozwigzania numerycznego zadania staje si¢ meto-
da elementow skonczonych. Odpowiednio dobrana, w sensie gesto$ci, siatka podziatu
na elementy skonczone pozwala rozpatrywac poszczegdlne elementy jako wzajemnie
odpowiednie z punktami materialnymi.

Aby osiagna¢ zatozony cel, ktorym bylo uzyskanie optymalnej topologii ciala,
opracowano odpowiedni algorytm optymalizacji i na jego podstawie zbudowano wia-
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sny program komputerowy. Pozwala on na otrzymanie optymalnej topologii w sto-
sunkowo matej liczbie krokow procesu optymalizacji, mniejszej niz w literaturze.
Przeprowadzono wiele testow pozwalajacych potwierdzi¢ duza efektywnos¢ opraco-
wanego algorytmu. Stwierdzono zgodno$¢ otrzymanych topologii z topologiami
otrzymanymi przez innych autorow w porownywalnym zakresie dotyczacym charak-
teru topologii. Z powodu braku szczegotowych danych dotyczacych parametrow
optymalizacji dla przykladow literaturowych, porownania wykonywane przy tych
samych gestosciach siatek podzialu MES dotycza charakteru topologii. Przeprowa-
dzono réwniez rozpoznanie parametrow Sciezki optymalizacji majacych wplyw na
szybkos$¢ i jako$¢ otrzymane;j topologii. Rozwazano wptyw:

a) zastosowanych funkcji progowych,

b) zastosowanych funkcji relaksacyjnych,

¢) przyjetego modelu aktualizacji modulu Younga dla poszczegdlnych punktéw

materialnych podczas procesu optymalizacji.

Przeprowadzona analiza pozwolila na dokonanie oceny wptywu wymienionych
parametréw na otrzymang topologi¢. Szczegdélowe wnioski zamieszczone sa w roz-
dziatach piatym, szostym i siodmym. Warto tu podkresli¢, ze dzigki wlasciwie zde-
finiowanej funkcji progowej mamy mozliwo$¢ otrzymania optymalnej topologii
w bardzo matej liczbie krokow procesu optymalizacji. Wplyw maja tu zaré6wno nu-
mer kroku procesu optymalizacji (w odpowiedniej potedze), jak i wspodtczynnik
redukcji masy. W przypadku analizowania funkcji relaksacji stwierdzono, ze powin-
na by¢ ona takiej postaci, aby optymalna topologia tworzylta si¢ wtedy, gdy wartos¢
funkcji jest w pewnym ustalonym zakresie. Dzigki analizie uzyskano potwierdzenie
pewnych literaturowych propozycji co do wartosci wielkosci relaksacyjnej. W przy-
padku badania wpltywu na otrzymana topologi¢ réznych funkcji uaktualniajacych
modul Younga stwierdzono, ze wptyw ten jest bardzo maty, jes§li bierzemy pod
uwage szybkos$¢, z jaka otrzymujemy rozwiazanie zadania. Istotne jest jednak, ze
wplyw ten jest duzy, jesli chodzi o charakter otrzymanych topologii. Potwierdzaja
si¢ tutaj rowniez pewne literaturowe propozycje co do wyboru funkcji uaktualniaja-
cej. Nalezy doda¢, ze w literaturze przedstawione powyzej analizy otrzymanych
rozwiazan w zaleznosci od przyjetych parametrow nie wystepuja, a parametry $ciez-
ki optymalizacji sa przyjmowane roznie i arbitralnie.

Nastepnie zanalizowano otrzymane topologie w poszukiwaniu optymalnej topolo-
gii ciata. Poszukiwano minimum zastosowanego funkcjonalu z uwzglednieniem roz-
nych parametrow $ciezki optymalizacji. Dzigki temu ostatecznie otrzymano optymal-
na topologig rozpatrywanego ciata. Do tej analizy wykorzystano materiat z rozdziatow
piatego, szostego i siodmego. W jej wyniku otrzymano wskazoéwki dotyczace wtasci-
wego doboru parametréw $ciezki optymalizacji.

Majac odpowiedni aparat obliczeniowy rozwiazano pewne wybrane problemy
optymalizacji konstrukcji stosowanych w budownictwie i sprowadzajace si¢ do wy-
znaczenia optymalnej topologii:
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1) ciala z zatozonymi otworami,
2) ciala, ktérego masa si¢ zmniejsza, a dodatkowo moze nastapi¢ rownoczesnie
zwigkszanie si¢ obcigzenia,

3) przekroju poprzecznego wewngtrznie uzebrowanej tarczy,

4) ciata, ktorego masa i zajmowany przez to ciato obszar powigksza sig.

Wymienione w punkcie drugim i czwartym topologie znajduja zastosowanie réw-
niez przy projektowaniu tzw. inteligentnych konstrukcji, a przedstawiony algorytm
stanowi element cze¢sci analityczno-decyzyjnej systemu kontrolujacego prace takich
konstrukcji. Poza tym, dzigki wyznaczeniu topologii z punktu czwartego, mozna pro-
jektowaé optymalnie konstrukcje w kazdej fazie montazu, a takze projektowac kon-
strukcje o rosnacej dostgpnej masie. Rozwiazanie problemu wymienionego w punkcie
trzecim pozwolilo na weryfikacje¢ projektowania ze wzgledu na optymalne rozmiesz-
czenie zeber w przekroju poprzecznym.
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