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Vorrede.

Mit dem vorliegenden Buche beginnt die Herausgabe der
yvorlesungen iitber theoretische Physik von HerMANN voN Herm-
HoLrz“, zu der dieser sich im Sommer 1892 in Folge einer An-
regung aus seinem Schiilerkreise entschloss. Obschon dieser Band
in der systematischen Folge den fiinften des auf sechs Biinde be-
rechneten Werkes bildet, erscheint er doch zuerst, da sein Inhalt
dem ersten fiir diese Herausgabe in wortgetreuen Stenogrammen
von Herrn Dr. Bruno BorcuArDT vollstindig nachgeschriebenen
Semestercursus (Winter 1892/93) entspricht. Die Bearbeitung
dieser Stenogramme wurde durch manche sich zwischendriingende
Arbeiten sehr verzogert, doch hat Heummonrz noch selbst vor
seiner Erkrankung (Juli 1894) einen grofsen Theil (§§ 1—52)
durchgesehen, ohne ihn aber vollig druckfertig zu gestalten.

Den unterzeichneten Herausgebern lag aufser jenen Stenogrammen
nur ein kleines Biichlein vor, in welches Henmuonrz kurze vorberei-
tende Notizen zu seinen Vorlesungen eingetragen hat. Alle genaueren
Ausfithrungen waren bei ihm Improvisation. So grofsen Reiz und
Werth seine Vorlesungen dadurch auch fiir den reiferen Zuhorer
erhielten — sah dieser doch gewissermalsen die Hrumuonrz'schen
Gredankengiinge im Zustande ihres Entstehens und Werdens — so
war damit andererseits der Nachtheil verkniipft, dals manche be-
gonnene Entwickelung nicht durchgefithrt wurde oder auch wohl
nicht durchgefiihrt werden konnte. Hierdurch war fiir die zum
Druck bestimmte Ausarbeitung, an welche natiirlich andere An-
forderungen gestellt werden als an eine frei gehaltene Vorlesung,
ein ziemlicher Spielraum hinsichtlich der Aufnahme der einzelnen
Ausfithrungen gegeben. Am meisten gilt dieses von dem letzten
Theile, mit dessen Gegenstand Hermuonrz gerade zur Zeit dieser
Vorlesung, wie aus gleichzeitigen Abhandlungen von ihm hervor-
geht, besonders beschiftigt war und der daher in dem Steno-
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gramme manche nur begonnene, aber bald wieder fallen gelassene
Ansiitze enthielt.

Es wiirde zu weit fithren, alle diese erforderlichen Auslassungen,
Umiinderungen und Erginzungen anzugeben. Nur zwei Punkte
verdienen vielleicht besonders hervorgehoben zu werden. :

Hermuorrz hat im Laufe der Vorlesung mit dem Coordinaten-
system gewechselt. Anfangs hatte er die Anordnung der Coordi-
natenaxen iibereinstimmend mit MAxwerL angenommen, bei der von
der positiven Seite der x-Axe aus die positive #-Axe rechts von
der positiven y-Axe erscheint. Spiiter ging er zu der entgegen-
gesetzten Anordnung der Coordinatenaxen iiber. Die Herausgeber
haben die erste Anordnung festgehalten, die Heummonrz in der
Ausarbeitung noch gesehen hat, obgleich er in den gedruckten Ab-
handlungen iiber Elektrodynamik die zweite Anordnung gewiihlt
hat, der auch Herrz gefolgt ist.

Ebenso haben sich die Herausgeber fiir die anfiingliche Be-
zeichnung der elektrischen und magnetischen Constanten ent-
schieden. Gegen KEnde der Vorlesung ist Heumuornrz zu der Be-
zeichnung seiner Abhandlungen iibergegangen, wo die elektrische
und magnetische Constante fiir den freien Aether nicht gleich 1,
sondern gleich 4 & gesetzt sind. Durch diese Entscheidung waren
die Herausgeber nun aber gezwungen, in der Dispersionstheorie
auch bei der Constante  auf S. 832 den Factor 4z einzufithren,
abweichend von der Bezeichnung in Heumuonrz' ,, Wissenschaftlichen
Abhandlungen® Bd. IIT S. 509. Wenn dies geschieht, werden die
(Gleichungen der Dispersion wieder identisch mit den Gleichungen
der gedruckten Abhandlung.

Aufserdem ist zu erwithnen, dafs die ,geometrische Optik*
nicht in derjenigen Ausfithrlichkeit wirklich vorgetragen wurde, mit
der sie hier dargestellt ist. Auf ausdriickliche Anordnung von
Hermuornz sind einige Abschnitte aus seinen anderweitigen Ver-
dffentlichungen in geeigneter Anpassung eingefiigt worden.

Berlin und Hannover, Weihnachten 1896.

Arthur Konig.
Carl Runge.
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EINLEITUNG.

§ 1. Historisches. Die Emissionstheorie und die Undulations-
theorie des Lichtes.

Die Vorstellungen von der Natur des Lichtes und die daran
ankniipfenden mathematischen Erorterungen haben sich im Laufe
der Zeit mehrfach veriindert. So lange man noch nichts von der
Unzerstorbarkeit der Energie wulste, wurde jedes Agens, welches ein
gewisses Vermogen zeigte, sich fortzubewegen und unter wechselnden
Bedingungen fortzubestehen, als eine Substanz betrachtet. Die gerad-
linige Bewegung des Lichtes unterstiitzte diese Auffassung; denn das
Licht konnte in seinem Wege zwar aufgehalten werden, ging aber,
wenn kein Hindernifs entgegenstand, stets in gerader Linie weiter.
Es lag nahe, dieses Verhalten als Folge der Triigheit eines materiellen
Korpers aufzufassen. Wir finden daher in der ilteren Physik bis
zu NewroN hin fast ausschliefslich die Anschauung vertreten, dafs
das Licht etwas Korperliches sei, dafs es aus kleinen materiellen
Theilchen bestiinde, die mit sehr grofser Geschwindigkeit von den
leuchtenden Kérpern ausgestofsen werden und in gerader Linie durch
den Raum hinfliegen. — Kmissionstheorie. — Newron selbst ent-
wickelte seine optischen Ansichten aus dieser Vorstellung heraus,
Man mulfste dann zur Erklirung der Brechung annehmen, dafs die
stiirker brechenden Korper eine grifsere Anziehungskraft auf die
Lichtkorperchen ausiitben, so dafs in dem Moment, wo ein solches
Korperchen in schriiger Richtung an der Oberfliiche eines dichteren
Mediums anlangt, es eine Anziehung erleidet, welche der senkrechten
Componente seiner Geschwindigkeit einen grilseren Werth giebt,
und dadurch die Richtung seiner Bahn der Senkrechten niihert.
Das Umgekehrte geschieht beim Austritt aus einem optisch dichteren
in ein optisch diinneres Medium. Ks miifste also die Geschwindig-
keit des Lichtes in optisch dichteren Korpern grolser sein, als in
optisch diinneren, wenn die Gesetze der Brechung auf Grund der
Emissionstheorie sich erkliiren lassen sollten. Schwieriger wurde es,

H. v. HeLmuorrz, Theoret, Physik, Bd. V., 1



2 EINLEITUNG. 8§ L

als Newron bei der Untersuchung iiber die Farben diinner Blittchen
Interferenzphiinomene kennen lernte. Hier zeigte sich nimlich, dals
bei durchsichtigen Blittchen, z. B. Seifenblasen von gewisser Dicke,
ein Lichtstrahl leicht hineintrat und auch wieder herausging, dafls
aber an der zweiten Fliche, je nach ihrem Abstande von der ersten
Fliiche, bald ein grofserer, bald ein kleinerer Theil desselben reflectirt
wurde. Nuwron kam dadurch zu der Vorstellung, dafs die Licht-
kirperchen von vierkantiger Gestalt wiiren und schnell rotirten,
wodurch sie bald eine Kante, bald eine Fliche dem Korper zu-
kehrten, dem sie auf ihrer Bahn begegneten. In der einen Lage
sollten sie dann leichter zuriickgeworfen werden, und in der anderen
Lage leichter eindringen. Zur Erklirung der damals noch wenig be-
kannten Polarisationserscheinungen mulste er ferner eine Verschieden-
heit der Lichtstrahlen nach den verschiedenen Seitenrichtungen
annehmen, die er sich mit der eben besprochenen Rotation der
Lichtkorperchen in Zusammenhang dachte. Auf diese Weise ent-
stand eine verhiiltnifsmifsig sehr kiinstliche Vorstellung iiber die
Art der Bewegung, welche die Lichtkérperchen besitzen miilsten.

Ziemlich gleichzeitig mit Newron hatte Huyauens seine optischen
Untersuchungen begonnen und eine andere Theorie iiber die Natur
des Lichtes aufgestellt, welche diesem i#ihnliche Eigenschaften wie
dem Schalle beilegte. — Undulationstheorie. — KEbenso, wie von
der Fortpflanzung des Lichtes, kann man auch von der Fortpflanzung
des Schalles sprechen, wenn letzterer sich auch nicht so ausschliels-
lich in gerader Richtung, wie es meistentheils bei dem Lichtstrahle
der Fall ist, vorwiirts bewegt, sondern eine grofsere Neigung zur seit-
lichen Ausbreitung hat. Die Fortleitung des Schalles geschieht unter
iihnlichen Bedingungen und Verhiiltnissen, wie die Bewegung des
Lichtes, so dafs eine Vergleichung sehr nahe lag, und gerade die durch
Newron aufgefundenen Interferenzerscheinungen wiesen darauf hin.

Wiihrend Newron fiir die verschiedenfarbigen Lichter ver-
schiedene Arten von Korpern oder Lichtkirper verschiedener Grofse
und verschiedener Rotationsgeschwindigkeit annehmen mulste, war
hier nur die Voraussetzung verschiedener Wellenliingen erforderlich.
Es liefs sich also mittels der Undulationstheorie eine Reihe von
Erscheinungen viel besser und besonders unter viel einfacheren Vor-
aussetzungen erkliiren, als es bei der Newron'schen Emissionstheorie
der Fall war. Doch boten die Polarisationserscheinungen noch immer
uniiberwindliche Schwierigkeiten, so lange man die Analogie zwischen
Licht und Schall auch mit Bezug auf die Longitudinalschwingungen
festhielt.



§2 SCHWIERIGKEITEN BEI DER UNDULATIONSTHEORIE. 3

Kin Lichtstrahl zeigt, wie bemerkt, Verschiedenheiten nach den
verschiedenen Seitenrichtungen, was bei Longitudinalwellen nicht
moglich ist. KErst als man fand, dafs die Polarisationserscheinungen
in allen ihren Einzelheiten durch die Annahme transversaler Schwin-
gungen, d. h. solcher, die senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung der
Strahlen sind, erklirt werden konnten, blieb kaum noch ein Zweifel
ither die Vorziige der Undulationstheorie im Vergleiche zu der
Emissionstheorie bestehen. Seit dieser Zeit haben sich die Physiker
ausschliefslich der Undulationstheorie zugewandt, und von der
Emissionstheorie ist schon lange kaum noch die Rede.

§ 2. Schwierigkeiten bei der strengen Durchfithrung der
Undulationstheorie.

Transversale Schwingungen konnen nun nicht in Fliissigkeiten
vorkommen, sondern nur in festen Korpern, und deshalb mulste man
dem schwingenden Medium, fiir das man die Bezeichnung Aether
einfithrte, solche mechanischen Kigenschaften zuschreiben, welche
denen der starren, fest-elastischen Korper ihnlich waren. Transver-
sale Schwingungen sind in Fliissigkeiten unmoglich; denn diese wider-
stehen nur der Compression, beziehlich der Dilatation der Volumina,
und wenn sie comprimirt oder dilatirt sind, wirken die gleichen
Kriifte nach allen Richtungen. Es kinnen sich daher in ihnen nur
Longitudinalschwingungen fortpflanzen, withrend bei den fest-ela-
stischen Korpern auch ein Widerstand gegen relative Verschiebung
paralleler Schichten stattfindet. In einem Fliissigkeitscylinder wider-
steht die Fliissigkeit durchaus nicht einer Bewegung, durch welche
ihre Querschnitte gegen einander gedreht werden; aber bei einem
(#las- oder Stahlcylinder kinnen wir eine solche Drehung eines Endes
des Cylinders gegen das andere und damit eine Drehung der ver-
schiedenen kreisférmigen Querschnitte gegen einander nicht hervor-
bringen, ohne dafs wir eine elastische Gegenkraft, die Torsionskraft,
entstehen sehen. Wenn kein Widerstand gegen eine bestimmte Art
der Bewegung vorhanden ist, so kann es auch nicht zu solchen
Oscillationen kommen, welche in Bewegungen bestehen, die durch
den Widerstand dieser Kriifte aufgehoben und umgekehrt werden.
Die Undulationstheorie mufs also dem Aether solche Kigenschaften
zuschreiben, wie sie von den bekannten irdischen Korpern nur die
fest-elastischen Korper besitzen. Fiir die Vorstellung ist es nun sehr
schwierig, dafs zufolge dieser Anschauung die Planeten und die

1‘
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ibrigen im Weltraum sich bewegenden Korper mit grofser Schnellig-
keit durch die starre Substanz des Aethers hindurch eilen. KEs ist
aber noch immerhin moglich, so lange man voraussetzt, dafs der
Aether dauernd in Ruhe ist; aber die Fresnver'sche Ausfithrung der
Undulationstheorie fithrte zu der Vorstellung, dals immer ein Theil
des Aethers sich an der Bewegung der festen Korper betheiligt,
withrend ein anderer Theil in Ruhe bleibt. Dieses war fiir jede
klare Vorstellung eine uniiberwindliche Schwierigkeit. Dazu kamen
dann noch gewisse Schwierigkeiten in der Ausfithrung einzelner spe-
cieller Punkte der Theorie; so mulfste man z B. annehmen, dals
der Aether incompressibel sei, denn sonst hiitte er auch Lings-
schwingungen zeigen miissen. Nach der Analogie mit fest elasti-
schen Korpern liefs sich wohl einsehen, dafs Schwingungen, die in
einem elastischen Korper sich fortpflanzen, an einer Grenzfliiche zum
Theil in den zweiten Korper eintreten, zum Theil reflectirt werden,
und es liefs sich auch durch die Annahme verschiedener Fortpflan-
zungsgeschwindigkeiten der Wellen in den verschiedenen Medien
eine Erkliirung der Gesetze der Brechung geben. Dabei stellte sich
dann als Unterschied zwischen den beiden erwiithnten Theorien her-
aus, dafs die Undulationstheorie zur Erklirung der Brechung noth-
wendig annehmen mufste, dafs in dichteren Korpern die Lichtge-
schwindigkeit geringer sei als in den diinneren, und zwar dalfs sich
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in zwei verschiedenen Medien
immer umgekehrt verhiillt wie das Brechungsverhiltnifs, wihrend
die Emmissionstheorie, wie schon in § 1 ausgefithrt ist, die entgegen-
gesetzte Annahme machen mulste.

Bei der Ableitung der Intensitiit des gebrochenen und des re-
flectirten Strahles auf Grund der Undulationstheorie kam man nun
aber auch hier auf erhebliche Schwierigkeiten, die trotz der grofsen
Zahl von Abhandlungen, die dariiber geschrieben worden sind, bis-
her noch nicht iiberwunden wurden. Lord Ravieicu zeigte zwar,
dafs man unter der Voraussetzung villiger Incompressibilitiit des
Aethers Werthe fiir jene Intensitiiten ableiten kann, welche einen
Polarisationswinkel ergeben, der mit dem experimentell gefundenen
unter Riicksicht auf die Breite der Beobachtungsunsicherheit ertriiglich
ithereinstimmt. Gusrav Kircunorr half sich in einer anderen Weise,
indem er eine Bedingung iiber die Gleichheit der Kriifte auf beiden
Seiten der Grenze aufstellte, wobei er den Umstand in die Betrach-
tung einfithrte, dafs bei dem Durchgang durch die Grenze zweier
durchsichtiger Medien von der lebendigen Kraft der Transversal-
wellen nichts verloren geht, die gebrochene und die reflectirte Trans-
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versalwelle zusammen genommen also wieder die lebendige Kraft
der einfallenden Welle haben. Streng genommen miifste man hier
sagen: ,zu haben scheinen“; denn sorgfiltic messende Versuche sind
dariiber noch nicht gemacht worden. Kircumorr setzte eine nicht
nither definirte Art von Molekularvorgiingen in den Grenzschichten
voraus, welche moglich machen sollte, dafs diese Bedingung fiir die
lebendige Kraft erfiillt werde.

Auf die hier vorliegenden Schwierigkeiten wird weiter unten
noch nither eingegangen werden.

§ 3. Die verschiedenen elektrischen Einheiten,

Nun haben wir in neuerer Zeit in einem ganz anderen Gebiete,
niimlich demjenigen der Elektricitiit und des Magnetismus, eine Reihe
von Krfahrungen gewonnen, durch welche die IExistenz von Os-
cillationen, und zwar zu ihrer Fortpflanzungsrichtung transversalen
Oscillationen in dem Aether nachgewiesen wird, die sich mit fihnlich
grofser Geschwindigkeit durch den Raum fortpflanzen, wie die
Licht-Oscillationen, und bei welchen die ponderablen Massen, die in
dem oscillirenden Aether liegen, wenigstens erst secundiir in Be-
tracht kommen, so dalfs also die wesentliche Quelle der Bewegung
durch die elektrischen und magnetischen Eigenschaften des Mediums,
in dem die Bewegung vor sich geht, gegeben ist. Der erste An-
stols zu diesen Entdeckungen lag in den Messungen, welche WiLaELM
Waeser iiber das quantitative Verhiiltnifs der elektrostatischen und
elektromagnetischen Einheiten der Elektricitiit ausgefithrt hat.

Zuerst lernte man die Wirkung ruhender elektrischer Quanta
aufeinander durch den Raum hin kennen, und zwar war es CourLoms,
der das betreffende Gesetz aufstellte, das sich dann spiiterhin bei
genaueren Messungen als streng richtig erwies. Die abstofsende
Kraft zwischen zwei gleich grofsen elektrischen Quanta, die beide

. . . . . % e.e
mit e bezeichnet seien, ist nach diesem Gesetze der Grolse 3

proportional, so dafs wir die Kraft % schreiben konnen:
(1)

Wie grofs die Constante @ wird, hingt natiirlich von dem Maafse
ab, welches man als Einheit fiir die Grdfse der beiden elektrischen
Quanta withlt. Eine solche Einheit leitet man am besten aus den
Erscheinungen selbst her, indem man die Einheit so bestimmt, dals
der in Gleichung (1) vorkommende Coefficient a gleich 1 wird.
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Dann wiirde also, wenn das elektrische Quantum 1 auf ein Quantum
gleicher Grifse in der Einheit der Kntfernung wirkt, eine Kraft
entstehen, welche, nach dynamischem Maafse gemessen, durch die
Zahl 1 ausgedriickt werden miilste.

Wir haben also

oder . (2)
— = Kraft,
{ 4

woraus folgt, dafs wir den physikalischen Dimensionen nach

~ = J/Kraft (2a)
s e = r.YKraft @)

zu setzen haben.

Man kann auf solche Weise aus der Messung der Abstofsung
zweier gleichen Quanta direkt eine Maafsbestimmung herleiten, welche
als absolute Messung der betreffenden elektrischen Quanta, und zwar
in elektrostatischem Maals, zu bezeichnen wiire. Diese Methode
absoluter Messung ist zuerst von Gauss und zwar fir die magne-
tischen Kriifte vorgeschlagen worden, auf welche sich genau dieselbe
Betrachtung anwenden lifst. Es tritt bei diesen freilich eine Compli-
cation dadurch ein, dafs wir es niemals nur mit zwei isolirten
Magnetpolen zu thun haben, sondern dafs sich immer in geringerer
oder grolserer Entfernung auch andere Pole befinden. Dennoch
liefsen sich diese Messungen hinreichend scharf ausfithren, um mit
ausreichender Genauigkeit die Kraft & zu finden, welche zwei gleiche
Quanta von Magnetismus, die mit m bezeichnet werden miogen, auf
einander ausiiben, und welche man bei passender Wahl der Kin-
heiten fiir die magnetischen Quanta auch wieder schreiben kann:

m.m

oder (3)

Ferner lernte man die elektrodynamischen Wirkungen der
elektrischen Strome auf einander kennen, und nach den AmpirE'schen
Gesetzen konnten diese in letzter Instanz auf die Abstofsungen und
Anziehungen zuriickgefithrt werden, welche zwei Linienelemente, die
man sich isolirt dachte, und in deren jedem ein elektrischer Strom
flofs, auf einander ausiibten. Bezeichnen wir die Intensitiiten dieser
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Strome mit I und J, die Liinge der Linienelemente, welche auf ein-
ander wirken, mit ds und do, und nehmen wir an, dals beide Strom-
elemente parallel zu einander und zwar senkrecht zu ihrer Ver-
bindungslinie, deren Grofse mit » bezeichnet werde, gerichtet sind
(Fig. 1), so ist nach Ampire die zwischen beiden Stromelementen

wirkende Kraft
I ds ‘ da

b =o. = s (4)

welche fiir gleich gerichtete Strome anziehend ist. Alle ver-
& wickelteren Erscheinungen der elektrischen Anziehungen
€1 liefsen sich nun theils auf diesen Fall, theils auf den anderen
Fall, wo die Stromelemente beide in der Fortsetzung der
Verbindungslinie » wirkten (Fig. 2), zuriickfithren. In dem
r letzteren Falle schrieb ihnen Ampkre eine Wirkung zu,
welche die Hiilfte jener ersten war, aber fiir gleichgerichtete
Strome Abstofsung bewirkte:

S L o LJdsdo
J do % 9" r2 s (5)
Fig. 1.

Man kann nun auch hier die Einheit fir I und Jso
withlen, dafs die Constante ¢ gleich 1 wird. Wir erhalten dann also:

E I.J.(is.da (4a)
r
und
1 I.J.ds.do
el BP0 aliadh 2 el 4
K= 9 po (5a)

Diese Art der Messung fiir die Intensitiiten elektrischer Strome hat
A Wimnrny Weser zuerst angewendet und die damit gewonnene
7| ¢ Einheit die elektrodynamische Stromeinheit genannt. That-
giichlich kann man nun aber nicht zwei kurze Stromelemente
herstellen, wenigstens nicht in ihrer Wirkung gegen einander
beobachten, sondern man hat es immer mit lingeren, meist
geschlossenen Stromen zu thun. Bei der Wirkung eines ge-
schlossenen Stromes auf einen anderen geschlossenen Strom
A tritt nun eine Willkiirlichkeit ein, sobald man aus der ganzen
7| @ beobachteten Wirkung auf die Wirkung der Theile schliefsen
will. Die Wirkung des einen geschlossenen Stromes ist
eine Summe, welche noch einmal summirt wird, indem man
die Wirkung auf alle Stromelemente des anderen nimmt. Beim Schlufs
von der Gesammtwirkung auf die Wirkung der Theile ist also zwei-
mal eine beobachtete Summe in ihre Summanden zu zerlegen. Man

Fig. 2.
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o7

kann nun wohl mit Sicherheit und Eindeutigkeit eine Summe aus
den Summanden, aber nicht die Summanden aus der Summe finden.

Awmrire ging von der Vorstellung aus, dafs diese Einwirkung
der verschiedenen Stromelemente auf einander entweder anziehend
oder abstofsend sein miifste. Das ist eine Voraussetzung, welche
bei zwei materiellen Punkten, durch deren Lage nur eine geo-
metrische Grofse, die Verbindungslinie, vollstiindig bestimmt ist,
zuliissig erscheint, nicht aber, wenn wir es mit zwei Linienelementen
zu thun haben, da dann noch deren Richtungen hinzukommen,
iber welche wir Hiilfshypothesen aufstellen miissen. Wir diirfen
daher die Ampire'sche Formel nicht als eine nothwendige Formulirung
betrachten ; sie gilt eben nur unter Zugrundelegung der Amrire’schen
Hiilfshypothese.

Es mag noch kurz darauf hingewiesen werden, dals WiLarLm
Weser auch die Einwirkung des Stromes auf den Magnetpol unter-
suchte und dabei das Gauvss'sche Maals des Magnetismus zu Grunde
legte. Indem er auch hier die Einheit fiir den Strom in analoger
Weise wiihlte, kam er zu der elektromagnetischen Einheit, welche
sich von der elektrodynamischen nicht in der Dimension, sondern
nur durch den Factor /2 unterschied. Die spiiteren Erorterungen
haben sich meistens an die elektromagnetische Einheit angeschlossen.

In dem Ausdruck
I.J.ds.do

b=

r

kann das Product der beiden Liingen, ds.do, gegen das Quadrat
einer Liinge, % gehoben werden, so dafs also der Dimension nach
das Product der Intensitiiten zweier elektrischen Stréme gleich einer
Kraft ist. Die Intensitiit eines Stromes ist demmach, in elektro-
dynamischem und in elektromagnetischem Maals dargestellt, die
Wurzel aus einer Kraft; also ist

I = JKraft. (6)

Wir kénnen uns aber auch ein Maals fiir die Intensitiit eines
galvanischen oder elektrischen Stromes bilden, indem wir davon aus-
gehen, dafls in gleichmiifsigen Stromen eine bestimmte Anzahl elektro-
statischer Einheiten in der Secunde durch jeden Querschnitt des
Leiters hindurchliuft. Wir wollen nun diese Anzahl mit ¢, die
Intensitiit desselben Stromes in elektromagnetischem Maalfse ge-
messen mit 7/, und mit 4 einen solchen KFactor bezeichnen, dals

T o5 (1)
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ist. Die Intensitiit + kinnen wir nun aber auch ausdriicken durch
die in. der beliebigen Zeit ¢ durch den Querschnitt stromende, in
elektrostatischen Kinheiten gemessene Elektricitiitsmenge e, so dafs
wir haben:

. e
i=—. ®)

Nach Gleichung (2b) ist aber e = ».)/Kraft, so dafs also .
(Ta)

Da nun aber nach Gleichung (6) I = JKraft, so geht daraus hervor,
dals A.Tr eine reine Zahl ist. KEs hat also 4 die physikalische

Dimension des reciproken Werthes einer Geschwindigkeit. In diesem

Sinne ist demnach:
i

= . 9

4= )

Man pflegt in der neueren physikalischen Literatur Gleichungen,

welche sich nur auf die Art der ihnen zu Grunde liegenden Ein-

heiten beziehen, als solche dadurch zu kennzeichnen, dafs man beide

Seiten mit eckigen Klammern einfafst, so dafs wir hier schreiben
kinnen:

=[5 9)

In einer solchen Gleichung bezieht sich die Gleichheit also nicht
auf die Grifse der betreffenden Quanta, sondern nur auf die Art
der Einheiten, die fiir die Quanta gebraucht sind.

Es geht aus Gleichung (9a) also hervor, dafs das Verhiiltnifs
zwischen den beiden Arten der Kinheiten fiir den elektrischen
Strom — der elektrostatischen und elektromagnetischen Einheit —,
welches hier mit 4 bezeichnet wurde, der reciproke Werth einer
Geschwindigkeit ist. Diese Geschwindigkeit, also der reciproke
Werth von 4, ergab sich bereits bei den Versuchen von WiLarnm
Wepger sehr nahehin gleich der schon bekannten Geschwindigkeit
des Lichtes. Die Uebereinstimmung war so genau, dafs es als einer
der sonderbarsten Zufiille hiitte betrachtet werden miissen, wenn die
beiden Zahlen, die auf vollkommen verschiedenen Wegen gefunden
waren, keinen inneren Zusammenhang gehabt hiitten.
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Das war die erste Andeutung von Beziehungen zwischen der
Lichtbewegung und den elektromagnetischen Vorgiingen. Sie wurde
ergiinzt durch die zum grofsen Theil schon vorher von Karapay
ausgesprochenen und dann von MaxweLn in mathematischer For-
mulirung durchgefithrten Theorien, auf welche wir nunmehr ein-
gehen wollen.

§ 4. Fernkrifte, — Dielektrische und magnetische Polarisation.

Farapay gehort zu derjenigen Klasse von Physikern, welche
an die Existenz von Fernkriiften, d. h. von solchen Kriiften, die
durch den Raum wirken, ohne zugleich in diesem eine Wirkung
hervorzubringen, nicht glauben wollen. Die Annahme solcher Kriifte
ist stets fiir den menschlichen Geist eine widerstrebende Vorstellung
gewesen. Als Newron das allgemeine Gravitationsgesetz aufstellte
und nachwies, dafs die Planetenbewegungen aus der Annahme des-
selben vollstiindig erkliirt werden kinnten, hat er es keineswegs als
seine Ueberzeugung ausgesprochen, dafs er nun dadurch die Existenz
einer solchen Kraft, wie es die Gravitationskraft war, als erwiesen
betrachtete; er sagte vielmehr, die Himmelskorper bewegen sich so,
als wenn zwischen ihnen eine solche Anziehung bestiinde, wie sie
durch das Gesetz gefordert wurde. Er betrachtete die Gravitations-
kraft also nur als ein Mittel zu anschaulicher Darstellung der factisch
eintretenden Wirkungen. Unter dem Einflusse dieser grofsen Ent-
deckung und der ungeheuer weiten Consequenzen, welche sich aus
derselben ableiten liefsen und die vollste Uebereinstimmung mit der
Erfahrung zeigten, kamen die Astronomen bald dahin, dafs sie
die Schwierigkeiten einer solchen Annahme nur als ideelle oder
metaphysische betrachteten, auf die man bei der Erklirung der
Naturerscheinungen nicht weiter Riicksicht zu nehmen brauchte, und
es ist sogar withrend des ganzen vorigen Jahrhunderts diese Nuw-
rToN'sche Gravitationskraft fiir fast alle Versuche, physikalische
Theorien der mannigfaltigsten Naturerscheinungen aufzustellen, das
Muster gewesen. Man stellte sich die Molekularkriifte als ab-
stolsende und anziehende Kriifte im Sinne der Nrewron'schen Gra-
vitationskraft vor, wenn man ihnen auch eine etwas andere Ab-
hiingigkeit von der Entfernung zuschrieb, und ebenfalls wurden die
elektrostatischen und magnetischen Kriifte in einfachster Art auf
dasselbe Fundamentalbild zuriickgefiihrt. Farapay war nun, wie
schon gesagt, einer von denen, welche sich mit der Annahme solcher
Fernkriifte nicht befreunden konnten, und suchte daher bei den
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neuentdeckten und von ihm vielfach untersuchten magnetischen,
elektromagnetischen und elektrischen Krscheinungen immer nach
Veriinderungen in den zwischenliegenden Korpern. Das fiihrte
ihn erstens auf die Frage, ob fiir die elektrostatischen Anziehungen
und Abstofsungen die Anwesenheit eines zwischenliegenden Isolators
gleichgiiltig sei, wobei er denn sogleich fand, dafs in der That
die Anziehungskraft sehr wesentlich veriindert wird, wenn ein
anderer Isolator als Luft zwischen den elektrisirten Korpern liegt.
Er schlofs daraus, dafs in Isolatoren, welche starken elektrischen
Kriiften von beiden Seiten her ausgesetzt werden, eine Veriinderung
vor sich geht, und dafs diese Veriinderung zu der Aenderung der
beobachteten Wirkung beitrage. Wenn wir einen Condensator auf
ein bestimmtes Potential laden, so sind dazu Elektricititsmengen
erforderlich, welche nach der #lteren Couvroms’schen Theorie aus der
Flichenausdehnung und dem Abstand der Condensatorplatten be-
rechnet werden konnen; fiir ein anderes isolirendes Medium als Luft
stimmt aber die Rechnung nicht mehr. Wenn man Scheiben von
Paraffin oder gut isolirendem Glas oder Harz zwischen die Platten
eines schon geladenen Condensators bringt, die auf einem bestimmten
Potentialunterschied gehalten werden, so findet man, dafs nun sehr
viel mehr Elektricitiit von dem Condensator aufgenommen wird als
vorher. Solche Versuche zeigten Faravay den Einflufs der zwischen-
liegenden Substanzen auf die elektrischen Ladungserscheinungen und
die Kriifte, mit denen die Elektricitiitten sich anziehen, und gaben
ihm Veranlassung, die Lehre von der dielektrischen Polarisation der
isolirenden Medien auszubilden. Die Thatsache, dafs fiir die elek-
trischen Fernwirkungen die zwischenliegenden isolirenden Korper
nicht gleichgiiltig sind, fithrte ihn dann weiter zu Untersuchungen
der magnetischen Erscheinungen an schwach magnetischen Korpern,
und er fand dabei, dals aufser den Korpern, welche ebenso wie das
Kisen, nur sehr viel schwiicher, unter der Einwirkung magnetischer
Kriifte magnetisirt werden, es auch andere Korper giebt, welche sich ent-
gegengesetzt verhalten; letztere Erscheinungen werden am leichtesten
und einfachsten erkliirt, wenn man annimmt, dafs solche Korper
weniger magnetisirbar sind als das Medium, welches sie ver-
driingt haben. Da nun die Versuche auch im Vacuum gelingen, so
mulste daraus geschlossen werden, dafs auch das Vacuum sich sol-
chen diamagnetischen Korpern gegeniiber wie ein magnetisirbarer
Korper verhalte. Er fand ferner, dafs durchsichtige Korper, welche
stark magnetisirt sind, in anderer Weise das Licht fortpflanzen, als
dieselben Korper in unmagnetisirtem Zustande. KEs waren dies alles
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zuniichst nur Thatsachen, welche nachwiesen, dafs starken elektrischen
und magnetischen Kriiften ausgesetzte ponderable Massen vielfache
Veréinderungen erleiden, und es konnte kaum zweifelhaft erscheinen,
dals diese Veriinderungen auch auf die elektrischen Vorgiinge selbst
zuriickwirken miissen. Nun hatte die Beobachtung des temporiiren
Magnetismus in weichem Eisen unter den Einwirkungen irgend
welcher magnetisirenden Kriifte lingst zu der Molekularhypothese
des Magnetismus gefiihrt, nach welcher unter Einwirkung #ufserer
magnetischer Kriifte in den Molekeln selbst sich magnetische Pole aus-
bilden, und so eine regelmiifsige Vertheilung von Magnetpolen in jedem
Molekel eines magnetisirten Eisenstiickes entsteht. Wenn wir die
Magnetisirung nicht an weichem Eisen, welches seinen magnetischen
Zustand sogleich wieder verliert, sobald es keiner magnetisirenden
Kraft mehr ausgesetzt ist, sondern an hartem Stahl vornehmen, so
finden sich nachher in jedem einzelnen der kleinen Stiickchen, in
die wir den Stahlstab zerbrechen kinnen, zwei entgegengesetzte Magnet-
pole. Man hat damit den sichtbaren Nachweis gefiihrt, dals in
der That die Magnetisirung eines Stahlstiickes sich auf die kleinsten
trennbaren Stiicke, also in letzter Instanz auf die Molekeln bezieht.
Faravay schlofs nun, dafs in elektrischen Isolatoren etwas Aehn-
liches vorgeht, dafs auch in ihnen eine molekulare Polarisirung statt-
findet, bei welcher die in jedem Molekel enthaltene Elektricitiit sich
in der Weise verschiebt, dafs sich zwei elektrische Pole bilden, ein
positiver Pol und ein negativer Pol, und dafs durch diese dielektrische
Polarisation dann ebenso eine Riickwirkung auf die elektrisirten
Korper in der Nithe stattfindet, wie ein Kisenstiick, welches magne-
tisirt worden ist, nun seinerseits anziehende Wirkung auf die Magnete
ausiibt, die seinen Magnetismus erregt haben. Wenn auf diese
Weise eine dielektrische Polarisation eingetreten ist, etwa in der
Art, dals die positive Elektricitiitt durch die elektrisirenden Kriifte
in den Molekeln des isolirenden Korpers nach oben gezogen ist, so
kehren die Molekel in einer Verticalreihe, die also der Richtung
der elektrisirenden Kraft entspricht, einander die befreundeten Pole
zu und miissen sich demnach gegenseitig anziehen. ks entsteht also
in Richtung dieser Kraftlinien eine Spannung, welche den Theil des
Korpers, der in dieser Kraftlinie liegt, zu verkiirzen strebt. Anderer-
seits sind die Molekel so geordnet, dals quer gegen die Spannungs-
linien die gleichartigen Pole einander am niichsten kommen. Da-
durch mufs in dieser Richtung eine abstofsende Wirkung ausge-
iibt werden, was ein Bestreben zur Ausdehnung in dieser Richtung
zur Folge hat. Um nun eine solche Polarisirung hervorzubringen,
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miifste bei 4 (Fig. 3) ein Leiter sein, der negativ geladen ist,
und bei B ein solcher, der positiv geladen ist. Ks werden dann
dieselben Anziehungen, welche die Spannungen verursachen, auch
auf die Grenzfliichen iibergehen miissen, und die Existenz der
dielektrischen Polarisation muls eine Kraftverbindung zwischen den
Grenzfliichen, die einander gegeniiber liegen, herstellen. Das
sind Folgerungen, die sich experi-
mentell bestiitigen lassen, und die
in ganz iihnlicher Weise auch in
solchen Fiillen, wo magnetisirte
Korper in magnetischen Kliissig-
keiten liegen, zu beobachten sind.

Nun schlofs Farapay weiter,
dafs es unter diesen Umstiinden
gar nicht nothig sei, durch den
leeren Raum wirkende Fernkriifte
anzunehmen, um die geeignete
Wirkung an einer entfernten Stelle
des Raumes zu erregen, sondern
dafs man sich diese Einwirkung
in den zwischenliegenden Medien
so stark denken konne, dafs die ganze scheinbare Fernkraft durch eine
solche Polarisation erklirt wiirde. Ks war dann Crnerg MaxweLr,
welcher die Hypothese weiter ausfithrte und ihr mathematische Fassung
gab. Die Fundamental-Ideen dieser Theorie sind von FArADAY in so
abstracter Formulirung ausgesprochen worden, dafs sie fiir seine Zeit-
genossen schwer zu verstehen waren. Krst Maxwernr's spiitere Dar-
stellung und Fassung in bekannte mathematische Grofsen haben ihr
vollstiindiges Verstiindnifs herbeigefithrt. Die erste Aufgabe der Max-
weLL'schen Untersuchung war, die entsprechenden Gleichungen zu
formuliren und darauf zu priifen, ob sie eine wirklich consequente
und mit den Thatsachen vollstiindig iibereinstimmende Darstellung
von den bekannten elektrischen Erscheinungen gaben. Dieses war
nun wirklich der Fall, und es liels sich die Grifse der vorausge-
setzten magnetischen und dielektrischen Polarisation in den magne-
tischen und elektrischen Kriiften unterworfenen Korpern so grofs
denken, dafs die Fernwirkungen vollstiindig auf diese von Korperele-
menten auf Korperelemente der Nachbarschaft itbergehenden Ver-
inderungen zuriickgefithrt wurden. Damit war die Farapay-Max-
weLL'sche Theorie wenigstens als moglich nachgewiesen. Dafs solche
dielektrische und magnetische Polarisation in der von FArapay vor-

+ 1O+1O+OHOHO +OH!
+ 10+1C-+tQ+|O+|O+|O+|
&+ 1O+1O+OHO010Q #OH 1A

+ 1O+HOHOHOHO +OH1
+H 1 OHOHOHO+HO+HOH!

i
+

Fig. 8.
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ausgesetzten Wirkung auch neben den Fernkritften vorkommen konnte
und vorkommen mulste, war itberhaupt nicht mehr zweifelhaft; das
konnte durch das Experiment direct nachgewiesen werden. Strittig war
eigentlich nur noch, ob auch die Wirkungen im Vacuum in derselben
Weise erklirt werden diirften. Man mulste dazu sich vorstellen,
dafs auch das den Raum fiillende Medium zwischen den Weltkirpern
in derselben Weise magnetisch und elektrisch polarisirbar sei, wie
die bekannten irdischen Korper. Dieses war ein hypothetischer Rest,
welcher weiterer Discussion unterliegen konnte. s liefs sich aber schon
zeigen, dafs selbst, wenn man die Existenz solcher Fernkriifte bei-
behielt und nur die unzweifelhaften und durch Experimente begriin-
deten Eigenschaften der elektrischen und magnetischen Naturkorper
beriicksichtijgte, man zu der Vorstellung kam, dafs in den elektrischen
Isolatoren, welche gleichzeitig polarisirbar waren, auch in der That
eine solche freilich nicht augenblickliche, sondern in der Zeit vor
sich gehende Fortpflanzung der Schwingungen und Veriinderungen
zu Stande kommen miisse. KEs fragte sich nur noch, ob man das
doppelte System beibehalten und Fernkriifte neben den continuir-
lichen Veriinderungen annehmen oder es auf das einfachere System,
wie es Farapay und Maxwern aufgestellt hatten, reduciren sollte. Ks

konnte freilich kaum ein Zweifel dariiber bestehen, dals das Letztere
rationeller sei.

§ 5. Die Hertz’schen Schwingungen.

Neuerdings haben wir in den Versuchen von H. Herrz die
thatsiichlichen Beweise dafiir gewonnen, dafs die elektrischen und
magnetischen Kriifte Zeit brauchen, um sich durch den Raum aus-
zubreiten. Vorher fehlte uns niimlich immer die Moglichkeit, mit
unseren Melsinstrumenten so aufserordentlich kurz dauernde schwache
Bewegungen der Elektricitiit, wie sie innerhalb der zur Fortpflanzung
nothigen Zeit eintreten kénnen, zu beobachten; denn das Galvanometer
gab erst einen Ausschlag, wenn der betreffende Strom eine miifsige
Zeit gedauert hatte. Wenn wir die Dauer eines Stromes auf Zeiten be-
schriinken wollen, wie wir sie durch unsere mechanischen Apparate
beobachten kinnen, auf /.. bis 1/, /.- Secunde, so mufs es schon ein
sehr starker Strom sein, der in dieser Zeit die Fithigkeit hat, die Mag-
netnadel des Galvanometers in Bewegung zu setzen. Herrz bemerkte,
dals unter solchen Umstiinden doch noch Funken leicht zu Stande
kommen. Ein elektrischer Kunke kann, wie es scheint, zwischen den
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Leitern tiberspringen, wenn auch nur fir '/, ;00000 94€r /1 000 000000 S€C-
die ndthige Potentialdifferenz zwischen den Grenzfliichen vorhanden
ist. Bei den Funken sind wir, wie es scheint, fast unabhiingig
von der Zeitdauer, withrend welcher die Ladungen bestehen. Seit-
dem hat man zu gleichem Zwecke mit Gliick auch andere Metho-
den benutzt. Es handelt sich meistentheils um Erscheinungen, bei
denen zwar aufserordentlich kleine Quanta Elektricitit in Wirk-
samkeit treten, die sich aber unter sehr hohen Spannungen voll-
ziehen. Da ist dann oft die Energie dieser Bewegung, welche dem
Product aus dem Quantum der Elektricitiit und der elektromotorischen
Kraft entspricht, grofs genug, um sich zu Wirmeentwickelung in
ditnnen Drithten zu eignen, die als Zweig einer WueATsTONE'schen
Briicke angewendet werden kénnen und durch ihre mit der Wiirme-
entwickelung verbundene Widerstandsiinderung den Strom anzeigen.
Der Werth der Herrz'schen KEntdeckung beruht aber wesentlich
darauf, dafs damit Mittel gefunden sind, welche es moglich machen,
aufserordentlich kurz dauernde elektrische Vorginge zu beobachten
und zu messen. Nach diesen Untersuchungen ist nun kein Zweifel
dariiber geblieben, dafs in der That elektrische Oscillationen sich
mit einer gewissen endlichen Geschwindigkeit durch den Raum fort-
bewegen. Soweit wir diese Geschwindigkeit bestimmen kinnen, scheint
sie mit der Lichtgeschwindigkeit tibereinzustimmen, und dasselbe ist
bei den sie begleitenden magnetischen Erscheinungen der Fall, so
dafs also die Hauptfrage, ob diese Wirkungen unvermittelt durch
direct in die Ferne wirkende Kriifte hervorgebracht werden oder
durch continuirliche Veriinderungen eines zwischenliegenden Mediums,
welche sich nur mit endlicher Geschwindigkeit fortpflanzen, ent-
schieden ist. In diesen elektrischen Oscillationen, die sich durch
den Raum ausbreiten, haben wir zugleich auch Schwingungen, die
ihrer Zeitdauer nach zwischen den Lichtoscillationen und den
Oscillationen strahlender Wiirme einerseits und den Schalloscillationen
sowie den von uns mit dem Auge zu verfolgenden oscillirenden Be-
wegungen andererseits liegen, so dafs also bisher noch fehlende
Zwischenglieder in ihnen gefunden sind.

Diese elektrischen Oscillationen zeigen nun ganz dieselbe Eigen-
thiimlichkeit in ihrer Verbreitung wie das Licht: sie sind der
Reflexion und der Brechung unterworfen, und es kann bei ihnen
deutlich eine Polarisation nachgewiesen werden, wodurch sie als
Transversalschwingungen erkannt sind. Die elektrischen Oscillationen
sind also zweifellos Schwingungen, welche alle objectiven Kigen-
schaften der Lichtschwingungen besitzen; nur haben sie viel lingere
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Oscillationsdauer und demgemiifs auch viel grofsere Wellenliingen
und sind dem Auge unsichtbar.

In dem Folgenden ist der Hauptnachdruck auf die elektro-
magnetische Lichttheorie gelegt; aber wegen des grofsen historischen
Interesses sind auch die Anschauungen beriicksichtigt, von denen
man frither ausgegangen ist, und an denen sich bisher die Vor-
stellungen und die Sprache der Wissenschaft entwickelt haben.
Ohne Kenntnifs dieser Anschauungen kann man sich in die ilteren
optischen Abhandlungen nicht gut hinein finden, in denen doch eine
ungeheure Menge von thatsiichlichen Kenntnissen iiberliefert ist.



Erster Theil.

Elastische Schwingungen in continuirlich verbreiteten
Medien.

§ 6. Ebene Wellen.

Zur Einfithrung in die Lehre von den Schwingungen beginnt
man am besten mit den oscillatorischen Bewegungen ponderabler
Korper, wie sie z. B. bei der Schallbewegung vorkommen. Wir wissen
aus der Erfahrung, dafls solche Oscillationen sich bis in grofse Ent-
fernungen ausbreiten, und dafs diese Verbreitung, wenn sie nach allen
Seiten regelmiifsig geschieht, im Wesentlichen so verliiuft, dals die
Flichen, in denen eine bestimmte Phase der Bewegung gleichzeitig
ankommt, Kugelflichen sind. Je weiter die Bewegung sich von
ihrem KErregungscentrum entfernt hat, je grofser also die Kugel-
fliiche wird, desto ihnlicher wird jedes Quadratcentimeter dieser Kugel-
fliiche einem Theil einer Ebene. Hier wollen wir nun annehmen, dals
der Radius der Kugelfliiche so grofs sei, die Bewegung also bereits
soweit von ihrem KErregungspunkte sich entfernt habe, dafs wir den
Unterschied von einer Ebene vollig vernachliissigen konnen.

In dem unendlich ausgedehnten Medium, in dem sich die be-
trachtete Bewegung vollzieht, bezeichnen wir die Orte der einzelnen
bewegten Punkte durch die Coordinaten z, y, x, und zwar soll
diejenige Richtung bezeichnen, nach welcher die Wellen sich fort-
pflanzen. In Richtung der y und x besteht dann kein Unterschied,
sondern alle Punkte einer Schicht, die in der Ebene z = 0 oder in
einer dieser parallelen Ebene liegen, bewegen sich in gleicher Weise,
d. h. die Werthe ihrer Verschiebungen sind nur Functionen der
Coordinate 2 und der Zeit ¢, dagegen unabhiingig von y und .

§ 7. Ebene Longitudinalwellen,

Bei allen uns bekannten Korpern, bei gasformigen sowohl wie
bei fliissigen und festen, kinnen Longitudinalschwingungen vorkommen,
d. h. Schwingungen, bei denen die schwingenden Punkte sich in

H. v. HELMzOLTZ , Theoret, Physik, Bd. V, 2
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derselben Richtung bewegen, in welcher der Wellenzug sich fort-
pHlanzt. Wir wollen nun solche Schwingungen hier voraussetzen.
Dann geschehen die kleinen Verschiebungen, welche die einzelnen
Korpertheile withrend der Bewegung erleiden, alle in der Richtung
der z-Axe; wir wollen sie mit & bezeichnen. Wenn nun diese &-Ver-
schiebungen der verschiedenen Schichten verschieden grofs sind, so
wird an einzelnen Stellen des Korpers die Substanz, welche zwischen
zwei der Ebene z = 0 parallelen Ebenen liegt, bald zusammenge-
driingt bald gedehnt werden, je nachdem die Grenzfliichen der be-
treffenden Schicht sich einander nithern oder von einander entfernen.
Bei der Wellenbewegung mufls nun immer der Werth des & eine
continuirliche Function von @ sein, d. h. die Function von z, welche &
darstellt, muls continuirlich sein und iiberall endliche Differential-
quotienten nach der Coordinate z haben. Kine discontinuirliche
Function wiirde niimlich entweder Zerreifsung des Zusammenhangs

oder Ineinanderdringen verschiedener

k Schichten anzeigen.
Wenn wir eine horizontale Schicht
L (Kig. 4) von so geringer Dicke in’s Auge

fassen, dals wir innerhalb derselben &
durch eine lineare Function von z aus-
Fig. 4. driicken kinnen, so wird die Dickeniinde-

rung dieser Schicht davon abhiingen, ob die

&-Verschiebung der oberen Fliche grifser oder kleiner ist, als die
der unteren Fliche. Bezeichnen wir die Dicke dieser Schicht mit
dxz, so wird nach der Veriinderung zu dz noch die Differenz der
Verschiebungen hinzugekommen sein, welche die beiden Grenzfliichen
erlitten haben. Wenn wir jetzt einmal mit & die Verschiebung an
der unteren Fliche bezeichnen, so wird die Verschiebung an der

0

oberen Grenzfliche & + a}—.d z sein, und die veriinderte Dicke der

Schicht wird sein

dx+g—£.dx=dz.<1 +%§E)

Da die Grundfliche der Schicht unveriindert bleibt, so wird die
Volumeniinderung, welche jedes Raumelement dieser Schicht unter
solchen Umstiinden erleidet, ebenfalls durch diese Grifse darge-
stellt sein.

Nun wissen wir, dafs alle ponderablen Substanzen bei einer
Compression sich wieder auszudehnen streben, indem sie einen Druck
ansiiben, der ihrer Volumeniinderung entgegengesetzt gerichtet ist.

(10)



§1. EBENE LONGITUDINALWELLEN. 19

Wenn wir als Druck diejenige Kraft definiren, welche auf die
Einheit der Oberfliche wirkt, so kann man fiir alle uns bekannten
ponderablen Substanzen annehmen, dals die dabei auftretende Zu-
nahme des Druckes proportional dem Bruchtheil ist, um welchen
das Volumen veriindert wird, vorausgesetzt, dafls dieser Bruch klein
genug gegen Eins ist. In dem hier betrachteten Falle ist nun

E der betreffende Bruchtheil, und der Druck, der bei positivem 3_5
x

ein negativer Druck ist, da er sich im Widerstreben gegen die Expansion
0§
Oz
dieser Aenderung des Volumens proportional gesetzt werden. Indem
wir mit ¢? irgend eine positive Constante bezeichnen, deren Grifse
von der Natur der Substanz abhiingt, konnen wir die Gleichung
bilden:

fiufsert, bei negativem ein positiver, muls dem negativen Werthe

p=—cz.g~§- (11)

Wir haben hierin einen Ausdruck fiir die Kraft, mit welcher der
elastische Korper der Volumeniinderung der betrachteten Schicht
widerstrebt. Was nun fiir die eine Schicht gilt, gilt auch fiir jede
andere. Die Gesammtkraft, welche auf eine im Innern liegende Schicht
wirkt, wird von dem Zustande der Compression in den beiden iiber und
unter ihr liegenden Schichten abhiingen. Der Druck der oberen Schicht
strebt, diese Zwischenschicht nach unten zu driingen, er wird also
in der negativen Richtung der z-Axe wirken; hingegen wird der
Druck der unteren Schicht nach oben, also in der Richtung der
zunehmenden z-Werthe dritngen. Es sind aber diese beiden Drucke
nicht gleich. Den positiv wirkenden Druck der unteren Schicht,
fiir welche dz = 0 gesetzt wurde, wollen wir mit p bezeichnen ;
dann ist der in der negativen Richtung wirkende Druck der oberen

Schicht gleich p + g—‘z .dx. Somit wiirde die auf die Kinheit der Fliiche

wirkende Gesammtkraft X, welche die Schicht zu verschieben strebt,
den Werth haben:

= —=.d2. (12)

Setzen wir nun aus Gleichung (11) fiir p den eben abgeleiteten Werth
ein, so erhalten wir:
2l
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2
X=o’.%—§§.dz. (12a)
Nun konnen wir nach dem Newron'schen Bewegungsgesetz anderer-
geits die Bewegungskraft, welche auf die Schicht wirkt, auch durch
das Product ihrer Masse und ihrer Beschleunigung messen. Indem
wir hier die Ausdriicke iiberall auf Stiicke der Schichten beziehen,
welche in ihrer horizontalen Ausdehnung sich iiber eine Flichen-
einheit erstrecken, finden wir die Masse der Schicht, wenn wir ihre
Dicke mit der Dichtigkeit ihrer Substanz multipliciren. Hier
handelt es sich nun um die Masse, welche nicht durch die Volum-
inderung beeinflufst wird. Wir konnen also das Volumen und die
Dichtigkeit in demjenigen Zustande nehmen, bei dem sich die Schicht
in der Gleichgewichtslage befindet. Wir wollen die Dichtigkeit mit
h bezeichnen; dann ist die Masse der Schicht gleich k.dx. Die
2

Geschwindigkeit ist gleich %—Et und die Beschleunigung gleich g_t"'
2

Die bewegende Kraft ist also h.dx.%—g, und wir erhalten demnach

als Bewegungsgleichung:

0§ 0?
Ba-ﬁﬁ.dﬂ::h.da}.m—f—
oder X
2& 62
das=bh atf, (13)
welche Gleichung wir auch schreiben kinnen:
9? 02§
—6—5'*2-‘ a”.-a;’— (138-)

2
. c AT = . .
wenn wir —-= a® setzen. Da h stets positiv ist, so wird auch die
v

Constante a® stets positiv sein. Die so erhaltene Gleichung ist eine
lineare Differentialgleichung erster Ordnung; sie wird erfiillt, wenn
wir die Annahme machen, dals & eine beliebige Function der zu-
sammengesetzten Variablen ¢ = 2 + at sei, so dals also

E= F(q)

- F(z+nt)

} (14)

zu setzen ist. Die Function # ist demnach abhiingig von ¢, und ¢
wiederum abhiingig von den Werthen = und at, die sonst in der
Function # nicht vorkommen. Dadurch ist eine besondere Art der
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Abhiingigkeit der drei Grifsen von einander festgesetzt. Wir haben
nun nach den Grundprincipien der Differentialrechnung:

95 L 9F O¢
dxz dq Oz’
Da nun
dq =i
0B
8o ist also e -
& r
9z~ dq 54
folglich ist g—i ebenfalls eine Function von ¢. Ferner ist:
0t 0°F Oy
dat  d¢* Oz
- (14b)
== —a—qz

Wenn wir die Differentialquotienten nach der Zeit bilden, ergiebt sich:

0f OF dg
dt  dq 0t i
5 Tl (140)
—a.ga—q—
und
0*f  O*F dq
- F i PL - T]
0 F
rr e (144)
Da nun
*F . O
dq¢®  da?
war, so folgt: 4
52 2f

Durch die gemachte Annahme itber & wird also unserer Differential-
gleichung geniigt.

Wenn wir statt @ den Werth (— @) setzen, so bleibt der Werth
von a* unveriindert. Ks wird also sowohl:

§=Fayay
§=CGu—ay
eine Liosung jener Differentialgleichung sein.

als

} (16)
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Ueber die physikalische Bedeutung dieser Losungen ist nun
Folgendes zu bemerken:

Wenn in der Function F, 4 4, der Werth von = um eine Strecke,
die mit r bezeichnet sein mag, vergrdfsert wird, und gleichzeitig
der Werth von ¢ um einen solchen Betrag z abnimmt, dafs

f=a.7 (17)

ist, so wird der Werth von ¢, also auch von ¥ sich nicht @ndern.
Wenn aber # um eine gewisse Strecke r wiichst, so heilst das: man
beobachtet die Veriinderung & an einer Stelle, die einem um [
grofseren Werthe von x entspricht; nimmt ¢ um 7 ab, so heilst das:
die Beobachtung bezieht sich auf einen um das Zeitintervall = zuriick-
liegenden Zeitmoment. Wenn also § = Fj, 4 .y bei den genannten
Aenderungen von @ und ¢ ungeiindert bleibt, so ist also vor der Zeit =
derselbe Zustand, beziehlich derselbe Werth von & in einer Schicht
vorgekommen, welche einem grofseren Werthe von z entspricht.
Aendert sich der Werth von @ regelmiifsig, aber gleichzeitig auch
die Zeit, und zwar so, dafs immer die Gleichung (17) besteht, so
wird fiir alle diese Stellen & in den verschiedenen Zeitmomenten
denselben Werth haben. Dieser Zusammenhang zwischen r und 7
ist nun derselbe, welcher bei einer gleichmiifsigen Bewegung vor-
kommt, die in gerader Linie mit der Geschwindigkeit a fortschreitet,
so dals also gewissermalfsen der Werth von § welcher fiir die ur-
spriinglichen Werthe des z und ¢ gegeben ist, mit der gleichmiifsigen
(Geschwindigkeit @ sich in der Substanz fortpflanzt, und zwar in der
entgegengesetzten Richtung, in welcher « steigt.

In der anderen Losung dagegen, wo wir die Veriinderung &
mit G - «p bezeichnet haben, mufs ¢ um z zunehmen, wo wieder

I=a.7

ist, wenn & unveriindert bleiben soll. Die gleichartigen Zustinde
riicken also hier in der Richtung der steigenden Werthe von 2 mit
steigender Zeit fort.

Die Lisung & = F( 4 o o bezeichnet also eine Welle, welche mit
zunchmender Zeit in Richtung der abnehmenden Werthe von
fortschreitet, withrend die Lsung & = G, — . eine Welle bezeichnet,
welche mit zunehmender Zeit in der Richtung der steigenden Werthe
von z voranschreitet.

Beide Integrale bezeichnen eine Bewegungsweise, wie wir sie
beim Schall und bei den Wasserwellen, wo eine gegebene Form der
Welle auf der Wasseroberfliiche fortliuft, beobachten. In letzterem



81 EBENE LONGITUDINALWELLEN. 923

Falle konnen wir uns leicht mechanisch davon iiberzeugen, dafs das
was auf dem Wasser fortschreitet, nur die Form der Bewegung, die
Form der Oberfliche ist, die sich aber fortdauernd aus neuen
Wassertheilen zusammensetzt, withrend jedes einzelne Wassertheilchen
nur um seine (leichgewichtslage schwingt, im wesentlichen also an
derselben Stelle bleibt. Ebenso liuft auch eine Schallwelle mit
constanter Geschwindigkeit durch den Luftraum, und eine Licht-
welle durch den Aether, withrend die einzelnen Theilchen der Luft,
beziehlich des Lichtiithers, nur kleine Bewegungen ausfithren. KEs
ist dieses das charakteristische Zeichen fiir solche in einem elastischen
Medium voranschreitende Oscillationen.

Wenn man fiir eine Differentialgleichung, die in jedem Gliede
die abhiingige Variable — hier also § — selbst oder ihre Differen-
tialquotienten nach den unabhiingigen Variablen — hier « und ¢ —,
nur einmal enthiilt (d. i. eine lineare homogene Differential-
gleichung) zwei Lisungen gefunden hat, so kann man auch immer
neue Losungen bilden, indem man solche Integrale mit willkiir-
lichen Constanten multiplicirt und algebraisch addirt.

In unserem Falle erhalten wir also, wenn wir mit 4 und B
zwei willkiirliche Constanten bezeichnen, die allgemeine Lisung

§=A-F(m+at)+B-G(w—ul)7 (18)

deren Richtigkeit man leicht nachweisen kann, indem man aus ihr die
2 2

Differentialquotienten gfz und %tg bildet. Sie stellt eine Be-

wegung dar, bei welcher gleichzeitig ein Zug Wellen in Richtung
der zunehmenden , und ein anderer in Richtung der abnehmden =
fortschreitet. 1In ihr ist die allgemeinste Form der Liosung dieser
Differentialgleichung gegeben.

Die hier besprochene Form der Bewegung kann sich in allen
ponderablen Korpern entwickeln; denn diese besitzen alle die Eigen-
thiimlichkeit, dafs sie der bei steigendem Drucke eintretenden Com-
pression widerstehen. Viele von ihnen, niimlich sowohl die festen
als auch, was gewohnlich nicht beachtet wird, die fliissigen Korper
besitzen auch die Kigenschaft, dafs sie dem Zug einer dehnenden
Kraft Widerstand leisten. Fliissigkeiten sind in dem Zustande, in
dem wir sie gewdhnlich finden, lufthaltig und zerreilsen daher sehr
leicht; wenn man sie aber mit einiger Sorgfalt luftfrei macht, so ver-
mogen sie einen ganz erheblichen negativen Druck oder Zug auszu-
halten, ohne dafs eine Trennung ihrer Theile eintritt. Man kann
eine Quecksilbersiiule in dem Barometer so luftfrei machen, dals man
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schliefslich durch eine Luftpumpe die Luft unten wegnehmen kann,
ohne dals das Quecksilber weder in sich zerreifst, noch von der
Glaswand abreilst.

§ 8. Ebene Transversalwellen.

Wir gehen wieder von der Voraussetzung eines Zuges ebener
Wellen aus, welche sich in Richtung der z fortpflanzen, setzen aber
voraus, dafs in der betrachteten Schicht, die wir uns ebenso wie vorhin
(siehe K'ig. 4 aufS. 18), horizontal gelegt denken, keine Verschiebungen
nach oben oder unten eintreten, sondern ausschliefslich Verschie-
bungen parallel der yz-Ebene. Zuniichst wollen wir annehmen, dals
die Verschiebungen # nur in der Richtung der y geschehen, und
zwar sollen sie in der ganzen Ausdehnung der Schicht gleich grofs
gein, so dals # nur als Function von z und ¢ zu betrachten ist.
Bei Fliissigkeiten werden solche Verschiebungen keinerlei Gegenkriifte
erregen, vorausgesetzt, dafs die Fliissigkeit nicht von den Wiinden
zuriickgehalten wird. Andererseits
wissen wir aber, dals in starr-
elastischen Korpern bei solchen
Verschiebungen Gegenkriifte ent-
stehen; denn solche Korper be-
haupten nicht nur ihr Volumen,
sondern auch ihre besondere Form.

Wenn jede hoher liegende
Schicht gegen die tiefer liegende
in gleicher Weise verschoben wird, so wird 4 von der unteren Fliche
bis zur oberen regelmiifsig zunehmen, und wir werden dasselbe da-
her dem Werthe von 2 proportional setzen kionnen, was wir in der
Form

n

Fig. 5.

n=0b.2

schreiben wollen, so dafs die Constante b also gegeben ist durch die
Gleichungen

od = :
er _6‘_1]_ : (19)
oz
Der Differentialquotient g—z wiirde demnach die Tangente des Win-

kels « in der obenstehenden Fig. 5 sein. Nun leisten die elasti-
schen starren Korper gegen solche Verschiebungen Widerstand in
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der Art, dals Gegenkriifte entstehen, welche in unserem Falle die
obere Fliche nach links und die untere Fliche nach rechts zu
fithren streben. Bei sehr kleinen Verschiebungen kann man die
entstehenden Gegenkriifte der Constante 4 proportional setzen. s
ist leicht zu sehen, dafs diese Kraft eine Flichenkraft ist; denn
wenn wir eine ausgedehnte Schicht eines solchen Korpers haben und
sie in einzelne Theile zerlegen, so wird in jeder Flicheneinheit eine
gleich grofse Kraft entstehen, und der Betrag der Gesammtkraft der
Grifse der Fliche proportional sein. Fiir die Flicheneinheit wird
die Grofse der Kraft, welche der Schiebung widerstrebt, zuniichst
von einer Constanten abhiingen, welche durch die Natur des Korpers
bedingt ist; ferner wird sie proportional der Grifse der Schiebung
sein. Die Kraft, welche auf die Flicheneinheit wirkt, wiirde man
also durch

LY 2'b= 2.»._.. 9
Y =% ® a: (20)

ausdriicken konnen, worin #® eine von der Natur des deformirten
Korpers abhiingige stets positive Constante bezeichnet. Wenn also
in einem Korper verschiedene Schiebungen in den iiber einander
liegenden Schichten eingetreten sind, so werden wir fiir eine einzelne
dieser Schichten die Gesammtkraft, welche auf sie ausgeiibt wird,
berechnen konnen, indem wir die Differenz nehmen zwischen der
Kraft, welche an ihrer oberen Seite, und derjenigen, welche an der
unteren auf sie wirkt. Bezeichnen wir diese Gesammtkraft mit 9),
80 wird

97‘ Yobeu = Junten = Yz+dm— Y
0oy

. dax 1)

sein, und mit Benutzung der Gleichung (20) erhalten wir
‘D=x2.7~.dx. (21a)

Die bewegende Kraft ist andererseits gleich zu setzen der Beschleu-

nigung multiplicirt mit der Masse fiir die Flicheneinheit. Letztere

ist aber das Product aus der Dichte ~ und der Dicke der Schicht
2

0
da. Es ergiebt sich also die bewegende Kraft gleich A.da. ik

2 ’
und wir hekommen daher die Gleichung: :
0%y 0%
Pl R
x.axz-— -atzy (22)
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2
o e ; :
oder, wenn wir T:a"‘ setzen, so dafs also a* eine nothwendig
(]

positive Grofse darstellt,

Or 1 kg 0%y,
Tr-o. 2 =

welche dieselbe Form hat, wie die bei den Longitudinalwellen er-
haltene Bewegungsgleichung (15).

Die Integralfunction, welche die vollstiindige Lisung dieser
Differentialgleichung darstellt, mufs daher auch genau dieselbe Form
haben, die wir frither bei den Longitudinalwellen fanden, niimlich

1}=A.1'1(,+a”+B-G(m—al). (23)

Es geschehen aber hier die Verschiebungen quer gegen die Richtung,
in welcher sich die Wellen fortpflanzen.

Dieselbe Form der Bewegung ergiebt sich natiirlich auch, wenn
wir die {-Verschiebung in Richtung der z-Axe zu berechnen suchen,
und jeder dieser Wellenziige kann auch ungestort durch den anderen
mit ihm zugleich bestehen.

Bei den Transversalwellen hiingt die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit von der Constanten ab, welche den Widerstand gegen die Ver-
schiebung mifst, withrend bei den Longitudinalwellen diejenige Con-
stante in die Gleichung einging, welche den Widerstand gegen die
Volumiinderung mifst. Wir finden daher bei den festen Korpern,
in denen beide Formen der Bewegung vorkommen kionnen, meisten-
theils verschiedene Fortpflanzungsgeschwindigkeit fiir Longltudmul-
und Transversalwellen.

Bei Korpern, welche gegen Schiebungen der Schichten keinen
Widerstand leisten, bei den Fliissigkeiten, kinnen also solche Trans-
versalschwingungen nicht vorkommen. Hierin liegt, wie schon oben
angegeben, der Grund, weshalb die iltere Undulationstheorie des
Lichtes nothwendig forderte, dafs der Lichtiither ein fest-elastisches
Medium sei.l)

) hme vollstiindigere Ausfiihrung der Theorie der elastischen Schwingungen
wird im zweiten Bande dieser Vorlesungen gegeben.



Zweiter Theil.
Elektromagnetische Schwingungen.

Erster Abschnitt.

Die Maxwell'schen Gleichungen.

§ 9. Die elektromagnetische und die magnetoelektrische
Induction,

Wir wollen nunmehr zu der Betrachtung von elektromagne-
tischen Wellen iibergehen. Wiihrend elastische Transversalwellen
ausschliefslich in starr-elastischen Korpern zu
Stande kommen konnen, sind die elektromag-
netischen in allen Aggregatzustiinden ponderabler
Substanz und selbst in dem scheinbar leeren o
Weltenraume moglich.

Wenn ein positiver elektrischer Strom senk-
recht durch die Ebene der Zeichnung (Kig. 6) von \/
hinten nach vorne hindurchgeht, so erzeugt er
in seiner Umgebung eine magnetische Kraft, welche einen nord-
magnetischen Pol in der entgegengesetzten Richtung des Uhrzeigers
im Kreise herumzufithren strebt; denn nach der Amprre'schen
Regel sieht eine menschliche Figur, die in diesen Strom so einge-
schaltet ist, dafs ihre Fiifse nach hinten und ihr Kopf nach vorn
gerichtet ist, und die nach einer Magnetnadel blickt, den Nordpol,
also iiberhaupt die nordmagnetischen Partikelchen nach links ab-
gelenkt. Diese Richtung ist in Fig. 6, in welcher der Querschnitt
des Stromleiters durch einen Punkt dargestellt ist, durch die Pfeil-
richtung bezeichnet. Die magnetische Kraft in der Umgebung des
Stromleiters dauert so lange, als der Strom besteht. Wir wissen
aus der Erfahrung, dafs auch bei ganz kurz dauernden Stromen die-
selbe Kraft auftritt. In den Farapay-Maxwern'schen Anschauungen
ist diese Regel auch auf elektrische Strome von so geringer Dauer

Fig. 6.
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ibertragen worden, wie sie in den Molekeln isolirender Korper da-
durch entstehen, dals plotzlich in den sie begrenzenden Leitern sich
ein Quantum Elektricitiit sammelt und eine elektrostatische Kraft
hervorruft, die auf den Isolator einwirkt. Nach der FArapay-
Maxwenr'schen Vorstellung sind nun die Isolatoren und selbst der
Aether, d. h. das hypothetische Medium, welches den Weltraum auch
da erfiillt, wo keine ponderable Substanz mehr vorhanden ist, nicht
indifferent gegen elektrische und magnetische Kriifte, sondern sie
werden dielektrisch polarisirt durch elektrische, und magnetisirt
durch magnetische Kriifte.

Wenn also durch das Vorhandensein eines elektrischen Stromes
magnetische Kriifte auf den den Stromleiter umgebenden Raum wirken,
so wird der Aether magnetisirt, und es entsteht eine magnetische
Vertheilung in ihm, #hnlich in der Anordnung, wenn auch von viel
geringerer Stiirke, wie die im Kisen. s ist durch Messungen fest-
gestellt worden, dals das Product aus der hierbei wirkenden Kraft
und der Linge des geschlossenen Weges, lings dessen sie wirkt,
immer einen bestimmten endlichen Betrag hat, welcher von der
Stiirke des durchgehenden Stromes abhiingt. Demgemiifs hat also
auch die Arbeit, welche eine solche Kraft hervorbringt, wenn sie
die Einheit des Magnetismus einmal rings um den Stromleiter herum
fithrt, einen bestimmten Werth, der nur von der Stromintensitiit ab-
hiingt, und den man als Maals fiir diese benutzen kann.

Denken wir uns in der Entfernung » von der Axe des Stromes
einen Kreis, und bezeichnen wir mit J die Intensitiit des elektrischen
Stromes, so ist die Intensitiit der entstehenden magnetischen Kraft

s ‘ ! . J g
bei einem unendlich langen geraden Draht proportional ——, worin
r

« eine nur von den gewiithlten Maafseinheiten abhiingige Constante ist.
Die Arbeit wird erhalten, indem wir die Kraft mit 2 7 », der Liinge des
Weges, multipliciren, so dafs also die Arbeit proportional dem Product
2mJe und unabhiingig von » ist. Die von Winnrnm WEBER ein-
gefithrte Festsetzung der elektromagnetischen Maalseinheit fiir den
elektrischen Strom J ist nun so getroffen, dals ¢ = 2 gesetzt ist, und
also fiir die Arbeit 4, welche der Strom leistet, wenn er die nord-
magnetische Einheit in der Richtung der Kraft lings des kreis-
formigen Weges um sich herumfiihrt, die Gleichung:

A=4nJ (24)
besteht. Man kann nun aber das Integral iiber die Kraft multi-

plicirt mit der Wegliinge auch bilden auf jedem anderen Kreise oder
theilweise auf der Peripherie verschiedener Kreise, wenn wir etwa
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einen Theil des Weges auf einem Kreise von grofserem Radius zuriick-
legen und dann lings eines Radius auf einen Bogen von geringerem
Radius iibergehen; denn die Kraft hat immer die Richtung der
Peripherie und die Kraftcomponente ist Null auf dem Wegstiick,
welches die Richtung des Radius hat. Gehen wir nun bald in der
Richtung des Radius vorwiirts, bald zuriick, bald in tangentialer
Richtung, so wiirden alle diejenigen Stiicke oder Componenten, welche
in Richtung des Radius gelegen sind, keinen Beitrag zu dem Werthe
der Arbeit liefern.

Das Integral der Kraft, welche der Strom in seiner Nachbar-
schaft hervorbringt, multiplicirt mit dem Wegelement, auf welchem
man vorwiirts geht, wollen wir mit /'%k.ds bezeichnen; es ist fiir
einen ganzen Umlauf, d. h. fiir eine geschlossene Linie, welche den
Draht umgiebt, nur von der Intensitit J abhiingig, und es wird
auch keinen Unterschied machen, wenn wir die Fithrung des durch-
laufenen Weges aus der Ebene heraus verlegen, indem wir zeit-
weise in einer Strecke vorwirts gehen, welche senkrecht zur
Ebene der Zeichnung steht; denn ein geradliniger Strom bringt in
solchen Richtungen keine magnetische Kraft hervor. Das Integral
hat demmach, wie wir auch den Weg um den Stromleiter withlen
mogen, immer den Werth 4x.J, vorausgesetzt, dafs der Sinn der
Umkreisung derselbe ist. Dabei wird unter & die in die Richtung
von ds fallende Componente der magnetischen Kraft verstanden.
Der Werth dieses Integrals / k.ds, erstreckt von einem Punkte z, y, »
bis zu einem festen Punkte, den man im allgemeinen ins Unendliche
verlegt, hiingt zusammen mit dem Begriffe derjenigen Function ¢, 1),
welche man Potentialfunction des Magnetismus im Orte z, y, #
zu nennen pflegt.

Dann ist
k.ds= —deg. (25)

Integriren wir nun iiber eine den Strom in dem angegebenen Sinne
einmal umkreisende geschlossene Bahn, deren Anfang mit dem
Index 0, und deren Ende mit dem Index 1 bezeichnet sein moge,

80 erhalten wir:
1 1

—[dg =[k.ds =@, — @, = 4nJ. (25a)
0 0

Der Werth der elektromagnetisch gemessenen Stromstirke J; multi-
plicirt mit 4 #, fiillt also zusammen mit der Abnahme der magne-
tischen Potentialfunction, welche sich einstellt, wenn man den
Strom einmal in dem angegebenen Sinne umkreist. Diese Potential-
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function ist also in der Umgebung des Stromleiters keine eindeutige
Function, wie sie es in der Umgebung von magnetischem Stahl oder
Bisen ist, sondern wir miissen, um sie eindeutig zu machen, uns
eine Fliche durch den Stromleiter gelegt denken, die von dem Strom-
leiter ringsum begrenzt ist, oder wenn der Stromleiter unendlich ist,
sich an der einen Seite ins Unendliche erstreckt. An der Fliche
selbst macht die Potentialfunction einen endlichen Sprung ihres Werthes.
Wenn wir z B. in der Richtung des Pfeiles in Fig. 7 herum gehen, wo
die Linie (0,1) einen Schnitt der Trennungsfliiche bezeichnet, und der
Punkt a einen des Stromleiters, so kann die magnetische Potential-
function iberall im ganzen Raume als continuirlich betrachtet
werden; nur beim Durchgang durch die Fliiche (0, 1) erleidet sie einen
Sprung, withrend die Componenten der magnetischen Kraft auch in
und auf beiden Seiten der Fliiche durchaus continuirlich sich
fortsetzen.

Ampire hat zuerst nachgewiesen, dafs man die magnetischen
Wirkungen eines geschlossenen Stromleiters vollkommen gleich
setzen kinne denen, welche durch eine gewisse Vertheilung ent-
gegengesetzter Magnetismen auf beiden Seiten einer solchen
Fliiche hervorgebracht werden wiirden. Nur in der Fliche selbst

tritt eine Abweichung ein fiir
P72 die Raumpunkte, welche zwi-
a schendenbeidenSchichtenihrer
imaginiiren magnetischen Be-
legung liegen. Rings um diese
Fliche auf der Aufsenseite des Stromleiters bleibt noch ein zu-
sammenhiingender Raum; aber der gesammte den Stromleiter um-
gebende Raum wird durch jene Fliche aus einem (nach Riemann’-
scher Ausdrucksweise) zweifach zusammenhiingenden in einen einfach
zusammenhiingenden verwandelt, in welchem die Potentialfunction
nun eindeutig und continuirlich ist, wie die magnetisirter Kisen-
massen.

Wir haben gesehen, dafs der Potentialsprung zwischen der einen
und der anderen Seite dieser Fliiche, wo man auch von einem Punkt
zu demselben Punkt der anderen Seite hiniiber geht, immer den
gleichen Werth hat. Kine solche Fliche, welche an ihren beiden
Seiten zwei verschiedene Werthe des Potentials besitzt, kann physi-
kalisch hergestellt werden, indem man sie mit einer Doppelschicht
des betreffenden Agens belegt. Kin Stahlblech, welches durch senk-
recht zu seiner Fliiche gerichtete Magnetkriifte magnetisirt wiire, wiirde
ein Beispiel dafiir sein; oder auf elektrischem Gebiete ein Conden-

1

Fig. 1.
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sator, welcher auf der einen Seite positiv und auf der anderen Seite
negativ geladen ist, der also nach der ersten Seite hin positives
Potential hervorbringt, und negatives Potential nach der anderen Seite.
Der Condensator kinnte aufserordentlich diinn sein; nur miifste
dann auch die elektrische Dichtigkeit auf den beiden Platten ent-
sprechend gesteigert werden.

Die Potentialtheorie lehrt, dals der Potentialunterschied ¢, — ¢,
¢, auf die magnetisch positive, ¢, auf die magnetisch negative
Fliche bezogen, in einem solchen Kalle gleich ist 4 # multiplicirt
mit derjenigen Grolse, welche man das Moment der magnetischen
Doppelschicht fiir die Flicheneinheit nennt. Dieses Moment = ist,
wenn fiir die Flicheneinheit das magnetische Quantum + p auf der
einen Seite und — g auf der anderen im Abstand d zu der ersteren
parallelen Seite liegt (Fig. 8), gleich

m = p.d,
so dals also
Go— P, =4am=4nJ (26)
und demnach
m=J (264)

ist.
Die villig analogen Beziehungen gelten fiir eine elektrische
Doppelbelegung, wenn eine Schicht

positiver Elektricitiit auf der einen b
Seite,und eine gleich dichte Schicht d
negativer Elektricitit auf der an-

deren Seite der Fliche sich be- 2t
findet. il

Da der Potentialsprung fiir alle Punkte der Fliche beim Durch-
gang durch dieselbe gleich ist, so forderte Ampire, dafs seine Hilfs-
fliche, die er sich durch den Stromleiter gelegt und durch ihn be-
grenzt dachte, in jeder Flicheneinheit das gleiche magnetische
Moment haben miifste. Ks wirkt in diesem Falle die doppelt be-
legte Fliche gerade so auf die Magneten ihrer Umgebung wie ein
elektrischer Strom.

Wenn eine elektrische Bewegung in Richtung eines solchen
Stromleiters geschieht, so werden also dadurch magnetische Kriifte
in der niichsten Umgebung hervorgebracht, und solche magnetischen
Kriifte werden in jedem magnetisirharen Medium auch Magnetisirung
erzeugen, d. h. die Vertheilung des Magnetismus in den Molekeln
indern, und wir wissen andererseits aus den diamagnetischen und
paramagnetischen Untersuchungen, dafs alle bekannten ponderablen
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Korper der Magnetisirung durch magnetische Kriifte unterworfen
sind. Da es eine Reihe von Korpern giebt, die diamagnetischen,
welche sich in der Gegenwart von Magneten gerade so verhalten,
wie es schwach magnetische Korper thun, welche von einer stirker
magnetisirbaren Fliissigkeit umgeben sind, so werden wir dadurch
zur Annahme einer Magnetisirbarkeit auch des Luftraumes und so-
gar des Aethers gefithrt, da die diamagnetischen Versuche ebenfalls
im Vacuum gelingen, und miissen uns diese Magnetisirbarkeit des
Aethers sogar grofser als die des Wismuth oder andrer diamagne-
tischer Korper vorstellen.

Wiihrend wir bisher annahmen, dafs die Elektricitiit in Bewegung
war und fanden, dafs diese bewegte Elektricitit Magnetismus er-
zeugte, konnen wir uns auch den umgekehrten Vorgang denken,
dafs niimlich Magnetismus erzeugt wird, oder dafs er seine Stiirke
iindert, wodurch dann inducirte elektrische Strome auftreten. Deut-
lich wahrnehmbar sind diese nur, wenn wir starken Magnetismus
schwinden oder entstehen lassen; aber wir kinnen auch bei schwach
magnetischen Korpern, je weiter unsere Beobachtungsmethoden ver-
feinert werden, desto deutlicher nachweisen, dafs beim Aufhiren
oder Eintreten der Magnetisirung in der Umgebung elektrische
Bewegungen hervorgebracht werden. KEs entstehen also elektrische
Kriifte immer, wenn lings irgend eines magnetisirbaren Fadens
eine Veriinderung seines Magnetismus eintritt. Denkt man sich nun
an Stelle jenes auf der Ebene der Zeichnung (in Fig. 6 aufS. 27) senk-
recht stehenden Leiters, den wir uns von einem elektrischen Strom
durchflossen dachten, ein lineares magnetisirbares Gebilde, etwa einen
Stahl- oder Eisendraht, so hat jede Veriinderung seiner Magne-
tisirung zur KFolge, dafs nun um diesen magnetisirten Faden in
derselben Weise elektrische Kriifte wirken werden, in der dort
magnetische Kriifte auftraten. Sie werden nachweisbar, sobald ein
leitender Draht vorhanden ist, in dem diese Kriifte einen Strom er-
zeugen kionnen. Die Richtung dieses elektrischen Stromes ist aber
entgegengesetzt derjenigen, welche ein dauernder Strom haben
miifste, um den Draht in derselben Weise zu magnetisiren, wie es
bei der Erregung des inducirten Stromes geschieht. Wenn der zur
Ebene der Zeichnung senkrecht stehende Stab sich so magnetisirt,
dafs sein Nordpol nach vorne, sein Siidpol nach hinten liegt, so wird
er einen elektrischen Strom induciren, in welchem die positive Elektri-
citiit im Sinne des Uhrzeigers ihn umkreist, withrend umgekehrt ein
Strom, der jene Art der Magnetisirung erregen soll, gegen den Sinn
des Uhrzeigers kreisen miifste.
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§ 10. Die Wechselwirkung zwischen Schichten von elek-
trischen und magnetischen Stromfiden.

Denken wir uns eine Reihe von neben einander gelagerten elek-
trischen Stromen, welche untereinander parallel und senkrecht zur
Ebene der Zeichnung, die wir uns vertical vorstellen, nach vorne
gerichtet sind, so erzeugen sie alle magnetische Kriifte in der Art, wie
wir es eben ausgefithrt haben, und wie es in Fig. 9 durch die kleinen
Pfeile dargestellt ist. Zwischen den Leitern treffen dann diese
magnetischen Kriifte in entgegengesetzter Richtung zusammen und
heben sich dadurch auf, withrend sie oberhalb und unterhalb alle
gleich gerichtet sind. Wir werden also durch die von uns voraus-
gesetzte ebene Schicht von elektrischen Stromungen eine Magneti-
sirung bekommen, die oben nach der einen und unten nach der
entgegengesetzten Richtung gerichtet ist, wie es die langen horizon-
talen Pfeile in Fig. 9 andeuten. Dieses wird nun in der ganzen
Liinge jener elektrischen Strome stattfinden, und es wird also ober-
halb und unterhalb eine Schicht von magnetischen Fiden liegen,
in der die Kiden jeder einzelnen Schicht alle in der gleichen
Richtung magnetisirt sind. Das Entstehen dieser Magnetismen wird

00 00000

Fig. 9.

i

abermals ringformige elektrische Strome um jeden einzelnen dieser
Lingsfiden aa und bb erzeugen, und wiederum werden diejenigen
Strome, welche von gleich gerichteten, derselben Schicht angehrenden
Magnetisirungsfiiden herrithren, zwischen diesen in entgegengesetzter
Richtung auf einander stofsen, also sich aufheben, withrend die ober-
halb und unterhalb der Schicht inducirten elektrischen Strome gleich-
gerichtet sind, und zwar quer gegen die magnetischen Kraftlinien,
d. h. parallel mit den urspriinglich vorhandenen Stromfiiden; und
zwar sind diejenigen, welche an den Ort der urspriinglich vorhan-
denen elektrischen Stromfiiden fallen, diesen nach der vorher an-
gegebenen Regel entgegengesetzt gerichtet und schwiichen sie; an
den i#ufseren Seiten iiberwiegen die von der nitheren Schicht her-
rithrenden, den urspriinglichen Stromfiiden gleichgerichteten Strome,
so dafs nun dort Stréme derselben Richtung neu erscheinen, withrend
dieselben an ihrem urspriinglichen Orte schwinden.

Die eigenthiimliche Wechselwirkung zwischen elektrischen und
magnetischen Bewegungen, wonach elektrische Bewegung magnetische

H. v. Herymorrz, Theoret, Physik. Bd, V. 8
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Kriifte in querer Richtung und magnetische Bewegung élektrische
Kriifte wieder quer gegen die vorigen, also parallel den ersten her-
vorrufen, bedingt in diesem Kalle, dals die anfiinglichen Bewegungen
schwinden und dafiir neue derselben Art und Richtung, aber an
einer anderen Stelle auftreten. Die secundiir entstandenen elektrischen
Bewegungen wirken dann im Aether, sei er nun gemischt oder un-
gemischt mit wiigharen Substanzen, von ihrem neuen Orte aus ge-
rade so weiter, wie es die primiiren Strome thaten, so dafls die
Storung des Gleichgewichts sich nach beiden Richtungen fortschreitend
ausbreitet, und an den vorher gestorten Stellen immer wieder aus-
geglichen wird.

Bei diesem Vorgange sind also nothwendig immer gleichzeitig
magnetische und elektrische Polarisationen vorhanden, beide senkrecht
zu einander; und die Fortpflanzung der Wellen geschieht in einer
Richtung, die wiederum senkrecht zu der Ebene der elektrischen und
magnetischen Verschiebungen ist. Die Oscillationen sind also als
transversal zu bezeichnen, wie sie auch in der elastischen Undu-
lationstheorie angenommen werden; aber sie bewegen nicht noth-
wendig die Substanz ihres Triigers, des Aethers, und sind vollkommen
unabhiingig von der Art der Festigkeit desselben.

Dieses ist im Wesentlichen die Vorstellung von der Art der
Wechselwirkung zwischen magnetischer und elektrischer Bewegung,
wie sie durch MAxweLnn ausgebildet worden ist. Ks ist dabei zu
bemerken, dafs diese Vorstellung in der dargelegten Form sich nur
auf den reinen Aether oder auf elektrisch isolirende Medien iiber-
tragen lifst, in denen keine anderweitigen elektrischen Bewegungen
vorkommen konnen, welche die Vertheilung der Elektricitiit wesent-
lich veriindern, wie das in den leitenden Korpern der Fall ist.
Spiiter werden wir sehen, wie die Zustinde und Vorginge in den
leitenden Korpern von den hier geschilderten verschieden sind.

§ 11. Die Maxwell’'schen Grundgleichungen.

Wir wollen nun die soeben erdrterten Verhiiltnisse quantitativ
untersuchen. Wir haben auseinandergesetzt, dafls das Integral der
magnetischen Kraft, genommen iiber einen bestimmten geschlossenen
Weg, gleich zu setzen ist der mit 4z multiplicirten Intensitit des
Stromes, der durch das Innere dieses Weges hindurchgeht, so dafs also

fk.ds=4uJ.

Nun kénnen wir uns den Weg beliebig gestaltet denken. Nehmen
wir einmal an, wir hiitten in der yx-Kbene ein Rechteck, dessen
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eine Seite in der Richtung von y liegt, die andere in der Richtung
von #z, wobei die in Fig. 10 durch Pfeile bezeichneten Richtungen
als positiv gerechnet werden. Dann wollen wir die magnetischen
Kriifte, beziehlich ihre Componenten nach den Coordinaten z, y, z,
welche in der betreffenden Gegend des Raumes auf die Einheit der
magnetischen Menge ausgeiibt werden, mit L, M, N bezeichnen.
Die magnetische Kraft ist urspriinglich durch die magnetische
Anziehung und Abstofsung nach dem System von Gauss gemessen
worden, und zwar sind die Versuche, auf welche er seine Messungen
stiitzte, im Luftraum gemacht. Seitdem hat man gefunden, dafs
der Sauerstoff paramagnetisch ist, in demselben Sinne wie das Eisen.
Es kann also eine genaue Uebereinstimmung zwischen den Messungen
im Luftraum und denen im Vacuum nicht stattfinden; aber der
Unterschied ist so klein, dafs man bis jetzt 4
nicht geglaubt hat, ihn beachten zu miissen.
Man wendet daher die in dem lufterfiillten
Raume gemachten Bestimmungen ohne
Weiteres auf das Vacuum an. dx
Gauss fand durch seine Messungen das
(tesetz, dafls zwei Quanta Magnetismus, von
denen das eine mit m, das andere mit m,
bezeichnet sein mag, gegenseitig auf einander mit einer Kraft

Y

dy
Fig. 10.

wirken, genau bestiitigt. Dieses Gesetz war zuerst von Covroms fiir
die Elektricitit und den Magnetismus, freilich ohne strenge Priifung,
aufgestellt worden. Fiir die Elektricitit lifst es sich durch die
Phiinomene ihrer Bindung mit iulserster Genauigkeit bestiitigen.
Wenn ein elektrisirter Korper, der auf einer Metallplatte durch
einen isolirenden Fuls getragen wird, mit einer vollkommen leitenden
Hille irgend welcher Art und Form umgeben ist und man leitet
diese Hiille und die Platte, auf der das Ganze ruht, zur Erde ab,
so ist aufserhalb keine Spur von elektrischer Wirkung zu beobachten.
Ks ist dieses nur dann moglich, wenn die Anziehung und Abstofsung
beider Elektricititen im Luftraum nach dem Cournoms’schen Gesetze
vor sich gehen, und die auftretenden Kriifte umgekehrt proportional
dem Quadrate der Entfernung sind. Beim Magnetismus treten
Complicationen ein durch den Umstand, dafs wir einen einzelnen
magnetischen Pol nicht von seinem Gegenpol trennen konnen. In-

dessen ist diese Schwierigkeit bei den Messungen von GAuss, welche
3*
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mit Magnetstiithen gemacht sind, durch Gebrauch langer Stibe und
theoretische Berechnung des Kinflusses des anderen Pols umgangen.
Es liefsen sich die Bedingungen der Versuche so wiihlen, dafs man
ihre Ergebnisse unter Anbringung passender Correctionen genau mit
den Folgerungen aus den vorausgesetzten mathematischen und geo-
metrischen Vorstellungen vergleichen und zeigen konnte, dafs auch
fiir den Magnetismus das Gesetz vollstiindige Giiltigkeit hat.

Sind m und m, einander gleich, so mufs die auftretende Kraft
2

A TP . :
gleich — sein; daraus folgt, wie schon oben auseinander gesetzt
r

worden:

<|8

= JKraft.

In diesem Sinne sind also die magnetischen Kriifte absolut gemessen.
Wenn wir nun das Integral /' %.ds hier um den Umfang eines
Elementarrechteckes in der yx-Ebene
bilden wollen, so kommen fiir uns in Be-
tracht in der y-Richtung die Componente M,

in der x-Richtung die Componente N. Wir

dx werden also, wenn wir in der Richtung

5 > des gekriimmten Pfeiles (Fig. 11) herum-
" Fig. 11. gehen, zuniichst das Glied (— N.d#) zu

bilden haben. Fiir die gegeniiberliegende
Seite ist derjenige Werth von N, welcher fiir die um dy vermehrte

Coordinate gilt, also N + d%:r dy, mit positivem Vorzeichen zu
nehmen und ebenfalls mit d% zu multipliciren. Analog werden die
beiden anderen Glieder gebildet, so dafls wir also erhalten:

fk.ds: —N.dx-}-M.dy—]—(N-}- %dy)dz—(M+ %I—:Idz)dy

ON OM
=('a—,7 —-a—;)dy.dz (27)

Dieser Werth giebt durch 4z dividirt nach der Gleichung (25a) die
elektromagnetisch gemessene Intensitiit eines Stromes an, der durch
das betrachtete Flichenelement dringt, und zwar auf den Leser zu,
wenn der Werth positiv ist, von dem Leser fort, wenn er negativ.
Wir bezeichnen nun die sogenannte Dichtigkeit der Stromung,
d. h. die Elektricititsmenge (elektromagnetisch gemessen), die in
der Zeiteinheit durch eine Fliicheneinheit der yx-Ebene stromt, mit
U, wobei U positiv sein soll, wenn der positive Strom auf den Leser
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zu gerichtet ist, eine Richtung, die wir von jetzt an als die positive
Richtung der z- Axe annehmen wollen. Die Bedeutung dieses Zeichens
unterscheidet sich von der des J in Gleichung (25a), welches wir die
Intensitiit des Stromes nannten, dadurch, dals abgesehen von
der Einschriinkung auf die der x-Axe parallele Richtung, J den
Strom durch den gesammten Querschnitt des Leiters zusammen-
falste, withrend U hier also die Componente der Stromdichtigkeit,
welche der z-Axe parallel ist, in der Flicheneinheit des Quer-
schnittes bezeichnet.

Um diejenige Menge zu finden, welche in der Zeiteinheit durch
die Fliche dy.dx flielst, werden wir I/ mit dy.d~ zu multipliciren
haben, so dafs wir erhalten:

IN oM
fk.ds:(a—y——W)dy.dz—_-‘}nU.dy.dz. (28)

Die Erfahrungen, welche zu dieser Formel gefiithrt haben, sind aber
nur an Leitern gewonnen. In einem isolirenden Raum, wie wir ihn
hier voraussetzen, wird die allein mogliche Bewegung der Elektricitiit
darin bestehen, dals die Polarisation in der z-Richtung wiichst, was
einer Stromung der Elektricitit im Innern der einzelnen Molekeln
gleich zu achten ist. Die elektrischen Polarisationen seien mit %,
Y und 8, die magnetischen Momente mit €, M, N, und die elek-
trischen Kriifte mit X, ¥, Z bezeichnet, wobei wir die Momente stets
auf die Volumeneinheit beziehen.

Denken wir uns ein Volumen, was parallel der yx-Ebene con-
stanten Querschnitt hat, so werden wir ihm ein Moment ¥ zu-
schreiben kiinnen, wenn es abgetrennt von den benachbarten Elementar-
volumina fiir hohere und geringere Werthe des x, an seinen beiden
Endflichen dy.d=x elektrische Flichenbeliige 4 e.dy.dx hat, sodals:

e.dy.dx.de=%.dx.dy.dx.

Da wir bei der Annahme isolirender Substanz in den betrachteten
Theilen des Raumes die Annahme des Ueberganges freier KElektri-
citiit von einem zum anderen Raumelement ausschliefsen, so miissen
wir diese elektrischen Ansammlungen an den beiden Endflichen des
Volumenelements durch Verschiebung des ihm urspriinglich ange-
horigen Gehalts neutralisirter positiver oder negativer Elektricitiit
entstanden denken, und jeder Zunahme des Moments dX wird ein
entsprechender Flufs des positiven Quantum de von der negativen
Grenzfliche zur positiven entsprechen miissen, sodafs in der That
die Grofse
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0x de

ot =g
einer elektrischen Stromung entspricht, deren Dichtigkeit U/ durch
de 0%
gt .o

ON O0OM 0x
fk.ds=(a;-—m—).dy.dx=4n-a—7.dy.dx (29)

dt

gemessen wird. Wir erhalten also:

Die Gleichung wiirde in dieser Gestalt stehen bleiben konnen,
wenn wir hier die Elektricitiit nach elektromagnetischen Stromein-
heiten messen wollten. Da wir aber auch noch die elektrostatischen
Wirkungen zu betrachten haben, so ist es rathsam, dafs wir einer-
seits die magnetischen Grdfsen nach dem durch Gauss eingefiihrten
und auf den Messungen im Luftraum begriindeten magnetischen
Maalfse messen, und andererseits die elektrischen Grofsen nach elektro-
statischem Maalse. Wir werden also noch diejenige Constante ein-
fithren miissen, welche uns das elektromagnetische Maalfs in elektro-
statisches umwandelt; wir wollen sie mit 4 bezeichnen. Wir be-
kommen also die Gleichung:

ON O0M 0x
(—W—-W).dy.dx=4n11.—a~t—.dy.dz. (294a)

Auf beiden Seiten kionnen wir nun durch dy.dx dividiren.

Es ist ersichtlich, dafs sich fiir Stromungen der Elektricitit in
der Richtung der y- und z-Axe vollig symmetrische Gleichungen
ergeben, so dafs wir also erhalten:

0% ON oM

i Tl P,
09 6L ON
08 OM 0L

Diese Gleichungen gelten streng genommen nur fiir den Luftraum;
denn unsere hisherigen Messungen der Griofse 4 sind im Luftraum
gemacht worden, wie denn iiberhaupt alle bisherigen Bestimmungen
der elektrischen und magnetischen Einheiten sich stets auf den
Luftraum beschriinkten. Wir werden sehen, dafs man beim Ueber-
gang auf andere Korper noch gewisse Factoren hinzufiigen mulfs,
die der abweichenden Beschaffenheit dieser Kérper entsprechen.
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Ganz dieselbe Betrachtungsweise gilt fiir die Aenderung der
magnetischen Momente. Wenn die Magnetisirung eines Stabes sich
plotzlich iindert, also wiichst oder abnimmt, so entstehen ringsum
elektrische Kriifte. Dieses wiirde zu einer iihnlichen Reihe von
Gleichungen fithren. Ks ist dabei nur zu bemerken, wie schon
vorher hervorgehoben wurde, dals in der Beziehung des bewegten
Magnetismus zu den elektrischen Kriiften ein Unterschied insofern
besteht, als die elektrische Bewegung, welche durch entstehenden
Magnetismus hervorgebracht wird, entgegengesetzt ist derjenigen
elektrischen Bewegung, welche nothig ist, um diesen Magnetismus
hervorzubringen. Das hat nun hier zur Folge, dafls wir beim Auf-
stellen der Gleichungen fiir elektrische Kriifte, also fiir diejenigen
Kriifte, die wir als elektromotorische Inductionskriifte kennen gelernt
haben, und die sich in den metallischen Leitern sehr kriftig wirksam
zeigen, die Differenzen umkehren miissen. Wir bekommen also z. B.:

el e R A
0t 0z 6?/_

Wenn wir als Einheiten fiir die hier vorkommenden elektrischen und
magnetischen Grofsen die erwithnten elektrostatischen und die
von Gtauss definirten magnetischen benutzen, so fordert das Ge-
setz von der Constanz der Energie, dafs die Constante B gleich der
in den Gleichungen (30) vorkommenden Constante 4 ist'). Wir ge-
langen demnach hier zu den Gleichungen:

g% - OF - 0%

A P Yy
oM 060Z o0X

R d o W e~ T 9H)
on X oY

il ooy planly. oy

Die Gleichungen (30) und (31) sind die sechs urspriinglichen MaAx-
werr'schen Gleichungen fiir die Fortpflanzung dieser elektrischen
und magnetischen Wirkungen durch den Aether.

§ 12. Ein particulires Integral der Maxwell’'schen Gleichungen.

Die empirischen Untersuchungen itber die Einwirkung der magne-
tischen Kriifte auf magnetisirhare Substanzen und elektrischer
Kriifte auf elektrische Isolatoren haben ergeben, dafs innerhalb einer

1) Siehe Bd. IV dieser Vorlesungen.
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gewifsen Grenze der Kraftintensititen die Polarisationen, welche
durch eine gegebene Kraft entstehen und in die Richtung dieser
Kraft hineinfallen, wenigstens bei isotropen Korpern, d. h. Kérpern,
die nach allen Richtungen dieselben Kigenschaften zeigen, der ein-
wirkenden Kraft proportional sind, dafs man also die dielektrischen
Momente %, 9), 3 der elektrischen Kraft, welche diese Momente her-
vorzubringen strebt, proportional setzen kann. Um sie zu erhalten,
mulfs man also die Kraft mit einer Constanten multpliciren, welche

von der Natur der Substanz abhiingt, und die wir mit 74% bezeich-

nen wollen. Im reinen Aether wiirde ¢ = 1 zu setzen sein.
Gemiifs der gewithlten Bezeichnung bilden wir die Gleichungen:

4n.x=8.X

4n.Y=¢.Y ](32)
4n.B8=¢.2Z

Da andererseits fiir die magnetischen Polarisationen die analogen

Beziehungen gelten, so ergiebt sich bei Einfithrung der entsprechenden
Constante pu:

4n.8 =p.L

4. M=p.M } (83)
4a.N=p.N

Nun wollen wir annehmen, dafs die vorkommenden Kriifte und

Momente nicht von y und %, sondern nur von # und ¢ abhiingen;

dann sind alle Differentialquotienten nach y und » gleich Null zu setzen.
Unter dieser Annahme verwandeln sich die Gleichungen (30) in:

ng = 0, also ¥ = 0 oder constant nach der Zeit.
a9 N
08 oM

inddr= o

und das Gleichungssystem (31) in:

—aa—? = 0, also € = 0 oder constant nach der Zeit.
omMm 07
onN oY

W T J
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S T . M S : N
Die Functionen M = """ und 8= s einerseits, und N = 5L
in 4 4

und 9) = 5217? andererseits kommen nun in getrennten Gleichungs-

paaren unabhiingig von einander vor. Wir kinnen daher jedes einzelne
Paar unabhiingig vom andern auflésen. Wenn wir

M=0
36
= Zwm 0 } (86)
setzen, so haben wir nur fiir die beiden auf N und Y beziiglichen
Gleichungen

89  ON
4”‘4—8—‘—_%

onN oY
4”‘45?:——6—%—

Losungen zu suchen.
Wir wollen jetzt

oo An(t=3) o o dn(t-%
] sl U, o DRI (37)

Vi Yo.cm(‘-i), N = mo.e""("i),

setzen, worin N, 9),, ¥, und RN, eventuell complexe Werthe haben
konnen. KEs ist dann:

—a—{v:ﬂNoom(‘ ")=4nA—a—2=4nAinﬁooi"(‘_7)
oz h ot 38
und R "’ . . (38)
mn in(t=— : YN (10
_3—::;=TY"0 ( ")=4nAFt—=4nAmmoo (=% 5
also
—’ll—N0 =474,
; (59)
TYO = 47’Amo
Nun folgt aus den Gleichungen (32) und (33) fiir /= :
49, =2.%, } (40)
47‘%0 =#-A’o

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (39) ein und multiplicirt
diese dann miteinander, so ergiebt sich:

—hl—,~=A’.e.p. (41)
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Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so stellen die von uns ange-
nommenen Werthe, welche ja sowohl Functionen der Zeit als auch des
Ortes sind, Bewegungen dar, die den abgeleiteten Formeln entsprechen.

In den eingefithrten Werthen ist iiberall der Factor e‘”("'%) ent-
halten, der eine Function von x — Akt ist. Wir haben nun aber in § 7
gesehen, dafs jede derartige Function eine Bewegung darstellt, welche
in Richtung der positiven Werthe von 2z mit der Geschwindigkeit %
fortriickt. Der Werth von A ist aber in Gleichung (41) durch die
Constante 4 und durch ¢ und p gegeben.

Zerlegen wir jede der Losungen in ihren reellen und imagi-

niiren Theil, so kommt in ersterem der Factor cos n(t —%), in

letzterem der Factor sin » (t - %) vor. Beide Theile stellen also der

Zeit nach periodische Bewegungen dar, die in Richtung der  fort-
schreiten, withrend die elektrischen Oscillationen §) in Richtung der
y, die magnetischen % in Richtung der x geschehen; beide sind also
normal zu einander und normal zu derjenigen Richtung, in der die
Wellen voranschreiten.

Es zeigt sich demnach in der That, dafs elektrische und magne-
tische Transversalwellen vor sich gehen kinnen.

In dem anderen Falle, den die Gleichungen (34) und (85) zu-
lassen, wo M und 3§ von Null verschieden gesetzt werden, geschehen
umgekehrt die elektrischen Schwingungen in der x-Richtung, die
magnetischen in der y-Richtung; aber wiihrend R, und 9, in
Gleichung (39) gleiches Vorzeichen haben, wiirden 9, und 3, ent-
gegengesetztes Vorzeichen bekommen, falls nicht gleichzeitig die Fort-
planzungsgeschwindigkeit 2 negativ wird. Auch in diesem Falle
pflanzen sich die elektrischen wie die magnetischen Oscillationen
mit gleicher absoluter Geschwindigkeit % in der a-Richtung fort
und zwar mit derselben wie das zuerst gefundene System.

Da iibrigens die Gleichung (41) nur den Werth von A*® giebt,
so kann man als Wurzel davon ebenso gut + A wie — % wiihlen,
die Fortpflanzung kann also ebenso wohl in der Richtung der zu-
nehmenden wie der abnehmenden Werthe von z geschehen. Die
Grofse dieser Geschwindigkeit 4 hiingt von der Constanten 4 ab,
welche sich auf die Reduction der elektrostatischen Kinheit auf die
elektromagnetische Kinheit bezieht, und welche somit direct auf
elektromagnetischem Wege zu bestimmen ist.

Aus den Vorzeichen von 9, und 9, oder von M, und 3, folgt,
dals, wenn der Beschauer in Richtung der Fortpflanzung der Wellen
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auf eine Schicht hinblickt, in der positive Elektricitiit sich parallel
seiner Liingsaxe von seinen KFiifsen nach seinem Kopfe bewegt, der
Nordmagnetismus dieser Schicht in der Bewegung nach rechts be-
griffen sein mufs. Beide Arten der Polarisation miissen ihre Maxima
und Minima gleichzeitig in jeder Schicht erreichen. Umkehrung
der magnetischen Bewegung, ohne solche der elektrischen, wiirde
auch die Fortpflanzungsrichtung umkehren. Gleichzeitige Umkehrung
beider Oscillationen wiirde die Kortpflanzungsrichtung ungeiindert
lassen, denn die Gleichungen (39) bleiben bei Verwandlung von
N, in — N, und R, in — N, und bei ungeiinderten Y, und ¥, nur
bestehen, wenn zugleich % in — & verwandelt wird.

& 13. Die erforderlichen Eigenschaften des Aethers,

Was bei den Schwingungen sich veréindert, sind die elektrischen
oder magnetischen Polarisationen des Mediums, in welchem die
Schwingungen sich vollziehen. Um nun die Fortpflanzung des Lichtes
in dem Raum zwischen den Gestirnen, der frei von allen Spuren
ponderabler Materie ist, erkliren zu konnen, mufs auch die elektro-
magnetische Theorie des Lichts ein Medium annehmen, welches den
Weltraum auch da, wo ponderable Materie nicht nachzuweisen ist,
erfilllt, Es muls also insofern dieselbe Annahme, wie bei der
Undulationstheorie gemacht werden; aber withrend diese dem Aether
die Eigenschaften eines fest-elastischen Korpers zuschreiben mufs,
braucht man in der elektromagnetischen Theorie iiber die Art seines
inneren Zusammenhanges gar keine Annahme zu machen. Es ge-
niigt, dafs der Aether fithig ist, magnetisirt und in der Weise eines
Isolators elektrisirt zu werden, nimlich so, dafs in seinen kleinsten
Theilchen eine gewisse elektrische Vertheilung, eine sogenannte di-
elektrische Polarisation, wie sie FArADAY genannt hat, moglich ist.

In Bezug auf die Abhiingigkeit der magnetischen und dielek-
trischen Momente von den sie bewirkenden Kriiften wissen wir, dals
eine magnetisirungsfithige Substanz desto stiirker magnetisch wird,
je grofser die magnetische Kraft ist, welche auf sie einwirkt; aber
die Grifse der Magnetisirung ist bei gleicher einwirkender Kraft im
Allgemeinen sehr verschieden. Kisen und eiseniihnliche Metalle
nehmen aufserordentlich hohe Magnetisirungen an, die meisten anderen
Korper hingegen nur sehr schwache. KEs giebt aulserdem, wie schon
bemerkt, eine Klasse von Korpern, die diamagnetischen, welche bei
oberfliichlicher Betrachtung unter dem Einflufs einer magnetisirenden
Kraft eine entgegengesetzte Magnetisirung annehmen wie das Eisen,
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Die diamagnetischen Substanzen diirfen wir fiir schwiicher magnetisir-
bar halten als den Aether.

Stets nehmen mit der magnetischen Kraft auch die magnetischen
Momente in den Substanzen zu, und bei kleinen Magnetisirungen
und kleinen magnetisirenden Kriiften sind die Momente den magne-
tisirenden Kriiften, durch welche sie hervorgerufen werden, an-
nithernd proportional. Oben haben wir schon in unseren Gleichungen
(83) eine solche Annahme der Proportionalitiit gemacht. Genau trifft
dieses, wenigstens bei den stark magnetischen Koérpern, nicht zu;
es ist sogar die Magnetisirung bei ihnen nicht allein von der Kraft
abhiingig, welche zur Zeit einwirkt, sondern auch von den voraus-
gegangenen Zustinden, so dalfs stets eine gewisse Anniherung an
die letzteren besteht. Beim Stahl und dem mit geringen Mengen
anderer Substanzen, wie Kohle, Wolfram, Kiesel, Phosphor, versetzten
Eisen reden wir in diesem Sinne von den Wirkungen einer soge-
nannten Coercitivkraft, welche den vorausgegangenen Zustand
gegen die zur Zeit einwirkenden Kriifte gleichsam zu erhalten strebt,
so dafs also z B. durch schwache magnetische Kriifte der Stahl
verhiltnifsmifsig schwach magnetisirt wird, schwiicher als weiches
Eisen, indem ein Rest seines fritheren unmagnetischen Zustandes
bestehen bleibt. Ist Stahl aber durch grofse magnetische Kriifte
einmal magnetisirt worden, so kehrt er, auch wenn die magnetisirende
Kraft aufhort, nicht ganz wieder in den unmagnetischen Zustand
zuriick.

Es mag hier schon darauf hingewiesen sein, dafs wir in der
Optik fast nur schwach magnetische Kérper zu beriicksichtigen haben,
wo mit grofser Anniiherung die Annahme geniigt, dals das in dem Ele-
mentarvolumen der Substanz entstehende magnetische Moment der
magnetischen Kraft proportional ist.

Bei den elektrisch polarisirbaren Substanzen scheint diese An-
nahme der Proportionalitiit im Ganzen viel besser zuzutreffen; aber
es besteht auch da eine Wirkung, welche wir als elektrische
Nachwirkung zu bezeichnen pflegen, indem ebenfalls die vorausge-
gangenen Zustinde sich bis zu einem gewissen Grade erhalten und
nur langsam verschwinden.

Die magnetische Coercitivkraft hat mehr den Charakter einer
haftenden Reibung, die bis zu einer gewissen Grenze schwachen
bewegenden Kriiften widersteht, sie verhindert, eine Bewegung
hervorzubringen, wie dieses etwa bei der Reibung eines schweren
Korpers der Fall ist, der ohne abzugleiten auf einer rauhen wenig
geneigten Fliche liegt; wiihrend die elektrische Nachwirkung mehr
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dem Widerstande #hnlich ist, der bei einer zihen Fliissigkeit vor-
kommt.

Abgesehen von dieser magnetischen Nachwirkung oder der mag-
netischen Coercitivkraft sind aber auch bei starken magnetischen
Kriiften die Magnetisirungen nicht genau den Verfinderungen der
wirkenden Kriifte proportional. Ks zeigt sich vielmehr, dafs z. B.
€ eine Function von L ist, welche zwar anfangs bei Zunahme der
magnetisirenden Kraft dieser ziemlich proportional wiichst, spiiter jedoch
sich einem Maximum nithert. Aber auch selbst bei ganz schwachen
Magnetisirungen ist die Magnetisirung der einwirkenden Kraft nicht
genau proportional. Unter diesen Umstinden ist die oben ein-

gefithrte Constante 4”—” eigentlich als der Differentialquotient g—g
w

anzusehen. In diesem Sinne wiirde e

tung nur auf kleine Aenderungen der Magnetisirung beschriinken,
durch die Tangente der Neigung der in der Fig. 12 dargestellten
Curve gegeben sein. Da wir es aber, wie schon erwiihnt, in der
Optik nur mit sehr schwachen Aenderungen der Magnetisirung zu
thun haben, so kinnen wir ohne beachtenswerthen Kehler die ein-
fachere Annahme der viélligen Proportionalitiit zwischen der Grifse
der Magnetisirung und der Grofse der magnetischen Kraft bei-
behalten, wie sie Porsson in seiner Theorie des Magnetismus urspriing-
lich eingefithrt hat.

Die vollig analogen Betrachtungen und Annahmen gelten auch
hinsichtlich der dielektrischen Polarisation des Aethers.

, wenn wir unsere Betrach-

§ 14. Die magnetische und elektrische Dichtigkeit wihrend
der Schwingungen.

Die Maxwert'schen Gleichungen sagten aus, dafs eine Constante,
multiplicirt mit der Aenderung des magnetischen Momentes in Rich-
tung der z-Axe gleich ist
der Differenz zweier Diffe-
rentialquotienten der elek- g
trischen Kraft, wobei vor-
ausgesetzt ist, dals die
Grifse der Momente immer Z
auf die Volumeneinheit des
betreffenden Kiorpers bezogen ist, und dafs die magnetisirende Kraft
durch die Anziehungskraft gemessen wird, welche von ihr auf die

Fig. 12.
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Einheit des Magnetismus im Luftraum ausgeiibt wird. Die betreffen-
den Gleichungen (31) lauteten:

08 Y 9z
Ot .0z Oy
oM 9z X
9t~ 9z 9z
ON X 0Y
9t dy daz

47 A
4 A

4m A

Wenn wir die erste dieser Gleichungen nach x, die zweite nach y,
die dritte nach x differentiiren und dann alle addiren, so heben sich
die Glieder der rechten Seite fort und es entsteht die weitere
Gleichung:

o 0 {62 oM 092}___0

Filds T oy T T= (42)
die also in den drei anderen bereits enthalten ist. Da 4 hier eine
Constante bezeichnet, welche von dem Verhiiltnils der elektrostatischen
und elektromagnetischen Einheiten der Elektricitiitsmengen abhiingt,
so folgt aus der letzten Gleichung, dals die Grofse, von der hier
der Differentialquotient nach der Zeit genommen ist, von der Zeit
nicht abhiingig sein kann, sondern an jeder einzelnen Stelle des
Raumes eine Constante nach der Zeit sein mufs, die aber an ver-
schiedenen Stellen des Raumes verschiedene Werthe haben kann.
Wir wollen sie mit = bezeichnen, so dafs also

Ks wiirde somit z eine von der Zeit unabhiingige Function der
Coordinaten sein. Wir werden nachher sehen, dafls diese Grofse
dem entspricht, was wir die magnetische Dichtigkeit der betreffenden
Stelle nennen.

Das magnetische Moment € sagt aus, dafs in einem bestimmten
Elementarvolumen der Nord-Magnetismus je nach dem Vorzeichen
von & eine Verschiebung in der positiven oder

b 4¢
/ negativen z-Richtung erlitten hat, so dals
auf der einen Seite des betreffenden Volum-
,z . .
a a elements Nord - Magnetismus von seinem
Fig. 18.

rilumlichen Zusammentreffen mit Siid-Mag-
netismus frei wird. Andererseits konnen wir die Grifse des magne-
tischen Momentes € auch in der Weise auffassen, dafs, wenn
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z. B. eine positive Polarisation £ besteht, ein bestimmtes Quantum
von Nord-Magnetismus in der positiven z-Richtung vorwiirts ge-
schoben ist, withrend zugleich der Siid-Magnetismus in der negativen
@-Richtung riickwiirts geschoben ist. Die Grifse € milst also in
diesem Sinne das Quantum von positivem Magnetismus, welches
durch den Querschnitt einer das Element schneidenden Fliche
in der positiven z-Richtung hindurch gegangen ist, vermehrt um
die absolute Menge von negativem Magnetismus, der in der negativen
z-Richtung hindurch gegangen ist.

Wenn wir ein solches Volumelement haben und %si— positiv ist,

also die Werthe von # in Fig. 13 nach rechts hin wachsen, und £
eine Verschiebung des Magnetismus nach rechts bezeichnet, so wiirde
bei Ausbildung dieser Polarisation € durch die Fliche ab = dy.dx»
in das Volumelement das Quantum £ .dy.dx von Magnetismus hinein-
geschoben, und auf der anderen Seite wiirde aus dem Volumen durch
die Fliche ¢d = dy.dx ein Quantum hinausgeschoben sein, welches
aber nicht mehr demselben Werth von £ entspricht, der bei ab,
wo dx = 0 ist, angegeben wurde, sondern welches gleich ist:

0x

Wenn wir diese beiden Glieder algebraisch addiren, so ergiebt sich

d'y.dx(ﬂ + g-g—dm).

08
—H.dx.dy.dz.

Das ist also das Quantum Magnetismus, welches in das Volumen mehr
eingetreten ist, als aus dem Volumen ausgetreten war. Das erste Glied
von 7 in Gleichung (43), wiirde demnach die Menge des Magnetis-
mus bezeichnen, welche in der z-Richtung aus der Volumeinheit
mehr ausgetreten, als in dieselbe eingetreten ist. Die beiden anderen
Glieder sagen das Analoge hinsichtlich der y- und x-Richtung aus.
Der ganze Werth von 7 zeigt demnach an, wie viel Magnetismus
bei der gesammten Verschiebung d. h. durch das Entstehen der
Polarisationen €, M, N aus dem Volumen mehr ausgetreten als ein-
getreten ist.

Die aus den Maxwernt'schen Grundgleichungen abgeleitete
Gleichung (42) ergiebt also, dals das in dem gegebenen Korper-
element vorhandene gesammte Quantum von Magnetismus, welches
unabhiingig von den magnetisirenden Kriiften, die zur Zeit einwirken,
dort besteht, unveriindert bleibt. Nach dem Vorgange von H. Her1z
pflegt man dieses jetzt den wahren Magnetismus des Volum-
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elements zu nennen. Kine Anhiiufung von wahrem Magnetismus,
wie sie z B. an den Polen eines Stahlmagneten vorhanden ist,
wiirde also, soweit unsere Gleichungen gelten, unveriinderlich bleiben
miissen.

Die Maxwern'schen Gleichungen beziehen sich also nur auf
solche Veriinderungen des Magnetismus, wie sie temporiir durch
elektrische Strome, die auf diese Substanz anfangen einzuwirken,
oder durch die Bewegung von Magneten und magnetisirbaren Kirpern
gegen einander, eintreten konnen.

Aehnliche Gleichungen lassen sich, wie wir gesehen haben, auch
in Bezug auf die elektrischen Momente aufstellen, und aus ihnen
folgt in analoger Weise, dals

0 0y , 88\ _
ted.g7(G5 + 39 + 55) = ()

ist, und dafs also, soweit diese Gleichungen gelten, in jedem Volum-
element die Quantitit der Elektricitiit der Zeit nach constant bleibt.
Wir wollen hier
\
ax+ai)+a_§=" (#9)
setzen, so dals also wiederum o eine der Zeit nach constante Function
der Coordinaten bezeichnet. Die Gleichung (44) sagt demmnach zu-
nitchst aus, dals die Maxwery'schen Gleichungen (30) sich in der bis-
herigen Form nur auf elektrisch isolirende Korper beziehen kinnen,
Wir werden spiiter unsere Voraussetzungen erweitern und die
hier abgeleiteten Sitze in allgemeinerer Form wieder finden, wobei
wir sie auch auf leitende Medien ausdehnen konnen.

§ 15. Beziehungen zwischen verschiedenen LOsungssystemen
der Maxwell’schen Gleichungen.

Wir haben soeben gefunden, dals
09 L 08
61: T dy + 9z ¢
eine von der Zeit unabhiingige Grofse ist, die aber eine Function
der Coordinaten sein kann. Ferner hat sich frither (§§ 12 und 13)

ergeben, dafs in erster Annitherung die Werthe der elektrischen
Momente, %,9), 8, durch die Werthe der elektrischen Kriifte, X, Y, Z,
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multiplicirt mit einem geeigneten Factor, auszudriicken sind, so dafs
wir also schreiben kinnen:

0. [ 0 [ ¢ 0 [ &
5a (1) oy (an V) + 3 (359) = wow

Fiigen wir hierzu noch die Gleichungen (31)

o3 g 08 LD Py

R RG Lo
O 070X
47!11-—6—? == -a—m- __a;_
N o X WOy

so sind dieses vier Gleichungen, welche sich auf die Werthe der
elektrischen Kriifte, X, Y, Z, beziehen.

Solche Differentialgleichungen aber, in denen die Unbekannten
und die Differentialquotienten der Unbekannten nur so auftreten,
dafs keines mit dem anderen multiplicirt ist, oder ins Quadrat oder
in hohere Potenzen erhoben ist, nennen wir lineare Differential-
gleichungen, und zwar homogene, wenn die veriinderlichen Grifsen
oder deren Differentialquotienten in allen Gliedern als Factor einmal
vorkommen. Dieses ist nun aber bei unseren Differentialgleichungen
nicht der Fall, sondern sie sind nicht-homogene lineare Differential-
gleichungen, da Glieder vorhanden sind, welche weder die zu suchen-
den Grifsen X,Y,Z, noch deren Differentialquotienten enthalten.

Die Werthe der Unbekannten sind bestimmt durch die Functionen,
die wir zuniichst bei der weiteren Behandlung dieser Gleichungen als
gegeben ansehen wollen, niimlich durch ¢ und die ersten Differential-
quotienten nach der Zeit von £, M, und N.

Wenn wir zwei oder mehrere Systeme von Werthen X, Y, Z als
Functionen der Zeit und der Coordinaten gefunden haben, welche
in die Differentialgleichungen eingesetzt, diesen geniigen, so lilst
sich zuniichst nachweisen, dafs die verschiedenen Integralwerthe fiir
X, Y, Z sich nur um Grofsen unterscheiden kénnen, welche Differential-
gleichungen geniigen, die man aus den urspriinglichen erhiilt, indem

man die gegebenen Functionen, niimlich ¢ und die drei Differential-

: 0 0 )
quotienten %—?—, -3—92—? und --a—?, gleich Null setzt.

Haben wir z B. ein System von X,Y,Z gefunden, dem wir die
bisherige Bezeichnung lassen wollen, und ferner ein zweites System

X, Y, Z,, so dals also
H. v. Heanorwrz, Theoret, Physik, Bd. V. 4
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0 & 0 & 0 &
m(n'xo)’fﬁy‘(n"’o)* % (4,, Zo)—"

go wiirde aus diesen Gleichungen zuniichst sich ergeben, dafs

oY 0z _90Y, 0%
9x 0y 0z oy
0z 80X 02 0X,

dz Ox O 0%

X dY 0X, 07,
dy 0z Ody O«

(46)
und

Diese Gleichungen lassen sich nun auch schreiben in der Form:

. Gl S
(¥ —10)—-67(/5—40)—0

£33

(2= 2) - 4 (X—X)=0 (462)

s
(X—X) _'a;() '-Yo)=0

o Vo,
Qo aiQ’ 1°"

Ferner folgt aus unseren beiden Systemen von Losungen:

Mol |,

0 [e
+ g iz =20 =0

Aus den vier letzten Gleichungen (46a) und (45b) geht aber
hervor: Wenn wir zwei Systeme von Losungen dieser Differential-
gleichungen haben, X, Y, Z und X, ¥, Z,, so sind die Differenzen
dieser Losungen, X — X,, Y—Y,, Z— Z,, Liosungen derselben
Differentialgleichungen, falls wir die in diesen als gegeben be-
trachteten Functionen gleich Null setzen.

Fiir dieses System von Differentialgleichungen (46a) und (45b)
liifst sich nun eine allgemeine Lisung geben. Wenn niimlich zwischen
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drei von einander unabhiingigen veriinderlichen Grifsen ein Gleichungs-
system von der Form unserer Gleichungen (46a) besteht, so wird
es immer erfiillt werden kimnen, wenn man

g
-
0
Y~ ¥, m gt (47)
und p
Z-7,=%%

setzt, wo ¢ irgend eine willkiirliche Function der Coordinaten be-
zeichnet, von der nur vorausgesetzt ist, dals ihre ersten und zweiten
Differentialquotienten endliche Werthe haben.. Wenn wir jene An-
nahme machen, so wiirden die Gleichungen (46a) nunmehr lauten:

0 (dg d (Og h
0% (797) T 0y (797) i

_‘7__(%%) & _6‘97 (i‘!’_) w0 (46b)

0. Sl’ﬁ) 5.8 (9_2) ~0

oy \dz dx \dy)
Diese Gleichungen sind richtig, sobald die unabhiingigen Variablen,
@,y und % wirklich von einander unabhiingig sind. Die Gleichung (45b)

wiirde noch eine weitere Bestimmung der Function ¢ geben, indem
sich dieselbe umformt in:

0 (¢ O Ori/athe0 Q. 8e 0

5= (=50t v () wa(Gel) =0 @9
Um die Gleichungen ganz allgemein zu halten, haben wir bis-

her &, die Constante fiir die dielektrische Polarisation, noch als
Function der Coordinaten betrachtet. Darin war die Annahme
enthalten, dals der Raum mit Substanzen gefiillt ist, welche an ver-
schiedenen Stellen verschiedene dielektrische Polarisationsfithigkeit
haben. Wenn wir uns nun auf einen Theil des Raumes beschriinken,
in welchem die Substanz gleichartig ist, so dals wir also & als con-
stant betrachten konnen, so verwandelt sich die Gleichung (45¢) in

&

R

g Aopimn 0 (48)

womit eine nithere Bestimmung der Function ¢ gegeben ist.
4'
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Dieses ist nun eine Gleichung, die in der Theorie der Potential-
functionen von grofser Bedeutung ist.

Die verschiedenen Losungen, welche den aufgestellten vier
Differentialgleichungen (46a) und (45b) entsprechen, kénnen sich nun
von einander wiederum nur durch Werthe unterscheiden, welche
Losungen derselben Differentialgleichungen sind, d. h. derjenigen
Differentialgleichungen, welche aus den urspriinglichen dadurch er-
halten werden, dafs die in ihnen vorkommenden Functionen, durch
welche sie nicht homogen sind, gleich Null gesetzt werden.

Um auf ecine weitere Kigenschaft dieser Gleichungen hinzu-
weisen, wollen wir sie zuniichst in ihrer Schreibweise vereinfachen,
indem wir X, Y, Z statt X — X, Y — Y, Z — Z, setzen und somit
erhalten

oy 02

7 ik

0Z 0X

% G2 (489)
60X _9Y _

dy ~ 0z )

und i ! i
& B 8l

7 (i Xt gy (i )+ oz (@9 =0 wo
Die Summe und die Differenz je zweier Lisungen dieser Gleichungen
sind ebenfalls wieder Liosungen, weil nach unserer vorigen Dar-
legung zwei verschiedene Losungen sich nur durch Losungen dieses
(leichungssystems selbst unterscheiden konnen. Da wir somit jede
Losung zu sich selbst beliebige Male addiren konnen, so folgt
daraus, dafs jede Losung, also z. B. X}, Y}, %, die als bestimmte
Function der Zeit und der Coordinaten gefunden ist, auch eine
richtige Losung bleibt, wenn wir sie mit irgend einem Coefficienten
multipliciren. Ebenso konnen wir sie aber auch zu irgend einer
anderen Losung addiren, die vorher aber ebenfalls mit irgend einem

constanten Coefficienten multiplicirt sein darf, so dals also, wenn
X, Y, 4, wd X,,Y,,Z Lisungen sind, auch

a. X +0.X,
a.Y,4+5.7,
a. 2 +b.2,

und

Losungen sind, welche Werthe die Constanten ¢ und » auch haben
mogen,



§ 16. REDUCTION DER MAXWELL'SCHEN GLEICHUNGEN. 53

Wenn ein System von Gleichungen, das zur Lisung eines physi-
kalischen Problems aufgestellt ist, solche Beschaffenheit hat, dafs jede
homogene lineare Function der fiir die verschiedenartigen Grifsen
gefundenen Werthe wieder ein den Gleichungen entsprechendes
System von Werthen darstellt, so sagt man, die physikalischen Vor-
giinge, welche den verschiedenen Lisungen entsprechen, seien super-
ponirbar.

In manchen Fillen lifst die sinnliche Anschauung direct die
Superposition und das ungestirte Fortbestehen der einzelnen Glieder
der Summe erkennen. So konnen z. B. verschiedene Wellensysteme
auf einer Wasseroberfliiche oder verschiedene Schallwellensysteme in
der Luft gleichzeitig neben einander bestehen, ohne dafs die Systeme
sich gegenseitig in ihrem Verlaufe storen.

Das ist eine sehr wesentliche Kigenschaft aller derjenigen physi-
kalischen Processe, welche durch lineare homogene Differential-
gleichungen dargestellt werden kinnen.

Die bei der Superposition benutzten Coefficienten a und & kinnen
auch imaginiir sein. Wenn wir etwa & durch den imaginiiren Coeffi-
cienten b.i ersetzen, so wird dadurch weiter nichts angezeigt, als
dafs der reelle Theil der gebildeten algebraischen Summe eine Lisung
sein muls, und der imaginiire ebenfalls. Wir kommen darauf spiiter
noch zuriick, und werden davon gerade bei den Lichtschwingungen
Gebrauch machen.

Wenn wir also Liosungen dieses einfacheren homogenen Systems
und ferner eine Lisung der vollstiindigen nicht homogenen Differential-
gleichungen gefunden haben, so kénnen wir alle weiteren Lisungen
des urspriinglichen Systems daraus herleiten, indem wir zu der einen
gefundenen Lisung desselben die verschiedenen Lisungen des ein-
facheren Systems addiren.

Wir wollen nunmehr zuniichst sehen, wie wir eine solche er-
halten konnen.

§ 16. Reduction der Maxwell’schen Gleichungen auf die
Form: A = —4alFg,

Um Losungen der urspriinglichen Maxwerr'schen Grundglei-
chungen zu finden, ist es bequemer, wenn wir in die Gleichungen (31)
die Momente selbst aus den Gleichungen (32) einfiigen, so dals wir
erhalten:
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-k

Agdgt . % (8)_6_@@) (49)

L))

Dazu kommt dann noch die weitere Gleichung

0y , 08
az+aJ+a~

Aus diesen vier Differentialgleichungen miissen wir die Werthe der
Momente X, ), 3 zu finden suchen. Obschon dieses Gleichungssystem
ziemlich complicirt ist, so sind doch ausgebildete Methoden vor-
handen, seine Liosung durchzufiihren.

Wir haben zu diesem Zwecke die zu bestimmenden Grifsen
durch eine Reihe anderer Functionen darzustellen, und zwar durch
vier neue Functionen von z, y, z, t, die mit U, V, W, v bezeichnet
sein mogen. Wir setzen:

Da hier vier neue Functionen statt der drei zu bestimmenden
eingefithrt sind, so kann noch eine Bedingungsgleichung zwischen
den neuen Functionen aufgestellt werden, und zwar wollen wir fest-

setzen, dals
oU oV ow

6x+ay+—6—;=0 98

sein soll.
Zuniichst ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen sich
gegebene Functionen der Coordinaten, wie es (—f—), (%) und (%)

sind, durch vier andere Functionen derselben Art, wie es U, V, W, 1
sind, unter Einhaltung der Gleichungen (50) und (51) darstellen
lassen.
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Nehmen wir zuniichst an, die vier genannten Functionen U, V,
W, a lielsen sich so bestimmen, dafs die Gleichungen (50) erfiillt
seien, aber statt(51) ergiibe sich eine abweichende Gleichung, niimlich:

oU oV ow
o T Ay Tax =X

so wiirden wir an Stelle der drei Functionen U, ¥, W drei andere
setzen konnen, die wir der Reihe nach bezeichnen wollen mit

e 0g
Rty ) s
Tk
Vo o
" 0
w ._W—-a-;

Es ist leicht zu sehen, dafs die Gleichungen (50) auch durch Ein-
setzen von U’, V', W' statt U, ¥V, W erfiillt bleiben, da

O W hd 0 Vs R oW a <6<p) 0 (6(p)

0% 0y  Ow . Oz W 0%\0y Oy \0x
LY P GW
T 0z Oy

und #hnlich bei den iibrigen.
Die Gleichung (1) aber nimmt die Form an

o - DV oW
0w + o0y " o0 =Xmay (BL8)

Wenn sich also die Function ¢ so bestimmen lifst, dafs im ganzen
Raume

dg =y (51b)

wird, so wiirden U7, 7', W’ Functionen sein, die statt U, V, W ge-
setzt, nicht bloss die Gleichungen (50), sondern auch (51) erfiillen.
Wie Gleichung (51b) zu losen ist, werden wir weiter unten
erortern.

Damit ist der erforderliche Nachweis gefithrt, dafs, wenn wir
irgend welche Functionen U, ¥, W, a finden kinnen, die den
(leichungen (50) geniigen, auch solche Functionen sich finden lassen,
die gleichzeitig auch (51) erfiillen. Um nunmehr auch die Gleichungen
(50) zu erfiillen, differentiiren wir die erste dieser (Gleichungen nach
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z, die zweite nach y, die dritte nach » und addiren, so verschwindet
die Summe der beiden ersten Glieder rechts, und wir erhalten:

9 (E\ . 9 (D\, 0 (8\_ 1 (Pw Py &y
6z<>+6y()+6z<>—_ﬂ‘(_a?‘+aj +5_x3)
— oAy (52)

welches eine Gleichung derselben Form wie (51b) ist, und woraus
man durch dieselbe unten zu besprechende Methode 1 finden kann,

wenn ¥, 9), 8, ¢ bekannt sind. Wir setzen nunmehr die Werthe fiir

—?, T und % aus (50) in unsere Gleichungen (49) ein, so ergiebt

sich zuniichst fiir die erste derselben:

LOS_@W _BU_GU_ @V _ 1 Py 1 &y
9t 0dz0x 0x2* 9y +6:1:6y 47:‘6x6y+4—nva_gﬁ9z
0*U U 62U+ 0:U oV 2w
T T0x* T 0y* 0a? 0 a* +6a:6y+67xf9;
O (O O o
mLE AR (a Tyt a:)

oU oV ow

Nun war: rrs -+ By -+ s 0 und daher wird:
0
A - Rksis 4aU
Die zweite Gleichung giebt ganz analog
OB _av (63)
und die dritte Gleichung
A ?—2 = — AW
at

Wir sind also auf Differentialgleichungen von der Form gekommen,
dals eine als bekannt vorausgesetzte gegebene Function gleich ge-
setzt wird der Summe der drei zweiten Differentialquotienten nach
den Coordinaten von einer der eingefithrten Hilfsfunctionen U, 7,
W. Wenn in Gleichung (52) der Werth von & constant ist, so er-
hiilt diese die Form:

a9 98 1
(aa: i dy +ax) 4_7;"“’!' hie)
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Die auf der linken Seite in der Klammer stehende Grifse ist nun
eine Function, die wir schon kennen gelernt und mit o bezeichnet
haben. Sobald also der Werth von & in dem Raume oder einem
Theile des Raumes constant ist, kommen wir auch hier auf dieselbe
Form der Gleichung, néimlich auf

o 1
% el dy (521)

&

so dafs also dann die volle Losung unserer Gleichungen (49) fiir
Riume mit constantem Werth des & gefunden werden kann, wenn
wir Gleichungen der Form

dg = —4dn.Fgy (54)

zu losen vermdgen, wo ¢ die zu findende Function, und Fg, , ,
eine gegebene Function der Coordinaten ist. Ks mag hier gleich
bemerkt sein, dafs die wegen der Constanz des & zu machende Ein-
schriinkung bei den in diesem Bande zu behandelnden optischen
Aufgaben kein Hindernils abgiebt.

Die Gleichung (54) ist eine sehr viel behandelte Differential-
gleichung, da sie die Grundgleichung der sogenannten Potential-
functionen bildet. Sie kommt in der Theorie der Gravitation, des
Magnetismus und der Elektrostatik unziihlige Male vor, und auf ihrer
Lisung beruht die Liosung des grofsten Theiles der mathematisch-
physikalischen Probleme.

In der That lassen sich fiir solche Differentialgleichungen dann
immer vollstindige Lisungen finden, wenn sie sich auf Functionen
beziehen, deren Werth in der Ausdehnung des ganzen unendlichen
Raumes gefunden werden soll, und von denen man weils, dafls sie
in der Unendlichkeit verschwindend klein werden, und zwar hierbei
in der Art abnehmen, wie der Werth einer durch die Entfernung
vom Mittelpunkte des Coordinatensystems dividirten Constante.

Falls aber fiir das Innere begrenzter Riiume die Losungen zu
suchen sind, z. B. wenn wir die Vertheilung des Magnetismus oder
der Elektricitiit innerhalb oder aufserhalb von leitenden Korpern
finden wollen, so treten leider oft Schwierigkeiten in der Anpassung
der allg>meinen Form der Liosung an die besonderen Grenzbe-
dingungen des behandelten Falles ein. Ks ist aber festzuhalten,
dafs nur die Grenzbedingungen es sind, welche Schwierigkeiten
machen, und dafs die allgemeinen Lisungen, welche fiir den unbe-
grenzten Raum gelten, meist einfach zu finden sind.

Indem wir also die Lisung der Maxwerr'schen Gleichungen
auf diese Grundgleichung der Potentialfunction zuriickgefithrt haben,
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ist in Bezug auf die wirkliche Lisung der Gleichungen schon ein
grolser Fortschritt gemacht. Khe wir aber die Lisung selbst weiter
ausfithren, miissen wir wenigstens einige Siitze aus der Lehre von den
Potentialfunctionen kennen lernen.

Zweiter Abschnitt.

Hiilfssiitze aus der Lehre von den Potentialfunctionen.

§ 17. Die Gleichung d¢ = 0.

Die einfachste Form der Gleichung (54)
Adg = —4n.Fgy,»

erhalten wir durch die Annahme

Fla,y,n =0
so dals dann also
Adgp =0 (65)
Fiir diese vielfach vorkommende Gleichung giebt es eine Reihe
von sehr einfachen Liésungen. Wenn wir niimlich ¢ gleich einer
constanten Masse m dividirt durch die von einem festen Punkte
gerechnete Entfernung », also

m ’
B (56)
setzen, so ist
dgp _m 0dr
oz  r? Oz

Sind nun § 7, { die Coordinaten des Punktes, von dem aus » ge-
rechnet wird, so ist

P — 8=+ - O

also
or
i Tt
Dann ergiebt sich
0 m z— ;
o= - it by
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und ferner
0? m 3m
et vl ax("‘s
m m
= _._;3..*.7_,(@_5)2 (56b)

2 2
0’ und ?__‘B_ bilden.
oy* o x*

Indem wir nun diese drei Differentialquotienten addiren, erhalten wir:

3m

2 == 130 o gy — P+ e — O

ol b (56c)
=0

Hierbei ist aber zu beachten, dafs in dem Punkte, von dem aus »
gerechnet wird, in welchem sich also die Masse m befindet, die Kr-
filllung der Gleichung zweifelhaft ist, indem dort

dgp =00 —@©

ist. In allen anderen Punkten des Raumes ist aber der an-
gegebene Werth von ¢ eine villig einwurfsfreie Losung fir diese
Gleichung.

Wenn wir also nur fiir einen Theil des Raumes diese Gleichung
zu lésen haben, so werden wir nach dem Principe der Superposition,
da die zu Grunde liegende Differentialgleichung homogen und linear
ist, auch das ¢ als eine Summe von verschiedenen iihnlich ge-
bildeten Ausdriicken ansetzen konnen:

.\ m,
‘P=ZT:‘ (57)

Nur miissen dann die Massen m, alle aulserhalb desjenigen Raumes
liegen, fiir welchen wir die Gleichung (55) erfiillen wollen. Fiir
einen beschriinkten Raum ist demnach die Moglichkeit gegeben,
eine unendliche Anzahl von Losungen zu finden, welche alle der
Differentialgleichung 4 ¢ = 0 geniigen.

Ks ist noch zu bemerken, dafs wir unter =, ebenso gut
elektrische oder magnetische Quanta als ponderable Massen ver-
stehen konnen.
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§ 18. Die Gleichung dop = —4x.F , ..

Man bezeichnet im Allgemeinen die Function ¢, welche der
Gleichung (54)
dp=—4n.Fg 0

geniigt, als die Potentialfunction der gegebenen Dichtigkeit ¥, ,, ».
Es zeigt sich niimlich, dafs die Potentialfunctionen von gravitirenden
Massen oder ruhenden elektrischen Quantis, beziehlich ruhenden
magnetischen Quantis, auch dieser Differentialgleichung geniigen, und
dafs hierbei der Werth von ¥, , , bald die Dichtigkeit der pon-
derablen Massen, bald die Dichtigkeit der ruhenden Elektricitiit,
bald die Dichtigkeit des ruhenden Magnetismus, welche in dem be-
stimmten Raume vorhanden ist, oder welche man sich in ihm als
vorhanden denkt, darstellt. In unserer Gleichung (52) ist also dem-
nach 1 eine Potentialfunction von der Dichtigkeit

A A0 ()

und durch die Gleichungen (53) sind die Kunctionen U, ¥, W eben-
falls charakterisirt als Potentialfunctionen von bestimmten Dich-

tigkeiten, und zwar sind diese Dichtigkeiten die mit 71{15 multipli-

cirten Differentialquotienten nach der Zeit von den magnetischen
Momenten, d. h. sie entsprechen den Componenten bestimmter magne-
tischer Aenderungen oder, wie wir auch sagen kinnen, magnetischer
Strome, die in der Substanz vorkommen, wenn die Intensitiit des
Magnetismus sich in ihr findert. Man pflegt diese Potentialfunctionen,
U, vV, W, neuerdings — namentlich geschieht dieses von den eng-
lischen Physikern — als Vector-Potentiale zu bezeichnen, weil
sie Potentialfunctionen von gerichteten Grifsen sind, und als solche
sich selbst auf eine bestimmte Richtung beziehen. £, M, N und
auch die Resultante derselben bezeichnet man in der Sprache der
Quaternionen als Vectoren. Hier sind also von den Aenderungen
der Componenten eines solchen Vectors die Potentialfunctionen ge-
bildet worden.

Es kommen also hier vor: Potentialfunctionen von elektrischen
Dichtigkeiten und Potentialfunctionen von den Componenten magne-
tischer Strome.

Bei den iibrigen bisher nicht weiter beriicksichtigten MAXwrLL -
schen Gleichungen, wo die Rollen der magnetischen und elektrischen
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Momente sich vertauschen, bestehen ganz analoge Verhiiltnisse; man
hat dann Potentialfunctionen von magnetischen Dichtigkeiten und
Potentialfunctionen von den Componenten elektrischer Strome.

§ 19. Die Potentialfunction einer mit Masse belegten
Kugelschale.

Bei der Potentialfunction einer mit constanter Dichtigkeit ge-
filllten Kugel hat 4 ¢ einen von Null verschiedenen endlichen Werth.

Um eine solche Potentialfunction zu bilden, wollen wir ausgehen
von der Potentialfunction einer mit constanter Dichtigkeit helegten
Kugelfliche vom Radius R, von der wir voraussetzen, dafs auf ihr
in jeder Flicheneinheit das gleiche Quantum anziehender oder ab-
stofsender Substanz e ausgebreitet ist. Die Potentialfunction auf einen

o

Fig. 14.
iulseren Punkt ergiebt sich, indem wir fiir alle Flichenelemente d
der Kugelschale den Werth Ll bilden, d. h. die Masse auf dem

Flichenelement d @ der Kugelschale, durch ihre Entfernung ¢ von dem
Punkte (z, y,2), fiir den wir die Potentialfunction finden wollen, dividiren
und die so erhaltenen Werthe dann summiren. In dem vorliegenden Falle
ist diese Summe ein Integral. Um dasselbe zu bilden, ziehen wir die
Centrallinie von dem Mittelpunkte O der Kugel (Fig. 14) zu dem
Punkt (, y, ), den wir mit 4 bezeichnen wollen, und der je nach
Umstiinden aufserhalb oder innerhalb der Kugelschale liegen kann.

Um ein Fliichenelement der Kugelschale abzugrenzen, denken
wir uns auf der Kugel ein System von Parallelkreisen construirt,
dessen Axe mit der Centrallinie O 4 zusammenfillt. Simmtliche
Punkte eines jeden solchen Kreises haben dann die gleiche Pol-
distanz « von 4 O und den gleichen Werth von g. Der Radius der
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Kugel sei R, und mit » werde die Entfernung O A4 zwischen dem
Mittelpunkte der Kugel und dem Punkte z, y, x bezeichnet.

Bei der Integration kinnen wir gleich alle Flichenelemente zu-
sammenfassen, die demselben zonenférmigen Ring der Kugelober-
fliche angehoren, der zwischen zwei der erwithnten Parallelkreise
mit den Polabstiinden ¢ und « + de liegen, da diese alle gleiche
Werthe des Nenners o haben. Die Liinge, d. h. der Umfang dieses
ringférmigen Abschnittes ist dann gleich 2 7 R.sin « und seine Breite
gleich R.d e, demnach seine Oberfliche gleich 27 R*.sine.de. Da
die auf der Flicheneinheit liegende Masse mit e bezeichnet ist, so
haben wir also fiir die Masse dieses Fliichenelementes 2 7w e R*. sin & . d e
Nun ist die fiir alle Theile dieser Zone gleiche Entfernung o vom
Punkte 4

=VR +r—2Rr.cose

und wir erhalten also fiir das Potential dieser Zone im Punkte A4
den Werth
27wR’.sina.da__ Q@elzz.sina.da

0 i) ]77?2}'7‘3— 213r.cos]?

Dieses ist nun itber die ganze Kugel zu integriren, wobei also
« die Integrationsvariable ist. Indem e« von 0 bis # wiichst, kommen
nach einander alle Ringe, welche durch die verschiedenen Parallel-
kreise auf der Kugel abgeschnitten werden, in das Integral hinein, und
wir erhalten als Potential der gesammten Kugelschale im Punkte 4

2meR%sine.de
; VR’li-r”—2R.r.cosa
0

(68)

Um dieses Integral auszufithren, kinnen wir dasselbe umformen in:

(P=f7¢cR D d(— 2 R.rcos &) (58a)
r VYR*4++*—2R.r.cosc

Da nun
dax

Tors =2 (@Yata)

ist, so erhalten wir hier als Werth des unbestimmten Integrales

2

ﬂ-:R.ﬁx+r3_2R.r.008d

Um den Werth des bestimmten Integrales zu erhalten, haben wir
fitr diesen Ausdruck die Differenz zwischen den Grenzen zu nehmen.
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Wir wollen dieses hier und fernerhin stets dadurch bezeichnen, dafs
wir den Ausdruck zwischen zwei horizontalen Strichen einschliefsen,
so dafls also

¥ 2meR

= VR4 rE=2R.r.cose (58D)

Fiir ¢ = « ist nun

VEE 4 =2R.r.cose =) R2+r*+2R.r

= F (R +7)
und fiir ¢ = 0

VRE+ 7 =2R.r.cosee =) R+ —2R.r
= 4 (R—71)

Welche von diesen Vorzeichen wir aber zu nehmen haben, bestimmt
sich durch den Umstand, dafs p die Entfernung zweier reeller Punkte
im Raume bedeutet, d. h. also immer einen positiven Werth haben
mufs. Fiir (R4 ) ist also jedenfalls das positive Zeichen zu
nehmen, und fiir 4 (R — ») immer das Zeichen, welches den Werth
positiv macht, d. h. (* — E), wenn A4 auflserhalb der Kugel liegt,
dagegen (R — ), wenn 4 in ihr liegt.

1. Der Punkt 4 befindet sich aulserhalb der Kugel.

Die entsprechende Potentialfunction nennen wir ¢,. An der
oberen Grenze, d. h. fir ¢ = liegt dann das betreffende Ober-
flichenelement an dem dem Punkte 4 abgewandten Pole; seine Ent-
fernung ¢ von A ist daher

o=R+r

An der unteren Grenze, d. h. fiir ¢ = 0 liegt aber das Flichen-
element an dem zugewandten Pole, und es ist daher hier die Ent-
fernung

o=r—R
Setzen wir diese Grenzen ein, so ergiebt sich:
=22y - B
2
o 4nf .8 (59)

Nun ist aber 4 7 B? gleich der Oberfliche der Kugel, und diese
multiplicirt mit der Dichtigkeit der Flichenbelegung giebt das ge-
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sammte Massenquantum 4z R*.e, welches auf ihr vorhanden ist.
Die Potentialfunction einer solchen mit gleichmiifsiger Dichtigkeit
belegten Kugelschale ist also ebenso grofs, als wenn die ganze
Masse, welche auf der Oberfliche vertheilt ist, im Mittelpunkte der
Kugel vereinigt wiire.

2. Liegt der Punkt 4 im Innern der Kugel,

so haben wir andere Werthe fiir die Grenzen des Integrals. Fiir
« = n wird auch hier (Fig. 15)

o=r+R
jedoch haben wir fiir ¢ = 0 nunmehr
=R—r

Setzen wir diese Werthe ein, so ergiebt sich fiir die hier mit ¢
bezeichnete Potentialfunction

2neR

de = B= e+ R= (B =)
=4neR (60)
(1 Die Potentialfunction ¢; ist also im

ganzen Inneren der Kugel constant.
An der Oberfliche, wo » = R

wird, bekommen wir fiir die dufsere

Potentialfunction ¢, genau denselben

Werth, der fiir alle inneren Punkte

gilt, niimlich

Fig. 15. (pa) =47eR, (61)

r=R

so dafs also die Werthe beider Potentialfunctionen in der Kugelfliiche
continuirlich in einander iibergehen.

Das vorliegende Problem ist insoweit sehr lehrreich, als daraus
hervorgeht, dafs eine solche einfache Flichenschicht, wie sie hier
auf der Kugeloberfliiche liegt, erstens ein endliches Potential hat,
trotzdem der Nenner o fiir einzelne Punkte der Oberfliche gleich Null
wird und zweitens, dafs die Potentialfunction selbst an einer solchen
mit einer einfachen Schicht von endlicher Dichtigkeit belegten
Fliiche keinen Sprung macht, sondern continuirlich durch sie hin-
durch geht.

Anders ist es mit den Differentialquotienten nach einer Normale
der Oberfliiche, also nach » Diese sind:
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0 g;

,_89: s (62)
und

0 ¢u dn R .

,_a‘l; N _,’Eﬂ_‘.’ (63)

An der Kliche selbst, wo » = R ist, hat der Differentialquotient

—a—ﬂ den Werth
or

(%‘fﬁi) = —4me (64)

r=R

Der Differentialquotient nach der fulseren Normale ist also auf
der #Hulseren Seite der Kugel abhiingig von der Dichtigkeit der Masse
auf der Kugel; auf der inneren Seite ist er aber gleich Null, und es ist
demnach ein Sprung im Betrage von —4me in dem Werth des
Differentialquotienten der Potentialfunction an der Kugeloberfliiche
vorhanden. Da die Differentialquotienten die Kriifte darstellen, so
haben also auch diese keinen continuirlichen Verlauf.

Es mag hier noch bemerkt sein, dafs die wesentlichen Ergebnisse
dieser fiir eine gleichmiifsig belegte Kugel angestellten Betrachtungen,
dafs néimlich die Potentialfunction an einer Flichenschicht auf beiden
Seiten gleichen Werth hat, und, wenn die Dichtigkeit der Schicht
endlich ist, auch endlich ist, und dafs der Differentialquotient nach
der Normale einen endlichen Sprung an der Flichenschicht macht,
nicht blofs fiir eine solche Kugel gelten, sondern ganz allgemein fiir
Fliichen mit continuirlicher Kriimmung, welche mit einer einfachen
Fliichenschicht belegt sind.

& 20. Die Potentialfunction einer Vollkugel mit constanter
Massendichtigkeit.

Die gefundenen Werthe von ¢; und ¢, konnen wir auch be-
nutzen, um bei einer Vertheilung von endlicher Dichtigkeit durch
die ganze Kugel die Potentialfunction fiir einen fufseren und inneren
Punkt zu bestimmen.

Wir gehen hierbei von dem einfachsten Falle aus, indem wir
annehmen, dals die ganze Kugel mit gleichmiifsiger Dichtigkeit
erfillt ist.

Fiir einen #ufseren Punkt wird die Berechnung sehr einfach,
wenn wir uns die Kugel in eine Reihe von concentrischen Schalen
zerlegt denken. KEs hat dann jede dieser Schalen gleiche Dichtig-
keit und wird daher nach aufsen hin eine Potentialfunction hervor-

H. v. Heramornz, Theoret, Physik. Bd. V. )
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bringen, welche ebenso grofs ist, als wenn die ganze Masse dieser
Schale in dem Mittelpunkt vereinigt wiire. Das wird sogar der
Fall sein, wenn die verschiedenen concentrischen Kugelschalen nicht
alle dieselbe Dichtigkeit haben.
Im Falle der von uns angenommenen gleichmiifsigen Dichtigkeit
erhalten wir fiir das Potential ¢, somit
4 R

Pom= 5. (65)

worin & die constante Dichtigkeit im Innern der Kugel bezeichnet.
Denn der Inhalt der Kugel ist gleich —g—n R, ihre Gesammtmasse

erhalten wir durch Multiplication mit & und, um die Potentialfunction
fiir den Punkt 4 zu bilden, ist dann noch durch seine Entfernung »
vom Mittelpunkte der Kugel zu dividiren.

An der Oberfliche der Kugel, wo also » = R ist, erhalten wir

(‘pa) . ”‘:‘4“ nR?s (65a)

Aus dieser Form der Potentialfunction (Gleichung 65), welche
mit der im § 17 behandelten Form

RS

itbereinstimmt, geht schon hervor, dafls 4 ¢, aulserhalb der Kugel
itberall gleich Null ist.

Fiir einen Punkt im Innern der Kugel wird die Sache dadurch
verwickelter, dals er fiir einen Theil der Kugelschichten ein fulserer
Punkt ist, niimlich fiir alle diejenigen, welche einen kleineren Radius
haben als », withrend er fiir diejenigen Kugelschalen, deren Radius
grofser als », ein innerer Punkt ist. Die Potentialfunction ¢; zer-
filllt demnach hier in zwei Theile. Bezeichnen wir die constante
Dichte der Kugel wieder mit &, so wiirde der erste Theil der
Potentialfunction herrithren von einer Kugel vom Radius », und
daher den Werth

4n r’.s  4dme

LT 2
Bl oF e

haben. Der zweite Theil bezieht sich auf die Kugelschalen, welche
von dem betreffenden Punkte nach aufsen liegen. Das Potential
dieser verschiedenen Kugelschalen hiingt nun nur von ihrem Radius
v ab; dieser aber ist fiir die hinter einander liegenden Kugelschalen
verschieden, und wir haben daher das Integral dieser Werthe 4z ve



§ 20. POTENTIALFUNCTION EINER VOLLKUGEL. 67

R
von r bis R, also 4me f vrdr, zu nehmen. Das Gesammtpotential ist

>
demnach:
R

4
(p,-:——girs + 4nefr.dr

r

4
== ——g»ir”-{-?ns[m—ﬂ]
2ms
b P (P - |
=2me R 3 r (66)

An der Oberfliiche der Kugel ist hierin » gleich R zu setzen, und es
ergiebt sich also

() = QWGRZ—%—WERZ
r=R

- %na}?’ (67)

Das ist aber derselbe Werth, wie derjenige des dulseren Potentials
an gleicher Stelle (Gleichung 65a). Beide gehen also continuirlich
in einander iiber.

An der Oberfliche der Kugel ist ferner der Differentialquotient
des iulseren Potentials:

(é fl’L) R (68)

und derjenige des inneren Potentials:
(9 i’"_) = —=T4R (69)

so dafs also hier, trotzdem die Dichte an der Kugeloberfliche einen
Sprung macht, doch der erste in Richtung des Radius genommene
Differentialquotient continuirlich ist.

Wir haben oben (§ 17) gesehen, dafs bei einer Potentialfunction

von der Form - die Summe der zweiten Differentialquotienten gleich
Null ist. Daher ist hier bei der Vollkugel
dg, =0 (70)
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Wenn wir 4 ¢; berechnen wollen, so formen wir am besten den
erhaltenen Werth von ¢; (Gleichung 66) um in:

pi=2mneR? — —2—g~q—~(z’+y’+x’)

indem wir den Anfangspunkt eines rechtwinkeligen Coordinaten-
systems in den Mittelpunkt der Kugel legen. Ks ist dann der Theil
von Ag;, welcher von dem ersten Gliede herrithrt, gleich Null,
withrend der zweite Theil, da
Ad@ +y* + 2% =06
ist, den Werth — 4 7 ¢ erhiillt. KEs ist also
Adg;= —4ns (71)
Die Summe der drei zweiten Differentialquotienten macht also
an der Kugeloberfliiche einen Sprung. Ist demnach die Dichte der
Vollkugel constant, so ist bei der Bildung von 4¢; der Werth von
r ohne Einflufs. Wir brauchen daher fiir den Mittelpunkt der
Kugel, wo also » = 0, keine besondere Discussion anzustellen, und
es bleibt auch fiir diesen Punkt der im ganzen Innern der Kugel
giilltige Werth 4¢; = — 4w & bestehen.

§ 21. Der Werth von 4¢ im Mittelpunkte einer Vollkugel,
deren Dichtigkeit gleich ist dem Product einer Winkelfunction
und einer Function des Radius.

In § 17 zeigte sich (Gleichung 56¢), dafls ganz allgemein fiir
jeden von Null verschiedenen Werth

3m 3m
dg = — = i 1
wo r die Entfernung bezeichnet zwischen dem Punkte, auf den sich
@ bezieht, und demjenigen, in dem sich die Masse m befindet.
Nehmen wir nun an, dafs bei einer Vollkugel in jeder der um den
Mittelpunkt concentrischen Kugelschalen die Dichte constant und
zwar gleich einer Funktion des Radius dieser Schale, also gleich
firy sei, so wird nach Einfithrung von Polarcoordinaten fiir eine
solche Schale von der Dicke d» im Mittelpunkte der Kugel

dm 1
-—r—s— = drfTS—.r’.f(,).dw
= 4n f02d” (12)

Setzen wir hierin /) gleich einer Constanten, also
foy=¢
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so erhalten wir

d_’;i P Ll
r r
=4me.d(lgnat.r) (78)

Wenn nun das d¢ fiir eine Kugelschale von endlicher Dicke ge-
bildet werden soll, so ist dieser Ausdruck (Gleichung 73) itber » zu
integriren. Das Integral wird dann, wenn der innere Radius sich
Null nithert, unendlich, so dafs man also auf diesem Wege fiir
4@ als Differenz zweier unendlichen Grofsen keinen bestimmten
Werth erhiilt. Wir haben jedoch soeben in § 20 fiir diesen Fall
bereits in anderer Ableitung einen bestimmten Werth gefunden, niimlich
dp = —4ms.
Wenn dagegen
fn=rc.r

ist, wo ¢ und @ zwei von Null verschiedene Constanten bezeichnen,

so erhalten wir
dm dr
73—' = 47’0/‘7'_1-“

1 (74)
=4me.— (R — 1)
@
Ist « negativ, so wiirden wir fiir » = 0 fiir 4¢ wieder einen un-
bestimmten Werth
d¢p = —
haben, withrend fiir jeden positiven Werth von & im Punkte » =0
wird. s ist also im Mittelpunkt der Kugel 4¢ gleich Null fiir
eine Dichtigkeitsvertheilung, bei der die Dichte der verschiedenen
concentrischen Kugelschalen auszudriicken ist durch eine Function

des Radius von der Form
ﬂr) = 0,7%
wenn
>0

ist. :

Dieselbe Betrachtung bleibt giiltig, wenn nach den verschiedenen
vom Mittelpunkt ausgehenden Richtungen das Gesetz der Dichtigkeits-
zunahme verschieden ist, vorausgesetzt nur, dafs fiir jeden einzelnen

Radius fiir kleinste Werthe von »

fn<e.r
ist, und @ > 0. Dabei wiirden also « und ¢ beliebige Functionen
der Winkel sein konnen, durch welche man die Richtung von r
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definirt, und doch der Werth von A¢ im Mittelpunkt der Kugel
eindeutig gleich Null werden.

Unter diesen Bedingungen ist die Dichtigkeit im Mittelpunkte
der Kugel aber stets gleich Null, und die Beitriige in dem Werthe
von 4@, welche aus der unmittelbaren Nachbarschaft dieses Punktes
herrithren, verschwinden vollstindig.

Daraus folgt nun, dafs, wenn an einer bestimmten Stelle des
Raumes die Dichtigkeit den endlichen Werth @ hat, und in den
benachbarten Theilen diese Dichtigkeit um einen Betrag wiichst, der
angezeigt werden kann durch das Product irgend einer Potenz des
Radius mit positivem Exponenten e und einer Winkelfunction I
welche natiirlich auch gleich einer Constanten sein darf, also wenn

f(,)-——a—i—'r“.r

ist, wir doch den Werth von 4¢ an jener Stelle finden kénnen.
Wir haben dann gewissermafsen zwei superponirte Massenbelegungen
des Raumes, eine mit der constanten Dichte @, und die zweite mit
der variablen Dichte »*.7. Den Theil von 4¢, welcher von der
ersten herrithrt, haben wir im vorigen Paragraphen zu — 4 ma be-
stimmt, und der zweite, von der veriinderlichen Massenerfiillung
herrithrende, verschwindet, so dafs wir also in diesem Falle erhalten

dp = —4mna (75)

In der Lehre von den Potentialfunctionen wird das hier beriihrte
Problem allgemeiner und ausfithrlicher erértert, und es werden dort
die Convergenzbedingungen fiir die Potentialfunctionen und fiir 4¢
aufgesucht werden.

§ 22. Anwendung auf die Gleichung d¢ = —4x.F, , .

Um eine von den Differentialgleichungen zu lisen, die wir in
§ 16 abgeleitet hatten, und welche aussagten, dals die Summe der
zweiten Differentialquotienten der gesuchten Functionen nach den
Coordinaten gleich irgend einer stets endlichen Function der Coordi-
naten ist, also Gleichungen von der Form

A? i 4””"1%')

sind, geniigt es, von der Function F, , ., eine Potentialfunction iiber
den ganzen Raum, fiir welchen die Function # gegeben ist, zu bilden,
und wir kénnen sogar, wenn der Raum begrenzt ist, aufserhalb dieses
Raumes noch beliebige Vertheilungen der Dichtigkeit hinzunehmen.
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Berechnen wir die Potentialfunction von diesen Dichtigkeiten, so
mufs sie jener Differentialgleichung Geniige leisten.

Es ist noch zu beachten, dafs wir bei der Berechnung der
Potentialfunctionen die Integrale, wenn sie fiir den unendlichen Raum
gelten sollen, auch bis in unendliche Entfernung ausdehnen und
also sicher sein miissen, dalfs die Potentialfunctionen auch dann noch
endliche Werthe behalten.

Wir fithren wieder Polarcoordinaten ein und bezeichnen die
Dichte jeder Kugelschale ebenso wie im vorigen Paragraphen mit
fiy, dann ist die Masse einer Kugelschale von der Dicke dr gleich

4.1 fiy.dr

und die Potentialfunction im Mittelpunkt wiirde demnach sein

(p.—_—4nfr.f(,,.dr (76)
Wenn wir nun also wiederum
fo=c.m
.

setzen, wo n eine beliebige Constante und ¢ eine beliebige Winkel-
function bezeichnet, die wir hier der Einfachheit halber, da sie fiir
das Folgende ohne Bedeutung ist, wie eine Constante behandeln
wollen, so ergiebt sich

Q= 47rcfr1 tn.dr

dme - (7

- 2
24n

kS

Damit dieser Werth fiir » = oo noch endlich bleibt, mufs 2 4+ n < 0,
also n negativ und seinem absoluten Betrage nach grofser als 2 sein.

In unseren spiiteren Anwendungen haben wir es fast immer mit
Wellen zu thun, die von einem bestimmten Punkte wiihrend end-
licher Zeit ausgegangen sind. Sie brauchen unendliche Zeit, um
die Unendlichkeit zu erreichen, und bis dahin ist in der Unendlich-
keit noch Alles in Ruhe. Die Potentialfunction ist dabei von Werthen
08 0%
ot ot
den Wellen durchlaufenen Raumes endlich von Null verschieden
sind; dann bleibt sicher die Potentialfunction endlich.

Wenn diese aus Gleichung (77) folgenden Bedingungen fiir
die Dichtigkeiten eingehalten sind, so kionnen wir fiir den unend-
lichen Raum unsere Differentialgleichung immer losen. Das Berechnen
der Potentialfunction ist eine Operation, die nur die Aufsuchung

u. 8. w. zu nehmen, die nur innerhalb des bisher von
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bestimmter Integrale erfordert, und die wir also immer ausfithren
konnen; wenn nicht durch analytische Formeln, so doch stets durch
Quadraturen.

Damit ist nun die Moglichkeit gegeben, die Aufgabe, auf
die wir gestofsen sind, wenigstens zuniichst fiir den unbegrenzten
Raum zu losen und die gesuchten Potentialfunctionen zu finden,
sobald diejenigen Functionen gegeben sind, welche wir als Dichtig-
keiten zu beriicksichtigen haben. Dieses waren aber einerseits die

) e i 0 (%
magnetischen Stromungen und andererseits die Function - (-~

Ox \ ¢

0 (9 0 (3 ) - s I Y A N s
-+ ) (—;) T <T> . Wenn die Dichtigkeit, fiir welche die Poten

tialfunction gesucht wird, im Innern eines geschlossenen Raumes
gegeben ist, so konnen wir noch beliebige Vertheilungen in dem
iufseren Raume hinzu setzen, ohne dals die Summe’ der zweiten
Differentialquotienten nach den Coordinaten in dem inneren Raum
veriindert wird; denn der von diesem herrithrende Theil ist hier ja
gleich Null. Ein solcher Zusatz wird nun bei einer grofsen Menge
von Problemen dadurch néthig, dafs an der Grenze des Raumes
bestimmte Bedingungen fiir die Werthe der Potentialfunction und
ihrer Differentialquotienten, die sogenannten Grenzbedingungen,
zu erfiillen sind. Tm Allgemeinen ist es viel schwieriger, diese Ver-
theilung im #ulseren Raume auszufithren, als eine Reihe von Werthen
fir das Innere des Raumes zu finden, und die eigentliche Schwierig-
keit der meisten Potentialaufgaben, auch der optischen Aufgaben,
besteht darin, dafs die Erfillung der Grenzbedingungen in vielen
Fillen unmoglich ist. In einigen Fiillen gelingt sie durch unend-
liche Reihen, deren Coefficienten sich durch besondere Methoden
genau bestimmen lassen; oft genug ist man aber, um auch nur
annithernd zum Ziele zu kommen, auf mehr oder weniger weitliufiges
Probiren angewiesen.

Bei den Wellenbewegungen werden wir spiiter ebenfalls auf
eine allgemeine Differentialgleichung stofsen, die von sehr #hnlicher
Form ist, wie die hier behandelte. Ks kommt zwar noch die Zeit
als weitere Variable hinein, aber in #hnlicher Form wie die Co-
ordinaten.

Bevor wir jedoch an die Untersuchung dieser Gleichung heran-
gehen, ist es nothig, einen Hilfssatz, den sogenannten Grerx’schen
Satz, zu erortern, welcher in der Lehre von den Potentialfunctionen
und auch von den Functionen, welche bei der Lichthewegung vor-
kommen, vielfache Anwendung findet und eine grofse Menge sehr
wichtiger Transformationen erleichtert.
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§ 23. Der Green’sche Satz.

Dieser Satz wurde von (. Grern, der in der ersten Hiilfte dieses
Jahrhunderts Professor in Cambridge war, zuerst aufgestellt und ist
dann spiiter hauptsiichlich von Gauss zur Entwicklung der Lehre
von den elektrischen Potentialfunctionen benutzt worden.

Der Grern'sche Satz ist in Wirklichkeit nichts weiter, als die
Anwendung der sogenannten partiellen Integration auf Gebilde von
zwei oder drei Dimensionen, welche ringsum begrenzt sind, also auf
begrenzte Fliichen oder begrenzte Korpervolumina. Man muls bei
seiner Anwendung sorgfiltig auf die verschiedenen Arten der Dis-
continuitiiten achten, da diese hier von grofser Bedeutung sind.
Deshalb wollen wir den Satz, obschon wir ihn bei den optischen Vor-
giingen nur in complicirterer Form benutzen werden, zuniichst in
einfacherer Form ableiten.

Wenn wir das Integral

ff b%-(q).w).dx.dy.dx

itber einen geschlossenen Raum zu bilden haben, so kénnen wir in
demselben die Integration nach z ausfithren. Dadurch erhalten wir
das unbestimmte Integral

ff(p.1/}.dy.dx

und, um das bestimmte Integral zwischen den festgesetzten Grenzen
zu erhalten, mufs man die Differenz der Grenzwerthe bilden, welche
durch Einsetzen des hochsten und des niedrigsten Werthes von @
gewonnen werden. Indem wir dieses wiederum (vergl. § 19) durch
zwei horizontale Striche, oben und unten, bezeichnen, ergiebt sich:

ff —aa—z-(qL1p).dx.dy.dx=ffq)-1l!-d?/-dx (78)

Hierbei #indert sich in dem Integral nur der Werth von z, wiihrend
y und » constant bleiben, weil nach ihnen nicht integrirt wird. Da
dy.dx unveriindert bleibt, so ist der Raum, iiber den hier integrirt
wird, ein Prisma, dessen Axe der xz-Axe parallel ist, withrend der
Querschnitt desselben von der Fliche dy.dx, also einem Rechteck
oder Quadrat, dessen Seiten der y- und x-Axe parallel sind, ge-
bildet wird.

Die Grenzwerthe, deren Differenz hier genommen werden mufs,
sind die Producte der beiden Functionen ¢ und v an dem oberen
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und unteren Ende, multiplicirt mit dem gemeinsamen Querschnitte
dy.dx des prismatischen Raumes. Ist nun dieser Raum durch das
Element d @ einer gekriimmten Fliiche begrenzt, so ist dy.dx gleich
der Projection von dw auf die yx-Ebene, und es ist eine bekannte
Regel, dals, wenn Stiicke einer Ebene auf eine andere Kbene pro-
jicirt werden, die Projection gleich ist dem projicirten Flichenstiick
multiplicirt mit dem Cosinus desjenigen Winkels, welchen beide
Ebenen mit einander einschliefsen.
Nun ist zwar das hier projicirte
Flichenstiick  herausgenommen
aus einer krummen Fliche; aber,
da es unendlich klein, so kiénnen
wir es als Stiick einer Ebene be-
trachten. Der Winkel zwischen
den beiden Fliichen ist aber gleich
dem Winkel, welchen ihre Lothe
mit einander bilden. Das Loth
auf der Projectionsebene ist paral-
lel der z-Axe. Ks ist hierbei
vortheilhaft, dasjenige Loth der
dy dz Fliche dw zu nehmen, welches
in den Raum hinein geht, iiber
welchen wir die Integration aus-
fithren, also die sogenannte innere
Normale. Die #ulsere Normale
des Flichenstiickes wiirde aus
dem Raum heraus fallen, und da
konnten moglicherweise die Werthe
der Differentialquotienten ganz

x

i andere sein. Wir miissen also
it 1 o dw.cosa =dy.dx
Fig. 16. setzen, worin a den Winkel be-

zeichnet, den die innere Normale
des Flichenelementes dw mit der steigenden z-Axe bildet. An dem
oberen Ende des Prisma (vergl. die nebenstehende Figur 16) muls
dieser Winkel nothwendig ein stumpfer sein; denn wenn wir in der
w-Axe aufsteigen, so mufs diese von innen her in das gegebene
Endstiick des Prisma eintreten, und es wird daher der Winkel
zwischen der steigenden z-Axe und der inneren Normale grifser
als ein Rechter sein. Wollen wir also dy.dx durch den Werth
cosa.dw ersetzen, so wird cosa negativ zu nehmen sein, und wir
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bekommen demnach fiir das obere Flichenelement — ¢ .. cosa.dw.
Fiir die untere Grenze ist der Winkel zwischen der steigenden z-Axe
und der inneren Normale nothwendig ein spitzer, der Cosinus also
positiv; aber den Theil des Integrals, der sich auf diese untere
Fliche bezieht, miissen wir abziehen; daher bekommt er ebenfalls
das negative Vorzeichen.

Fiir beide Grenzen stellt also — ¢ .. cosa.d @ denjenigen Werth
dar, der als Grenzwerth der Integration zu nehmen ist. Zu diesem
einen Prisma kommen noch andere éihnliche Prismen, welche daneben
liegen und zusammen schliefslich den ganzen Raum einnehmen, iiber
den wir zu integriren haben, und deren Enden die ganze begrenzende
Fliche fiir diesen Raum bilden. Dieses #indert sich auch nicht,
wenn die Prismen mehrfach die Fliche schneiden sollten. Wir
miifsten dann jedes Element einer Schnittfliche als ein Stiick der
Grenzfliiche behandeln und da, wo die steigende z-Axe in den Raum
eintritt, hatten wir eine untere Grenze, und wo sie wieder heraus-
tritt, wiirde eine obere Grenze sein, so dals sich zwar die Ausdriicke
mehrfach wiederholen, aber die Grenzwerthe, welche man durch
Ausfithrung dieser Integration iiber den ganzen Raum bekommt,
wiirden in dieselbe Form aufgenommen werden kénnen. Wir er-
halten also stets

[‘f(p Y. d@/ dx»: —-fq; Y.cosadm (79)

Damit unser Integral f f = ((p Y).dz.dy.dz einen bestimmten

Sinn hat, miissen die Differentialquotienten der beiden Functionen
vy und ¢ sich iiberall in dem Raum, iiber den die Integration aus-
gedehnt. werden soll, bilden lassen, und einen bestimmten, und zwar
eindeutig bestimmten endlichen Werth haben, beziehlich wenigstens
nur in der Weise unendlich werden, dafs sie doch ein endliches
Integral geben.

Indem wir die Differentiation unter dem Integralzeichen aus-
fithren, kénnen wir nunmehr schreiben:

fff d”‘d”"+fff1/1~- dw.dy.dx

=_f(p.1/'.cosa.dm (80)
oder
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fff da:d_/dx——ff Y. e tldedx 5

—f(p.wp.cosa.dm

Dieses wire die Umschreibung in die gewdhnliche Form der partiellen
Integration. Bei ihr pflegen wir einen Factor zu haben, dessen
Integration nicht direct ausfithrbar ist, einen zweiten, welcher als
Differentialquotient geschrieben ist, und der also unmittelbar integrirt
werden kann; wir hilden das Integral, das sich auf die Grenzen
bezieht, und haben davon abzuziehen dasjenige Integral iiber den-
selben Raum genommen, bei welchem der integrirte Factor unveriindert
bleibt, withrend der andere Factor nach derjenigen Variabeln differen-
tiirt wird, nach welcher wir vorher integrirt haben. Die Bedingungen
fiir die Ausfithrbarkeit dieser Rechnungsweise bestehen hier darin, dafls
die beiden Functionen, welche differentiirt werden sollen, eindeutig
und differentiirbar sind, und Differentialquotienten geben, welche einen
bestimmten Werth und Sinn haben und nicht an verschiedenen
Stellen des Raumes theils negativ, theils positiv unendlich werden.

Zu dem hier behandelten Integrale konnen wir noch zwei andere,
vollig analoge, hinzunehmen. Die erste, auf y beziigliche, analoge
Gleichung lautet:

L do.dy.dx = — .Q—q)—.(lx.dy.dx
Vg

——fqy.qp.cosb.dm

worin der Winkel zwischen der aufsteigenden y-Axe und der Fliichen-
normale mit 4 bezeichnet ist.

Eine dritte Gleichung lifst sich beziiglich der x-Coordinate
ableiten, nitmlich:

[[fo- %t an.ay.a2 =~ [[[.22 .as.ay.05

—[¢.p.cosc.dw

Fiir die zweite und dritte Gleichung ist natiirlich ebenso, wie
fiir die erste Gleichung, vorauszusetzen, dals die Functionen ¢ und
y eindeutig und endlich sind, und eindeutige und endliche Differential-
quotienten erster Ordnung haben.

Wir wollen nun die Form dieser drei Gleichungen (80a, 81 und 82)
veriindern, indem wir an Stelle von ¢ seine Differentialquotienten nach

(81)

(82)
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den Coordinaten setzen, und zwar %{B in Gleichung (80a), %;’; in
@

Gleichung (81) und g% in Gleichung (82), und dann die Gleichungen

addiren; dann erhalten wir:

6(/> 61/; dg Oy 6,,) a,‘/,

9 dg o
= — 1”(6:'; cosa+m‘/~cosb+ O cosc)dw

2
fff (M 41 +g"’)dxd1,dx

= _f u»qa+ 3;3 cosb 4 g’)cou)dm

_fffw-dfp-dx.dy.dx

Diese Umformung ist aber nur moglich, wenn die Function v im
ganzen Raume fiir alle drei partiellen Integrationen eindeutig
denselben Werth hat, und nicht nur die ersten Differentialquotienten
der beiden Functionen ¢ und 1, sondern auch die zweiten Differen-
tialquotienten von ¢ einen bestimmten endlichen Werth haben oder
wenigstens nur in der Weise unendlich werden, dals sie doch end-
liche Integrale geben.

(83)

Die Klammer, welche die Differentialquotienten von ¢ nach den
einzelnen Coordinatenrichtungen multiplicirt mit den Cosinus der-
jenigen Winkel, welche diese Coordinaten mit der inneren Normale »
machen, enthiilt, ist gleich dem Differentialquotienten von ¢, ge-

. : e
nommen in der Richtung der inneren Normale, also gleich T;’{_

Es kann also die Gleichung (83) auch geschrieben werden:

arp 61/: a(p 61,; 6(]) a,
fff[ " Oux ay a“/"i" 5 e ax] de.dy.dx

- —f’c/}%-n(p— da;-—ff yAg.dz.dy.dx (83a)

Da die linke Seite der Gleichung symmetrisch nach den beiden
Functionen ¢ und p ist, so kinnen wir die rechte Seite auch so
schreiben, dafs die Differentialquotienten von ¢ integrirt werden,
withrend 1 weiter differentiirt wird. So erhalten wir:
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o 61/1 6(/» 61/: dg 6/ .

) 91’7 A f f f @.dv.do.dy.dz (84)

Diese zweite Umformung verlangt nun fiir ihre Giiltigkeit, dafs nicht
blofs die ersten Differentialquotienten beider Grofsen eindeutig und
endlich sind, sondern dalfs beides auch gleichzeitig bei den zweiten
Differentialquotienten von 1 der Fall ist.

Gleichzeitig gelten also beide Umformungen (83a) und (84) nur
dann, wenn die zwei ersten Differentialquotienten von den beiden
Functionen ¢ und 4 mit eindeutigem Sinne gebildet werden kinnen
und endlich oder wenigstens nur integrirbar unendlich sind.

Die linken Seiten der Gileichungen (83a) und (84) sind identisch;
wir erhalten nun durch Gleichsetzen der rechten Seiten:

f(p. g:f dw +fff(p.d1/1.dw.dy.dx
0
=pr.—gg—dm +ff/1/)..d(p.dx.dy.dz (85)

Die Anwendung dieser Gleichung hat fiir diejenigen Functionen,
bei denen die Summe der zweiten Differentialquotienten nach den
Coordinaten gleich Null ist, Vortheil, weil dann das Raumintegral
verschwindet, also blofs das Fliichenintegral stehen bleibt.

Wenn eine der Functionen ¢ oder v an irgend einer Fliiche
einen plotzlichen Sprung ihres Werthes macht, so dafs sie etwa auf
der einen Seite den Werth ¢, und auf der anderen Seite den
Werth ¢, hat, dann lifst sich an dieser Stelle kein eindeutiger
Differentialquotient bilden; denn um ihn quer durch die Fliche
hindurch zu bilden, miifsten wir den Werth auf der einen Seite
nehmen, von ihm den auf der entgegengesetzten Seite abziehen, und
diese Differenz durch die Entfernung dn» zwischen den Orten dieser
beiden Werthe dividiren. Wenn eine wirkliche Discontinuitiit statt-
findet, sodafs also zwei verschiedene Werthe in einer Fliche ohne
Uebergang zusammenstofsen, so wiirde dn = 0 werden konnen,
withrend d¢ noch einen endlichen Werth hat. Wir wiirden also
fir einen Differentialquotienten, welcher durch die Fliche hindurch
genommen ist, einen unendlichen Werth bekommen, oder vielmehr
wiirde das Verhiiltnifs zwischen d¢ und dn gar keiner bestimmten
Grenze sich nithern, sondern, wenn wir dn immer kleiner und
kleiner machen, steigen bis unendlich. Wir kénnen also in diesem
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Falle keine ersten Differentialquotienten bilden, und eine solche
Fliiche darf demmnach durch den betreffenden Raum nicht hindurch
gehen. Wenn aber eine solche vorhanden ist, miissen wir sie selbst
als eine Grenze betrachten und die Integration auf beiden Seiten
nur bis an die Fliche ausdehnen. Dann kommt eine solche Fliche
in das Flichenintegral hinein, ebenso wie die Grenzflichen des
Raumes.
9 ¢, 0 g,

Ferner werden auch 5= und By Veun wir n durch die Fliche

hindurch in derselben Richtung nehmen, ebensowenig einen Sprung
machen diirfen, weil wir dann durch die Fliche hindurch keinen
zweiten Differentialquotienten bilden konnten, wenigstens nicht in
der Richtung der Normale.

Die Bedingung fiir die Moglichkeit der Anwendung des Grerx'-
schen Satzes ist demnach, dals weder die Werthe der beiden Func-
tionen ¢ und 1 selbst, noch deren erste Differentialquotienten an
einer durch den Raum hindurch gehenden Fliche einen Sprung
machen diirfen. Wenn ein solcher Sprung entweder bei den Func-
tionen selbst oder den Differentialquotienten vorkommt, so miissen wir
jene Fliche als Grenzfliiche behandeln und an ihr dieselben Fliichen-
integrale bilden, welche sonst nur fiir die Grenzfliiche zu bilden sind.
Dabei wiirden wir, wenn wir z B. die Differentialquotienten von

durch Integration aufheben, auf der einen Seite f qp.g—% .d ® bekommen,
wo die Normale dieser Seite mit », bezeichnet ist, und auf der anderen

Seite f 1/:.{3{— .dw, wo fiir die zweite Seite der Index 2 benutzt ist.
2

Beide Werthe erhalten fiir die Integration iiber den betreffenden

Raum das negative Vorzeichen, und wir bekommen also fiir eine solche

Fliiche, welche auf beiden Seiten von Riiumen begrenzt ist, iiber

welche integrirt werden soll, den Werth — f w(g:i + 37?;) dw

Die beiden Normalen sind hier in entgegengesetzter Richtung ge-

nommen. Wenn wir aber auf beiden Seiten nach derselben Richtung
0 dg

differentiiren, so wiirden wir bekommen — | 1 ( 4/ P ) dw. Die

on,  On,
erste Form, — f Y (g;p 4 g 7 )(l ®, wo man also voraussetzt, dafs
1
die Normale jedesmal in (lanenlgerx Raum hinein gerichtet ist, fiir
den die betreffenden Differentialquotienten gelten, ist diejenige,
welche gewdhnlich benutzt wird. In der zweiten Form,
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dg _ dg
- |y (—a? — —67;)(10),
wo wir die Richtung des = festhalten, bezeichnet die Differenz

g% - g:f den Sprung in dem Werthe dieses Differentialquotienten
2

in der Richtung von n. Ks ist also die Grifse der Discontinuitiit,
welche hier als Factor eintritt.

Bisher haben wir vorausgesetzt, dafs 4 auf beiden Seiten der

Fliiche gleichen Werth hat, aber der Diﬁ'erentialquotient%%ver-

schieden ist. Haben die Diﬁ'erentialquotienten% auf beiden Seiten

gleiche, hingegen 1 verschiedene Werthe, so wiirde das Flichen-

integral lauten
0
-—ﬁ-a/:l — 1/)2).(7?;4 dw,

wobei nun 4, — 1, den Sprung der Function v darstellt.

§ 24. Besondere Fille und Anwendungen des Green’schen
Satzes.

I. Wir wollen zuniichst den Fall untersuchen, dafs 1 gleich
einer Constanten, also
’l/l = C
ist. Dann wird die linke Seite unserer (leichung (83a) gleich Null
und wir erhalten:

0= —fC.%%—.dm—fffC.A(p.dx.dy.dx (86)

Hier ist ¢ gemeinsamer Factor aller Theile. Wenn er also nicht
selbst gleich Null ist, sondern einen von Null verschiedenen Werth
hat, so kinnen wir dadurch dividiren, und es ergiebt sich

0
0 = —fsa—%.dm—fffdtp.dm.dy.dx (86a)

1. Daraus folgt zuniichst, dafs wenn die Function ¢ der
Gleichung 4¢ = 0 geniigt, d. h. also, eine Potentialfunction im
Innern eines von anziehender Masse leeren Raumes ist, das Integral
ither %%, genommen fiber die ganze Oberfliche, immer gleich
Null, also
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0g

b p 4 : 0 )
sein wird; d. h. also, wenn an einem Theile der Fliche «af’g posi-
n

tive Werthe hat, so wird es an dem anderen Theil der Fliche nega-
tive Werthe haben miissen, weil positive und negative Werthe so
vertheilt sein miissen, dals sie sich in der ganzen Fliche gegen-
seitig aufheben. Bei einem geschlossenen Raum konnen also nur
dann an allen Theilen der Oberfliche Kriifte vorkommen, welche
in demselben Sinne zur Oberfliche gerichtet sind, wenn im Innern
des Raumes Massen liegen.

2. Wenn wir d¢g = —4nFq,, setzen, worin also die
vorige Annahme als specieller Fall enthalten ist, so bekommen wir:

d¢ , ey
i= _f_avt .(ll:)+4ﬂfff Adz.dy.dx
fp—(’idm=4nfffF do.dy.dx (88)
an i

Das Integral iiber die ganze Oberfliche eines solchen Raumes
genommen, ist demnach, wie auch der Raum gestaltet ist, noth-
wendig gleich der mit 4z multiplicirten Quantitit der gesammten
anziehenden Masse, da #, wenigstens symbolisch, die Dichtig-
keit bezeichnet. Kine solche Masse brauchte aber nur in einem
Punkte dieses Raumes zu existiren, damit in gleichem Sinne ge-
richtete Kriifte an der ganzen Oberfliche des Raumes vorkommen
kénnen.

II. Nehmen wir andererseits an, dafs in Gleichung (83a) die
beiden Functionen ¢ und 1 einander gleich sind, so er-
giebt sich:

(1) + @)+ (2 aean

- —f(p%%dm—ff g.dg.do.dy.dv  (89)

Ist nun ¢ eine Function, die im ganzen Innern des betreffen-
den Raumes der Bedingung 4¢ = 0 geniigt, dann fillt in dieser
Gleichung (89) das zweite Integral der rechten Seite weg. Machen
wir nun weiter die Annahme, dafs ¢ an der ganzen Oberfliche

H. v. Hersnorrz, Theoret, Physik. Bd. V. 6

oder
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des Raumes gleich Null sei, so wird auch das erste Integral dieser
Seite fortfallen, und es ergiebt sich, dafs das Raumintegral, welches
die linke Seite bildet, seinem Gesammtbetrage nach gleich Null sein
mulfs, so dals demnach:

fff[(%%)z+ (%%)2_*_(%(5)2] da.dy.dv=0  (89a)

wird. Nun ist dieses Integral aber iiber eine Summe von drei
Quadraten genommen, und wenn wir wie bisher unter ¢ immer
eine im ganzen Integrationsraume reelle Function verstehen, so
sind die Differentialquotienten auch reell, die Quadrate also niemals
negativ. Das Raumintegral kann also nur dann gleich Null werden,
wenn an allen Stellen des gesammten Raumes, itber den integrirt
wird, simmtliche drei nach den Coordinaten genommene Differential-
quotienten gleich Null sind. Daraus folgt, dals ¢ nothwendig
eine constante Grofse sein muls, und zwar muls es, da wir ja an-
genommen haben, dals es an der Oberfliiche gleich Null ist, durch
den ganzen inneren Raum gleich Null sein.

Wenn wir demnach zwei Liosungen, ¢, und ¢,, haben,
welche beide der Bedingungsgleichung 4¢ = 0 im ganzen inneren
Raume entsprechen, so dals also 4¢, = 0 und A, = 0 ist und sie sind
an der Oberfliiche einander gleich, so gilt fiir ihre Differenz (¢, —¢p,)
ebenfalls die Gleichung 4(¢p, — ¢,) = 0, und daraus folgt, dafs im
ganzen Innern des Raumes ¢, — ¢, = 0 sein muls, d. h. also, wenn
der Werth einer Function, welche der Differentialgleichung 4 ¢ = 0
geniigt, an der Oberfliiche eines geschlossenen Raumes gegeben ist,
so giebt es nicht zwei verschiedene Losungen fiir die Differential-
gleichung, welche im Innern des Raumes von einander verschieden
sein konnen. KEs ist also die Differentialgleichung 4¢ = 0 mit
Festsetzung der Werthe, welche ¢ an der Oberfliiche des geschlosse-
nen Raumes haben soll, zur vollstindigen Bestimmung der Function
¢ durch das ganze Innere dieses Raumes geniigend.

III. Nun wollen wir noch erdrtern, wie sich in dieser Be-
ziehung der #ulsere Raum verhilt. Unter welchen Umstiinden
werden die Integrale fiir den #Hufseren Raum, der bis zu einer
unendlich entfernten Grenzfliche, die wir uns durch eine Kugel
von unendlich grofsem Radius gebildet denken konnen, hinausreicht,
endliche Werthe haben, beziehlich Null werden? Die Antwort ist
entscheidend dafiir, ob wir den Green'schen Satz in einem gegebe-
nen Fall auch auf den #ufseren Rammn anwenden diirfen.
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Wenn wir die einfachste Form solcher Functionen nehmen,

nimlich —, so wiirde an einer unendlich entfernten Kugel der Diffe-
r

rentialquotient nach der Normale, das wiire in diesem Falle also

: anhl .
nach dem Radius der Kugel, abnehmen wie Da nach verschie- -

r?

denen Richtungen die Werthe der Function verschieden sein kénnen,
so wollen wir uns eine Kegelecke herausgeschnitten denken, welche
bei einer Kugel vom Radius 1 von dem Oberflichenelement d 2

begrenzt wiirde; dann wiire an einer Kugel vom Radius » ihre Ober-

fliche gleich »2¢ 2. In dem zu bildenden Producte, ¢. g:f Jdw
GRTY

iyl
e wie —g abnehmen, und de wirde
n r

gleich »2.d 2 sein. Der Factor von 4 2 wiirde also, soweit er von

fora |
wiirde ¢ also wie : und

r abhiingig ist, gleich ’]7 sein. Wenn nun auch die Werthe in ver-

schiedenen Kegeldffnungen sehr verschieden von einander sind, so
wiirden doch die Oberflichenintegrale, die sich auf die Grenzen des
unendlichen Raumes beziehen, mit unendlich werdendem » verschwin-
den, und in unseren Gleichungen nur mit dem Werthe Null in
Ansatz kommen.

Die Potentialfunctionen, welche wir frither behandelt haben,

d45e. SR T,

und welche von der Form — sind, wiirden also zuliissig sein, und
r

in noch htherem Grade diejenigen, welche in der Entfernung wie

-i—z abnehmen. Letztere sind z B. die Potentialfunctionen von

Magneten oder von elektrischen Ansammlungen in endlichen Ent-
fernungen, bei denen stets gleich viel positive und negative Elek-
tricitiit frei gemacht wird. Dann ist nimlich fiir die Entfer-

! COS @ : ¢
nung das Potential von der Form —3» wenn der Radius » mit

der magnetischen Axe eines solchen kleinen Magneten den Winkel «
bildet. Falls Magnete von gleichem Momente, aber in umgekehrter
Richtung, an verschiedenen Stellen des Raumes liegen, so tritt sogar
die dritte Potenz von » in den Nenner. Ks giebt demnach eine
grofse Menge von Killen, in denen die Potentialfunctionen in der

Entfernung stirker als —1 abnehmen.

Wenn wir nun dieselbe Voraussetzung iiber die Abnahme der
Functionen in dem Kalle machen, wo die beiden Functionen ¢
und 1 einander gleich sind, und fernerhin wieder voraussetzen,
dals im ganzen unendlichen Raume 4¢ = 0 ist, so wird in Glei-

6‘
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chung (89) das Oberfliichenintegral f @. %—(g.dw gleich Null werden,

und ebenso wird auch das Raumintegral fi/i/‘(f.d(p.dm.dy.dx ver-

schwinden. Ks wiirde daraus folgen, dafs auch das iiber den ganzen
unendlichen Raum genommene Integral

og dyg 0@

JITGEE) + G5 + (@)

gleich Null wird, und wir haben oben gesehen, dafs dieses nur

moglich ist, wenn in allen Theilen des unendlichen Raumes ¢ con-

stant ist: da es hier an den Grenzen aber gleich Null ist, so mulfs
es iiberall den Werth Null haben.

Daraus ergiebt sich nun weiter: Wenn zwei Functionen, die
im Integrationsraume fiiberall der Gleichung 4¢ = 0 geniigen, und

da.dy.dx

g : S Tl
welche in der Unendlichkeit mindestens wie — abnehmen, und an
r

allen geschlossenen Grenzflichen im Kndlichen gleiche Werthe
haben, so konnen sie im ganzen unendlichen Raum nicht von ein-
ander unterschieden sein. Wenn wir uns also auf Functionen
beschriinken, die in der Unendlichkeit in der angegebenen Weise
nach Null convergiren, so gilt auch fiir den unendlichen Raum
der Satz, dals ¢ eindeutig gegeben ist, wenn es an den endlichen
Grenzfliichen gegeben ist.

IV. Es lifst sich zeigen, dals alle Functionen, welche der
Gleichung 4¢ = —4a F,, . in einem geschlossenen Raume
geniigen, als Potentialfunctionen von Dichtigkeiten dar-
gestellt werden konnen, die theils im Innern dieses Raumes,
theils an seiner Oberfliche in einer einfachen Schicht, theils auf
einer dort befindlichen Doppelschicht liegen. Zu dem Zwecke
miissen wir wieder auf die urspriingliche Form des Grerx'schen
Satzes zuriickgehen, in der die beiden Functionen ¢ und 1 noch
von einander verschieden sind.

Wir nehmen von der Function ¢ an, dafs fiir sie iiberall
dg = —4nF,,, sei; dagegen withlen wir fiir die Function v die

Form —1-:—, wobei » von einem irgendwie bestimmten Punkte (&, #, £)

bis zu dem veriinderlichen Punkte «, y, + gerechnet wird. Unter diesen
Umstiinden geniigt 1 der Differentialgleichung 4 = 0 mit Ausnahme
des Punktes &, 9, ¢, in welchem die anziehende Masse m liegt.
Wir wollen nun festsetzen, dals von dem gesammten Raume eine
kleine Kugel vom Radius o ausgeschlossen werde, deren Mittelpunkt
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mit dem Punkte & #, £ zusammenfalle; dann haben wir einen #ulseren
Raum, in welchem die Function 1 itberall der Bedingung A = 0
geniigt, und auf den unsere Gleichung (85) angewendet werden
kann. Es fillt in ihr auf der linken Seite das letzte Glied fort,
und wir erhalten daher:

f(p-g:g’-- dw =fa/ﬂ.g$ . dm—47!»/‘\/‘»/\1/'.F.dz.dy.dm (90)

worin die Oberflichenintegrationen iiber alle Grenzfliichen des iulse-
ren Raumes auszudehnen sind. Diese Grenzfliichen sind aber erstens
die unendlich entfernte Grenzfliche und zweitens die Oberfliche
der kleinen Kugel. FKiir die Function 1 ist nun aber durch die
ither sie gemachte Festsetzung bereits gegeben, dals sie im Unend-

lichen verschwindend klein wird wie —.

.

Wir wollen nunmehr auch fiir die Function ¢ dieselbe An-
nahme machen, was unter der Bedingung der Fall sein wird, dals
F die endliche Dichtigkeit einer endlichen Masse ist, deren Theile
alle im Endlichen liegen. Dann fallen beide Integrale an der un-
endlichen Grenzfliiche fort. An der Oberfliche der kleinen Kugel,

welche den zweiten Theil der Grenzfliche bildet, wiirde g‘:’{' gleich

O 4 iy, T : 4
— — sein und dw wiirde, wenn wir wieder wie oben die Kegel-

Offnung d 2 einfithren, zu ersetzen sein durch p?.d £, so dals wir
also erhalten

GRTY gy o m o
¢.79—77.dro— —fq;.-—(;s—.g .d 2

=—mf(p.d!2 (91)

Ferner ergiebt sich:

e _[m dg )
fn/f.s;;.d(o _-f?.???-.g .d

9 40 9
= mfg. 5 d 2 (92)

so dals also nunmehr

mfcp.d!l: —mfg.g;f.dﬂ-}-4nmff/‘£.d:r.dy.dx (90a)
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Da wir nun den Radius ¢ der Kugel beliebig klein werden lassen
konnen, und ¢ nach den oben erdrterten Bedingungen der Giiltig-
keit des GreErn’schen Satzes, als eine continuirliche Function zu
betrachten ist, so kann man die auf der Oberfliiche der verschwin-
dend kleinen Kugel liegenden Werthe von ¢ als ununterschieden
ansehen; wir wollen sie mit @ bezeichnen, so dals also

qu).d.Q: ;;.m.fd.Q
=4n.p.m (93)
Das Glied m f 0. .d 2 der Gleichung (90a) verschwindet aber,

weil der unendhch kleme Factor ¢ darin enthalten ist, so dafs sich
nunmehr ergiebt:

4n$7n=4nmfff»£~.dw.dy.dx
¢=fff-fl.dz.dy.dz (90D)

Es kommt bei dieser Ableitung also heraus, was eigentlich im
Voraus zu erwarten war, dafs niimlich ¢ in der Niihe eines beliebig
gewithlten Punktes dargestellt werden kann durch die Potential-
function der im unendlich ausgedehnten Raume vertheilten Dich-
tigkeit.

Es ist nun noch zu zeigen, dals mit einem Zusatz, der sich
auf die Flichenbelegung bezieht, dieselbe Form der Losung auch
fir begrenzte Riume giiltig ist. Zu diesem Zwecke nehmen wir
einen beliebig begrenzten Raum S an, dessen Volumelement mit
d S bezeichnet sei. Den Punkt (&, 7,{), auf den sich die Potential-
function bezieht, denken wir uns wieder mit einer Kugel umgeben,
deren Radius schliefslich als verschwindend klein angenommen
werden soll, und den Raum dieser Kugel nehmen wir aus von dem
Raume S, iiber den sich die Integration erstreckt. Wenn wir nun
die Gleichung (85) auf diesen Raum anwenden, so erhalten wir:

ftp dw-}-fcp dy.dS ftp - dm+f1p.A¢p.dS (94)

Wir wollen nun wiederum fiir die Function 1 einen bestimmten

oder

: 1 :
Werth setzen, niimlich v = ~— Wo unter » die Entfernung von dem

Punkte (§, #, £) verstanden wird; dann ist aufserhalb jener verschwindend
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kleinen Kugel iiberall, also auch in dem Raume S, 41 = 0, und
das zweite Integral der linken Seite in Gleichung (94) fillt weg.
Es wird dieses aber auch noch der Fall sein, wenn wir spiiter die
Integration iiber den ganzen #ufseren bis in die Unendlichkeit sich
erstreckenden Raum ausdehnen, da auch dort 44 = 0 angenommen
werden kann.

Das Oberfliichenintegral f -»—l/- dw bekommt unter der gegen-

wiirtigen Annahme fiir die unendllch kleine Kugel, wenn wir die

frither eingefithrten Bezeichnungen auch hier benutzen, den Werth

- f @.d 2. Bei der iufseren Grenzfliiche von S wollen wir aber fiir

das Flichenelement die Bezeichnung dw fest halten; dann ist dieser
o(+)

Theil des Integrals gleich + | ¢. o dw.

Die Glelchung ‘)4) verwandelt sich daher jetzt in

/(p d9+  Linear v do=[.- (P do+ [yp.dp.dS  (95)

Der Theil des ersten Integrales auf der rechten Seite, welcher sich anf
die kleine Kugel bezieht, fillt wieder weg, weil er den unendlich kleinen

Factor ¢ nach Einsetzung der Werthe 1y = 1) und dw = ¢*.d 2

enthiilt, und es bleibt nur derjenige Theil stehen, der auf die #ulsere
Grenzfliche von S Bezug hat. Die rechte Seite der Gleichung (95)

wird daher:
6rp 1 g
Lot [ dg.ds

Hierin repriisentirt 4¢ eine Dichtigkeit, welche wir gleich — 4 n I
gesetzt haben, so dafs sich nunmehr Gleichung (95) umformt in:

6(:—) 1 dg 1
— [@.d2+ q).v—a—n——-dm= ;—-b]—.dm—4n ;—.F.dS (96)

Aus einer der vorhin angestellten vollig analogen Ueberlegung
folgt auch hier, dafs wir fiir das erste Integral der linken Seite
den Werth — 4 7. ¢, erhalten, wo ¢, ,, ¢ den Werth von ¢ im
Mittelpunkte (&, #, {) der unendlich kleinen Kugel bezeichnet. Indem
wir die Gleichung anders ordnen, erhalten wir daher:
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. 1 .
1 0 F :
—47‘-(p(5.q'c,=— (p- 6:—.{1(0-{- 7"6_(5‘-d(0— 4”. 7.dS (968.)

Die beiden letzten in dieser Gleichung vorkommenden Integrale sind
zwei Potentialfunctionen gewthnlicher Art, von denen die eine von

der Raumdichtigkeit #, die andere von der Fliichendichtigkeit (O3

an

herriihrt.
Wir wollen jetzt zeigen, dafs das erste Integral nach seiner
unmittelbaren Bedeutung das Potential einer Doppelschicht darstellen

Fig. 17.

kann, welche die Oberfliiche von S iiberzieht. Denkt man sich in
einer verschwindend kleinen Entfernung, die mit d» bezeichnet sein
moge, eine zweite der ersten parallele und immer in constanter Ent-
fernung bleibende Fliche gelegt (Fig. 17), und die eine mit positiver
Elektricitiitt belegt, die andere mit eben so grofsen Quantitiiten
negativer Elektricitiit, so dafs also jedes Prisma, welches durch
beiden Fliichen gemeinsame Lothe begrenzt ist, aus beiden Flichen
gleiche Quanta Elektricitiit, aber von verschiedenem Vorzeichen

herausschneidet, so wiirde, wenn d%die Dichtigkeit der positiven

Elektricitiit bezeichnet, die Potentialfunction der auf dem Flichen-
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element dw liegenden Masse gleich QTn—-—i—.d o sein. Dazu kommt

aber das entgegengesetzte elektrische Quantum — —(z(’;— .dw in einer

Entfernung, welche etwas grofser ist als », so dals wir statt L jetzt

1 AL agv( s ) dn zu setzen haben. Alsoist die von beiden Schichten
n 1

herrithrende Potentialfunction eines Kliichenelementes gleich

PN 4 0 1) B AT
dn " r s dnl: + 671( . dn it Pan\7 e

o)

Es wiirde also das Integral [ ¢ . e .dw der Gleichung (96a) die

Potentialfunction einer solchen auf der Oberfliiche von S liegenden
Doppelschicht darstellen, und nach unserer fritheren Definition (§ 9)
wiirde das Moment dieser Doppelschicht gleich ¢ sein.

Nun kénnen wir aber, wenn wir den #Hulseren Raum mit hinzu
nehmen, dieses Integral beseitigen, vorausgesetzt, dals es moglich ist,
eine Function ¢, zu finden, fiir welche im ganzen #ufseren Raum
A @, = 0 ist, und welche zugleich an der ganzen Grenze des Raumes
S in ihren Werthen mit den Werthen der soeben behandelten
Function, die wir mit ¢; bezeichnen wollen, zusammenfiillt, so dals also
Pa= s ist.

Wenn in Gleichung (94)

P
gesetzt, und die Integration itber den iufseren Raum erstreckt wird,

80 hat man
ol [ X
fq;“.é;z:(r)'dm =f—r—-- Oh dw

Da ¢, auf der Fliche gleich ¢; ist, so konnen wir in
Gleichung (96a) jetzt

f"’an(“‘)d‘"_—f% ( ) dw

setzen, und erhalten so
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—dm g =f~1_ (a‘lf. 3 .al’—) do—4n %.Ii’.dS

r

oder wenn wir durch — 4« dividiren:

1 0 0 1
(P(&V,C)=_f7'j4;<—a%' 32)-dO7+f7.F.dS 97

In dieser Gleichung ist der Werth von ¢ , ;, dargestellt durch
eine Potentialfunction, welche die Raumdichtigkeit des inneren
Raumes S enthiilt, und eine zweite Potentialfunction, deren Integral
sich itber die Grenzfliche der beiden unterschiedenen Riume er-
1 (Og og
H( on; + On, )
auftritt, so dafs also diese Oberfliche hier wirkt, als wiire sie mit
einer Flichendichtigkeit belegt. Wenn wir diese mit e bezeichnen,
so ist also e durch die Gleichung:

streckt, an welcher als Dichtigkeit die Grofse —

_Ogp  d¢
(bl b o NN )

(98)

bestimmt. Das Product 4 z.eist demnach gleich dem Sprung im

Werthe des Differentialquotienten %% an der Grenze des mit S be-

zeichneten Raumes.

Jede Function ¢, welche fiir einen begrenzten oder fiir den
unendlichen Raum dadurch bestimmt ist, dafs der Werth von 4¢
gegeben ist, kann somit auf Potentialfunctionen von bestimmten
Dichtigkeiten zuriickgefiihrt werden, die theils durch die schon
gegebene Raumdichtigkeit, theils durch die Unstetigkeiten der
Differentialquotienten der Function fiir die Flichen, in denen diese
Discontinuitiiten stattfinden, gegeben sind.



§25. UMFORMUNG DER MAXWELL'SCHEN GLEICHUNGEN. 91

Dritter Abschnitt.

Umformung der Maxwell’schen Gleichungen in die Form der
Wellengleichung.

§ 25. Erweiterung der Maxwell’schen Gleichungen auf
elektrische Leiter.

Die in der #lteren Form der Elektricitiitslehre aus der Annahme
nach dem Covroms’schen Gesetze anziehender und in discreten Punkten
angehiiufter elektrischen Quanten abgeleiteten Sitze und Gleichungen
sind mit den in dem vorigen Abschnitt behandelten vollig identisch.
Die Maxwrrt'schen Gleichungen und Voraussetzungen fithren eben
ganz nothwendig auf dieselbe Form der Losung, und da wir von
diesen Gleichungen ausgingen, so war der Nachweis nithig, dals die
durch die alte Elektricitiitslehre gegebenen Formen der Lsungen
auch hier zutreffen, und dafs man die durch die Maxwerny’schen
Gleichungen ausgedriickten Beziehungen direct gebrauchen kann,
um von ihnen aus die Potentialfunctionen zu entwickeln, welche die
Vertheilungen der elektrischen und magnetischen Kriifte in dem
Raume darstellen.

Nun hatten wir die bisherigen Gleichungen nur auf isolirende
Réume, d. h. also, auf den Aether, beziehlich den mit dielektrisch
oder magnetisch polarisirbarer, ponderabler Materie gefiillten Aether
bezogen. Bisher haben wir nun die Moglichkeit von Elektricitiits-
leitern in diesen Riumen noch ganz aulser Betracht gelassen. Wir
wissen aber, dafs aufser den elektrischen Veriinderungen, welche in
isolirenden Korpern bei der Einwirkung elektrischer Kriifte ein-
treten, noch andere Formen von elektrischen Aenderungen oder
elektrischen Bewegungen in leitenden Korpern vorkommen konnen,
niimlich solche, welche in der ilteren Elektricitiitslehre als galvanische
Strome bezeichnet worden sind. Nach den bisherigen Annahmen flofs
in diesem Falle eine imponderable Substanz durch die Linge des
Leiters hindurch. In der Maxwrry'schen Betrachtungsweise miissen
natiirlich solche Stréme ebenfalls beriicksichtigt werden. Wir wissen,
dafs sie dieselben magnetisirenden Kriifte hervorbringen, welche
in der Maxwrry'schen Hypothese den molecularen Elektricitiitshe-
wegungen in den Isolatoren zugeschrieben werden. Historisch liegt
die Sache sogar so, dafs wir zuerst von den magnetischen Wirkungen
elektrischer Strome, die durch einen Leiter gehen, Kenntnifs erhalten
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haben. Bei ihnen entstehen rings um den Stromleiter herum kreis-
formige magnetische Kriifte, und diese Eigenschaften sind dann erst
spiiter von Maxwrrn auf die Ladungen der Isolatoren oder die
polarisirenden Veriéinderungen in den Isolatoren hypothetisch iiber-
tragen worden. Maxwern betrachtet wenigstens in Bezug auf die
magnetischen Wirkungen also als gleichartige Processe die Stromungen
der Elektricitiitt durch einen Leiter, bei denen elektrische Quanta
relativ grofse Strecken fortgefithrt werden, und andererseits diejenigen
Bewegungen der Elektricitiit, welche innerhalb der Molekeln statt-
finden, wodurch das eine Ende des Molekels positiv, das andere
negativ geladen wird.

Die frither (§ 11) gefundenen Gleichungen (30), welche die Ab-
hiingigkeit der Magnetkriifte von den elektrischen Momenten in
Isolatoren darstellten, lauteten:

0% ON oM
9t  dy 0z
89 0L 6N
dt 0z Oz
08 oM OL
i 7 dy

4 A

dmA- (99)

Nun wiirde aber, wenn wir Leiter im Felde haben, die in ihnen
stattfindende Elektricitiitshewegung, die wir als galvanischen Strom
zu bezeichnen pflegen, in gleicher Weise wie die polarisirenden
Bewegungen in den Molekeln wirken, und ihre Wirkung wiirde sich

6,: wiirde also

in dem betreffenden Querschnitt die nach = gerichtete Componente
der Dichtigkeit des galvanischen Stromes hinzukommen. Der Dif-

zu derjenigen der letzteren addiren. Zu der Grofse -

ferentialquotient 2% bezieht sich nun auf die Elektricititsbe-

ot

wegung, welche durch das Flichenelement dy.dx hindurch geht,
und als Componenten des galvanischen Stromes bezeichnet man
ebenfalls diejenigen Mengen von Elektricitiit, welche durch Flichen-
elemente hindurch gehen, die senkrecht zu der Stromungsrichtung
der betreffenden Componente gerichtet sind, berechnet fiir die Kin-
heit der Fliiche. Wenn wir von dem Strom einer ponderablen
Fliissigkeit reden, so haben wir dort materielle Elemente, welche
sich mit einer bestimmten Geschwindigkeit durch den Raum fort-
bewegen, und wir konnen daher von der Weggeschwindigkeit
sprechen, mit der diese Elemente voranschreiten; bei der Elektricitiit,
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namentlich nach der Maxwerr'schen Betrachtungsweise, kinnen wir
aber von substantiellen Theilchen gar nicht reden, und es hat des-
halb auch gar keinen Sinn, die Geschwindigkeit in die Gleichungen
einfithren zu wollen. Wir konnen nur von der Menge Elektricitit
reden, die durch ein gegebenes Fliichenelement in gegebener Zeit
hindurch fliefst, und wollen daher unter der Stromcomponente « die
Menge Elektricitit verstehen, welche in der Zeiteinheit durch die-
jenige Flicheneinheit hindurch flielst, welche senkrecht zur z-Axe
ist, vorausgesetzt, dafs die Stromung in allen Punkten der Fliche
dieselbe ist.

Wir wiirden daher in der ersten dieser Gleichungen (99) zu dem

Werthe von o noch den Werth der Componente » hinzu setzen

ot

und in analoger Weise die zweite und dritte jener Gleichungen
erweitern miissen, so dafs sich also ergiibe:

0x ON O0M

47:A.u+4nxi.-—5?~= v TR
09) oL 0N
dnd.v+4n4d. S e (100)
03 oM 0L
i St i T AT e

Nun sagt das Onn’sche Gesetz aus, dafs die Intensitiit eines elektrischen
Stromes durch einen bestimmten Querschnitt proportional sei der

~elektrischen Kraft, welche die Elektricitit in der betreffenden Richtung
vorwiirts treibt, so dals also hier « der elektrischen Kraft X im Innern
des Leiters proportional ist. Wir wiirden demnach

u=»~1.X

anzunehmen haben. In isotropen Substanzen, welche nach allen
Richtungen die gleichen Eigenschaften zeigen, ist dieser Proportionali-
titsfactor A fiir die anderen Stromcomponenten derselbe, so dafs also

w=2»ArX

v=2A.Y (101)
und

w=~.7Z

zu setzen ist. Nun ist aber ferner nach den Gleichungen (35):

X=il,g
&
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g iz 9
und
-3
und demnach erhalten wir
u=4n —2'— .4
P
y)
v=4x—9 (101a)
&
und N
w=4 7:—;—8

so dals sich schliefslich ergiebt:

ML"A%+4 9% _ON oM

ot 0y O0x
2 89 9L 0N
b LA
Unp 2 4.9 4+4na.9P 92 02 (102)
A 98 oM 0L
St Tl Y e e 1)

Dabei ist noch zu bemerken, dafs die Bewegung der Elektricitiit
in Leitern ein Procels ist, durch welchen die elektrische Energie
zerstort und gleichzeitig auf Kosten derselben in den betreffenden
Leitern Wiirme entwickelt wird; es ist dies also ein nicht con-
servativer Procefs, im (egensatz zu den in unseren bisherigen
Gleichungen, die sich nur auf Isolatoren bezogen, beriicksichtigten
Vorgiingen.

§ 26. Die elektrische Dichtigkeit.

Die Grofsen auf der rechten Seite der Gleichungen (102)
konnen wir fortschaffen, wenn wir die erste Gleichung nach z, die
zweite nach y, die dritte nach x differentiiren und alle addiren.
Wir erhalten dann rechts den Werth Null, und indem wir durch
den allen Gliedern gemeinsamen Factor 4 # 4 dividiren, ergiebt sich:

0 l 6 6 A
P 3y 98
+6t[6z+6u+6x]

Den in der letzten Klammer stehenden Ausdruck haben wir in § 14

(103)
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schon als die Raumdichtigkeit der Elektricitiit kennen gelernt und
dort mit ¢ bezeichnet. Benutzen wir auch hier diese Bezeichnung,
so erhalten wir zuniichst fiir den Fall, dafs% durch den Raum

constant ist:

A 0o

Daraus folgt, wenn wir die Gleichung durch o dividiren,

0_-—_-47[}__'._1_._6_6_
2 & o Ot
%r(]og 0) = — 47:—:'— (104a)

woraus sich durch Integration ergiebt:

loga=0—4n—t-t (1041)

so dafs also log o als eine Function der Zeit gegeben ist. Wenn
wir vom Logarithmus zu der Grofse selbst iibergehen, erhalten wir

— bt (104¢)

oc=¢e%e :

Daraus ergiebt siclh die Abhiingigkeit des Werthes ¢ von der Zeit.

Danune "¢ eine Function ist, die mit steigender Zeit immer
kleiner wird — denn 4 und & sind ihrer Natur nach positive Grifsen
— und nach Null hin convergirt, so verschwindet die elektrische
Dichtigkeit mit der Zeit, wenn sie in einem in Bezug auf das
Leitungsvermogen und die dielektrische Constante gleichmiifsigen
Raume von Null verschieden ist, dadurch, dafs in ihrer Nithe die
Strome u, v, w entstehen. Im Innern eines homogenen Leiters wird
demnach die elektrische Dichtigkeit mit der Zeit immer gleich Null,
und zwar ist dazu in Wirklichkeit bei den gut leitenden Korpern
eine so kurze Zeit erforderlich, dals wir gewohnlich gar nicht im
Stande sind, sie zu messen. Ks zeigt also dies Verhalten an, dafs
elektrische Dichtigkeit, die im Innern eines Leiters sich in einem
gegebenen Augenblicke aufgehiiuft haben sollte, nach kurzer Zeit
verschwindet, indem sie sich in dem Leiter vertheilt. Wenigstens
verschwindet sie, soweit der Leiter homogen ist. Falls er dies nicht
ist, ergiebt Gleichung (103) dagegen:

& &
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was anzeigt, dals %’;= 0 werden, also o constant bleiben kann,

ohne dafs es gleich Null wird, wenn auch %,9),3 constante Werthe
annehmen, was unter anderen Fiillen nach Gleichung (101a) nament-
lich dann geschieht, wenn man die Stromcomponenten w, », w in
constanter Stiirke unterhiilt. Dabei wird namentlich an der Grenze
zweier Leiter von verschiedenem Leitungsvermigen eine elektrische
Schicht dauernd angehiiuft, die nicht verschwindet, so lange der Strom
besteht, worauf wir hier nicht niiher einzugehen brauchen.

In einem Nichtleiter ist die Leitungsfilhigkeit 2 = 0, und daher
verwandelt sich bei einem solchen die Gleichung (104) in

do

7 P

die in Uebereinstimmung mit der frither (§ 14) gefundenen Gleichung (44)
aussagt, dals in diesem Falle die Dichtigkeit ¢ eine nach der Zeit
constante Grofse ist.

§ 27. Die Stromungen der Elektricitdt. — Sogenannte
ungeschlossene Strome.

Die Gleichung (103) konnen wir iiber einen begrenzten Raum
integriren und dann nach dem Green'schen Satze dieses Raumintegral
in ein Oberflichenintegral nmformen. Da nun iiberall in dem be-
treffenden Raum die integrirte Grifse gleich Null ist, so wird auch
das ganze Integral gleich Null werden, und wir bekommen also

Sl 6 )

=f{( ’E+%~—)cosa+< LAT Y ?’)cosb

(106)

+( — 8+ - q)cosc}dw
Jedes Glied dieses letzten Integrales ist die in Richtung einer
Coordinate fallende Componente des Gesammtstromes, multiplicirt
mit dem Cosinus des Winkels, den die Normale der Oberfliiche mit
der betreffenden Componente der Strémung macht, und das Integral
stellt also die Gesammtstrémung dar, welche durch elektrische Leitung
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und molekulare Vertheilung entsteht und durch die Oberfliche des
Raumes hindurch geht. Aus unserer Gleichung (106) ergiebt sich
also, dafs sie immer gleich Null ist, d. h. also: Aus der MaxwgwLy'schen
Vorstellungsweise folgt allgemein, dafs jede elektrische Strémung,
auch eine solche, welche gegen das Ende eines Leiters hinfithrt, an
keiner Stelle des Leiters wahre Klektricitit anhiiuft.

Wenn in einem Leiter positive Elektricitit zu dem Ende des
Leiters stromt, d. h. wenn an diesem Ende die Molekel ihre positiven
Pole nach aufsen wenden, so wiirde von da aus unmittelbar eine
weitere Polarisirung der umliegenden Molekeln erfolgen, die nun in den
Raum hinein sich ausbreitet (Fig. 18), und wobei in den Isolator die
Bewegung, welche in dem
Leiter vorhanden war, fortge-
setzt wird. Ein Unterschied
besteht nur darin, dafs diese
Ladung, sobald sie eintritt,
auch gleich ein elektrisches

Potential hervorbringt, wel-

: + 4+ + + +
ches auf den Leiter zuriick- m
wirkt, so dals die bisher vor- i Lhlla ot
handenen elektromotorischen "

Kriifte des Leiters diese R o Ot g

Ladung nicht weiter fortsetzen
konnen, und der Strom in

dem Leiter also nothwendig Ry
aufhort. )

KEs ist dies ein wichtiger -
Punkt in der Maxwerr'schen Fig. 18.

Theorie; nach dieser Theorie

giebt es eben keine ungeschlossenen Strome. Von jeder sich
ladenden Grenzfliiche eines Leiters setzt sich die elektrische Be-
wegung in den umliegenden Isolator fort, indem sie in diesem elek-
trische Momente ausbildet, und zwar, wie die letzte Gleichung (106)
zeigt, in solcher Stiirke, dals schliefslich die Menge Elektricitiit,
welche durch jeden Querschnitt des umschliefsenden Isolators in
Form der entstehenden molekularen Ladungen tritt, immer gleich
ist der Menge Elektricitiit, welche durch den Querschnitt des Leiters
geflossen ist. Hierdurch sind die Schwierigkeiten beseitigt, welche
den ilteren Theorien in Bezug auf die Vorgiinge anhaften, die nach
dem Gesetze von der Constanz der Energie an dem Ende geschlossener
Strome vorkommen miifsten.

H. v. Hermuornrz, Theoret. Physik. Bd. V. 7
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KEs lifst sich, wie auch neuerdings von Herrz und den anderen
Physikern, die seine Versuche wiederholt haben, experimentell gezeigt
worden ist, in der That nachweisen, dafs jedes plotzliche Zustromen
der Elektricitiit an das Ende eines Leiters ein System von elektrischen
Ladungen und elektromagnetischen Oscillationen in dem umliegenden
Isolator erregt, wodurch diese Elektricititshewegung in die Ferne
fortgesetzt wird.

§ 28. Die Constanz der elektrischen Quanten.

Aus den drei Gleichungen (102) haben wir in § 26 durch
Differentiation nach =, bez. y, bez. ¥ und Addition der dann ent-
standenen Gleichungen, nachdem wir den gemeinsamen Factor 4 7 4
iiberall weggelassen, die Gleichung (103)

0 (4 0 (4 0 (4 0 [0X 09 08
0= x5 (3 2) gy (L) +a: (28)])+ o a5 + 5y o2
erhalten, welche innerhalb eines beliebig umgrenzten Raumes gilt.
Wir nehmen nun an, wir hiitten einen Raum, in dessen Innerem
ein Leiter mit irgendwie vertheilten elektrischen Zustiinden liege,
und seine Oberfliiche sei von einer isolirenden Hiille umgeben, in
welcher also das Leitungsvermigen 4= 0 zu setzen ist. Wenn
wir daher diese Gleichung iiber den ganzen Raum integriren, so
bekommen wir, wenn in dem letzten Integral statt der Klammer
wieder o geschricben und die Reihenfolge der Integration und
Differentiation vertauscht wird:

0=4nfsi-[3i.cosa+‘D.cosb+8.cosc]dm + »g—tfa.ds (107)

Unserer Annahme gemiifs haben wir lings der Oberfliche 4 gleich
Null zu setzen, und es wird also das erste Integral gleich Null,
folglich ist

%fa.d3=o (107a)

Nun stellt aber das Raumintegral f og.dS das Quantum wahrer

Elektricitit dar, welches in dem ganzen Raume enthalten ist, und
die letzte Gleichung (107a) sagt also aus, dafs die Aenderung des
Gesammtquantums der Elektricitit in dem ganzen Raume gleich
Null ist.

Es folgt also aus den Maxwerr'schen Gleichungen, dals in einem
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Leiter, der von einer vollstindig isolirenden Hiille umgeben ist, bei
allen elektrischen und magnetischen Vorgingen, welche durch die
hier aufgestellten Gleichungen umfafst werden, und die auch das
Vorhandensein elektrisch leitender Korper mit umschliefsen, das
Quantum der Elektricitiit unveriinderlich bleiben mulfs, so dafs also
die Vorstellung bestehen bleibt, von welcher die iltere Theorie
ausgeht, dafs niimlich die beiden Elektricitiitten nach der dualistischen,
oder die eine Elektricitiitt nach der unitarischen Theorie, unzerstorbar
sind, und nur durch ihre Vereinigung verschwinden konnen. Hier
ist dieses aber die Folgerung aus einem System von Integrationen,
es liegt nicht in den Voraussetzungen, sondern die Quantitiit der
Elektricitit tritt hier als eine Integrationsconstante auf, indem die
urspriinglichen Gleichungen zuniichst nur aussagen, dafs die Ver-
iinderung dieser Quantitiit gleich Null ist. Die unverfinderliche
Grofse ist also eine Integrationsconstante von derselben Art, wie
solche auch in der Dynamik ponderabler Korper auftreten, z. B. in
den Gesetzen von der Constanz der Energie oder der Constanz der
Bewegung des Schwerpunktes oder der Constanz des Rotations-
momentes fiir Korpersysteme, auf welche keine #ulseren Kriifte ein-
wirken. In derselben Weise ergiebt sich also hier die Constanz
des Quantums der Elektricitiit. Ks ist dies wahrscheinlich der Haupt-
grund, warum Maxwerny's Behandlung der Elektricitiitslehre fiir die
Auffassung so viel Schwierigkeit gemacht und es so lange gedauert
hat, bis sie allgemein verbreitet und verstanden worden ist.

Die Maxwrrr'schen Gleichungen sind also vollkommen vereinbar
mit der Vorstellung, dafs an gewissen Korperelementen der isolirenden
Korper, oder in Kérpern, welche ringsum von isolirenden Hiillen
umgeben sind, constante Quanta von Klektricitit dauernd haften
konnen. Damit ist eine der Grundvorstellungen der alten Elektrici-
titslehre auch fiir das Maxwernn'sche System bestiitigt, dals néimlich
von vorhandener Elektricitit nur durch Leitung etwas verloren gehen
kann, oder dadurch, dafs die eine Art der Elektricitit von der ent-
gegengesetzten neutralisirt wird.

§ 29. Weitere Umformung der Maxwell’schen Gleichungen in
isolirenden Medien.

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen untersuchen, welche
sich auf unendlich kleine elektromagnetische Schwingungen im Aether
oder in einer andern durchsichtigen Substanz beziehen, und zwar
wollen wir uns dabei zuniichst auf isolirende Substanzen beschriinken,

" A

‘
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Die Bewegungsgleichungen kann man in zwei verschiedenen Formen
aufstellen, einmal indem man in ihnen die Kriifte, und das andere
Mal die Momente benutzt.

Die Momente bezeichnen den geiinderten Zustand im Aether;
die Kriifte kann man zwar auch als Symptome dieses Zustandes be-
trachten, aber sie sind doch erst abgeleitete Grifsen. Winniam
TromsoN und Maxwern haben sie in ihren Darstellungen vorgezogen,
weil sie als das unmittelbar wahrnehmbare Zeichen des veriinderten
Zustandes erscheinen.

Die letzte Form, in welche wir die Maxwern'schen Glei-
chungen gebracht hatten, war unsere Glexchungen (49). Wir wollen
von ihnen hier ausgehen. Sie lauten

4 %Sf-a—(‘?) ’:7('3*)
15 =5 (0) -5 (V) R
A-%?Ja%(%‘)"‘a%@) J

Die analogen Gleichungen, welche die Veréinderungen der elektrischen
Momente ausdriicken, lauten, wenn wir 4 = B setzen diirfen,

R () £ (5)
0y 0z \ p
6?) 0 (8 0 (M
REgEiT Ox ( “) Tl (7} (108)
08 _ a (M 0 (8
5= 393 g )
Da die beiden Gleichungssysteme dieselbe Form haben, so wollen

wir die weitere Umformung nur an dem letzten System vornehmen.
Differentiiren wir die erste dieser Gleichungen nach ¢, so ergiebt sich:

0°X 0 /N 0% /M
45T BTy (;) ~ 970% (7) A

und

und

oder, wenn wir die Ordnung der Differentiationen umkehren und
beriicksichtigen, dafs wenigstens im ruhenden Aether p eine der
Zeit nach constante Grolse ist:

% 0 (1 AN\ 9 (1 oM
A-W=5§,'(;'7r)‘az(;'—ﬁ) S
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Setzen wir nun die Werthe von %9? und %? aus den Glei-

chungen (108) ein, so erhalten wir

A_a’_f__l,_._a_[.,h 0 (35 1.6 (Y
"0 4 dylp 0y T)-F'?ﬂ<7>]
b SO L el 0 (8
T4 0z |p 3;(5)_7 55(7)]
oder
i 25 2T R
0t Oy |pnw Oy\ ¢ z\ &

Aus dieser Gleichung sind die magnetischen Grofsen schon heraus-
geschafft, so dafs dieselbe nur eine Beziehung zwischen elektrischen
Grofsen ausdriickt. In ihr sind nun aber die dielektrischen und
magnetischen Constanten in einer sehr verwickelten Form enthalten.
Wir wollen sie daher zuniichst unter der Voraussetzung weiter be-
handeln, dafs die Fortpflanzung, beziehlich der weitere Verlauf der
betreffenden Bewegung in einem homogenen Felde geschieht, d. h. in
einem Kelde, in dessen ganzer Ausdehnung p und & die gleichen
constanten Werthe besitzen, und dann erst spiiter auf solche Felder
iibergehen, in denen verschiedene Werthe von p und & vorhanden
sind. Bei den letzteren sind die praktisch wichtigen Fille namentlich
diejenigen, in denen in einer scharfen Grenze die Werthe von p und
& plotzlich springen, wo also die betreffenden Riiume mit zwei ver-
schiedenen durchsichtigen Substanzen angefiillt sind.

Unter der von uns zuniichst gemachten Voraussetzung kann
man die Grofsen p und & unter dem Differentiationszeichen weg-
nehmen und vor dasselbe setzen. Wir bekommen dann die Gleichung:

0% 1 [aﬂas azx} 1 a{ag 09

4ﬂ57=;;“m7+m7'ﬁ;?:ﬁ:+5ﬂ(“”

und wenn wir zu beiden Gliedern der rechten Seite kT | hin-

zufiigen:
PO BRI D0 Y. 3
‘08  ap |02 ' 9y ' 042 (i11a
1 6 [6x 99 93 )

—:;h;bx+ag+bJ
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Mit den von uns schon angewendeten Bezeichnungen kénnen wir nun
diese Gleichung kiirzer schreiben:

AZ

il [ x (?rr'J (111D)

"8 eu

Weil sich nun in einem isotropen Medium die #-Componenten
in keiner Weise von den #- und 2-Componenten unterscheiden, so
konnen wir die beiden anderen Gleichungen analog bilden, und
erhalten demnach das Gleichungssystem:

0*X 1 0a ]
Pl Py 0 Loy
A'at”_sy[zjx oz
89 1 8o
Y Pl S
£ = [A‘;) T (112)
0%3 1 0o
e TN S
A'at’_s,u[d 0z |

Wir kionnen nun aus diesen Gleichungen die Dichtigkeit o,
von der wir bereits wissen, dals sie in den einzelnen Volumen-
elementen eines isolirenden Mediums nach der Zeit constant ist,
eliminiren und die Gleichungen dadurch auf eine einfachere Form
zuriickfithren. Zu diesem Zwecke ziehen wir je zwei Gleichungen
von einander ab, nachdem wir jede nach derjenigen Coordinate
differentiirt haben, welche in der anderen vorkommt, z. B. wenn wir
die beiden ersten Gleichungen mit einander verbinden, die erste von
ihnen nach y, die zweite nach a.

Es ergiebt sich dann das Gleichungssystem:

02 (5_?) Y 59_3,> 7 J.,A(‘?Q z ?,8.)

02 \ox 0y e 0x dy

o (08 0%\ 1 (08 0%
L (b?‘?a‘;)—m-"(—am‘;ﬂ> (19)

T . O (0% a?)>_ 1 (0% 89

"o (FG-‘J_E? e <?9j _?ﬂ}_)

Die weitere Fortfithrung dieser Untersuchung kommt also auf die
Forderung hinaus, dafs wir Differentialgleichungen von der Form
der Gleichungssysteme (112) und (113) l6sen konnen. Ks sind dieses
aber dieselben Gleichungen, auf welche auch die elastische Licht-
theorie, freilich in einer anderen Ableitung, gefithrt hat, und welche
fir die Wellenbewegung im Innern elastischer Medien iiberhaupt
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gelten. Denn bezeichnet man mit m die Volumdichte, mit ¢ die
Volumdehnung und mit & und 2%(1 4 0) zwei gewisse elastische
Constanten, so besteht dort fiir die in Richtung der Coordinataxen
vor sich gehenden Verschiebungen &, #, ¢ folgendes Gleichungssystem:

[0je e 7 : 0o
0% 0o

m A=k A1+2k( +0) 57 L (114)
ol S y 0o

und aus diesem ergiebt sich durch eine der obigen vollig analoge
Elimination von o:

08 10950008\ O 0t
MW(W—W)—IC"A(GA;_W>

o2 (oL LOgN\: at o0¢ :
"o (3—1 T 87) e 'A<5; e 37) (L)

0* (0 097\ 0 Odn
"’W(’a"g“a‘i)"”"’(‘gy“a’i)

worin die in Klammern stehenden Ausdriicke gleich den doppelten
Drehungswinkeln um die Coordinataxen sind.

Der Unterschied zwischen diesen Gleichungen (114) und (115)
und den von uns abgeleiteten (112) und (113), worin die Momente
X, 9), 8 an Stelle der Verschiebungen &, #, { getreten sind, besteht
nur in der anderen physikalischen Bedeutung der Constanten, und
es wird sich spiiter ergeben, dafs dieses fiir die Fortpflanzung der
Oscillationen durch die Grenze zwischen verschiedenen durchsichtigen
Medien von Bedeutung ist; denn die hier zu beriicksichtigenden
Grenzbedingungen fallen fiir die elektromagnetische Theorie anders
aus, als fiir die elastische Undulationstheorie.

In einem Isolator hat die elektrische Dichtigkeit & einen nach
der Zeit constanten Werth, und bei der Aufsuchung der Gesetze fiir
sehr schnelle Aenderungen, wie sie bei den Lichtschwingungen ein-
treten, kommt ein solcher nicht in Betracht. Vielmehr kionnen wir
nach den oben (§ 15) erbrterten Figenthiimlichkeiten der nicht
homogenen linearen Differentialgleichungen das allgemeine Integral
der Gleichungen (112) zusammensetzen aus einer Summe beliebiger
Losungen derselben Gleichungen, in denen o = 0 gesetzt ist, niimlich
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0*X 1

U o

£ = AR
& 1

At%:F?.my. (116)
»g 1

e v (T

£. 5= 248, J

und je einer Losung der Gleichungen, in denen o eine gegebene
Function der Coordinaten und unabhiingig von der Zeit ist, wobei dann
auch die ¥, 9), 8 unabhiingig von der Zeit erhalten werden kinnen.
" Wenn wir nun Functionen gefunden haben, welche diesen verein-
fachten Gleichungen (116) geniigen, so werden, da die Reihenfolge
der Differentiationen vertauscht werden kann, auch die Differential-
quotienten dieser Lisungen, soweit sie nicht Discontinuitiiten erzeugen,
ebenfalls Losungen sein. Weil nun die Gleichungen homogen und
linear sind und constante Coefficienten haben, so sind auch homogene
lineare Functionen solcher Lisungen wiederum Losungen derselben
Gleichungen. Damit ist zugleich gegeben, dafs diese Lisungen fiir
X, 9, 8 in die Gleichungen (113) eingesetzt, diese ebenfalls erfiillen.

§ 80. Weitere Umformung der Maxwell’'schen Gleichungen
mit Beriicksichtigung vorhandener Leiter.

Wenn Leitung vorhanden ist, so sind in den Gleichungen (112)
noch gewisse Glieder einzusetzen, die wir frither (§ 25) schon kennen
gelernt haben. KEs mulste damals noch

A 0x
47:-‘—.4.& zZu A'W

41:—}'-A.g) zZu A.éﬂ
& ot
und

A 03
4n-a—A.,8 zZu A.»a?
hinzugefiigt werden. Da in den Gleichungen nun aber nicht die
ersten, sondern die zweiten Differentialquotienten nach der Zeit von
%, 9 und 3 vorkommen, so treten in ihnen mit gleichzeitiger Be-
riicksichtigung der anderen Coefficienten die Glieder
L 0%

Yy g
4mA gty 7
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e
und

2 88

47[.11 "; -67

hinzu, so dafs wir also, wenn die betreffenden Medien elektrische
Leitungsfithigkeit besitzen, die Gleichungen

A OX 0% ¥ 1 0o
g B e RO g S ¢ e
SR Rt T ek [A?ﬁ Ow |
A 09 0%9) 1 A
2 Vit A9 i TR S L k)
f 4m A e 4 A3, o ; ['A‘D 37 | (117)
un
A 03 8 1 0ol
2 — —— 13 = — T R —
i Walof \iia o & [A 0~ |
erhalten.

Ebenso, wie wir im vorigen Paragraphen die Gleichungen (112)
in (113) umgewandelt haben, kinnen wir nun auch diese Gleichungen
(117) auf eine Form bringen, in der ¢ eliminirt ist. Dieses geschieht
hier durch die vollig gleiche rechnerische Operation wie damals, und
wir erhalten dann das Gleichungssystem:

gLl 0 0 087
ey atla"?"@%]“‘z a:»[a? a_g_

e A[aw 23]

pe' " |0z Oy
A 0 [0f 0x 08 0%
Sl e 0t [_6:} o EJ ol aft‘ [62 T 0% |

1 (68 O (L5

TR | A

b pe 0z 0% ]
rr, 2 210280 o 0702 _00]
¢ 0t|0dy Oz 0i* | dy O=

g A[_‘?i_iwj

T we |0y O

Aufserdem aber folgt aus den Gleichungen (117), indem wir die erste
nach z, die zweite nach y, die dritte nach x differentiiren und dann
alle addiren

L Qo ‘o

4 A’— —a—-;-A’—

=0 (118a)

welche Gleichung sich iibrigens auch aus der Gleichung (104) ergiebt.
Das Integral der letzteren ist in (104c) schon gegeben.
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§ 31. Beschrinkung auf die Abhingigkeit von einer
Coordinate. — Ebene Wellen.

Wir haben nun oben in §§ 7 und 8 schon #hnliche Gleichungen,
wie die soeben abgeleiteten Gleichungen (116) behandelt, wo aber

die zu suchende Grifse nur von einer der Coordinaten abhiingig war.

A A 0%% %X
In diesem Falle wiirde hier an Stelle von 4% nur rr oder W

2
oder rr stehen bleiben. Ks waren das die Gleichungen (13)
und (22)
n ng . 0§
1 o T 9a
vin 0%y 0%y
h. = k¥,
o 0 a*

welche die einfachsten der verschiedenen Wellenbewegungen, nim-
lich ebene Wellen darstellten, so dalfs also in den Differential-
gleichungen (116), die wir hier gefunden haben, unter anderem die
Bewegungen in ebenen Wellen enthalten sind, welche wir in §§ 6, 7
und 8 schon kennen gelernt haben. Wir fanden damals, dals die
Bewegung in der Richtung derjenigen Coordinate fortlief, von welcher
die Grofse der Verschiebung allein abhing, withrend gleiche Phasen
in denjenigen KEbenen herrschten, die zu ihrer KFortpflanzungs-
richtung senkrecht waren. In unseren Gleichungen (116) haben
wir nun an Stelle der Verschiebungen elektrische (bez. magnetische)
Polarisationen, und von diesen wissen wir bereits (§ 10), dafs sie sich
stets in einer Richtung fortpflanzen, die senkrecht zu ihrer eigenen
Richtung ist.

Nehmen wir nun an, dafs ihre Grofse in einer auf der Fort-
pflanzungsrichtung senkrechten Ebene in jedem Momente dieselbe
ist, so werden, wenn z. B. die z-Richtung die Fortpflanzungsrichtung
ist, nur Polarisationen nach y und z vorkommen konnen, so dafls wir
also erhalten

£ 2V _ Loy
ep Ow

d 119
un LBy 1 og (119)

¥ et |

Es war nun aber (§ 8) in unserer Gleichung (22)



§ 82. DIE STRAHLENRICHTUNG. 107

02y 029

i S/ Tt/
R =y

.2
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit gleich V%’SO dafs also die Fort-

pflanzungsgeschwindigkeit der ebenen elektromagnetischen Wellen

1
gleich ) V—e—; sein wiirde, was mit unserem fritheren Krgebnils
(Gleichung (41) in § 12) in volligem Einklang steht.

§ 32. Die Strahlenrichtung als Fortpflanzungsrichtung
maximaler Energiemengen.

Wir haben frither (§ 10) schon gesehen, dafs neben der elek-
trischen Polarisation immer noch eine magnetische Polarisation ein-
treten mufs, und zwar ist diese stets senkrecht zu der ersteren.
Es ergab sich damals, dafs bei derartigen ebenen Wellen gleichzeitig
immer zwei transversale Verschiebungen eintreten, Verschiebungen
elektrischer und magnetischer Quanten, die senkrecht zu einander
und senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung stehen.

Die fiir diese beiden Verschiebungssysteme in § 11 abgeleiteten
Gleichungen (30) und (31) lauteten

9% ON oM
Bl P P e

9y AL ON
i iy

03 oM 0L
ot oz oy

und
08 oY A

ot 0% oy

om 0Z 0X

0t O« o

onN 00X oY

0t Ody 0=
Nun hatten wir angenommen, dafs die elektrischen und magnetischen
Polarisationen proportional den sie erzeugende;, Kriiften seien, und
zwar hatten wir nach den Gleichungen (32) und (33)

&
EE=H.X
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&
VN = —
Y 4 %
&
8=1z?
und
et
Q= = ol
P13
M= 4n°M
m = ._E'_._N
n
gesetzt. Wir kionnen daher jene sechs Gleichungen umformen in:
A 06X ON oM
8t T 9y y 0z
(7] L 0L oN
As— Vi e, Pl (120)
(02 _ oM _ 4L
OO g - 0y
und
A 0L oY 0Z
k=8t =0z ~ oy
oM 0Z 0X
s i Talest 3 (e}
4 ON. 0K 0F
Hor T Oy . Om,

Multipliciren wir nunmehr die erste dieser Gleichungen mit X,
die zweite mit Y, die dritte mit Z, die vierte mit L, die fiinfte mit
M, die sechste mit &, addiren alle und integriren dann iiber den
ganzen Raum, so bekommen wir:

A T
+u(L aaf‘ + M aal'f + N %]tv)]dm.dy.dz
[[f4% 4232 -85 32
etz e ags g

0X ,ON
_a__+A ey

+[N dy

oY Gl
N_a? - Yﬁax—:,l do.dy.dx

(122)
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Den Theil des Integrals der rechten Seite, welcher die erste eckige
Klammer als Factor enthiilt, kénnen wir schreiben:

fff[ ) S (L /)]dx dy.dx

Da hierin vollstiindige Differentiale vorkommen, so kinnen wir dieses
Raumintegral nach den Methoden, die wir in § 23 kennen gelernt
haben, in ein Oberflichenintegral umformen und erhalten dann:

SUL Y).cose — (L Z).cosb}dw

worin b, bez. ¢ den Winkel zwischen der auf dem Oberflichenele-
ment d @ nach aufsen errichteten Normale » und der y-, bez. x-Axe
der Coordinaten bezeichnet. Indem wir die anderen Glieder analog
umformen, ergiebt sich:

0X oY 07

A'fff[‘( TR az)
0L oM oN

+”(L_6t + M- v TH + N - T )J.dm.dy.dx (122&)

=[{(MZ— NY).cosa + (NX — L Z).cosb
+ (LY — MX).cosdjdw )

Wir bekommen also ein Oberfliichenintegral, welches iiber die
ganze Oberfliiche des betreffenden Korpers auszudehnen wiire, eventuell
sogar auch iiber die unendliche Oberfliche. Auf der linken Seite
stehen die Differentialquotienten nach der Zeit von Quadraten der
Kriifte; da nun die Grenzen des Integrals nicht von der Zeit ab-
hiingen, so kinnen wir die vorgeschriebene Differentiation nach der
Zeit, die unter dem Integralzeichen vollfithrt werden soll, als eine
Differentiation des Integralwerthes auffassen, und daher das ganze
Integral nach der Zeit differentiiren, nachdem wir unter dem Integral-
zeichen integrirt haben. Wir erhalten dann:

: A ;lffﬁs[‘Y”+ Y24 2%+ pu [ LA+ M2+ N*)jdw.dy.d »

=[{(MZ— N ¥)cos a+ (NX — L Z)cosb (122D)
+ (LY — MX)coscjdw

Diese Gleichung zeigt an, dals die Summe der quadratischen
Grofsen im ganzen Raume der Zeit nach veriinderlich ist, falls an



110 ZWEITER THEIL. DRITTER ABSCHNITT. § 82

den Grenzen dieses Raumes das Oberfliichenintegral von Null ver-
schieden ist.

Wenn wir uns nun an die oben in § 10 gegebene physikalische
Erklirung der Entstehung und Fortpflanzung ebener elektromagne-
tischer Wellen erinnern, so ergiebt sich, dafls bei denselben die
Gleichgewichtsstorung durch das Medium mit einer endlichen Ge-
schwindigkeit fortliuft. Ist sie im Endlichen erregt worden, so gelangt
die Welle erst in unendlicher Zeit an die unendlich entfernten
Grenzen des Mediums; aber so lange die Welle dort noch nicht
angekommen ist, also in jeder endlichen Zeit, ist in der unendlich
entfernten Grenze des Mediums noch alles in Ruhe, und es sind
dort keine elektrischen oder magnetischen Polarisationen vorhanden.
Dann sind aber in diesen unendlich entfernten Theilen alle Kriifte,
welche ja der Grofse der Polarisationen proportional angenommen
sind, gleich Null.

Es ist also nach Analogie der ebenen Wellen zu schliefsen, dalfs,
so lange die erregte Bewegung noch nicht unendlich entfernte Theile
des Raumes erreicht hat, d. h. withrend einer anfiinglichen endlichen
Zeit, die rechte Seite der Gleichung (122b), und damit auch die
linke Seite, d. h. also der Differentialquotient des Raumintegrals
nach der Zeit gleich Null ist. Das Integral selbst hat demnach
withrend der Zeit wo die Bewegung ungestort weiter liuft, einen
unverinderlichen Werth, und daraus werden wir schliefsen diirfen,
dals die unter dem Integral stehende Summe in der That eine
unveriinderliche Gréfse repriisentirt, welche durch die Intensitit der
Bewegung gegeben ist. Sie stellt bis auf einen Zahlenfactor die
Energie der elektrischen und magnetischen Bewegung dar, welche
erst dann vermindert wird, wenn die Bewegung anfiingt, tiber die
Grenzen des Raumes hinaus zu laufen. »

Sind leitungsfithige Theile vorhanden, so haben wir zu den
linken Seiten der Gleichungen (120) noch je ein Glied hinzuzufiigen,
dessen Betrag wir ebenso, wie in §§ 25 und 30 ableiten kinnen;
nur sind hier die Kriifte an Stelle der Momente getreten.

Wir erhalten dann die Gleichungen:
0X 0N oM
b E R TS
0y 0L oON
‘"8t ~ 9z 0w

07 oM 0L
‘9t 0z Oy )

4 d.A. X+ 4A.s.

AmA. L. Y+ A.¢ L (128)

dmA.A.Z + A.¢
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Indem wir diese Gleichungen wieder mit X, bez. ¥, bez. Z multipli-
ciren und in derselben Weise wie oben mit den Gleichungen (121)
zu einem Integral vereinigen, ergiebt sich nunmehr an Stelle der
fritheren Gleichungen (122a) und (122bh), wenn wir beriicksichtigen,
dafs wir unter der gemachten Annahme fiir jede endliche Zeit die
rechte Seite gleich Null setzen konnen:

ox oY 07
2 2 2
Afff[uﬂ..(x +Y+Z)+e.<X oy +Y6t + Z 61)

‘0L oM 0N
+"(L TR TR T

)].dm.dy.dx=0
oder

Afff4nl(X”+ Y”+Z”).dw.dy.dx+i21—.-aa—tfff[e(Xz+ Y2+zz)}(124)

+ p(L? + M? 4 N?)).dz.dy.dx =0

In diesem Fall wiirde also der Differentialquotient nach der Zeit,
genommen von dem Ausdruck, den wir, abgesehen von einem Zahlen-
factor, als Energie aufgefalst haben, nicht gleich Null, die Energie
selbst also nicht constant sein, sondern es wiirde dann auch, ehe noch
die Bewegung die unendlich entfernten Grenzen erreicht hat, der
negative Werth dieses Differentialquotienten gleich dem stets positiven
Werthe des Integrals

87 [[[AX?+ ¥ + 2?).dw.dy.dx

sein. Dividiren wir den ersten Ausdruck durch 8z, so fillt auch
in dem Differentialquotienten dieser Factor fort, und es wird dann
also die auf die Zeiteinheit und Volumeinheit berechnete Vermin-
derung gleich 4 (X2 4 Y24 Z%) = 1 [ 4 (u*+ »* + w?®), d.i. gleich dem
Widerstande multiplicirt mit dem Quadrat der Stromstiirke. Dies
ist in der That, wie die Erfahrung lehrt, die Wirmemenge, die
durch den elektrischen Strom in der Zeiteinheit und in der Volum-
einheit erzeugt wird. Sie ist gleich dem Verlust der auf elektrischer und
magnetischer Polarisation beruhender Energie, die wir demnach gleich

%—f/f[e(X’+ Y24 Z%) + u(LP+ M? 4+ N*))dw.dy.dx
setzen.

Wir wollen nunmehr wieder zu der Voraussetzung eines
isolirenden Mediums zuriickkehren, und uns die Oberfliiccheninte-
gration in Gleichung (122b) nicht iiber eine unendlich entfernte,
sondern iiber eine endliche Fliche ausgefithrt denken.

Wenn wir dann in dem Oberflichenelement d @ durch die beiden
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Resultanten der dort wirkenden magnetischen und elektrischen Kriifte
eine Ebene legen, von dem Orte von d w aus in ihren entsprechenden
Richtungen und Liingen diese beiden Resultanten eintragen und sie
zu einem Dreieck schliefsen, so sind die Ausdriicke

MZ-NY

NX-L2Z
und

LY —-MX

gleich dem doppelten Flicheninhalt der Projectionen dieses Dreiecks
auf die Coordinatenfliichen. Bildet nun die Normale » dieses Drei-
ecks, dessen Inhalt wir mit D bezeichnen wollen, mit den Coordinaten-
richtungen die Winkel «,f,7 so ist

MZ—-NY=2D.cose
NX—-LZ=2D.cosfl (125)
LY—-MX=2D.cosy
Setzen wir diese Werthe in Gleichung (122h) ein, so wird auf der
rechten Seite der mit dem Oberflichenelement d® multiplicirte
Factor gleich D (cos e.cosa + cos.cosb + cosy.cose). Wird nun

mit (n, ») der Winkel zwischen der Normale » von dw und der
Normale » des Dreiecks D bezeichnet, so ist

und

cos (n, ¥) = cos ¢.cosa + cos 3.cosb + cosy.cose

Es ergiebt sich also, dafs der Factor von dw gleich ist dem
doppelten Flicheninhalte der Projection des Dreiecks D auf die
Ebene von dw. Nun hiingt aber am Orte von dw die Grifse des
Dreiecks D nur von der Grofse und Richtung der Kriifte ab, und
die Projection wird am grofsten werden auf eine Kbene, welche
der Richtung der beiden Kraftresultanten, also dem Dreieck selbst,
parallel ist. Es wird dann das Dreieck auf eine ihm parallele Ebene
projicirt, und cos (n, ») hat den Werth 1. Wenn das Dreieck
dagegen auf eine Ebene projicirt werden sollte, die darauf senk-
recht steht, so wiirde die Projection Null werden.

Daraus ergiebt sich, dafs der Verlust an Energie der an einer
bestimmten Stelle der Oberfliiche stattfindet, und welcher durch den
Factor von dw auf der rechten Seite der Gleichung (122b) ausge-
driickt ist, gemessen wird durch die Projection des zwischen den
an dieser Stelle bestehenden Kriifteresultanten eingeschlossenen Drei-
ecks auf die Ebene der Oberfliche, und dafs diese Projection am
grofsten ist, und also am meisten Energie durch diese gegebene
Stelle hindurch geht, wenn der betreffende Theil der Oberfliiche
sowohl der elektrischen wie der magnetischen Kraft parallel ist,
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diese beiden Kriifte also in die Tangentialebene der Oberfliche hin-
einfallen. Der Austritt der Energie aus einem Raume ist also am
stiirksten, wo die Bewegung an der Grenze auf eine Fliche auftrifft,
die den beiden genannten Kriiften selbst parallel liegt. Schon Gusrav
Kircanorr hat in der ilteren Undulationstheorie die Bestimmung
der Fortpflanzungsrichtung der Wellen an einer bestimmten Stelle
auf diese Beziehung zur Energie gegriindet. Er betrachtet als Fort-
pflanzungsrichtung der Wellen diejenige Richtung, nach welcher die
meiste Energie durch die Grenze hindurch geht, so daps man also
hiernach fiir die elektromagnetische Theorie behaupten kann: Die
Fortpflanzungsrichtung der Energie steht in isotropen
Medien senkrecht sowohl auf der Richtung dermagnetischen
Kraft, als auch auf der Richtung der elektrischen Kraft,
die im Verlaufe der Bewegung eintreten.

Das Quantum Energie, was in dieser Weise sich fortpflanzt,
wird an jeder Stelle gemessen durch den Inhalt jenes zwischen den
Kriifteresultanten eingeschlossenen Dreiecks. Wenn man diesen nun
als das halbe Product aus der Hohe und Grundlinie berechnet, so
hat man dabei zu multipliciren entweder die elektrische Kraft mit
derjenigen Componente der magnetischen Kraft, welche senkrecht
zu der Richtung der elektrischen Kraft steht, oder die magnetische
Kraft mit derjenigen Componente der elektrischen Kraft, welche
senkrecht zur magnetischen Kraft steht, so dafs also auf das Resultat
nur solche Componenten der beiden Arten von Kriiften, der mag-
netischen und elektrischen Kriifte, Kinflufs haben, welche auf einander
und gleichzeitig auf der Fortpflanzungsrichtung der Energie senk-
recht stehen. Wir haben demmach iiberall im Raume, soweit sich
diese Bewegungen fortpflanzen, die Richtungen der elektrischen Kraft
und der magnetischen Kraft und die Fortpflanzungsrichtung der
Energie, die wir in ihrem allgemeinsten Sinne nehmen, in den iso-
tropen Korpern als drei nothwendig auf einander senkrecht stehende
Richtungen zu unterscheiden.

H. .v Heumuornrz, Theoret, Physik, Bd. V, 8



Dritter Theil.
Kugelformige Wellen.

Erster Abschnitt.
Integrale der Wellengleichung.

§ 33. Die einfachste Form der Kugelwellen.

Nachdem wir im Vorhergehenden die ebenen Transversalwellen
als besonderen Fall der Lisung unserer Differentialgleichungen (113)
und (116), die wir in die ,Wellengleichung® genannte Form:

2

aa;f =a dg (126)
zusammenfassen konnen, gefunden haben, wollen wir nunmehr weniger
specielle Formen der Lisung suchen, und zwar solche, welche uns
erlauben, die allgemeinen Integrale daraus zusammenzusetzen. Wir
finden sie in den sich kugelformig ausbreitenden Wellen, welche
von einem bestimmten Krregungspunkte aus in den Raum hinein
laufen.

Um die Gesetze derselben kennen zu lernen, wollen wir vor-
aussetzen, dafs die Function ¢, welche in der allgemeinen Form (126)
unserer Differentialgleichungen vorkommt, aufser von der Zeit nur
von dem Radius vector » abhiingig sei, der von irgend einem festen
Punkte, den wir zum Anfangspunkt der Coordinaten nehmen wollen,
gerechnet wird. Is stellt dann also ¢ eine Form der Bewegung
dar, welche nach allen Richtungen des Raumes sich gleichmiissig
ausbreitet.

Fiir die Function ».¢ wollen wir ein besonderes Zeichen,
niimlich 1 einfithren, welches also ebenfalls eine Function von
r und ¢ bezeichen wird. Dann ist

p="1 (127)
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Wir haben nun die Differentialquotienten zu bilden, welche in der
Gleichung (126) vorkommen. Legen wir den Anfangspunkt eines
rechtwinkligen Coordinatensystems xzyx in denjenigen Punkt, von
dem aus wir » rechnen, so ist

7‘2=$2+?/2+%2

und

dg @ 1{{4_*_1 oy\ =«

oz ~< r? ar) .

=(- %+ 5 ‘f,’) (127a)
ferner:
0% Y 1 odvy @ 0 1&
7 +,«—s"a’r”) +"a';(“7-a '
Y 1 ovy 3y 8 d1/! 1

L S I Hhe _}/_

e SR ar ' r ( ré ™ dr " ) WATH)
Die zweiten Differentialquotienten nach den anderen Coordinaten
werden analog gebildet, indem an Stelle von z* jetzt y* bez. 2? tritt.
Wir kinnen daher gleich die Summe der drei zweiten Dlﬂ'erentlal-
quotienten bilden und erhalten:

) ) 2
A(p-—?—#’+“ %1:;__*_,:_,_24_ (31/ 8 dy 1 §V’)

;-s Fr TG

3y 3 oy 3y 3 oy 1 oy
8 “Or tr. (r‘ “or + ar“)
1 6”1/1
1.5 (128)

Da in dem Werthe von ¢ nur der Zihler von der Zeit abhiingt,
80 ist der zweite Differentialquotient nach der Zeit

e 1 0y
LT

Setzen wir nun diese Werthe in Gleichung (126) ein, so ergiebt sich:
1 ¢y o &y
r0e T o ‘

Ist » von Null verschieden, so kinnen wir auf beiden Seiten mit »

multipliciren und erhalten

621/' g, 0%
o T "o '(l3l)

(129)

(130)

8*
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In jedem Falle bedarf es nun noch einer besonderen Untersuchung,
ob diese Gleichung auch im Punkte » = 0 giiltig ist.

Diese Gleichung (181) hat dieselbe Form, wie wir sie frither
fir die ebenen Wellen gefunden haben. Nur ist hier der Radius
r an Stelle einer der Coordinaten z, y oder x getreten. Auf der
einen Seite steht der zweite Differentialquotient nach der Zeit,
auf der anderen der zweite Differentialquotient nach einer Liinge,
und wir kinnen aus unseren fritheren Krgebnissen schliefsen, dafs
wir eine Lisung dieser Gleichung erhalten, wenn wir a4 gleich einer
Function von » 4 at oder » — at setzen, also

W=Fysap (132)

1 .
Q. = ",j-F(riuf) (1323)

und daraus folgt:

Nun wiirde eine Function von » — at Wellen anzeigen, welche in
der Richtung von » mit der Geschwindigkeit a fortlaufen, so dafs also
diese Losung Wellen darstellt, welche in der Richtung der wachsen-
den Werthe von #», d. h. nach allen Seiten vom Erregungspunkte aus
sich mit constanter Geschwindigkeit fortpflanzen. Soweit der Factor
F( — o in Betracht kommt, wiirden die Phasenzustiinde in der weiter-
laufenden Welle sich unveriindert wiederholen; nun wird aber der

zweite Factor, —, kleiner und kleiner, je grofser » wird, so dafs wir
. :

es also mit Wellen zu thun haben, die immer kleinere Amplitude
bekommen, je weiter sie von dem KErregungspunkte sich entfernen,
und zwar nimmt ihre Amplitude umgekehrt proportional » ab.

Andererseits wiirden Functionen von » + at, welche ja auch
zuliissig sind, Wellen anzeigen, die von grofseren Werthen von »
gegen den Mittelpunkt, d. h. gegen den Punkt » = 0 hinlaufen und
schliefslich im Mittelpunkte ankommen.

In diesem Punkte aber ist, wie wir schon wissen, unsere Lisung
nicht ohne weiteres giiltig. Wir werden untersuchen miissen, in
welcher Art die Wellen dort unendlich werden, und dazu wird nothig
sein, dafs wir zuniichst die Form der Wellen fiir sehr kleine Werthe
von r untersuchen. Wenn sich dann zeigt, dafs fiir diese die Elonga-
tionen endlich bleiben, dann werden wir dies auch fiir » = 0 schliefsen
diirfen. s ist sofort ersichtlich, dafs ein einfaches System von Wellen,
die etwa gegen den Mittelpunkt zusammenlaufen, allein hier keinen
endlichen Werth geben kann; denn der Werth von ¥, . ., kann
nicht in demselben Malfse dauernd verschwindend klein werden,
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wie 7 Wir werden aber spiiter finden, dafs, wenn zwei Wellen-
systeme bestehen, von denen das eine von dem Mittelpunkte aus-
liuft, das andere in den Mittelpunkt hinein, in der That continuir-
liche und endliche Zustinde im Mittelpunkt eintreten kionnen.

§ 34. Zusammengesetzte Formen der Kugelwellen.

Die Differentialgleichung (126), von der wir ausgegangen sind,
ist linear und homogen. Da in ihr die zweiten Differentialquotienten
von ¢ sowohl nach den Coordinaten als nach der Zeit vorkommen,
so ist eine Losung nur dann fiir uns von Werth, wenn diese Dif-
ferentialquotienten gebildet werden kinnen und einen physikalischen
Sinn haben.

Werden sie

an einer be-

stimmten
Stell.e un- Fig. 19, -
endlich, so

zeigt das im Allgemeinen eine Discontinuitiit der ersten Differential-
quotienten an, aber wir wiirden dieses doch immer noch als Uebergang
aus einer continuirlichen Function betrachten konnen. Es kann ja
z. B. eine continuirliche
Function, die wir uns in
Fig. 19 als Ordinaten auf- /\
getragen denken, irgend-
wo eine Icke bilden.
Dann wiirde an dieser
Stelle der erste Differentialquotient einen Sprung machen und der
zweite Differentialquotient wiirde keinen Sinn haben. Man wiirde aber
untersuchen miissen, ob man die Kcke als einen Uebergang aus einer
immer mehr der Kcke sich nithernden Rundung betrachten darf.
Ist dies moglich, so kann man solche Kille oftmals noch zulassen,
wenn auch im Allgemeinen die zweiten Differentialquotienten endlich
sein miissen. Wenn aber die Function selbst an einer Stelle eine
plotzliche Aenderung erleidet, Fig. 20, so wiirde dort schon der
erste Differentialquotient unendlich werden, und der zweite gar nicht
mehr ermittelt werden konnen. In diesem Falle kinnte unsere Dif-
ferentialgleichung nicht angewendet werden. Wir werden spiiter sehen,
dafs man die Flichen, an denen die Differentialquotienten unend-
lich werden, als Grenzflichen behandeln und dadurch die Be-
dingung der Continuitiit der Function ¢ umgehen kann. Abgesehen

Fig., 20.
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von diesen Kinschritnkungen kann die Function ¢ und damit auch
die Function F vollkommen willkiirlich sein.

Wenn man nun eine solche homogene lineare Differentialgleichung
mit constanten Coefficienten hat, so kann man neue Differential-
gleichungen daraus bilden, indem man sie nach z oder nach y oder
v oder ¢ differentiirt. Differentiiren wir z B. nach z, so konnen
wir die dadurch entstehende Differentialgleichung, da bei continuir-
lichen Functionen die Ordnung der Differentiationen vertauscht
werden kann, schreiben:

0 (dg\ dg o
o ( a';) e ( 69:) (385)
dg

Es ist dann B auch eine Function, welche unserer Differential-
&xr

gleichung (126) geniigt, und dasselbe gilt von den Differential-
quotienten %%, %—‘f, —%%
ferentialgleichung sind, so kann man sie wieder mnach z, y, z, ¢ dif-
ferentiiren, und bekommt dadurch die zweiten Differentialquotienten
als weitere Losungen. In dieser Weise kann man zu beliebig hohen
Differentialquotienten fortschreiten. Dabei ist nur darauf zu achten,
dass von den Differentialquotienten, die man als Losungen der
(Gleichung nimmt, auch immer noch der niichste und zweitniichste
Differentialquotient gebildet werden kann. In der Beziehung ist
also das Verfahren beschriinkt, und wenn wir eine Function haben,
welche nach irgend einer Anzahl von Differentiationen discontinuir-
liche Differentialquotienten giebt, so wiirde darin eine Grenze liegen
fiir die Reihe der Differentialquotienten, die wir als neue Losungen
der Differentialgleichung fiir # benutzen konnen.

Werden die Differentialquotienten von ¢ als Losungen verwendet,
so besteht fiir die Amplitude der Wellen ausser der Abhiingigkeit
von der Grisse des Radius vector noch eine andere Abhiingigkeit.

Da diese nun Losungen unserer Dif-

Fiir den Differentialquotienten —65% wird der Cosinus des Winkels

e zwischen » und der Richtung der z-Axe iiberall als Factor auf-
treten; denn wenn wir in Gleichung (127a) = durch seinen Werth
r.cos e ersetzen, so erhalten wir:

dg P 1 oy
T ke (— ) i s —~a7->.cos [ (134)
Nun ist aber der Werth von cos @ auf der einen Seite der Kugel
positiv, auf der anderen negativ, und dazwischen liegt eine Aequa-
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torialzone, in welcher er gleich Null ist. Ks wiirde sich also er-
geben, dalfs auf der einen Kugelhiilfte stets die entgegengesetzten Be-
wegungen stattfinden, wie auf der anderen, und dafs beide Kugel-
hélften durch eine Ebene getrennt sind, fiir welche der Werth von
@ gleich Null ist, also keine Bewegung stattfindet. Die Amplitude
nimmt von den Polen, d. h. den beiden Schnittpunkten der z-Axe
mit der Kugelfliiche nach der Aequatorialebene hin stetig ab.

Nehmen wir als Losung den zweiten Differentialquotienten von
¢ nach z, dann erhalten wir aus Gleichung (127b), indem wir wieder
fir z den Werth r.cos ¢ einsetzen:

¢ P 1 dy 3y 3 dy
FH=—h g (- -
+ : .g‘/’> cos® & i
r 0r2)’

Wir haben also erstens ein nur von » abhiingiges Glied, welches
eine Bewegung darstellt, die sich nach allen Richtungen gleich-
miifsig fortpflanzt, und ein zweites Glied, welches mit cos® @ mul-
tiplicirt ist, also eine Bewegung repriisentirt, die sowohl in Rich-
tung der positiven als auch der negativen z-Axe positive Werthe
hat, dazwischen liegt aber eine Aequatorialzone, in der cos?e = 0
wird, und die von diesem Factor freien Glieder allein iibrig bleiben.
Durch die Lisung %%g wird demnach eine Bewegung angezeigt, die
als aus zwei Bewegungen superponirt angesehen werden kann: die
eine Bewegung liuft nach allen Richtungen gleichmiissig aus, die
andere aber ist Null in der yx-Ebene und nimmt nach beiden Polen
hin symmetrisch zu; in der Aequatorialzone herrscht die erste Art
der Bewegung vor, gegen beide Pole hin iiberwiegt dagegen fiir
grofsere Werthe von » die zweite Form.

Man kann nun, indem man in dieser Weise weitergeht und
hohere Differentialquotienten bildet, und zwar bald nach z, bald
nach # w. s. w. zu immer zusammengesetzteren KFormen kommen.

o oA ik ; .
Wenn wir z B. Ry bilden, so ergiebt sich
¢ wz.y 0 Y 1 _6»1/1) 136
o e e T L 1 SR

Bezeichnen wir mit « ebenso wie frither die Poldistanz und mit 6
den Winkel zwischen dem Meridian des betreffenden Punktes und
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der xzy-KEbene, also gleichsam die geographische Liinge auf der
Wellenfliiche, so ist
@,y = 1%, ¢08 ¢.8in . cos 0

und es wiirde dadurch eine andere, viel verwickeltere Vertheilung
der Kugelwellen angezeigt sein. Ks ist nun leicht zu erkennen,
dals bei jeder weiteren Differentiation die Factoren immer hohere
Dimension bekommen, und wir immer complicirtere Functionen der
Winkel erhalten.

Abnahme der Amplitude bei wachsendem » Die Function
i behiilt gleich grosse Phasen, withrend diese fiir die Wellenbe-
wegung selbst, welche ja durch ¢ dargestellt wird, abnehmen; im

. : . il :
einfachsten Fall hatten wir gefunden wie —. Wenn wir aber
7

-gg als Liosung nahmen, so erhielten wir (Gleichung 134):
0 T 1 dw
e e a }"ar] .COS @

Die Bewegung setzt sich also zusammen aus zwei Gliedern, von

: S|
denen das erste abnimmt wie ==y das andere aber schneller, niim-
: el : : : . 0
lich wie = Ist der zweite Differentialquotient von ¢, also F o
&x
die Losung, so haben wir (Gleichung 135) #% »? und » als Nenner

der verschiedenen Glieder, und es ergiebt sich ebenso wie vorhin,
dafs der hochste Differentialquotient von 1 mit i multiplicirt ist.

Dieses ist nun auch bei weiteren Differentiationen der Kall; denn
das letzte Glied wird immer nur dadurch veriindert, dals die Dif-
ferentiation an der Grofse 1 selbst auszufiihren ist, wodurch also
immer hohere Differentialquotienten von 4 hinein kommen, withrend
der Factor, der von » allein abhiingig ist, durch diese letzte Dif-
ferentiation nicht veriindert wird. Ks kann dieses Glied aber mit
soviel Winkelfunctionen cos e, oder sin «. cos (), beziehlich sin e.sin 0
multiplicirt sein, als der Grad des Differentialquotienten betriigt, so
dafs fiir dieses hichste Glied eine immer mannigfachere Theilung der
Kugeloberfliiche eintritt. s ist aber stets dasjenige, gegen welches
in grofserer Entfernung die anderen Glieder, welche hohere Potenzen
von » im Nenner haben, und in verhiiltnifsmiifsig stiirkerer Weise
abnehmen, verschwinden.

Im Allgemeinen kann also durch eine Zusammensetzung solcher
verschiedenen Formen bewirkt werden, dafs man in sehr grofser
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Entfernung ungemein mannigfaltige Theilungen der Kugeloberfliiche
in Felder mit abwechselnd positiven und negativen radialen oder
auch tangentialen Bewegungen erhalten kann. Wir wollen eine

solche Winkelfunction #n%" Grades mit P, bezeichen; dann ist
1 oy

J A . .
—. P, .~ die allgemeine Form des in sehr grossen Entfernungen
” ort

allein stehen bleibenden Gliedes.

Bei sehr grossen Entfernungen werden nun aber Stiicke der
Kugelfliiche von endlicher Ausdehnung schliefslich als eben be-
trachtet werden kimnen, und es lifst sich durch die Entwickelung
dieser Winkelfunction 7, welche in der Lehre von den sogenannten
"Kugelfunctionen als ein Theil der Potentialtheorie hehandelt zu
werden pflegt, zeigen, dafls in sehr grofser Entfernung in einer ge-
gebenen begrenzten Kbene alle miglichen Vertheilungen von positiven
und negativen Wellenamplituden durch eine solche von einem ent-
fernten Mittelpunkte ausgehende Wellenbewegung entstehen konnen.

Wiihrend man also diese Glieder mit hdheren Potenzen von »
in grofser Entfernung vernachliissigen kann, miissen sie beriick-
sichtigt werden, wenn man die Bewegung in der Niihe des Mittel-
punktes, von dem die Welle ausgegangen ist, untersuchen will.

Zweiter Abschnitt.

Beziehungen zwischen den elektrischen und
magnetischen kugelformigen Wellen.

§ 35. Die allgemeinen Gleichungen fiir gleichzeitig bestehende
elektrische und magnetische Wellensysteme.

Wir haben bisher Liosungen fiir ¢ gesucht, ohne weiter nach
ihrer physikalischen Bedeutung zu fragen und den Zusammenhang
zu beriicksichtigen, welchen verschiedene Functionen dieser Art
unter einander haben miissen.

Nach den von uns gemachten Festsetzungen kinnen sowohl die
elektrischen Kriifte und Momente, als auch die magnetischen durch
die Function ¢ dargestellt werden. Ks besteht nun aber ein be-
stimmter Zusammenhang zwischen den magnetischen und elek-
trischen Oscillationen, den wir noch auffinden miissen, und wir
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wollen nunmehr untersuchen, wie beide neben einander vor sich
gehen. Zu diesem Zwecke ist es nothwendig, auf unsere ersten
Gleichungen, die MaxweLL'schen Grundgleichungen, zuriickzugreifen.
Dabei wollen wir voraussetzen, dafs innerhalb desjenigen Raumes,
fiir den wir unsere Bewegungsgleichungen bilden, die dielektrische
sowohl wie die magnetische Constante iiberall den gleichen Werth
habe und auch unabhiingig von den Richtungen sei, d. h. wir wollen
die Fortpflanzung der Bewegung in einem mit homogener und iso-
troper Substanz gefiillten Raume untersuchen. Dann kinnen wir
in den Gleichungen (49) & als constanten Factor vor die Differen-
tialquotienten setzen und erhalten

g 09y 038
45 9t 0x Oy
oMm 08 0%
il | ek, Pl P W87
und
0% _ 0% _ 09
ot~ dy Od=

Die analoge Reihe der Gleichungen lautet unter der entsprechenden
Voraussetzung, dals p eine Constante ist,

0X oN oM

i 9t 0y 0x
9y 08 o

iy alad, Bl P I (138)
g 1,08 _om_ o8
eFT ™ 9s. .0y,

Diese Gleichungen sprechen also bestimmte Beziehungen zwischen
den magnetischen und elektrischen Momenten aus.

Wir wollen nun einmal annehmen, dafs wir die elektrischen
Grifsen %, 9), 3 gefunden hiitten. Wir wissen dann schon, dals

d 09 , 087 _ :
aJ§x+aJ+5?y”’ (a8

oder dafs der Werth dieser Summe eine der Zeit nach constante
Grofse ist; das Letztere zeigt an, dafs ein bestimmtes Quantum
fest haftender Elektricitiit an einer bestimmten Stelle des isoliren-
den Raumes liegt und an den Aetherschwingungen nicht weiter
Theil nimmt, und wir uns also bei der Untersuchung der Schwin-
gungen nicht weiter darum zu bekiimmern brauchen. Wir kinnen
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daher stets unsere Schliisse iiber die Theorie der Lichtbewegung
unter der Voraussetzung machen, dals

?9: +g—3/) +%‘2—=0 (139a)
ist; denn was weiter hinzu kommen wiirde, wiire nur eine von der
Zeit unabhiingige Function der Coordinaten, die keinen Einflufs auf
die Oscillationen hat.

Als wir in § 16 Losungen fiir die Maxwrry'schen Gleichungen
suchten, fanden wir, dafs sich die Functionen %, 9), 8 ausdriicken
‘liefsen in der Form:

X 0V aw 1 8w
& 0z 0y 4n O«
P oW o0U 1 dy
& Oz 0z 4n 0y
8 .0 0V _1 o
& Ody Oz 4m 0x

(140)

worin U, V, W und 1 Functionen der Coordinaten bezeichneten,
die wir spiiter aber auch als Functionen der Zeit betrachten wollten.
Wir hatten damals gesehen, dafls wir, ohne die Werthe von %, 9), 3
zu veriindern, diese Functionen U, V, W auch so bestimmen konnen,

dals
U 0V  ow

oz ToyTas ="

ist. Dann hatten wir schon gesehen, dals unter diesen Umstiinden

Of S9N DB T8

v POy o Tam Y

war, und wenn also festgesetzt wird, dafs die Gleichung (139a) erfiillt
ist, so ergiebt sich daraus unmittelbar, dafs

Ay =0 (141)
ist. Wir haben nun auch schon gesehen, dafs, wenn diese Gleichung
ausnahmslos giiltig ist, und v in unendlicher Entfernung wie —:

abnimmt, die Function v im ganzen Raume gleich Null sein mufs,
Es ist somit
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X oV ow

& 0z Oy

p ow oU

S iheg)
8§ dU av

T =0y " Os

Wenn wir also 1w in den Werthen fir ¥, 9, 3 (Gleichungen
. 140) ganz weglassen, so ist dadurch in der That bedingt, dafs die
wahre Dichtigkeit der Elektricitit in dem ganzen Raume gleich
Null ist; wie sich sofort ergiebt, wenn wir aus den Gleichungen
(142) die Werthe fiir %, 9) und 3 in die Gleichung (139a) einsetzen.
Ebenso wie frither (Gleichung 53) ist dann auch hier

0
A?97= — 4U. (143)
Da nun die elektrischen Momente %, 9), 3 die Wellengieichung
erfiilllen sollen, so wird dieses am einfachsten erreicht, indem jeder
der Factoren U, V, W der Wellengleichung entspricht. Die andere
Bedingung :
o' OV oW

9z Tay T ow =

steht mit der Wellengleichung nicht im Widerspruch, sondern wird
gleichzeitig erfiillt werden. Ks ist dann:

0*U
und dadurch verwandelt sich Gleichung (143) in:
0g 1 02U
A~(—97 = oy (143a)

Andererseits hatten wir schon gefunden (Gleichung 41), dafs, wenn a
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen bezeichnet,

1

> Toan A% .6
ist, und dadurch ergiebt sich
02 0* U
'~6-—t == —A.‘u.ﬁn—a—t—z' (143b)

Durch Integration erhalten wir:

]
E=—A.y.s.%-€ + Dy, 4, 5 (143¢)
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worin @, , ., eine beliebige Function der Coordinaten bezeichnet.
Es wiirde aber ein von Null verschiedener Werth von @, , ., nur
anzeigen, dafs eine gewisse constante Magnetisirung vorhanden ist.
Beriicksichtigen wir nun ausschlielslich die veriinderlichen Momente,
so sind diese vollstindig dargestellt durch die Gleichungen:

' U

L= —A.,u.a.%t

4
‘JJZ:—A.u.a.aaIt (145) -

oW

N=— A.u.s.%t—

Wenn wir also unsere Grofsen %, 9), 8 in der Form der Glei-
chungen (142) darstellen und passende Functionen U, V, W gefunden
haben, dann bekommen wir die zugehdrigen magnetischen Momente
unmittelbar dadurch, dafs wir sie den nach der Zeit genommenen
Differentialquotienten von U, ¥, W, mit — 4. p.& multiplicirt, gleich-
setzen, so dafs also auf diese Weise die zu den veriinderlichen elek-
trischen Momenten gehorigen magnetischen Momente ebenfalls ge-
geben sind.

§ 36. Die einfachste Form gleichzeitig vorhandener
elektrischer und magnetischer Wellen.

Nunmehr gehen wir zur Untersuchung derjenigen Wellenformen
ither, welche bestehen, wenn sich gleichzeitig elektrische und magne-
tische Oscillationen von demselben Mittelpunkt aus verbreiten.

Wir wollen zu diesem Zwecke miglichst einfache Annahmen
iiber 7, ¥ und W machen, wobei wir natiirlich beriicksichtigen

miissen, dalfs
oU QW SNOW,

P P N Sk

sein mufs, Diese Gleichung ist erfiillt, wenn wir

U=0
0g
oot 1, (146)
a (’)
e by
setzen, wo ¢ eine Function bezeichnet, die der Wellengleichung (126)
2
e =a. d¢g

g
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geniigt und nur von ¢ und » = Ja® + y*+ 2* abhiingen soll. Dann
ergiebt sich zufolge unserer Gleichungen (142)

e Ol O
T 0 ' 0y?
g
& = T Bady (i
By o0ty
&  Oz0x
und ferner zufolge unserer Gleichungen (145):
L=0
g
ol ey i (148)
g

Fithren wir die Differentiationen aus, so erhalten wir fiir die
elektrischen Momente

£ 2 a<p+y"+x” 0 (1 dg
e r Or r '?97(7}_'—677)
YL ey a0 (147 a)
& r Or\r Or
8 x 0 (1 dg)
gt 57(7_ ar )
und fiir die magnetischen Momente
S=0
x Olg
W e (148 a)
: y 0*¢
N = A.p,.s.—r—.-a-r—a-t—

Fiir die magnetischen Schwingungen folgt hieraus:
Lz+My+N.2=0 (149)

Sm.y+m.x=0 (149&)

Die Richtung der magnetischen Oscillationen steht also senkrecht
auf dem Radius ». Da aber keine Componente vorhanden ist, welche
in die Richtung der a-Axe fillt, so geschehen die Verschiebungen
in Richtung der Parallelkreise.

oder
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Thre Grifse ist gegeben durch den Werth
VO T OO0 = dop. s VT 09 (150)
v :

Nun ist aber Jy* 4 2* gleich dem Radius des betreffenden Parallel-
kreises, so dafs also die Oscillationen in einer gemeinsamen Winkel-
verschiebung der ganzen mit Nord- bez. Siidmagnetismus belegten
Kugelschale um die z-Axe bestehen. Ihre lineare Grofse ist dem-
nach an den Polen gleich Null und erreicht am Aequator ein
Maximum.

Aus den Werthen fiir die elektrischen und magnetischen Mo-
mente (Gleichungen 147a und 148a) ergiebt sich ferner:

2.24+9M+3.N=0 . (151)
Diese Gleichung sagt aus, dafls die Richtungen der magnetischen und

elektrischen Oscillationen bei der Lichthewegung auf einander senk-
recht sind.

Wenn wir nun in dem Werthe von -~ zuniichst nur das zweite
&

Glied beriicksichtigen und

X y*+2* 0 (1 d¢
LSRRG h 558
setzen, so besteht die Gleichung

£1-8+®0m+,8-m=0, (153)

aus welcher hervorgeht, dals die Resultante der Componenten X,
Y und 8, die also nur einen Theil der gesammten elektrischen Ver-
schiebung bildet, auf der Richtung der magnetischen Oscillationen,
den Parallelkreisen, senkrecht steht. Ferner ist aber

2. X +y.Y+2.8=0 (154)

so dafs jene Resultante also auch auf dem Radius senkrecht steht.
Beides ist aber zugleich nur moglich, wenn ihre Richtung mit der
Richtung der Meridiane zusammenfillt.

Die Grofse dieser Verschiebung ist:

1 —3 V22 Aty a0 (1 dg
5t il e A e e P T (‘,:' -g,—)
t (xz +41/2 + zzl(yﬁ o zz) #_(?—4 (l ; 6»([))
iz rd or \r Or

Laligdi L3 AN
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Sie ist demnach auf derselben Kugelschale an jeder Stelle der dort
vorhandenen magnetischen Verschiebung proportional.

Das bisher in dem Werthe von ':~ nicht beriicksichtigte Glied

f %‘i— stellt eine auf der ganzen Kugelschale gleichmiilsige Ver-

schiebung in der a-Richtung dar, so dafs sich also die gesammte
elektrische Verschiebung zusammensetzt aus

1. einer Verschiebung in der Richtung der Meridiane, deren
Grifse an jeder Stelle dem Lothe auf die Axe (nach unserer An-
nahme auf die x-Axe) proportional ist, und

2. einer Verschiebung in der Richtung der Axe, die auf der
ganzen Kugelfliiche gleiche Grifse hat.

Wegen der Symmetrie der Gleichungen kimnen wir nun die
Gleichung, welche wir bisher auf die elektrischen Verschiebungen
angewendet haben, auch auf die magnetischen Verschiebungen iiber-
tragen und umgekehrt. Es wiirden dann die elektrischen Schwingungen
in Parallelkreisen verlaufen, und die magnetischen Schwingungen
theils in Richtung der Meridiane geschehen, theils der z-Axe
parallel sein.

Die beiden Bewegungsformen, welche hier stets mit einander
verbunden auftreten, kommen bei den elastischen Schwingungen ge- .
trennt von einander vor. Wenn man bei diesen die einfachsten
Formen kugelformig sich ausbreitender Wellen sucht, so findet man
erstens, dals jede Kugelschicht, als wiire sie vollkommen starr,
kreisende Bewegungen als Ganzes um eine beliebige Axe ausfiithren
kann, Zweitens ist eine Bewegung in Richtung der Meridiane mog-
lich; aber da hierbei eine Bewegung nach einem Pol hin stattfindet,
wird dort die Masse der elastischen Substanz zusammengedriingt
und, indem diese ausweicht, entsteht gleichzeitig eine Bewegung in
Richtung der Axe.

§ 87. Elektromagnetische Kugelwellen mit sehr grossem
Radius.

Die bisher besprochenen Formen der elektrischen und magne-
tischen Schwingungen beziehen sich auf den Fall, dafs der Radius
der Kugelschale einen endlichen Werth hat.

Indem wir nun zu Kugeln mit sehr grofsem Radius iihergehen,
wollen wir zuniichst die Winkel zwischen dem Radius » und der
positiven Richtung der Coordinataxen einfithren. Wir bezeichnen
sie mit ¢, # und y; dann ist:
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x

CoOS ¢ = —
r

cosf =2 (156)
4

und

x

COS ) = —
.

Mit Benutzung dieser Werthe erhalten unsere Gleichungen (148a)
die Form

L=0
2
M= —Ad.p.8.co8 y.-gr—gf»t (157)
2
‘R=A.p,.e.cosﬂ.aa—r—gt
und unsere Gleichungen (147a)

X 2 Oo 0(1 og¢
=ttty g (L)
Y 0 (1 dg
G = —cose. cos 3.7, a7 ( 61) (158)
L g 0(1 dg
o = T e0se.cosy.r. o ( —57)

Wir haben nun oben in § 33 gesehen, dafs bei Kugelwellen

1
¢= ‘r—*.’l/}

zu setzen ist, wo 1 eine beliebige Function von r 4 at¢ bezeichnet.
Benutzen wir diesen Werth und fithren die Differentiationen
etwas weiter aus, so ergiebt sich:

L=0.
mz:"A”‘“'COS"'<"%'%‘1E”+%'k%zg'i) (157a)
o N = A.y.e.cosﬂ.(—%-%y—}+-:—.a—:gl-)
R B Y Ty o
3t
L et Sy 5,50+ 1.8 :

H. v, HELMuorrz, Theoret. Physik, Bd. V., 9
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Wird der Radius der Kugel nun sehr grofs, so brauchen wir nur
D : g 1 .
diejenigen Glieder, welche den Factor o enthalten, zu beriicksich-

tigen, so dals also

L=0
EJJt:—A.y.s.cosy.;l.—-a%:zg’t (157h)
N = A.p‘.e.cos[)’.%-aa:g}t
und
": = (cos 23 + cos %y). 71 . %i'f
Q{ = — cosw.cosf3. —i : %?ﬁ' (158b)
}? = — cosa.cosy.-—:_- %:if

zu setzen ist.

Indem wir in diese Gleichungen (157b und 158b) nun wieder-
um die Werthe fiir die Winkelfunction (Gleichungen 156) einfithren,
ergiebt sich aus einer der im vorigen Paragraphen angestellten vollig
analogen Discussion, dafs die Resultante der magnetischen Ver-
schiebungen in die Richtung der Parallelkreise und diejenige der
elektrischen in die Richtung der Meridiane fillt. Bei den letzteren
ist also durch den Uebergang zu unendlich grofsen Kugelschalen
die Componente weggefallen, welche auf der ganzen Kugelschale
dieselbe Grifse hat und der xz-Axe parallel ist.

Ks vollziehen sich demnach hier alle Oscillationen in der Ober-
fliche der Kugelschale, und ihre Grifse ist der Entfernung » von
ihrem Krregungspunkt umgekehrt proportional.

In unendlich grofsen Entfernungen gehen nun begrenzte Kugel-
stiicke in Ebenen iiber, und wir haben dann ebene Wellen, welche
zwei senkrecht zu einander und senkrecht zur Richtung ihrer Fort-
pflanzung vor sich gehende Schwingungen enthalten. Es ist also
die Moglichkeit polarisirter Strahlen durch diese einfachste Form
der Bewegung bereits gegeben.
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Dritter Abschnitt.
Das Huyghens’sche Prineip.

§ 38. Die Bedeutung des Huyghens’schen Princips.

Wenn der Aether aus seiner Gleichgewichtslage abgelenkt ist,
oder wenn, wie bei den Lichtschwingungen, in ihm die magnetischen
und elektrischen Momente veriindert sind, so wird dieser veriinderte
Zustand sich irgendwie ausgleichen und damit weitergehende Stérungen
verursachen, deren Verlauf von dem Anfangszustande abhiingt. Denken
wir uns nun andererseits den Aether begrenzt, und nehmen wir an,
dafs an irgend welchen Grenzfliichen, Grenzlinien oder Grenzpunkten
withrend der Zeit, wo jene Bewegung abliuft, noch #Hufsere Kin-
wirkungen auf die Grenzfliichen stattfinden, so werden diese weitere
Abiinderungen der bestehenden Bewegung hervorbringen. Alle diese
Einwirkungen und die durch sie verursachten Bewegungen kiénnen
sich nun, wie schon frither hervorgehoben wurde, superponiren,
weil die Differentialgleichungen, die sich auf die hier bestehende
Bewegung beziehen, linear und homogen sind.

Wir miissen zuniichst zeigen, dafs die Integrationsformen, welche
wir bisher gefunden haben, wirklich auch dem allgemeinsten Falle
geniigen, und dals wir eine beliebige Wellenbewegung, welche in
einem Raume vor sich geht, allgemein als Superposition einer Reihe
von kugeligen Wellen betrachten kinnen, deren jede von einem
Mittelpunkte ausgeht, beziehlich von Gruppen einander sehr nahe
gelegener Erregungspunkte positiver und negativer Art, deren Wellen-

: ; i e 1
potentiale wir durch Differentiation des Ausdruckes TV eFa nach

den Coordinaten schon bilden gelernt haben.

(ileichartige Erregungspunkte konnen wir uns namentlich an
Fliichen in einfacher Schicht continuirlich angelagert denken. Neben
solchen spielen noch eine wichtige Rolle die Doppelschichten,
welche als durch zwei Schichten von Krregungspunkten gebildet
angesehen werden kionnen, von denen die eine positiv ist, die andere
negativ, und welche normal in verschwindend kleinen Abstiinden
d N von der betreffenden Fliiche abstehen, so dafs auf heiden Seiten
Jedes Flichenelements dw gleiche Mengen entgegengesetzter Kr-
regungscentra vorkommen.

9*
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Dieses Princip der Zerlegung bestehender Wellensysteme ist
zuerst von Huvauens gebraucht worden und wird deshalb vielfach
als Huvauens'sches Princip bezeichnet. KEs hat seinen besonders
grofsen Nutzen in der Lehre von der Diffraction des Lichtes entfaltet.

§ 39. Die Ableitung des Huyghens’schen Principes.

Um den Beweis fiir die Richtigkeit des Huyanrns'schen Principes
durchzufithren, miissen wir den Grern'schen Satz verallgemeinern,
indem wir ein viertes auf die Zeit beziigliches Glied hinzufiigen.
Wir gehen hierbei aus von einem Integral, das demjenigen analog
ist, welches wir der Ableitung des Grern'schen Satzes zu Grunde
legten. Es soll sich ebenso wie damals itber einen abgegrenzten
Raum erstrecken, in dessen Innern in einem Punkte eine Unstetig-
keit stattfindet. Dieser Integrationsraum soll sich aber auch unter Um-
stiinden in den unendlichen Raum erweitern kinnen. Aulserdem soll
aber hier nach der Zeit integrirt werden, und zwar von einer bestimm-
ten Anfangszeit #, bis zu einer bestimmten Endzeit . Das Integral

do 61p O 0y O 6y 1 dg Oy

f‘“fff{az T 0y 0y T Or Ow oV Y o) Ryas
kdnnen wir durch partielle Integration umformen, vorausgesetzt, dals
dieselben Bedingungen der Continuitiit fiir die Functionen selbst
und ihre ersten und zweiten Differentialquotienten eingehalten sind,
die wir schon frither in § 23 erdrtert haben. Indem wir die partielle

Integration nach den Coordinaten z, y, » fiir die drei ersten Glieder
ausfiihren, erhalten wir fiir dieselben nach dem Grreen'schen Satze:

atp a’w 6(p 61/1 6({) 61’}}
f‘“fff{ax‘ Ox aJ 51/+6x - de.dy.dx

—fdt dwa—ﬁ.w—fd{/‘ffy;.dw.dx.dy.dx
to ks

Das letzte Glied unseres Integrals wollen wir nun ebenfalls partiell
nach der Zeit integriren, und es ergiebt sich dann fiir dasselbe

—fdtff e %Ltp b vdw.dy.dx
i aafff‘l’ o dw.dy. dz+ —3 fdtff Ve P dw.dy.dx (160)

(159)
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Wir bekommen also die Gleichung:

fdtfffa(p RV a(p Gy  dg Oy
9z 90 T 9y oy T 91 0%
1 oo (oRTl
—-ag-—a{ a’}dzdz/ dx

ty 4
0
=—fdtfdm.a-;s.qp—fdtfffqudw.dm.dy.dx (161)
[ ty

I e
o faf o 5t e

Bei dieser Umformung haben wir die Differentialquotienten von
v integrirt; wir kdnnen nun ein vollig analoges Verfahren ein-
schlagen, indem wir die Differentialquotienten von ¢ integriren.

Es ergiebt sich dann:

fdtfff{a(p R atp Oy g Oy
32 0x T 0y Oy T 0x 0%

t, t
0
= —fdt dm.a%vp.rp—fdlfff(p.d't/f.dx.dy.dx (162)
b to
1 01
——~aafff(p.-a1~i—}dm.dy.dx

Wenn wir nun die Forderung stellen, dafs die beiden Functionen
@ und 1 in dem ganzen Raume der Wellengleichung geniigen sollen,
o heben sich sowohl in Gleichung (161) wie in Gleichung (162) auf
der rechten Seite die zweiten und vierten Glieder gegen einander
auf, und wir erhalten durch Vereinigung beider Gleichungen:
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fdt av ¥ (lw-i-——ffft/l»-d.z;d:/(h—fdt gw(pd(n

(/ dex. dy.dx»

oder

4
T | e
'0

Es bleiben demnach nur Integrale iibrig, welche entweder sich auf
die Grenzen des Raumes beziehen, und iiber die Zeit zu integriren
sind, — entsprechend solchen Einwirkungen, die von den Grenzen
des Raumes aus withrend der ganzen Dauer der Zeit stattfinden,
wo die Welle verliuft, — oder sich auf die Grenzen der Zeit be-
ziehen, aber iiber den ganzen Raum zu nehmen sind. Letztere
stellen den Ablauf solcher Veriinderungen dar, die durch einen
gegebenen Anfangs- und Endzustand in dem freien Raum be-
stimmt sind.

Wir wollen nun zuniichst fiir 4 eine bestimmte Function ein-
fithren, und zwar eine solche, die einem Zuge schmaler Kugelwellen
entspricht, die von allen Seiten des Raumes her gleichmiifsig nach
einem Punkte » = 0 zusammenlaufen und in diesem einen Punkte
einen unendlich grofsen Werth fiir 1 geben. Da diese Function des-
halb in diesem Punkte discontinuirlich wird, so ist dieser Punkt von
dem Integrationsraume auszuschliefsen. Diese Bedingungen sind
erfiillt, wenn wir:

Y =— (164)

setzen, und unter s den Werth
s=r+a(t—1) (165)

verstehen, worin ¢ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und ¢ zuniichst
nur den Zeitmoment darstellen soll, fir den der Werth von ¢ ge-
sucht wird. Ferner wollen wir noch die Abhiingigkeit des F, von
s 80 bestimmen, dafs fiir sehr kleine Werthe von s der Werth von
F endlich wird, fiir grifsere aber verschwindet. Zu dem Ende

setzen wir:
1 ¢

i

(166)
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Doch es wiirden auch mancherlei andere Functionen von s dieser
Bedingung geniigen.

Wenn wir darin ¢ sehr klein wiithlen, so wird der Nenner im
wesentlichen nur durch den Werth von s? bestimmt, so lange dieses
nicht selbst sehr klein ist; und zwar wird der Werth von F, mit
wachsendem s sehr schnell abnehmen. Fiir sehr kleine s wird aber
der Werth von F, wesentlich durch ¢ bestimmt. Den fiir s =0
entstehenden Werth von #,, wollen wir mit ¥, bezeichnen. Dann ist

F = hiun (1664a)
0 me
Ist also ¢, wie wir annehmen wollen, eine sehr kleine Grisse, so
wiirde #, einen hohen Werth erreichen.

Nun ist aber

+ ® + » + ®
» /e .
d "(Z)
c.as
El)-db = WIS_z) = ;,1 _;-‘s::)
. . c
A 8.4 A
+ ®»
= fdarct (S
1
=-—.7
b1 1
=1 (167)

Wiihrend also der Werth der Function £, fiir jeden einzelnen be-
stimmten Werth von s gleichzeitig in hohem Grade von ¢ abhiingig
ist, findet sich das eben berechnete Integral ¥, .ds zwischen unend-
lichen Girenzen genommen unabhiingig von e

An Stelle der hier benutzten Integrationsgrenzen 4 oo und
— oo kénnen wir nun aber, ohne den Werth des Integrales um merk-
liche Betriige zu veriindern, beliebige andere Grenzen wiithlen, wenn
sie nur dasjenige Intervall umschliessen, welches allein bei der
Bildung des Integralwerthes merklich in Betracht kommt, und dazu
gehort nur, dafs die Grenzwerthe von s verhiiltnifsmiifsig grofs ver-
glichen mit ¢ sind.

Es ist demnach Fj,, eine Function, welche in um so geringerer
Entfernung von der Stelle, wo s = 0 ist, schon verschwindend kleine
Werthe hat, je kleiner wir ¢ annehmen, withrend sie an der Stelle,
wo s = () ist, einen verhiiltnifsmiifsig hohen Werth annehmen kann.
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Ueberall, wo also die Function F,, oder die F, als Factor ent-
haltende Function 1 (Gleichung 164) unter dem Integrationszeichen
multiplicirt ist mit irgend einer Function der Zeit und der Coordi-
g-{j’\; oder ?’;J(g[’ die sowohl dem Raume als der
Zeit nach continuirlich, mit endlichen Differentialquotienten sich
findern, wird der Werth des genannten Integrals merklich nur von
denjenigen Werthen des ¢ und seiner Differentialquotienten beein-
flulst werden, fiir welche s = 0 oder mindestens sehr klein ist,
withrend fiir alle ibrigen Elemente von Zeit oder Raum der
Factor F, verschwindend klein wird und dadurch den Einflufs
der dortigen Werthe von ¢ und seiner Differentialquotienten ver-
schwinden macht.

Wir gewinnen dadurch fiir die Wellenpotentiale éhnliche Vor-
theile, wie wir sie frither bei den Anwendungen des Grern'schen

naten, z. B. mit ¢,

: A : 1
Satzes dadurch erreichten, dafs wir die Funktion 3 = - setaten,

wodurch wir einen Theil des Integrals ausschliefslich von dem Werthe
der Potentialfunction im Punkte » = 0 abhiingiz machen konnten.

Den verlangten Ausschlufs des Punktes » = 0 von dem Inte-
grationsraume erreichen wir dadurch, dals wir um den Punkt » = 0
als Mittelpunkt mit dem sehr kleinen Radius ¢ eine Kugel con-
struirt denken, deren innerer Raum als ausgeschlossen betrachtet wird.
Wir beschriinken die Untersuchung hier auf zwei einfachere Fiille
der besprochenen Aufgabe, mittels deren Hiilfe sich iibrigens auch
der Verlauf in den verwickelteren dann verhilltnifsmiifsig einfach
iibersehen liifst.

A. Der erste dieser Fille betrifft die Bewegung, die im
unendlichen unbegrenzten Raume durch irgend eine zur Zeit ¢ = ¢,
bestehende Storung des Gleichgewichtszustandes hervorgerufen wird;
dabei sind Grenzen nur fiir die Zeit gegeben.

B. Im zweiten Falle nehmen wir an, dals der Raum feste
Grenzen in endlicher Entfernung hat, und dafs die Stérung des
Gleichgewichts innerhalb endlicher Zeit durch Einwirkungen, die
von diesen (Girenzen ausgehen, hervorgerufen wird. Dabei werden
wir indessen voraussetzen, dals wir die Werthe von ¢ und seiner
Differentialquotienten an allen Punkten der Grenzen des Raumes fiir
die ganze Zeit, die in Betracht kommt, vollstindig kennen, nament-
lich auch fiir spiitere Zeiten, wo Wellen, die von Grenzstellen aus-
gegangen waren, schon zu anderen Grenzstellen gelangt sind. Sobald
letzteres stattfindet, treten von den Wiinden des Raumes Gegen-
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wirkungen gegen die Bewegungen des Mediums auf, welche von der
Natur desselben, sowie der es berithrenden Wand abhiingen, und
deren Beriicksichtigung nicht entwickelt werden kann, ohne in die
physikalische Theorie dieser Gegenwirkungen (Reflexion und Re-
fraction der Wellen) einzugehen.

§ 40. Wellen im unendlichen Raume durch eine anfingliche
Gleichgewichtsstorung erregt.

In der Gleichung (163) verstehen wir unter #;, den Zeitmoment
des Anfangszustandes der Bewegung, unter ¢ einen spiiteren Moment,
fir den der Werth von ¢ im Punkte » = 0 gefunden werden soll.
Indem wir in diese Gleichung Polarcoordinaten einfithren, also

r=r.cose
y = r.sine.cos
% = 7. 8in &, sin
setzen, woraus sich ergiebt: .
de.dy.dx=1r*.dr.sine.dd.de,

kénnen wir sie in die Form bringen:

61/1]
Jol-n 3l
4
———fd sine. d(zfr” { Lk a9  (163a)
@) o T at

—

Hierin sind zuniichst », e, &, ¢ als unabh'anglge Variable zu be-
handeln.

Vermoge unserer Annahme iiber die Functionen /' und s findet
eine wichtige Beziehung zwischen ihren Differentialquotienten statt.
Es ist nimlich:

OF OF 0s or

Ot 0s 0t ' 9s (8%
und

(o A B R

- (168a)
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so dafs fiir alle Werthe von » und ¢ identisch

oF 0Fr
ot~ " or. (169)
ist. Da nach Gleichung (164)
Y = Fj
[ W 77'
gesetzt ist, so ist ferner
oy | G5 0 R SORT J
| e r gl oy [
0y WSO
T B gaatiy {100k}

Nehmen wir an, dafs die Zeitdauer (¢, — ¢,) endlich sei, und
dafs zur Zeit ¢ =1, die Werthe von ¢ nur in einem Raume, der
iiberall endliche Entfernung von dem Punkte » = 0 hat, von Null
verschieden seien, so werden auch zur Zeit ¢ = ¢, noch keine end-
lichen Veriinderungen der Werthe von ¢ bis zu » = oo hinaus-
gedrungen sein. Also sind withrend der ganzen Zeitdauer (1, — ¢,)

0 .
fur letztere Grenze ¢ = 0 unc L = 0, so dafs die #ufsere Grenze

oON

des Raumes iiberhaupt keinen Beitrag zu dem Integralwerthe giebt,
die Integration nach der Zeit also iitberhaupt nur fiir die innere
Grenze des Raumes, fiir die Kugelfliche » = p zu bilden ist,
deren Flichenelement mit dw bezeichnet werde, dessen Werth
dw = p*sine.de.dd zu setzen ist.

. : 3 . 6‘1/1 oy :
An der Oberfliiche der kleinen Kugel ist TN = s und es tritt

statt » im Nenner der beliebig klein zu nehmende Werth p ein.
Wenn wir also auf der linken Seite der Gleichung (163 a) statt des
Fliichenelementes dw das Flichenelement o*.sin e.de.dd einfiithren,
50 hebt sich nur in einem Gliede p ganz weg, withrend in allen
andern ¢ im Zihler stehen bleibt und diese Glieder daher zugleich
mit ¢ verschwinden. Wir erhalten daher

t n 2x
fdtf(y;--—gf’l{f— 59—1—”)(1&) fdtf @.F.sine.de.dd.
ty

Fiir den constanten Werth » = g, ist  in der That nur Function
von ¢ allein, da die Hilfsgrilse s sich auf s = ¢ 4 a(t — ) reducirt.
In dem beliebig eng zu machenden Zeitintervalle, in welchem F
erheblich von Null verschiedene Werthe erreicht, kann ¢ als ein
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constanter Factor angesehen und vor das Integrationszeichen ge-
stellt werden. Da nun nach Gleichung (167)

[Fy.ds=1
und hier
ds =a.dt
ist, so ergiebt sich
fF.dl = i
a
Ferner ist
fsina.da.fdu‘i =4x
0 0

Daher wird der Werth der linken Seite von (163a)

o 4
fdtfqv —=— . 6’(’}‘1(0_ = .(p::g (170)

Die hier gegebene Bestimmung der Werthe der unabhiingig Ver-
éinderlichen ¢ und », fiir welche der gefundene Werth von ¢ gilt,
ergiebt sich dadurch, dafs es der Werth ist, der in dem Augenblick
fir » = ¢ herrscht, wo

s=p+4+at—1)=0

d. h., wenn wir g als verschwindend klein ansehen, ¢ = ¢ ist.

In den Integralen der rechten Seite von Gleichung (163a)

dagegen ersetzen wir nach Gleichung (169a) %;’i durch ; %~f—

und haben, da t={, beziehlich = ¢ als Grenzwerthe der Zeit
constant sind, # ausschliesslich als Function von » zu behandeln.
Dann ergiebt sich, indem wir in Gleichung (163a) auf der linken
Seite den in Gleichung (170) erlmltenen Werth einsetzen,

dmaq,=y¢ —fdrfsma dafd& r { s £’J)—F--E 6(;)} (171)
r=0 r r Ot

Durch partielle Integration ist der Differentialquotient o zu  be-

or

seitigen; der dadurch gewonnene Factor # ist an der Grenze » = o
nach den gemachten Annahmen gleich Null fiir beide Zeitgrenzen,
an der anderen Raumgrenze » = p werden alle Glieder durch die
Multiplication mit ¢ verschwindend klein. Ks verschwinden also
alle auf die Raumgrenzen und Zeitgrenzen gleichzeitig bezogenen
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Glieder, und es bleibt nach der partiellen Integration nur das
dreifache Integral stehen, in welchem nur d» noch zu integriren ist,
niimlich:

4naq>,_,r—fd7f81lla dafd{) {—aF a((p r)— ,,Q_ (172)
o

Auf der rechten Seite kann nun die obere Grenze ¢ =¢ un-
beriicksichtigt bleiben, weil fiir ¢ = ¢, s fiir alle in Betracht kommen-
den Werthe von » mindestens gleich a(# — #) und mithin 7 ver-
schwindend klein ist. Nur fiir die untere Grenze ¢ = ¢, erreicht F
hohe Werthe.

Wieder konnen die mit # multiplicirten Factoren in dem engen
Intervall, wo F hohe Werthe erreicht, constant gesetzt werden mit
dem der Gleichung 0 = s = r + a({, — t') entsprechenden Werthe, und

da hier fF.dr =flv’.ds = 1, so erhalten wir:

sine.deo

Anag, .= ((p )+ . -ﬂ (178)
f

a(t'—ty)
t

Bisher sind die vier Variablen, die in den Functionen ¢ und
v vorkommen, niimlich ¢ », ¢, & von einander unabhiingig gewesen,
und die partiellen Differentialquotienten derselben deshalb in dem
gewOhnlichen Sinne genommen worden, wonach bei der Bildung
jedes einzelnen vorausgesetzt wird, dals die drei anderen Variablen
unveriindert bleiben. So sind sie auch noch in Gleichung (173) zu
verstehen.

Ersetzen wir in Gleichung (178) den Buchstaben ¢ durch ¢,
weil jetzt kein Grund mehr vorhanden ist, die beiden Grifsen zu
unterscheiden und dividiren wir durch a, so geht die Gleichung
iiber in:

47:(;),_:’ —fsma duf o, {[¢+r %(I] + %—ZL} (1734a)

t=1ly
r=a(t,—1t)

Wenn wir die Bezeichnung dw fiir das Flichenelement einer Kugel
vom Radius » oder d £ fiir das einer Kugel vom Radius 1 also

do =r*.sine.de.dd =1r*.dQ

einfithren, so erhalten wir:
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Prmy = g [ 40 {5 9 + 257 (1731

r=0 dur?

oder i l:(t, =4
2l Ofr.g]  rdg
Pi=t=Tn “2{ ar n—} (174)
t=1l,
r=a(ty—t)

Wenn S irgend eine Function von » und den Winkeln « und
i ist, so kann man das Integral

1 f5.00- ) [sman

als den Mittelwerth der siimmtlichen in der Entfernung »
vorkommenden Werthe von S bezeichnen. In diesem Sinne
kann man das Resultat der Gleichung (173b) so aussprechen:
Wenn in einem unendlich ausgedehnten gleichmifsigen

Medium eine Wellenbewegung stattfindet, bei welcher die
veriinderliche Grisse ¢ der Differentialgleichung

g

ae
ohne Discontinuitiit von ¢{=¢, bis ¢=1¢ geniigt hat, so ist
in jedem Punkte des Raumes zur Zeit t=¢, der Werth von ¢
gleich dem Mittelwerth derjenigen Werthe, welche die
Grofse

=a’.Aq7

0 r O
LS R

in einem vorausgehenden Augenblicke #=1, in den Punkten
einer um » = 0 als Mittelpunkt beschriebenen Kugelfliche
vom Radius » = a(t, — {,) gehabt hat.

Hierdurch ist der weitere Verlauf der Function ¢ in Raum

und Zeit vollstiindig aus der Anfangsstérung ¢, und b—;ﬁ gegeben,

da man jeden Punkt des unendlichen Raumes als den Punkt » = 0
withlen und zum Mittelpunkt von Kugelflichen machen kann. So
weit diese die Gegend der von Null verschiedenen Anfangswerthe

von ¢, Q—‘B und og durchschneiden, werden sie Stérungen anzeigen,
P

or ot
die zur Zeit t, =1+ ~:— in dem Punkte » = 0 eintreten werden.

Je weiter der Punkt » = 0 von der Region der Anfangsstorung sich
entfernt, desto kleiner wird die Kegelecke f d £ im Verhiiltnifs zur
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ganzen Kugel 4z, wie dies der allmiihlichen Intensitiitsabnahme in
der Ferne entspricht. Nur ist bei dieser Form des Satzes die an-
fingliche Voraussetzung iiber die Continuirlichkeit der Function ¢
withrend der ganzen Zeit (¢, —¢,) und fiir den unendlichen Raum
nicht zu vergessen.

§ 41. Zweiter Fall des Princips von Huyghens. Bestimmung
der inneren Verdnderungen aus den Verdnderungen an der
Grenzfliche eines geschlossenen Raumes.

Wir haben bisher nur Grenzen der Zeit angenommen, dagegen
den Raum als unbegrenzt angesehen. Unsere Theoreme lehrten uns
den weiteren Verlauf der Veriinderungen im unendlichen Raume
aus dem Anfangszustande herzuleiten. Zu dem Ende mulsten wir

den Werth der Functionen ¢ und ‘76

0

fir die Zeit ¢ = ¢, kennen. Dadurch waren dann auch die Werthe

'{’,_ fiir jeden Punkt des Raumes

0 3 {
von - (’_) fiir diese Anfangszeit gegeben.

Das Problem, den Verlauf der Bewegungen durch die Aende-
rungen der Function ¢ auszudriicken, lifst sich in diesem zweiten
Falle noch lésen, wenn uns die Werthe von ¢ (damit implicite
auch —%{—lr) und g{(f lings der Grenzen des Raumes vollstindig
fiir jedes Flichenelement der Grenze und fiir das Zeitintervall
gegeben sind, das riickwiirts von dem Endpunkt der Zeit ¢ = ¢ his
zu derjenigen Zeit #, reicht, fiir welche die lingste gerade Verbin-
dungslinie zweier Grenzpunkte 7. = a(f’ — t,) ist.

Es handelt sich also bei dieser zweiten Form der Aufgabe
darum, die inneren Aenderungen der bewegten Masse aus den Zu-
stinden an ihrer Grenze herzuleiten, welche als bekannt voraus-
gesetzt werden. Diese Grenze wird immer als vollst®ndig geschlossen
zu betrachten sein, und iiber den Ursprung der eingetretenen Gleich-
gewichtsstorungen liings derselben wird nichts weiter vorausgesetat;
namentlich kionnen dieselben theilweise Nachwirkungen sein von
aulserhalb des Integrationsraumes frither erregten Wellen, die durch
einen offenen Theil der Grenze eindringen, oder auch reflektirte
Theile von Wellen, welche, nachdem sie durch den inneren Raum
gelaufen sind, einen Theil der Grenze erreicht haben, deren explicite
Bestimmung also erst durch Kenntnifs der Gesetze der Reflexion,
Brechung und Absorption des Lichtes gewonnen werden kann.
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Die Bezeichnung kann dieselbe bleiben wie in Gleichung (168),
auch ist die Function v ebenso wie dort zu bilden

1 nJ
1" i & ‘,,'f I’m

s=r+4a(t—1)

und wie dort ist der Punkt » = 0, in welchem v discontinuirlich
wird, dadurch von dem Integrationsraume auszuschliefsen, dafs man
um den Punkt » = 0 eine Kugel mit dem sehr kleinen Radius o
- construirt denkt.

Die Grenzintegrale itber die Oberfliche dieser kleinen Kugel
sind zu bilden und zu transformiren ganz wie in dem fritheren
Falle. Nun werden wir die untere Grenze der Zeit ¢, so weit zuriick-
verlegen, dals

a(t’ — t)>"max

d.h. grofser ist als die grofseste Kntfernung », die zwischen Grenzpunkten
des Integrationsraumes vorkommt. Unter diesen Umstiinden ver-
schwindet die rechte Seite der Gleichung (163). Denn fiir ¢ = ¢
wird s fiir alle Punkte des Raumes positiv und fiir ¢ = ¢, wird s fiir
alle Punkte des Raumes negativ sein; aber weder fir # noch fiir

v

; ‘ dF ;
t, wird s verschwinden. Daher miissen # und = verschwindend

klein sein, und daraus folgt, dafs die rechte Seite der Gleichung (163)
verschwindend klein ist.

Somit bleibt in diesem Falle nur das Integral links iiber die
innere und #Hulsere Oberfliche des Raumes stehen. Der Werth des-
jenigen iiber die innere Oberfliiche, niimlich die der kleinen Kugel
r = p, ist von genau demselben Werthe, wie er in Gleichung (170)
gefunden ist. Die Gleichung (163a) reducirt sich also auf:

4
n oy 0y
__.-(Pt:‘—fdt.f{'l/l"aN— —'a*N}d(ﬂ (175)

r=p=0 {

Wenn wir fiir 4 seinen Werth einsetzen, ergiebt sich:

in orle » @ 6{‘_}
T (e , fdtf! 6N E,)-l- 6N|: I(,) ¥ 68 dw (175&)

Da fiir jedes einzelne dw der Werth des », den wir dem-
entsprechend mit 7, bezeichnen wollen, unveriinderlich ist, so ist
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das in Gleichung (175a) vorkommende s in F, und 9 F nur noch

0s
als Function von ¢ zu betrachten, indem zu setzen ist:
s=1r,+a(t—1)
ds=a.dt

Danach bekommt die genannte Gleichung die Form

1 0 or 10F ¢
ks "__f“ dt.[{F"’[r oy m a0t (pa;r}d’(”"’b)

Wenn wir durch partielle Integration nach ¢ das 2 beseitigen,

ot
erhalten wir:

1 8p , @ 1 9
An gray = -—fa dtf (,,{ T+ a;v[rﬂ +— aq:J}dw (175¢)

Denn das durch die partielle Integration eingefithrte Integral ver-
schwindet, weil, wie schon oben bemerkt, F, fiir die Zeitgrenzen
verschwindet.
Mit Riicksicht auf die besonderen Eigenschaften der Function

F,, wonach sie nur fiir sehr kleine Werthe von s sich von Null
unterscheidet, und

+ +

[Fu.ds = [Fy.a.dt=1

- -0
ist, konnen wir demnach die mit F unter dem Integralzeichen
multiplicirten Grofsen als constant den Werth behaltend, den sie
fiitr s = 0 haben, betrachten und erhalten

1 0 Y
47”"_"__{ r 6]:7[73 ar ]} (8)

Wir wollen statt # wieder ¢ schreiben, weil jetzt kein Grund
mehr vorhanden ist, die beiden Grofsen zu unterscheiden. Bisher
waren in unseren Integralen vier unabhiingige Variable enthalten
t, » und zwei Winkel, wie die oben als Coordinaten gewiihlten e
und % Durch die neu hinzugekommene Gleichung

s=0=r,+a(t—1¢)

werden aber ¢ und r, von einander abhiingig gemacht, und in der
Gleichung (176) haben wir nur noch drei unabhiingige Variable,
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r oder ¢, neben ¢ und &, und wir kimnen demnach ¢ als eine
b 7 o
Function von e, ¢ und ¢ =1t — -(;i auffassen. Dabei wird dann

geschrieben werden kinnen

dgp 0
o T A "‘ﬂ’a; (l’,l=h“‘;—)

wenn wir uns denken, dafs die Variable », soweit sie explicite in ¢
vorkommt, bei der Differentiation als unveriinderlich angesehen wird

: ° ? e >
und als veriinderlich nur insofern sie in dem Ausdruck t, — - vor-
a

kommt. Somit konnen wir schreiben
or 41 1 dg¢
Pt =f {“a‘zv ‘37[7 "’(:,-5-)}—7';9—,\,}@ (177)

Die Grofse —g—N, welche noch vollkommen frei bestimmbar bleibt,
wenn auch ¢ und dadurch auch %% liings der ganzen Grenze von
t, bis ¢, gegeben ist, hat hier eine wesentlich andere Bedeutung als
die im ersten Gliede des Integrals vorkommenden Differential-
quotienten nach N. Da niimlich ¢ abhiingig ist von r, ¢ und &,
ist explicite geschrieben

g Odg¢ 6r+6q] 0a+6¢p RV

0N~ dr ON " 0« ON T 09 ON

withrend in das erste Glied des Integrals nur der erste dieser Theile
eintritt.

Das Endglied des Integrals — f : aq) ‘dw hat ganz die

Form eines Wellenpotentials, das von einer uber die Grenze aus-
gebreiteten Schicht von KErregungspunkten ausgeht, und giebt den
Werth, den dieses in dem von uns als r =0 bezeichneten, aber
itbrigens beliebig zu wiihlenden Punkte haben wiirde. Das Anfangs-
glied entspricht in seiner Form dem Wellenpotential einer Doppel-
schicht von Erregungspunkten, die auf beiden Seiten der Grenzfliche
mit entgegengesetzten Zeichen behaftet liegen.

Daraus geht also der gewdhnlich als das Princip von Huvemens
benannte Satz hervor, dafs jede Wellenbewegung im Innern
eines von Erregungspunkten freien Raumes angesehen
werden kann als die Superposition von kugelig sich aus-
breitenden Wellen, deren Erregungscentra in der Ober-

H. v. HeLmmorrz, Theoret. Physik. Bd. V. 10
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fliche dieses Raumes, theils in einer einfachen Schicht,
theils in einer Doppelschicht liegen. Die Axen der Doppel-
punktpaare sind nach den Normalen der Grenzflichen orientirt,
und daher ihrerseits ebenfalls unabhiingig von der Lage des Punktes
r=0,

§ 42. Anwendung des Huyghens’schen Principes auf
elektromagnetische Schwingungen.

Fir die bisherigen mit ¢ bezeichneten Functionen, von denen
wir nur vorauszusetzen brauchten, dafs sie der Wellengleichung ge-
niigten, wollen wir von jetzt an die Componenten der elektrischen
und magnetischen Momente, also die Grifsen, die wir frither mit
% 9, 3 und mit ¢, M, N bezeichnet haben, einsetzen. Diese
elektrischen und magnetischen Bewegungen sind aber nicht unab-
hiingig von einander, sondern wir haben gesehen, dals sie in gewisser
Weise aneinander gekettet sind, und dafs stets gleichzeitig be-
stimmte Schwingungen elektrischer und magnetischer Natur im
Raume erregt werden miissen, wenn der Wellenzug ungestort in sich
selbst ablaufen soll, ohne sich weiter zu veriindern, und zwar waren
diese Beziehungen schon durch die elektrischen Grundgleichungen
gegeben.

Wir wollen einmal annehmen, es seien in einem Theile des
unendlichen Raumes die magnetischen und elektrischen Momente
und deren Vertheilung gegeben. Wenn die Elektricitiit dann irgend-
wo zusammengestromt ist, so dals also die Dichtigkeit der wahren
Elektricitiit an gewissen Stellen von Null verschieden ist, so bleibt,
wie wir gesehen haben, in isolirenden Medien die Dichtigkeit trotz
der vor sich gehenden elektrischen Schwingungen an der Stelle un-

: ani 08 2 00 OB s
veriindert. Wenn also die Grifse —— + —~ 4+ =~ nicht von An-
dz Oy 0%

fang an {iiberall Null ist, so bleibt sie in jedem einzelnen Volum-
element des ruhenden Aethers unveriindert, trotz der elektrischen
Oscillationen, die in ihm vorgehen, und wir brauchen dieselbe also
gar nicht zu berticksichtigen. Wir konnen vielmehr, wenn wir nur
die Oscillationen zu bestimmen suchen, die genannte Grofse gleich
Null setzen, so dafs also die Annahme

0 09 038
9z T ay T ox
zuliissig ist. Nun wollen wir weiter voraussetzen, dafs die elektrischen
Momente in dem betreffenden Raume als continuirliche Functionen

=0
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der Coordinaten in irgend welcher beliebigen, ganz willkiirlichen
Weise gegeben seien. Dann kionnen wir sie, wie in § 16 gezeigt
worden ist, setzen:

¥ O WL e
T 0% dy 4n Oz
) ow 48U '1 8%
e R TR v {H1E)
8 06U oV 1 8w
& 0y Oz 4m 0z
Wenn diese Gleichungen erfiillt sind, so bekommen wir
0y , 08
6z+6y +a~““1?¢‘“" (178a)
Es geht daraus hervor, dals
AY =0

sein mufs, und zwar wiirde es hier im ganzen unendlichen Raume
gleich Null sein, woraus dann folgt, dals

Y=0
sein mufs, so dafs wir nunmehr setzen konnen:
z_ov _ow
PR PRI
D oW 00U
o il 543
8 _oU ov
¢ Oy . O

Es war dann weiter schon ausgefithrt worden, dals wir U, V, W
so withlen konnen, dafs sie die gegebenen Werthe von %, 9), 3 dar-
stellen, und dabei auch noch die Gleichung

oU o0V oW
ey 3y i e 0 (178¢)
erfiillen.

Wenn wir ferner die Functionen U, V, W so wihlen, dafs sie
der Wellengleichung und der Gleichung (178¢) entsprechen, so kinnen
wir aus ihnen berechnen, wie die Wellen, welche die Verbreitung der
Functionen U, V7, W im Raume darstellen, verlaufen, und dadurch
bekommen wir durch Differentiirung die Ausbreitung der Functionen

%9, 8

10*
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Die magnetischen Momente sind nun andererseits mit den

elektrischen durch die folgenden Gleichungen (108) verbunden:
-5 (5)-
w

9t~ dy

0x

w
arien 48
0t  Ox\p dolp
498 _ 9 (?’3)_‘9 (E)
0t Oxl\u oy \u

Die magnetischen Momente miissen ebenfalls den Maxwernn'schen
Gleichungen und damit auch der Wellengleichung geniigen, und
konnen in derselben Weise dargestellt werden wie die elektrischen
Momente. Wenn die magnetischen Momente also bekannt sind, so
sind durch die Maxwrrt'schen Gleichungen auch die Differential-
quotienten nach der Zeit von %, 9), 3 gegeben. Diese brauchen wir
aber, weil in der Gleichung, die das Huveuens'sche Princip aus-
spricht, Integrale vorkommen, welche den Factor %lt enthalten.
Es geniigt uns also nicht, dafs wir die Anfangswerthe von %, 9), 3

kennen, sondern es miissen auch die Werthe von %T—,%% und
08

YTl bekannt sein, und diese kinnen gefunden werden, wenn man

die Anfangswerthe der magnetischen Momente ebenfalls kennt. Die
Kenntnifs der magnetischen Momente fiir den Anfangszustand ist also
ebenso nothig wie die der elektrischen, damit man die Differentiale
nach der Zeit von ¥, 9, 8 finden kann, welche von den Anfangs-
werthen dieser letzteren Grifsen ganz unabhiingig sind.

Man wiirde demnach von einer beliebigen Vertheilung der
elektrischen und der magnetischen Momente im Anfangszustande
ausgehen konnen, nachdem man sie‘in der Form der Gleichungen (178)
dargestellt hat. Dann wiirde man aus den magnetischen Momenten
die Differentialquotienten nach der Zeit von den elektrischen Momenten
zu suchen haben, und hiitte nun in Bezug auf die elektrischen
Momente alles das fiir den Anfangszustand gegeben, was wir brauchen,
um den ferneren Ablauf der Wellen mittels des Huvaurns'schen
Principes zu berechnen. Man sieht hieraus aber auch gleichzeitig,
dafs die elektrischen Momente allein oder die magnetischen Momente
allein nicht ausreichen, um den ganzen ferneren Ablauf der Wellen
zu bestimmen.

Die Durchfiihrung dieser Integralumformungen erfordert aller-
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dings meist sehr verwickelte Quadraturen, und nur diejenigen Formen
lassen sich praktisch verwenden, welche sich auf Schwingungen von
bestimmter constanter Schwingungsperiode beziehen; aber es ist doch
wiinschenswerth, dals man wenigstens die Ableitung dieser allge-
meinsten Sitze kennen lernt, und deshalb ist sie hier gegeben.
Beispiele einiger einfacherer Formen sind schon oben in § 12 auf-
gefiithrt.

§ 43. Einfiihrung einfacher pendelartiger Schwingungen.

Wir haben bisher abgesehen von den kleinen Unterschieden
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit, welche zwischen optischen Wellen
von verschiedener Schwingungsperiode vorkommen. Thatsichlich
bestehen aber in den meisten durchsichtigen Medien, wenigstens in
denen, die neben dem Aether noch schwere Masse enthalten, solche
Unterschiede, und nur Wellen, deren siimmtliche Componenten mit
gleicher Geschwindigkeit fortschreiten, behalten dabei auch unveriin-
derte Form. Andernfalls trennen sich diejenigen Componenten der
Schwingungen, welche ungleiche Fortpflanzung haben, bald auch dem
Raume nach. Diejenigen Componenten, in welche ein zusammen-
gesetzter Wellenzug dadurch zerfillt, pflegt man einfache oder
auch pendelartige Schwingungen zu nennen. Man versteht dar-
unter solche Schwingungen, bei denen die Elongation der schwin-
genden Theilchen in derselben Weise ab- und zunimmt, wie bei
den Schwingungen eines Pendels, bei denen sie als Function der
Zeit dargestellt werden kann, indem man ihre Amplitude entweder
mit cos (nf) oder sin (nf) multiplicirt, wo » die Anzahl der Schwin-
gungen bedeutet, welche in 2 Sekunden ausgefithrt werden. Die-
selbe Form der Aenderung kann aber auch auf elektrische Schwin-
gungen iibertragen werden, obwohl wir es da wohl nicht mit der
Bewegung einer Substanz zu thun haben.

Solche einfache Schwingungen kann man darstellen durch
Wellenpotentiale von der Form:

(D + W.q). e,
wo @ und ¥ von ¢ unabhiingig sind. Wenn man ein solches

Wellenpotential in seinen reellen und imaginiiren Theil zerlegt, so
lautet der reelle Theil

®.cos(nt) — W.sin(ni)
und der reelle Factor des imaginiren Theiles:
®.sin(nt) + ¥.cos(ni)



150 DRITTER THEIL. DRITTER ABSCHNITT. § 48.

Aus diesen allgemeinen Formen setzen sich also die Wellenpotential-
functionen solcher einfachen Schwingungen zusammen.
Wenn wir nun unter ¢ sowohl @.sin(nf) wie ¥.cos(n?) ver-
stehen, so ist leicht ersichtlich, dals
0
ot
ist; denn @ und ¥ sind selbst von der Zeit unabhiingig, und wenn

wir sin(n¢) oder cos(nf) zweimal nach der Zeit differentiiren, so er-
halten wir jedesmal den unveriinderten Werth multiplicirt mit — »2

= —n.q (179)

2
Setzen wir nun diesen Werth fiir %—:f- in die Wellengleichung
82
?—;f— =a'. 4o

ein, so entsteht dadurch fiir solche Wellenpotentiale, welche ei»
oder cos(n?) beziehlich sin(n?) als Factor enthalten, die neue Diffe-
rentialgleichung:

. do+nt.p=0

oder
2

Yt dg=0 (180)

Wir haben oben in § 12 schon gesehen, dals wir ebene Wellen
erhalten, wenn wir

g=d.oig Etan (181)
oder, nur den reellen Theil beachtend,
¢=A.cos%g-(xiat) (182)

setzen.

Je nachdem wir das positive oder negative Vorzeichen wiihlen,
geschieht die Fortpflanzung der Wellen in der Richtung der nega-
tiven oder positiven xz-Werthe. Damals haben wir aber bereits
gesehen, dafs es bei diesem Integral fiir ebene Wellen nur darauf
ankommt, dafs dasselbe eine Function von (z — af) oder (x4 af) sei.

In analoger Weise kinnen wir nun auch bei den Kugelwellen

die willkiirlichen Functionen von (r 4-atf) durch die bestimmte

3 .. on
Function ei* 7 ' (r%a) ergetzen und erhalten dann:

cos%zz—(r:t at)

r

Epheag (188)
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2x ) X
A.cosgl-r.cos—at Asm—z-r.sm2—n—at

A A A A 183
e e e (183a)
'n r
oder e
A .sin — t
4.sin i (r 4+ at) (184)
R LS T
. 2m 2n 27 . 2x
X 4,4.Sm,T'r.vC(,)?ig_aj 2 A.cos—fr.sm —fat (184a)
r r

Die einfachen Schwingungen spielen sowohl in der Akustik als
in der Optik eine grofse Rolle. In der Akustik sind verschiedene
Systeme einfacher pendelartiger Schwingungen in ganz beliebig zu-
sammengesetzten mechanischen Systemen moglich. Jedes von diesen
Systemen einfacher Schwingungen ist mechanisch unabhiingig von
den anderen, und wenn es einmal erregt ist, kann es weiter be-
stehen, so dafs sich also die Gesammthewegung betrachten liisst als
algebraische Zusammensetzung der einzelnen Bewegungen, die den
verschiedenen einfachen, pendelartigen Schwingungen angehoren.
Jedes einzelne erregt Resonanz, unabhiingig von den anderen, und
wird vom Ohre unabhiingig wahrgenommen, obgleich bei den Schall-
wellen die spontane Scheidung der Wellen verschiedener Periode
durch verschiedene Fortpflanzungsgeschwindigkeit nicht eintritt.

Bei der Optik liegen die Verhiiltnisse vollig analog. Die ver-
schieden farbigen Lichtstrahlen unterscheiden sich durch verschiedene
Schwingungsdauer ihrer einfachen Schwingungen. Jede besondere
Farbe, die im weifsen Lichte vorkommt, repriisentirt ein solches
System von einfachen Schwingungen bestimmter Schwingungsdauer;
aber jedes System mit seiner besonderen Schwingungsperiode pflanzt
sich gesondert fort, so dafs die Einzelschwingungen desselben alle
mit gleicher Geschwindigkeit fortgehen und sich nicht von einander
trennen. Dadurch liuft der ganze Wellenzug, welcher gleiche
Schwingungsperiode hat, als continuirliches mechanisches Ganze fort,
unabhiingig von den gleichzeitig bestehenden Wellenziigen, welche
andere Schwingungsdauer haben.

Es ist oben schon erwithnt worden, dafs die eingefithrte Grifse »
gleich ist der auf 2a Secunden bezogenen Schwingungszahl oder
gleich 2a dividirt durch die Schwingungsdauer 7'; es ist also

und (185)
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Da nun an jedem Punkte eines Wellenzuges in der Secunde so viel
Wellen voriibergehen miissen, als in der Strecke enthalten sind, um
welche sich die betreffende Wellenbewegung in der niichsten Secunde
fortgepflanzt haben wird, so ist die Liinge A jeder einzelnen Welle
gleich der Strecke, um welche sich die Welle in der Zeit 7 fort-
gepflanzt hat, d. h. es ist

A=a.T (186)
Daraus folgt:
n 2n
A e (1864)
und
n = gg—’#-a (186Dh)
Wir wollen nun: ‘
n 2n
e 37)
b= = (187)
setzen. Dann verwandelt sich unsere Differentialgleichung (180) in:
B.op+dp=0 (188)

und wir kionnen nun von den in unseren Gleichungen (183) und (184)
aufgestellten Ausdriicken fiir Wellenpotentiale, die sich kugelférmig
von einem Punkt aus verbreiten, als gemeinsame Eigenschaft an-
geben, dafs sie aufser einer Constanten und demjenigen Factor, der
sie als pendelartige Schwingungen charakterisirt, nimlich sin(n?)
bez. cos(n?), nur noch einen der beiden Factoren Sl

sm—gg‘) enthalten,

oder

Im ersten Falle, also bei dem Factor E)SA,(‘EL), wiirde eine Be-
wegungsform bestehen, welche fiir » = 0 unendlich wird, und dem-
nach in dem Punkte » = 0 einen besonders zu behandelnden Aus-
nahmspunkt hat. Ist hingegen in dem Werthe von ¢ der Factor
M vorhanden, so wiirde damit eine Bewegungsform dargestellt
sein, welche fiir » = 0 keinen Ausnahmspunkt hat und dort nicht
unendlich wird; denn wenn wir sin(k7) in eine Reihe entwickeln
‘und durch » dividiren, so erhalten wir: ¥

sin (kr) k.ot

r o 1.2.8
in welchem Werthe fiir » = 0 nur das erste constante und endliche
Glied bestehen bleibt. In dieser Weise unterscheiden sich also die
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beiden Formen von ¢, die wir unmittelbar durch Zerlegung der
imaginiiren Potenzen gefunden haben.

Wir konnen nun weitere Integralformen erhalten, indem wir
Differentialquotienten von diesen Formen nach z, y oder x bilden.

. I e - .
Es wird z B. 66:1: (_qpsr( r)) multiplicirt mit cos(n?) oder sin(ni)
ebenfalls eine brauchbare Form sein. Da der Ausdruck, welcher
nach @ differentiirt werden soll, von « nur insofern abhiingig ist,

als # in » enthalten ist, und da in ihm » die einzige Variable ist,

so erhalten wir:
X (ggsﬁ(_kr)) L 0 (cos(kr)) (189)

0w r r Or r

worin : gleich ist dem Cosinus des Winkels, den » mit der z-Axe

bildet. Analoge Formen haben die iibrigen Integrale, welche durch
Differentiation nach den anderen Coordinaten entstehen. Wie wir
schon frither gesehen haben, hat die Amplitude dieser Schwingungen
nicht nach allen Richtungen der Kugel die gleiche Grofse, sondern
es sind einzelne Richtungen bevorzugt.

§ 44. Erweiterte Form des Green’schen Satzes, bezogen auf
Wellenpotentiale pendelartiger Schwingungen.

Viele der frither erlangten Resultate werden viel einfacher und
tthersichtlicher, wenn wir voraussetzen, dals die vorhandenen Schwin-
gungen einfache pendelartige Schwingungen sind.

Wir gehen aus von der Annahme, dafs wir zwei Functionen,
@ und a haben, welche der Differentialgleichung (188)

.o+ dp=0
entsprechen, und bilden das Raumintegral:

dg 61/; dg 8y  dg dy }
fff{ & 6J r.F +—a-x o —k*.p.yprde.dy.da.

Die ersten Glieder konnen wir partiell integriren, und zwar er-
giebt sich durch Integration von 1 ein Oberflichenintegral; es ist
néimlich:

dp Oy aw,aw dp Ay
fff(az To U0y Gy T Be Gu) 0 tH-0%

o 1/,[..__ cos a-+ %Z «cosb + %Z)— cosc]dm
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—ff Y.de.dx.dy.dx
- _fq, Y do fffi//.dg).dx.dy.dx (190)

worin ebenso wie frither a, b, ¢ die Winkel zwischen der nach dem
Innern des Raumes gerichteten Normale N und den Coordinataxen
bezeichnen. Wir erhalten durch Einsetzen dieses Werthes in unser
obiges Integral:

g 61// G Oy  Odg GRTY } .
fff{ax + 61/ 6y p Oz 797_7‘2 . prde.dy.dx

fw aq) dm—fff't;.(Aq)-i-k”.(p)dm.dy.dx (191)

Wenn wir aber nach ¢ integriren, ergiebt sich:

dg 61/) og 0y dg a'tp . } 3
fff{ax 6J 64/ ¢ 9x 0x — k.. yrdw.dy.dx

=, _f b 78 ff Q. (A +Ep)de.dy.dx (192)

Da nun nach unserer Voraussetzung sowohl ¢ wie 1 in dem ganzen
Raum, iiber welchen die Integration ausgedehnt wird, die Differential-
gleichung (188) erfiillt, so fillt in jeder der beiden Gleichungen
(191) und (192) das letzte Integral fort, und es ergiebt sich:

0 d oy 0 :
fff{a(: "1” BJ a’z + a~ az kz-<P-1/)}dz.dy.dz

- fy; L dw (1914a)

6(7)_61/} aq;.aw dg 61/1 S } 5
fff{??? _a_z_+.67 By + PR — k. p.yrde.dy.dx
=_f 6"’ (192a)

Durch Vereinigung dieser beiden Gleichungen erhalten wir nun:

f'lp aq) “dw fq) gi dw (193)

0 f((p g‘l’:, wg—"’)dm (1932)

oder
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Von den hier erhaltenen Gleichungen wollen wir nunmehr in
einigen besonderen Killen Anwendung machen.
1. Wenn wir
Rt
setzen, so verwandeln sich unsere Gleichungen (191a) und (192a)
beide in

T3+ (oa] (32~ oen it
L% R

Ist nun auch ¢ an der ganzen Oberfliche des Raumes, iiber
den integrirt werden soll, gleich Null, so mufs zwar das Raum-
integral ebenfalls gleich Null sein; aber wir diirfen hieraus nun
nicht, wie frither (§ 24) schliefsen, dafs jetzt auch die einzelnen
Glieder gleich Null sein miissen; denn eines derselben hat jetzt das
negative Vorzeichen, und es ist also die Moglichkeit gegeben, dals
die Summe der Glieder gleich Null ist, ohne dafs jedes einzelne
Glied gleich Null ist.

Dieses kann nun in der That bei Wellenpotentialen der Fall
sein; denn wenn wir z B. innerhalb einer Kugel

(194)

- 5‘1‘} 7). sin(nd) (195)
setzen und den Radius der Kugel so wiihlen, dals sin(k#) an der
fiufseren Oberfliche der Kugel gleich Null ist, so wiirde daraus
durchaus nicht folgen, dafs die Function ¢ in der ganzen Kugel
gleich Null ist. Wir haben dann sogenannte Kigenschwingungen
der Kugel. Es ist das eine Art der Bewegung, die in der Kugel
unendlich lange bestehen kann, ohne dals sie von aulsen her unter-
halten wird, wenn sie einmal eingeleitet ist. In Wirklichkeit kommt
dieses in strengem Sinne nicht vor. Denn es wird sich z. B. eine
Schallbewegung solcher Art in einer abgeschlossenen Kugel mit
festen Wiinden allerdings verhiiltnifsmiifsig lange halten kinnen,
aber schliefslich werden doch Erschiitterungen der Wiinde entstehen;
hierdurch wird dann die lebendige Kraft allmiihlich an den iiufseren
Raum abgegeben, der jenseits der Wiinde liegt, theils wird sie durch
innere Reibung in Wiirme umgesetzt, so dafs also thatsiichlich eine
solche Kigenschwingung zwar sehr lange, aber doch nicht ewig
dauernd im Innern des Raumes nachhallen kann. Da nun " )

,.
nach jeder halben Wellenlinge einmal gleich Null wird, so lifst
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sich eine sehr grofse Menge von Wellenlingen angeben, die in
derselben Kugel als Eigenschwingungen bestehen kinnten.

Wenn wir die Differentialquotienten benutzen, also z B. nach z
differentiiren, so wiirden wir, wie wir eben gesehen haben, einen
Ausdruck von der Form

0

COS e * H-(

ar X
erhalten. Das wiire nun eine andere Function von », fiir welche
man das » auch so withlen kinnte, dals sie an der Oberfliiche der
Kugel gleich Null wird. Fiihren wir die Differentiation aus und
setzen den erhaltenen Werth gleich Null, so bekommen wir:

sink
i

. cos (]c_ﬁ , 1

k g sin (kr) = 0 (196)

7
Diese Gleichung lifst sich leicht umformen in

tgkr)=k.r (196 a)
Das ist eine transcendente Gleichung, die durch eine unendliche
Anzahl von Werthen fiir » erfiillt wird. Wenn %» sehr grofs ist,

so wird auch tg(k») relativ sehr grols sein miissen, d. h. der Winkel
wird ein wenig kleiner sein, als eine ungerade Anzahl von rechten

Winkeln. In der Niihe jedes ungeraden Vielfachen von g— wird

sich also ein Winkel finden lassen, fiir welchen die Tangente den
vorgeschriebenen Werth bekommt. KEs lifst sich demnach auch hier
eine ganze Reihe verschiedener Schwingungsformen fiir Kugeln von
bestimmten Radien angeben, welche Eigenschwingungen entsprechen
und unter den oben erwithnten Einschriinkungen in dem Innern
der Kugel dauernd bestehen kinnen, ohne dafs sie von aufsen her
unterstiitzt zu werden brauchen. *°

Eine ihnliche Reihe von Werthen fiir ¢ ist moglich, wenn die
rechte Seite unserer Gleichung (194) dadurch verschwindet, dafs wir

g% an der ganzen Oberfliiche gleich Null annehmen.
2. Wenn wir auf der ganzen Oberfliche v gleich einer Con-
stanten z. B. =1 und ¢ = %sin (k) setzen, so giebt Gleichung (193)

dg
W-dm—O (197)

Setzen wir dagegen ¢ = };.cos (k7) und umschliefsen den Punkt
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7= 0 mit einer kleinen Kugel vom verschwindenden Radius p, so
wird wie in § 24

o
[aKr do=4n (198)

Es sind dies analoge Siitze wie wir sie oben fiir die Potential-
functionen anziehender Massen gewonnen hatten, bei denen das

iiber ' genommene Oberflichenintegral durch die Summe der

ON

Massen auszudriicken war, die im Innern der betreffenden Ober-
fliche lag.

Die von uns gefundenen Formen der Losungen sind super-
ponirbar., Wir wollen nun einmal voraussetzen, dals die bheiden
Bewegungsformen, welche durch Gleichung (183) dargestellt werden,
zugleich bestehen, dann haben wir also zwei einander entgegen-
laufende Wellen, und es ist:

A.cos-gzt—(r — al) A.cos%?‘—(r + at)

. i A (199)
T r o, - 5
2n 2n
% 2""“"?_(7”") Y (T fﬂ (1994a)
. 4

oder, wenn wir die Gleichungen (186b) und (187) beriicksichtigen
2 A4.co8(kr).cos(n?)
Y llery ’

(199 D)

Die aus beiden fortlaufenden Wellen resultirende Bewegung besteht
also in einfachen Schwingungen, welche fiir verschiedene Werthe
von r sehr verschiedene, zwischen Null und 24 liegende Amplituden
haben. Zwischen den schwingenden Theilen finden wir auch solche,
in welchen das ¢ unveriindert bleibt, fiir welche niimlich cos(kr) = 0
ist. Man nennt solche Wellen, bei denen die schwingenden Ab-
theilungen von einander durch Punkte oder Flichen mit unge-
finderten Werthen von ¢ getrennt sind, ,stehende Wellen,“ weil sie
sich nicht regelmiifsig fortpflanzen wie die Wellen, die wir urspriing-
lich kennen gelernt haben, sondern an derselben Stelle stehen
bleiben.

Fiir die Optik sind im allgemeinen die stehenden Schwingungen
von sehr geringer Bedeutung. KErst in der neuesten Zeit sind
Versuche ausgefithrt worden, bei denen stehende Schwingungen des
Lichtes in die Erscheinung treten. Hr. O. WieNgr und spiiter Hr
G. Lippmany haben in Collodiumhiiutchen, die mit Silbersalzen im-
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priignirt waren, Interferenzen, d. h. stehende Wellen durch Reflexion
an einer Quecksilberfliche, die die Collodiumhiiute dicht beriihrte,
erzeugt. In den in regelmiilfsigem Abstand auf einander folgenden
Flichen, welche die Schwingungsbiiuche enthielten, werden dann die
Silbersalze zersetzt. Auf diese Weise hat Hr. G. Liepmann farbige
Photographien hergestellt.

Sonst sind nach unserer bisherigen Kenntnifs die stehenden
Schwingungen nur fir die Akustik von Bedeutung.

§ 45. Das Huyghens’sche Princip unter der Voraussetzung
pendelartiger Schwingungen.

Setzen wir
Y = cos (k)
in welcher Annahme wir den Factor sin (nt) bez. cos (nt) fortge-
lassen haben, weil im Folgenden die Abhiingigkeit der Function
von der Zeit nicht mehr in Betracht kommt, so wird dieser Werth
fir » = 0 unendlich; denn wenn wir cos (k) in eine Reihe ent-
wickeln und durch » dividiren, so ergiebt sich
cos(kr) 1 K.y kb rd
T AT SO I T T

(200)

r

s (201)

worin das erste Glied fiir » = 0 unendlich wird, und ebenfalls wird
auch der Differentialquotient nach »
n o 2 4 a2
6% “’s(’”_’).): Ut aopeufeiel dun et

T 1.2 12840
fiir » = 0 unendlich.
Hiitten wir es hier mit der Bewegung einer Fliissigkeit zu thun,

Y

so wiirde, wenn 1 das Geschwindigkeitspotential ist, % die

Fliissigkeitsmenge bedeuten, welche in Richtung des Radius stromt,
und es wiirde also im Punkte » = 0 eine Ausstromung nach allen
Richtungen des Radius stattfinden miissen, was natiirlich bei sub-
stantieller Fliissigkeit nie der Fall sein kann; aber wir wissen, dafs
auch bei unseren elektromagnetischen Schwingungen ein solches
Ausstromen der Elektricitiit von einem Punkte nach allen Richtungen
hin nicht stattfinden darf, weil die Dichtigkeit der wahren Elektricitiit
in jedem geschlossenen Raume unveriindert bleiben muls, was bei
einem solchen gleichzeitigen Abfliefsen nach allen Seiten unmog-
lich ist.
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Diese Form der Bewegung kann demnach nur unter Ausnahms-
bedingungen fiir den Punkt » = 0 stattfinden, die fiir die anderen
Punkte des Raumes nicht bestehen. KEr wiire bei Bewegungen von
Flissigkeiten als ein Einstromungspunkt oder Ausstromungspunkt
aus dem Raume zu bezeichnen.

Wenn wir daher nun in unsere Gleichung (193)

f Ado= f aN dw

fiir 4 den in unserer Glelchung (200) angegebenen Werth benutzen
wollen, so miissen wir uns den Punkt » = 0 mit einer kleinen Kugel
umgeben denken, deren innerer Raum von dem Raume, iiber den
wir die Integration erstrecken, ausgeschlossen wird. Als Integrations-
fliche haben wir dann neben der fiusseren Grenze des Integrations-
raumes auch noch die Oberfliche der kleinen Kugel. Uebrigens
behalten wir uns vor, den Radius dieser kleinen Kugel schliefslich
bis iiber jede endliche Grenze hinaus klein werden zu lassen.

An der kleinen Kugel, welche den Punkt » = 0 umschliefst,
fillt die Normale mit dem nach auflsen gerichteten Radius zu-
sammen, und wir haben daher hier

Gw ay

ON Or

ksin (k r)
—

— ;15 .cos (kr) — (200a)

Statt des Fliichenelementes d @ wollen wir nun wieder das Element
einer Kugelfliche vom Radius 1 einfithren und dasselbe wie frither
mit d £ bezeichnen, so dafs wir also an der Oberfliche der kleinen
Kugel haben

oy k _._Sil: ("”f)w) .49

dw.—m— = (— —r-lz—.cos(kr)— -
= (— cos(kr) — k.r.sin (k7)) .d 2

und fiir diese Oberfliche ergiebt sich

f(p g;(’, dw = _f(p {cos (kr) + k.r.sin(kr)}.d 2  (202)

Lassen wir nun » sehr klein werden, so wird cos(kr) = 1, wiithrend
k.r.sin(kr) =0 wird, und es ist daher

————— dw:-ftp.dﬂ (203)

Wenn die Kugel sehr klein, und die Function ¢ continuirlich
ist, so wird kein Unterschied der Werthe von @ im Innern und an
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der Oberfliche der Kugel bestehen. Bezeichnen wir daher den
Werth von ¢ im Punkte » =0, also im Mittelpunkte der Kugel
mit ¢, so erhalten wir nunmehr fir das Integral ausgedehnt iiber
die Oberfliche der kleinen Kugel den Werth

f{p 611\/,’ dw=—(p0fd!2

=—4m.q, (204)

Hiermit ist aber das Integral auf der rechten Seite der

Gleichung (193) noch nicht vollstiindig gebildet; denn es kommt

noch der Theil hinzu, welcher iber die #ufsere Grenzfliche des
Raumes zu nehmen ist. Dieser ist aber

0y it 0 [cos(kr))\ Or
¢.8»N.dfﬂ -—f(p.a—r( *'?:"‘ ) 6N ‘dw (205)

Setzen wir nun diese Werthe in Gleichung (193) ein, so erhalten wir:

cos(kr) dg f coskr\ dr
[ o= —tmgot [0 5 () 5
wo auch das Integral der linken Seite nur iiber die #ufsere Ober-

fliche erstreckt zu werden braucht, weil fiir die kleine Kugel

‘i‘—n— =rd 2 und daher das Integral Null wird, oder

cos(kr) | dr cos(kr) 0
ik f"’ ar( R )“a”ﬁ ‘“"—f R § AL

Bevor wir zu der physikalischen Interpretation dieser Gleichung
iibergehen, wollen wir dieselbe noch anders schreiben, indem wir
wieder das Zeichen der Function v einfithren. Wir erhalten dann

0 0 .
4n¢0=f(¢-%—1// ‘P) dw (206b)

Wenn wir also fiir v eine den Factor cos(kr) enthaltende Function
einfithren, so kinnen wir den Werth ¢,, d. h. den Werth, welchen
@ in dem Punkte » = 0 hat, durch dieses iiber die #ulseren Grenzen
zu nehmende Integral finden.

Wir kehren nunmehr wieder zu unserer Gleichung (206 a) zuriick.

Den Werth der Function ¢ im Mittelpunkte oder eigentlich
an der Oberfliiche der kleinen Kugel, der aber mit dem Werthe
in dem Mittelpunkte zusammenfillt, haben wir also dargestellt durch
die Differenz zweier Integrale. Das zweite Integral kénnen wir so
auffassen, als wenn es von einer einfachen Schicht von Erregungs-

punkten herrithrte, in deren Amplitude der Factor

do (206)

#X—, vorkommt.
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Das erste Integral hat eine etwas abweichende Form. Grenz-
integrale derselben Art sind schon in § 41 vorgekommen und auch
ihre Bedeutung ist dort kurz erortert. Da der jetzt vorliegende
Fall einfacher ist, so wiederhole ich diese Deutung hier etwas ein-
gehender und ausfiihrlicher.

Denken wir uns zu der Grenzfliche eine ihr in dem ver-
schwindenden Abstande d N parallele Fliche construirt und nehmen
wir an, dafs die beiden an den Enden einer solchen Normale ge-
legenen Punkte stets in dem entgegengesetzten Schwingungszustand
sich befinden, d. h. dafs in jedem Augenblick ihre Entfernung von
der Gleichgewichtslage gleich grofs, aber nach entgegengesetzten
Seiten gerichtet sei, so wird die Intensitiit ihrer Wirkung auf einen
Punkt im Innern des Raumes sich nicht vollstiindig aufheben, sondern
etwas verschieden sein, weil diese beiden Fliichen etwas verschiedenen
Abstand von ihm haben. Ist nun — #%, wenn der Ausdruck er-
laubt ist, gleich der Intensitit der Bewegung in dem einen KEr-
regungspunkte, so wiirde in dem Punkte, von dem aus » gerechnet
wird, seine Wirkung gleich

@ cos(kr)
T 7 A

sein; fiir den anderen, den #ufseren Punkt, haben wir nun die Inten-

sitit - % + Aber es ist fiir diesen der Werth von » etwas grofser,
cos (k)

und es hat daher - als Function von » einen etwas anderen

Werth. Wir haben daher statt —c—os—’(_ki hier

cos (k) 0 [cos(kr)
aifis +6AN-( r_)'dN
oder

r ar| r gl

ON

zu setzen. Die Differentiation in dem zweiten Gliede dieses Aus-
drucks mufs nach N erfolgen, weil nur die Zunahme in Betracht
kommt, welche der Werth von r erleidet, wenn man in Richtung
der Normale um d N vorwiirts geht.

Die Gesammtwirkung beider Punkte ist also gleich

S .cosA('zzlﬁLL{_cﬁi(kr) O (cos(kr) .QL.dN}

dN r dN r + Br r ON

H. v. Heummornrz, Theoret. Physik. Bd. V. 11

cos(kL)+ 0 (cos(kr))_ or



162 DRITTER THEIL. DRITTER ABSCHNITT. § 45,

Die beiden ersten Glieder heben sich, und es bleibt nur dasjenige
(lied stehen, welches sich auf den Unterschied der Lage der beiden
Schichten bezieht, niimlich

0 [cos(kr)) Or
ar o r o bw

Dieses ist aber die Grolse, iiber welche das erste Oberfliichenintegral
in unserer (Gleichung (206a) zu nehmen ist.

Wir konnen also in diesem Falle die ganze Bewegung im
Innern, wenn nur die Function ¢ unserer Differentialgleichung (188)
entspricht, auffassen als Superposition einer Reihe von kugelférmigen
Wellen, welche von den Punkten der Grenzfliche ausgehen. Die
Mittelpunkte dieser Wellensysteme bilden theils eine einfache Schicht,
theils eine Doppelschicht, welche beide die Grenzfliche iiberziehen.
Die Wellen der ersten Schicht sind in dem zweiten Integral dar-
gestellt, und die Intensitiit derselben ist, wenn wir ¢ als Bewegungs-
potential auffassen, gleich der Intensitiit derjenigen Componente
der Bewegung, welche senkrecht zur Grenzfliiche steht. Die Inten-
sitit der Bewegung in der Doppelschicht von Erregungspunkten,
von denen die eine positiv, die andere negativ genommen wird, ist
AP
dN

Zur Charakterisirung des Unterschiedes zwischen den Wellen-
potentialen und den Potentialfunctionen der anziehenden und ab-
stofsenden Kriifte der Elektricitiit und des Magnetismus ist hier zu
bemerken, dals eine Potentialfunction der Elektricitiit im Innern
eines abgegrenzten Raumes immer entweder als Potentialfunction
einer einfachen Schicht, die lings der Oberfliche des Korpers liegt,
oder als Potentialfunction einer Doppelschicht dargestellt werden
kann; bei den Wellenpotentialen aber hat man keine solche freie
Wahl, wie man schon daraus schliefsen kann, dafs Wellenpotentiale
bestehen konnen, die im Innern einer Kugel von Null verschieden,
und liings der ganzen Oberfliche gleich Null sind, so dafs also hier
keine Bewegung vorhanden ist.

Setzen wir in unserer Gleichung (193)

gleich

sin (k r)
et

Y= (207)
so ist die ganze Untersuchung sehr ihnlich der soeben angestellten,
nur brauchen wir keinen Punkt von dem betrachteten Raume aus-
zuschliefsen. Bilden wir
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dvy _i(sin(kr))

or Or r
= — 5 sin(er) 2008 07) (207a)
und multipliciren mit #%.d £, so erhalten wir
%TTP'TZ'MF (= sin (k7) + k.7 cos (k) d Q (208)

Fiir » = 0 verschwinden beide Glieder, das erste, weil sin(k7)= 0
wird, und das zweite, weil es noch den Factor » enthiilt. Unter
diesen Umstinden wird auf der rechten Seite der Gleichung (198)
das Integral iiber die Oberfliche der kleinen Kugel gleich Null,
withrend in den beiden anderen Integralen nur cos(kr) durch sin (kr)
zu ersetzen ist. Wir erhalten also

_ (. . @ [sinkn))| dr fsin(lcr) Oy )
O..-ftp P (—m;——) N dw — - TN do (209)

. 0 [sin(kr)) Or _fsin(kr) O i
Jo ‘a?(“?“‘) e e 200

Diese Gleichungen sagen aber nur aus, dafs diese beiden Integrale,

wenn wir sie iiber einen begrenzten Raum ausdehnen, einander

gleich sind. Sie bleiben unveriindert, wenn wir in ihnen ¢ mit

sin (k7) sin (& r)
T

oder

~ vertauschen. Da die Function —— ebenso wie die

Function ¢ keinen Ausnahmspunkt hat, so war auch eigentlich kein
anderes Ergebnifs zu erwarten.

Es koénnten nun noch im Innern des betreffenden Raumes Kr-
regungspunkte liegen, die dann fiir ¢ als Ausnahmspunkte zu be-
trachten sein wiirden. Das ergiibe ganz iihnliche Verhiiltnisse fiir ¢,
wie wir sie fiir 1 soeben besprochen haben. Es ist daher nicht
nothig, darauf noch besonders einzugehen.

11*



Vierter Theil.
Die Beugung des Lichtes.

Erster Abschnitt.

Allgemeines.

§ 46. Die physikalischen Bedingungen der Beugungs-
erscheinungen.

Die bisher bei den Raumintegralen angenommenen Grenzen
brauchen gar keine physischen Girenzen zu sein, sondern wir konnen
auch eine nur gedachte Grenzfliiche als solche behandeln. Wenn
wir also in der Oberfliche irgend eines Raumes an den einzelnen

Stellen die Werthe von ¢ und A& kennen, so konnen wir mittels

ON
der frither abgeleiteten Siitze die Werthe von ¢ an einer beliebigen
Stelle im Innern des Raumes finden. Von Wichtigkeit sind nun
. besonders diejenigen Kille, bei wel-
chen die bestehende physische Grenz-
fliche nicht ganz vollstiindig ist.

Eine Scheidewand 4 B (Fig. 21),
die den Punkt O, von dem die Licht-
bewegung ausgeht, nur unvollstiindig

B umschliesst, weil sie die Oeffnung mn
enthiilt, kénnen wir durch eine gedachte
Fliiche m n vervollstiindigen und den
Raum jenseits derselben als durch sie
begrenzt betrachten.

Fiir die hier folgende Unter-

Fig. 21. suchung werde angenommen, dafs die
Wellen, welche auf einen solchen un-
durchsichtigen Schirm auftreffen, an ihm vollstiindig vernichtet werden.

Diese Annahme ist zwar nicht experimentell zu verwirklichen, denn
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die Lichtwellen werden selbst von den schwiirzesten und undurchsich-
tigsten Korpern, die wir ihnen entgegen stellen kinnen, nur unvoll-
stiindig zerstort; aber es giebt doch Korper, die sehr nahehin die
Kigenschaft haben, die auf sie auffallenden Lichtstrahlen weder durch-
zulassen, noch in merklichem Grade zu reflectiren. Wenn wir also diese
Kigenschaft bei unserem Schirme als vollstéindig vorhanden annehmen,
s0 kann man die Werthe der Funktion ¢ und ihrer Differentialquotienten
in der idealen Grenzfliche als durch die hier einfallenden Wellen
gegeben betrachten und vollig von den Lichthewegungen absehen,
welche auf die anderen Theile des Schirmes treffen. Fiir alle Punkte,
welche jenseits, d. h. aufserhalb des Schirmes liegen, sind dann die
Punkte dieser KFliche als die Punkte einer Krregungsfliche anzu-
sehen, in der die Differentialquotienten von ¢ und die Function ¢
selbst fiir jeden Punkt der idealen Grenzfliche als Functionen der
Zeit gegeben sind. Durch Berechnung der Integrale kann man
dann die Bewegungen finden, welche in einem beliebigen Punkt P
des #ufseren Raumes durch die Anstifse erregt worden, welche von
der Fliche der Oeffnung m n ausgehen.

Die sich hier ergebenden Erscheinungen sind diejenigen, welche
man in der Optik als Beugung oder Diffraction des Lichtes be-
zeichnet. Sie sind namentlich deshalb von Wichtigkeit und Interesse,
weil sich durch ihre eingehendere Betrachtung zeigen wird, weshalb
sich die Lichtstrahlen in den meisten Fillen, die wir in alltiglicher
Erfahrung vor Augen haben, in gerader Richtung fortbewegen, und
weshalb nur ausnahmsweise Erscheinungen sichtbar werden, bei denen
Lichtstrahlen um die. Ecke herum zu gehen scheinen.

§ 47. Vereinfachung des Huyghens’schen Princips durch
ausschliefsliche Berlicksichtigung grofser Abstinde von der
beugenden Oeffnung.

Als wir in § 48 den GreenN'schen Satz fir Functionen ent-
wickelten, welche der Differentialgleichung (188)

A @ + k2. QP = 0
geniigen, fanden wir die allgemeine Gleichung (193)

0 0
f¢.3%.da) =\/"I’U'—a—jvv—'dﬁ)

Je nachdem wir nun in § 44 einmal
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und das andere Mal
sin ko

r
setzten, ergaben sich die Gleichungen (206a) und (209)

. 0 [cos(kr)) Or d¢ cos(kr)
4m g, _f¢ 79_;(%_) BN'd' ON R

sin (k)| Or O sin(kr)
"f ar (—r) T e | AT e ke

worin ¢, den Werth von ¢ in dem Punkte » = 0, also in dem Punkte,
von dem aus » gerechnet wird, bezeichnet.

Wir wollen in diese Gleichungen nun wieder den Factor ein-
fithren, der die behandelten Bewegungen als einfache pendelartige
Schwingungen charakterisirt. Wir nehmen dazu aber nicht wie frither
cos (nt) bez. sin (nt), sondern fiigen noch eine beliebige Phasencon-
stante 0 hinzu, und multipliciren die erste Gleichung mit cos (nt + 9),
die zweite mit sin (n¢ 4 d). Da diese beiden Factoren gar nicht
von » abhiingen, so koénnen wir die Multiplication unter dem Differen-
tialzeichen vornehmen und erhalten dann durch Addition beider
(leichungen und geeignete Zusammenfassung

Y =

und

0 kr—nt—9
4n%-cos(nt+0)=f9"a—r(fo—s( r';--—n —)-) 6—1_\7 dw
dg cos(kr—nt—0)
N’ e L WL

Dadurch werden die Functionen wieder abhiingig von der Zeit, und
zwar wechselt der Factor, welcher diese Abhiingigkeit ausdriickt,
in seinem absoluten Betrage zwischen 0 und 1.

Was nun das erste Integral der rechten Seite betrifft, so haben wir
fither schon gesehen, dals Integrale dieser Form in zwei Theile
zerfallen. Der eine Theil hat » in erster Potenz im Nenner, und

stellt also eine Wellenbewegung dar, deren Amplitude wie —1— ab-

nimmt. Ks ist dieses die langsamste Art der Abnahme, welche beim
Fortschreiten kugelformiger Wellen vorkommt; der andere Theil

enthiilt den Factor :—,; die durch ihn dargestellten Wellen nehmen

also schneller ab und verschwinden in grofserer Entfernung gegen
die erst genannten Glieder, so dafs man in Entfernungen, welche
relativ grofs gegen die Wellenlinge sind, diese Glieder, welche r*
im Nenner haben, gegen die anderen im allgemeinen vernachliissigen
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kann. Es tritt niimlich in dem zweiten Theile noch der Factor

k= 2—;— hinzu, welcher selbst sehr grofs ist, und wir kénnen daher

die folgende Betrachtung dariiber anstellen, von wann an diese
Vernachliissigung gestattet ist.

Es ist
cos (kr —nt — 0) 1 k.sin (kr — nt — J)

d
ar 4 - o8 (kr —nt — ) — —— -

1
=-5 [cos(kr—nt — 9) (211)

+ kr.sin(kr — nt — 9)]
Da nun nach Gleichung (187)

2m.r
A

so wird dieser Factor des zweiten Gliedes, sobald » im Vergleich zu
der Wellenliinge 4 unendlich grofs, ebenfalls unendlich grofs, und
wir konnen dann das erste Glied gegen das zweite vernachlissigen.
Wenn also die Wellenliinge unendlich klein gegen die Entfernung # ist,
reducirt sich das erste Integral auf der rechten Seite unserer
Gleichung (210) auf

/’ I.smkr-—nt—-é‘) or
k) "GN’

und es erhiilt demnach dieses Integral, von dem wir frither (§ 45)
sahen, dafls es als das Wellenpotential einer Doppelschicht von Er-
regungspunkten, die lings der betreffenden Oberfliche liegt, auf-
gefalst werden konnte, nunmehr die Form des Wellenpotentiales
einer einfachen Schicht. Die Gleichung (210) kénnen wir jetzt
schreiben:

47 e,.cos(nt + 0) = —f<p~k sm(kr—;nt—b‘) gl,\.l'

g cos(kr —nt—J) e

ON r

kr =

(212)

§ 48. Allgemeine Betrachtungen iliber die vorkommenden
Integralformen.

Die trigonometrischen Functionen, itber welche wir in den hier
vorkommenden Gleichungen zu integriren haben, wechseln zwischen
den Werthen + 1 und — 1, und zwar wechseln sie in der Regel
sehr schnell zwischen diesen Grenzwerthen; da sie jedesmal den ganzen
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Cyclus durchlaufen, wenn die Entfernung » um die Wellenliinge 4 zu-
oder abnimmt. Die Entfernungen, welche hier fiir gewdhnlich in
Betracht kommen, sind nun aber, verglichen mit den Wellenlingen
des Lichtes, sehr grofs, da die letzteren Grifsen sind, welche den
tausendsten bis dreitausendsten Theil eines Millimeters bilden, also
sehr klein im Vergleich zu allen sichtbaren Dimensionen sind.
Es kommen nur ausnahmsweise einzelne Krscheinungen vor, bei
denen wir das Verhiiltnifs der sonstigen in die Rechnung ein-
gehenden Entfernungen zu den Wellenliingen nicht als unendlich
grofs anzunehmen haben. In unseren Integralen wechselt also der
eine Factor in sehr kurzen Zwischenriumen zwischen positiven und
negativen Werthen, stellt dabei aber immer einen echten Bruch dar,
withrend die anderen in dem Integral vorkommenden Factaren sich
verhiiltnifsmiifsig langsam #ndern. Die Integrale selbst werden da-
durch in eine Reihe von Schichten und Streifen zerlegt, welche ab-
wechselnd entgegengesetztes Zeichen haben und sich also bei der
Addition gegenseitig von einander abziehen, so dafs im allgemeinen,
abgesehen von jenen Ausnahmefillen, sich die Werthe dieser Integrale
auf sehr kleine Grofsen reduciren. Wenn wir ein solches Integral
haben, z. B.

b
f(p(,).cos(kx).dx

so konnen wir dasselbe, vorausgesetzt, dals ¢ eine continuirliche

Function von z ist, immer durch partielle Integration umformen,

indem wir den Factor cos (k) nach x integriren; wir erhalten dann:
b

b
fq)(,).cos (kx).dz=—};.sin (k). P — »};fsin (kx)-%‘p%.dx (218)
Wenn nun ¢, lauter endliche Werthe hat, so wiirde das erste Glied
endlich sein, da man diese endlichen Werthe fiir die beiden Grenzen
mit sin (k%) zu multipliciren und dann von einander zu subtrahiren
hat, wodurch sie also auch nur eine endliche Differenz geben kionnen.
Wenn g, fiir a und 4 von Null verschieden ist, so wiirde dieser
erste Theil also gleich sein
o i L et R
7.8111(’6%) P = ‘l‘c— + 81N (k b) P — —,;' . S1n (k a) + Pla) (214)
Es konnte im allgemeinen noch vorkommen, dafs auch innerhalb
der Integration Spriinge in dem Werthe von ¢y, eintreten, die dann
als Grenzen des Integrationsintervalls beriicksichtigt werden miifsten.
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Das zweite Glied ist dem urspriinglichen Integral sehr @hnlich; fiir

4 . ; FRC G :
@ ist der Differentialquotient - z, eingetreten, und aulserdem ist

0%
noch der Factor 117 hinzugekommen. Indem wir wieder partiell

integriren, ergiebt sich
b

L [Og b
T e A (kz)dx = L

f pericif (215)
1 0?
+7‘—,¢ cos(kx)-—gzgdx

a

- ﬁcos(kz)—--—

Es ist also:
b

f(p.cos(kx)dx: %-(p(,).sin(lcz) -+ %-A%q;h(')--cos(kz)

- " (213a)
1 [0
-7 axr-cos(kx).dx
a /

Durch weitere Integration tritt also jedesmal der Factor —,1;- hinzu,
und da nun

Ty

k~ 2m

eine sehr kleine Grofse ist, so verschwinden die folgenden Glieder,
vorausgesetzt, dals bei fortgesetzten Differentiationen nicht Unstetig-
keiten der hoheren Differentialquotienten hinein kommen, die dann
weiter beriicksichtigt werden miissen. In den meisten Fillen kann
man schon nach dem ersten Gliede die Reihe abbrechen und die
folgenden Glieder vernachlissigen. KEs wiire dann also

b

ftp.cos(kx).dx:%-q;(,).sin(kx) (218Db)

Wenn aber die eine Grenze » = 0 ist, und an der anderen Grenze
¢ = 0, so wiirde das erste Integral iiberhaupt verschwinden, und es
miissen dann die folgenden Glieder beachtet werden. Dergleichen
Fille kommen vielfach vor.

Die partielle Integration darf man immer nur so lange fort-
setzen, als die entstehenden Differentialquotienten innerhalb der
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ganzen Ausdehnung der Integration endlich sind. Sobald man auf
einen Differentialquotienten stofst, der unendlich ist, mufs die Ent-
wicklung abgebrochen werden.

Im allgemeinen sind die Integrale, auf welche wir bei der
Beugung gefithrt werden, sehr schwierig und erfordern zum Theil
eine weitliiufige Rechnung. KEs war zuerst ein deutscher Physiker,
Scawerp, welcher diese Rechnungen in grofser Breite durchgefiihrt
und eine Menge von einzelnen Fiillen behandelt hat. In dem Hand-
buche der Optik von G. Rapicke sind ebenfalls sehr viele specielle
hierher gehorige Integrationen ausgefiihrt.

Man kann eine ganze Anzahl von verschiedenartigen KFiguren
herstellen, die sich zur Beobachtung der Diffraction eignen, z B.
geradlinige Schirme mit Ausschnitten oder ohne Ausschnitte, die
selbst wieder die verschiedensten Formen haben konnen, bald qua-
dratische, bald rechteckige, bald dreieckige. Sie kénnen theils einzeln,
theils zu Systemen verbunden, benutzt werden. Dadurch wird eine
ungeheure Mannigfaltigkeit der Krscheinungen hervorgerufen. Die
wichtigsten Folgerungen kniipfen sich an die Benutzung rechtwinkliger
Oeffnungen.

Bevor wir aber hierauf eingehen, wollen wir zuniichst den ein-
facheren Fall einer runden Oeffnung behandeln.

Zweiter Abschnitt.

Beugung an einer einzelnen Oeffnung.

§ 49. Beugung ebener Wellen an einer runden Oeffnung.

Wir wollen annehmen, es sei ein Zug ebener Wellen, der von einem
unendlich entfernten Punkte ausgeht, bis zu einer bestimmten Grenz-
fliche gekommen, welche eine Oeffnung in einem schwarzen Schirm
ausfiillt. Die Fortsetzung dieses Wellenzuges auf der anderen Seite
des Raumes konnen wir dann, wie gezeigt ist, als Folge der Kr-
schiitterungen auffassen, in welche die Punkte dieser Grenzfliiche
gekommen sind. Nach der Betrachtung, die wir eben gemacht haben,
miifste dann eine Intensitit der Erregung an dieser Grenzfliche

dg or

angenommen werden, welche abhiingig ist von N’ 7P und —-
1]

0N
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Nun haben g—% und ¢ bei einem Zug ebener Wellen in der ganzen

Breite der Oeffnung constanten Werth, und i wiirden wir, wenn

oON

die Oeffnung klein ist gegen die in Betracht kommenden Entfernungen
r, und wenn die Entfernung des Punktes, in dem man die Licht-
bewegung untersuchen will, von einer auf der Oeffnung errichteten
Normalen im Verhiiltniss zu » klein ist, als sehr wenig von 1 ver-
schieden annehmen kénnen. Wir konnen demnach die in Gleichung
(212) vorkommenden Factoren, welche die Grosse der Amplitude
in der Oeffnung bedingen, in eine Constante 4 zusammenfassen.
Da es ferner in diesem Falle nicht nothig ist, die Abhingigkeit von
der Zeit besonders zu beriicksichtigen, und da es hier auf eine allen
Schwingungen hinzugefiigte constante Phasendifferenz nicht ankommt,
so kann man fiir einen solchen Punkt die Bewegung ausdriicken
durch die Gleichung

(p=4l7th-M-dm (216)

r

worin » die Entfernung des Punktes, auf den sich ¢ bezieht, von den
einzelnen Punkten der Oeffnung, und dw ein Element der letzteren
bezeichnet. Die Oeffnung, iiber welche das Integral auszudehnen ist,
wollen wir uns durch Polarcoordinaten zerlegt denken. Wir bezeichnen
mit ¢ die Entfernung eines Punktes der Oeffnung von dem Fulspunkte
des Lothes, welches von dem Punkte, fiir den wir die Wirkung suchen,
auf die ebene Grenzfliiche gefiillt ist. Wir wollen ferner von dem
Fulspunkte des Lothes zwei Gerade gezogen denken, welche das
Winkelelement d « einschliefsen; dann wiire ein Fliichenelement gleich
o.de.dp zu setzen. Ist » die Linge des Lothes, welches von dem
Punkte, fiir den wir die Wirkung suchen, auf die Ebene gefillt ist,

80 ist P =2 o

und daraus folgt durch Differentiation, da fiir die einzelnen Punkte
der Oeffnung die Entfernung » unveriinderlich bleibt
2r.dr=29.do
so dafs wir also fiir das Oberfliichenelement d @ erhalten:
dow =r.dr.de
Setzen wir nun diesen Werth fiir dw in das Integral der Gleichung(216)
ein, so hebt sich » im Zihler und Nenner, und es ergiebt sich das
verhiiltnifsmiifsig einfache Integral:

A
R fcos(kr).dr.du (216a)
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wobei die Integrationen iiber ¢ und » in den Grenzen auszufithren
sind, welche der Oeffnung entsprechen.

Bisher haben wir noch keinen Gebrauch davon gemacht, dals
wir die Gestalt der Oeffnung kreisformig angenommen haben. Dieses
wollen wir nunmehr beriicksichtigen und aulserdem festsetzen, dals
der Punkt, fir welchen die Bewegung untersucht werden soll, auf
dem Lothe liege, welches im Mittelpunkt des Kreises errichtet ist.
Dann konnen wir ohne weiteres nach « integriren, weil jeder Ring-
streifen in ganzer Liinge in der Oeffnung enthalten ist. Das Integral
bekommt dadurch den Factor 2a, und es ergiebt sich

@ = —;—fcos(kr).dr

= o HnEn) (17
Die obere Grenze der Integration ist gegeben durch den Rand
und die untere durch den Mittelpunkt der Oeffnung. Den Werth
von # fiir den Rand wollen wir nun mit 2 bezeichnen; dann erhalten
wir, da der Werth von » fiir den Mittelpunkt schon mit x be-
zeichnet ist,

g im 2“7 .[sin (k B) — sin (k)] (217a)

Hierin ist 212 ein constanter Factor, withrend die Differenz der

beiden Sinuswerthe mit der Lage des Punktes sich #indert. Beziehen
wir unseren Werth auf verschiedene Punkte in der Axe, so ist zwar
stets R grofser als z, und damit auch kR grofser als kx; aber der
Unterschied wird immer kleiner, je weiter wir von der Oeffnung
abgehen. Jedesmal, wenn 4R und kx um 2z oder ein Vielfaches
von 2m, also R und x um A oder ein Vielfaches von 4 differiren, wird
die Differenz der beiden Sinus verschwinden. HEs giebt also in der
Axe eine Reihe von Stellen, in denen der Werth von ¢ gleich Null
wird, d.h. keine Lichtbewegung vorhanden ist; dazwischen liegen
Strecken, wo einer der heiden Sinuswerthe iiberwiegt, und wo dem-
nach Bewegung besteht. Das Phiéinomen zeigt sich also wesentlich
darin, dafs in der Liinge der Axe hinter einander eine Reihe von
Nullpunkten auftreten, die nicht vorhanden sein wiirden, wenn die
vorhandenen Wellen sich einfach weiter fortpflanzen wiirden.

Fiir sehr entfernte Punkte auf der Axe wird R ebenso lang sein
wie z, und es werden daher in sehr grofsem Abstand von der Oefi-
nung solche Unterbrechungen nicht mehr eintreten. Der erste, d. h.
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der entfernteste Punkt, in dem die Lichtbewegung verschwindet, wird
derjenige Punkt sein, wo R um eine Wellenliinge grifser ist als z,
die anderen, welche da liegen, wo diese Differenz zwei, drei Wellen-
lingen betriigt, riicken immer niiher und niher zu einander, bis sie
endlich nur eine Wellenliinge von einander entfernt sind, denn
dicht vor der Mitte der Oeffnung wird die Entfernung von der
Peripherie sich gar nicht mehr #ndern.

Wir haben hier einen der einfachsten Kiille, in welchem sich
zeigt, dals die Wirkungen, die von verschiedenen Theilen der Oeff-
nung ausgehen, sich gegenseitig aufheben konnen.

§ 50. Aufstellung der Gleichung fiir die Beugung kugel-
férmiger Wellen an einer beliebigen Oeffnung.

Wir wollen nun voraussetzen, dafs in dem Schirm eine beliebig
gestaltete Oeffnung sich befindet, deren Grofse klein ist im Vergleich
zu ihrer Entfernung sowohl yon dem leuchtenden Punkte, als von
dem Punkte, fiir den wir die Wirkung suchen. Die Entfernung des
leuchtenden Punktes von der Oeffnung sei aber doch endlich, so dafs

~an dieser keine ebenen, sondern kugelférmige Wellen anlangen. In
die Ebene der Oeffnung legen wir die zy-Ebene eines rechtwinkligen
Coordinatensystems, und zwar legen wir, weil man spiiter eine Reihen-
entwicklung nach den
Coordinaten der Oeffnung
ausfithren mufs, und es
vortheilhaft ist, die Glie-
der derselben moglichst
klein zu halten, den An-
fangspunkt der Coordi-
naten in die Oeffnung. KEs
sei dann (Fig. 22) «, y, »,
der leuchtende Punkt, und Fig. 22.
7, Y, %, derjenige, fiir wel-
chen die Wirkung gesucht wird. Die Punkte bez. die Flichen-
elemente in der Oeffnung haben die laufenden Coordinaten z y, weil
fir sie # = 0 ist. Die Entfernung von einem Klichenelemente z y
bis zum Punkte 2, y, %, sei mit », und bis zum Punkte z,y,x, mit
7, bezeichnet. Der Zug von Kugelwellen, welcher von dem leuchten-
den Punkte a, y, , ausgegangen ist, moge das Wellenpotential:
__cos(kr, —nt—0)
r

o Yo %o

&

Y%

(218)

P
1
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besitzen. In diesem Werthe iindert », seine Liinge mit der Lage
des Punktes in der Oeffnung; aber der Einflufs, welchen diese
Aenderung im Nenner auf den Werth von ¢, ausiibt, verschwindet
gegeniiber dem Einfluls, welchen die Aenderung im Zihler bewirkt;
denn in letzterem wird eine sehr kleine Lageniéinderung schon den
Werth des Cosinus von — 1in 4 1 verwandeln konnen, wiithrend
eine eben solche Veriinderung fiir den Nenner verschwindet. Wir
kinnen daher den Nenner » bei kleiner Oeffnung als eine Constante
behandeln. Dasselbe ist der Fall mit der Neigung von » gegen die
verschiedenen Theile der Oeffnung. Wir erhalten ferner:

09, _ sin (kr —nt—20) orn

- = — ) —

ON " N (239)

Denn beim zweiten bei der Differentiation auftretenden Gliede fehlt
erstens der Factor & und zweitens erscheint im Nenner die zweite
Potenz von 7, so dafs dies Glied gegen das erste verschwindet.

Bezeichnen wir nun mit @, das Wellenpotential im Punkte
@, Yy %o selbst, so muls in der Oeffnung @; in jedem Augenblicke
mit ¢, iibereinstimmen. Das giebt uns die Moglichkeit, @, zu be-
stimmen. Wir denken uns zu dem Zweck ¢, in die beiden Theile
zerlegt:

P = ik cos (nt + 0) +

" 6

Lsin (nt 4 0)

und dementsprechend wie in (219)

0, sinkr, 6r, cos kr, 0
ﬂ__l" 5 aN cos(nt+z))+I.—~—l—-a~—8m(nt+5)

und wenden auf jeden Theil die Gleichung (212) an. Um sie auf

den zweiten Theil anzuwenden, ist in (212) o durch 0 — g— Zu er-

setzen, wodurch cos(nt+ d) in sin(nt 4 d), sin(kr —nt — d) in
cos(kr —nt — d) und cos(kr —nt—9) in — sin (kr —nt—0) iiber-
geht. Da » in (212) bedeutet die Entfernung vom Punkte z,, %,
die wir hier mit », bezeichnen wollen und die Normale ist nach
derjenigen Seite der Oeffnung gezogen, auf der der Punkt z,y, %,
liegt. So erhalten wir

FEra _fcos krl.ksm(kror—ont—b) g;‘}d“’
+fksm kry Or L Cos (kry —nt—9) ,

r ‘ON o
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” ¥y 0

_fsin krl'kcos(kro—nt— 6')_76_’33(1“

_*_h/‘kcoskrl_ér1 sin (kry — nt — 0)

n 0N e ey

Wir setzen nun voraus, dafs die Linien 7, und », nahezu auf der
Oeffnung senkrecht stehen. Dann ist bis auf Grifsen zweiter Ord-

Ory Or, .
nung == = 4+ 1 und b Pt 1, und es wird
4dn Dy = ;‘gl:ﬂ fsin (k(ry 4 7o) — mt — d)dw (220)
1°0

Zuniichst miissen wir nun die Werthe von » und », nach
Potenzen der Grofsen z und y entwickeln, welche in ihnen enthalten
sind. Ks ist:

n?=(z =2+ (y, — 9+ 22
=22+ 9?2 +%°—2z2 —2yy, +2* 4+ *
und
roz = (¥ — 2)* + %o — v+ xoz
=2 + 4> + 2,2 — 2wy, — 29y, + 2* + 4°

Bezeichnen wir nun mit ¢, bez g, die Entfernung der Punkte
@ y, %, bez. x,y,x, von dem Anfangspunkt der Coordinaten, so er-
halten wir:
rn?=02—2z2 — 2yy, +2* + 9* (221)
und :
7y = 0,* — 2wx, — 2yy, + 2* + y* (222)
Nun ist aber zu beriicksichtigen, dafs unter den gemachten An-
nahmen z? und »* gegeniiber den anderen Gliedern vernachliissigt
werden kinnen, da sie Quadrate von innerhalb der Oeffnung gelegenen
Punkten und daher unendlich klein vom zweiten Grade sind. Wir
erhalten also in ausreichender Anniherung:
rd = o3 — 202, — 29y, (221a)
und
rod = (’02_2‘”‘”0_2?/3/0 (222a)
Indem wir nun hieraus nach dem binomischen Lehrsatz die Werthe
fir », und r, entwickeln, ergiebt sich

2z 29y
4 e L ‘/1 "_a‘:i__aa'l‘

oy Y,

=()1.(1 —w‘—"'s'_y'—lz——"'

(21 21

~
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und ein analoger Werth fiir »,. Wenn wir nun die weiteren Glieder
als unendlich klein von héherer Ordnung fortlassen, so ist:

r=o0,. (1 = @t e -"’.!,) (221h)
(51 (51
und
2 Y
Yo =0y.(1 —2.—2 —y--J’.A) (222h)
g Lo ( 0" 0"

Da nun #, und y klein gegen r,, bez x, und y, gegen r,, so stellen

die Quotienten -, “1 = "o ypnd ¥ dje Winkel dar, welche durch
&L 6 O ()
Projection der Winkel (p,, #) und (p,, #) auf die zz- bez yx-Kbene
entstehen. Bezeichnen wir nun mit e, #,, ¢, und £, die positiv
oder negativ gerechneten Grofsen dieser Winkel, indem wir dabei
die Richtung von g, und p, so festsetzen, wie die Wellen laufen
und die Projectionen positiv rechnen, wenn sie auf die Seite der
positiven z- oder y-Axe fallen, so ist

Ty Y
0 = —— = -
l 0 A 0,
und (228)
Ty Yo
e, = —_— == e
, (‘) Po (')
Wir erhalten so
n=0+2.¢+y.p (221¢)
und
Yo =0, — 2.0 —Y.f3 (222¢)
oder

rotry =0+ 0, +2.(e, — @) + y.(8, — Bo) (224)

Setzen wir nun diesen Werth in Gleichung (220) ein, so ergiebt sich:
1 k 3

@, = TR e {k (e, + 0,) + k(e — &)

+ky(ﬂ1 _ﬂo)—nt'—a}dw

Da nun unsere Phasenconstante & ganz willkiirlich zu bestimmen
ist, so konnen wir

(2202)

: n
0 =k(o, + 0,) — 9

setzen. Hierdurch haben wir nur den Anfangspunkt der Zeit, also
den Zeitmoment, wo die Lichtbewegung mit einem Maximum von
dem leuchtenden Punkte z, y, x, ausgeht, festgelegt, und es wird

D, = THAL cos {kx (e, — ) + ky (B, — B,) —nt} .dw (220b)

27 1,7,
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oder, wenn wir das Oberfliichenelement mit d«.dy bezeichnen und
1 k

D
F 1 'rn'r,

e

also gleich einer Constanten setzen:
b, = C.ffcos kx(e, — e) + ky B, — B — nt}.dx.dy (220c)
= C.[ffcos ke (e, — @) + ky(B, — B, cosnt.dz.dy

2204)
+ffsin {kw(e, — ) + ky (B, — f,)} sinnt.dw.dy]

§ 51. Ausfiihrung der Integration bei einer rechteckigen
Oeffnung.

Wir wollen nun annehmen, dafs die Oednung rechteckig ist,
ihre Seiten den Coordinatrichtungen « und y parallel sind, und
ihr Mittelpunkt Anfangspunkt der Coordinaten ist; dann liegt der
eine Rand der Oeffnung eben so weit von dem Anfangspunkte der
Coordinaten ab, wie der andere, so dafs man also von einem be-
stimmten negativen Werthe von # bis zu einem gleich grofsen
positiven Werthe von 2z, und ebenso von einem negativen y bis zu
einem gleich grofsen positiven y zu integriren hat. Da nun der
Sinus entgegengesetzte Zeichen fiir gleiche Werthe des # und y auf
den beiden Hiilften der Oeffnung hat, so hebt sich dieser Theil des
Integrals weg, und es bleibt nur derjenige Theil bestehen, der die
Cosinuswerthe enthiilt. Indem wir nun cos {ka(e, — ) + ky (8, — o)}
zerlegen in coska(e, — e,).cosky(f, — fB,)—sinka (e, — «,).sinky (B, —f),
fillt wieder aus demselben Grunde der Theil des Integrals, der das
zweite Glied enthiilt, fort.

Indem wir den ersten Theil integriren, ergiebt sich:

D, =C. E .(_&1,1:“0). - 8in ka (et — ) - K@, -];'Aﬂo) .sinky.(B, —f,).cosnt (225)
Nun wollen wir annehmen, dafs z fiir eine Seite der rechteckigen
Oeffnung gleich + 4 sei, fiir die andere gleich — 4, so dafs also 2 4
die Breite der rechteckigen Oeffnung in der Richtung der z-Axe ist.
Dann ist

sinka (e, — ) = 2sink A (e, — ¢,)

und wenn wir 2 B als Breite der Oeffnung in Richtung der y-Axe
annehmen, ganz analog:

Sy (B, = )= 2sin kB, — ).

H. v. HELMiontz, Theoret. Physik. Bd. V. 12
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Wir erhalten also
0_25"”“4(“1 — o) Oj'j/f_B(ﬂx_ = Bo)
k(e — ) k.8, — ﬂo)
als allgemeinen Werth fiir die Amplitude des gebeugten Lichtes.

§ 52. Die Erscheinungen bei der Beugung kugelférmiger
Wellen durch eine rechteckige Oeffnung.

Die Intensitit des Lichtes wiirde durch das Quadrat der
Amplitude darzustellen sein. Dieses wird nun gleich Null, so oft
die Grofsen, die unter dem Sinuszeichen stehen, gleich Null werden.
Das sind aber Grofsen, welche theils von der Wellenliinge, theils von
der Breite der Oeffnung, theils von den Winkeln abhiingen, welche
die beiden Verbindungslinien von der Mitte der Oeffnung nach den
Punkten a, %, x, und z,y,%, mit der Normale der Oeffnung machen.
Je nach der Grifse dieser Winkel werden die beiden Sinuswerthe
bald gleich Null werden, bald einen von Null verschiedenen Werth
haben. Da bei der Intensitiit nur das Quadrat des Werthes in Be-
tracht kommt, so brauchen wir auf den Wechsel der Vorzeichen nicht
weiter zu achten.

Diejenigen Stellen, wo @, fiir beliebige Werthe von ¢ verschwin-
det, also Dunkelheit herrscht, werden, wie aus dem Werthe der Am-
plitude ersichtlich, in jeder zur Oeffnung parallelen Ebene auf ge-
raden Linien liegen, die den Seiten der Oeffnung parallel laufen.
Wir haben zwei Systeme von parallelen Geraden, in denen

k.Ad(e, —e) =a.m
bez. (226)
k.Bf, — ) ="0b.n
ist, wo a und b beliebige ganze Zahlen bezeichnen, und in allen
Punkten dieser Geraden ist
sink.A(e, — e,) =0
bez. (226 )
sink.B(B, —B,) =0
also einer der beiden in dem Werthe von @, vorkommenden Factoren
gleich Null; auf den Schnittpunkten sind beide Factoren gleich Null.
Ein Ausnahmefall tritt ein, wenn die Argumente selbst ver-
schwinden, in den (Hleichungen (226) also a oder b gleich Null ist, d. h.

% = 0

B, =ﬂo

bez.
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Dann werden auch die im Nenner des Ausdruckes fiir @, vor-
kommenden Differenzen @, — e, bez. 8, — B, gleich Null. Nun

ist aber
2sink A (e, — an)]
-t Sl ) =2A
l k(et, — et) g
a -0 =
und (227)
2s8inkB. (B, — ﬂo)]
il b 1150 WY =2B
k(ﬂl il ﬂo)
Bi=Fo=0

so dafs also fir ¢, — e, =0 und 8, — 8, =0

®,=4C.A.B.cosnt (228)
wird.

Um die Gesammtheit der Erscheinungen am leichtesten iiber-
sehen zu kionnen, miissen wir uns vergegenwiirtigen, dafs e, —e;, und
B, — B, die beiden Winkel darstellen, welche durch Projection des
Winkels, den g, mit der Verlingerung von g, bildet, auf der »x-
bez. yx-Ebene entstehen. Wenn die beiden Strahlen in gerader
Linie liegen, also p, eine geradlinige Fortsetzung von g, ist, so dafs
der Mittelstrahl geradlinig durch die Oeffnung nach dem Punkte
%, Y, %, hingeht, dann ist ¢, — ¢, =0 und B, — B, =0. Wie aber
die letzte Gleichung angiebt, ist die Amplitude an dieser Stelle
gleich 4 C.4.B, also gleich der mit ¢ multiplicirten Fliche der
rechtwinkligen Oeffnung.

Wir haben oben schon gesehen, dals Dunkelheit auf den
Geraden herrscht, die in Abstiinden, welche den Werthen

k.A(ey — o)) =0a.7m

und
k'B(ﬂl _ﬂo) =b.n

entsprechen, den Seiten der Oeffnung parallel laufen. Die Maschen
dieses bis auf die in jeder der beiden Richtungen fehlende Mittel-
linie regelmiifsigen rechtwinkligen Systems von dunklen Linien sind
nun leuchtende Felder verschiedener Intensitiit.

Die Intensitiit des centralen Feldes haben wir soeben kennen
gelernt. Wenn wir nun zuniichst die Reihe der Felder verfolgen,
fir welche @, — e, = 0 ist, so erhalten wir hier die in der Mitte
eines jeden Feldes gelegene Helligkeit, die sehr nahe gleich der
maximalen Helligkeit des Feldes ist, wenn wir beriicksichtigen, dafs
fiir @, —a, =0
2.8inkd (o — o) g4
k.(e, — e,)

12*
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wird, und dafs wir hier
n
kB-(ﬂl ".80) =(2b + 1)"@‘

zu setzen haben. KEs ist dann

2sink. BB —f)) _ 2
k@B —B)  2b+1 -
2 ]

4B

- (i.fb’-F’ij.ﬁ';
also ist fiir diese Reihe

@ 84.B

= -, C. cos 9
v = @b+ 1).7 C.cosnt (229)

worin wir fiir b die Reihenfolge der natiirlichen Zahlen einzusetzen
haben, um die den einzelnen Feldern zukommenden Werthe zu
erhalten.
Analog ergiebt sich fiir die Reihe, in der g, — g, = 0 ist

D, = TQ% ':f—'i%—'— .C.cosnt (230)
Fiir Felder, welche weder in einer Reihe liegen, in der ¢, — ¢, =0,
noch in einer Reihe, in der 8, — B, = 0, ist ganz allgemein die
Amplitude
2sink 4(e, —«,) 2sinkB(f, — )

THe-w)  RG—A)

2 2
‘2a+1  1°'26+1 I
—g g T Fp (231)
) 164.8
T (2a+ 1.0+ 1).a%’

Die Figur 23 auf S. 181 stellt die ganze Erscheinung in schema-
tischer Weise dar. Die horizontalen und verticalen Striche ent-
sprechen den durch die Beugung entstehenden dunkeln Linien, und
der der Mitte jeden Feldes zukommende Betrag der Amplitude ist
in dasselbe eingetragen. s entsteht also eine Reihe von recht-
eckigen Lichtflecken, von denen die beiden Mittelreihen die breitesten
und auch die hellsten sind, withrend in den Seitenreihen die Inten-
sitiitten schnell abnehmen.

Das hier theoretisch Abgeleitete stimmt nun in der That véllig
mit dem iiberein, was man wahrnimmt, wenn man durch eine sehr
kleine rechteckige Oeffnung nach irgend einem kleinen leuchtenden
Punkte blickt. Eine solche Oeffnung kann man sich durch Aufkleben
von Stanniolblittchen auf eine Glasplatte zurecht machen. Der

= C

C
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leuchtende Punkt mulfs aber sehr klein sein, damit man die Erschei-
nung deutlich sieht, weil sich sonst statt jedes Lichtpunktes ausge-
breitetere Lichtflichen bilden, die dann zum Theil die dunkeln
Linien iiberdecken und das Ganze verwaschen machen, wodurch
die Intensititsunterschiede der hellen und dunkeln Partien ver-
schwinden. Sehr viel gréfser und deutlicher sieht man die Erschei-
nung, wenn man eine etwas grifsere rechteckige Oeffnung vor das
Objectivglas eines Fernrohres bringt, welches man auf den Licht-
punkt einstellt.
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Dritter Abschnitt.
Die Beugung an einem Gitter.

& 53. Ausfiihrung der Integration fiir mehrere neben einander
gelegene gleiche dquidistante rechteckige Oeffnungen.

Von grofser praktischer Wichtigkeit fiir die Messung der Wellen-
lingen des Lichtes ist der KFall geworden, wo eine Reihe solcher
vollig congruenter neben einander liegender fiquidistanter Oeffnungen
vorhanden ist.

Zur Berechnung der in diesem Falle auftretenden Erscheinungen
miissen wir auf Gleichung (220 e)

= C[ffcos{kz(al — )+ kyB, — By)lcosnt.dz.dy
+ffsin tka(e, — ) + ky (@, — f,)}sin nt.dz.dy]

zuriickgehen. Wir wollen annehmen, dafs das benutzte Coordinaten-
system wieder den Seiten der rechteckigen Oeffnungen parallel sei,
und zwar soll die Richtung der z-Axe mit der Richtung der par-
allelen Nebeneinanderlagerung der Oeffnungen iibereinstimmen. Legen
wir dann wieder den Anfangspunkt der Coordinaten in die Mitte
der Ausdehnung nach der y-Richtung, so fallen, @hnlich wie in § 51,
diejenigen Theile des Integrales fort, die den Faktor sinky.(8, —8,)
enthalten, und es wird also

®, = c[ffcoskm(a, — a))cosky (B, — B,)cosnt.dz.dy

(282)
+ffsinl«:a:(¢:¢1 - ao)cosky(ﬂ,—ﬂo)sinnt.dz.dy]
Wir kionnen nun sofort die Integration nach y ausfithren, und es
ergiebt sich:

1
Dy = 0772— smky(ﬂ, ﬂo) fcos ka (e, —e,)cosnt.dz
k(B = Bo) = [ (2528)

+fsin k(e —au)sinnt.dm]
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Ist wieder 2B die Ausdehnung der einzelnen Oeffnungen in der
Richtung der y-Axe, so wird

2.sink BB, — B,)
‘I)Q) = C.—kw_@ﬂg)ﬂj} . [fC()SA7x(a1 — d(,)cosnt.dz
(2321)

+fsin ke, — a)sinnt.dx

Im Folgenden wollen wir uns nun darauf beschriinken, die Er-
scheinung fiir diejenigen Punkte zu berechnen, in denen g, — g, =0;
dann wird, wenn wir zugleich die beiden Integrale in eines zu-
sammenfassen,

W, = C.2B |cosfkx(e, — «)) —nitjdz (233)
oder, wenn wir
¢ =028
sefzen
b, = ¢ [cosfla(e, — ) — nijda (238a)

Dieses Integral ist nun iiber die ganze Reihe der Oeffnungen aus-
zufithren. Wir wollen den Nullpunkt der z-Axe in die Mitte der
mittleren Oeffnung legen und annehmen, dals ¢ der Abstand der
Mitten je zweier benachbarter Oeffnungen sei. Dann unterscheiden
sich die tibrigen Oeffnungen von der ersten dadurch, dafs zu allen
Werthen ihrer z-Coordinaten noch ¢, 2¢, 3¢, u. s. w. bez. — ¢, — 2¢,
— 3¢ w s. w. hinzuzufiigen ist. Wenn wir daher mit 2 4 die Breite
der Oeffnungen in Richtung der z-Axe bezeichnen, so kommt zu
dem Integral, welches zwischen den Grenzen + 4 und — A4 ge-
nommen ist, noch eine Reihe von anderen Integralen hinzu, die
sich auf diese Seitendffnungen beziehen und zwischen den Grenzen
¢+ 4 und ¢ — 4, 2¢+4+ 4 und 2¢— 4, u.s. w. bez. —c¢+ 4 und
—¢c— A, —2¢+4 4 und —2¢— 4 u. 8. w. zu nehmen sind, so
dafs wir also haben

+A c+ A
b, = (,'fc()s{k:c(cxl — ;) —nijdz + Cfcos tka(e, — e,) — ntjdz
-4 c—A

(233D)

—-c+ A
+ C’fcos{kx(a,—uo)-—nt}dx+...
-c=-A
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Nun kann man aber setzen:

e+ A + A

fcos ko, — ) —ntjde = fcos{k(.n-}-c)(oz1 — o)) —nijdx
o= 4 -4

—-c+ A + 4

Jeosfla (@, — @) = ntjda = [eosfile — )@, — ) —ntjiz | (234)
—-—c— A -4
2:‘:}-.4 + 4
cos fkw (e, — &) — nifda = [cosfk(x +2¢)(e; — &) —nt}da
2c-4 -4

u. s. w. Daher lassen sich die in Gleichung (233 b) vorkommenden
Integrale in eins zusammenfassen, und wir erhalten:

+ 4
O, =C f cosfka(e, — et)) — nt} 4 cosik(x + ¢)(e, — ¢,) — nt}
-4

(233¢)
+cos{k(z—c)(ey - ey) —n i)+ cos ke (x + 20) (e, — e) =t} + ...}.da:
Nun ist aber
cos fk (z — ) (e, — @,) — nit} + cos {k(@ + o) (@, — &) — n i} /
= 2cos{kx(e, — e,) — ntjcoske(e, —ea,) } 1850)

Analoge Gleichungen bestehen, wenn ¢ durch 2¢, 8¢, 4 ¢, ¢ u.s. w.
ersetzt ist. Wir konnen daher unseren Ausdruck fiir @, in eine
Summe umformen, in der die Grifse ¢ nach einander die simmt-
lichen Werthe ihrer Multipla annimmt, soweit die Reihe der Oeff-
nungen sich erstreckt. Nehmen wir an, es seien aufser der mitt-
leren Oeffnung, von der wir ausgehen und in deren Mitte der
Anfangspunkt der Coordinaten liegt, auf jeder Seite » Oeffnungen
vorhanden, so lassen sich immer je zwei, welche gleiche Entfernung
von der Mitte haben, in analoger Weise zusammenfassen, wie wir
in Gleichung (235) die auf die beiden niichst liegenden beziiglichen
Glieder zusammengegriffen haben. Der Factor cosfka(e, — e,) —ni}
bleibt in allen diesen Gliedern stehen, und wir konnen ihn daher
herausziehen, wenn wir die Summation vornehmen. KEs ergiebt
sich dann:

+4
®, = ' |coslkz(e, — ) — nt}. [1+ Ecosk a.c(e —ao)] dez (233d)

-4

worin a die durchlaufende Reihe der ganzen Zahlen von 1 bis n



§ 58. INTEGRATION BEI AQUIDISTANTEN OFFNUNGEN. 185

bezeichnet. Statt des Cosinus kionnen wir nun imaginiire Potenzen
einfithren und

2c08kac(e, — o) = e M= 4 mikecla=a)

setzen. Wir bekommen dann zwei Summen, deren Summanden nach

den Potenzen von ¢'*°® =% hez, ¢~ %@ =% fortschreiten. Wenn
wir nun beriicksichtigen, dafs
= 1 —_—pnt1
z i
= l—2
ist, so ergiebt sich
,+A 1 — eikela— a)(n +1)
b, = C'.|cosfka(e, — et))— nt}. [T;ik—c(a, e
. (233¢)
1 I e ike(ay = ag)(n 4 1)
+ 1 =g ifﬁ«?—w) ]dw

Dadurch ist unsere Reihe in einen geschlossenen Ausdruck umge-
formt. Bringt man die beiden Briiche auf gleichen Nenner, formt
die Exponentialfunctionen wieder in trigonometrische Functionen
um und setzt zur Vereinfachung der Schreibweise

c.(oy — ) =% (236)
80 erhalten wir:
s 22008 kx—2c08(n+1)kx+2 cosk
O . A o’ cos kx—2cos(n+1)kx+2cosknx l}d
o _[cos{ x(e, — et) n}{ ARk @
e (n+ 1) kx + cosk
—cos (n % 4 cos kn x
=C. — o)) —nt}. dx (233
C'_Acos{kz(al ) nt}{ T } x (233f)
Nun ist:
cosknx — cos(n + 1)kx = 2sin(n + §) kx.sinJ kb
und
1 —coskr = 2sin®} kx;
mithin
+4

2sin(n + §) kx. smg-kz

©y = C'. [ cos fka (e, — &) — nt}. 2.8in® }kz

1S

-4
T k

=0 f c0s k2 (e, — eg) — n - _————“‘"é&*}fkg % da (283g)
-4
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Indem wir nun den Cosinus zerlegen und nach x integriren, die
Grenzen einfithren und fiir » aus Gleichung (236) seinen Werth
schreiben, erhalten wir:

2sink A (¢, — ) sin(n+ §).k.c.(¢, — )

0 = (. MBS 1k o/
Pyl k(e, — a,) sin} ke (e, —a,) S0aNE; (ABEN)

so dals also der Ausdruck

2sink A (e, — e) sin(n +§)k.c(e, — )

& 7/;'7(7(11 -, sin %kc(iel — ;)

die Amplitude der Schwingungen in dem fiir die Sammlung der
Strahlen gewithlten Punkte darstellt.

§ 54. Die Lage und Anordnung der Helligkeitsmaxima
und -minima.

Der im vorigen Paragraphen abgeleitete Werth fiir die Am-
plitude der durch das Gitter austretenden Strahlen enthiilt einen
sin [k 4 (¢, — «,)]

k(ee, — e)
bei der Beugung an einer einzelnen Oeffnung vorkam (Gleichung 225 a).
Er bedingt in unserem Werthe also dieselbe Ausdehnung und Ver-
theilung der Helligkeit. Wir werden daher die gleichen dunkeln
Striche haben, welche eine einzelne Oeffnung geben wiirde. Bei
den gewthnlich benutzten Gittern sind nun aber die einzelnen Oeff-
nungen aufserordentlich fein, und es ist daher der mittlere helle
Streifen nach der Seite, d. h. in der Richtung der z-Coordinaten,
sehr weit ausgebreitet. Man findet zwar bei genauer Betrachtung
manchmal noch weitere seitwiirts gelegene Minima und Maxima, aber
gewdhnlich wird die ganze Erscheinung von dem ersten durch diesen
Factor bedingten Minimum in ziemlich grofser Entfernung von der
Mitte begrenzt.

Die Intensitiitsvertheilung in dem hellen Streifen ist nun aber
thatsiichlich doch nicht dieselbe, wie bei einer einzelnen Oeffnung.
Denn es tritt durch die Wiederholung der Oeffnungen in dem Aus-
sin (n + ) ke(ey, — @)

sin rkc (e, — 7 I
hinzu. Der im Zihler stehende Sinus wird Null werden, so oft

mn+3).ke.(e,—¢e)=0a.n (237)

wird, wo a eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Wir werden also
wiederum eine Reihe von iiquidistanten dunkeln Linien haben; aber da

Factor , welcher auch in dem Werthe der Amplitude

drucke der Amplitude noch ein zweiter Factor,
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hier (¢, — «,) multiplicirt ist mit (» + §).¢, d. h. der halben Breite
des ganzen Gitters, so stehen diese dunkelen Linien sehr viel niher
an einander, weil bei dem grifseren Factor durch Zunahme des
Winkels (¢, — «,) der Werth = schneller immer wieder erreicht wird.
Die zwischen diesen Stellen villiger Dunkelheit liegenden Maxima
werden, da der Zihler sich viel rascher #indert als der Nenner,
wenn dieser nicht verschwindet, nahezu da erreicht, wo der Zihler
sein Maximum hat, also fiir:

sin(n + ). k.e.(e, — )= 1,
und es ist fiir sie daher:

O,=C. 2.sink. A(l —e) 1

,,k.(“] it — CO8 N 1. (238)

: sindk.c(e, — e,)

Bei zahlreichen Oeffnungen sind nun diese Maxima, verglichen
mit den sogleich zu betrachtenden Hauptstellen grofster Helligkeit,
so schwach und undeutlich, dafs man sie gar nicht zu sehen be-
kommt, wenn man ihnen nicht besondere Aufmerksamkeit schenkt
und sorgfiltig gereinigtes monochromatisches Licht benutzt.

KEine Ausnahme in der regelmiifsigen Folge der zwischen diesen
schwachen und undeutlichen Maxima gelegenen Minima tritt fiir
digjenigen Stellen ein, wo nicht nur

sondern zugleich

sin (n + §) ke (e — ¢,) = 0,
} (289)

sind ke, — ) =0

ist. Dieses ist zuniichst der Fall, wenn ¢, = «, ist, d. h. wenn wir
den gerade hindurch gehenden Strahl ins Auge fassen. Ks ist dann

(%in‘<"_+ keddidal G

== 2 2 4
sindk.c.(¢; — @) |a=a n+1 (240)

Weitere derartige Ausnahmestellen liegen dort, wo

und zugleich

(4B keo(ey—a)=a.7 } (241)

Yhoc(e,—e)=b.n

ist, wenn wir mit a und b zwei ganze Zahlen bezeichnen. Aus
diesen beiden Gleichungen ergiebt sich aber

a
= A 241
b 2n 41 ( #)

Wiichst also die Winkeldifferenz e, — e, stets, so wird sin(n 4 §) ke (e, —e,)
27 mal, d. h. so oft, als die um 1 verminderte Zahl der Oeffnungen
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in dem Gitter betriigt, den Werth Null erlangen, bevor da, wo in
regelmiifsiger Folge das (22 + 1)te Minimum liegen miilste, eine der
Ausnahmestellen eintritt, an denen die Sinuswerthe im Ziihler und
Nenner zugleich verschwinden.
Der Werth des Factors
sin(n + ) ke. (¢, — )

sindk.c. (e — a,)

ist in diesen Ausnahmestellen ebenso grols, wie er (Gleichung 240)
fir ¢, = , ist, d. h. gleich 2n + 1, gleich der Anzahl von Oefi-
nungen, welche in dem ganzen Gitter enthalten sind, und daher ist
fiir alle diese Ausnahmestellen

2sinkd (e, — )

O,=C.2n+1).- e cosnt. (242)

Die Amplitude nimmt in Folge ihres letzten Factors nach der Seite
hin ab, ist aber stets betriichtlich grifser, als die in der Gleichung (238)
dargestellte Amplitude der zahlreichen iibrigen Maxima.

Die Erscheinung ist nun in der That auch eine solche, dafs
man in der Mitte ein helles Lichtbild wahrnimmt, neben dem dann
in bestimmten Entfernungen Nebenbilder erscheinen, welche allmiih-
lich an Helligkeit abnehmen. Dazwischen ist bei den Gittern, welche
zahlreiche Oeffnungen enthalten, ein Schein ausgebreitet, der durch
sehr schwache undeutliche, abwechselnd helle und dunkle Linien
gebildet wird. Sind die Oeffnungen weniger zahlreich, so lost sich
der Lichtschein in die einzelnen von der Theorie geforderten
Linien auf.

Man kann nun auch fiir alle beliebigen Formen von Oeffnungen,
fiir kreisformige, elliptische, dreieckige Gruppen u. s. f,, oder Gruppen
von Dreiecken, welche pyramidenformig iiber einander gestellt sind
w. s. f., diese Integrationen ausfithren, wie wir es hier nur fiir eine
einzige Reihe rechteckiger Oeffnungen gethan haben. KEs kommen
dabei nur Quadraturen vor, wenigstens, wenn man bei der ersten
Anniiherung stehen bleibt und sich mit der Annahme begniigt, dals
der leuchtende Punkt und der Sammelpunkt, in welchem man die
Erscheinung beobachten will, beide von dem Gitter so weit entfernt
liegen, dals die Dimensionen des Gitters selbst sehr klein sind gegen
die Liinge der Strahlen.

Es lifst sich noch in anderer Weise eine kiirzere anschaulichere
Bedingung fiir die Lage der hellen und dunkeln Linien ableiten,
wozu wir nun itbergehen wollen. Dabei wird sich auch ergeben,
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welche Aenderungen in allen diesen Erscheinungen eintreten, wenn
entweder die Wellenliingen sehr grofs sind im Vergleich zu der
Grofse der beugenden Oeffnungen, oder wenn das Umgekehrte der
Fall. Die letztere Betrachtung fithrt uns dann zu der Beantwortung
der Krage, wann wir berechtigter Weise von einer Fortpflanzung
des Lichtes in geradlinigen Strahlen sprechen konnen. HKs wird
sich zeigen, dafs dieses als Grenzfall eintritt, wenn die Wellenliingen
unendlich klein sind sowohl im Vergleich zu der Grofse der Oeff-
nung als auch im Vergleich mit der Wegliinge, durch welche das
Licht sich fortpflanzt.

Vierter Abschnitt.

Die Beugungserscheinungen als Folge interferirender
Wellensysteme anschaulich abgeleitet.

§ 55. Die Erscheinungen bei einer einzelnen spaltfirmigen
Oeffnung.

Die bisher mathematisch berechneten Krscheinungen lassen sich
noch in einer anderen, mehr anschaulichen Weise betrachten und
als Folge der nach dem Huveuens'schen Princip stattfindenden
Superposition der Wellen ableiten. Wir haben hierbei jeden ein-
zelnen Punkt der Oeffnung oder der verschiedenen Oeffnungen in
Folge der in ihm vom urspriinglichen Erregungspunkt anlangenden
Wellen als neuen Erregungspunkt fiir ein Wellensystem aufzufassen,
welches sich dann auf der anderen Seite des Schirmes ausbreitet.
Durch Interferenz dieser Wellensysteme entstehen die Beugungs-
erscheinungen.

Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, dals der Er-
regungs- und der Sammelpunkt der betrachteten Wellen soweit von
dem beugenden Schirm abliegen, dafs wir alle Strahlen als parallel
ansehen konnen, d. h. also, dafs im Vergleich zu dem Abstand von
den beugenden Oeffnungen die Ausdehnung der letzteren verschwin-
dend klein ist.

Fallen die Strahlen senkrecht auf den Schirm, so haben sie
alle in der Ebene der beugenden Oeffnung dieselbe Phase, und eine
Differenz der Wegliinge zwischen den verschiedenen Strahlen besteht
nur in dem zweiten Medium, d. h. hinter dem Schirm.
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In Fig. 24 sei ab eine Oeffnung in dem Schirm, d'abd’ das
senkrecht einfallende Strahlenbiindel und aa”5”b ein beliebiges aus-
laufendes Strahlenbiindel, welches sich in einem unendlich weit ent-
fernten Punkte vereinigt. Das Loth be, welches von dem einen
Rande b der Oeffnung auf den Grenzstrahl gefillt ist, der durch
den Rand @ hindurch geht, moge ein Stiick a¢ abschneiden, welches
einer halben Wellenliinge gleich ist. Ks sind also gerade die ent-
gegengesetzten Phasen eingetreten, und diese Wellen vernichten den
Einflufs der Strahlen, welche durch den anderen Rand gegangen sind.
Bis zu dieser Weglingendifferenz haben sich noch alle Strahlen
verstiirkt; wird sie grofser, so fangen die Strahlen an, sich gegen-
seitig zu vernichten. Haben wir den Unterschied einer ganzen
Wellenliinge, d. h. ist ac gleich einer ganzen Wellenlinge, dann
besteht in ‘der Mitte ein Unterschied von einer halben Wellenlinge,
und es findet jeder Strahl, der in der ersten Hilfte der Oeffnung

a’ I

a’ b

Fig. 24.

liegt, in der anderen Hilfte der Oeffnung einen anderen, durch den
er vernichtet wird, und es wird also vollige Dunkelheit in der Rich-
tung, welche dem so geneigten Biindel entspricht, eintreten.

Ist die Strecke ac gleich drei halben Wellenliingen, so konnen
wir uns die Fliche der Oeffnung in drei Theile getheilt denken,
von denen die Strahlen des ersten Theiles gerade aufgehoben werden
durch die Strahlen des zweiten Theiles, welche entgegengesetzte
Phasen besitzen. s bleiben dann nur die Strahlen des dritten
Theiles iibrig, die sich gegenseitig verstiirken. Aus dieser Betrach-
tung folgt also auch, dafs die Gesammtamplitude der Lichtbewegung,
welche in dieser Richtung bestehen bleibt, nur ein Drittel von der-
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jenigen betragen wird, welche bei einem Unterschied der Wegliingen
von nur einer halben Wellenliinge besteht. s kinnen also in seit-
licher Richtung iiberall da schwiichere Maxima entstehen, wo eine
ungerade Zahl von halben Wellenliingen in die Strecke ac hinein geht.

In den allgemeineren Fiillen, wo beide Strahlenbiindel, sowohl
das einfallende wie das auslaufende, schriig gegen die Ebene der
Oeffnung gerichtet sind, werden wir dieselbe Construction auf beiden
Seiten der Oeffnung zu wiederholen haben, wie dieses in Fig. 25
ausgefithrt ist. Ks sind dann die beiden Strecken ae¢ und ad zu-
sammengenommen gleich der Differenz der Weglinge, und das Zu-
standekommen der Maxima und Minima ist dann dadurch bedingt,
dafls die Summe dieser beiden Strecken } oder # oder § u. s. w.
Wellenliingen betriigt.

Aus dieser ganzen Betrachtung geht hervor, dafs sowohl die
Grofse der Oeffnung als auch die Grofse der Wellenliinge von Kin-
flufs auf die Lage der verschiedenen Maxima und Minima der ge-
beugten Strahlen ist. Bei derselben Oeffnung werden kiirzere
Wellenliingen dichter neben einanderliegende Maxima haben, weil
fir sie die Zunahme von ac (Fig. 24) bez. ac + ad (Fig. 25) um
eine gleiche Anzahl von Wellenliingen eine geringere Aenderung der
Richtung erfordert, als fiir grifsere Wellenliingen. Andererseits muls
fir dieselbe Wellenliinge bei einer kleineren Oeffnung eine stiirkere
Ablenkung des gebeugten Lichtes vorhanden sein, ehe die fiir die
Maxima erforderlichen Wegdifferenzen eintreten. Maxima und
Minima liegen also um so dichter an einander, je kleiner die
Wellenliinge und je griofser die Oeffnung ist. Wenn man nicht
homogenes, sondern weilses Licht benutzt, so entstehen farbige Inter-
ferenzerscheinungen, weil die Maxima und Minima bei derselben
Oeffnung fiir die verschiedenen Wellenliingen nicht auf die gleiche
Stelle fallen.

§ 56. Die Erscheinungen bei einem Gitter,

Wir wollen nun annehmen, dafs mehrere gleich grofse spalt-
formige Oeffnungen in gleichen Abstéinden vorhanden sind, und dafs
die einzelnen Oeffnungen selbst sehr schmal sind. Dann wird jede
von ihnen weit auseinanderliegende Maxima und Minima ergeben,
so dafs bereits das mittlere Maximum allein ein weit ausgebreitetes
Lichtfeld bildet. Die Maxima und Minima der verschiedenen Oeff-
nungen decken sich, weil wir die Grifse des ganzen Gitters als klein
gegeniiber den sonstigen Entfernungen voraussetzen. Innerhalb jedes
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einzelnen dieser Lichtfelder, von denen wir aber nur das mittlere
nither beriicksichtigen wollen, kénnen nun die aus den verschiedenen
Oeffnungen heraustretenden Strahlenbiindel mit einander interferiren
und dadurch in ihm wieder nene Maxima und Minima der Hellig-
keit erzeugen.

Fallen die Strahlen senkrecht auf das Gitter auf, so entsteht
der ganze Wegunterschied bei der weiteren Fortpflanzung in dem
zweiten Medium. Wenn wir nun von einem Punkte & der zweiten
Oeffnung (Kig. 26) ein Loth mb auf einen Strahl fillen, welcher
durch den entsprechenden Punkt a der ersten Oeffnung gegangen

a” g P ar e’ 1’

Fig. 26.

ist, und wir hierbei von ihm eine einer ganzen Wellenlinge gleiche
Strecke am abtrennen, so wird der zweite Strahl dieselbe Phase
wie der erste haben, und die Wirkungen werden sich addiren.
Aber auch der dritte Strahl wird dann dieselbe Phase besitzen,
und ebenso jeder folgende, so dafls siimmtliche Strahlen sich gegen-
seitig verstiirken.

Es ist nun sofort ersichtlich, dafs bei allen Wegdifferenzen, die
einer ganzen Zahl von Wellenliingen gleich sind, die Strahlen ein-
ander verstirken. Man erhiilt also in ungefithr gleichen Abstéinden
zu beiden Seiten der ungebeugt durchgehenden Strahlen eine Reihe
von Maxima der Helligkeit. Dieses sind die hellen Linien, welche
man wahrnimmt, wenn man durch ein fein geritztes Gitter nach
einer hellen Lichtlinie hinsieht, die monochromatisches Licht aus-
sendet. Ist das Licht vielfarbig, so sind die Wellenliingen fiir die
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rothen Farben grofser als fiir die blauen, und es wird dann jedes
solche Nebenbild in ein Spectrum ausgezogen.

Diese Helligkeitsmaxima sind aufserordentlich schmale und feine
Linien, weil unmittelbar neben ihnen Stellen grifster Dunkelheit
liegen.

Diese dunklen Linien kommen in folgender Weise zu Stande:
Denken wir uns, dafs nicht zwischen den Strahlen zweier benach-
barten Oeffnungen, sondern der beiden #ulsersten an den Riindern
des Gitters gelegenen Oeffnungen ein Wegunterschied einer ganzen
Wellenliéinge besteht, so wird in der Mitte des Gitters ein Strahl
vorkommen, der um eine halbe Wellenliinge von dem einen der
beiden Strahlen differirt, und fiir jeden Strahl in der einen Hiilfte
des Gitters werden wir in der zweiten Hiilfte einen anderen haben,
der von ihm sich um eine halbe ‘Wellenliinge unterscheidet, also seine
Wirkung aufhebt. Dasselbe wird der Fall sein, wenn die Weg-
differenz zwischen den beiden Riindern des Gitters zwei, drei w. s. w.
Wellenliingen betriigt. Ks treten in diesen Richtungen also immer
dunkle Linien auf. Ausnahmen bilden aber diejenigen Richtungen,
in denen diese Wegdifferenz oder ein aliquoter Theil derselben so-
viel ganzen Wellenliingen gleich ist, als die um 1 verminderte Zahl
der Oeffnungen des Gitters betriigt. Ks sind dieses die Richtungen,
welche wir soeben bereits eingehend besprochen haben und in denen
wir das Zustandekommen von Helligkeitsmaxima nachwiesen. In
ihnen ist eben die Wegdifferenz fiir zwei benachbarte Oeffnungen
gleich einer Wellenliinge oder gleich einem ganzen Vielfachen einer
Wellenliinge. Aendert sich die Richtung aber so, dafs die Differenz
der Wegliinge der durch die beiden iulsersten Oeffnungen laufenden
Strahlen sich um eine Wellenliinge indert, so haben wir Stellen
volliger Dunkelheit. Diese Richtungsiinderung ist nun bei Gittern
mit grofser Oeffnungszahl ungemein gering, und daher sind jene
Helligkeitsmaxima sehr schmale scharf begrenzte Streifen.

Die bisher besprochenen Helligkeitsmaxima liegen also da, wo
in regelmiifsiger Folge Stellen volliger Dunkelheit liegen miifsten.
Viel kleinere Maxima liegen zwischen je zwei jener zahlreichen
dunklen Linien. Sie kommen da zu Stande, wo die Wegdifferenz
zwischen den beiden Rindern des Gitters eine ungerade Anzahl
von halben Wellenléingen betriigt. Sind es etwa drei halbe Wellen-
liingen, so konnen wir uns die Breite des Gitters in drei gleiche
Theile eingetheilt denken. Dann hebt der erste Theil den zweiten
in seiner Wirkung auf, weil jede Oeffnung in dem ersten Theile
dann eine andere in dem zweiten Theile findet, welche um eine

H. v. HELMBO1YZ, Theoret. Physik, Bd. V. ° 13
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halbe Wellenliinge verschieden ist, und nur ein Drittel der Oeffnungen
verstiirkt sich gegenseitig, so dafs relativ schwache Wirkungen in
diesen Maxima zu Stande kommen. Sie sind dazu noch durch
aufserordentlich eng an einander liegende Minima von einander ge-
trennt, so dafs sie meistentheils, wie wir in § 54 schon sahen, in
Form eines miifsigen Lichtnebels zur Erscheinung kommen, der
zwischen den hellen Streifen liegt, die den Hauptmaxima ent-
sprechen, welche auf diesem hellen Nebelstreifen sich sehr deutlich
und stark abheben.

§ 57. Beugung an einer Oeffnung, deren Durchmesser kleiner
ist, als eine halbe Wellenlinge,

Wie wir im Bisherigen sahen, hiingen die eigenthiimlichen
Diffractionserscheinungen wesentlich davon ab, dafs beim Zu-
sammenwirken des Lichtes, welches von verschiedenen Theilen einer
Oeffnung herkommt, im Allgemeinen diejenigen Strahlen, welche
durch verschiedene Punkte der Oeffnung hindurchgegangen sind,
Wegunterschiede darbieten, und sich dadurch beim Zusammentreffen
bald verstiirken, bald schwiichen. Wenn wir z B. eine Oeffnung ab
(Fig. 27) haben, an der das Lichtbiindel a’ab?" senkrecht auffallend

anlangt, und in einiger Entfernung irgend einen
” Punkt P, in dem sich die Strahlen sammeln,
die nun von den verschiedenen Theilen der
Oeffnung ausgehen, so haben diese verschiedene
Wege zuriickgelegt. Denken wir uns um den
Punkt P als Mittelpunkt Kugeln construirt, so
werden solche Kugeln, deren Radien Unter-
schiede von je einer halben Wellenliinge haben,
aus der Fliche der Oeffnung Streifen heraus
schneiden, deren Punkte Wellen aussenden, die
sich, im Punkte P angelangt, um halbe Schwin-
@ % gungen in ihrer Phase unterscheiden, so dals
Fig. 21. mindestens ein Theil der Wirkung des ersten
Streifens durch diejenige des zweiten aufgehoben
wird, und ein Theil der Wirkung des dritten aufgehoben wird
von dem vierten, u. s. f Deshalb sind die nach der Seite hin-
gehenden Wirkungen verhiiltnifsmiifsig klein.

Andererseits zeigen diese Betrachtungen auch, wie es sich fiir

verschieden lange Wellen verhalten wird. Wenn wir eine sehr enge
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Oeffnung haben, wir wollen einmal annehmen, eine Oeffnung, welche
kleiner als eine halbe Wellenliinge in ihrem Durchmesser sei, so wird
es nicht moglich sein, von den verschiedenen Punkten derselben nach
irgend einem seitlich liegenden Punkte Linien zu ziehen, welche sich
um mehr als eine halbe Wellenliinge unterscheiden. Denn das von
dem einen Rande der Oeffnung auf einen Strahl, der am anderen
Rande vorbei geht, gefiillte Lioth, schneidet von dem Strahl ein Stiick
ab, welches jedenfalls kleiner ist, als die Breite der Oeffnung, also
kleiner als eine halbe Wellenliinge. Die Strahlen miissen sich also
alle gegenseitig verstiirken, auch diejenigen, welche weit nach der
Seite hin fallen. Daraus folgt, dals wir durch Oeffnungen, welche
geringeren Durchmesser haben als eine halbe Wellenlinge, nach
allen Richtungen Licht sehen werden, wenn auch nur in einer
Richtung Licht auffillt. Ein Wellenzug, der durch eine solche
Oeffnung hindurchgegangen ist, wird sich also jenseits dieser Oeff-
nung nach allen Richtungen verbreiten. Die Stirke der seitlich
ausgebreiteten Bewegung ist schwiicher, als die der geradlinig fort-
gepflanzten, weil fiir sie erstens die perspectivische Grofse der Oeff-
nung und der Querschnitt der Strahlenbiindel, die in dieser Richtung
gehen konnen, kleiner wird, und zweitens grifsere Wegunterschiede
vorkommen, wodurch die gegenseitigen Verstiirkungen nicht so grols
sein werden als fiir die mittleren Richtungen.

Wenn also ein Strahlenbiindel durch eine Oeffnung, welche
enger ist als eine halbe Wellenliinge, hindurchgeht, so wird sich
jenseits der Oeffnung gar kein Strahl mehr ausbilden, sondern die
Wellenbewegung wird sich nach allen Seiten hin verbreiten, unge-
fithr, wie bei einer Kugelwelle, die von einem einzelnen Lichtpunkte
ausgeht. Beim Schall kommt dieses Phiinomen sehr hiufig vor,
denn es sind in vielen Fillen die Oeffnungen, durch welche der
Schall hindurchgeht, kleiner, als die Hilfte der Wellenlingen. Bei
den tieferen Tonen, an den unteren Grenzen der musikalischen Scala,
haben wir Wellen, welche bis zu 82 Fuls lang sind. Ihnen gegen-
iiber sind unsere Fensterdffnungen immer noch klein, und daher er-
kliirt es sich, dafs namentlich tiefe Tone jenseits von einem geiff-
neten KFenster nach allen Richtungen gleich gut gehort werden.
Wenn wir also durch eine sehr enge Oeffnung nach einem feinen
hellen Lichtpunkt hinblicken und einen breiten Lichtschein sehen,
80 ist das derjenige Ausnahmefall, wo die Bewegung des Lichtes
sich der Art anschlielst, wie sich die Bewegung des Schalles aus-
zubreiten pflegt. Das Entgegengesetzte tritt ein, wenn die Wellen-
linge, verglichen mit der Weglinge und der Breite der Oeffnung

18*
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aufserordentlich klein ist. Das ist der beim Lichte am meisten
vorkommende Fall; bei ihm lifst sich in der That zeigen, dals
dann eine ausschliefslich geradlinige Ausbreitung der Strahlen statt-
findet.

Fiinfter Abschnitt.

Durchgang der Lichtbewegung durch eine Oeffnung
von beliebiger Form unter der Annahme unendlich kleiner
Wellenliinge.

§ 58. Ankniipfung an frithere Ergebnisse.

Nachdem wir bisher einzelne Beispiele der Diffraction an engen
Oeffnungen behandelt haben, wollen wir nun allgemein die durch
irgend eine beliebige Oeffnung fortschreitende Bewegung der Licht-
wellen untersuchen, namentlich fiir den am hiufigsten vorkommen-
den Fall, dals die Wellenliingen sehr klein sind sowohl im Vergleich
zu der Grofse der Oeffnungen, durch welche das Licht hindurch-
geht, als auch im Vergleich zu den vom Lichte zuriickgelegten
Entfernungen.

Wir haben frither gefunden, dafs
__cos(kr)

v (243)

eine Losung der Differentialgleichung
Ay + K2y =0 (244)
darstellt, welche in dem Punkte » = 0 eine Ungiiltigkeitsstelle hat.
Frither (§ 44) haben wir den Grern'schen Satz auf Functionen
dieser Art, d. h. auf Functionen, welche Lisungen dieser Differential-
gleichungen sind, angewendet. Wenn wir mit ¢ eine zweite Function

bezeichnen, die der Gleichung (244) geniigt, so ergab sich damals
(Gleichung 206b)

0 0
47, =f(q>6~3$ — —('T(J%)dm (245)

wo ¢, den Werth von ¢ in einem Punkte » = 0 bedeutet und wo
das Integral der rechten Seite iiber irgend eine den Punkt O ein-
schliefsende Fliche zu erstrecken ist.
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§ 59. Anwendung auf einen Raum, der durch einen
absolut schwarzen Schirm mit einer beliebigen Oeffnung in
zwei Hilften getheilt ist.

Wir nehmen nun an, dafs der ganze Raum durch eine dunkle
Scheidewand, welche eine beliebig gestaltete Oeffnung enthiilt, ge-
theilt sei; diese dunkle Scheidewand habe die Kigenschaft, dals sie
von allen Lichtbewegungen, die ihre Oberfliiche treffen, weder etwas
durchliifst noch reflectirt. Streng genommen trifft diese Annahme
bei keinem thatsiichlich vorhandenen Korper zu; aber wir kennen
doch eine Menge tiefschwarzer Korper, welche sich dieser Annahme
sehr nithern.

Wir wollen nun die Lichtbewegung untersuchen, welche in dem
Punkte 0 sich sammelt, nachdem sie, von dem Punkte 1 ausgehend,
durch die Oeffnung m» in dem absolut schwarzen, nach den Seiten
hin beliebig weit ausgedehnten Schirm hindurchgegangen ist (Fig. 28).
Dann wiirde also eine geschlossene
Fliiche, welche den Raum S vollstiin- 0
dig umgiebt, bestehen konnen 1) aus S
den beliebig weit entfernten bis an den
Schirm reichenden Grenzen, 2) dem

schwarzen Schirm, und 3) einer be- el
liebigen, die Oeffnung mn schliefsen-

den Fliiche, welche in der Figur durch

die feine ausgezogene Linie angedeutet .1
ist. Um den Werth von ¢,, also Fig. 28.

den Werth von ¢ im Punkte 0 zu

finden, miissen wir das Integral der Gleichung (245) iiber diese
ganze Fliche ausdehnen. Der Theil des Integrals, der sich auf
die weit entfernten Grenzen bezieht, kann gleich Null gesetzt
werden, indem wir annehmen, dafs hierhin noch keine Licht-
bewegung gelangt ist, ¢ und —27\(’; also verschwinden. Ebenfalls ist
derjenige Theil, welcher sich auf die Oberfliche des schwarzen
Schirmes bezieht, gleich Null, weil hier die ganze Lichtbewegung
vernichtet wird, so dafs also nur die Fliche zur Beriicksichtigung
itbrig bleibt, welche die Oeffnung schliefst. Es ist nun zuniichst zu
untersuchen, ob der Werth des Integrales von der Fithrung dieser
Fliiche unabhiingig ist. Zu dem Zwecke legen wir durch die Oeff-
nung eine zweite, in Fig. 28 durch die punktirte Linie angedeutete
Fliiche, so dafs also jetzt die beiden in der Oefinung liegenden
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Fliichen einen geschlossenen endlichen Raum vollig begrenzen. Das
Integral iiber die gesammte Oberfliche dieses Raumes hat nun, wie
wir oben gesehen haben, fiir den Punkt 0, der hier ein #ulserer ist,
den Werth Null, wobei aber die Normalen siimmtlich in das Innere
dieses Ranmes hinein zu nehmen sind, so dalfs sie also fiir die eine
unserer beiden die Oeffnung schliefsenden Fliichen auf den Punkt 0
zugerichtet, fiir die andere aber von ihm abgewandt sind. Da das
gesammte Integral gleich Null ist, so ist also das Integral iiber die
eine Fliche gleich dem negativ genommenen Integral iiber die
andere Fliche, d. h. gleich dem Integral iiber die andere Fliiche,
wenn die Normalen hier umgekehrt werden, also ebenfalls dem
Punkte 0 zugewandt sind. KEs ergiebt sich daraus die wichtige
Folgerung fiir die Theorie der Diffraction, dals es einerlei ist, wie
wir die Fliche ziehen, durch welche wir uns die Oeffnung in dem
dunklen Schirm verschlossen denken. Jede Fliche, welche die
beiden Theile des Raumes vollstindig von einander trennt, mufs
denselben Werth des Integrales geben, und es folgt daraus, dals
die Werthe der Function ¢ in dem jenseits liegenden Raume nur
von der Form der Grenzlinie der Oeffnung abhiingen.

Physikalisch erscheint das selbstverstiindlich; denn eine solche
Grenzfliche wiirde ja immer nur eine gedachte sein; aber dals
unsere mathematischen Ausdriicke wirklich dieser Bedingung Ge-
niige leisten, und dafs unsere Analyse in dieser Weise zu einem
richtigen Resultate fiihrt, mufste erst nachgewiesen werden. KEs
bleibt nur als Bedingung bestehen, dals die Grenzfliche in der Weise
gewithlt sein mufs, dafs sie die Oeffnung des Schirmes vollstiindig
schlielst.

§ 60. Annahme bestimmter Functionen fiir die
Wellenpotentiale.

Wir wollen nun fiir unsere Functionen ¢ und 1 bestimmte
Annahmen machen, und zwar wollen wir setzen:

und (247)
_ cos(kr, —nt)

41

wo 7, die Entfernung vom Sammelpunkte 0 der Strahlen, d. h. also
von dem Punkte, fiir den wir die Lichtbewegung finden wollen, und
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7, die Entfernung von dem Ausgangspunkte 1 der Strahlen be-
zeichnet.
Dadurch formt sich unsere Gleichung (245) um in:

_ [[cos (kr, — nt) Or, 0 (coskr,
%% —f{‘_rl ' ON’ or, " )
coskr, Or, 0 ((,Os(lml — nt))] s

e R

0

(245 2)

L4

Hierin ist, da der Sammelpunkt O im Innern des Raumes liegen
muls, iiber den sich das Integral erstreckt, die Richtung von N nach
der Seite der abnehmenden Werthe von », zu nehmen. Fiihren
wir die vorkommenden Differentiationen aus, so ergiebt sich:

Aol =f[coq kry On '{k sin (kr, — n) +cos (kr,‘—n t)}

r, ON £ et (245D)
cos(kr, — nt) Or, [ksin(kr))  cos kr(, H
080 T 0T O RS it 8 do
r oN | o 0

wobei also das Integral nur iber die gedachte Fliche auszudehnen
ist, welche die Oeffnung in dem schwarzen Schirm verschliefst.

Wenn wir dieselben Betrachtungen, die wir auf die Gleichung
(245) angewendet haben, auch auf die Gleichung (209) anwenden,
wonach fiir irgend eine geschlossene KFliche

0 =f(¢.5§N (sin’f:.:ro)) _sinikro).g_%)d

0

ist, so erhalten wir entsprechend der Gleichung (245b) fiir
__ sin(kr, —nt)

4
0 =f sinkr, 0r { kcos (kr, — ni) i sin (kr, — nt)}
r, ON 5 2

_sin(kr, —nt) Ory { lccosk_&,_l_Sin(";”o)}]dw
ry ‘ON o 7o

Ziehen wir die rechte Seite dieser Gleichung von der rechten Seite
der Gleichung (245b) ab, so ergiebt sich

k [0
T

. (rll g;\lf—l gN)cos(k(ro+r,)—nt)]dm

(245 ¢)

7'0 7’1
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§ 61. Einfiihrung elliptischer Coordinaten.

Zur Ausfihrung des Integrales der letzten Gleichung (245¢)
wollen wir andere Coordinaten benutzen. Zu diesem Zwecke ziehen
wir eine gerade Verbindungslinie zwischen dem Stdrungspunkte 1
und dem angenommenen Sammelpunkte 0, welche wir im Nach-
folgenden stets als Axe bezeichnen wollen. Diese Verbindungslinie
nehmen wir als z-Axe, und zwar ihre Mitte als Nullpunkt an und
lassen 2 in der Richtung von 1 nach 0 hin wachsen; die Entfernung ¢
von dieser Verbindungslinie bilde die andere Coordinate. Ks stellt
dann ¢ die Linge des Lothes dar, welches von einem in beliebiger
Richtung seitlich gelegenen Punkte auf die x-Axe gefillt wird.
Ferner denken wir uns eine Reihe von Ebenen durch die z-Axe
hindurch gelegt, deren Neigungen gegen eine beliebig unter ihnen
ausgewithlte mit & bezeichnet werde. Diese Ebenen wollen wir im
Folgenden ,Meridianebenen® nennen.

Nunmehr wollen wir unsere Coordinaten weiter umformen, in-
dem wir in jeder Meridianebene sogenannte elliptische Coordinaten
benutzen. Zu diesem Zwecke setzen wir:

i YT TR (248)
und
o=4d.p.o0, (249)

wodurch zwei neue Variable, u und o, eingefiihrt und in ihrer Be-
ziehung zu den alten Coordinaten 2 und g definirt sind. Dabei
soll 2 4 gleich dem Abstand der Punkte 0 und 1 sein. Fiihren wir
den Werth von ¢ aus Gleichung (249) in Gleichung (248) ein, so
ergiebt sich, nachdem wir quadrirt haben:

0
.7;2 = A2.(1 — ﬂz).(l + m)
oder nach Division durch 42%.(1 — u?%:
i 0?
A% (1 —u?) e A% y?

o1 (250)

Das ist aber die Gleichung einer Hyperbel, und zwar einer Hyperbel,
deren reelle in die 2-Axe fallende Hauptaxe die Liinge 4.)1 — p?,
und deren Nebenaxe die Liinge 4.u hat, deren Brennpunkte also
den Abstand 2 4 besitzen und mithin in die Punkte 0 und 1
fallen.
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Fithren wir aber den Werth von u aus Gleichung (249) in
(tleichung (248) ein, so erhalten wir analog:

S 0*
o= A2.(1 + 0'2).(1 _ FF)
oder
2 ()2

4?2 o?

&
-+

Dies ist die Gleichung einer Ellipse, deren halbe grofse Axe gleich

A.Y1 + 0% und deren halbe kleine Axe gleich 4.5 ist, deren
Brennpunkte also auch den Abstand 2 4 besitzen und in die Punkte
0 und 1 fallen. Die Beziehungen auf die beiden Axen der Ellipse
kénnen nicht mit einander vertauscht werden, da bei reellem Werthe

von o, den wir voraussetzen wollen, stets ./l.]/'lw-_l—';2 > A.o ist.

Es zeigt sich also, dafs die Curven von gleichem g und von
gleichem o Kegelschnitte sind, und zwar bilden die u-Curven ein
System von Hyperbeln und die ¢-Curven ein System von Ellipsen.
Allen diesen Curven ist 4, der halbe Abstand der beiden Brenn-
punkte von einander, gemeinsam.

Ueber die Gestalt der verschiedenen Ellipsen ist nun Folgendes
zu bemerken:

Wenn ¢ = 0 ist, so wird die kleine Axe der Ellipse, die ja
gleich 2 A ist, verschwinden, d. h. die Ellipse wird sich in die
grolse Axe, also in eine Gerade zusammenziehen, und zwar ist deren
Liinge, die allgemein gleich 2 4.1 4 o2 ist, hier gleich 24. In
demselben Maalse, wie & wiichst, wachsen auch die kleinen Axen .
der Ellipsen, sie bekommen aber auch, da der Abstand der Brenn-
punkte derselbe bleibt, grifsere grofse Axen, und zwar sind die-

selben gleich 2.4.)1+¢% Fiir sehr grofse Werthe von o gehen
die Ellipsen, da dann der Unterschied zwischen der grofsen und

kleinen Axe, 2 4 o und 2A.]/1‘-{-‘F verschwindet, in Kreise iiber,
deren Radius gleich 4.6 zu setzen ist. Ks ist demnach ¢ eine
Grifse, die von Null bis Unendlich wachsen kann. Den Werth Null
hat sie in der Verbindungslinie der Brennpunkte, den Werth Un-
endlich in allen unendlich weit entfernten Punkten.

Ueber die Abhiingigkeit der Gestalt der verschiedenen Hyper-
beln von dem Parameter u ist Folgendes zu sagen:

Ist u = 0, so haben wir den einen Grenzfall, dals die beiden
Hyperbeliiste sich reduciren auf die beiderseitigen Verliingerungen
der zwischen den Brennpunkten gezogenen Verbindungslinie. Die
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Liinge der Hauptaxe ist in diesem Falle gleich 2 4, withrend die
Nebenaxe sich auf Null zusammenzieht. Lifst man nun p wachsen,

so nimmt die Hauptaxe stets ab, da sie gleich 2.4.)1 — u? ist,
withrend die Liénge der Nebenaxe A.u wiichst. Bei p =1 ist der
andere Grenzfall erreicht, indem dann die Hauptaxe gleich Null
geworden ist, und die beiden Hyperbeliste in jeder Ebene mit der
o-Axe zusammenfallen,

Um also siimmtliche moglichen Ellipsen und Hyperbeln zu er-
halten, welche die beiden in dem Abstande 2 4 von einander ent-
fernt liegenden Punkte zu Brennpunkten haben, miissen wir o von
Null bis Unendlich und p von O his 1 variiren.

Indem wir uns nun in jeder Meridianebene alle diese Ellipsen
und Hyperbeln gezogen denken, entsteht eine Schaar von Rotations-
ellipsoiden und zweischaligen Rotationshyperboloiden.

Die Anwendung der elliptischen Coordinaten hat den Vortheil,
dafs fiir alle Punkte, die auf einem und demselben Ellipsoid liegen,
die Summe der Entfernungen », und 7, also die Summe der Liinge
der beiden Strahlen, denen wir zu folgen haben, wenn wir von dem
Ausgangspunkte der Strahlen zu irgend einem beliebigen Punkte
hingehen und von da weiter zu dem Sammlungspunkte der Strahlen,
immer die gleiche Grifse hat, und dafs also die Strahlen, welche
gleichzeitig von einem Brennpunkte ausgegangen sind, mit iiberein-
stimmenden Phasen in dem anderen Brennpunkte eintreffen und sich
dadurch gegenseitig verstiirken. Die Strahlen von gleichem Werthe
des Parameters ¢ repriisentiren in der That diejenigen Strahlen, welche
in dem Sammelpunkte mit gleicher Phase wieder eintreffen. Wenn
wir uns also durch die Fliche der Oeffnung hindurch die Reihe der
Ellipsoide construirt denken, bei denen die Grifse k(r, + r,) um je
eine halbe Wellenliinge zunimmt, so wird jeder dadurch aus der
Fliche der Oeffnung herausgeschnittene Ring Strahlen enthalten,
welche sich in ihrer Wirkung beim Eintreffen in dem Sammel-
punkte verstiirken, withrend die Strahlen benachbarter Ringe sich
gegenseitig schwiichen.

§ 62. Die Eigenschaften elliptischer Coordinaten.

Bevor wir von den elliptischen Coordinaten zur Umformung
des Integrales der Gleichung (245¢) Gebrauch machen konnen,
miissen wir einige allgemeine Kigenschaften derselben und einige
aus ihnen sich ergebende Formeln ableiten.
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1. Zuniichst wollen wir nachweisen, dafs in jeder Meridian-
ebene die beiden Systeme von Kegelschnitten orthogonale Systeme
sind, d. h. dafs jede Curve des einen Systems rechtwinklig von jeder
Curve des anderen Systems geschnitten wird. Aus den Gleichungen
(248) und (249) ergiebt sich fiir einen constanten Werth von o

do = $—“._—:‘:—_ Vl -+ o? . d[l
AR (252)

und
do = A.o.dp,

fiir einen constanten Werth von u aber

5T
1 —u®.d
Vi+o b T (258)

do=A.p.do

dx = +

und

Die Tangente des Winkels, den eine irgendwo an die Curve ge-

legte Tangente mit der z-Axe macht, erhalten wir durch Bildung
¢ [ d

des diesem Punkte der Curve entsprechenden Quotienten d—:v} Wenn

wir diesen Winkel fiir die Curven mit constantem ¢ mit «,, hin-

gegen fiir die Curven mit constantem u mit «, bezeichnen, so er-

giebt sich:

o ey
tga, = F F |/ 14 o
und (254)
1 2
tga,‘=j:‘; li:'
Es ist also:
tg @, = — cotg e, (255)
und daher:
%=%i% (255a)

Die Tangenten der beiden Curven stehen also auf einander senk-
recht, und die Curven selbst, die Ellipsen und die Hyperbeln,
schneiden sich stets rechtwinklig.

2. Die grofse Axe der Ellipse, welche gleich 2.4.)1 + o* ist,
entspricht der Summe der Brennstrahlen 7, und r,, so dafs also:

24. Y1 + a2 =r, +n, (256)
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withrend bei den Hyperbeln die Differenz der Brennstrahlen gleich
der reellen Axe der Hyperbeln ist, so dafls also '
+24.V1 —p=r —r,. (257)
Aus diesen beiden Gleichungen folgt:
n=d.(JTF 3 + YT= )
und o 510 (258)
ro=A.(Y1+ 6 F Y1 —p?).
Damit haben wir aber die beiden Entfernungen, welche der be-

treffende Punkt von den beiden Brennpunkten hat. Aulserdem er-
giebt sich

O _ .4
und (259)
Bl o e Ap
op V1=’
so dals also
%% =— %i’; : (259a)

was auch daraus gefolgert werden kann, dafs » + », von p un-
abhiingig ist. Ferner folgt aus den Gleichungen (258)

1y o7, = A2, (0? + p?). (260)

Bevor wir nun aber die hier erhaltenen Werthe benutzen konnen,
miissen wir eine geeignete Festsetzung iiber die Form der Grenz-
fliche machen, iiber welche wir das Integral der Gleichung (245c¢)
auszudehnen haben.

§ 63. Annahme iiber eine bestimmte Form der ideellen
Grenzfliche, welche die Oeffnung verschliesst.

Die Grenzfliiche, welche die Oeffnung in dem schwarzen Schirme
verschliefst, und iiber welche wir die Integration ausdehnen miissen,
wollen wir uns nun gebildet denken: erstens, aus lauter schmalen
Streifen der Rotationshyperboloide u = const., die von je zwei un-
endlich wenig gegen einander geneigten Meridianebenen ausge-
schnitten werden und sich von den einzelnen Elementen der Oeff-
nungsgrenze bis zu der Geraden 01 erstrecken; zweitens, aus
denjenigen unendlich schmalen Stiicken der Meridianebenen, welche
die Verbindungen zwischen den eben genannten Streifen bilden,
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also von zwei Hyperbelstiicken begrenzt sind, deren Parameter u
nur um unendlich wenig von einander differiren.

Es tritt damit, genau genommen, freilich eine Aenderung in
der Curvenfithrung der Oeffnung ein; denn wir haben nunmehr eine
eckige Curve, welche abwechselnd aus den Projectionen der ur-
spriinglichen Curvenelemente auf die Meridianflichen und aus dazu
senkrechten Stiicken besteht. Da diese beliebig klein angenommen
werden konnen, so kann die Anniiherung an die urspriingliche
Curve beliebig weit getrichen werden, und daher ist es berechtigt,
die neue Curvenfithrung an die Stelle der bisherigen zu setzen.

Weil sowohl », wie », in die Meridianebenen fallen, so ist fiir
die letztgenannten Theile unserer Integrationsfliiche

61'(, -3 671

N Lo 0 (261)

und wir haben daher das Integral unserer Gleichung (245¢) nur
ither die Hyperboloidstreifen auszudehnen. Bei diesen fiillt aber die
Richtung der Normalen N in die Schnittlinien der Flichen von
constanten o-Werthen, also der Rotationsellipsoide, mit den Meridian-
ebenen. Wiihrend in Richtung dieser Lothe o constant bleibt, wird
aber u sich iindern. Die Differentialquotienten nach N werden sich
also durch die Differentialquotienten nach p ausdriicken lassen.

Da das Linienelement ¢ N in einer Meridianebene liegt, so ist
hier zu setzen:

dN?* = da* + do? (262)

und zwar miissen wir diejenigen Werthe von dz und d¢ nehmen,
welche einer Aenderung von p bei constantem o entsprechen. Nach
unseren (leichungen (252) sind diese:

de = F V%ﬁﬂ;-]ﬁ + 0% .dp
und

do=A.c.dp.
Und daher ist:

2
dN3 = A3, ( —(-1-_%,”—)> d
2 2
=A’.qj:2_.d#2. (2624)

Also ist:
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oder Kesis
B 1 = 262b
N ~—*4 l/asz' i e
Nun ist aber:
Ory _0Or Ou
ON du ON

und indem wir hierin aus den Gleichungen (259) und (260) die
Werthe einsetzen, ergiebt sich:

a_rl 4 1 41 T—pu?
0N V 1—p2 4 ) o +p*
Oben ist festgesetzt, dafs die Normalen nach der Seite gezogen sein

sollen, auf der der Punkt 0 liegt. Ks mulfs also », mit N wachsen,
d. h. on ist positiv. Mithin ist

oON
Oty oo jidhrind
- ‘ 263
Zufolge Gleichung (259a) ist dann:
Oy .. w
= ——_-]/a” o d (263a)

Fithren wir diese beiden letzten Werthe und aus Gleichung (260)
den Werth

7y.1, = AY.(0? + p?)
in das Integral der Gleichung (245¢) ein, so erhalten wir, indem
wir das Integral der Uebersichtlichkeit halber in zwei Integrale
zerlegen

k 2u
4n<po=an o TP sin (k(r, + 1) —nt)do

; i J (264)
+fm—( - )V‘.E';AT_—“COS(k(f +7’1 —nt)dm
oder, wenn wir beachten, dals
sl op St LB 4) Lib O (265)
' 'y R A%, (0% + p?)
2k ; —
dng, = —————sin(2k4) 1 + 0 — nt)dow
(O e e :
(2644a)

+f 2u)1 + o coq(2kA]/l e o"—nt)d(u
4. (0% + p?)? Y o? + p*
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Es ist nunmehr noch der Werth des Flichenelementes dw in den
neuen Coordinaten auszudriicken. Wir gelangen dazu durch fol-
gende Betrachtung:

Die Breite eines Hyperboloidstreifens, ither deren Gesammtheit
sich die Integration erstreckt, ist an jeder Stelle gleich o.d @, wenn
de die unendlich kleine Neigung zwischen den beiden Meridian-
ebenen bezeichnet, welche den Streifen seitlich begrenzen. Wir
wollen nun als Flichenelement das unendlich kleine Rechteck
withlen, dessen Breite gleich ¢.de und dessen Linge gleich 41 ist,
wenn wir unter d! ein KElement der Schnittlinie einer Meridian-
fliche mit einem Hyperboloid verstehen. Diese Schnittlinie ist ein
Stiick einer Hyperbel. ks ist nun:

dI* = da® 4 d p*, (266)
wobei aber zu beachten ist, dafs wir bei der Berechnung von da

und dp, weil di auf einer Hyperbe! liegt, u constant annehmen
miissen. Dann ist nach den Gleichungen (253)

A. T E—

d_E = j: —-l_/l_-*_-(-r;r_z--‘/l —_ Mz.do'
und

do=A.u.do
und demnach

Az

di? = _1_+_0-_2_. [”2.(1 —u®) + pi(l + 62):] .do?
AS
pily o ‘(0% 4 pu?).d ot

oder

dlm —V—lri——_ﬁ-']/;r-i-_#”.da. (267)
Es ist also

; do =p.de.dl

(268)

oder, wenn wir fiir o aus Gleichung (249) seinen Werth

o=4.0.u
einsetzen,

o2 I+ u?
da)=A”.a.y-l/z*I~£—-du.dc. (268a)
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Dadurch verwandelt sich aber Gleichung (264a) in:

21»0',u @ 3
4, = ffdz + Vl—-|: = sin (2k AY1 + ¢* — nt)dado

+ TR YERT Y ) COo8s 2kAV1 + g —"lt dad(f
ﬂA;(i’ + ’L ) ’ ‘ ( )

Wir fithren nun eine neue Integrationsvariable ein, indem wir
=V1 + o (269)

o+ pd=p+s—1 (2694a)
cdo =sds (269b)

setzen; dann ist

und somit wird

4m e, ff“ s 2 sm(2kAs—nt)dads ‘

+\/\fA(‘uzi_8:2 1) COS(kals—nt)dads

Wir kionnen nun das erste Integral partiell integriren, wodurch”die
Grolse %, sofern sie nicht in dem Argument des Sinus vorkommt,
weggeschafft wird. Es ist:

ff,; f_"f sin(2k Ads —ni).de.ds

e _fp”.cos 2kds —nt)
i 4. +u?=1)

+f f cos(2kAs—nt) 668 ( 24_—:7:-1)-&9 (210)

SRS ;A s —
fA.(s’-f—p Fep ccos(2kAds —nt).de

(264.c)

ffA (#,2_:", 30082k As—nt).de.ds

Wenn wir diesen Werth in Gleichung (264 c¢) einsetzen, heben sich
zwei Integrale fort, und wir erhalten:

2
47’%="“f'_(8‘r_|_&; 1 ccos(2kAds—nt).de. (264d)
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Die horizontalen Striche, zwischen welche der unter dem Integral-
zeichen stehende Ausdruck eingeschlossen ist, bezeichnen, dafs er
zwischen den Grenzen zu nehmen ist, die fiir das partiell integrirte
Integral vorgeschrieben waren. Diese Grenzen sind hier durch die
Ausdehnung der Oeffnung gegeben.

Da wir an Stelle des Parameters o jetzt die Variable s ein-
gefithrt haben, so ist zu beachten, dafs in der Axe, d. h. also, in
der Verbindungslinie der beiden Brennpunkte, s = 1, weil hier ¢ = 0
ist. Aulserhalb der Axe ist ¢ > 0, und daher s > 1. Fiir unend-
liche Entfernung werden beide, ¢ und s, unendlich grofs. Wenn
also die Oeffnung des Schirmes sehr grofs ist, so wird s einen ver-
hiiltnifsmiifsig hohen Werth annehmen konnen, withrend u? als
Maximum nur den Werth 1 erreichen kann. Ks ist aber ersicht-
lich, dafs an der unteren Grenze nur dann s =1, also ¢ = 0 ist,
wenn die Axe durch die Oeffnung hindurch geht. Schneidet da-
gegen die Verbindungslinie die Oeffnung nicht, konnen also die
Strahlen nicht geradlinig von dem Ausgangspunkte des Lichtes zu
dem Sammelpunkte gelangen, so kommt der Werth s = 1 nicht vor,
sondern dann wird auch fiir die untere Grenze ein Werth s > 1 zu
setzen sein, und zwar werden fiir die verschiedenen Werthe von e,
also fiir die verschiedenen Meridianebenen auch verschiedene Werthe
fiir die untere Grenze von s eintreten.

§ 64. Integration des fiir das Wellenpotential ¢, erhaltenen
Werthes.

Die in unserer Gleichung (264¢) vorkommende Integration ist
nach e auszufithren, d. h, also, nach dem Winkel, den die Meridian-
ebenen mit einer beliebig festgesetzten Kbene bilden. Fiir jede
Meridianebene sind nun im allgemeinen die Grenzen von s ver-
schieden, und wir kionnen also « als Function von s betrachten.
Es ist daher gestattet, an Stelle von de in unseren Integralen
f(%—d s zu setzen und in diesem Sinne die Integration auszufithren.
Bei dieser ist zu beachten, dafs die Nenner nothwendig positive
Grofsen sind, die sich nicht in kurzen Perioden #ndern, sondern
im allgemeinen von gewissen kleinsten Werthen zu einem grofsten
Werthe wachsen.

Indem wir fiir de die erwithnte Substitution machen, verwan-
delt sich die Gleichung (264d) in

L5 p”.cos(2kAs——nt).iing
4’”’""“[ A@ rpr=1) ds °°
H. v. Hetmnornz, Theoret, Physik, Bd. V. 14
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und hier haben wir, da wiederum s als Integrationsvariable auftritt,
dieselben Grenzen als Integrationsgrenzen, welche wir bisher durch
die horizontalen Striche andeuteten. Durch partielle Integration
ergiebt sich:

_fy’.cos(2kAs—nt) de
A+ p¥—=1) ds

2

ds =

1 »

e MO ]) sm(2kAs'—nt)

(271)

u? g de
! 1 : d ds
i 7f.??-sm@k/ls--”‘)"(j; i1 L

Wir haben nun zu iberlegen, wie sich diese Ausdriicke ver-

halten, wenn & sehr grofs wird. Beide enthalten den Factor Il , und
dieser wird unendlich klein, wenn die Wellenliinge unendlich klein
wird, da k = E{—’— ist. Die Sinuswerthe sind immer echte Briiche,

konnen also dadurch, dafs sie als Factor auftreten, keine unend-
lich grofsen Werthe hervorrufen; dasselbe gilt von dem Factor
u?

443" + #_T)
44 und - _a_ unendlich grofs werden und dadurch bewirken, dafs
ds s*
selbst bel einem unendlich grofsen Werthe von /% der betreffende
Theil des Gliedes noch beriicksichtigt werden miifste.

Wir brauchen also nur diejenigen Theile weiter zu beachten,
in denen einer der Differentialquotienten unendlich grofs wird. Alle
ithrigen Theile verschwinden.

, wohl aber konnten die Differentialquotienten

Fiir den Differentialquotienten % tritt dieses zuniichst ein,

wenn die Grenzcurve der Oeffnung fiir eine gewisse Strecke auf
einem der Rotationsellipsoide liegt; dann wird sich s auf dieser
Strecke nicht #indern, withrend @ um einen endlichen Betrag wiichst.
An einer solchen Stelle wiirden wir demnach keinen Differential-

quotienten % bilden konnen, und wir miifsten fiir diesen Theil

des Integrationsintervalles wieder auf die Form der urspriinglichen
Gleichung (264¢), also auf die Form:

f,u (008 (2kAs —nt)
A.(8* 4 p*=1)
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zuriickgreifen, bei der die Integration aber ohne Weiteres leicht aus-
gefiihrt werden kann. Denn sowie s constant ist, wird die Grofse,
iiber welche wir nach der urspriinglichen Vorschrift integriren
sollen, ein constanter Factor, und zur Ausfiithrung der Integration
brauchen wir -diesen nur mit der Grofse ¢ des betreffenden Winkels
zu multipliciren. Ks ist dann also dieser Theil des Integrales gleich

pi.cos(2kAds — nt) —
Y I R e

wo unter g, das im Allgemeinen eine Function von e ist, ein mitt-
lerer Werth verstanden wird.
Wenn die Verbindungslinie zwischen dem Ausgangspunkt und

dem Sammelpunkt durch die Oeffnung geht, so wird stets ‘flz

unendlich. Die untere Grenze des Integrals ist dann niimlich s = 1,
und zwar umfafst sie den ganzen Kreis, welcher die Verbindungs-
linie unmittelbar umgiebt, so dafs hier

@ =2
ist. Lre
Falls nun fiir keinen Theil der Grenzcurve der Oeffnung s
constant ist, kein endlicher Theil also auf einem der Rotations-
ellipsoide liegt, so wird, wie wir gesehen, die obere Grenze des
Integrals sehr klein, und es ergiebt sich unter Beriicksichtigung des
oben abgeleiteten Werthes der unteren Grenze

fp cos(zkAs—nt) e M08@EA—nt) o
+p®—1) Apt :
2m.co8(2kA—nl)
y ;

mithin
cos(2k A —nt)
e 24

272)

d. h. ¢, erhiilt denselben Werth, den es auch ohne den Schirm er-
halten wiirde. Liegt aber die Grenzeurve der Oeffnung ganz oder
theilweise auf einem jener Rotationsellipsoide, so tritt noch der auf
diese Grenze beziigliche Werth

Iy Ccos(2kds —nt) —

AP +pi—1) %

hinzu. Dieser ist aber jedenfalls kleiner, als der von der unteren
14*
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Grenze herriihrende Werth; denn es ist, da in dieser Grenze s* > 1
sein muls,

Liegt nur ein Theil der Oeffnung auf einem der Rotationsellipsoide,
80 ist auch noch der Factor

E<2n.

Geht die Verbindungslinie zwischen Ausgangspunkt und Sammel-
punkt der Lichthewegung nicht durch die Oeffnung, sondern durch
den schwarzen Schirm, so fillt der von der unteren Grenze her-
rithrende Haupttheil des Integralwerthes fort, und es bleibt eventuell
nur der stets viel kleinere zweite Theil bestehen.

(s ist zu beachten, dafs dieser zweite Theil des Integralwerthes
nur an ganz bestimmten vereinzelten Punkten vorkommen kann. Kr
wird, wie aus seiner Form hervorgeht, um so kleiner sein, je grifser
s bei constantem p ist, d. h. je griofser das Rotationsellipsoid ist,
auf dessen Oberfliiche das betreffende Stiick der Grenze liegt; er
wird ferner um so kleiner sein, je kleiner bei constantem s der
Werth von p ist, d. h. je mehr sich das Stiick der Grenze von der
auf der Mitte der Verbindungslinie senkrecht stehenden KEbene
entfernt.

Nun ist noch weiter der Fall moglich, dals %%» an einzelnen

Punkten unendlich grofs wiirde, was dann bedeutet, dafs der Werth
von s fiir diese Werthe von « ein Maximum oder Minimum wird.
Fiir den entfernteren Theil der Oeffnung wird sich stets ein solches
Maximum bilden. KEs wird auch immer ein Minimum auftreten;
aber wenn die Curve continuirlich gekriimmt ist, so wird man
diesen Fall als einen besonderen Fall des eben behandelten be-
trachten konnen, indem man den einen Punkt, an dem der Diffe-

rentialquotient (fl—z unendlich grofs ist, als eine unendlich kurze

Strecke betrachtet, die auf einem der Rotationsellipsoide liegt. Wir
miissen dann also auch hier wieder auf die urspriingliche Integral-
form
¥ —
) f ut.cos (@kds —nd)
24(s* + p* — 1)
zuriickgehen; aber der bei der Integration auftretende Factor «

wird hier gleich Null, da er zwischen unendlich nahen Grenzen zu
nehmen ist.
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Die bisherigen Krgebnisse unserer Discussion konnen wir nun-
mehr dahin zusammenfassen, dafs die in Gleichung (271) angegebene
partielle Integration nur dann zu benutzen ist, wenn der im ersten
Gliede der rechten Seite dieser Gleichung vorkommende Differential-

: d : ’ b e :
quotient —d-% einen endlichen Werth hat, dafs in diesem Falle aber

das erste Glied selbst verschwindet.
Welchen Werth erhiilt dann aber das zweite Glied

u , de
1 1 ds
/;"fEZ-A‘ sin(2k4s — ni). da e e | .ds
unserer Gleichung (271)?7 Wird die Differentiation ausgefiihrt, so
erhiilt man

1 2p LA\ da
et el R T BT T B —_ 2k Mt
kf2 A% (8% + p? — ) ('u + (lb d6> ds sin(2kAs —nt) ds

1 w? d'e | .
+ kf'2"4—2(_82‘+—#2T1) . "d sn— « 81N (2]& As— nt) ds.
Da hier ‘:l‘:« endlich vorausgesetzt wird und %’5 hochstens

in einzelnen Punkten der Grenze unendlich werden kann, was bei
der Endlichkeit von p das Integral nicht unendlich machen kann,

so wird das erste Integral wegen des Factors ;‘— sehr klein. In dem

unendlich werden, aber unter

. . d* e
zweiten Integral konnte nun zwar )

der gemachten Voraussetzung hochstens in der Weise, dafls f 2—{ ds
noch einen endlichen Werth giebt; unser Integral enthiilt aufserdem
unter dem Integralzeichen nur noch Factoren, welche echte Briiche
sind, und soll ferner noch durch den unendlich grofsen Factor k&
dividirt werden. Das Glied verschwindet daher.

Es ergiebt sich also, dafs die rechte Seite der Gleichung (264 d)
fiir unendlich kleine Wellenliingen nur dann einen dauernd bleiben-
den Werth hat, wenn die Axe durch die Oeffnung hindurch geht.
Enthiilt die Oeffnungsgrenze endliche Theile, die auf einem der
Rotationsellipsoide liegen, so treten noch endliche Theile des Inte-
grales auf, welche aber sehr klein sind, und von denen zu beachten
ist, dafs sie sich nur auf ganz bestimmte Ausgangspunkte und
Sammelpunkte beziehen; denn fiir die unmittelbar daneben liegen-
den Punkte, die eine etwas andere Lage der Axe bedingen, fillt
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dieser Theil des Integrales fort. Bei Vernachliissigung dieser Theile
haben wir also nach Gleichung (272)

cos(2k.4 — nli)
Po = 24 Y
Da nun aber 2 4 die Entfernung zwischen dem Ausgangs- und dem

Sammelpunkte der Lichtbewegung ist, die wir hier einmal mit »
bezeichnen wollen, so dafs also die letzte Gleichung die Form

(278)

cos (kr — nt)
¢!

Po = (274)
erhiilt, so zeigt sich, wie schon oben bemerkt, dafs in diesem Falle
¢, in dem Sammelpunkte der Strahlen genau denselben Werth hat,
den es haben wiirde, wenn gar kein Schirm da wire. Das wird
der Fall sein fiir alle die Punkte, die man vom Ausgangspunkte
aus geradlinig erreichen kann, ohne auf den Schirm selbst zu treffen.
Hingegen wird im allgemeinen ¢, in allen denjenigen Punkten ver-
schwinden, wo diese Verbindungslinie den Schirm schneidet. Da-
durch ist also in der That die Lehre von der Strahlung des Lichtes
begriindet, aber nur als ein Grenzfall, welcher vollstindig nur dann
eintritt, wenn die Wellenliingen unendlich klein sind.

§ 65. Uebereinstimmung mit der Erfahrung.

Die thatsiichlichen Erfahrungen iiber die Fortpflanzung des
Lichtes sind nun in vollkommener Uebereinstimmung mit den eben
gemachten Auseinandersetzungen. Wir wissen aus dem alltiiglichen
Leben, dafs, so oft wir Strahlen, namentlich solche, die von einem
sehr eng begrenzten Lichtpunkte ausgehen, durch Oeffnungen hin-
durchgehen lassen, welche verhiiltnifsmiifsig grofs sind gegen die
Wellenliingen des Lichtes, ein Lichtkegel entsteht, welcher von ge-
radlinigen Strahlen begrenzt ist. Die Grenze wird um so schiirfer,
je feiner der Lichtpunkt ist. Gewdhnlich haben wir es mit Licht-
quellen zu thun, welche eine gewisse Ausdehnung haben, und dann
sind auch die Schattengrenzen bis zu einem gewissen Grade ver-
waschen, weil dann die Schattengrenze fiir den einen Rand der
Lichtquelle an einer anderen Stelle liegt, wie fiir den anderen
Rand. Ks ist dann in einer gewissen Breite weder Vollschatten,
noch volle Lichtstiirke, sondern ein sogenannter Halbschatten, in-
dem die Punkte dieses Raumes geradlinige Strahlen nur von einem
Theile, und nicht mehr von der ganzen Lichtquelle erhalten. Je
enger der Ausgangspunkt der Strahlen ist, je mehr er sich einem
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geometrischen Punkte in Bezug auf seine Ausdehnung nithert, desto
schiirfer sind also die Schattengrenzen.

Geht die Verbindungslinie zwischen dem Ausgangspunkte und
dem betrachteten Punkte gerade durch den Rand der Oeffnung,
dann bleibt von dem Integrationsintervall auf der linken Seite
unserer (Fleichung (272) nur noch die Hiilfte bestehen, und es wird
demnach die Lichtintensitiit an einer solchen Stelle auf die Hilfte
derjenigen reducirt, welche in dem vollen Lichtkegel herrscht. Da
die Wellenliingen in Wirklichkeit nicht unendlich klein sind, so
wird in Wirklichkeit auch die Schattengrenze nicht absolut scharf
sein, sondern immer von schwachen Diffractionserscheinungen, ab-
wechselnd hellen und dunklen, bei weilsem Lichte aber auch far-
bigen Siumen umgeben sein. s finden sich noch Spuren anderer
heller Grenzlinien in dem dunkeln Raume, und dafiir tritt eine ge-
wisse Schwiichung des Lichtes in dem hellen Raume am Rande des
Schattens ein. Wir wollen hiervon aber von jetzt an absehen und
die vollig geradlinige Verbreitung des Lichtes annehmen.



Fiinfter Theil.
Geometrische Optik.

Erster Abschnitt.
Die Spiegelung.

§ 66. Allgemeines,

Die Existenz von geradlinigen Lichtstrahlen und die Aus-
breitung des Lichtes in ihnen ist eine schon im Alterthum bekannte
Beobachtungsthatsache. Es erscheint dabei in der Vorstellung der
Menschen jeder einzelne Strahl gleichsam als ein unabhiingiges
mechanisches Ganze, das sich selbstiindig fortbewegt, ohne durch
seine Nachbarschaft beeinflufst zu sein. In Wahrheit verhiilt es
sich allerdings, wie wir gesehen haben, nicht so. Das thatsiichlich
Bestehende ist die Wellenbewegung, und die Strahlen sind nur
mathematisch geometrische Gebilde: die Normalen der Wellen-
flichen. Allerdings gehen die Wellenflichen in Richtung der
Strahlen vorwiirts; aber die Unterbrechung einer Wellenfliiche durch
einen schattengebenden Korper lifst doch die Bewegung in der
niichsten Nachbarschaft nicht ungestért. Im Gegentheil zeigten uns
die Untersuchungen iiber die Beugung, dafs eine seitliche Aus-
breitung der Wellen vorkommt, und eine ungestirte Fortpflanzung
neben einem schattengebenden Korper nicht moglich ist. Damit
ein Strahl in einer bestimmten Richtung vorwiirts gehe, kommt
es, wie wir gesehen haben, darauf an, dafs die von einem leuchten-
den Punkte ausgehenden unmittelbar benachbarten Strahlen an dem
gegebenen Endpunkte ohne gegenseitige Zeitdifferenz anlangen.
Wenn sie alle in derselben Zeit von dem einen Punkt zu dem an-
deren Punkt sich fortpflanzen, also auch mit gleicher Phase an-
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kommen, — nicht blofs der eine gleichsam isolirte geometrische
Strahl, der der wirklichen Verbindungslinie entspricht, sondern auch
die benachbarten Strahlen —,; so kinnen sie sich gegenseitig ver-
stiirken und eine gemeinsame Wirkung hervorbringen. Man kann
diese Bedingung auch dahin aussprechen, dals die Zeit, die ein
Strahlenbiindel gebraucht, welches eine Aenderung seiner Richtung
z. B. durch Reflexion an einer Fliche erfihrt, um einen bestimmten
Endpunkt zu erreichen, ein Maximum oder Minimum sein miisse.
Geschiecht nun die Bewegung in demselben Medium, so entspricht
gleicher Liinge des Weges auch gleiche Zeit der Fortpflanzung; kommen
verschiedene Medien in Betracht, so muls die Verschiedenheit der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit beriicksichtigt werden. Dieses ist von
Wichtigkeit fiir die Processe, die an den festen Begrenzungsfliichen
des Raumes, in welchem sich das Licht ausbreitet, vor sich gehen.
Wir kennen als solche Processe die Reflexion oder Spiegelung und
die Brechung des Lichtes; bei letzterer wird ein Theil des Lichtes
aber auch stets an der Grenzfliche reflectirt, und tritt nur zum
Theil in das andere Medium ein, welches jenseits der Grenzfliiche
liegt. Solche Reflexionen oder Brechungen finden iiberall da statt,
wo das Licht auf die Grenzfliche eines zweiten Mediums auftrifit,
in dem seine Fortpflanzungsgeschwindigkeit eine andere ist.

Nun lehrt uns die Beobachtung, dafs in einem solchen Kalle,
wo die verschiedenen Strahlen eines Biindels nicht unter wesentlich
verschiedenen Kinfallswinkeln auf die Grenzfliche auffallen, alle
Strahlen dabei zwar zuweilen eine Phaseniinderung erleiden, dalfs
diese aber fiir die einzelnen Strahlen stets die gleiche ist, so dalfs
also fiir die weitere Verfolgung des Weges aller dieser Strahlen die-
selbe Constante zu der Wegliinge hinzu zu rechnen ist.

§ 67. Das Spiegelungsgesetz.

Es miissen also die zuriickgeworfenen Strahlen, falls sie zu einer
gemeinsamen Wirkung in einem Punkte sich vereinigen sollen, in
diesem mit gleicher Phase eintreffen. Diese Bedingung ist erfiillt,
wenn fiir die verschiedenen Strahlen die Weglinge von dem leuch-
tenden Punkte nach der Grenzfliche, vermehrt um die Wegliinge
von der Grenzfliche nach dem Vereinigungspunkt, dieselbe ist, wo-
bei vorausgesetzt ist, dafs die Fortpflanzung der zuriickgeworfenen
Strahlen in demselben Medium geschicht, wie die der einfallenden
Strahlen, was bei der Spiegelung des Lichtes der Regel nach der
Fall ist. Wir wollen mit 0 den Ausgangspunkt des Lichtes, mit 7,
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die Liinge des Strahles bis zur Reflexionsfliiche, und mit », die
Liinge von hier bis zu dem Punkte 1 bezeichnen, fiir den die Wir-
kung untersucht werden soll. Wenn dann fiir eine Reihe von
Strahlen, die auf die verschiedenen Punkte der Kliche auftreffen,
die Summe 7, 4+ », entweder constant
ist oder sich nur um Grifsen von ein-
ander unterscheidet, welche kleiner
sind, als eine halbe Wellenliinge, so
wird eine gegenseitige Verstirkung ein-
treten. Krst, wenn ihre Wegdifferenz
eine halbe Wellenliinge iiberschreitet,
wird ein Theil der Strahlen einen an-
deren Theil aufheben, indem ihre Be-
wegung dann in jedem Zeitmoment in
entgegengesetzter Richtung stattfindet.
Es kommt also darauf an, dals
7 filr die verschiedenen Strahlen diese
Fig. 29. Summe 7, 4 », moglichst kleine Unter-
schiede habe, die aber auf jeden Fall
weniger als eine halbe Wellenliinge betragen miissen. Der Werth
von 7, 4+, wird nun fir zwei Punkte der Fliche, von denen
jeder in der auf den anderen beziiglichen Kinfallsebene, d. h. in
der Ebene, welche den leuchtenden Punkt, den Sammelpunkt und
den Einfallspunkt enthiilt, liegt, und die beide um die unendlich
kleine Strecke ds von einander entfernt sind, verschiedene Grifse
haben. Bezeichnen wir den Werth von », 4, fiir den einen der
beiden Punkte mit ¢, so kénnen wir den Werth fiir den anderen
Punkt nach dem TaAvror’schen Lehrsatz als Function von ds ent-
wickeln und bekommen dann:

~

d 15 at
ro +‘r1 = C+(_is_ (‘rl +r0).ds + ‘2—-‘d;§' (‘rl +7‘0).ds’+ ven (275)

Da wir nun die Entfernung ds als sehr klein angenommen haben,
so brauchen wir nur diejenigen Glieder zu beachten, welche die
niedrigsten Potenzen von ds enthalten.

Die erste Bedingung, dafs die Unterschiede der verschiedenen
Strahlen verschwinden, wiirde darin bestehen, dals der Differential-
quotient d
s (r +7)=0

s
oder (276)
d £ 8 »(‘l_ro_ = 1)
ds =
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sei. Dann wird ein Biindel von Strahlen, die dem ersten ein-
fallenden Strahl unmittelbar benachbart sind, nach diesem Punkte
abgelenkt werden konnen, ohne dafs eine wirkliche Phasendifferenz
zwischen ihnen auftritt.

Ziehen wir den Strahl nach dem an dem anderen Ende von
ds liegenden Punkte, so wird (siche Kig. 29) hier », etwas linger,
und den Unterschied konnen wir bei unendlich kleinen Werthen
von ds finden, indem wir von dem ersten Einfallspunkte ein Loth
auf den zweiten Strahl fiillen; es ist dann der Unterschied der
Liinge gegeben durch die andere Kathete des dadurch entstandenen
kleinen rechtwinkligen Dreiecks. Wir nennen nun e, den spitzen
Winkel zwischen dem einfallenden Strahl »; und der Richtung von
ds, oder, was dasselbe ist, zwischen », und der Tangente, die in der
Einfallsebene an die reflectirende K'liche gelegt ist. Ks ist dann
Jener Zuwachs von », gegeben durch die Gleichung

dry = ds.cos e, (277)
und daraus folgt:
dr,
a1 = 08 & (277a)

In ganz analoger Bezeichnung erhalten wir
dr,
ds

= = COS ¢, (278)

Das negative Zeichen tritt hier ein, weil » fiir spitze Winkel e,
abnimmt. Indem wir die Werthe der Gleichungen (277a) und (278)
in Gleichung (276) einsetzen, ergiebt sich:

— cos e, + cose, =0

oder
COS @, = COS ¢, . (279)

Denkt man sich auf der Fliche im Einfallspunkt eine Normale er-
richtet, das sogenannte Einfallsloth, so werden die Winkel, welche
7y resp. 7, mit dieser Normale machen, die wir mit 3, resp. 3, be-
zeichnen wollen, die Complementwinkel zu e, und e, bilden, und
wir konnen daher die letzte Gleichung auch schreiben:

sin 8, = sin 3,

By =Py (2794a)

Damit haben wir das bekannte Reflexionsgesetz abgeleitet, dafs der
Winkel, den der einfallende Strahl mit dem Kinfallslothe macht, gleich
ist dem Winkel, den der reflectirte Strahl mit dem Einfallslothe bil-

oder
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det, oder dals der Kinfallswinkel des Strahles gleich dem Reflexions-
winkel ist.

Bei einer solchen Reflexion besteht der wirkliche Vorgang in
der Zuriickwerfung der Wellensysteme. Indem diese sich dann
weiter ausbreiten, findet Uebereinstimmung der Phasen in der-
jenigen Richtung statt, die durch unsere Ableitung als die Re-
flexionsrichtung der Strahlen erwiesen wird, und in der thatsiichlich
auch allein Licht merkbar ist.

§ 68. Die Bildpunkte bei spiegelnden Flichen.

Die zweite Bedingung dafiir, dafs in unserer Gleichung (275)
der Werth von », + 7, ein Maximum oder Minimum ist, besteht
darin, dals das dritte Glied auf der rechten Seite verschwindet, also

d*r d*r,
Mg L)

ist. Setzen wir hierin die Werthe der Gleichungen (277a) und
(278) ein, so erhalten wir

l l
— -(-*(cos @) + —(——(cos o) =0

ds ds
oder
d d
vy (cos et)) = - 5% (cos e,)
oder
: dey d e,
SN ¢ - - =8 gy —-= (281)

Wir wissen nun schon, dafs bei der Reflexion die Summe der
ersten Differentialquotienten nur dann gleich Null ist, wenn
sin ¢, = sin ¢,; diese Bedingung mufs aber erfiillt sein, wenn iiber-
haupt die zweite Bedingung in Betracht kommen soll; denn es ist
nur dann von Belang, ob die
Glieder mit dem Factor ds*
gleich Null sind, wenn bereits
die Glieder mit dem Factor ds
gleich Null sind. Daher verwan-
delt sich unsere letzte Gleichung,
indem wir noch den Factor ds
auf beiden Seiten hinzufiigen, in

S .ds =2 s, (281a)
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Wir tragen nunmehr die Liinge des Kriimmungsradius o der Fliche

an dem Orte des Elementes ds auf dem im Kinfallspunkte errich-

teten Lothe ab und verbinden (Fig. 80) den Endpunkt 4 mit den

Punkten 0 und 1. Die Bezeichnung der Winkel & und g sei die-

selbe, wie vorhin; die Bedeutung der iibrigen Benennungen y,, 7,

@ und @ geht aus der Figur hervor. Dabei ist ersichtlich, dafs
W+ o =c¢,

wo ¢ einen constanten Winkel bezeichnet. Nun ist in dem einen
Dreieck

Y,to+p=mn (282)
und in dem anderen Dreieck

Yo+ W + f, =n
Yote—w+f,=m. (283)

Beriicksichtigen wir nun, dafs

oder

ﬂo . 9 — &
und
01
By = Ht

so ergiebt sich aus den Gleichungen (282) und (283)

n
a,=yl+m—2

und (284)
@, =y0+c—m—%-

Wenn wir nun nach ds differentiiren und mit ds multipliciren, so
erhalten wir:

dea, = dy, A, (1(0
: ds .ds——dwsi d6+.(lsi.ds
und (284a)
d «, - ady, dw
¥ ds—Ts" ds——E; ds.

Wir haben nun oben aber in Gleichung (281a) die Bedingung
dafiir, dafs in dem Werthe von 7, 4 7, auch die unendlich kleinen
Glieder zweiter Ordnung verschwinden, darin gefunden, dafs die
linken Seiten dieser beiden Gleichungen (284a) einander gleich
sind. Wir kinnen diese Bedingung also nunmehr schreiben:

dy, do . _ 4% ., _ G0 . 985
st ds + T ds = I ds 7 Tk (285)
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oder, da wir die einzelnen Glieder der Gleichung als vollstindige
Differentiale auffassen konnen:

dy, +dw =dy, —dw
oder
dy,—dy, =2.dw. (285 a)

0s ist nun #, .dy, die Linge des Lothes, welches wir von dem ersten
Endpunkt der Strecke ds auf den nach dem zweiten Endpunkt ge-
zogenen Strahl r, fiillen, und aus dem kleinen rechtwinkligen Dreieck
ergiebt sich:

r.dy, = —ds.sing,, (286)

da dy, negativ ist und wir ds und die Winkel ¢ und e, stets
positiv nehmen wollen. Statt ds kinnen wir nun aber ¢.d w setzen,
so dals wir also erhalten

r.dy, = —0.dw.sing,
oder
Ay v ok 9-?:.9&.,1,0 (286a)

1
und analog ergiebt sich
0.8in ¢,

o

I

dy, do. (287)
Indem wir diese Werthe fiir dy, und dy, in die Gleichung (285a)
einfithren und ferner fiir die nach dem Reflexionsgesetz gleichen
Winkel ¢, und ¢, die gemeinsame Bezeichnung e einfithren, folgt

(»i + —()—).sinw.dw =2dw

"o 4]
oder

1 1 2

v T T g.Ena (285)
Wenn wir nun an Stelle des Winkels « den Einfallswinkel, d. h.
den Winkel zwischen Strahl und Kinfallsloth benutzen, so er-

halten wir:

—+-T1—=——. (2884)

Das ist die gewihnliche Formel fiir die Reflexion an sphiirischen
Spiegeln, wobei , die Entfernung des leuchtenden Punktes von dem
Spiegel, », die seines Bildes, und ¢ den Radius des Spiegels be-
zeichnet.  Wir haben sie hier allerdings nur fiir ein unendlich
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kleines spiegelndes Flichenelement abgeleitet und fiir die Strahlen,
die in der Kinfallsebene liegen.

Da wir bei unserer Ableitung die Entfernungen auf derjenigen
Seite des Spiegels, von welcher das Licht einfiillt, d. h. auf der der
leuchtende Punkt O liegt, als positiv gerechnet haben, so ist bei
einem convexen Spiegel, wo o auf der anderen Seite liegt, dieser
Werth als negative Grifse in die Formel einzufithren.

Gewthnlich wird die Formel fiir nahehin senkrechte Incidenz
entwickelt; dann steht auch der reflectirte Strahl beinahe senkrecht
auf der Spiegelfliiche, so dafs # nahe gleich Null ist, und man als
Anniitherung cosf = 1 setzen kann. Dann ergiebt sich

i B (289)
rl r(l ()
KEs ist dieses die meistentheils zur Berechnung der Bilder bei
sphiirischen Spiegeln benutzte Formel.

Unsere Formeln (288) und (288a) sind allgemeiner, da sie auch
auf schriige Incidenz Bezug nehmen. Aus ihnen geht zuniichst
hervor, dafs fiir », = oo, d. h. wenn die Lichtstrahlen von einem
0.cosf
s

wird. Man nennt diese

unendlich entfernten leuchtenden Punkte kommen, », =
()
2
Entfernung vom Spiegel, in welcher die Strahlen eines unendlich
entfernten Gegenstandes sich vereinigen, die Brennweite des Spiegels.
Sie ist also fiir senkrecht einfallende Strahlen gleich dem halben
Kriimmungsradius. Bezeichnen wir sie mit #, so ist also

oder bei senkrechter Incidenz » = -

0

F= 5" (290)
Wendet der Spiegel den auffallenden Strahlen die convexe Seite zu,
so ist, wie wir sahen, ¢ negativ zu rechnen; es hat dann also auch
I einen negativen Werth, d. h. der Brennpunkt liegt hinter dem
Spiegel. Bei einem Concavspiegel liegt der Brennpunkt hingegen
auf der Seite der einfallenden Strahlen. Hat bei einem solchen 7,
einen endlichen positiven Werth, der grofser ist als die Brenn-
weite, so mufs auch » griofser sein als die Brennweite und das
Bild mufs von dem Spiegel abriicken, je nither der Gegenstand
kommt. Befindet sich der Gegenstand in der doppelten Brenn-
weite, ist also 7, = p, so wird fiir senkrechte Incidenz auch », = o.
Niihert sich der Gegenstand so weit, dafs er in den Brennpunkt
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riickt, wird also r, = g_,

endlich. Man kann dann sagen, dafs von dem Hohlspiegel in un-
endlicher Entfernung ein Bild erzeugt wird. Da dabei die Strahlen
parallel werden, so kann man sich auch die parallelen Strahlen
hinter dem Spiegel fortgesetzt denken, und daher ist ebenso gut
die Auffassung moglich, dafs das Bild in unendlicher Entfernung
hinter dem Spiegel liegt. Bei weiterer Anniitherung des Gegen-
standes an den Spiegel wiirde », noch kleiner werden, und es mulfs

so wird fir senkrechte Incidenz », un-

1 i A
dann —, also auch r, einen negativen Werth erhalten, was dann
7

aussagtl, dafs das Bild hinter den Spiegel fiillt.

Zur nitheren Erliuterung iiber das Zustandekommen der Bild-
punkte wollen wir noch folgende Betrachtung anstellen. Wenn wir
uns um den Ausgangspunkt 0 und den Sammelpunkt 1 als Brenn-
punkte KEllipsen construirt denken, so ist fiir die an derselben
Ellipse reflectirten Strahlen #, 4 7, = const,, und daher werden in
der That alle Strahlen, welche von dem einen Brennpunkte ausge-
gangen sind, in dem anderen Brennpunkte wieder vereinigt. Nun
folgt aus den bekannten geometrischen Gesetzen der Ellipse, dals
diese beiden Winkel, welche die Strahlen », und », mit der Curve
bilden, gleich sind. Wenn nun die Tangente einer anderen Curve
an einer beliebigen Stelle mit der Tangente an die Ellipse zu-
sammenfiillt, so wiirde die Wegliinge des an dieser Stelle gespiegel-
ten Strahles immerhin ein Maximum erreichen, und dasselbe wiirde
auch bei einer Spiegelung an der Tangente selbst der KFall sein,
aber es wiirde doch nicht am Orte des zweiten Brennpunktes der
Ellipse eine Sammlung der Strahlen stattfinden. Dieses tritt erst
dann ein, wenn fiir eine Fliche, die einen Brennpunkt in den
Punkt 1 werfen soll, nicht blofs die Tangente, sondern auch die
Kriitmmung sich derjenigen der Ellipse genau anschliefst. Dann
erst wird ein ganzes Strahlenbiindel, welches hier auf die spiegelnde
Fliiche auffiillt, in demselben Brennpunkte vereinigt werden.

§ 69. Spiegelung an einer beliebig gekriimmten Fliche. —
Astigmatische Strahlenbiindel.

Wir haben in unserer bisherigen Betrachtung vorausgesetat,
dafs das an dem anderen Ende von ds auf der spiegelnden Fliiche
errichtete Loth in der durch die Reflexion an dem Orte des ersten
Endes von ds gegebenen Einfallsebene liegt. Das braucht aber bei
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beliebig gekriimmten Klichen nicht der Fall zu sein; sondern es
kann die Normale des zweiten Punktes aus der Einfallsehene des
im ersten Punkte reflectirten Strahles herausfallen, und dann wiirde
der zweite Strahl iiberhaupt nicht mit dem ersten Strahl zusammen-
treffen. Wir wiirden aber durch das Verfahren, was wir bisher
eingeschlagen haben, immer noch diejenigen Bedingungen bestimmen
kinnen, unter welchen die optische Liinge der Strahlen am wenigsten
variirt.  Das ist die eigentliche Bedeutung der gemachten Aus-
einandersetzung.

Wir haben uns auf diese Annahme zuniichst beschriinkt, weil
es der praktisch wichtigste Fall ist. Wir miissen uns aber stets
daran erinnern, dafs moglicherweise der Strahl thatsiichlich einen
anderen Verlauf nimmt, und dafs der zweite Strahl den ersten
iiberhaupt nicht schneidet.

Wenn wir irgend welche reflectirende Fliiche haben und einen
leuchtenden Punkt, von dem eine Reihe von Strahlen mit der
Liinge r, auf die Fliche fallen und je nach der Art des Auffallens
in verschiedener Richtung reflectirt werden, so wiirden wir auf den
reflectirten Strahlen, deren Richtung durch das erwihnte Spiege-
lungsgesetz gegeben ist, Strecken r, abschneiden kinnen, welche
zusammen mit den Strecken », stets dieselbe Summe geben. Da-
durch gewinnen wir eine Kliche, fiir deren einzelne Punkte die
optische Liinge der gespiegelten Strahlen von dem leuchtenden
Punkte aus gemessen gleiche Linge hat. Wenn wir nun eine con-
stante kurze Strecke weiter gehen, so wiirden wir durch die neuen
Endpunkte wiederum eine Fliche legen konnen, fiir deren Punkte
die optische Liinge eine etwas andere wiire, als die der ersten
Fliche. Wir wiirden auf diese Weise eine Reihe von Klichen
construiren konnen, welche unter der allgemeinen Gleichung

7, + 7, = const.

gegeben wiiren. Ferner ist leicht ersichtlich, dafs die Strahlen,
an denen wir bei dieser Messung entlang gehen, auf diesen Flichen
senkrecht stehen miissen. Wenn man dieses beachtet, zeigt sich
sofort, dafs die Strahlenbiindel, welche durch Reflexion von einer
continuirlich gekriimmten Kliche entstehen, mit dem System von
Normalen zusammenfallen miissen, die man auf einer der Flichen
7, + 7, = const. errichtet. Nimmt man aber eine beliebige krumme
Fliiche und construirt fiir die einzelnen Punkte derselben die Nor-
malen, so giebt es fiir jeden Punkt der Fliche zwei Ebenen, die
durch das Verhalten der Normalen benachbarter Elemente charak-
H. v, Hermuornz, Theoret. Physik. Bd. V. 15
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terisirt sind, und welche man als die Hauptkriimmungsebenen be-
zeichnet. Die benachbarten Normalen, welche in einer der Haupt-
kriimmungsebenen liegen, schneiden niimlich die Normale, welche
durch den urspriinglichen Punkt gelegt ist, alle in einem Punkte.
Auf diese Weise erhalten wir fiir jeden Punkt einer belicbig ge-
kriimmten Fliche zwei Hauptkriimmungshalbmesser, deren Liingen
den Abstiinden vom Fufspunkt der Normale bis zu den Schnitt-
punkten entsprechen.

Die Strahlen, welche von einem continuirlich gekriimmten
Fliichenstiick reflectirt werden, schneiden sich also nicht alle in
einem Punkt, sondern es wird dieses nur bei den Strahlen der
Fall sein, welche mit dem Mittelstrahl in einer der beiden Haupt-
kriimmungsebenen liegen. Daraus ergiebt sich also, dafs die all-
gemeine Form der Strahlenbiindel, welche durch Reflexion ent-
stehen kiomnen, nicht von der Art ist, dafs sich alle Strahlen in
einem Punkte schneiden; es wird dieses vielmehr nur als besonderer
Fall eintreten.

Legen wir durch den Scheitel eines Ellipsoids in verschiedener
Richtung Schnitte hindurch, so werden diese verschiedene Kriim-
mung haben. Wenn nun auf den in der Ebene der Zeichnung
(Fig. 31) dargestellten Schnitt der gekriimmten Fliche ein paralleles

~

B

- /\

Fig. 81.

Strahlenbiindel auffiillt, so werden die Strahlen so reflectirt, dafs
sie in dem Punkte @ in einer gewissen Entfernung von dem Scheitel,
die dem halben Kriimmungshalbmesser dieser Schnittebene ent-
spricht, vereinigt werden, withrend ein Schnitt in einer anderen
Ebene einen anderen Kriimmungshalbmesser und also auch eine
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andere Vereinigungsweite in dem Punkte » fiir die Strahlen haben
kann. KEs werden dann in der Zeichnungsebene die vertical von
einander abweichenden Strahlen von oben nach unten vereinigt sein,
so dafs der Strahlenkegel, der von einem kleinen Flichenstiick aus-
geht, von oben nach unten zusammengedriingt wird und sich in
einer auf der Ebene der Zeichnung senkrecht stehenden Linie ver-
einigt. Die Strahlen, welche in einer zur Zeichnungsebene senk-
rechten Ebene liegen, wiirden dann nach unserer Annahme in
grifserer Entfernung zu einer in der Zeichnungsebene liegenden
Linie vereinigt werden. Man bezeichnet so beschaffene Strahlen-
biindel als astigmatische Strahlenbiindel. Stigma wird dabei als
Bezeichnung des Brennpunktes gebraucht, und astigmatisch ist also
ein Strahlenbiindel, welches keinen eigentlichen Brennpunkt hat,
sondern dessen Vereinigung in einer verwickelteren Weise geschieht.
Wenn der spiegelnde Theil der Fliche kreisformig begrenzt
ist, dann wird der Querschnitt des zuriickgeworfenen Strahlen-
biindels sich in der Richtung von oben nach unten schneller ver-
kleinern, als in der senkrecht zur Ebene der Zeichnung stehenden
Richtung, und dadurch wird er zuniichst einer quer gestellten
Ellipse iihnlich; diese zieht sich an der Stelle, wo der Brenn-
punkt fir das in der Zeichnungsebene liegende Strahlenbiischel sich
befindet, in eine horizontale Linie zusammen, die sich dann nach
der anderen Richtung, d. h. von oben nach unten, wieder erst zu
einer horizontal verliingerten Ellipse erweitert, dann durch einen
Kreis und eine vertical verliingerte Ellipse in eine vertical stehende
Linie iibergeht, hinter der sich das Strahlenbiindel wieder seitlich
ausbreitet und durch vertical gestellte Ellipsen in unendlich grofser
Entfernung wieder in Kreisform iibergeht. Ks besteht dabei aller-
dings ein Raum, in dem alle Strahlen sich gegenseitig sehr nahe
kommen; aber sie sind doch niemals in einem Punkte vereinigt.

§ 70. Die Spiegelung an Rotationsflichen, wenn die Strahlen
von einem Punkte der Axe ausgehen.

Der gewthnliche Fall, der bisher auch fast allein zur ana-
lytischen Untersuchung gekommen ist, ist der, dafs die spiegelnden
Fliichen drehrunde Gestalt haben, d h. entstanden gedacht werden
kénnen dadurch, dafs eine in einer Ebene liegende Curve um eine
in derselben Ebene liegende Gerade als Axe gedreht wird., Kine
solche Fliche hat an jeder Stelle natiirlich ebenfalls zwei Kriim-
mungsradien; aber der eine Kritmmungsradius fillt zusammen mit

15*
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dem Kriimmungsradius der erzeugenden Curve, wiithrend der andere
Kriimmungsmittelpunkt und damit auch der andere Kriimmungs-
halbmesser immer durch den Schnittpunkt der Normale mit der Axe
gegeben ist. Denn wenn wir eine Kugel construiren, welche diesen
Schnittpunkt zum Mittelpunkt hat und hier die Fliche in dem be-
treffenden Punkte beriihrt, so wird diese Beriihrung in einem Kreise
stattfinden, und jedes Element dieses Beriihrungskreises fillt mit
einer der Hauptkriimmungsebenen der Kliiche zusammen, weil lings
des Beriihrungskreises sich alle Normalen in demselben Punkte
schneiden; der Kriimmungsradius ist aber die Liinge der Normale
bis zum Schnittpunkt mit der Axe, d. h. der Radius der berithren-
den Kugel.

Wenn wir nun den leuchtenden Punkt in die Verliingerung
der Axe legen, so werden fiir alle Strahlen, welche in demselben
Meridianschnitt auffallen, die Einfallsnormalen alle in dieser Meri-
dianebene liegen, und daher werden auch die Strahlen nach der
Reflexion in derselben Kbene verbleiben. Kiir jede dieser IKbenen
gilt dann die einfache Betrachtung, die wir in § 68 angestellt haben;
denn fiir diese Strahlen haben wir die Entfernung », + 7, nur in
der einen Kbene zu messen.

Alle Strahlen aber, welche auf denselben Parallelkreis auffallen,
werden sich in der Axe schneiden, wie aus folgender Betrachtung
hervorgeht. In Kig. 32 mige 4 B einen Meridianschnitt durch eine

E

Fig. 82.

Rotationsfliiche darstellen, die durch Drehung um die Axe ¢ D ent-
standen ist. Ks sei 0 der auf der Axe liegende leuchtende Punkt.
Der auf das Element ds auffallende Strahl verbleibt in der Khene
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der Zeichnung und werde in der Richtung nach Z hin reflectirt,
so dafs er in dem Punkte 1 die Axe schneidet. Denken wir uns
nun diese ganze Figur um die Axe gedreht, so bleiben die Spiege-
lungsbedingungen durchaus unveriindert, und in siimmtlichen Lagen,
welche durch die Drehung um die Axe eintreten, wird der in der
betreffenden Meridianebene liegende Strahl so reflectirt werden, dafs
er durch den Punkt 1 der Axe hindurch geht, Bei den Rotations-
fliichen bildet sich also unter allen Umstéinden ein solcher Brenn-
punkt in der Axe, wiithrend andererseits auf der Richtung dieser
Normale nun noch eine Vereinigung in einem anderen Brennpunkt,
dessen Lage von der Kriimmung dieses Meridianschnittes abhiingt,
stattfinden kann.

Die besonders grofse Rolle, welche die Kugelfliiche in der
Optik spielt, beruht wesentlich darauf, dafs eine Kugel fiir jeden
ihrer Durchmesser als ein Rotationskorper betrachtet werden kann,
und demnach ein beliebig gelegener leuchtender Punkt immer in
der Verliingerung einer ihrer Axen, niimlich eines ihrer Durch-
messer liegt. Dadurch hat man es bei der Spiegelung an einer
Kugel stets mit dem relativ einfacheren Falle zu thun, dafs der
leuchtende Punkt in einer der Hauptkriimmungsebenen des Flichen-
elementes liegt, auf welches der Strahl fillt.

Zweiter Abschnitt.
Die Brechung.

§ 71. Das Brechungsgesetz.

In ihnlicher Weise, wie wir die Gesetze der Spiegelung abge-
leitet haben, ergeben sich auch die Gesetze fiir die Brechung; nur
miissen wir dabei beriicksichtigen, dals wir es bei dieser mit ver-
schiedenen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in den beiden Medien
zu thun haben.

Da es nun fiir die Uebereinstimmung der Phasen darauf an-
kommt, dafs die Zeit vom Ausgangspunkte bis zum Endpunkte fiir
die verschiedenen Strahlen des Biindels dieselbe bleibt, miissen wir
in unseren Gleichungen die Wegliinge ersetzen durch den Quotienten
aus der Wegliinge und der Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Diesen
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Quotienten bezeichnet man gewdhnlich als die optische Wegliinge
des Strahles. Wenn wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in den
beiden an einander angrenzenden Medien mit ¢, und ¢, bezeichnen,
e : 7, e
so haben wir in unserer Gleichung (275) -* bez. -* fiir », bez. r
¢ ¢
0 1
zu setzen; sie verwandelt sich dadurch in
7, 7 d (r 7 1 a® (r 7,
o T O g (B ) ey (T4 T et 0)
00 61 as 61 60 4 & (’l 60
und ist nun in derselben Weise, wie frither, zu behandeln. Die zu-
erst zu erfiillende Bedingung ist dann wieder, dafs

d [ ru)
[ e =L ) = 9
o Eobog ol @02)
oder, da die Geschwindigkeiten constant sind
1 dr 1 dr,
s TR (292a)

Diese Differentialquotienten kimnen nun wieder durch die Cosinus
der Winkel zwischen Strahl und brechender Kliche, oder durch die
Sinus der Winkel zwischen dem Strahl und der Normale ausge-
driickt werden. Nennen wir (Kig. 33) £, den Winkel zwischen Ein-
fallsloth und dem einfallenden Strahl, und @, den Winkel zwischen

Fig. 88.

der Verlingerung des Kinfallslothes und dem gebrochenen Strahl,
dann ergiebt sich aus Gleichung (292a), da wir die Winkel stets
positiv rechnen wollen
(B :
—.8infl, = l—-sm Bo- (292h)
| %
Das ist das Brechungsgesetz in der Form, wie es von Sneuuivs auf-
gefunden wurde. Ks folgt also unmittelbar aus dem Princip, dafs
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die Fortpflanzungszeit des Strahles von einem gegebenen Anfangs-
punkt zu einem gegebenen Endpunkt ein Maximum oder Minimum
sein mufs. Ks ist dieses in der That eine schon sehr lange be-
kannte Korm, die bereits in der Mitte des 17. Jahrhunderts von
dem franzosischen Mathematiker Fermar gefunden und damals mit
grofser Aufmerksamkeit und vielem Nachdruck discutirt wurde. In
der jetzt gebriiuchlichen Form des Brechungsgesetzes benutzt man
nun nicht die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten, sondern Grifsen,
welche sich wie die reciproken Werthe derselben verhalten, und die
man als Brechungsverhiiltnifs bezeichnet, wobei man dem leeren
Raum das Brechungsverhiiltnifs 1 zuschreibt. Dann wiirden wir
also setzen konnen:

n,.8in B, = n, .sin B, , (292¢)

wobei n, und n, die Brechungsverhiiltnisse in den heiden Medien
bezeichnen. Wenn nun ein Strahl aus dem leeren Raume in ein
anderes optisches Medium iibergeht, so ist #, = 1, und aus der
Messung der Winkel 8, und @, ergiebt sich dann das Brechungs-
verhiiltnifs des betreffenden Mediums,

§ 72. Die Lage der Bildpunkte.

Bei der Untersuchung, wann das Glied mit dem Kactor ds*
in unserer Gleichung (291) verschwindet, wollen wir uns auf die
Annahme brechender Kugelfliichen beschriinken. Wir haben also
dann nur die KFrage zu erbrtern, unter welchen Bedingungen fiir
die in der Ebene eines Meridianschnittes stattfindende Brechung

a* (r, 7 ) 5
5 ('50" +1)=0 (298)

ist. Beriicksichtigen wir nun, dafs ¢, und ¢, Constanten sind, so
kiénnen wir diese Bedingung schreiben:

1 d [ dr, 1 'd ( dr ) 0
. . - )= 0. 298
(S (ls< ds)+ e, ds\ ds (203a)
Nun ist aber, ebenso wie bei der Spiegelung in § 67,
dr ’
d: = — sin f§,
und
40 in By

ds
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Setzen wir diese Werthe ein, so ergiebt sich:

(Sl B, + (sinf) =0 (293h)

oder, wenn wir dlc Dlﬂereutlutlon ausfiithren und mit s multi-
pliciren:
1
R cos 3, - ﬂ" ds+— cos f3, - - ﬂ’ -ds =0 (293¢)
0
Wir miissen nun sehen, wie wir in dieser Gleichung die Differential-
quotienten ersetzen kionnen.
In Figur 84 sei 4 B die brechende Fliiche, 0 sei der leuchtende
Punkt, 1 der Sammlungspunkt der Strahlen. Der Kriimmungs-

mittelpunkt des reflectirenden Elementes liege in R, der Kriimmungs-
halbmesser sei ¢. Die iibrigen Bezeichnungen, welche sich den
frither benutzten anschliefsen, gehen unmittelbar aus der Figur
hervor. Wir haben dann die Gleichungen

By = 7o + 0,
und (294)

fr=r—y —o

und bei einer Verschiebung des Einfallspunktes um ds ergiebt sich:

dg, _ dy, d w,
T AT
und (294a)
dp, g dy, dw,
7 i e Pt il

Da nun aber @, sich um ebenso viel verkleinert, als @, sich ver-
grofsert, so ist ferner

dw d
-d—s‘—-ds=— so-ds (295)
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Durch Benutzung dieser Werthe erhiilt nun Gleichung (293¢) die
Form:

cosf, (dy, , dw, cos 3, ( dy,  dw,
—_— - . —_ —_— .d.' —_ —_— 7**1 ___0 . ] == H
S (ds h ds ki ¢ ds + ds quin ASRety

oder, wenn wir die Differentiale einfithren

by COZﬂo,..((tyo + day) + 3"—:&.(— dy, +dw) =0 (293¢)

0 1
Ebenso wie bei der Spiegelung (§ 68) ist nun auch hier »,.dy, die
Liinge des Lothes, welches von dem ersten Endpunkte der Strecke
ds auf die zweite Lage des Strahles », gefiillt wird. Diese ist aber

_ 9. Ay, = C08f,.ds
und analog ist (296)
r.dy, =cosf .ds

Da nun
ds = 0.dw,
ist, so ergiebt sich daraus
cos f3
Ay, =0—2.do
Yo=2¢0 7o o
und (296a)
cos
dy, =¢- ",.‘ﬁ -d,
1

Setzen wir diese Werthe in Gleichung (293e) ein, so erhalten wir,
indem wir den in allen Gliedern auftretenden Factor dw, weglassen

_cos?fB,  cosf, e cos? 3, + cos f3, —0

0 +%o ¢ 67 G
oder
Y 2 4
O0Bf;  Gosf, . e 0oR'f . @ 0085 (293 1)
o % ST LR

Fithren wir wieder die Brechungsverhiiltnisse der beiden Medien
n, und =z, statt der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten ¢, und ¢, in
diese Gleichung ein, so ergiebt sich

ny 008 By — n,.c08 ) _ my.cos* + n, . C08% f, (293g)
'

0 L5}

Das ist die ganz allgemeine Form der Gleichung fiir die Lage des
Bildpunktes 1; sie gilt fiir beliebig schriige Incidenz der Strahlen.
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Ks ist zu beachten, dafs wir bei ihrer Ableitung o positiv gerechnet
haben, wenn die brechende Fliiche ihre convexe Seite dem Medium,
auf das wir den Index 0 bezichen, zukehrt; ist das Umgekehrte der
Fall, so ist ¢ negativ zu nehmen.

Falls siimmtliche Kinfallswinkel und Brechungswinkel an der
krummen Fliiche sehr klein sind, so sind die Werthe fiir cos £, cos 3,
und deren Quadrate sehr nahe gleich 1. Wir wollen von jetzt an
diese Cosinuswerthe alle gleich 1 setzen, d. h. annehmen, dafs der
Einfall der Strahlen auf einen relativ kleinen, der Axe unmittelbar
benachbarten Theil der brechenden Kliiche beschriinkt ist; dann
bekommen wir die Gleichung:

L b g s (297)

0 o 4
Damit haben wir das bekannte Gesetz der Strahlenconcentration
abgeleitet, welches fiir eine einzelne brechende Kugelfliche gilt,
hinter der ein Medium mit dem Brechungsverhiltnifs », und vor
der ein Medium mit dem Brechungsverhilltnils », sich befindet.

§ 73. Die beiden Brennweiten einer brechenden Fliche.

Wenn der leuchtende Punkt 0 in unendlicher Entfernung vor
der brechenden Fliiche liegt, so ist », = oo zun setzen, und es wird
0.m

e i Setzen wir andererseits » = oo, nehmen also an,
s e
dafs nach der Brechung die Strahlen der Axe parallel werden, dann

0.7,

wird 7, = Nun pflegen wir den Werth von r,, welcher ein-

nl — 'llo
tritt, wenn die einfallenden Strahlen aus unendlich grosser Knt-
fernung kommen, die Brennweite fiir die betreffende brechende
Fliche zu nennen, und zwar die zweite oder hintere Brennweite.
Wir wollen sie mit 7, bezeichnen; den Index 1 wiithlen wir des-
halb, weil sie eine Entfernung in dem zweiten Medium repriisentirt,
und wir auf dieses bisher den Index 1 angewendet haben. Den
Werth von r;, welcher als Entfernung des leuchtenden Punktes vor
der Fliche gewiihlt werden muss, damit nach der Brechung die
Strahlen parallel der Axe fortgehen, bezeichnet man als die erste
oder vordere Brennweite, und den betreffenden Ort des Punktes 0
als den ersten oder vorderen Brennpunkt. Natiirlich werden die
Strahlen, wenn sie in umgekehrter Richtung parallel der Axe aus
dem Unendlichen kommen, sich in diesem vorderen Brennpunkte
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vereinigen. Die vordere Brennweite sei mit ¥, bezeichnet. Die
Werthe von #, und F,, welche also durch die Gleichungen

e
](1 ke L
1™ %
und (298)
S
]«n — ;771,7 el
1 — %

gegeben werden, unterscheiden sich nur durch die Brechungsverhiilt-
nisse der beiden Medien vor und hinter der brechenden Fliche, und
zwar stehen die Brennweiten direct im Verhiiltnifs der Brechungs-
verhiiltnisse dieser beiden Medien, so dals also

Fy: B =, (299)

Wenn wir diese Bezeichnung F, und F, fiir die Brennweiten
in die Gleichung (297) einfithren, so konnen wir diese schreiben

W A (300)
' ¥

oder, indem wir mit », .7, auf beiden Seiten multipliciren
T — v nj
Yo7y = Fy.ry + F, .7, (3004a)

Zur Berechnung der Lage des Bildpunktes ist bald die eine, bald
die andere der beiden letzten Gleichungen mehr geeignet. Aus
beiden ergeben sich die Relationen:

Fy.r
R e
(300b)
o LAY
1 =K

welche oftmals benutzt werden. Aus den Werthen von ¥, und F
ergiebt sich ferner, dals

B, —F,=0 (301)
‘/_—\‘ el JT‘M1A
K, \ ¥,
Fig. 85.

Der Kriimmungsmittelpunkt des Scheitels ist also (Fig. 35) von
dem vorderen Brennpunkt um die hintere Brennweite und von dem
hinteren Brennpunkt um die vordere Brennweite entfernt.
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Die Beziehung zwischen den Werthen von 7, und »,, also der
Entfernungen der beiden Punkte 0 und 1 vom Scheitelpunkte der
brechenden Kliche kénnen wir noch anders formuliren, indem wir
aus Gleichung (301) die Werthe

By=H—e
und (301 a)
H=fte
in die Gleichung (300a) einfiihren; dann ergiebt sich
o 1ty = (B} — 0).7y + (Fy + 0).7, (300¢)

Setzen wir nun auf der rechten Seite der identischen Gleichung
o+ 0).(n—0)=rg.ry +7.0—1.0— 0"
fir das erste Glied den Werth der Gleichung (300¢) und fiir das
letzte Glied nach Gleichung (301)
0" = o.(F, — Fy)
ein, so erhalten wir:
(ro + 0).(ry — @)
= (F,—o)n +(Fy + 0)rg+ 1.0 —75.0— 0.(F, — Fy) (302)
=F.(n—0)+ F .0 +0)
und wenn wir durch das Product (v, 4 0).(r, — 0) dividiren
, %y
o+ 0 ¥y — 0

(302a)

Setzen wir hierin fiir ¥, und F; aus den Gleichungen (301a) die
Werthe ein, so ergiebt sich

= F:) + 0 i Fl wedll
Yo+ @ iy
Diese Gleichung ist unserer fritheren Gleichung (300) vollig analog.
Es sind die Entfernungen der Punkte O und 1 hier nicht von dem
Scheitel der Fliiche, sondern von dem Kriimmungsmittelpunkt aus
gemessen, und zugleich ist an Stelle der Brennweiten, die von dem
Fliichenscheitel an gerechnet wurden, hier der Abstand der Brenn-
punkte von dem Kritmmungsmittelpunkt getreten. Xs ergiebt sich
daraus, dals dieselbe Formel, welche wir oben fiir die Bildent-
fernungen in Bezug auf den Scheitelpunkt der Fliiche ableiteten,
auch in Bezug auf den Mittelpunkt der Kugel aufgestellt werden
kann.
Wir kénnen nun noch eine andere sehr einfache Form unserer
Gleichungen ableiten, indem wir die Lage des Punktes 0 auf den

(302h)
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vorderen, und die des Punktes 1 auf den hinteren Brennpunkt der
brechenden Fliiche beziehen, dabei aber die als positiv gerechneten
Richtungen auf beiden Seiten unveriindert lassen. Bezeichnen wir
diese beiden neuen Abstinde mit z, und a, so ist:

@y =1, — I
und (303)

o= LT
T =1 /i

Multipliciren wir beide Gleichungen mit einander, so ergiebt sich
Zyoy =01 — B .rg — Fyory 4+ Fy . Fy (303 a)
Nun ist aber nach Gleichung (300a)

7

nd v =
0"y — B g —Fy.ry =0

und daher folgt:
2.2, = F,.F, (303D)

Dadurch hat man eine Gleichung gewonnen, welche aussagt, dafls
das Product zusammengehoriger Vereinigungsweiten, die aber von
den Brennpunkten aus gerechnet sind, einer Grifse gleich ist, die
in einem gegebenen System immer constant ist, niimlich gleich dem
Product der beiden Brennweiten. Ks ergiebt sich also daraus un-

mittelbar
_ BB

oy

@, (303¢)
Es ist #, = oo, wenn z, = 0, d. h. wenn der leuchtende Punkt im
Brennpunkt liegt; es ist @, positiv, d. h. das Bild fillt hinter den
hinteren Brennpunkt, wenn z, positiv ist, d. h. wenn der GGegenstand
von der brechenden Fliiche weiter als der Brennpunkt entfernt ist,
und 2, wird endlich gleich Null, wenn #, = oo wird. Andererseits
geht daraus hervor, da dieses Product bei der brechenden Fliche
immer positiv ist, dafs, wenn 2, < 0 ist, d. h. wenn der leuchtende
Punkt zwischen Brennpunkt und brechender Fliiche liegt, dann zu-
gleich @, negativ ist, d. h. dafs das Bild in der der Fortpflanzungs-
richtung der Strahlen entgegengesetzten Richtung von dem hinteren
Brennpunkt liegt. Das Bild tritt von + oo nach — oo nur hiniiber,
wenn der leuchtende Punkt durch den vorderen Brennpunkt in der
Fortpflanzungsrichtung der Strahlen hindurchgeht. Ist o, = — I,
d. h. liegt der leuchtende Punkt im Scheitel der brechenden Kliiche,
S0 ist 2, = — K}, d. h. das Bild liegt ebenfalls in dem Scheitel-
punkt; Object und Bild fallen also zusammen.

Aufserdem ist diese Formel sehr bequem in dem hiiufig vor-
kommenden Fall, dafs man den hinteren Brennpunkt kennt und
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nur berechnet werden soll, um wie viel das Bild sich verschiebt,
wenn der Gegenstand nicht in unendlicher, sondern in endlicher
Entfernung liegt.

§ 74. Die Spiegelung als besondere Art der Brechung
betrachtet.

Ehe wir nunmehr dazu iibergehen, die Spiegelung als einen
besonderen Fall der Brechung aufzufassen, miissen wir vorher noch-
mals im Zusammenhang uns vergegenwiirtigen, in welcher Richtung
wir die in den bisherigen Formeln vorkommenden KEntfernungs-
grofsen als positiv angenommen haben. Ks wurde 7, positiv ge-
rechnet, wenn der leuchtende Punkt vor der brechenden KFliche
lag, so dafs also der Zuwachs von r, positiv ist, wenn der Punkt
der Fortpflanzungsrichtung der Strahlen entgegen sich bewegt; hin-
gegen wurde 7, als positiv genommen, wenn der Vereinigungspunkt
hinter der brechenden Fliche lag, und der Zuwachs dr, ist dem-
nach als positiv zu betrachten, wenn der Bildpunkt sich in der
Fortpflanzungsrichtung der Strahlen bewegt. Der Kriimmungs-
radius ¢ ist positiv, wenn die Fliche den auffallenden Strahlen ihre
convexe Seite zukehrt. Die Brennweiten werden in demselben Sinne
wie 7, und », als positiv gerechnet. Aus den fiir sie in den
(leichungen (298) angegebenen Werthen folgt also, dafs sie bei
positivem ¢ nur dann positiv sind, wenn der Nenner dieser Aus-
driicke positiv, d. h. wenn », >mn, ist, oder wenn das stiirker brechende
Medium auf der concaven Seite der brechenden Fliche liegt. KEs
ist dann zugleich ¥, > F,.

Die bisher fir die Brechung abgeleiteten Formeln kann man
nun auch auf den Fall der Spiegelung iibertragen.

Bei der Spiegelung hatten wir » dann als positiv gerechnet,
wenn der Bildpunkt vor der spiegelnden Fliiche lag, also entgegen-
gesetzt wie es bei der Brechung geschehen. Ferner hatten wir
dort p positiv gerechnet, wenn die concave Seite den auffallenden
Strahlen zugewendet war. Wollen wir also die bei der Brechung
abgeleiteten Formeln auf die Spiegelung itbertragen, so haben wir
sie so zu modificiren, dafs der Richtungsiinderung von », Rechnung
getragen wird; das geschieht aber, wenn wir erstens, da die absolute
Grifse des Kinfallswinkels bei der Spiegelung dieselbe ist wie die
des Reflexionswinkels, #, = — n, setzen, und zweitens den Kriim-
mungsradius ¢ in anderem Sinne positiv rechnen, als es bei der
Spiegelung geschah.
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Wenden wir diese Betrachtung nun zuniichst einmal auf die
fir die Brennweiten K, und F, in den Gleichungen (298) ange-
gebenen Werthe

po_0m
Vo —m,
und
i A0
]10 e L
ny — ny,
an, indem wir hierin n, = — #n, setzen; dann ergiebt sich
)
B =
und - (304)

7——_>7
]10.._

Ist nun o positiv, d. h. ist der Spiegel ein Convexspiegel, so
ist /, positiv und F, negativ. Daraus folgt aber, dafs parallel auf-
fallende Strahlen ihren — hier virtuellen — Sammelpunkt hinter
dem Spiegel haben wiirden, und dals Strahlen, welche nach der
Spiegelung parallel der Axe fortgehen sollen, so auffallen miissen,
dafs sie ihren Schnittpunkt vor der Spiegelung hinter der spiegeln-
den Fliiche haben.

Fiir einen Concavspiegel ist o negativ und daher F, negativ,
hingegen #, positiv. Beide Brennpunkte liegen also vor dem Spiegel.
Sie fallen thatsiichlich zusammen in einem Punkte, der um die

Strecke —(2)— vom Scheitel des Spiegels entfernt ist. Hs kommt dieses

daher, weil », und », denselben absoluten Werth haben. Der Kin-
flufls des entgegengesetzten Vorzeichens von n, und », wird dadurch
wieder aufgehoben, dafs die mit dem Index 1 versehenen Werthe
in anderer Richtung positiv zu rechnen sind, als die mit dem Index 0
versehenen.

Wenn wir nun nachweisen wollen, dafs durch unsere Annahme
die allgemeine, bei der Brechung iiber die Lage des Bildpunktes 1
abgeleitete (leichung (293 g)

ny .08 ) —mycosf,  ny.cos®B LN cos® #,
4 43 11 o
in die bei der Spiegelung abgeleitete analoge Gleichung (288) iiber-

geht, so haben wir zuerst zu beachten, dafs zufolge unserer An-
nahme n, = — n, nach Gleichung (292¢) #, = — f, und daher

cos 3, = cos 3,
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wird, wir also aus jedem Gliede einmal den Cosinuswerth fortlassen
konnen. Durch etwas andere Anordnung erhalten wir dann:

n, — n, n, n,
0.cosf} " T
Setzen wir nun n, = — n, und beriicksichtigen, dafs jetzt die Vor-
1 0 ’ “

zeichen von g und », zu wechseln sind, weil wir diese beiden Grilsen
bei der Spiegelung in anderer Richtung als positiv gerechnet haben,
so ergiebt sich sofort
2 1 1
e (305)

0.cosff - 5o

Das ist aber die bei der Spiegelung abgeleitete Gleichung (288 a).
Wenn wir unsere Gleichung (303b)

&y o, = Iy F)

auf Spiegel anwenden, so ist zu beachten, dafs eine der beiden
Brennweiten des Spiegels stets negativ, die andere positiv ist, und
dafs dadurch also das Product . ¥, immer einen negativen Werth
hat, und deshalb miissen , und , auch stets entgegengesetzte Vor-
zeichen haben. Da nun aber beide in entgegengesetzter Richtung
positiv gerechnet werden, so liegen Objectpunkt 0 und Bildpunkt 1
thatsiichlich stets in gleicher Richtung von dem Brennpunkt des
Spiegels.

Diese Auffassung der Spiegelung als einen besonderen Fall der
Brechung ist manchmal bequem, besonders, wenn man mit zu-
sammengesetzten Systemen zu rechnen hat, in denen neben den
brechenden eine oder mehrere spiegelnde Fliichen vorkommen. Man
kann dann unmittelbar die weiter unten abgeleiteten Formeln be-
nutzen, welche fiir die zusammengesetzten brechenden Systeme gelten,
wenn man nur fiir die Spiegel das Brechungsverhiiltnifs hinter dem
Spiegel gleich dem negativem Werth des Brechungsverhiiltnisses vor
dem Spiegel annimmt. Ks bezeichnet dieser negative Werth des
Brechungsverhiiltnisses nur, dals die Strahlen ihre Fortpflanzungs-
richtung umkehren.

§ 75, Verallgemeinerung des Gesetzes iliber die Lage des
Bildpunktes.

Wir haben bisher stets angenommen, dafs 0 der leuchtende
Punkt und 1 der Bildpunkt, d. h. der Sammelpunkt fiir die von 0
ausgehenden Strahlen sei. Aus allen unseren Kormeln ist aber er-
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sichtlich, dafs wir ohne weiteres 0 mit 1 vertauschen kinnen, wenn
wir zugleich die von der Fortpflanzungsrichtung der Strahlen ab-
hiingigen Vorzeichen iindern. Daraus geht also hervor, dafs der
Punkt 0 zum Bildpunkt wird, wenn 1 der leuchtende Punkt ist.
Man nennt daher beide auch conjugirte Vereinigungspunkte, wobei
man es zweifelhaft lifst, von welchem der beiden Punkte das Licht
ausgeht.

Fiir die Giiltigkeit des Brechungsgesetzes ist es einerlei, ob
der Licht aussendende Punkt ein materieller, Licht erzeugender
oder auffallendes Licht zerstreuender Punkt sei oder nur der Ver-
einigungspunkt von gebrochenen Strahlen. Daher kann der leuchtende
Punkt auch ein virtueller Vereinigungspunkt solcher Strahlen sein
und in der Verliingerung der Strahlen hinter der brechenden Fliiche
liegen.

Bei unseren fritheren Formeln (300) und (302a) fiir die Bild-
abstiinde bezogen wir alle Entfernungsabmessungen auf einen einzigen
Punkt. 1In der Gleichung (300) war es der Scheitelpunkt der
brechenden Fliiche, in Gleichung (302a) ihr Kriimmungsmittelpunkt.
Wir wollen nunmehr auf jeder Seite der brechenden Fliche die
Entfernungen von dem auf dieser Seite gelegenen Punkte eines
Paares von conjugirten Vereinigungspunkten aus rechnen.

In Figur 86 sei 4 B die brechende Fliche, a ihr Scheitel, ¢ ihr
Kriiommungsradius; 0 sei der leuchtende Punkt, 1 der Bildpunkt,

‘B
Fig. 86.

fiir welche beiden wir die Berechnung anstellen wollen. Die beiden

conjugirten Vereinigungspunkte, von denen aus die Entfernungen zu

rechnen sind, seien ¢, und ¢, ferner sei f, der vordere, f, der

hintere Brennpunkt; die Brennweiten, vom Scheitel a aus gerechnet,

seien F, = af, und F, = af,. Die Entfernungen der Punkte 0 und

I vom Scheitel a seien ebenso wie bisher mit », und », die der
H. v. HeLmuourz, Theoret. Physik. Bd. V. 16
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conjugirten Punkte ¢, und ¢, mit », und +, bezeichnet. Dann haben
wir die Gleichungen

g e J (306)
o L5
und
R (807)
r 0 r 1

Fiir die neue Art der Entfernungsabmessung wollen wir nun die
analoge Festsetzung iber die Vorzeichen machen, wie sie fiir die
alte galt, d. h. wir wollen die Entfernung %, des Punktes 0 von
dem Punkte ¢, dann positiv rechnen, wenn 0 vor ¢, liegt, hingegen
soll die Entfernung 2, zwischen dem Punkte 1 und dem Punkte ¢,
positiv sein, wenn 1 hinter ¢, liegt. Es ist dann
hy =1y — 1,
und (308)
hy=r—n
Setzen wir nun aus diesen Gleichungen die Werthe von », und »
in Gleichung (306) ein, so ergiebt sich

F, A

l=
vy + hy = r/ +h

oder
(g + ho)e () + M) = Fy . (ry + b)) + Fy . () + hy)  (309)

Subtrahirt man hiervon die aus Gleichung (807) abzuleitende
Gleichung
o o) =Fy.r) + F.ry (307 a)

so erhiilt man

hy (Fy — 7)) + hy o (B, — 1) = hy Iy (310)
Die Brennweiten bezogen auf die conjugirten Vereinigungspunkte,
also die Strecken ¢,f, und ¢, f;, wollen wir mit H, und H, bezeich-
nen; dann ist nach den gemachten Festsetzungen

b Bk } (811)
H = F =7,
Dadurch verwandelt sich Gleichung (310) in
hy .Hy + hy . H = h,.h,
oder
H, H,
) gy e L e U
iy (310a)

Wenn man also zum Ausgangspunkt fiir die Messung der Abstinde
irgend ein Paar conjugirte Vereinigungspunkte nimmt, so kommt
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man zu derselben einfachen Formel, welche wir frither fanden, als
die Messungen auf den Scheitelpunkt oder den Kriitmmungsmittel-
punkt der Fliche bezogen wurden. Jene frither befolgte Art der
Entfernungsabmessung ist aber nur ein specieller Fall der hier ent-
wickelten; denn aus unseren beiden Gleichungen (300) und (302b)
i i i

"o

1

"

und
158 Xy b0 ol
o+ 0 Ugz=re)
ergiebt sich leicht, dals sowohl der Scheitelpunkt wie auch der
Kriimmungsmittelpunkt der Fliche jeder sich selbst conjugirt sind.
Setzen wir niimlich in der ersten dieser Gleichungen », = 0, d. h.
liegt der leuchtende Punkt im Scheitel der Fliche, so folgt », = 0,
d. h. der Bildpunkt liegt ebenfalls im Scheitel der Fliche. Liegt

der leuchtende Punkt im Kriimmungsmittelpunkt, ist also

o= —0
und demnach
nteoe=0
zu setzen, so ergiebt sich aus der zweiten Gleichung
n—e=0
oder
r=0

Leuchtender Punkt und Bildpunkt fallen demnach auch hier zu-
sammen,

§ 76. Die Grofse der Bilder.

Wir wollen nunmehr die Grifse der durch die Brechung ent-
stehenden Bilder berechnen. Ks sei 4 B in Figur 37 eine brechende
Fliiche mit dem Kriimmungsradius 0. In Bezug auf den leuchten-
den Punkt 0 ist dann die Axe des

Systems diejenige Gerade, welche 0’ A
durch ihn und den Mittelpunkt der M
Kugel ¢ geht, und auf ihr wird

7
in dem durch die im vorigen Para- 0 \ § Cw’;
graphen entwickelten Gleichungen B
bestimmten Orte der Bildpunkt 1 Fig. 87.

liegen. Dieselben Verhiiltnisse be-
stehen aber auch fiir einen zweiten leuchtenden Punkt 0, der in

derselben Entfernung von der brechenden Fliche liegen mige. Von
16*
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ihm wiirden wir eine andere Gerade nach dem Mittelpunkt zu ziehen
haben, welche dann fiir diesen zweiten Punkt als Axe zu betrachten
ist. Die Bedingung, die wir fest halten miissen, ist die, dafs der
Theil der Fliche, welcher die Strahlen aufnimmt, stets nahezu senk-
recht von den Strahlen getroffen wird. Das kann nun aber nur
dann der Fall sein, wenn der zweite Punkt dem ersten nahe liegt,
oder vielmehr, wenn die auf beide Punkte beziiglichen Axen nur
wenig gegen einander geneigt sind. Die brechende Fliche darf
ferner keinen zu grolsen Theil einer Kugel bilden, damit unsere
oben abgeleiteten annithernd richtigen Siitze iiber die Vereinigung
der Strahlen noch giiltig bleiben. Wenn wir nun eine Reihe leuch-
tender Punkte haben, welche auf einem kleinen Stiick einer Kugel-
fliche liegen, deren Kriimmungsmittelpunkt mit dem Kriimmungs-
mittelpunkt der brechenden Fliche zusammenfillt, so wird fiir jeden
dieser Punkte das Bild in gleicher Entfernung hinter dem Kriim-
mungsmittelpunkt liegen, weil fiir jedes dieser Strahlenbiindel die-
selben Verhiiltnisse bestehen. Es befinden sich also die Bildpunkte
aller dieser leuchtenden Punkte wiederum auf einem kleinen Stiick
einer Kugelfliche, und die Lage jedes einzelnen wird erhalten, wenn
man den leuchtenden Punkt durch den Kriimmungsmittelpunkt der
Kugel hindurch auf die Kugelfliche der Bildpunkte projicirt. Da-
durch entsteht eine geometrisch #hnliche Abbildung der leuchtenden
Fliche, welch letztere neben den beliebig gefirbten leuchtenden
Punkten freilich auch dunkle Punkte enthalten kann. Fiir ein Auge,
welches diese Bildfliche von hinten betrachtet, wird alles Licht,
welches von der brechenden Fliiche kommt, scheinbar von den Ver-
einigungspunkten, die in der Bildfliche liegen, ausgehen. Wenn
wir ein weilses Papier in die Bildfliche halten, so wird jeder Punkt,
der von einem hellen Punkte des Originals beleuchtet wird, hell er-
scheinen; einem rothen Punkte des Originals entspricht ein rother
Punkt auf der Bildfliche, einem griinen ein griiner u.s. w., so dals
man ein in Farbe und geometrischer Vertheilung vollig dhnliches
optisches Bild auffangen kann, wie wir das in der That in der
Camera obscura sehen.

Nun kann ein Stiick einer Kugelfliche, welches eine im Ver-
hiiltnifs zum Radius kleine Ausdehnung hat, immer als eben be-
trachtet werden, und in diesem Sinne konnen wir uns die verein-
fachte Vorstellung erlauben, dafs die leuchtenden Punkte statt in
einer Kugelfliche, in einer ebenen Fliche liegen, und dafs dieses
auch bei ihren Bildern der Fall ist. Liegen die leuchtenden Punkte
auf einer Ebene, die senkrecht auf der zu einem dieser Punkte
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gehorigen Axe des Systems steht, so steht die Bildebene ebenfalls
senkrecht auf dieser Axe und befindet sich, auf dieser Axe ge-
messen, in einer Entfernung, die durch die Regeln iiber die Ver-
einigungsweiten gegeben ist.

Ein reelles Bild, welches in dieser Weise durch eine brechende
Fliiche entworfen wird, die ihre convexe Seite nach vorne kehrt und
hinter welcher sich ein dichteres Medium befindet, wird nun umgekehrt
sein. Denn fiir jeden Objectpunkt ist, auf der zugehorigen Axe ge-
messen, der Bildpunkt von der brechenden Fliche weiter entfernt,
als der Kriimmungsmittelpunkt; da sich nun in letzterem alle
Axenstrahlen schneiden, so ist (siehe Figur 87) die verticale An-
ordnung der Bildpunkte die umgekehrte von derjenigen der Object-
punkte.

Nehmen wir nun an, dafs die Objectebene und damit auch die
Bildebene auf der Axe 01 senkrecht steht, so sind die beiden Drei-
ecke 00'C und 11’C einander #ihnlich, da die bei € liegenden Winkel
als Scheitelwinkel gleich sind, und daraus folgt, dafs die Grifse des
Bildes sich zu der Grifse des Objectes, beide gemessen zwischen
zwei einander entsprechenden Punktpaaren, verhiilt wie die Ent-
fernung des Bildes vom Kriimmungsmittelpunkt zu derjenigen des
Objects. Wenn wir die Objectgrofse mit 3, und die Bildgrofse mit
3, bezeichnen, so haben wir also die Proportion

Boirgt+o=p:r, —0 (312)
und daraus ergiebt sich 4
Bo B
= B 312a
7o + 0 Yy~ 0 ( )
Man pflegt nun gewdhnlich die Grifse umgekehrter Bilder als
negativ zu bezeichnen, so dals wir, um die Gleichung in diesem
Sinne vollstiindig zu machen, auf der einen Seite ein negatives
Zeichen hinzu setzen miissen. Dann erhalten wir:

o+ 0 rn—0
oder
B, Yo+ 0
S o SRR LN /8 313a
I L Vel ( )

Multipliciren wir beide Seiten mit %, so ergiebt sich:
1

Lo 1901;:)_: (ro + 0). 7,
By 1 B .(ry, — 0)
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oder
By Fy (ry + 0)- Fy (318b)

0 Bo By + B 1) » (ro +0). Fy + (, — 0) T‘;
Und da nach Gleichung (302)

(ro + @) Fo + (n — 0). Jy = (rg + 0)-(, — @)
ist, so folgt:

SRR mroR
Fy By + By B (ro + 0).(r;, — 0)
YN
= 313¢
i Vg ( )

Wenn wir durch F, auf der linken Seite Zithler und Nenner divi-
diren, so erhalten wir

o g | P 3 (318d)
T Y S
0.1 Jp
0

Da nun nach Gleichung (299)

ist, und nach den Gleichungen (298)

0.1,
Ey N, —n
1 o

so ergiebt sich nach einiger Umformung

B, (4

- = e 313e
ny By + ny By (g — np). (ry — @ ( )
Daraus kionnen wir — allerdings nicht in wiinschenswerther Ein-

fachheit — die Bildgrofse 8, berechnen, wenn die Brechungsverhiilt-
nisse #, und n;, der Kriimmungsradius g, der Objectabstand », und
die Objectgrifse B, gegeben sind.

Eine viel einfachere und iibersichtlichere Formel ist abzuleiten,
wenn wir das in der fritheren Gleichung (303b)

z, .2 = F,.F|

enthaltene, auf den Abstand von den Brennpunkten beziigliche Gesetz
benutzen. Wir wissen, dafs ein jeder Strahl, der durch den Brenn-
punkt geht, nach der Brechung der Axe parallel wird. Wenn wir
also von dem Punkte 0, der seitlich von der zum Punkte 0 ge-
horigen Axe angenommen wird, eine Gerade durch den vorderen
Brennpunkt nach der brechenden Fliche ziehen, so wird der Strahl
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so gebrochen, dafs er parallel der Axe weiter geht. Nun ist dieser
Strahl aber ein Strahl, welcher einem Objectpunkt angehort, dessen
Entfernung von der Axe mit £, bezeichnet wurde, und seine Fort-
setzung nach der Brechung mufs also auch, da wir schon wissen,
dafs die Strahlen, die von einem und demselben leuchtenden Punkte
ausgegangen sind, nach der Brechung sich simmtlich wieder in
einem Punkte, dem Bilde des leuchtenden Punktes, vereinigen, dem
Bilde des Punktes 0 angehoren. Wir wissen nun zuniichst noch
nicht, wo dieses Bild hinfiillt; aber seine Grifse B, mufs dem Ab-

1/
/\ﬂ’
C 7

Fig. 88.

stand gleich sein, in dem dieser Strahl nach der Brechung der Axe
parallel verliuft. Die Entfernung des Punktes 0 vom vorderen
Brennpunkte haben wir frither mit x, bezeichnet; die vordere Brenn-
weite F, ist aber die Entfernung des vorderen Brennpunktes von
der brechenden Fliiche, von der nur ein kleines, sehr wenig ge-
kriimmtes Stiick hier in Betracht kommt, und die wir daher hier
als eine Ebene betrachten konnen. Ks folgt daraus, wenn wir g,
wieder als negativ rechnen, weil das Bild umgekehrt ist:

e B

A

Wir konnen nun eine #hnliche Betrachtung auch fiir einen Strahl

machen, welcher durch den hinteren Brennpunkt geht, nachdem er

vor der Brechung der Axe parallel gelaufen ist. Einfacher aber ist
es, die aus Gleichung (308b) abzuleitende Beziehung

(314)

AT
F, x,
zu benutzen; denn dann ergiebt sich sofort die Doppelgleichung
Bo =z
0 g S0 T 315
b B o

Wir kénnen demnach die Bildgrifse aus der Objectgrofse berechnen,
sobald wir die Entfernung des leuchtenden Punktes vom ersten
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Brennpunkt, oder des Bildpunktes vom zweiten Brennpunkt, und
die entsprechende Brennweite kennen. Nach den Gleichungen (303)
ist nun aber

@y =1, — F,
und

o =n—K
Setzen wir diese Werthe in unsere Doppelgleichung (815) ein, so
erhalten wir
By =, Fy =1, e B
[ £ Hy =1

(315a)

womit eine weitere einfache Beziehung der Bildgrofsen gegeben ist.

§ 77. Die optische Divergenz der Strahlen.

Von dem leuchtenden Punkte 0 (Figur 89) fallen Strahlen auf
die brechende Fliche 4B. Den benutzten Theil dieser Fliche
wollen wir uns durch eine kreisférmige Oeffnung begrenzt denken,
die sich in irgend einem zur Axe senkrechten dunkeln Schirme be-

A -
“NC
§
ity Ro
1 0 \
B
Fig. 89.

findet und deren Mittelpunkt in der Axe liegt. Ks mige 0 C ein
dicht an dem Rande dieser Oeffnung vorbeigehender Strahl sein.
Die Entfernung von der Axe, in welcher dieser Randstrahl auf die
brechende Fliche trifft, sei mit s bezeichnet. Um den Sinn der
nachher zu brauchenden Ausdriicke positiv zu machen, wollen wir
in unserem Beispiel annehmen, dals der Strahl auch nach der
Brechung mit der Axe divergirt. In diesem Falle werden wir einen
virtuellen Vereinigungspunkt der Strahlen haben, der auf derselben
Seite der brechenden Fliche wie der leuchtende Punkt liegt, und
es ist dann », negativ. Der Strahl bilde vor der Brechung mit der
Axe den Winkel ¢, nach der Brechung den Winkel e, und zwar
wollen wir diese Winkel stets als positiv rechnen, wenn ihre spitze
Oeffnung nach der Seite hin gewendet ist, nach der sich die Strahlen
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fortpflanzen, als negativ, wenn die spitze Oeffnung nach der ent-
gegengesetzten Seite gerichtet ist. Dann ist also

tg e, = ol (316)
7'0
und
tge, = — — (317)
£
In § 72 haben wir fir die Beziehung zwischen den Brechungsver-
hiiltnissen, den Object- und Bildabstiinden, sowie dem Kriimmungs-

radius die Gleichung (297)

ﬁo__*__?ﬁ Lo el

o 4] 0
abgeleitet. Multipliciren wir beide Seiten dieser Gleichung mit s
und setzen aus den Gleichungen (316) und (817) die Werthe tge,
und tge, fiir die betreffenden Quotienten ein, so erhalten wir:

8§
n,.tg ey — n, . tg e, =‘(;'("1 — n,) (318)

Die rechte Seite dieser Gleichung wird gebildet von einer Grolfse,
welche von der Lage des Objectes und des Bildes unabhiingig ist
und allein durch die Beschaffenheit des Systems und die Grofse

seiner Oeffnung bestimmt wird. Der Quotient »5 ist die Tangente

des Winkels, den eine von dem Kriimmungsmittelpunkt der Fliche
nach dem Rande der Schirmdffnung gezogene Gerade mit der Axe
bildet. Diesen Winkel nennt man den Oeffnungswinkel. Die Winkel
e, und ¢, auf der linken Seite geben die Divergenzwinkel an, welche
die Randstrahlen mit der Axe bilden.

Bezeichnen wir den Oeffnungswinkel mit w, so konnen wir die
letzte Gleichung schreiben

ny tgo, —n tge, = n, —n).tgw (318a)

Da nach unserer Voraussetzung diese Winkel klein sein miissen, so
kann man ihre Tangenten den Winkeln selbst gleich setzen, so dals
unter dieser Voraussetzung

Ny Oy — Ny 0ty = (ny — M) . @ (319)

Das Product aus der Tangente bez. dem Winkel und dem Brechungs-
verhiiltnifs wird die optische Divergenz der Strahlen genannt.

Sind die Strahlen convergent gegen die Axe gerichtet, so wollen
wir von einer negativen Divergenz reden. KEs hat dann unserer
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Festsetzung gemiifs ja auch ¢, bez. ¢, einen negativen Werth. Diese
optische Divergenz der Strahlen, welche auf die Fliche fallen, ist
abhiingig von der Entfernung des leuchtenden Punktes von der
Fliiche, aber die Aenderung, welche sie beim Durchgang durch die-
selbe brechende Fliche erleidet, ist stets dieselbe, aus welcher Ent-
fernung die Strahlen auch kommen mdgen. Man pflegt nun solche
brechenden Flichen, welche die optische Divergenz verringern, sam-
melnde brechende Flichen zu nennen, und diejenigen, welche die
Divergenz vergrofsern, zerstreuende brechende Flichen. Die Grofse
der Verminderung bez. der Vermehrung der optischen Divergenz
hiingt, wie unsere Gleichung (318) zeigt, wenn wir den Radius s der
Oeffnung als constant annehmen, sowohl von dem Unterschiede der
beiden Brechungsverhiiltnisse, als auch von der Grofse des Kriim-
mungsradius ¢ ab. Liegt hinter der brechenden Fliche das stiirker
brechende Medium, ist also n, > n,, und ist der Kriimmungsradius
positiv, d. h. wendet die brechende Fliche ihre convexe Seite den
auffallenden Strahlen zu, so wird die optische Divergenz beim Durch-
gang verringert. Dasselbe ist der Fall, wenn n, < n, und die con-
cave Seite den ankommenden Strahlen zugekehrt ist. Bei sammeln-
den brechenden Fliichen liegt also stets das stiirker brechende
Medium auf der concaven Seite, und umgekehrt liegt bei zerstreuen-
den brechenden Fliichen das stiirker brechende Medium auf der
convexen Seite. Wir haben frither in § 74 gesehen, dafls wir die
Spiegelung als Brechung auffassen konnen, indem wir n, = — n,
setzen, und daher lassen sich die zuletzt entwickelten Beziehungen

Fig. 40.

auch auf spiegelnde Fliichen anwenden. Es ergiebt sich dabei sogar,
dafs wir uns nicht einmal auf denjenigen Theil der spiegelnden
kugeligen Fliche zu beschriinken haben, welcher der Axe nahe liegt.
Es sei 4 B (Fig. 40) eine spiegelnde Kugelfliche, ¢ ihr Mittelpunkt.
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Von dem leuchtenden Punkte O falle der Strahl 0 7, der mit der
Axe 0 C den Divergenzwinkel e, bildet, auf die convexe Seite der
Fliiche. Der zu diesem Strahl gehérige Oeffnungswinkel ist £C0 = .
Nach dem Spiegelungsgesetze kinnen wir dann den Bildpunkt 1
construiren. Die von ihm virtuell ausgehenden Strahlen bilden mit
der Axe den Divergenzwinkel ¢,. Es ist nun

ty = f—w
und
o =0+ ﬂ
Daraus folgt:
@, — e, =20 (320)

Durch die Spiegelung ist demnach die Divergenz der Strahlen um
2w vermehrt worden, Diese Vermehrung der Divergenz ist, wie er-
sichtlich, nicht abhiingig von der Entfernung, in der der leuchtende
Punkt 0 von der Fliche 4 B liegt.

Kiéime das Licht von D her, d. h. wiire 1 der virtuelle leuch-
tende Punkt, so wiirde 0 der Bildpunkt sein; es wiirde dann — e,
die Divergenz vor der Brechung und — ¢, die Divergenz nach der
Brechung sein. Da nun ¢, seinem absoluten Betrage nach kleiner
als ¢, ist, so hiitte sich auch hier die Divergenz durch die Brechung

- vermehrt.

Fallen die von dem leuchtenden Punkte ausgehenden Strahlen
auf die concave Seite einer spiegelnden Kugelfliiche, so ergiebt eine
vollig analoge Betrachtung, dafs die Divergenz der Strahlen um den
Betrag 2w verringert wird.

Concavspiegel vermindern also die Divergenz der Strahlen um
den doppelten Betrag des Oeffnungswinkels, Convexspiegel vermehren
sie um ebensoviel. Jene heifsen deshalb auch Sammelspiegel, diese
Zerstrenungsspiegel.

§ 78. Die Beziehung zwischen der optischen Divergenz der
Strahlen und der Bildgrolse.

Aus unserer Doppelgleichung (815) ergiebt sich:
P lh (321)
2, Fy
und wenn wir diese Gleichung mit der aus unseren Gleichungen
(308) folgenden Gleichung

) Pt s
z + F "
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multipliciren, erhalten wir

iy By Ly
z, (x, + F)) Hyory
oder
By [
ol = 321a
Zo %, + xy B Fyaty ( )

Setzen wir nun nach Gleichung (303b)
x,.@, = F,.F

in den Nenner auf der linken Seite ein und beriicksichtigen, dafs
nach den Gleichungen (303)

Fy+ 2y =1,
ist, dann erhalten wir

ﬂ() ﬂl

3 S F, .r,_
Nun wissen wir aber nach Gleichung (299), dafs
' F .n, = F,.n,

ist. Werden die beiden letzten Gleichungen mit einander multi-
plicirt, so ergiebt sich

_Bomy _ Biomy

7o L8

oder, wenn wir mit dem Radius der Oeffnung, s, multipliciren

s

_,90.,,0._:;=,91.n1._ (321D)

"

; e A { S :
Nun ist aber — die Tangente des Winkels, den wir im vorigen
7
0

Paragraphen mit ¢, bezeichnet hatten, und analog 1st 2 die Tangente

des Winkels, den der weiter gehende Strahl mit der Axe macht,
und zwar ist nach den gemachten Festsetzungen dieser Winkel mit
— @, zu bezeichnen, da die offene Seite des spitzen Winkels der
Fortpflanzungsrichtung der Strahlen entgegen gerichtet ist. Wir
haben also

tgo, = —

0

und
§
—tge, = ry
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und erhalten demnach:

Bomy ety = B, .n . tge (821¢)
wofiir wir bei sehr kleinen Divergenzwinkeln auch
Bo-mg-ty =0 .. (321d)

schreiben konnen. In diesen Gleichungen bezeichnen die Producte
n, . tg e, bez. n, .tge, oder n,.e, bez. n,.e, das, was wir oben die
optische Divergenz der Strahlen genannt haben. Das Product aus
Bildgrifse und der optischen Divergenz ist also unveriindert. Es
geht daraus hervor, dafs die Grifse des Bildes negativ, d. h. die
Lage des Bildes umgekehrt wird, wenn die optische Divergenz
negativ wird.

§ 79. Brechung und Spiegelung an einer ebenen Fliche.

Jede ebene Fliiche kinnen wir als eine Kugelfliche mit un-
endlich grofsem Radius auffassen. Wir brauchen demnach in un-
seren bisher abgeleiteten Formeln nur ¢ = oo zu setzen, um sie
auf ebene Flichen zu beziehen. Fiir die Brennweiten ergab sich
nach den Gleichungen (298)

FO___("—”O
n—n
und
ﬂ:&
n —n,

Daher erhalten wir hier:
F,=F = (322)
Die Lage des Bildpunktes war gegeben durch die Gleichung (297)
=1 B . %
resd SRR | BT, | 4 + =2
0 oI5 Y
Fiir eine ebene Fliche ergiebt sich demnach

0=ty ™
To L&
woraus
n
7y = — b B To (828)
n,

folgt. Der Bildpunkt liegt demnach, wenn =, positiven Werth hat,
d. h. also, eine wirkliche Brechung stattfindet, auf derselben Seite,
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wie der leuchtende Punkt, aber in einer andern Entfernung von

der brechenden Fliche. Fiir den Fall einer Spiegelung, wo also
nl = - no

ist, wird

=1

5 (324)

Der Bildpunkt liegt dann auf der anderen Seite, aber in der gleichen
Entfernung von der spiegelnden Fliche. Fiir die Bildgrofse fanden
wir oben (§ 76) die Gleichung (313a)

_b _nte
fh n-—e
Dividirt man auf der rechten Seite Zihler und Nenner durch p und
setzt dann ¢ = 0o, 8o ergiebt sich

[ TN ¢
8, 1 (325)
d. h. sowohl hei einer brechenden als auch bei einer spiegelnden
ebenen Fliche ist das Bild aufrecht und hat dieselbe Grofse wie
das Object.

Auch die optische Divergenz der Strahlen wird bei brechen-
den und spiegelnden Ebenen nicht veriindert; denn es ist der
Winkel, dessen doppelter Werth nach Gleichung (320) den Betrag
der Aenderung der optischen Divergenz angiebt, gleich Null, da er
den hier in unendlicher Ferne liegenden Kriimmungsmittelpunkt
zum Scheitel hat.

Dritter Abschnitt.
Die Brechung in Systemen centrirter Flichen.

§ 80. Allgemeine Eigenschaften centrirter brechender
Flichen, Die conjugirten Vereinigungspunkte und die beiden
Brennpunkte. :

Die bisher gefundenen Siitze lassen sich auf ein zusammen-
gesetztes optisches System iibertragen, welches aus einer beliebigen
Anzahl von kugeligen brechenden Flichen besteht, deren Kriim-
mungsmittelpunkte alle in einer geraden Linie, der Axe des Systems,
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liegen. Ein solches optisches System nennt man ein centrirtes
System brechender Flichen. Nach den in § 74 gegebenen Aus-
fithrungen konnen auch noch spiegelnde Kugelfliichen hinzukommen,
die dann natiirlich ebenfalls in dem oben dargestellten Sinne centrirt
sein milssen. Durch diese Uebertragung der Gleichungen auf be-
liebig zusammengesetzte Systeme erhalten wir allgemeine Regeln
iiber die Lage und Grofse der Bilder in allen moglichen Arten von
optischen Instrumenten, bei denen die brechenden und spiegelnden
Flichen centrirt sind. Zu ihnen gehoren sowohl Fernrohre wie
Mikroskope.

Es ist dabei aber zu beachten, dafs unsere Regeln nur dann
giiltig bleiben, wenn die Strahlen auf simmtliche brechende Flichen
des Systems stets unter kleinen Kinfallswinkeln auffallen. Wenn
auf einer kleinen, zur Axe senkrechten Ebene eine Anzahl von
leuchtenden Punkten liegt, so wird die erste brechende Fliche
eines centrirten optischen Systems ein geometrisch #hnliches Bild
jener Ebene an einer andern Stelle des Systems entwerfen, welches
ebenfalls senkrecht zur Axe ist. Dabei wird das Strahlenbiindel,
welches von jedem Objectpunkt der ersten Fliche ausgeht, mit
allen seinen Strahlen, soweit sie durch die Fliche hindurch gehen
und insofern die Apertur der krummen Fliche nicht zu grofs ist,
wieder in einem Punkte vereinigt. Man nennt solche Strahlenbiindel,
deren Strahlen von einem leuchtenden Punkte ausgehen, oder, wenn
sie weiter gehen, sich alle wieder in einem Punkte vereinigen, homo-
centrisch. Sie bilden den Gegensatz zu den astigmatischen Strahlen-
biindeln, von denen wir oben in § 69 schon gesprochen haben, als
sich zeigte, dals die Strahlenbiindel, die von einem Punkte ausgehen,
sich nicht unter allen Umstiinden wieder in einem Punkte ver-
einigen. Da homocentrisches Licht, welches unter kleinem Einfalls-
winkel auf eine kugelige brechende Fliche fillt, auch nach der
Brechung homocentrisch ist, und da dasselbe fiir jede der brechen-
den Kugelfliichen gilt, welche in dem System aufeinander folgen, so
wird solches homocentrische Licht auch nach der Brechung an einer
langen Reihe von solchen Kugelfliichen homocentrisch bleiben miissen,
falls nur auf dem ganzen Wege keine zu grofsen Einfallswinkel vor-
kommen.

Von einem ebenen Objecte, welches senkrecht zur Axe liegt,
entsteht nach der Brechung in einer Kugelfliiche ein geometrisch
ihnliches Abbild, welches ebenfalls senkrecht zur Axe liegt. 1In
ihm werden wiederum die homocentrisch von dem Object ausgehen-
den Strahlen homocentrisch vereinigt; dieses Bild des ersten Objects
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ist nun das Object fiir die zweite brechende Fliche; hier gilt das-
selbe, und ebenso fiir die dritte, vierte, und jede weitere Fliche, so
dafs also schliefslich nach der Brechung in der letzten Fliche an
irgend einer Stelle ein Abbild von jenem ebenen Object existiren
mulfs, welches diesem iihnlich ist und in eine zur Axe senkrechte
Ebene fillt.

Zu jedem leuchtenden Punkte, der auf der Axe des Systems
liegt, wird also, nachdem die von ihm ausgehenden Strahlen simmt-
liche brechenden — und auch spiegelnden — F'liichen passirt haben,
ein Bildpunkt gehoren, in dem sich diese Strahlen wieder schneiden,
resp. von dem sie herzukommen scheinen. Auf Grund derselben
Betrachtungen, die wir in § 75 fiir eine einzige Fliiche angestellt
haben, ergiebt sich nun auch fiir ein System von Flichen, dafls wir
den leuchtenden Punkt und den Bildpunkt mit einander vertauschen
konnen. KEin solches Punktpaar, das wechselseitig Object- und Bild-
punkt ist, nennt man nun auch bei einem System von brechenden
Flichen conjugirte oder zusammengehirige Vereinigungspunkte.

Liegt einer der conjugirten Vereinigungspunkte im Unendlichen,
so wird der andere ein Brennpunkt des Systems genannt. Ebenso,
wie bei einer einzelnen brechenden Fliche giebt es auch hier zwei
Brennpunkte. Liegt der leuchtende Punkt im Unendlichen, sind
also die auffallenden Strahlen parallel, so nennt man den zuge-
horigen Bildpunkt den zweiten oder hinteren Brennpunkt des Systems.
Sind hingegen die Strahlen parallel, nachdem sie das ganze System
passirt haben, d. h. liegt der Bildpunkt im Unendlichen, so nennt
man den Punkt, von dem sie urspriinglich ausgingen, bez. auszu-
gehen schienen, den ersten oder vorderen Brennpunkt des Systems.

Ebenen, welche senkrecht zur Axe durch die beiden Brenn-
punkte gelegt sind, heifsen die Brennebenen.

Da das Bild jedes Brennpunktes in unendlicher Entfernung
liegt, so mufs dasselbe auch fiir solche Punkte der Brennebenen der
Fall sein, deren Entfernung von der Axe so klein ist, dals wir sie
gegeniiber den sonstigen Dimensionen des Systems vernachliissigen
konnen. Strahlen, die von einem solchen Punkte der Brennebene aus-
gehen, werden also nach der Brechung unter einander parallel sein.

§ 81. Die Lage conjugirter Vereinigungspunkte.

Ein centrirtes System bestehe aus m brechenden Flichen.
Alle Grofsen, welche sich auf den Strahlengang beziehen, nach-
dem eine, zwei u. s. w. bis m Flichen passirt sind, wollen wir
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durch die Indices 1 bis m von einander unterscheiden. Diese m
Flichen trennen m + 1 brechende Medien von einander, und diesen
wollen wir die Indices O bis m beilegen, so dafs also das hinter der
rten Fliche gelegene Medium das Brechungsverhiiltniss », besitat.
In Figur 41 sind die erste, im — 1)te und mte brechende Fliche

/ : \1 / :
o G / T 1 \ Bl o o

Fig. 41.

eingezeichnet. Ks seien ¢, und C, zwei conjugirte Vereinigungs-
punkte des Systems, 0 ein leuchtender Punkt, 1 sein Bildpunkt.
Indem wir die Lage von 0 bez. 1 auf ¢, und C, beziehen, bezeich-
nen wir 00, mit A, und O, 1 mit 2, Nennen wir dann noch H,
den Abstand des ersten Bremnpunktes von ¢, und H, den des
zweiten Brennpunktes von C,, so ist:

H B, _
Ty 4 TR 1, (325)

wofiir wir den Beweis antreten wollen, indem wir zuniichst voraus-
setzen, dals eine dieser Gleichung analoge Gleichung bereits fiir ein
aus den ersten m —1 brechenden Flichen zusammengesetztes System
bewiesen sei. Fiir dieses System sei €, _, der zu (, conjugirte Ver-
einigungspunkt und 1" der Bildpunkt zu 0. Die Entfernung zwischen
0, und dem ersten Brennpunkt dieses Systems sei mit Z,,, die Ent-
fernung zwischen C, , und dem zweiten Brennpunkt mit L, _,,
und endlich gemiifs unserer Festsetzung die Strecke €, _, 1" mit
h,_, bezeichnet. Die Entfernungen der Brennpunkte der letzten,
mten Fliche von den Punkten C und C, seien M, _, und M,

m—1

Nun haben wir nach der gemachten Voraussetzung:

fg 4 Lama g (326)
o R

und fiir die Brechung in der mten Fliche

ot Sl O e (327)

Das negative Zeichen des ersten Gliedes rithrt daher, dals wir die
H. v. Hermuornz, Theoret, Physik. Bd. V. 17
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Strecke h,_, in diesem System in umgekehrtem Sinne als positiv
zu rechnen haben, wie in dem andern System. Wenn wir die
Gleichung (326) durch L, , und die Gleichung (327) durch A,

dividiren und beide addiren, so erhalten wir:
1 M 1 1 1

o B g IR e T 6 A 28
Lm—l h() + Mn—l hm Lm—l + AIm—l (3 )
1 1 1 Lm—-] s Mu-—l inliot »
oder, indem wir mit AT multipliciren:
LO'M»-—I 1 Lm—l “n[m 1 s 9
Lm—l + lem—l .—’g + Lm-—-l + Mm—l ' hm i 1 (3"'8&)

Fir hy = oo wird h, = H_;

m?

daher folgt aus der letzten Gleichung

L,_,.M
» A e 1) Wy PO 9
II’" Lm—l + ]uﬂ -1 (32 )
Fir k, = oo wird andererseits &, = H,, und wir erhalten ebenfalls
aus Gleichung (328a)
LO d Mm—l
Lm—] + Mn

-1

H, = (380)
Setzt man diese beiden Werthe nun in Gleichung (328a) ein, so
erhiilt dieselbe die Gestalt

OB ST (8281)

hy h,
Damit ist aber nachgewiesen, dafs diese Gleichung fiir m brechende
Fliichen giiltig ist, falls sie fix m — 1 Flichen gilt. Nun haben
wir aber bereits in § 76 gezeigt, dals eine solche Gleichung fiir
eine brechende Fliiche gilt, sie gilt also auch fiir zwei; wenn sie
nun fiir zwei gilt, so gilt sie auch fiir drei u. 8. w. in infinitum. Sie
ist somit allgemein giiltig.

Diese Gleichung (328b) liefert fiir jeden reellen Werth von 7,
zwischen + oo und — oo einen, und nur einen reellen Werth von
h, und umgekehrt. Der leuchtende Punkt sowie der Bildpunkt
kinnen an jeder Stelle der Axe liegen, aber sobald einer von beiden
gegeben ist, ist auch die Lage des anderen eindeutig bestimmt.

§ 82. Die Hauptpunkte und Hauptebenen.

Ein centrirtes brechendes System aus m Flichen sei in Figur 42
durch die beiden Flichen 11 und mm dargestellt; sp sei ein durch
dasselbe abgebildeter Gegenstand, von welchem der Punkt p in der
Axe und der Punkt s in einer durch p gehenden zur Axe senk-
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rechten Ebene liege. Wenn wir den Gegenstand parallel mit sich
selbst liings der Axe verschieben, so wird sich der Punkt s auf der
mit der Axe parallelen Geraden s¢ bewegen. Der Lichtstrahl s¢
wird also stets dem Punkte s angehtren, welches auch die Ent-
fernung pg sein moge. Die der Axe parallelen Strahlen werden
nun durch das brechende System so gebrochen, dals sie schliefslich
durch den zweiten Brennpunkt P, des Systems gehen. Ks sei rw
der Gang des Lichtstrahls s¢ nach der letzten Brechung. Da st

4 m

Fig. 42.

stets dem leuchtenden Punkte s angehort, muls »w stets dem Bilde
dieses Punktes angehoren, d. h. das Bild von s muls auf der Ge-
raden 7w liegen. KEs sei fg das Bild von sp, welches nach § 80
senkrecht gegen die Axe wv sein mufs. Wenn p sich lings der
Axe verschiebt, wird sich auch f liings wv und g lings rw ver-
schieben, und es ist ersichtlich, dafs die Grofse des Bildes fg sich
hierbei proportional dem Abstande P,f iindern mufs. Da nun aus
der Darlegung im vorigen Paragraphen hervorging, dafs das Bild
an jeder Stelle der Axe liegen kann, also die Entfernung P, f jeden
beliehigen Werth zwischen 4 oo und — oo annehmen kann, falls
wir nur das Object an die erforderliche Stelle bringen, so wird auch
die Grofse des Bildes, wenn wir ein umgekehrtes Bild als negativ
bezeichnen, jeden zwischen diesen Grenzen liegenden Werth und
einen jeden nur einmal annehmen konnen. Das Bild wird also dem
(Gegenstande an einer und zwar nur an einer Stelle gleich werden
miissen. Hs sei dieses der Fall, wenn der Bildpunkt in &, liegt.
Wir wollen annehmen, dafs dazu das Object sp so verschoben werden
miisse, dafs p in b, zu liegen kommt. Man bezeichnet dann b5, als
den ersten Hauptpunkt und 2, als den zweiten Hauptpunkt
des Systems, und die beiden durch diese Punkte gelegten zur Axe
senkrechten Ebenen als die erste bez zweite Hauptebene des
Systems.

b
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ar

Die Hauptpunkte sind also zu definiren als dasjenige Paar con-
jugirter Vereinigungspunkte, in denen die Grifse eines auf der Axe
senkrechten Bildes der des zugehorigen (Gegenstandes gleich ist.

§ 83. Die beiden Hauptbrennweiten und die Lage und
Grofse der Bilder.

Den Abstand des ersten bez. zweiten Brennpunktes vom ersten
bez. zweiten Hauptpunkte nennt man die erste bez zweite
Haupthrennweite des Systems. Bezeichnen wir sie mit #, bez.
F,, und die Abstiinde eines anderen Paares conjugirter Vereinigungs-
punkte 0 und 1 von den beiden Hauptpunkten mit », und r , so
kimnen wir unsere Gleichung (328b) nunmehr schreiben:

F, T

i R Tt P | (331)

')‘0 rm
Daraus folgt:

Yooty = Tyt + Foury (331a)

und

. E) a rm.

et v

o (331D)

m
ro — Fo

Es sind diese beiden letzten Gleichungen vollig analog unseren
fritheren fiir eine brechende Fliche giiltigen Gleichungen (300),
(300a) und (300b); nur sind hier die Brennweiten sowie die Object-
und Bildabstiinde nicht vom Scheitel der Fliche, sondern von den
Hauptpunkten gemessen. Wir werden aber spiiter in § 87 sehen,
dals jene Gleichungen (300), (300a) und (300b) ein specieller Fall
unserer jetzigen Gleichungen (331), (331a) und (331b) sind, indem
bei einem brechenden System, das nur aus einer einzigen Fliche
besteht, die beiden Hauptpunkte zusammenfallen, und zwar in dem
Scheitel dieser Fliche.

Um nun die Grofse der Bilder im Allgemeinen zu berechnen,
miissen wir von den beiden i#hnlichen Dreiecken ¢, b, P, und gfP,
ausgehen. An ihnen besteht die Proportion

yby:fg=10b,P:fP, (832)
Bezeichnen wir die Grofse des Objectes sp = b, ¢, = b, ¢, mit 73,

und die Grofse des Bildes fg, weil es umgekehrt ist, mit — £, und
beachten ferner, dals nach den soeben eingefithrten Bezeichnungen
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by Py = F,und b,f=r,, also fP, =r, — F ist,so erhalten wir aus
unserer Proportion (332) die Gleichung:

ﬁ Fﬂl [
g iy (39%8)
Aus unserer Gleichung (331) lifst sich nun aber ableiten, dafs
L SIS £ Vol 1
VYo T g

ist; es ergiebt sich daher zur Berechnung der Bildgrifse die Doppel-
gleichung
: F, — F,
e /),0 ARz m = 'ro 0 (3321))

s R Rt R
ﬂm 7m 3 ﬁn» 1‘0

Nennen wir den Abstand zweier conjugirter Vereinigungspunkte von

den Brennpunkten z, und z, so dafs also

m() oy r() &E 1"0 l (333)
mm _— ’rm s 'FM’ I
so folgt aus der letzten Gleichung
m() P 971" - IF() 2 11’"1 (334)
und ferner
B e e (334a)

—_—— -
I 0 ‘r’m

B
Damit haben wir ein Gesetz gefunden, welches dem am Ende von
§ 76 fir eine einzelne brechende Fliche erhaltenen vollig analog
ist, und welches uns gestattet, die Bildgrifse aus der Objectgrifse
zu berechnen, sobald wir den Abstand des Objectes von dem vor-
deren Brennpunkte oder des Bildes von dem hinteren Brennpunkte
und die dem betreffenden Brennpunkte zugehorige Hauptbrennweite
kennen.

Es lifst sich nun ferner mit Benutzung der in § 78 fiir eine
einzelne brechende Fliche bewiesenen Beziehungen der optischen
Divergenz der Strahlen zu der Bildgrofse ein einfaches Verhiiltniss
zwischen der Grofse der beiden Hauptbrennweiten ableiten. Wir
fanden damals (Gleichung 321¢), wenn g, die Objectgrilse, g, die
Bildgrofse, n, und », die Brechungsverhiiltnisse der beiden Medien
und ¢, und ¢, die Divergenz der Strahlen vor und nach der
Brechung bezeichnen, dafls

Bo-my-tge, =B, .m .18
ist. Da diese Gleichung nun fiir jede brechende Fliche gilt, so gilt
sie auch fiir eine beliebige Anzahl von brechenden Fliichen, falls nur
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die Axe bei den verschiedenen Brechungen dieselbe ist; das ist aber
bei einem centrirten Systeme brechender Flichen der Fall. KEs wird
also das Product aus der optischen Divergenz und der Bildgrifse
nach der Brechung an der letzten Fliche denselben Werth haben
miissen, wie vor der ersten Brechung. KEs gilt demnach in unserem
centrirten Systeme die Gleichung

ﬂo‘”o'tg“o =ﬂm'nm'tg“m (335)
In Figur 48 sei ein centrirtes brechendes System, dessen beide

Hauptpunkte in 4, und b, liegen mdgen, wieder durch seine erste
und letzte brechende Fliiche dargestellt. Das Object ps habe die

Fig. 48.

Grofse f,, und von ihm werde das Bild fy von der Grifse 2, ent-
worfen. Kin von dem in der Axe liegenden Punkte p des Objectes
ausgehender Strahl, welcher mit der letzteren den Divergenzwinkel e,
bildet, schneide in ¢, die erste Hauptebene; dann wird sein Schnitt-
punkt ¢, in der zweiten Hauptebene von dem zweiten Hauptpunkte b,
ebenso weit entfernt sein, wie ¢, von b,. Wir setzen nun

bye, =bye, =38

und nennen ferner — ¢, den Winkel, welchen der Strahl in dem
Bildpunkte f mit der Axe bildet; den Winkel rechnen wir negativ,
weil der Strahl mit der Axe convergirt, und wir die Divergenz als
positiv nehmen. Dann ist mit Benutzung unserer bisherigen Be-
zeichnungen

ro.tgey =8=—r, .tge, (336)
Wir konnen unsere Gleichung (335) also umformen in
ﬂo ) S et ﬂm'nm (337)
o rm
oder
Rl R (887a)
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Nun folgt aber aus Gleichung (331)

gt e
r"l = 1’:’]
und ferner ist nach Gleichung (332h)
= _ﬂm, = _L
0 ro — I,

Setzen wir diese beiden Werthe auf der linken Seite unserer
Gleichung (337a) ein, so ergiebt sich unmittelbar
B _

F n

m m

(338)

Die erste Haupthrennweite verhiilt sich also zur zweiten, wie das
Brechungsverhiiltniss des ersten Mediums zu dem des letzten. Falls
also das erste Medium des Systems dasselbe ist wie das letzte, was
bei allen unseren Mikroskopen, Fernrohren und sonstigen optischen
Instrumenten der Fall ist, wenn sie in gewdhnlicher Weise in der
Luft benutzt werden, so haben wir nur mit einer Brennweite des
ganzen Systems zu rechnen. Denn weil dann n, =n, ist, so ist
auch F, = F,.

Der frither in § 73 behandelte Fall, dafs nur eine brechende
Flicche vorliegt, ist ein specieller Fall des jetzt allgemein abge-
leiteten Satzes; er hatte dadurch eine besondere Eigenthiimlichkeit,
dafs bei ihm nothwendig das zweite Mittel ein anderes Brechungs-
verhiiltniss haben mulste, als das erste, und wir daher stets zwei
Brennweiten zu unterscheiden hatten.

§ 84. Die Knotenpunkte und Knotenebenen.

Setzen wir in unserer Gleichung (334)
@y @, =F . F,
den Abstand des Objectes vom vorderen Brennpunkt
z,=—F,
d. h. legen wir das Object so weit hinter den vorderen Brennpunkt,

dafs sein Abstand von diesem gleich der hinteren Brennweite ist, so
ergiebt sich

Ty = — ‘FWO
Der Bildpunkt liegt dann also in einer Entfernung, die gleich der
vorderen Brennweite ist, vor dem hinteren Brennpunkte. Diese beiden
conjugirten Vereinigungspunkte haben besondere Eigenthiimlichkeiten



264 FUNFTER THEIL. DRITTER ABSCHNITT. § 84,

und sind fiir die Construction der Bildpunkte im Allgemeinen von
grofser Bedeutung. Sie werden die Knotenpunkte des Systems
genannt, und die durch sie gelegten zur Axe senkrechten Ebenen
heifsen die Knotenebenen.

Fithren wir nun in unsere Gleichung (334a)

B _ _ %
B F,
den Werth
xO e Ifwm
ein, so ergiebt sich
By _ F, 39
8. =T (339)

oder, da sich die beiden Hauptbrennweiten nach Gleichung (338)
wie die Brechungsverhiiltnisse des ersten und des letzten Mediums
verhalten,

B n
d Lol 339a
ﬂm n, ( )
oder

nO b ﬂO o nm *m (339}))

Die Bildgrofsen in dem vorderen und hinteren Knotenpunkt ver-
halten sich also umgekehrt wie die Hauptbrennweiten, oder umge-
kehrt wie die Brechungsverhiiltnisse des ersten und letzten Mediuns.
Aus der zuletzt erhaltenen Gleichung (339b) und der fritheren

Gleichung (335) folgt aber unmittelbar
tge, =tge, (339¢)

oder

o =0, (339d)

Wenn also ein Strahl unter einem bestimmten Winkel in dem ersten
Medium nach dem vorderen Knotenpunkte hingeht, so wird er in
dem letzten Medium parallel seiner ersten Lage von dem hinteren
Knotenpunkte fortgehen.

Aus der Lage der Hauptpunkte und Knotenpunkte geht hervor,
dafs stets der Abstand der beiden Hauptpunkte von einander gleich
ist dem Abstand der beiden Knotenpunkte von einander, und dafs
ferner der Abstand der gleichnamigen Haupt- und Knotenpunkte
voneinander gleich ist dem Unterschied der beiden Brennweiten.
Der Abstand der ungleichnamigen Haupt- und Knotenpunkte von
einander bleibt ganz unbestimmt und ist fiir die verschiedenen
Systeme verschieden.
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Die Hauptpunkte, Brennpunkte und Knotenpunkte werden mit
dem gemeinsamen Namen ,Cardinalpunkte* bezeichnet.

Haben das erste und das letzte Medium das gleiche Brechungs-
verhiiltnifs, so sind auch die beiden Hauptbrennweiten einander
gleich, und damit fillt der vordere Knotenpunkt mit dem vorderen
Hauptpunkt, und der hintere Knotenpunkt mit dem hinteren Haupt-
punkt zusammen, und die Knotenebenen werden mit den Haupt-
ebenen identisch. Die auf die Knotenebenen beziigliche Gleichung
(339Db) befindet sich dann auch, da in diesem Falle n, = »_ ist, im
Einklang mit der in § 82 gegebenen Definition der Hauptebenen.

§ 85. Construction des Strahlenganges und des Bildpunktes.

Wir wollen einmal annehmen, dals der Gang eines Lichtstrahles
in dem ersten Medium eines centrirten optischen Systems bekannt
sei, und dann suchen, welches der Gang dieses Strahls in dem letzten
Medium ist, nachdem er also siimmtliche brechende Fliichen passirt
hat. Es sei 4 B in Fig. 44 die Axe des Systems, auf ihr liegen die

b C

& \\ 0\

7 2 z )

Fig. 44.

Brennpunkte £, und 7,, die Hauptpunkte %, und 4, die Knoten-
punkte & und k,; ferner sind in der Figur die Brennebenen und
die Hauptebenen gezeichnet. Ist dann der Gang des betreffenden
Strahles in dem ersten Medium gegeben, so verlingern wir den-
selben, bis er die erste Brenn- und die erste Hauptebene schneidet;
a und b seien die beiden Schnittpunkte, die im Allgemeinen nicht
in einer Ebene mit der Axe ab liegen werden. Da die eine Haupt-
ebene das Bild der andern ist, und da ferner in diesem Falle das
eine Bild dem andern gleich und gleich gerichtet ist, so liegt das
Bild des Punktes b der ersten Hauptebene in ¢, dem Fufspunkte des
von b auf die zweite Hauptebene gefiillten Lothes. Jeder Licht-
strahl also, der von b ausgeht oder durch 4 hindurchgeht, mufs nach
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der Brechung so gerichtet sein, dafs er durch ¢ als dem Bilde von
b geht. Es mufs demnach auch der urspriingliche Strahl, dessen
Fortgang wir betrachten wollen, nachdem er das ganze System
passirt hat, so gerichtet sein, als wenn er von ¢ herkiime. Ferner
ist nun zu beachten, dals alle Strahlen, welche von einem Punkte a
der ersten Brennebene ausgehen, zufolge der in § 80 gegebenen
Definition der letzteren, nach dem Durchgang durch das ganze
System untereinander parallel sind. Der Strahl aber, welcher von
jenem Punkte ¢ nach dem ersten Knotenpunkte geht, hat nach dem
Durchgang durch das ganze System seine Richtung beibehalten;
es miissen also alle Strahlen und damit auch der gesuchte Strahl
parallel ak, sein. Wenn wir demnach durch ¢ eine Parallele zu
ak, ziehen, so muls diese, soweit sie in dem letzten Medium liegt,
den Verlauf des urspriinglichen Strahles nach der Brechung in
diesem Medium darstellen.

Nach dem, was in § 80 iiber die zweite Brennebene gesagt ist,
konnen wir aber auch eine andere Construction vornehmen. TIst der
Punkt ¢ in der angegebenen Weise gefunden, so ziehen wir zu ab
eine Parallele durch k,; dann ist der Schnittpunkt derselben mit
der zweiten Brennebene ein Punkt, der ebenfalls in der gesuchten
Strahlenrichtung liegt, und diese ist demnach gegeben durch die
Gerade ce.

Es ist leicht ersichtlich, dafs beide Constructionsverfahren zu
demselben Ergebnils fithren.

Wollen wir nun zu einem Objectpunkte den Bildpunkt con-
struiren, so ist es nur nothig, zwei beliebige von dem ersteren aus-
gehende Strahlen bis zum letzten Medium des Systems zu verfolgen;
denn da unter den gemachten Annahmen siimmtliche von dem
Objectpunkte ausgehenden Strahlen auch nach der Brechung homo-
centrisch sind, so ist der Schnittpunkt zweier Strahlen stets der
Schnittpunkt des ganzen Biindels. Der wirkliche oder der durch
Verliingerung nach riickwiirts gebildete virtuelle Schnittpunkt der
in dem letzten Medium liegenden Strecken der beiden verfolgten
Strahlen ist dann der Bildpunkt.

Der einfachste Fall ist der, dals der Objectpunkt in der Axe
liegt; denn dann geht der in der Axenrichtung verlaufende Strahl
ungebrochen durch das System durch, und wenn wir aufserdem noch
einen andern beliebigen Strahl durch das ganze System verfolgen,
so ist sein letzter Schuittpunkt mit der Axe der Bildpunkt.

Wenn der Objectpunkt aufserhalb der Axe liegt, so ist es am
bequemsten zur Construction des Bildpunktes, den mit der Axe
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parallelen Strahl und den nach dem ersten Knotenpunkte gerichteten
Strahl zu benutzen. .

In Figur 45 seien f; und f, die Brennpunkte, 4, und A, die
Hauptpunkte, %, und %, die Knotenpunkte eines centrirten brechen-
den Systems; aufserdem sind noch die beiden Hauptebenen gezeichnet.
Der Objectpunkt sei a. Wir ziehen von diesem zur Axe A B des
Systems eine Parallele, welche die zweite Hauptebene in b schneiden

a b

7 2y Iy /ay

Fig. 4.

moge. Der Verlauf des Strahles in dem letzten Medium mufs dann
auf der durch diesen Punkt 4 und den hinteren Brennpunkt f, ge-
zogenen Geraden be liegen. Ferner ziehen wir den Strahl ak, zum
ersten Knotenpunkt, dann liegt seine Fortsetzung im letzten Medium
in der durch den hinteren Knotenpunkt %, zu a %, gezogenen Parallele
kyd, und der Schnittpunkt e dieser Parallele mit dem zuerst con-
struirten Strahl b¢ ist der gesuchte Bildpunkt.

Es ist noch zu beachten, dafls in der Wirklichkeit so grofse
Divergenzwinkel der Strahlen mit der Axe des Systems, wie sie in
der Figur gezeichnet sind, nicht vorkommen diirfen, wenn die hier
benutzten Gesetze iiber den Gang der Strahlen noch giiltig bleiben
sollen.

Eine andere Methode zur Construction des Bildpunktes besteht
darin, dafs man die Bilder in den Knotenpunkten benutzt, was
aber stets viel umstiindlicher ist; denn dann mufs man die Grifse
der Bilder in den Knotenebenen im Verhiltnifs der Brennweiten
reduciren,

Beide Methoden sind identisch bei denjenigen Systemen, in
denen Hauptpunkte und Knotenpunkte zusammenfallen, d. h. bei
welchen das erste und letzte Medium dasselbe Brechungsverhiiltnifs
besitzen.
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§ 86. Die Lage der Cardinalpunkte
in einem centrirten System brechender Kugelflichen,
welches aus zwei andern centrirten Systemen
zusammengesetzt ist.

Da die Zahl der brechenden Fliichen in einem centrirten op-
tischen Systeme unbegrenzt ist, so kann man zwei derartige Systeme,
welche dieselbe Axe haben, stets als ein einziges System auffassen.
Wir wollen nunmehr die Lage der Cardinalpunkte des zusammen-
gesetzten Systems bestimmen, wenn die Lage der Cardinalpunkte
der beiden Theilsysteme bekannt ist. Da zur vollstiindigen Bestim-
mung eines Systems die Brennpunkte und Hauptpunkte ausreichen
— denn wenn diese gefunden sind, so sind auch die Knotenpunkte
gegeben — so wollen wir uns zuniichst damit beschiiftigen, aus den
bekannten Brennpunkten und Hauptpunkten der beiden Theilsysteme
die Brennpunkte und Hauptpunkte des gesammten Systems zu
suchen.

Die Brennpunkte seien mit £, und f,, die Hauptpunkte mit %,
und &, bezeichnet, und zwar sollen diese Bezeichnungen ungestrichen
bleiben (£}, 7, hy, hy), wenn sie sich auf das resultirende System,
hingegen einmal bez. zweimal gestrichen sein (£, £/, ¥',, ¥/, bez
fv o B, k), wenn sie sich auf das erste bez. zweite Theilsystem
beziehen. Diese Bezeichnung ist auch in Figur 46 angewandt, wo

A B

e

AT R R >

Fig. 46.

aufserdem noch die beiden Theilsysteme durch Buchstaben, 4 und B,
unterschieden sind. In vollig analoger Weise werden die Haupt-
brennweiten der Systeme mit £, und F, bez. F," und F," bez F
und # bezeichnet. Der Abstand des ersten Hauptpunktes %] des
zweiten Theilsystems vom zweiten Hauptpunkt %', des ersten Theil-
systems sei d und werde positiv gerechnet, wenn, wie dieses in
unserer Figur der Fall ist, 2] hinter %/, liegt.
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Der vordere Brennpunkt 7, des combinirten Systems ist das
Bild, welches das Theilsystem 4 vom ersten Brennpunkte /7 des
Systemes B entwirft; denn es ist klar, wie auch in Fig. 46 durch
einen eingezeichneten Strahl angedeutet wird, dals Strahlen, welche
von f, ausgehen, nach der Brechung im System 4 in f7 sich ver-
einigen, und nach der darauf erfolgenden Brechung im System B
parallel der Axe verlaufen miissen. Damit entspricht aber f, der
Definition des vorderen Brennpunktes fiir das combinirte System.
Zur niiheren Bestimmung der Lage von £, miissen wir nun unsere

frithere Gleichung (331)

7'0 rm

auf das System 4 anwenden, indem wir daraus

v F
° r,—F,
ableiten, und nun beachten, dafs hier
ro=hn,
und
ra=Hhy.fy=Ngh{ — [, h]
=d—F,

ist, und wir nach der jetzt angewandten Bezeichnung F," fir F,
und F,” fir ¥, zu setzen haben. Dann ergiebt sich fiir die Lage
des vorderen Brennpunktes des combinirten Systems
» - ). K’
flhl_ d:FU_F'
Ebenso ist der hintere Brennpunkt £, des combinirten Systems
das Bild, welches das zweite Theilsystem B von dem zweiten Brenn-
punkt £, des ersten Systems A entwirft. Durch eine der soeben
durchgefiithrten vollig analoge Ableitung erhalten wir

w_ (@—F).Fy

=g =7 (341)

Die beiden Hauptpunkte des combinirten Systems sind zu-
niichst dadurch charakterisirt, dafs jeder das Bild des andern ist,
und zwar bezieht sich der vordere auf den Gang der Lichtstrahlen
im ersten Medium, der hintere auf den im letzten. Es muls daher
in einem der mittleren Medien, demjenigen, das fiir das erste System
4 das letzte Medium und fiir das zweite System B das erste Medium
ist, ein beiden Hauptpunkten %, und h, des combinirten Systems

(340)
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gemeinsam conjugirter Vereinigungspunkt liegen. In unserer Figur 46
sei s dieser Punkt. Is ist dann also %, fiir das System 4 und #,
fir das System B der Bildpunkt von s. Ist nun ¢ die Grifse eines
Objectes in s, ferner 3 die Grifse seines vom System 4 in %, ent-
worfenen Bildes, #” die Grofse seines vom System B in J, ent-
worfenen Bildes, und setzen wir

Wos =2u
und (342)
sh] =y ’
8o ist nach der in Gleichung (332a) ausgesprochenen Regel
Binty 3
c F —z
und ' (343)
B ol
o Fi—y

Da nun %, und %, die Hauptpunkte des combinirten Systems sind.
und #” das Bild von @ ist, so muls

ﬂl =5 ﬂl’
sein, und wir erhalten demnach
e F|
Py Ty (344)
oder
€T o y:l/ﬁi
s (344a)

Um also den Punkt im mittleren Medium zu finden, dessen Bilder
die beiden Hauptpunkte des combinirten Systems sind, theile man
die Entfernung zwischen dem hinteren Hauptpunkte des ersten
Systems und dem vorderen Hauptpunkte des zweiten Systems in
zwei Theile, welche sich verhalten, wie die zu diesen beiden Haupt-
punkten gehorigen Brennweiten der Theilsysteme. Je nachdem wir
nun aus der Gleichung

x4y=d (342a)
die sich aus den Gleichungen (342) unter Beriicksichtigung der De-
finition- von @ sofort ergiebt, in die Gleichung (344a) den Werth fiir
z oder y substituiren, ergiebt sich

(344D)
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Mit Hiilfe dieses Werthes von z findet man nun die Entfernung
W, h, des ersten Hauptpunktes des combinirten Systems vor dem
ersten Hauptpunkte des Theilsystemes 4. Denn da der erste Haupt-
punkt des combinirten Systems der Bildpunkt von s ist, so ist analog
der bei der Bestimmung der Lage des ersten Brennpunktes des
combinirten Systems abgeleiteten (leichung (340) hier

o
hl h’l == ':sz_'};,; (345)
d.
=i—F — T WARR)

Ebenso ergiebt sich fiir die Entfernung 4,7, des zweiten Haupt-
punktes des combinirten Systems hinter dem zweiten Hauptpunkte
des Theilsystems B

w_ Y By
hy by = ;-_—_-F'w— (346)
. 1
d.F;
- _—le_:—]ﬁ,:- (3464a)

Durch diese beiden Gleichungen (345a) und (346a) haben wir nun
also auch die Lage der beiden Hauptpunkte des combinirten Systems
gefunden, wihrend uns die fritheren Gleichungen (340) und (341)
die Lage der beiden Brennpunkte des combinirten Systems ergaben.
In allen vier Gleichungen findet die Beziehung auf den ersten
Hauptpunkt des ersten, bez. den zweiten Hauptpunkt des zweiten
Theilsystems statt. Wir konnen daher sehr einfach die beiden
Hauptbrennweiten #, und ¥, des combinirten Systems finden. Denn
es ist
Fi=K[fi—=HKh
Pl
F' + K, —d
und W1 (347)
Fy, =k fy, — k) hy
-y
=i —d ]
Hat man die Brennpunkte und die Hauptpunkte des com-
binirten Systems gefunden, so sind die Knotenpunkte ebenfalls
bestimmt, da der erste Knotenpunkt im Abstand der zweiten Haupt-
brennweite hinter dem ersten Brennpunkte, und der hintere Knoten-
punkt im Abstand der vorderen Hauptbrennweite vor dem hintern
Brennpunkte liegt.
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Man kann nun aber auch die beiden Knotenpunkte des com-
binirten Systems direct aufsuchen und dazu ein #hnliches Verfahren
einschlagen, wie- fiir die Hauptpunkte, wobei man die in § 84 ab-
geleitete Kigenschaft der Knotenebenen benutzt, dafs in ihnen die
linearen Dimensionen zusammengehoriger Bilder sich umgekehrt
verhalten, wie die Brechungsverhiiltnisse des ersten und letzten
Mediums.

Analog den soeben benutzten Bezeichnungen seien jetzt in Fig. 47
kK, und ¥, die Knotenpunkte des ersten Theilsystems 4, k7 und i

A B

, il m
s fis\ //

Fig. 47.

diejenigen des zweiten Theilsystems B und %, und k, die gesuchten
Knotenpunkte des combinirten Systems. Ks ist dann

kll fl' = Fy’
k,z le = Fl'
Kfy =P
Bf =T,

Ebenso wie die beiden Hauptpunkte haben auch die beiden Knoten-
punkte des combinirten Systems einen gemeinsamen Bildpunkt im
mittleren Medium, dieser sei wieder mit s bezeichnet, und es werde
ferner wieder

Kys =2

4
kja=1y } (480

gesetzt. Es ist dann analog den obigen Gleichungen (345) und (346)
2. Fy

Wh =R

(849)
Y Y. F
2 3 y—F,

Ist nun ¢ die lineare Grifse eines Objectes im Punkte s des
mittleren Mediums, §° die seines vom Theilsystem A4 in k ent-
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worfenen Bildes, #” die seines vom Theilsystem B in k, entworfenen
Bildes, so erhalten wir, da sich stets die Objectgrofse zur Bildgrofse
verhiilt, wie der Abstand des Objectes vom vorderen Knotenpunkt
zum Abstand des Bildes vom hinteren Knotenpunkt,

und (850)

Zufolge der oben erwithnten Eigenschaft der Knotenebenen ist aber,
wenn 7, das Brechungsverhiiltnifs des ersten Mediums im System 4,
und n, das Brechungsverhiiltnifs des letzten Mediums im System

B ist
ny o =mn,.

ny. Fy - ng . Fy
e Gy

so dalfs also

(851)
Nun ist aber fir das Theilsystem 4, wenn wir mit » das Brechungs-
verhiiltnifs des mittleren Mediums bezeichnen, nach Gleichung (838)
nFy =v. B
und fiir das Theilsystem B
ng P, =9.Fy

Setzen wir diese Werthe in Gleichung (351) ein, so ergiebt sich

¢ g
| iy i (351a)
oder
gt Y 351
e (3511)

Diese Gleichung, welche die Lage des Punktes s bestimmt, weicht
nun aber von der bei der Aufsuchung der Hauptpunkte des com-
binirten Systems gefundenen Gleichung (344a) nur dadurch ab, dafs
in jedem der beiden Theilsysteme die andere Hauptbrennweite be-
nutzt ist. Die weitere Fortsetzung der Rechnung wiirde also mit
der fiir die Hauptpunkte durchgefithrten bis auf die jedesmalige
Vertauschung der beiden Hauptbrennweiten in den Theilsystemen
iibereinstimmen, weshalb wir sie hier nicht weiter verfolgen wollen.
H. v, HeLMuourz, Theoret. Physik. Bd. V. : 18
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§ 87. Die Eigenschaften eines aus zwei brechenden
Kugelflichen bestehenden Systems.

Ein aus zwei brechenden Kugelflichen bestehendes System hat
nicht nur deshalb besonderes Interesse und hesondere Bedeutung, weil
es das denkbar einfachste zusammengesetzte System ist, sondern
dadurch, dafs man, wie wir weiter unten am Schlusse dieses Para-
graphen sehen werden, fiir jedes beliebige centrirte System ein
solches aus zwei Kugelfliichen bestehendes substituiren kénnen, ohne
dafs die Lage und Grdfse der Bilder geéindert wird.

Bevor wir die Lage der Cardinalpunkte in einem solchen
~ System nach den im vorigen Paragraphen angegebenen Regeln be-
stimmen konnen, miissen wir erst die Lage dieser Punkte bei einer
einfachen brechenden Kugelfliiche kennen.

Die Brennpunkte haben wir in § 73 schon eingehend be-
sprochen und brauchen daher nur auf die dort abgeleiteten Ergeb-
nisse zu verweisen.

Die Hauptpunkte und die durch sie senkrecht zur Axe ge-
legten Hauptebenen sind dadurch charakterisirt, dafs die Bilder in
den Hauptebenen gleich gerichtet und gleich grofs sind.  Nach
Gleichung (315a) kann dieses aber bei endlichen Werthen der Brenn-
weiten nur dann der Fall sein, wenn », = 0 und », = 0, d. h. wenn
Objectpunkt und Bildpunkt in den Punkt fallen, in dem die brechende
Fliche die Axe schneidet. Dieses mulfs aber nach den Gleichungen
(300b) und wie wir bereits am Schlusse von § 73 sahen, stets
gleichzeitig eintreten. Es ergiebt sich also, dafs bei einer einfachen
brechenden Fliiche die beiden Hauptpunkte zusammenfallen und
zwar in dem Schnittpunkt der brechenden Fliche mit der Axe.
Die im vorigen Paragraphen gegebene Bestimmung der gegenseitigen
Lage der beiden combinirten Systeme durch den mit d bezeichneten
Abstand des hinteren Hauptpunktes des ersten Systems von dem
vorderen Hauptpunkt des zweiten Systems vereinfacht sich bei der
Zusammensetzung zweier einfachen brechenden Kugelfliichen zu einem
System nun dahin, dafs d den Abstand der beiden Flichen auf der
Axe von einander bezeichnet.

Auch die beiden Knotenpunkte, welche dadurch definirt
sind, dafs jeder Strahl, der vor der Brechung durch den ersten
geht, nach der Brechung durch den zweiten geht und dabei seiner
ersten Richtung parallel bleibt, fallen bei einer brechenden Fliche
in einen Punkt, niimlich den Mittelpunkt der Kugel, zusammen.
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Denn ein Strahl, der im ersten Medium auf den Mittelpunkt der
Kugel gerichtet ist, geht ungebrochen durch die Fliche. hindurch,
geht also auch im zweiten Medium durch den Mittelpunkt und ist
seiner fritheren Richtung parallel.

Bevor wir nun von dieser Lage der Cardinalpunkte bei einer
einfachen brechenden Fliche Gebrauch machen, wollen wir nech
darauf hinweisen, dafs hier die in § 85 dargestellten Methoden der
Construction des Strahlenganges und des Bildpunktes sich wesent-
lich dadurch vereinfachen, dafs erstens jeder Punkt in der ersten
Hauptebene sein eigenes Bild ist und man nicht erst den zugehorigen
in der zweiten Hauptebene zu suchen hat, und zweitens dadurch,
dafs der nach dem ersten Knotenpunkte gehende Strahl unmittelbar
in seiner eigenen Verliingerung weiter geht und man nicht erst eine
Parallele zu ihm durch den zweiten Knotenpunkt zu legen hat.

Es sei nun ¢’ der Radius der ersten, p” der Radius der zweiten
der zu combinirenden Flichen, », das Brechungsverhiiltnifs des
ersten, » des mittleren und n, des letzten Mediums. Benutzen wir
fir die Brennweiten die Bezeichnungen des § 86, so haben wir zu-
folge den Gleichungen (298) fiir die erste Fliiche

g i o
Y —n
v (352)
) i Yk 0
- v —n,
und fiir die zweite Fliche
Fih v
- (353)
L
: ng — v

Da hier die Hauptpunkte der Theilsysteme in die betreffenden
Fliichen fallen, so werden jetzt bei Anwendung der Gleichungen
(345a) und (346a) die Orte der Hauptpunkte des combinirten
Systems in der Weise bestimmt, dafs der Abstand des vorderen
Hauptpunktes von der ersten Fliche an nach vorne, der des hinteren
Hauptpunktes von der zweiten Fliche an nach hinten gerechnet
ist. Wir wollen diese Abstiinde jetzt mit %, und A, bezeichnen;
dann ergiebt sich aus den Gleichungen (345a) und (346a) durch
Einsetzen der in den Gleichungen (852) und (353) erhaltenen
Werthe nach einigen Umformungen
18*
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’

¥ mitig)ed 0!

h, =
N
1S (854)
23 ny (ny — v).d.p
[ N

wobei der Kiirze wegen
N=wv.(ng—).0 +v.(v = n).0" — (ny, —v).(v —n,).d (35))
gesetzt ist.

Die Entfernung der beiden Hauptpunkte des combinirten
Systems, welche mit H bezeichnet werde, ist nun gleich der Summe
dieser beiden Abstiinde %, und %, vermehrt um den auf der Axe
gemessenen Abstand d der beiden brechenden Flichen. Es ist also

Hoh A4
=M= y).d.0 My —2).d. 0
- Je + ~ +d
il (v_nl)(”'l_’l’zl‘(g — 0 —d) (356)

Dieser Werth ist positiv, wenn der erste Hauptpunkt vor dem
zweiten liegt. In #dhnlicher Weise, wie wir in den Gleichungen
(354) den Ort der beiden Hauptpunkte aus den frither erhaltenen
(3leichungen fanden, lassen sich auch die beiden Hauptbrennweiten
des combinirten Systems vermittels der Gleichungen (347) berechnen.
Setzen wir in diese die Werthe fiir die Brennweiten der beiden
einzelnen brechenden Flichen ein, so ergiebt sich nach einiger Um-

rechnung
n.v.0.0"
vk g
% (357)
ny.v.0 .
F, = _L_N_(’_
wobei N wieder den durch die Gleichung (855) angegebenen
Werth hat.
Nehmen wir nun an, dafs die beiden brechenden Flichen den-

selben Kriimmungsradius ¢ haben, so dafs also

() R ()r e ()n
zu setzen ist, dann erhalten wir fiir den Abstand der beiden Haupt-
punkte von den brechenden Flichen

h’l'?—" "’1(”_’”2)"1°(’

v.(ng —n).0 — (g —v).(v—n).d

358
ny.(ny —v).d.o S

v.(ny, —n).0 =y —2).(v —n).d

hy =
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und fiir die Entfernung der beiden Hauptpunkte von einander

(v — m,) (ny — 9) :
B, shell v.(n,—nl).()—l(n,—v).(v—nl).d (308

Fiir die Hauptbrennweiten ergiebt sich bei der gleichen Annahme

AL ny .. 0°
Vo vy —my).0 — (ng — ). (v — n,).d (360)
B, = ny.v.p0*

v.(nyg —m)o — (n, —9).(v —n,).d

Lassen wir nun den Abstand der beiden gleich gekriimmten Fliichen
immer kleiner werden, bis er endlich verschwindet, so haben wir
d = 0 zu setzen. Dann folgt aus den Gleichungen (358)

hy=hy =0 (361)
und aus der Gleichung (359), was aber auch unmittelbar ersicht-
lich ist,

H=0 (362)
Fiir die Brennweiten erhalten wir in diesem Grenzfall
B < n, 0
e Sk (368)
P M0
) g — %

Die Lage der Brennpunkte und Hauptpunkte ist also genau die-
selbe, als wiire nur eine brechende Fliiche vorhanden. Der Werth
des Brechungsverhiiltnisses » der unendlich diinnen mittleren Schicht
ist vollig ohne Einfluls auf die Eigenschaften des Systems. Wir
kénnen uns demnach an jeder brechenden Fliche eine unendlich
diinne, durch concentrische Kugelfliichen begrenzte Schicht von be-
liehigem Brechungsverhiiltnifs eingeschoben denken, ohne dafs die
Brechung der Strahlen dadurch geiindert wird. _

Es ist dieses ein Satz, der bei. der Behandlung verwickelt zu-
sammengesetzter centrirter Systeme oftmals zur Erleichterung der
Ueberlegung und Vereinfachung der Schlufsfolgerungen benutzt
werden kann.

Bevor wir nun zu einer andern speciellen Annahme iiber die
aus zwei brechenden Kugelfliichen bestehenden optischen Systeme
iibergehen, wollen wir noch kurz die Frage der gegenseitigen Sub-
stitution verschiedener optischer Systeme besprechen. Ks ist hier
der geeignete Ort dazu, weil fir solche Substitutionen Systeme mit
zwei brechenden Flichen besondere Bedeutung haben.
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Aus dem in den §§ 80—85 Dargelegten ergab sich, dals die
Grofse und Lage der Bilder in einem centrirten Systeme nur von
der Lage der Brennpunkte und der Hauptpunkte oder der Knoten-
punkte abhiingen; denn wenn eines dieser beiden letztgenannten
Punktpaare gegeben ist, so ist damit auch das andere Paar gegeben.
Man kann daher ohne Aenderung der Lage und Grofse der Bilder
zwei optische Systeme fiir einander substituiren, deren Brennpunkte
und Hauptpunkte dieselbe Lage haben. Da das Verhiltnifs der
Brechungsvermogen des ersten und letzten Mediums nicht geiindert
werden kann, ohne das Verhiiltnifs der Hauptbrennweiten zu einander
zu #ndern, so wollen wir voraussetzen, dafs das erste und letate
Medium bei einer solchen Substitution ungeiindert bleiben. Dann
braucht nur die eine Hauptbrennweite und der Abstand der Haupt-
punkte von einander in dem einen System gleich den entsprechen-
den Grofsen des andern gemacht zu werden, um die beiden Systeme
fiir einander substituiren zu konnen. In einem Systeme von nur
zwei brechenden Flichen wiirde man zur FErfiillung dieser Be-
dingungen iiber vier Grossen ¢', ¢”, » und d verfiigen kinnen. KEs
kann daher fiir jedes beliebige centrirte System brechender Kugel-
flichen ein System von nur zwei solchen Flichen gesetzt werden,
welches ebenso grofse und ebenso gelegene Bilder entwirft wie jenes,
und im Allgemeinen kann man dabei sogar immer noch zwei Be-
dingungen fiir das System von zwei Flichen aufstellen und erfiillen,
z. B. dafs ¢ und o' gegebene Werthe haben, oder dals das mittlere
Medium ein gegebenes Brechungsverhiiltnifs » und eine gegebene
Dicke d habe u. s. w.

§ 88. Die Lage der Cardinalpunkte in den Linsen.

Bei den gewdhnlich benutzten optischen Instrumenten, Fern-
rohren, Mikroskopen u. s. w. ist, worauf wir oben schon hingewiesen
haben, das erste und letzte Medium des Systems dasselbe, es ist
niimlich die Luft. Die einzelnen Bestandtheile, aus denen diese
Instrumente zusammengesetzt sind, werden Linsen genannt. Man
bezeichnet als Linsen solche optischen Systeme, welche aus zwei
brechenden Flichen bestehen, und bei denen das erste und dritte
Medium das gleiche ist. In der praktischen Optik, insbesondere
derjenigen der Augeniirzte, werden auch wohl Cylinderflichen als
brechende Flichen benutzt, z. B. zur Erzeugung einer Lichtlinie bei
der Spectralanalyse der Gestirne oder zur Correctur des sogenannten
Astigmatismus der Augen u.s.w. Wir wollen hier aber von der
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Besprechung solcher Systeme mit cylindrischen Flichen ginzlich
absehen, da sie nicht unter die centrirten optischen Systeme einzu-
reihen sind. Bei der Construction der optischen Instrumente werden
die Linsen nun oftmals vermittels durchsichtiger Kittsubstanzen be-
hufs Achromatisirung zu complicirteren Systemen verbunden, die man
dann auch als Linsen bezeichnet. Auch diese wollen wir von un-
serer Betrachtung ausschliefsen, so dafs wir unter Linsen also aus-
schliefslich Systeme von zwei kugeligen Flichen verstehen, bei
welchen das erste und letzte Medium dasselbe Brechungsverhiiltnifs
haben.
Wir setzen also

i, =y (364)
Dann werden die beiden Hauptbrennweiten einander gleich, und es
ergiebt sich aus den Gleichungen (357)
n.v.0.0"
v —n)[2(¢" — @) + (v — n).d]
Die Entfernungen der Hauptpunkte, welche hier mit den Knoten-

punkten zusammenfallen, von den Linsenflichen, sind nach den
Gleichungen (354)

(365)

o n.d.o
17 v ("= 0)+ (v —n).d (366)
A n.d.o

v.(0"— o)+ w—n).d

Nach der Festsetzung, die wir frither iiber diese Abstiinde gemacht
haben, sind sie hier als positiv zu rechnen, wenn sie in dem ersten
bez. letzten Medium, d. h. also, nach dem gewdhnlichen Sprach-
gebrauch aufserhalb der Linse liegen.

Die Entfernung der Hauptpunkte von einander ist hier nach
Gleichung (356)
(v —n).(d+ 0"~ @) (367)

v dmﬁ:(};’: o)+ (v —n).d

Der damaligen Ableitung gemiifs ist diese Entfernung positiv, wenn
der erste Hauptpunkt vor dem zweiten liegt.

Der Punkt auf der Axe, dessen Bilder die beiden Hauptpunkte
(oder die hier mit diesen zusammenfallenden Knotenpunkte) sind,
heilst das optische Centrum der Linse. Die Lage dieses Punktes
haben wir in § 86, wo wir zwei beliebige centrirte optische Systeme
combinirten, ausfithrlich ertrtert und dort gefunden, dals der Ab-
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stand dieses Punktes von dem zweiten Hauptpunkte des ersten
Systems sich zu seinem Abstand von dem ersten Hauptpunkte des
zweiten Systems verhiilt, wie die zu diesen beiden Hauptpunkten
gehorigen Brennweiten der combinirten Systeme. Nun fallen hier,
wo zwei einfache brechende Flichen combinirt sind, diese Haupt-
punkte in die Flichen selbst, und aus den Gleichungen (852) und
(858) folgt, dafs bei Beriicksichtigung der Gleichung (364) die abso-
luten Werthe der betreffenden Brennweiten F,” und F' sich ver-
halten, wie die Kriimmungsradien ¢’ und ¢”. Es ergiebt sich dem-
nach, dafs bei einer Linse das optische Centrum zwischen den beiden
brechenden Flichen liegt, und dals seine Entfernungen von diesen
Fliichen den Kriimmungsradien dieser Fliichen proportional sind.
Wir wollen nunmehr die Definition einer Linse noch weiter durch
die Annahme einschriinken, dafs » > » und dalfs der Abstand d kleiner
als der kleinere der beiden Kriimmungsradien o’ und o¢” sei. Diese
Annahmen entsprechen den in der Wirklichkeit fast ausschliefslich
vorkommenden Verhiiltnissen; denn dort bildet die Luft das erste
und letzte Medium, und die Dicke der Linse ist gewthnlich sehr
gering.

Da solche Linsen eine sehr ausgedehnte praktische Anwendung
finden, so wollen wir hier noch ihre verschiedenen Formen ein-
gehender besprechen.

1. Biconvexe Linsen, bei denen beide Fliichen convex, also
o' positiv und o” negativ ist. Die Gleichung (365) ergiebt dann, dafs
die Brennweite F' stets positiv ist, wiihrend aus den Gleichungen
(366) folgt, dals die Abstiinde %, und A, der Hauptpunkte von den
brechenden Fliichen stets negativ, ihrem absoluten Betrage nach
aber nie grofser als ¢ sind. Die Hauptpunkte liegen demnach stets
innerhalb der Linse. Ihr nach der Gleichung (367) berechneter
gegenseitiger Abstand hat hier einen positiven Werth, so dals also
der erste Hauptpunkt stets vor dem zweiten liegt.

2. Planconvexe Linsen bilden einen Grenzfall der bicon-
vexen Linsen, indem bei ihnen einer der Kriimmungsradien un-
endlich grofs ist. Ks moge ¢’ = oo sein, d. h. die Linse wendet den
auffallenden Strahlen die plane Seite zu. Bevor wir diesen Werth
einfithren, miissen wir diejenigen Ausdriicke fiir Brennweite u. s. w.,
in welchen ¢’ im Zihler und Nenner vorkommt, in geeigneter Weise
umformen. Wir erhalten dann
vnp”

el e

(365a)
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d g"
(v—n)-(?-}- , _1)

H=d 7 e
V. *—7—1) §m. PB) 4
EESIRI L
b - n.d
v (‘()7— )-{-('M—-ﬂ) -_—
withrend
i n.d.op"
RN i ey

nicht umgeformt zu werden braucht. Setzen wir nun

=0
80 ergiebt sich
i el
v—n
n
hy=—d. 5
hy, =0
und A
Wl

v
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(367a)

(3664)

(368)

(369)

(370)

(371)

Aus diesen Werthen folgt nun unmittelbar, da p” negativ ist, dals
die Brennweite I auch bei den planconvexen Linsen stets positiv
ist. Der erste Hauptpunkt liegt auch hier, da » > n sein soll,
innerhalb der Linse, withrend der zweite Hauptpunkt in die ge-

kriitmmte Fliche fillt.

Setzen wir ¢”= oo, so dals also die convexe Seite den an-
kommenden Strahlen zugekehrt ist, so erbalten wir in ganz ana-

loger Weise:

LY e
SN s
X i)
n
hﬂ == ——d-;/—
und
T i)
v

(372)

(373)

(374)

Die Brennweite ist also auch hier positiv; hier filllt aber der erste
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Hauptpunkt in die gekriimmte Fliiche, withrend der zweite im Innern
der Linse liegt.

Das optische Centrum einer planconvexen Linse fiillt in den
Schnittpunkt der gekriimmten Fliiche mit der Axe, da der Kriim-
mungsradius dieser Fliche unendlich klein ist gegeniiber dem Kriim-
mungsradius der ebenen Fliiche.

3. Biconcave Linsen, bei denen beide Fliichen concav nach
aufsen sind; es ist demnach o’ negativ, p” positiv. Unsere Gleichung
(865) ergiebt hier einen negativen Werth fiir die Brennweite #. Die
Abstéinde &, und &, der Hauptpunkte von den brechenden Flichen
sind ebenfalls negativ, und zwar ebenso, wie bei den biconvexen
Linsen ihrem absoluten Betrage nach niemals grifser als d; die
Hauptpunkte liegen also stets innerhalb der Linse, und ihr Abstand
von einander ist nach Gleichung (367) positiv, d. h. der erste liegt
vor dem zweiten.

4. Planconcave Linsen bilden einen Grenzfall der bicon-
caven, indem hier der Kriimmungsradius der einen brechenden
Fliche unendlich grofs wird. Wie aus einer der bei den plan-
convexen Linsen durchgefithrten vollig analogen Betrachtung hefvor-
geht, haben sie stets eine negative Brennweite, und es fillt stets
einer der beiden Hauptpunkte in die gekriimmte Fliche, wiihrend
der andere im Innern der Linse liegt.

5. Concavconvexe Linsen; bei ihnen sind beide Radien ent-
weder positiv oder negativ. Wir wollen zuniichst das erstere an-
nehmen, d. h. voraussetzen, dafs beide brechende Flichen dem auf-
fallenden Lichte die convexe Seite zuwenden. Aus Gleichung (365)
folgt, dafs die Brennweite dann positiv ist, wenn

v.(0"+d—0)>n.d (875)
dafs sie unendlich, wenn

v.("+d—9)=n.d (876)
und negativ, wenn

v.(0"+d—0)<n.d 877) _

Nun bezeichnet aber ¢”+ d — ¢’ den Abstand des Kriimmungsmittel-
punktes der zweiten Fliche von dem der ersten nach hinten ge-
rechnet. Ist die Ungleichung (375) erfiillt, so ist nothwendig dieser
Abstand ¢”+ d — o' positiv, da d immer positiv gerechnet wird; es
mufs also dann der Kriimmungsmittelpunkt der zweiten Fliche
hinter dem der ersten liegen, es wird dann aber stets die Linse
nach dem Rande zu diinner. Wir kinnen also sagen:
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Hat eine concavconvexe Linse eine positive Brennweite, so wird
sie nach dem Rande zu diinner. Die Umkehrung dieses Satzes ist
nicht richtig; denn es kinnen auch positive Werthe von ¢”+ d — o’
vorkommen, welche die Ungleichung (875) nicht erfillen, wie z. B.
der die Gleichung (376) erfiillende Werth.

Ist der Abstand p”+ d — o' negativ, liegt also der Kriimmungs-
mittelpunkt der zweiten Fliiche vor demjenigen der ersten Fliche,
wobei die Linse nach dem Rande zu stets dicker wird, so ist die
Ungleichung (377) immer erfiillt, so dals also dann die Linse immer
eine negative Brennweite hat. Wir konnen also sagen: Wird eine
concavconvexe Linse nach dem Rande zu dicker, so hat sie eine
negative Brennweite. Auch hier ist die Umkehrung des Satzes nicht
zuliissig, denn die Ungleichung (8377) kann auch durch positive
Werthe fiir 9"+ d — ¢ erfiilllt werden.

Aus den Gleichungen (366) fiir die Abstiinde s, und A, der
beiden Hauptpunkte von den Linsenflichen ergiebt sich nun hier
unter Beachtung der soeben besprochenen Werthe der Brennweiten,
dafs der erste Hauptpunkt vor der convexen Seite der Linse liegt, wenn
die Brennweite positiv ist, und dafs er in das Unendliche fiillt, wenn
die Brennweite unendlich wird. Ist die Brennweite negativ, so liegt
der erste Hauptpunkt hinter der convexen Fliiche der Linse, eben-
falls unendlich weit, wenn die Brennweite unendlich grofs ist. Er
riickt um so nither an die convexe Fliiche heran, je kleiner o’ und
je grofser ¢”. lIst ¢” unendlich grofs, so wird 4, = 0, d. h. der erste
Hauptpunkt fillt in die convexe Fliche; es ist in diesem Falle die
Linse aber in eine planconvexe iibergegangen, und das hier erhaltene
Resultat stimmt auch mit dem unter 2) fiir diese Linsen abgeleiteten
iiberein.

Der zweite Hauptpunkt liegt vor der concaven Fliche der
Linse, d. h. auf ihrer convexen Seite, wenn die Brennweite der
Linse positiv ist; er liegt hinter dieser Fliche, wenn die Brenn-
weite negativ ist; er riickt ebenfalls ins Unendliche bei unendlich
grofser Brennweite.

Der Abstand H der beiden Hauptpunkte ist durch die Gleichung
(367) gegeben. Die verschiedenen Werthe desselben fiir alle hier
moglichen Fiille wollen wir nicht weiter erdrtern, sondern nur auf
einen besonderen Fall hinweisen. Wenn niimlich die beiden brechen-
den Flichen der Linse concentrischen Kugelschalen angehoren, so
fallen, da dann

d+0'—0'=0 (378)
ist, beide Hauptpunkte zusammen, und zwar liegen sie, wie sich
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aus den Werthen von %, und 4, in den Gleichungen (366) unmittelbar
unter Beriicksichtigung der Gleichung (378) ergiebt, in dem ge-
meinsamen Kriimmungsmittelpunkte der Linsenfliichen.

Der zweite Fall, dals beide Radien der brechenden Fliichen
negativ sind, ergiebt sich aus dem bisher Abgeleiteten sofort, wenn
wir die erste Seite der Linse zur zweiten machen.

§ 89. Die Lage und Grifse der von Linsen erzeugten Bilder.

In § 83, wo wir die Lage der Bilder in beliebhigen centrirten
Systemen untersuchten, fanden wir die Gleichung (331)

EQA + E’ﬂ =1
7‘0 rm

in der ¥, und F, die Brennweiten des Systems, und r, bez r, die
Abstiinde des Objectes bez. des Bildes von den beiden Hauptebenen
bezeichnen. Nun sind aber bei Linsen die beiden Brennweiten
einander gleich, wir haben sie mit # bezeichnet. Fiithren wir an
Stelle der Indices 0 und m die von uns bei den Linsen benutzten

Indices 1 und 2 ein, so ergiebt sich
1 1 1

—71‘ + "—z ) (379)
oder
e o
R o
und (380)
r, F
r, = ———

2 ” o jv
1
Die in demselben Paragraphen iiber die Bildgrofse abgeleitete
Gleichung (332b) formt sich in analoger Weise fiir Linsen um in

B, by rn—F 2
- T = 81
ﬂg "'3 b F 1" ( )
Nennen wir nun hier z; bez. z, die Abstiinde zweier conjugirter
Vereinigungspunkte von den Brennpunkten, so dals also

o= F
Xy =19 — F,
so erhalten wir den fritheren Gleichungen (384) und (334a) analog
@, @y == F3 (382)
und
il b o i (383)
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Hiernach ist die Brennweite der Linse in allen Fillen die mittlere
geometrische Proportionale zwischen den beiden Bildabstinden
und #, von den Brennpunkten. KEs mufs daher von ihnen stets
einer grofser als ¥, der andere kleiner als F' sein, wenn nicht beide
gleich — F oder + F sind. Ferner miissen #, und «, immer gleich-
zeitig positiv oder negativ sein, d. h. wenn das Object vor dem
ersten Brennpunkt liegt, liegt das Bild hinter dem zweiten und
umgekehrt,

Bei Linsen mit positiver Brennweite (Sammellinsen) liegt
der erste Brennpunkt vor der Linse, der zweite dahinter. Dals die
Brennpunkte nicht in die Linse fallen kionnen, ergiebt sich aus den
Gleichungen (365) und (366) unter Beriicksichtigung der hier ge-
machten Annahme, dafs stets » > » und 4 kleiner als jeder der
Werthe ¢" und ¢” sein soll. Bei einem positiven Werth von z,, der
also vorhanden ist, wenn das Object weiter von der Vorderseite der
Linse entfernt ist, als der erste Brennpunkt, liegt das Bild hinter
der Linse weiter entfernt als der zweite Brennpunkt und ist nach
Gleichung (383) umgekehrt. Dabei ist die Entfernung z, vom zweiten
Brennpunkte ebenso wie die Grofse 8, des Bildes umgekehrt pro-
portional der Entfernung z, des Objectes vom ersten Brennpunkte.
Es wird #, =2, und 8, = — 3, wenn z, = F, d. h. wenn das
Object um die doppelte Brennweite von der Linse absteht.

Bei negativen Werthen von z,, welche absolut kleiner als 7
sind, liegt das Object zwischen dem ersten Brennpunkt und der
Linse (oder genauer zwischen dem ersten Brennpunkte und dem
ersten Hauptpunkte) Dann liegt, da nun auch , negativ, aber
absolut genommen grifser als F' sein mufs, das aufrechte vergrifserte
Bild vor der Linse (genauer vor dem zweiten Hauptpunkt), ist also
virtuell. Dies entspricht dem Falle, wo die Linse als Loupe ge-
braucht wird.

Fiir 2, = — F sind Object und Bild gleich grols und gleich-
gerichtet und liegen in den beiden Hauptebenen der Linse.

Wenn z, negativ, aber absolut genommen grofser als F ist,
d. h. wenn wir ein virtuelles hinter der Linse (genauer hinter dem
vorderen Hauptpunkte) gelegenes Object haben, so muls z, ebenfalls
negativ, aber absolut genommen kleiner als ' sein. Das reelle, ver-
kleinerte und aufrechte Bild liegt dann zwischen der Linse (genauer
dem hinteren Hauptpunkte) und ihrem zweiten Brennpunkte.

Fiir Linsen mit negativer Brennweite (Zerstreuungslinsen)
liegt der erste Brennpunkt hinter, der zweite vor der Linse.



286 FUNFTER THEIL. VIERTER ABSCHNITT. § 90.

Liegt das Object vor der Linse (d. h. vor dem vorderen Haupt-
punkt), ist also @, positiv und grifser, als der absolute Betrag der
Brennweite, so mulfs z, ebenfalls positiv sein und zwar kleiner als
der absolute Betrag der Brennweite. Das aufrechte und verkleinerte
Bild liegt also vor der Linse (d. h. vor dem hinteren Hauptpunkt),
aber hinter dem zweiten, vorne gelegenen Brennpunkt, ist also
virtuell.

Fir @ = — F fallen Object und Bild in die beiden Haupt-
ebenen; beide sind gleich grofs und gleich gerichtet.

Einem virtuellen Bilde hinter (dem vorderen Hauptpunkt) der
Linse, aber vor dem ersten Brennpunkt, entspricht ein Werth von z,,
der positiv und seinem absoluten Betrage nach kleiner als F ist.
Dann ist #, ebenfalls positiv und seinem absoluten Betrage nach
grofser als F, d. h. das Bild liegt hinter (dem hinteren Hauptpunkt)
der Linse, ist also reell, dabei aufrecht und vergrilsert, letzteres
um so mehr, je nither das virtuelle Object an den hinteren, virtuellen,
Brennpunkt riickt.

Wenn endlich #;, negativ wird, d. h. wenn das virtuelle Object
hinter dem ersten, hinten gelegenen Brennpunkt liegt, wird auch z,
negativ. Das virtuelle Bild befindet sich dann vor dem, vorne ge-
legenen, zweiten Brennpunkt, und ist umgekehrt. Ks ist dieser der
in dem Gaumir'schen Fernrohr eintretende Kall.

& Vierter Abschnitt.

Die Helligkeit der optischen Bilder.

§ 90. Das Reciprocititsgesetz der Beleuchtungsintensitét.

Neben der Lage und der Grofse der durch centrirte optische
Systeme erzeugten Bilder kommt fiir die praktische Benutzung der-
selben wesentlich ihre Helligkeit in Betracht.

Um die fiir die Helligkeit der Bilder geltenden Beziehungen
ableiten zu konnen, miissen wir ein ganz allgemeines Gesetz be-
achten, welches sich bezieht auf die Stirke der gegenseitigen Be-
leuchtung zweier verschwindend kleinen Fliichenelemente von der
Ausdehnung @ und b, die sich in einem vollig durchsichtigen Medium
in der Entfernung » von einander befinden. Die auf ihnen er-
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richteten Normalen mogen mit der sie verbindenden geraden Linie
die Winkel & bez. # bilden. Sendet dann a mit der Helligkeit H
Licht aus, wo also H die in einer beliebigen Einheit gemessene
Lichtmenge bezeichnet, welche von der Fliicheneinheit ausgeht, so
ist die in derselben Einheit gemessene Lichtmenge L, welche von
a auf b fillt

i H.a.b.cozsoc.cosﬂ
r

(384)

Da dieser Werth von L nach @ und b4, sowie nach « und # sym-
metrisch ist, so ist sofort ersichtlich, dafs dieselbe Lichtmenge von
b auf a fallen wiirde, wenn b mit der Helligkeit # Licht aussenden
wiirde, sonst aber alle Verhiiltnisse dieselben sind.

Wir wollen uns nun zwischen den beiden Flichenelementen a
und b ein centrirtes System brechender Kugelflichen eingeschaltet
denken und zugleich der Vereinfachung der Rechnung halber einige
besondere Annahmen machen. Erstens mogen beide Fliichenelemente
a und b senkrecht gegen die Axe dieses Systems gerichtet sein und
auch der Axe nahe liegen; es werden dann die beiden in der
Gleichung (384) vorkommenden Cosinuswerthe gleich 1. Ferner sollen
die Verluste, welche die Strahlen einmal durch Absorption in den
verschiedenen Medien und zweitens an den brechenden Flichen da-
durch erleiden, dafs neben der Brechung stets auch noch eine
Reflexion stattfindet, vernachliissigt werden, und wenn es spiegelnde
Fliichen sind, die wir ja nach den in § 74 gemachten Auseinander-
setzungen als Theile eines brechenden Systems auffassen konnen, so
sollen bei dieser Reflexion die auffallenden Strahlen in voller In-
tensitiit zuriickgeworfen werden.

Zuniichst sei nun vorausgesetzt, dals b da liege, wo durch das
brechende System das Bild von a entworfen wird, und dafs es auch
in seiner Grifse der Grofse dieses Bildes vollig entspreche. Dann
fillt alles Licht, welches von a aus durch die brechenden Flichen
dringt, auf b, und umgekehrt fillt alles auf a, was von b aus durch
die brechenden Flichen dringt.

Es sei nun in Figur 48 4 B die optische Axe des brechenden
Systems, H, sein erster, H, sein zweiter Hauptpunkt; mm’ sei der
Durchschnitt des von a einfallenden Strahlenbiindels in der ersten
Hauptebene, nn’ derselbe in der zweiten. Die Grundfliche des
Strahlenbiindels in der ersten Hauptebene ist congruent derselben
in der zweiten; ihre gemeinsame Grifse sei mit @ bezeichnet. Ist
dann H die Helligkeit, mit der a Licht aussendet, so ist nach



288 FUNFTER THEIL. VIERTER ABSCHNITT. § 90.

Gleichung (384) die Lichtmenge, welche auf die Grundfliche des
Strahlenkegels mm’ fillt
_Hao

1Sy 3
"

L (385)
wenn wir mit -, den Abstand des Flichenelementes a von der ersten
Hauptebene bezeichnen. Diese Lichtmenge ist aber dieselbe, welche
in dem Flichenelemente » zum Bilde von a vereinigt wird.

™ n
a \
A 1f; 115 B
b
m n'

Fig, 48.

Ist nun ein anderes Mal 4 das mit der Helligkeit H leuchtende
Element, so wird in @ als dem nunmehrigen Bilde desselben die
Lichtmenge

H.b.®
s (386)

L, =
vereinigt, wo », den Abstand des Klementes & von der Haupt-
ebene H, bezeichnet.

Es verhilt sich demnach
Hia Hb

Ll :LB = le— : 3 (387)

7y

Da b das Bild von @, und umgekehrt, ist, so folgt aus Gleichung
(332a), wenn wir mit ¥, und F, die Brennweiten des eingeschalteten
optischen Systems bezeichnen und beriicksichtigen, dafs @ und b als
einander geometrisch #hnliche Fliichen dem Quadrate ihrer ent-
sprechenden Liniendimensionen proportional sind,

a Ly

Rl (388)

Nach Gleichung (381a) ist nun, wenn wir in sie die jetzigen Be-
zeichnungen der Brennweiten einfithren

_B.n

oo

”

a"Fz

1
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Setzen wir diesen Werth in die vorige Gleichung ein, so ergiebt sich

2 .2
9___1*4’,.9'l

b B (388a)

und da nach Gleichung (299)

Fy _ny
F, ny
so folgt
a _ mtn?
st (8581)
oder
a b n?
W S

Setzen wir in das dritte Glied der Proportion (387) diesen Werth
ein, so erhalten wir

b n2 b
ALET A E R
= ny?:n,? (389)

Die Lichtmenge, welche also bei gleicher Helligkeit von a aus-
gehend auf b fillt, verhilt sich zu der, welche den umgekehrten
Weg macht, wie das Quadrat des Brechungsverhiiltnisses des Mediums,
in dem b liegt, zum Quadrat des Brechungsverhiiltnisses des Mediums,
in dem o liegt. Wiiren die Helligkeiten demnach nicht dieselben,
sondern diejenige von a gleich »,*. H, die von b gleich n,?. H, so
wiirde L, gleich L, sein. Sollte eines der Elemente, z. B. a, grifser
sein als das Bild von b, so wiirden die Theile von @, welche nicht
zum Bilde von b gehoren, weder Licht auf » werfen, noch von
empfangen konnen. Es wiirde dadurch also weder Z, noch I, ge-
findert werden.

Unser Satz gilt aber auch noch, wenn » nicht an den Ort des
Bildes von @ fiillt, sondern in einer andern Ebene liegt. Es sei in
Figur 49 % das Bild von a, withrend das in Betracht kommende
Flichenelement in » liege und einen Theil des senkrecht auf
der Axe A B stehenden Querschnittes pp’ des Strahlenkegels bilde.
Die iibrigen Bezeichnungen sind dieselben, wie in Figur 48. Ks
ist nun wieder die von @ ausgehende und auf den Querschnitt

H.a.®

mm’ auffallende Lichtmenge gleich 3 Sie vereinigt sich

1
Jetzt aber nicht vollstindig auf dem Elemente b, sondern die Licht-
H. v. Herunorrz, Theoret. Physik, Bd. V. 19
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menge, welche auf das Flichenelement » fillt, verhilt sich zur
ganzen Lichtmenge, welche die Fliche pp’ trifit, wie die Oberfléiche
von b zum Querschnitt des Strahlenkegels in der Ebene pp/, den

m 7
1
a Pl
A___ K 'x{' } e : B
b

m’ n'
Fig. 49.

wir mit 9 bezeichnen wollen. Die auf b gelangende Lichtmenge I,
wird also gegeben sein durch

¢ H.a.b
b Ty (390)

Nun ist aber, wenn wir noch den Abstand von » von dem Haupt-

punkt H, mit e bezeichnen
PO (nn')? s
v @r) T o 18R

L =

und daher

= H.a. (3904)

("2 —et.n?
Aus Gleichung (381b) folgt aber fiir die jetzigen Bezeichnungen
72 bok

W
daher ergiebt sich
FYEB
(ry — ). (1, — F)*
F 2

= H.a.b. (1"1 r’ e r’ p _'6‘.—7.;*—':"8—.'17‘;52 (390b)

L, =H.a.b.

Da nun ferner nach Gleichung (331a)

vty — 1y By =1 . Ky
so folgt
F,?

s b. -
g 2 g (IF—-e7 +eF)

(890¢)
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Wenn wir nun annehmen, dafs b das mit der Helligkeit &
leuchtende Element und a das beleuchtete ist, so erhalten wir auf
Grund einer der vorigen ganz analogen Ableitung

e
(ry . Fy —e.r, + 6. F)

Aus den Gleichungen (390c¢) und (392) folgt nun ohne Weiteres

L, =H.a.b. (892)

L:L, = F,*: F? (398)
Da aber nach Gleichung (299)
Fy:F, =ng:n

so ergiebt sich dasselbe Resultat, welches wir schon in Gleichung
(389) fiir den Fall gefunden hatten, dafs » das Bild von ¢ und um-
gekehrt ist, auch fir den Fall, dals diese Bedingung nicht erfiillt
ist, niimlich die Relation

L :L, =nt:n* (393a)

Wir kinnen also ganz allgemein folgenden Satz aufstellen: Wenn
in einem centrirten brechenden System n, das Brechungsverhiiltnifs
des ersten, n, das des letzten Mediums ist, und in dem ersten
Medium befindet sich senkrecht gegen die Axe gerichtet das Flichen-
element a, in dem letzten Medium das Flichenelement b, so fiillt
ebensoviel Licht von a auf 5, wie von & auf a, falls ¢ mit der Hellig-
keit »,*. H und b mit der Helligkeit n,?. H leuchtet.

Die leuchtende und beleuchtete Fliiche brauchen nicht ver-
schwindend klein zu sein, wenn sie nur klein genug sind, dafs die
Cosinus der Einfallswinkel der Strahlen an den brechenden Fliichen
sich nicht merklich von 1 unterscheiden. Denn da fiir jedes Paar
verschwindend kleiner Flichenelemente der beiden Flichen der Satz
gilt, so gilt er auch fir die ganzen Flichen.

Ist das erste und letzte Medium dasselbe, was ja gewthnlich
bei optischen Instrumenten der Fall ist, da bei ihnen die Luft das
erste und letzte Medium bildet, so vereinfacht sich unser Satz dahin,
dals bei gleicher Helligkeit der beiden Flichenelemente dieselbe
Lichtmenge von a auf b, wie von b auf a fiillt.

§ 91. Die Helligkeit der Bilder auf der Netzhaut.

Wenn man direct oder durch ein centrirtes optisches System
ein deutliches Bild eines Gegenstandes erblickt, so kinnen wir das

Auge bez. das Auge nebst dem vorgesetzten System als das in dem
19*
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vorigen Paragraphen erwiihnte optische System betrachten, welches
hier ein Bild auf der Netzhaut entwirft. KEs sei a ein Flichen-
element des Gegenstandes mit der Helligkeit H; ferner sei b sein
Bild auf der Netzhaut. KEbensoviel Licht, wie von a nach & geht,
wiirde nach dem vorhin abgeleiteten Reciprocitiitsgesetz der Hellig-
keiten von b nach a gehen, wenn dem Netzhautelemente b die Hellig-

keit (—Z’—)S.H ertheilt wiirde, wobei », das Brechungsverhiiltnils des
1
Mediums bezeichnet, in dem sich a befindet, n, das Brechungs-
verhiiltnifs des Glaskorpers im Auge. Es lifst sich nun aber leicht
berechnen, wie grofs diese Lichtmenge M ist. Bezeichnen wir mit
¢ den Querschnitt des iiberhaupt zur Geltung kommenden, d. h. von
den Linsenfassungen, Diaphragmen u. s. w. des optischen Systems
nicht abgeblendeten Strahlenbiindels in der Pupille und mit d den
Abstand der Pupille von der Netzhaut, so ist nach Gleichung (386)
die von b ausgehende und auf ¢ auffallende Lichtmenge
ny® q.b
M= wE .H. e (394)
Streng genommen wiirde hier unter ¢ der Querschnitt des Strahlen-
biindels in dem von der Krystalllinse des Auges entworfenen Bilde
der Pupille und unter ¢ die Entfernung dieses Bildes von der Netz-
haut zu verstehen sein. Die physiologische Optik lehrt uns aber,
dafs die hier begangene Abweichung von der streng richtigen An-
nahme nur sehr gering ist; wir wollen sie daher vernachliissigen.
Dieselbe Lichtmenge M fillt nun aber auch, wie wir im vorigen
Paragraphen gesehen haben, umgekehrt von ¢ auf das Netzhaut-
element b, und es ist demnach die Beleuchtungsstirke, d. h. die
Lichtmenge J, welche auf die Flicheneinheit des Netzhautbildes fillt

M
J=T
_n g
- nl,.H = (895)

Sieht das Auge frei den Gegenstand an, so fiillt das Strahlen-
biindel die ganze Pupille, deren Querschnitt Q sei, und die Be-
leuchtungsstiirke J* wird dann _

2
o .3_’_ (896)

Es verh#ilt sich also
J:J =q:Q (897)
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Grofser als J'° kann J niemals werden, da q nicht grofser als Q
werden kann. Das Maximum der Helligkeit des Netzhautbildes ist
also durch J' gegeben; es ist die natiirliche Helligkeit des Bildes.
Die Helligkeit ausgedehnter Flichen kann daher durch optische
Instrumente nie grofser, nur kleiner werden, als ihre natiirliche
Helligkeit. Wir konnen demnach folgendes Gesetz aussprechen:

Erblickt ein Beobachter durch ein centrirtes System brechender
oder spiegelnder Flichen ein scharfes Bild eines leuchtenden Gegen-
standes, und konnen wir den Lichtverlust an den Fliichen vernach-
liissigen, so erscheint jede Stelle des Bildes dem Beobachter ebenso
hell, wie ihm die entsprechende Stelle des Gegenstandes ohne
optisches Instrument gesehen erscheinen wiirde, falls die ganze
Pupille des Beobachters von den Strahlen getroffen wird, die von
einem einzelnen Punkt jener Stelle ausgehen. Ist diese letztere
Bedingung nicht erfiillt, so verhiilt sich die Helligkeit des optischen
Bildes zur Helligkeit des frei gesehenen Gegenstandes, wie der von
Strahlen des leuchtenden Punktes getroffene Theil der Pupille zur
ganzen Pupille,

Auch wenn Zerstreuungsbilder einer leuchtenden Fliche von
gleichmiifsiger Helligkeit im Auge entworfen werden, kann die
Helligkeit des Netzhautbildes hochstens gleich, nie grofser werden,
als bei freier Betrachtung der Fliche. Der Beweis hierfiir lifst
sich in ganz analoger Weise fithren, wie fiir scharf gesehene Bilder,
da das im vorigen Paragraphen abgeleitete Reciprocitiitsgesetz der
Helligkeit sowohl fiir scharfe Bilder als auch fiir Zerstreuungs-
bilder gilt. Auch hier ist die Helligkeit proportional dem Quer-
schnitt des Strahlenbiindels in der Pupille, welches von dem ent-
sprechenden Punkte der Netzhaut bis zu der leuchtenden Fliiche
gelangen kann.

Nur, wenn wir verschwindend kleine leuchtende Punkte durch
optische Instrumente betrachten, deren Bild auch bei den stiirksten
Vergrofserungen nur die Ausdehnung der kleinsten Zerstreuungs-
kreise auf der Netzhaut bedeckt, also immer dieselbe Flichen-
ausdehnung behiilt, kénnen optische Instrumente die Helligkeit ver-
grofsern. Dies geschieht z. B. fiir die Fixsterne, und deshalb kdnnen
auch Fixsterne durch stark vergrofsernde Fernrohre mit grofser
Apertur bei Tage sichtbar gemacht werden. Die scheinbare Hellig-
keit des Fixsterns steigt proportional der Lichtmenge, welche das
Instrument in seinem Focus vereinigt, withrend die Helligkeit des
Himmelsgewdlbes durch das Fernrohr nicht vermehrt wird.
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§ 92. Grenze der Leistungsfihigkeit optischer Instrumente.
Analogie zum Carnot’schen Gesetz.

Die eben durchgefiihrten Betrachtungen konnen wir auch an
die in § 78 abgeleiteten Siitze iiber die optische Divergenz an-
kniipfen und dabei zugleich auf die Grifse der durch das dem Auge
vorgesetzte optische Instrument erzeugten Bilder Bezug nehmen.
Wenn wir beriicksichtigen, dafs gewdhnlich das betrachtete Object
in demselben Medium liegt, in welchem die Strahlen zum Schlufs
nach ihrem Durchgang durch das optische Instrument, also vor
ihrem Eintritt in das Auge, verlaufen, nimlich in der Luft, so
vereinfacht sich die Gleichung (321d) dadurch, dafs die beiden
Brechungsverhiiltnisse n, und =, einander gleich sind. Ks ist
dann also

Bo g =By (398)
worin 3, bez. 8, die Objectgrifse bez. Bildgrifse, und e, bez. ¢, die
Divergenzwinkel der #ufsersten Randstrahlen, welche in das optische
Instrument eintreten, bez. aus ihm austreten, bezeichnen. Wir
kiénnen diese Gleichung umformen in

B _ %

B L1

Nun giebt der Quotient /1R die lineare Vergrifserung des be-

(398a)

0
treffenden optischen Instrumentes an, und es folgt also, dafs bei
gegebener Vergrifserung ¢, um so grofser sein wird, je grofser e,
d. h. die Apertur des Instrumentes ist. Das Quadrat von e ist
aber proportional dem Querschnitt des Strahlenbiindels, welches das
Instrument verlifst und in das Auge eintritt. Dieser Querschnitt
ist aber wiederum, wie wir im vorigen Paragraphen sahen, pro-
portional der Helligkeit, unter der das Bild £, dem beobachtenden
Auge erscheint; es ist diese letztere demnach proportional dem
Quadrate der Apertur. KEs geht daraus hervor, dals, je stirker die
Vergrofserung ist, desto griofser das Lichtbiindel sein mufs, welches
von dem Instrument aufgefangen wird, wenn wir ausreichende
Helligkeit behalten wollen. Eben deshalb erfordern die stark ver-
grofsernden Fernrohre aufserordentlich grofse Objectivlinsen, und
ebenso braucht man fiir die stark vergrdfsernden Mikroskope be-
sondere Kinrichtungen, durch welche convergirende Lichtkegel er-
zeugt werden, die durch das Object hindurchgehen und schliefslich
mit starker Divergenz in die Objectivlinse hineingelangen. Auf



§ 92. LEISTUNGSFAHIGKEIT OPTISCHER INSTRUMENTE. 295

letzteres zielt die Verbesserung der neueren Mikroskope wesent-
lich hin.

Der Querschnitt des in die Pupille eintretenden Strahlenbiindels
lifst sich leicht empirisch ermitteln. Wenn man das Instrument
auf ein helles Feld eingestellt hat, entferne man das Auge vom
Ocular in Richtung der optischen Axe des Instrumentes und be-
trachte das Ocular selbst. Man wird in ihm oder etwas vor ihm
eine kleine helle Kreisfliche auf dunklem Grunde sehen. Dieser
kleine Kreis ist das optische Bild, welches das Ocular von der
Fliiche der Objectivlinse entwirft. Alles Licht, was durch das In-
strument hindurchgeht, mufs in diesem Bildchen des Objectives
vereinigt sein. Letzteres entspricht also dem Querschnitt, den die
simmtlichen Lichtkegel, welche von dem Punkte des Objectes aus-
gegangen sind, an dieser Stelle des Raumes haben. Um nun das
gesammte durch das optische Instrument hindurchgegangene Licht
mit dem Auge aufzufangen und somit eine moglichst grofse Hellig-
keit zu erlangen, mufs die Pupille an den Ort dieses Bildchens ge-
bracht werden. Das Verhiiltnifs zwischen seiner Fliiche und der
Fliche der Pupille ergiebt also unmittelbar das Verhiiltnifs, in
welchem die Helligkeit des durch das Instrument gesehenen Bildes
kleiner ist, als die des direct gesehenen Objectes. Nur wenn jenes
Bildchen der Objectivlinse gleich oder grdfser ist als die Pupille,
hat man volle Helligkeit.

Aus der oben abgeleiteten Gleichung (398a) folgt aber auch,
dafs dieser Querschnitt des aus dem Instrumente austretenden
Strahlenbiindels bei sonst gleichen Verhiiltnissen um so kleiner ist,
je stirker die Vergrofserung ist. Bei Fernrohren kann man nun
die Apertur des Objectivglases theoretisch in das Unbegrenzte
steigern. Die Oeffnung des mikroskopischen Lichtkegels dagegen
wird durch einen Winkel gemessen und hat daher eine bestimmte
Grenze. Es wird also mit steigender Vergrifserung das eben er-
withnte kleine Bildchen, durch welches alle Strahlen hindurch-
miissen, immer kleiner werden; dabei treten nun Diffractions-
erscheinungen auf, welche das im Mikroskop erzeugte Bild des be-
trachteten Objects undeutlich machen und endlich den Nutzen
noch stirkerer Vergrofserung wieder vollig vernichten. Dadurch
ist der mikroskopischen Vergrofserung eine bestimmte Grenze
gesetazt.

Zum Schlusse wollen wir noch darauf hinweisen, dafs das im
vorigen Paragraphen abgeleitete Gesetz, dals durch kein optisches
System ein Bild eines Objectes entworfen werden kann, das grofsere
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Helligkeit als das Object selbst besitzt, einen nahen Zusammenhang
mit dem Carnor'schen Gesetze in der Wiirmelehre hat.

Dieses Gesetz sagt aus, dafs nur dann Wiirme von einem
kiilteren zu einem heifseren Korper iibergefiihrt werden kann, wenn
dabei gleichzeitig Arbeit verrichtet wird. Was hier von der Wiirme,
also auch den Wirmestrahlen, ausgesagt wird, gilt natiirlich
ebenfalls von den Lichtstrahlen; und den kiilteren bez wiirmeren
Korpern sind die dunkleren bez. helleren analog. Da nun ein
optisches System keine Arbeit leistet, so ist es nicht mdglich, dafs
die Lichtstrahlen zu einem Orte hingehen, der heller ist als der
Ort, von dem sie herkommen. Das Bild kann also nie heller sein,
als das Object.



Sechster Theil.

Die Polarisation und Dispersion des Lichtes.

Erster Abschnitt.

Die Polarisation des Lichtes bei der Spiegelung
und Brechung.

§ 93. Die magnetischen Schwingungen sind senkrecht
zur Einfallsebene.

Indem wir zur Lehre von der Brechung iibergingen, hatten wir die
Vorstellung zu Grunde gelegt, dafs, wenn Strahlen sich durch ein
durchsichtiges Medium fortpflanzen und auf eine Grenzfliiche treffen,
von dieser Grenzfliiche aus nun neue Strahlen ausgehen. Wir haben
aber noch die weitere Annahme hinzugefiigt, dals an schmalen Strahlen-
biindeln keine verschiedenen Phaseniinderungen bei der Weiterfort-
pHlanzung der reflectirten oder gebrochenen Strahlen vorkommen
sollten. Nun hiingen mit diesen Erscheinungen der Spiegelung und
Brechung der Strahlen aber noch wesentlich andere Erscheinungen
zusammen, welche die Art der Strahlen betreffen. Die Strahlen
werden niimlich durch Spiegelung und Brechung gleichzeitig mehr
oder weniger polarisirt. Wir miissen die Vorgiinge der Spiegelung
und der Brechung in dieser Hinsicht noch niither untersuchen.

Zu diesem Behufe wollen wir auf die urspriinglichen Glei-
chungen (80) und (31) zuriickgehen, welche wir itber die Bewegung
der Lichtwellen aufgestellt haben. Statt der Momente sollen aber
die Kraftcomponenten der magnetischen und elektrischen Kriifte ein-
gefithrt werden:
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L, 0L_0Y 0z
bl PR PR T
oM _0Z 06X :
Ab 9=z~ ox (899)
4 AN 02X HO.Y;
LlE T dy O
und
[, OX_0N oM
S T P P
Y 8L 6N 160
40919 0z (409)
A 0Z OM OL

8 X =Te By

Wir miissen nun den KFall untersuchen, dafs ein Wellensystem
in einer schriigen Richtung gegen die Grenzfliche zweier durch-
sichtigen Medien liuft, in denen die Grofsen & und u, sowie die
magnetischen und elektrischen Kriifte verschieden sein kinnen. Der
Einfallswinkel werde (Fig. 50) mit e bezeichnet. Wir wissen nun
schon, dals an der Grenzfliche reflectirte Wellen entstehen, die in
der Richtung der reflectirten Strahlen also unter einem Winkel, der
dem Einfallswinkel gleich ist, hinauslaufen, und dafs gebrochene
Wellen in der Richtung, die mit dem Kinfallsloth den Winkel g
bildet, in das zweite Medium eintreten. Beim Uebergang in ein
neues ruhendes durchsichtiges Medium kann die Schwingungsdauer
nicht gefindert werden. Denn soviel Anstifse neuer Wellen, als in
der Zeiteinheit an der Fliche ankommen, so viel werden auch in
derselben Zeit ausgeiibt, um Wellenziige der gebrochenen Strahlen
und Wellenziige der gespiegelten Strahlen zu erregen. Durch den
Factor eint, welcher fiir alle diese verschiedenen Bewegungen der
gleiche sein soll, driicken wir aus, dafs » Schwingungsanstofse in
der Zeit 27 geschehen. Andererseits aber wissen wir nun, dals die
Function, welche wir brauchen kénnen, um den Wellengleichungen

. . s .
zu geniigen, fiir ebene Wellen eine Function von ¢ — - sein mufs,

wo s der von der Welle iurﬁckgelegte Weg von irgend einem Null-
punkt an gerechnet und ¢ die entsprechende Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit ist. Wiihlen wir nun den Coordinatenanfangspunkt (Fig. 50)
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zum Nullpunkt, von dem der zuriickgelegte Weg der Welle ge-
rechnet wird, so wird fiir die einfallenden Wellen
§ = — .C08 ¢ + ¥.8in e,
fir die reflectirten Wellen
§=x.C08¢ -+ 7y.SIn e
und fiir die gebrochenen Wellen

§= —z.c0873 + y.sinf
zu setzen sein.

Die einfallenden Wellen sind demnach durch die Form

in[t y.sina z.cougxl

5 F, € )

die reflectirten durch

und die gebrochenen durch
. y.sinfg @.co8f
in [l — s o SR ]

G

g y . 8in a @, 008 a
SN} v St e e
o ')

C.e

ausgedriickt. In diesen Formen sind auch mogliche Phaseniinde-
rungen der reflectirten oder gebrochenen Welle gegen die einfallende
enthalten, die als imaginiirer Factor
zu der Amplitude B oder € gerechnet .
werden konnen. W

Wir wollen nun zuniichst an-
nehmen, dafs die magnetischen Oscil- el
lationen nur in Richtung der z-Co-
ordinaten stattfinden, d. h. senkrecht &
zur Ebene der Zeichnung (Fig. 50).
Im oberen Medium liegen die Be- A
wegungen der einfallenden und der
reflectirten Wellen. Wir haben also
hier fiir die x-Componente der magne- Fig. 50.
tischen Kraft zu setzen:

y.8in a + @ . COS a ; [ _Vy.slna x.C08a

P R Bt o s L e e B

Im unteren Medium, wo die x-Componente der magnetischen
Kraft mit N” bezeichnet werden moge, haben wir

L yeng oo

o e A (402)
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Erfahrungsgemiifs kennen wir keine anderen sich fortpflanzenden
Wellen, als diese, und wir werden uns itberzeugen, dals dies in der
That eine vollstindige Losung giebt, fiir welche wir alle Bedingungs-
gleichungen erfilllen konnen. Da die magnetischen Bewegungen
senkrecht zur Ebene der Zeichnung sind, so werden die elektrischen
Bewegungen in dieser Ebene liegen miissen. Denn wenn wir nur N
als vorkommende magnetische Oscillation betrachten, wie wir es
bisher gethan haben, und daher L und M gleich Null setzen, so
folgt aus der letzten der Gleichungen (400), dals auch %% = ( sein
mufs, d. h. dafs keine elektrische Oscillation senkrecht zur Ebene
der Zeichnung vorkommen kann. Andererseits reduciren sich, wenn
wir L und M gleich Null setzen, die ersten beiden der Gleichungen
(400) auf

0X 0N
o s il T
und
oY oON
AV 0w
Wir haben also zuniichst zu bilden:
0X 0N 1.0, 8in e iu[t-—-—dna+ 2o
A. ¢ l at a = - ?[-'————(’l [ <
» : [ v @ cosu] (403)
i z.n.sma. l'nt—-llna-'c—lv
B.———al e o
und ebenso fiir das zweite Medium
’ . : v @, Co8 f
A.e,%zti - %ﬁ;= _(;,’_-”_0‘“&@_.,,"‘[‘—2"‘"“ Sl (404)
2
Durch Integration nach ¢ ergiebt sich
X=._._9£.8in“. in[t-—-—z;ilna*-il—cc}:—.—a‘]
Ads ¢
(408 a)
B sine in[t—Lsina- 2200
— — = ‘e LY 0y
A8 ¢
und
X = _A_@_.Si“_ﬂ. infe—funp + =0E] 404)
& 0

Eine bei der Integration nach ¢ hinzuzufiigende von ¢ unabhiingige
Grofse ist fiir die Schwingungen ohne Belang.
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In derselben Weise konnen wir ¥ bilden nach der Gleichung

Ae%%, = — %JEV und erhalten fiir das erste Medium:
> . P y.sina @, Co8a
A.sl_(z}_= _ g bmecose [¢ yme, soome 1)
ot ¢
a . [ y.sina o.coca] (405)
o SB.z.n.cosa. om t——;———O‘—
4
und fiir das zweite Medium
. 4 _‘y.dnﬂ @, 008 f
Ay, ?: & (s.’;———”'c:“ﬂ- A b s (406)
Indem wir nach der Zeit integriren ergiebt sich:
i y.sina sina x.c08a
A.e,.Y=_QI.°°:“- ls= 5l
[ y.8ina m.cosa] (405&)
h %.cosa. ein g UE0 RS0
und
4 _y.nlnﬂ @, co8 ff
doy. 7= -G08 ol ETE 2TEL ona)
2

Nun sind unsere Grenzbedingungen dadurch gegeben, dafs an der
Grenze x =0 die Werthe der Differentialquotienten nach z, also
quer durch diese Grenze hindurch, nicht unendlich werden diirfen.
Denn da

N
A.s. Qz"—‘ 2 %TE’

ot

so wiirde ein unendlicher Werth von %—J;L bedingen, dafs in der

Grenzfliche eine plstzliche Aenderung in den Werthen von ¥ ein-
treten miifste, was nicht vorstellbar wire. Wir schliefsen also aus
dieser Gleichung, dafs an der Grenzfliche von N zu N’ von der
Function, die auf der oberen, zu der, die auf der unteren Seite
gilt, kein Sprung stattfinden diirfe, und dafs also an der Grenz-
fliche N = N’ zu setzen sei.

Ebenso folgt aus der Gleichung
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dals %{ endlich ist, dals also der Werth der Function ¥ an der

Grenze keinen Sprung machen darf, mithin ¥ = ¥’ sein muls.

Das sind unsere beiden Grenzbedingungen, und zwar ist es ein
wesentlicher Vortheil der elektromagnetischen Theorie des Lichtes,
dafs wir in der That hier nur zwei Grenzbedingungen bekommen.
Es ist die elektromagnetische Theorie vereinbar mit der Annahme,
dafs die X-Componente an der Grenze einen Sprung macht, weil nim-
lich in dieser Theorie die Moglichkeit gegeben ist, dafs an der Grenze
der beiden Medien fiir einen Moment wiithrend der Schwingung
sich eine elektrische Grenzschicht bildet, durch die dann die Com-
ponente X an beiden Seiten der Schicht verschiedene Werthe be-
kommen wiirde. Denn an der Oberfliiche eines elektrischen Leiters,
wo eine Flichenbelegung sich bildet, macht die normal gerichtete
Componente der Kraft einen Sprung. Bei der Annahme elastischer
Undulationen des Lichtithers tritt hingegen in dieser Beziehung
eine Schwierigkeit ein, welche ohne neue Hypothesen nicht beseitigt
werden kann; denn da hat man an der Grenze zweier elastischen
Korper die Bedingungen, sowohl dafs die Grenzverschiebungen ein-
ander in beiden Medien derart entsprechen miissen, dafs keine Ver-
schiebungen senkrecht zur Fliche vorkommen, als auch dafs die
drei Kraftcomponenten, welche hier an der Fliche auf die Grenz-
fliche einwirken, gleiche Grofse haben, weil in der Grenzfliiche
selbst keine endliche Gegenkraft gegen diejenigen Kriifte auftreten
kann, welche aus dem Medium her gegen die Grenzfliiche wirken.
Man bekommt dadurch mehr Bedingungen, als man ohne neue An-
nahmen erfilllen kann.

Die Gleichungen N = N’ und Y = ¥’ miifsen zu jeder Zeit und
fir jeden Werth von y stimmen. Das ist nicht anders moglich, als
wenn die in den Ausdriicken fiir N und N’ und fir Y und Y vor-
kommenden Exponentialgrifsen fir @ = 0 identisch werden. Das
liefert uns die Gleichung, die schon das Brechungsgesetz verlangt,
niimlich:

¢ Cy

sine  sinf
= )

die also nichts anderes bedeutet, als dals die Spur jeder Welle liings
der Grenze in den beiden Medien mit gleicher Geschwindigkeit fort-
schreitet. Aufserdem verlangt die Gleichung N = N’, dafs

A+B=C (407)
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und die Gleichung Y = Y7, dals

A.cosee B.cose C.cosf
A.¢8 0 1 e R

(408)

Wenn also ¥, die Amplitude des einfallenden Strahles, gegeben ist,
so werden sich aus diesen beiden linearen Gleichungen die beiden
Coefficienten B und € bestimmen lassen. Durch Elimination von ©
bekommen wir:

91[9039 £ ﬂ’s—“—] + 55.[“’8’3 s -90“‘]= 0.  (409)

A.gge,  A.g 0

Diese Gleichung driickt die Amplitude des gespiegelten Strahles
durch die Amplitude des einfallenden Strahles aus.
Unter bestimmten Umstiinden kann B = 0 werden, niimlich

wenn
cosf  cose

ey Ho S
Dann wird also ein einfallender Strahl vorhanden sein kénnen, ohne
dafs ein gespiegelter Strahl sich bildet. In der That zeigt sich
bei der Untersuchung der Erscheinungen, dafs ein solcher Fall vor-
kommt, wo kein gespiegelter Strahl sich bildet, sondern die ganze
Lichtmenge in das andere Medium iibergeht.

Nun hatten wir frither gesehen, dafs das Quadrat der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit dem Producte &p umgekehrt proportional
ist. Bei allen bisher untersuchten vollkommen durchsichtigen
Korpern ist die magnetische Constante g immer sehr wenig ab-
weichend von derjenigen in der Luft oder im leeren Raume. Man

1 : ok
kann also die reciproken Quadrate %und o3 den Dielektricitiits-
2

constanten & und & anniihernd proportional setzen. Dadurch geht
die Gleichung (409) in die Form iiber:

ﬂ.[c,.cosﬂ —c. coso{l-{- %.‘:c,.cosﬂ + cl.cosu}= 0.  (409a)

Rl y ., sine sin Satln
Indem wir die einzelnen Glieder mit g multipliciren,
1 2

ergiebt sich
?K.[cosﬂ.sinﬂ - cosa.sina]+ SB.[cosﬂ.sinﬂ + cosa.sina] =0

oder

A. {sin 2« — sin 2;9}: 5. [sin 2 4 sin 2ﬂ] (409b)
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Es verschwindet B also, wenn 2« + 28 = « ist; denn dann ist
sin2¢ = sin24. In diesem Kalle ergiinzen sich ¢ und # zu einem
Rechten. Dies ist, wie aus der
Fig. 51 unmittelbar zu ersehen ist,
gleichbedeutend mit der bekannten
ol empirisch gefundenen Bedingung,
dafs der gebrochene Strahl auf dem
gespiegelten Strahl senkrecht stehen
mufs, wenn kein reflectirter Strahl

A bestehen soll. Der betreffende Win-
kel « | heilst der Polarisations-
winkel.

Fig. 51.

§ 94. Die elektrischen Schwingungen sind senkrecht zur
Einfallsebene.

Wenn wir die Rollen der elektrischen und magnetischen
Schwingungen vertauschen und festsetzen, dafs die elektrischen
Schwingungen senkrecht zu der Einfallsebene des Strahles sind, so
werden ganz analoge Gleichungen daraus folgen; nur miissen wir
das Zeichen & fiir die dielektrische Constante mit dem Zeichen p
fiir die magnetische Constante vertauschen.

Setzen wir néimlich in dem ersten Medium

Z=il[.ei"[‘— 2 o

y.8in a 0 f.cogi] ',"[‘__!_.ulnq _ m.cosa

+%B.e o ‘?T"'] (411)
und in dem zweiten Medium

-’u[l.— !l;::.“é + a:._:‘og_ﬂ]
y

Z =G.e (412)

withrend X und Y Null sind, so erhalten wir in Folge der Glei-
chungen (399)

aL 3 Sil](l in|t— »yJ’ln“ + RyoNG
Al‘lm’:'n—c—ﬁl.e [ o a ]
1
. fol y.sina x.c08a
£ Y it e et
+in§llla%.e|n|_ 5 = ]
c
1
(413)
Ayt oM in 5%y Bsnlc_,”;:‘_"ﬁ+i-:_°_“'.]
19t e ’ ; g
1
. CoSw co[,_ y.sina @.cosa
—Z?l'—~-—'——%,g'"[‘ R D |
¢ j
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und
oL 3 sinﬂ in[g_!/-:‘“ﬁ +z._cros£]
A"‘ﬁ at =1in Oa @.G : ]
oM cos 3 m[g_v_-"ﬁ ke “_°°"_ﬂ] (414)
Gomiaial Phine y 4 7 .
Ay T in 3 C.e
Durch Integration nach ¢ ergiebt sich:
Ap L= E“_“Qt oo L2004 2. 0000
l
sina ln[¢ y.8inc Blna z.:oaa]
1 3 : >
[ sin oo ] (413a)
COSC‘ iﬂ ¢___§ ®.co8a
Ap, M = 5 ; 3
. So8e o e-n[t—tg“—“-f::gu]
e '
und
Ap, L' = B_illﬁg.e"”[‘—”—'i—"ﬁ + f_f_’“ﬁ]
¢
; y . six slnﬂ x . cos (4148')
Ap, M' _ﬂé "'[‘ T’.—~]

Den Gleichungen (407) und (408) entsprechend erhalten wir hier
aus den Grenzbedingungen Z = Z’ und M = M':

A+B=C
A.cose  B. cose _ €.cosf, (415)
Ao Ao A
die sich von jenen nur dadurch unterscheiden, dafs p an die Stelle
von & getreten ist.

Schon oben haben wir hervorgehoben, dafs bei allen uns be-
kannten vollkommen durchsichtigen Kérpern u nahe gleich 1 gesetat
werden kann. Wir wollen daher auch hier wieder u, gegen g
fortheben und bleiben dabei immer noch in hinreichender Ueber-
einstimmung mit der Wirklichkeit. Dividiren wir dann die zweite
Gleichung (415) durch

sin « sin 3
—_—

G Cy
s0 bekommen wir
A.cotgee — B.cotgee = €. cotg .

H. v. HeLmuorrz, Theoret. Physik. Bd. V. 20
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Setzt man hierin fiir € die Summe 9 4 B ein, so ergiebt sich

A. [cotgﬂ - cotga] + 8. [cotgﬂ + cotge|= 0 (416)
oder
A.sin (¢ —F) + B.sin (¢+ ) = 0, (4162)

so dafs also die beiden Amplituden des einfallenden und des ge-
spiegelten Strahls sich verhalten wie der Sinus der Differenz zum Sinus
der Summe von ¢ und 3. Das Verhiiltniss 8 dividirt durch ¥ kann
niemals verschwinden, weil sin (¢— ) nur fiir ¢ = 3 = 0 verschwindet,

o i sin (e — f3) C, —Cy
wo zugleich sin (¢ /3) verschwindet und (e T 0) den Werth T
annimmt. Wenn also die elektrischen Schwingungen senkrecht zur
Einfallsebene sind, wird das zuriickgeworfene Licht niemals ausge-
loscht.

Fallen beide Arten von Strahlen, solche deren magnetische
Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene sind und solche, deren
elektrische Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene sind, unter dem
Polarisationswinkel auf, so wird nur die erste Art ausgeloscht und
dasjenige Licht, dessen elektrische Schwingungen senkrecht zur Ein-
fallsebene sind, wird allein zuriickgeworfen. Durch die Spiegelung
wird also in diesem Falle unpolarisirtes Licht polarisirt und in dem
polarisirten Licht sind die elektrischen Schwingungen senkrecht zur
Einfallsebene oder zur sogenannten Polarisationsebene, die magne-
tischen Schwingungen liegen in der Polarisationsebene.

§ 95. Die totale Reflexion.

Ausser dem bisher betrachteten Fall, wo wir einen reflectirten
und einen gebrochenen Strahl erhalten, kann auch der Fall der so-
genannten totalen Reflexion eintreten, wo nach dem Brechungsgesetze
ein gebrochener Strahl sich nicht bilden kann. Das Brechungs-
gesetz sagt aus, dals

sine  sinf
— = ”

1 Cy

Wenn die Lichtgeschwindigkeit im ersten Medium kleiner ist als
im zweiten, dann ist es nicht immer moglich, fiir einen gegebenen
Werth von « einen Werth fiir # zu finden. Es kann niimlich der
Fall vorkommen, dals der nach diesem Gesetz berechnete Werth
von sin 3 grofser als 1 werden miifste, withrend der Sinus eines reellen
Winkels immer zwischen den Werthen 4 1 und — 1 liegt. Wohl
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aber kann man dann einen complexen Werth fiir # angeben. Denn
es ist:
sin am'+1 = 8inzi.c08 — + COSZ 3. 8in —
5= ¢ 5 -+ 3. o)
ez + " Yo @ i
2
Das ist eine Grofse, welche fiir reelle Werthe von z alle Werthe

zwischen 4 1 und + oo annimmt, so dafs also Sinus welche grifser
sind als 1, dargestellt werden kinnen durch den Sinus eines rein

= COS 2t ==

imaginiiren Winkels, zu dem aber noch der Winkel% hinzukommt.

Das macht es nun moglich, in dem Fall der totalen Reflexion gerade
so zu verfahren, wie bei der mit Brechung verbundenen Reflexion.
Dieselben Formeln stellen auch in diesem Fall die auftretenden
Oscillationen dar. Xbenso wie

sin|::m' -+ g]:— cosa

ergiebt sich
e B e ! Jid @

21

cos[zi + %]= —sinxe =

Statt sinf wollen wir die Bezeichnung
sin ﬂ =p

einfithren. Dieses p ist in dem Fall, den wir hier zu untersuchen
haben, grofser als 1. Dann ist

cosf =+ J1 —p*

und da p > 1 sein soll, so ist der Werth dieses Cosinus ein ima-
giniirer. Wir wollen schreiben

cosfB=+)1—p® = +i.q
Wenn die magnetischen Schwingungen senkrecht zur Einfalls-
ebene sind, erhiilt der Ausdruck fir N* in Gleichung (402) nunmehr

die Form:

y.p +inziq
N’=(§.6‘"[‘ o.].o oy

_ (417)

= G- Rl TN
Wir erhalten hier also eine Exponentialfunction mit reellem Ex-
ponenten, dessen Zeichen noch zwei Moglichkeiten zulifst. In diesem
20*
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Falle werden wir beriicksichtigen miissen, dafs die Oscillation, welche
sich an der Grenze ausbilden kann, ihre Anstdfse nur von der
Grenze aus erhiilt, und sich in das zweite Medium nicht weit fort-
pflanzt. Wir withlen daher das positive Zeichen, damit im zweiten
Medium, wo z negativ ist, auch der Exponent negative Werthe er-

neq
hillt. Dann zeigt der Factor ¢ ® ein System erloschender Wellen
an, welche fiir grofse negative Werthe Von @ verschwinden, und
wiirde besagen, dafs in der Nithe der Grenzfliche des Mediums eine
Bewegung iiber die Grenzfliiche zwar hiniiber greift, aber aus er-
loschenden Wellen besteht. In der That erloschen sie sehr rasch,

weilz-t einen grofsen Werth hat. Denn » ist ja die Zahl der

2
Schwingungen in der Zeit 2« und daher ist 27;
Es braucht also — « nur gleich einer Wellenliinge zu sein, um dem
Exponenten schon den Werth — 2 mg zu geben. Die Erschiitterung
kommt also merklich nur in den #Hufsersten Grenzschichten des
zweiten Mediums vor.

Sonst bestehen alle die Bedingungen, welche wir schon vorher
erortert haben. An der Grenze ist wieder N= N, also:

‘2 die Wellenliinge.

0o l-5] L gl - m gLl -Fr). g
Daraus folgt erstens
sine p
- 2 419
o | C s i

Es hat also p den berechneten Werth, den sin # nach dem
Brechungsgesetz haben miilste, obgleich hier keine gebrochenen
Wellen, die sich dauernd fortpflanzen, zu Stande kommen. Zweitens
folgt wieder die Gleichung

U + B = GC. (420)

Ferner muls ebenso wie oben an der Grenze Y = Y’ sein und das
giebt der Gleichung (408) entsprechend:

= )
6 .4.8 6 .A.8 0g. 4.8 Gy .8

A.cose B.cose C.cosp . C.qg (421)

Durch Elimination von € erhalten wir

COS & iq cos e« iq
. =, - 4
f A.0, & o A.c,a,) sB(A.cltsl A.cygy LiL)
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Das ist eine Gleichung, in der die Coefficienten von  und B com-
plex sind, und sich nur durch verschiedene Zeichen des imaginiiren
Theils unterscheiden, so dafs der Modulus der complexen Grifsen
den gleichen Werth hat. Bestimmen wir zwei Grofsen » und o,
so dafs:

COS ¢ d q a5
Tcl—gl—='rcosm un o = 78in
und daher
q &
oy e:colsa wige
ist, so wird
B =Y.oe (422a)

Es ist also dann der Modulus der complexen Grofsen B und 9 fiir
beide gleich, d. h. die Amplitude des gespiegelten Strahles ist gleich
der des einfallenden Strahles; es wird alles Licht mit voller Inten-
sitiit reflectirt, und es bildet sich kein fortgesetzter gebrochener
Strahl. Daher bezeichnet man diesen Fall als Fall der totalen
Reflexion. Die Gleichung B = A .e?i® zeigt an, dafs wir es hier mit
einer Phaseniinderung 2w zu thun haben. Die Phase des einfallen-
den Strahles wird bei der Reflexion um 2w veriindert.

Ganz ebenso lifst sich der Fall behandeln, wo die elektrischen
Schwingungen senkrecht zur Kinfallsebene sind. Da erhalten wir
entsprechend den Gleichungen (415) jetzt:

A+4+B=C
A.cose B.cose  .qi S
Ap ¢ A py ¢ A py 0y

und durch Elimination von €:
COS & , s COS @ q1
gl_cose . . g ) . 53( 2 ) (424)
Ap e A py 0y Adpey  Apgoy
Die complexen Giéfsen rechts und links unterscheiden sich wieder

nur durch das Zeichen von ¢ und haben daher den gleichen Mo-
dulus, so dafs wieder wie oben sich eine Gleichung von der Form

B = Y. e2iw (424a)

ergiebt. Die Phaseniinderung 2 w ist aber fiir diese zweite Art von

Strahlen eine andere. Hier ist tgw = F%;’ withrend fiir die
2

2829 _ war, Ist das einfallende

erste Art von Strahlen tgw =
6’ 02 COS &
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Licht aus Strahlen beider Arten zusammengesetzt, so wird die Re-
flexion eine solche sein, dals die beiden reflectirten Strahlen ver-
schiedene Phaseniinderung erleiden, und dafs also nach der Reflexion
der eine Strahl mit seiner Phase gegen den anderen verschoben sein
wird. Wenn zwei Strahlen dieser Art, welche gegen einander ver-
schobene Phasen haben, zusammentreffen, so combiniren sie sich zu
sogenanntem elliptisch polarisirten Licht. ;

§ 96. Elliptisch polarisirtes Licht.

Es seien die Oscillationen darzustellen, die an irgend einer
Stelle des Raumes durch eine beliebige Anzahl von Strahlen gleicher
Schwingungsdauer hervorgebracht werden. Wenn wir die Com-
ponenten nicht wie frither durch complexe Ausdriicke von der
Gestalt 4eint, sondern in reeller Form schreiben, so wird jede Com-
ponente der elektrischen oder magnetischen Schwingung sich aus
einer Summe von Cosinus-Functionen zusammensetzen lassen, z. B.:

X=> [Ap.cos (nt+ ap)];

wo n in allen Gliedern das gleiche ist, die Amplitude 4, und die
Phasenconstanten «, dagegen verschiedene Werthe haben konnen.
Ebenso erhalten wir fir ¥ und Z

Y = 3I[B,.cos(nt + 6,

Z = E[Cp.cos(nt +y )].
Indem man cos (nt+ «,) zerlegt, erhilt man
X = cosnt.z[A’,.cosap] — sinnt .E[Ay.sinap].
Oder kiirzer
X = . cosnt + B.sin nt,

wo U und B von der Zeit unabhiingig sind. Ebenso kinnen wir

setzen:
Y =, .cosnt 4 B, .sinnt

und

Z = U, .cosnt + B, .sinnt.
Durch Elimination von sin nt und cosnt¢ aus den drei Gleichungen
fiir X, Y und Z ergiebt sich:

X-(ux 282 i 9[2281) % Y'(?IsSB L 9[93,) . Z'(slva _2[1’8)"'-'0’
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d. h. X, Y, Z sind einer linearen Gleichung mit constanten Co-
efficienten unterworfen, und die Strecke, deren Componenten X,
Y, Z sind, mufs also fortdauernd in einer bestimmten Ebene liegen.
Unter diesen Umstiinden wird es fiir unsere Uebersicht bequemer
sein, wenn wir diese Ebene gleich zur Ebene der Coordinaten machen,
etwa zur xzy- Ebene. Dann haben wir elektrische Oscillationen
nur nach verschiedenen Richtungen dieser Ebene hin, Wenn wir
nun weiter verlangen, dafs alle elektrischen Schwingungen des
Raumes sich nach derselben Richtung fortpflanzen sollen, und wenn
an verschiedenen Punkten verschieden gerichtete Schwingungen sollen
vorkommen konnen, so wird die Fortpflanzungsrichtung nur die
z-Richtung sein konnen, weil die Fortpflanzungsrichtung elek-
trischer Schwingungen nothwendig senkrecht gegen die Richtung der
Schwingung sein mufs. Andererseits wissen wir, dafs die gleich-
zeitig existirenden magnetischen Schwingungen, die demselben
Lichtwellenzuge angehoren, auch in einer Ebene vor sich gehen,
welche senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung ist. Diese Ebene wird
also mit der Ebene der elektrischen Schwingungen iibereinstimmen
miissen. Ks bleiben nun nur die beiden Gleichungen

X = U cosnt + B sin nt
Y=, cosnt + B, sinnt

fiir die Componenten der elektrischen Schwingung iibrig, da Z =0
ist.  'Wir bekommen daraus:

BX-BY=UB, —A B).cosnt
UX—-AY=UB—B,A).sinnt

Nun konnen wir cos n¢ und sin n¢ eliminiren, indem wir die beiden
Gleichungen ins Quadrat erheben und addiren. Dann erhalten wir:
B, X-BY? 4+ U X—-AY) =UB, — A, B)?
Betrachten wir nun X und Y als gerichtete Strecken im Raume, so
stellt die quadratische Gleichung zwischen X und Y, da sie in Be-
zug auf X und ¥ vom zweiten Grade ist, und die linke Seite fiir
keine Werthe von X und Y negativ sein kann, eine Kllipse dar,
welche in der zy-Ebene, d. h. in der gemeinsamen Kbene der
Oscillationen liegt. Die allgemeinste Art der Bewegung in der be-
treffenden Oscillationsebene, welche durch eine vollkommen freie
und unbegrenzte Combination von elektrischen Oscillationen moglich
ist, die nur der Bedingung unterworfen sind, dals sie alle dieselbe
Schwingungsdauer haben, kann durch eine elliptische Bewegung dar-

und
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gestellt werden, wenn wir X und Y als Strecken betrachten. Den
einfachsten Ausdruck fiir die darzustellenden Schwingungen gewinnen
wir, wenn wir die Coordinatenaxen fiir # und y mit den beiden
Hauptaxen der Ellipse zusammenfallen lassen. Bei passender Wahl
fiir den Anfangspunkt der Zeit erhalten wir dann Gleichungen von
der Form

X = U.cosnt
. (425)
Y = B.sinnt
wo
X X
T
die Gleichung der Ellipse ist. Schreibt man
X =U.cosnt
und
Y.% = 9. sin nt,

so sind die rechten Seiten die Coordinaten eines Punktes, der mit
gleichmiifsiger Geschwindigkeit die Peripherie eines Kreises vom
Radius U durchliiuft. ¥s ergiebt sich daraus die Art, wie nun
innerhalb einer Schwingungsperiode die Projectionen X und Y der
einzelnen Componenten sich veriindern. Sie veriindern sich beide wie
die Projectionen eines Radius, welcher regelmiifsige Kreishewegungen
macht, aber bei elliptischer Bewegung ist die eine Projection in
constantem Verhiiltnils B/ vergrofsert oder verkleinert.

Die Kreishewegung selbst ist eine besondere Art der elliptischen
Bewegungen, wenn nitmlich 9 = 9 ist. Kin anderer specieller Fall
der elliptischen Bewegung tritt ein, wenn die Amplitude der y-Com-
ponente verschwindend klein wird. Dann wird die Bewegung oder die
Aenderung des Momentes nur dargestellt werden kénnen durch einen
Hin- und Hergang der z-Componente, und die Ellipse ist in eine
gerade Linie ilbergegangen. Das ist der Fall der linearen Polari-
sation, von der wir urspriinglich ausgegangen sind, und die wir
vorausgesetzt hatten, um das Spiegelungs- und Brechungsgesetz zu
finden.

Wenn wir elliptische oder circulare Polarisation haben, dann
haben wir es immer mit Schwingungen nach veriinderlicher Rich-
tung zu thun. Die Axen der Ellipse konnen nach jeder Richtung
hin fallen. Daraus folgt aber auch, dafs, wenn die Ellipse sich
in eine gerade Linie zusammenzieht, diese gerade Linie in jede
Richtung der Schwingungsebene hinein fallen kann, d. h. also, dafs
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lineare Polarisation in jeder Richtung der Schwingungsebene mig-
lich ist.

In den Gleichungen (425) X = Y cosnt und Y = B sin n ¢
konnen 9 und B gleiches oder entgegengesetztes Zeichen haben.
Je nachdem wird die Ellipse in der einen oder anderen Richtung
durchlaufen. Die beiden Arten kommen in der That neben einander
vor. Man bezeichnet sie als rechts oder links drehend, und unter-
scheidet deshalb auch in Bezug auf die Circularbewegung eine
Circularpolarisation nach rechts und nach links. Wir kénnen das ellip-
tisch oder circular polarisirte Licht uns auch aus zwei linear
polarisirten Schwingungen zusammen gesetzt denken:

X = U cosnt, Y=0
und
X =0, Y = Bsinnt.

Da sinnt = 4- cos ( ntF %), 80 kinnen wir sagen, dals die eine

Schwingung gegen die andere einen Phasenunterschied von g— hat.

Wiirden wir zwei senkrecht auf einander polarisirte Strahlen zu-

sammensetzen, deren Phasenunterschied nicht—g wiire, so wiirde sich
nach dem Obigen auch elliptisch polarisirtes Licht ergeben. Nur
wiirden die Hauptaxen der Ellipse nicht in die Polarisationsebenen

der beiden Strahlen fallen. Circular polarisirtes Licht ergiebt sich,
wenn der Phasenunterschied gleich —g— ist, und zugleich die absoluten

Betriige der Amplituden ¥ und B iibereinstimmen. Nun hing bei
der totalen Reflexion der Phasenunterschied der beiden reflectirten
Schwingungsarten von dem Einfallswinkel ¢ ab; denn es war

p sine
Cy 4
und
2 qind
¢,?sin® ¢
2 _ RS, YL
P=p—1=- 0.2 1
1

Mithin bekommen wir fiir ¢ einen Ausdruck, welcher von sine ab-
hiingig ist; und demnach werden auch die beiden Ausdriicke, die
wir bei den beiden Arten von Strahlen fiir tgw erhalten haben, von
dem Winkel abhiingig, und ebenso wird der Unterschied der beiden
Werthe von @ von dem Einfallswinkel e abhiingig,. Wenn also die
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einfallenden Strahlen der beiden Arten gleiche Phase haben, so
werden die reflectirten Strahlen gegen einander einen vom Kin-

/

Fig. 52.

fallswinkel abhiingigen Phasenunterschied
zeigen. Darauf beruht nun die Anwen-
dung der KFresner'schen Parallelepipeda,
welche bezwecken Circularpolarisation her-
vorzubringen. Man kann (Fig. 52) von
unten her die Strahlen der beiden Arten
einfallen lassen senkrecht zur unteren
Fliche. Dann werden sie zuerst von der
ersten schriigen Fliiche total reflectirt, und
dann von der zweiten schriigen Fliche
wieder total reflectirt, und treten schliels-
lich senkrecht aus der oberen Fliche aus.
Es lifst sich nun, wenn man die Brechungs-
verhiiltnisse des Glases kennt, der Winkel
berechnen, welcher nithig ist, um bei jeder
der beiden Reflexionen einen Phasenunter-
schied von =/4 hervorzubringen. Den
Strahlen beider Arten giebt man die gleiche
Amplitude, indem man das -einfallende
Licht durch ein Nicolsches Prisma linear
polarisirt und die Polarisationsebene um
45° gegen die Kinfallsehene der totalen
Reflexion geneigt withlt. Man kann sich
dann das linear polarisirte Licht in zwei
Componenten zerlegt denken, die unter
einem rechten Winkel gegen einander po-
larisirt sind, und keinen Phasenunterschied

haben. Bei den totalen Reflexionen bekommen sie einen Phasen-

{ oy : oL .
unterschied von je < 50 dafs nach dieser zweimaligen Reflexion

der Phasenunterschied von 2 eingetreten ist. Ks entsteht dann

2

circular polarisirtes Licht.
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Zweiter Abschnitt.
Die Dispersion des Lichtes.

§ 97. Die zur Erklirung der Dispersion ndthigen Annahmen.

" In dem System von Gleichungen, die sich aus der Maxwers'schen
Form der elektromagnetischen Theorie ergeben, ist, wie wir ge-
sehen haben, die Moglichkeit von Schwingungssystemen enthalten,
welche den Lichtschwingungen entsprechen komnnen, und die Ver-
suche von Herrz haben gezeigt, dafs @ihnliche Schwingungen von viel
grofserer Wellenliinge, welche nicht mehr sichtbar sind, auf rein
elektrischem Wege gebildet und mit elektrischen Mitteln beobachtet
werden konnen. Die Theorie erklirt auch, warum die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der 'I'ransversalwellen in verschiedenen Substanzen
verschieden ist. Denn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit hiingt von
den Werthen der dielektrischen und der magnetischen Constanten
ab, die in verschiedenen Substanzen verschiedene Werthe haben
konnen. Die Grundgleichungen (399) und (400), wie sie MAXWELL
gegeben hat, waren, wenn wir sie auf die Kriifte beziehen,

und

Wir haben in § 12 gesehen, dals die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
fiir Transversalschwingungen in einem solchen Medium zu setzen ist

1

W AYap
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Hierin bedeutet 4 eine Constante, die, wie in § 11 gezeigt worden
ist, von dem Verhiiltnifs der elektrostatischen und electromagne-
tischen Malfseinheiten abhiingt.

Das Verhiiltnifs der Lichtgeschwindigkeit in zwei verschiedenen
Medien, welche durch die Indices 0 und 1 unterschieden sein

mogen, ist:
Lo _ l/el - (426)
i &+ o

oder wenn wir statt der Lichtgeschwindigkeiten die Brechungsver-
hitltnisse der Medien gegen den leeren Raum einfithren, die, wie wir
sahen, den Lichtgeschwindigkeiten umgekehrt proportional sind:

R I Y
P l/ 32 Ul s U (427)

& « Mo

In den bekannten durchsichtigen Korpern ist das Verhiiltnifs %‘—
0
kaum von 1 unterschieden, und es verhalten sich daher angenithert

die Quadrate der Brechungsverhiiltnisse, wie die dielektrischen
Constanten :

4 ST (428)

Das war die Behauptung, welche Maxwrrnn aufstellte, als er zu-
erst seine Theorie der Elektromagnetik gefunden hatte. Damals war
die dielektrische Constante erst fiir wenige Substanzen gemessen.
Es zeigte sich spiiterhin, dals scharfe Messungen nur fiir sehr gut
isolirende Korper moglich sind, und bei einer Reihe von solchen
Korpern, Benzin, Paraffin, Terpentingl und einigen #hnlichen, fand
sich in der That die Gleichung (428) nahehin erfiillt. Nur mulste
man beriicksichtigen, dafs der Werth der Brechungsverhiiltnisse der
verschiedenen durchsichtigen Korper fiir die verschiedenfarbigen
Lichtstrahlen verschieden ist, und Maxwernn glaubte damals, dafs man
bei allen Medien zu einer Uebereinstimmung kommen wiirde, wenn
man die Brechungsverhiiltnisse der langsamsten Schwingungen, so-
weit man sie fiir die verschiedenen Substanzen ermitteln konnte, der
Rechnung zu Grunde legte. Indessen lag in der elektromagnetischen
Theorie zuniichst noch kein Anhaltspunkt, um iiberhaupt die Mog-
lichkeit der Dispersion zu erkennen, das heifst die Thatsache zu er-
kliren, dafs man fiir Licht von verschiedener Schwingungsdauer, also
fiir verschiedenfarbiges Licht verschiedene Werthe des Brechungs-
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verhiiltnisses fand, dals also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von
der Schwingungsdauer abhiingig ist.

Diese Unterschiede der Fortpflanzungsgeschwindigkeit und die
damit zusammenhiingenden Unterschiede des Brechungsvermiogens
einer jeden durchsichtigen Substanz, sind nun aus den optischen
Untersuchungen lingst bekannt und zum Theil einer genauen Messung
unterworfen worden. Ks hat sich dabei gezeigt, dals die ver-
schiedenen durchsichtigen Substanzen aulserordentlich weit gehende
Abweichungen haben, sowohl in Bezug auf die Verschiedenheit der
Werthe des Brechungsverhiiltnisses, als auch in dem Gange der
Dispersion, so dafs, wenn man das Brechungsverhiltnifs als Function
der Schwingungsdauer des betreffenden Lichtes darstellt, sich fiir
verschiedene Korper wesentlich von einander verschiedene Curven
ergeben. CrristianseNy und Kunor entdeckten, dafs sogar ganz grobe
Abweichungen von dem regelmiifsigen Gange der Brechung bei sol-
chen Korpern vorkommen, welche Lichtstrahlen einer bestimmten
Farbe sehr stark absorbiren. Man nennt diese Art der Dispersion, bei
welcher zum Theil das Licht, welches dem rothen Ende des Spectrums
nither steht, stiirker gebrochen wird, als Licht von der violetten
Seite, anomale Dispersion, weil die Farben im Spectrum innerhalb
gewisser Girenzen in umgekehrter Reihenfolge erscheinen. Es fragt
sich nun, wie bei der elektromagnetischen Theorie diese Dinge an-
gesehen werden konnen.

Wir finden Brechung des Lichtes und Dispersion iiberhaupt nur
dann, wenn der Aether mit ponderablen Substanzen gemischt ist.
Der Aether des Weltraums, welcher frei ist von ponderablen Sub-
stanzen, zeigt keine Dispersion. Bei den Verdeckungen von Jupiter-
monden, wo also ein leuchtender Korper fiir eine Weile ausgeschaltet
ist, und auch bei den totalen Sonnenfinsternissen, wo das Sonnenlicht
von unserer Krde abgehalten ist, und dann plotzlich wieder hervor
bricht, wiirde man bei miifsigen Werthen der Dispersion im Aether-
raum zuerst eine der Farben bei dem neu auftretenden Licht sehen
miissen, und dann wiirden allmiihlich die andern hinzu kommen.
Das ist aber nicht zu beobachten. Soviel wir bisher ermittelt haben,
ist die Geschwindigkeit des Lichtes im leeren Weltraum, wo wir
keine Anwesenheit ponderabler Korper vermuthen konnen, fir Licht
jeder Schwingungsdauer die gleiche. Dispersion kommt nur in
wiigharen durchsichtigen Substanzen vor, und wir miissen daraus
schliefsen, dafs die Dispersion auf einem Einfluls beruht, den die
ponderablen Substanzen auf die elektrischen und magnetischen
Schwingungen des Aethers ausiiben.
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Nun hat die Maxwerr'sche Theorie auch zu der Folgerung ge-
fithrt, dafs die im Aether stattfindenden elektrischen Kriifte auch
ponderomotorisch wirken, d. h. also, das Streben hervorbringen, die
in den Aether eingelagerte wiigbare Substanz zu bewegen. Die
elektrischen Kriifte werden als Spannungen angesehen, die im Aether
in Richtung der Kraftlinien liegen, withrend sie Druckcomponenten
senkrecht gegen die Richtung der Kraftlinien hervorbringen, so dals
man also in der That daran denken kénnte, ob nicht die ponderablen
Massen, welche in dem Aether eingelagert sind, durch die elek-
trischen und magnetischen Spannungen, die nach der Maxwerr'schen
Anschauung im Aether zu Stande kommen, mit in Bewegung gesetzt
werden.

Dieselbe Theorie giebt anch ganz bestimmten Aufschlufs iiber die
Grofse dieser Kriifte, und zwar giebt sie Resultate, welche sich voll-
stiindig mit denjenigen Resultaten vereinigen lassen, die wir iiher die
Anziehungskriifte der elektrisirten Korper im Luftraum und auch in
Riéumen, welche mit isolirenden Medien gefiillt sind, durch Be-
obachtung erhalten. In einem von elektrischen Kriiften verschiedener
Richtung durchzogenen Raume sind die senkrechten Spannungen

X = f_[xa_ ¥ — ZZ]
8n
< <y | > ¢
Z, = i[z’—xﬁ— Y’]
8a

und die tangentialen Spannungen

T g

‘XV ® 4q

It

&
Y,=2,=1

Z =X = —l--Z.X
@ z 47!

Yo7 L (480)

Wenn wir uns nun denken, dafs durch Lichtbewegung, die im
Aether erregt ist, Spannungen entstehen, so wiirde ohne Zweifel
nach der Maxwernr'schen Theorie zu folgern sein, dafls die wiigbaren
Atome dadurch in Bewegung gesetzt werden. I s hilft uns aber
wenig filr die Theorie der Dispersion, wenn wir nicht annehmen,
dafs diese im Aether lagernden Atome auch noch wahre Elektricitiit
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enthalten. Die Kraftcomponenten niimlich, welche durch die
Spannungen entstehen konnen, und welche auf die Oberfliche eines
im Aether liegenden ponderablen Atomes etwa einwirken konnen,
hiingen von den Quadraten und den Producten der elektrischen
Spannungen ab, die im Aether entstehen; d. h. also, wenn die Grofsen
X, Y, Z, die in den Ausdriicken der ponderomotorischen Kriifte vor-
kommen, ihre Richtung ifindern und negative statt der positiven
Zeichen bekommen, so bleiben alle diese Producte und Quadrate
unveriindert. Wenn z B. das X positiv ist withrend der ersten
Hiilfte der Undulation, so wird es negativ withrend der zweiten Hiilfte.
Wenn es aber dann eine positive Kraft auf der Oberfliche des
Atoms withrend der ersten Hiilfte der Undulation hervorbringt, so
wird dasselbe withrend des zweiten Theiles der Oscillation geschehen
miissen. Ks wird ein Wechsel zwischen zwei positiven Grifsen und
Null sein, und die Veriinderungen der Kriifte werden zweimal so
oft vor sich gehen, wie die Wechsel in den elektrischen Momenten
und elektrischen Kraftgrifsen. Unter diesen Umstiinden ist nicht
darauf zu rechnen, dafs die ponderomotorischen Kriifte zur Unter-
stittzung oder zur Abiinderung der urspriinglich gegebenen Os-
cillationen beitragen kinnen. Anders ist es dagegen, wenn wir den
ponderablen Theilchen auch noch elektrische Ladungen zuschreiben,
weil alsdann die elektrischen Spannungen nicht lediglich von der
Lichthewegung herrithren und daher, wie wir sehen werden, pondero-
motorische Kriifte hervorbringen, deren Periode mit der der Licht-
bewegung iibereinstimmt. Nun hat aber eine ganz andere Art der
Untersuchung in der That auf die Vorstellung gefiihrt, dafs die Atome
der ponderablen Substanz mit elektrischen Mengen geladen sind.

§ 98. Die elektrische Ladung der Atome.

Wenn man einen elektrischen Strom durch eine Reihe von
fliissigen Korpern leitet, die durch den Strom zersetzt werden kinnen,
und die Quanta der Zersetzungsproducte untersucht, die durch die
elektrolytische Wirkung des Stromes an den Enden der Leitung zum
Vorschein kommen, so stehen diese, wie FaArapay gefunden hat, im
Verhiiltnifs der chemischen Aequivalente. Es werden durch denselben
Strom in der gleichen Zeit eben so viel Valenzwerthe bei dem einen
Elektrolyten frei gemacht und getrennt werden, wie bei jedem andern
Elektrolyten, den der Strom passirt, so dafs wir also sagen kinnen:
Jede Valenz scheidet mit derselben bestimmten Menge von Elektricitiit
aus, was auch der Stoff sein mag. Im Wasser z. B. haben wir ein
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Atom O, welches mit zwei Atomen H verbunden ist; in der Salz-
siiure hingegen sind zwei Atome Cl mit zwei Atomen H verbunden,
was wir in der Form

H CIH

Oy CIH

schreiben kénnen. Wenn wir nun den Strom durch eine Zelle hin-
durch leiten, in welcher H,0 zersetzt wird, so werden fiir je ein
Atom O zwei Atome H frei. Wenn wir denselben Strom weiter
durch eine Zelle gehen lassen, in welcher HCI zersetzt wird, so
werden ebenfalls zwei Atome H frei, dafiir aber auch zwei Atome CL
Die gleiche Menge Elektricitiit, welche einerseits zwei Atome H in
beiden Versuchen frei macht, macht fiir diese beiden Atome H in
dem Wasser je ein Atom O, und in der Salzsiiure je zwei Atome
Cl frei. Dasselbe zeigt sich auch, wenn Metalle aus ihren Ver-
bindungen durch den Strom ausgeschieden werden. Kiir gleiche
Valenzen werden immer gleiche Quanta Elektricitiit an die beiden
Elektroden entweder abgegeben oder von ihnen aufgenommen, so
dafs also durch die Trennung einer gleichen Anzahl von Valenzen
in chemischen Verbindungen auch immer gleiche Quanta wahrer
Elektricitiit auftreten, d. h. solcher Elektricitiit, die sich wie eine
Substanz verhiilt, welche die gleiche bleibt, auch wenn der Korper
in ein anderes dielektrisches Medium eintritt. Nun zeigt sich anderer-
seits, dals Elektricitiit durch solche Klektrolyten gar nicht anders
hindurchpassiren kann, als indem sie die betreffende Elektrolyse zu
Stande bringt, dafs also z B. positive Elektricitiit in dem Elektrolyten
nur dadurch fortgeleitet werden kann, dafs eine Reihe von positiven
Atomen mit dem Strome der positiven Elektricitit fortgefithrt wer-
den, also dadurch, dafs diese Atome ausscheiden und an der Grenze
der Fliissigkeit nun als ein elektrisch neutral gewordener Korper von
anderer chemischer Beschaffenheit auftreten. Wenn z. B. das Wasser
zersetzt wird, so ist der zersetzte Wasserstoff Kation und geht in
Richtung des Stromes der positiven Elektricitiit. An der Grenze
tritt freier neutraler Wasserstoff auf, und es wird ein gewisses
Quantum positiver Elektricitiit an die negativ geladene Elektrode
abgegeben, und ebenso geht der Sauerstoff nach der andern Seite
als Anion. Er scheidet sich da in Gestalt eines elektrisch neutralen
Korpers aus, d. h. er hat keine elektrische Ladung mehr, nachdem
er ausgeschieden ist. Dabei ist aber von dem ausscheidenden Sauer-
stoff ein bestimmtes Aequivalent, und zwar fiir eine gleiche Menge
_Sauerstoff ein ganz festes Aequivalent von negativer Elektricitiit an
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die positiv geladene Anode abgegeben worden. Das fithrt zu der
Vorstellung, dafs in der chemischen Verbindung, welche durch die
Elektrolyse getrennt wird, das Kation, also in diesem Falle der
Wasserstoff, mit positiver Elektricitiit geladen ist, und zwar mulfs
jedes Atom in seiner Valenzstelle ein bestimmtes Aequivalent von
positiver Elektricitiit enthalten, wihrend der Sauerstoff mit zwei
Aequivalenten negativer Elektricitit geladen sein mufs, entsprechend
den beiden Aequivalenten positiver Elektricitiit, die an dem damit
verbundenen Wasserstoff haften. Wenn diese Korper ausscheiden,
so milssen wir annehmen, dafs von je zwei Atomen des Wasserstoffs
das eine seine positive Ladung an die Elektrode abgiebt, und dafs
dieses bisher positiv geladene Wasserstoffatom, um sich mit dem
andern zu elektrisch neutralem Wasserstoff vereinigen zu kénnen,
von der negativ geladenen Kathode ein gleiches Quantum negativer
Elektricitiit aufnehmen mufs. Dadurch entsteht an der Kathode
Wasserstoff, der nicht mehr in chemischer Verbindung ist, von dem
wir also vermuthen diirfen, dafs er aus zwei verschiedenartig ge-
ladenen Atomen Wasserstoff besteht, withrend der in der Verbindung
enthaltene mit zwei positiven Aequivalenten Elektricitiit verbunden
ist, und der zweiwerthige Sauerstoff an seinen beiden Valenzstellen
negative Aequivalente enthiilt. Ebenso wiirde zu vermuthen sein,
dafs jedes Atom Chlor ein negatives Aequivalent enthilt, so lange
es mit Wasserstoff verbunden ist. Wenn dagegen das Chlor frei
geworden ist, verhiilt es sich nicht mehr als negativ geladener
elektrischer Korper, sondern elektrisch gepriift, ist es dann neutral
ebenso wie der ausgeschiedene Wasserstoff.

Diese Erscheinungen der Elektrolyse, die sich namentlich in dem
Farapay'schen Gesetz fufsern, haben also zu der Vorstellung gefiihrt,
dafs alle, mindestens alle elektrolytisch zersetzbaren Korper aus
Atomen zusammengesetzt sind, welche elektrisch entgegengesetzt ge-
laden sind; und zwar ist jede Valenzstelle mit einer bestimmten fiir
alle Valenzstellen aller verschiedenen Stoffe immer gleich grofsen
Menge entweder positiver oder negativer Elektricitiit beladen. Wenn
nun dergleichen elektrisch geladene Atome im Aether liegen, dann
wiirden sie durch die Aetherspannungen Wirkungen erfahren, und
dann bekommen wir in der That Kriifte, welche withrend jeder Undu-
lation nur einmal wechseln, und also Oscillationen von gleicher Periode,
wie sie im Aether stattfinden, an den wiigharen Theilchen hervor-
bringen kinnen. Diese Bewegungen brauchen einen Theil der Kraft
auf, welche in dem Aether hervorgebracht war, veriindern dadurch
auch die Aetheroscillationen und rufen so die Dispersion hervor.

H. v. HeLyvmorrz, Theoret. Physik. Bd. V. 21
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§ 99. Die elektrischen Momente der Ionenpaare,

Die Elektricititsmengen, mit denen nach den KErscheinungen
der Elektrolyse die Atome geladen sind, rufen nun sehr kriiftige
Anziehungen zwischen diesen hervor. Das Quantum Elektricitit
z. B, welches in den beiden Bestandtheilen eines Milligramms
Wasser frei wird, ist so grofs, dafs der positive Theil selbst in einer
Meile Entfernung noch eine enorme Anziehung auf den negativen
ausiiben wiirde. Wir miissen uns also die Elektricititsmengen,
welche an den Atomen haften, als sehr grofs vorstellen im Vergleich
mit der Masse der Atome. Wenn wir nun annehmen, dafs ponde-
rable Substanz in dem Aether eingelagert ist, welche aus chemischen
Verbindungen von geladenen Ionen besteht, so miissen die elek-
trischen Kriifte, welche im Aether wirken, auch gleichzeitig auf
diese eingefiigten und elektrisch geladenen ponderablen Atome
ponderomotorische Kriifte ausiiben.

Nach den Formeln, welche iiber die Spannungen, die im Innern
von dielektrischen und magnetischen Korpern eintreten, sowohl nach
der #lteren Theorie, wie sie urspriinglich von PoissoN unter Zu-
grundelegung von Fernkriiften entwickelt worden war, als auch in
den neueren Theorieen, hat man

X, =20 (& - 91 8]
v,= 2% x4 91— 8] (4s1)
z,= 22— %1 -91+8")

in
X,=Y=—I[29]

Y,=2,= 2% [9.8] (432)

47
7,=X,=—"[8.%]

Diese (Hleichungen sind nur eine andere Form der Gleichungen
(429) und (480), die durch die Einfithrung der elektrischen Momente
statt der Kriifte entsteht. Die xz-Componente der Kraft, welche auf
ein unendlich kleines Parallelepipedon wirkt, ist
O Ko w0 o 10X
[‘a;‘ t 9y T ox
und #ihnliche Ausdriicke gelten fiir die anderen Componenten.

~Id:z; dydx,



§ 99. DIE ELEKTRISCHEN MOMENTE DER IONENPAARE., 323

Wir nehmen nun an, dafs der Koérper homogen sei, so dafs in
den verschiedenen Theilen, ither welche wir unsere Ausdriicke aus-
zudehnen haben, die Constante & immer von derselben Grofse ist.
Dann erhalten wir fiir die - Componente der Kraft, wenn wir von
dem Factor dz dy dx absehen,

R
42 38 3%
trE{r o an)enise g
+é?{~3[g§_, %&J
Der Ausdruck ‘ ’
09 08

67+¢9J+6x

bedeutet die Dichtigkeit der wahren Elektricitit und moge mit o
bezeichnet werden. Der erste Theil der Kraft ist demnach gleich

der elektrischen Kraft X = 4—7:{ multiplicirt mit der in dem Ele-
ment enthaltenen wahren Elektricitit. Die folgenden Theile

479 [_4 a_g)] 478 [ 63]

N dy 0z P e

&

kénnen nach den Gleichungen (31), (32) und (33) auch in der Form
0N oM
Ap 57 —4e8 37

geschrieben werden, und konnen also nur da von Null verschieden
sein, wo ein magnetisches Moment sich #ndert, d. h. also, wo, wie
wir uns ausgedriickt haben, ein magnetischer Strom durch den elek-
trisirten Korper hindurch geht. Die Ausdriicke fiir die »- und
x-Componenten sind analog. Uns interessirt hier fiir die Lichttheorie
im Wesentlichen nur das erste Glied X¢. Denn da, wie wir sahen,
die Ladung der Atome verhiiltnissmiifsig grofs ist, so ist bei kleinen
Werthen der elektrischen und magnetischen Kraft X ¢ als grofs
gegen die folgenden Glieder anzusehn.

Wenn nun elektrisirte Tonen mit ihren elektrischen Ladungen

im Aether liegen, und zur Zeit eine positive elektrische Kraft an
21*
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irgend einer Stelle wirkt, so wird diese das positiv geladene Atom
in ihrer eigenen Richtung fortzufithren streben, das negativ ge-
ladene Atom aber in entgegengesetzter Richtung. Die -elektro-
lytischen Erscheinungen fithrten auf den Satz, dafs die Ladung
einer jeden Valenz in jedem Atom gleich grofs ist, und also immer
in einem neutral elektrischen Korper jedem positiv geladenen
Atom ein gleich stark negativ geladenes entsprechen miisse. Die
Kriifte also, welche auf ein Paar von positiv und negativ geladenen
Tonen einwirken, werden immer als ein Kriftepaar betrachtet
werden konnen, das den Schwerpunkt des Ionenpaares nicht ver-
riicken kann, wohl aber Aenderungen hervorbringen kénnte sowohl
in der Richtung, welche die beiden Tonen zu einander haben, als
auch in der Entfernung, in der sie gegenseitig liegen, wobei aber
ihr gemeinsamer Schwerpunkt unveriindert bleiben mufs. Dadurch
wiirde das elektrische Moment des Tonenpaars veriindert. Wenn die
Tonen durch die elektrische Kraft auseinandergerissen werden, wiirde
das Moment wachsen, durch eine entgegengesetzte Kraft wiirde es
vermindert werden. Wenn das Ionenpaar gedreht wird, so wiirden
zu dem urspriinglichen Moment, das eine bestimmte Richtung hat,
noch Componenten von anderer Richtung hinzutreten konnen. Wir
unterscheiden demnach einerseits die elektrischen Momente, welche
in dem Aether durch seine eigene dielektrische Beschaffenheit er-
regt werden konnen, sowie seine magnetischen Momente, und andrer-
seits die elektrischen Momente der Tonenpaare. Magnetische Momente
der Ionenpaare anzunehmen haben wir bisher noch keinen Grund.
Thre Existenz ist in hohem Grade unwahrscheinlich, da wir keine
isolirten Massen kennen, welche nur einen magnetischen Pol ent-
hielten und nur mit einer Art von Magnetismus geladen wiiren.

Die elektrischen Momente des Aethers selbst setzen wir wie
bisher den elektrischen Kriiften proportional:

§ X s Y i’ 87

=22, 9=9- 8=1> -

Die elektrischen Momente der beweglichen Ionenpaare dagegen
wiirden nicht der elektrischen Kraft proportional sein, denn sie
werden erstens durch die Triigheit der schweren Atome, welche sich
bewegen, beeinflufst, und zweitens werden wir in Riicksicht ziehen
miissen, dals Wiirmebewegungen bei diesen Erschiitterungen in den
schweren Massen zu Stande kommen konnen, also allerlei unregel-
miifsige Oscillationen, die auf Kosten der Kraft geschehen, bei denen
also ein Reibungsvorgang stattfindet, durch welchen die Arbeits-
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iquivalente in Wiirmebewegung verwandelt werden. Durch diese
beiden Umstiinde, die Triigheit und die Reibung, wird also bedingt,
dafs die elektrischen Momente der Ionenpaare nicht lediglich von
der Grifse der elektrischen Kraft abhiingen. Denn sie miissen sich
erst in ihre neue Gleichgewichtslage hiniiber bewegen, und sie werden
dabei Beschleunigungen und Verzogerungen erleiden, so dals sie
allerdings immer derjenigen Gleichgewichtslage zustreben, in welcher
die elektrischen Kriifte sie zu erhalten suchen, aber sie eventuell
nie erreichen, sondern um sie herum oscilliren. Die elektrischen
Momente der Ionen berechnet auf die Volumeinheit sollen mit
L, 9, 4 bezeichnet werden.

§ 100. Die Bewegungsgleichungen eines mit Ionenpaaren
durchsetzten Aethers.

Die Bewegungsgleichungen eines Systems von Massenpunkten
sind von Hamrurox in eine sehr zweckmiifsige Form gebracht worden.
Bezeichnet F die potentielle Energie des Systems und L die kinetische
Energie, so muls die erste Variation des Integrals

ty

J#—Lyat

ll
verschwinden, wenn die Variationen der Coordinaten fiir ¢, und ¢,
gleich Null gesetzt werden. Hierin hiingt # nur von den Coor-
dinaten ab, withrend L eine homogene Function zweiten Grades der
(Gleschwindigkeiten ist. Die Energie des Systems, die wir mit ¥
bezeichnen wollen, ist dann

Ny A

Die Differenz F — L wollen wir das kinetische Potential nennen und
mit H bezeichnen.

Auf diese Weise werden sogleich die Differentialgleichungen fiir
die unabhiingigen Veriinderlichen gewonnen, ohne dafs man die
Differentialgleichungen fiir die Coordinaten der Massenpunkte selbst
aufzustellen braucht. Wir wollen die unabhiingigen Veriinderlichen,
die die Lage des Systems bestimmen, in einem erweiterten Sinne des
Wortes ,,Coordinaten® des Systems nennen, und ihre Differential-
quotienten nach der Zeit ,Geschwindigkeiten®. Dann ist ¥ eine
Function der Coordinaten und L eine homogene Function zweiten
Grades der Geschwindigkeiten, deren Coefficienten die Coordinaten
enthalten kionnen.
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Auch den Begriff der Kraft wollen wir erweitern. Kine Kraft
kann man durch die Arbeit definiren, die sie bei einer gegebenen
Verschiebung ihres Angriffspunktes leistet. Ist 42 die von einer
Kraft bei der Verschiebung da geleistete Arbeit und ist X die in
die Richtung der Verschiebung fallende Componente, so ist:

dW = K.da.

Ist nun F die potentielle Energie des Systems und K die Componente
der inneren Kraft, d. h. der in dem Ausdruck der potentiellen
Energie beriicksichtigten Kraft des Systems, die an dem betreffenden
Punkte angreift, so ist d9 = — d F' zu setzen. Denn wenn K die
Richtung der Verschiebung hat, so wird kinetische Energie erzeugt
und mithin die potentielle Energie vermindert werden. Ks ist
dann also
oF
K= — ey

Wenn nun p,, p,...p, die Coordinaten des Systems sind in dem er-
weiterten Sinne des Wortes, so wollen wir analog — g?i’ die der
Coordinate p, entsprechende Kraft nennen.

Man kann nun die Hamiuron’sche Form der Bewegungs-
gleichungen auch auf den Kall ausdehnen, wo zu den inneren
Kriiften des Systems, die als Functionen der Coordinaten betrachtet
werden, dulsere Kriifte hinzutreten, die in jedem Augenblicke ganz
beliebige Werthe haben kiénnen. Man braucht zu dem Ende nur
zu H eine Sumie > P, p, hinzuzufiigen, wo die Grofsen P, als
Functionen der Zeit, aber unabhiingig von den Coordinaten be-
trachtet werden. In der Ruhelage, wo L = 0 ist, wiirde die Hamin-
rToN'sche Form dann verlangen, dafs

or
— +P,=0
6}7“ + a
ist. Oder mit anderen Worten: — P, ist die iufsere Kraft, die néthig
ist, um der inneren Kraft — (;9;]’ das Gleichgewicht zu halten. In
a

dieser Form liefert das Haminron’sche Integral bei der Variation
Lagranar’s Gleichungen fiir die ifufseren Kriifte:

oH d ((?H)

T P

: d :
worin g, = 4}:"— gesetzt ist.
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Diese Methode, aus der Variation eines Integrals, das nichts anderes
als die Energiequanta des Systems enthiilt, die Bewegungsgleichungen
zu finden, lifst sich nun auch auf andere physikalische Vorginge
ausdehnen, die nicht einfach auf Bewegungen wigbarer Massen und
auf Newron's Bewegungsgesetze zuriickzufithren sind, in denen sich
aber doch Energiequanta bethiitigen.

Es wird aber nothwendig, die iltere engere Annahme fallen zu
lassen, wonach die Geschwindigkeiten nur in dem Werthe der kine-
tischen Energie und zwar in Form einer homogenen Function
zweiten Grades vorkommen, und zu untersuchen, wie sich die Sache
verhiilt, wenn H eine Function der Coordinaten und Geschwindig-
keiten von beliebiger Form ist.

Die Maxwerr/'schen Gleichungen kann man auf diese Weise ab-
leiten, wenn man H als Summe aus den folgenden iiber den unend-
lichen Raum erstreckten Integralen zusammensetzt.

H= (l) + «pm + ‘l’.,

o, anf [ |20 8

- 1|08 oW (6W U
. "“‘”’f f f ﬂ{('ﬁ_ﬁ?i ) +(‘6z 6») (483)
on  og\’
3 (a—y—‘a;) }d”y""

D =41Afff{ @+%68}d2‘djd~

U, B, W hiingen dabei mit den Componenten £, M, N des mag-
netischen Moments durch die Gleichungen
0% dﬁB ow ol on 0%
DI e s et s ,
0x 61/ Mm bz 0x N 0y ~ Oz
Zusamimen.

Die Variation von H nach U liefert:

47Jfff guea‘.m+9t§‘§1_1)dxdjdxdz

+4nA *-—:)uda'dydxdt

U
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oder wenn man das erste Integral durch partielle Integration nach y
und » umgestaltet und beachtet, dafs die iiber die Grenze er-
streckten Theile des Integrals wegfallen:

ta
"o [M 6 SR 6& } .
b
Soll diese Variation verschwinden, so miissen wir haben

A 0% 9 (N §m
49t T oyl n 6x
Auf analoge Weise ergeben sich aus der Variation nach 8 und 8

die den anderen beiden Coordinatenrichtungen entsprechenden MAx-
weLL'schen Gleichungen.

Die Variation von H nach X liefert:

47t/‘ff »()fdmdydxdt+4nA/‘/‘f ugé}-dxd,/dxdt

und nach partieller Integration des zweiten Integrals nach ¢

4 .
X alu
4 o e o - 24 BT '
”/fff{ 2 A at}éxdmdydzdt.
)

Das Verschwinden der Variation verlangt

l('911 X
ot &
und analog ergiebt sich
08 9 ow 8
A—gt— o und A-a—~ ;s

Differentiirt man die zweite dieser Gleichungen nach z, die. dritte
nach y und zieht sie von einander ab, so erhiilt man die Max-
weLL'sche Gleichung

2-2(0)-5(2)
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und analog ergeben sich die andern beiden

- 505

iy T ) e vl
ON 9 (X\ 89
A Loy (:) my a‘x(—)

Wie wir in § 82 fanden bedeutet das Integral &, die elektrische
Energie und ®,, die magnetische Energie.

Will man dioc Bewegung des Aethers in den Maxwernr’schen
Gleichungen mit beriicksichtigen, so hat man nur zu beachten, dafs
der elektrische und magnetische Strom auf ein sich mit dem Aether
fortbewegendes, aus bestimmten Aethertheilchen bestehendes Flichen-
element bezogen werden mulfs, dessen Gestalt und Lage sich also mit
der Zeit @indert. Werden X, 9), 8 und & I, M als Functionen der
Zeit und fester Raumcoordinaten x y x betrachtet, so driickt z. B.
‘93
ot
element dwdy tritt, wenn wir es sich mit dem Aether bewegen

lassen. Der Ausdruck, der in diesem Falle an die Stelle von 38

ot

dx dy nicht den elektrischen Strom aus, der durch das Flichen-

zu treten hat, ergiebt sich durch folgende Ueberlegung.

Es mogen die Aenderungen 0%, 09, 03 des Vectors %, 9), 8
gesucht werden, welche nothig sind, damit der Vector

X+0%, 9+09, B8+3

mit einem im Aether in der Zeit d¢ fortbewegten unendlich kleinen
Parallelogramm ein Parallelepipedon von gleichem Volumen be-
stimme, wie der Vector X, ¥), 8 mit dem urspriinglichen Parallelo-
gramm. KEs liege das Parallelogramm urspriinglich in der z y-Ebene,
und es seien die Vectoren dz, 0,0 und 0, dy, 0 zwei anstolsende Seiten.
Dann ist das Volumen des urspriinglichen Parallelepipedons gleich
B dzdy. Sind nun e,f,y die Geschwindigkeiten der Aetherbe-
wegung, die auch als Functionen von a,y,%,¢ betrachtet werden, so
geht in der Zeit dt der Vector da, 0, 0 in

Oa ap oy
dz+-a—:£ dzdt, a;da;dt, %dxdt
der Vector 0, dy, 0 in
0w -, 08 dy ,
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iiber. Das Parallelogramm dxdy erhiilt demnach in der Zeit dt die
drei Projectionen:

dy dy de 0f
e dedydt, — aydxdydl, dedy + (’6.5 -+ _57_/) dxdydt,
wobei die Grofsen vierter Ordnung weggelassen sind.

Das Volumen des neuen Parallelepipedons wird demnach, wenn
wir die Grofsen vierter Ordnung weglassen:

[—xggm 9)d7dz+»;+a3+3(6 +‘3‘9) deq

Soll also das Volumen unveriindert bleiben, so ist zu setzen:

dy oy ap
A
Nun riickt das Flichentheilchen in der Zeit d¢ von dem Punkte
@y x zu dem Punkte z 4 edt, y 4 fdi, 2 + ydt. Wird § als Func-
tion von zyxt angesehn, so wiirde also die Aenderung von § in
der Zeit df, wenn man dabei die Aenderungen von x y x beriick-
sichtigt, gleich:

03 03 03 03
zp At + 5L edt + 5 ﬂdt+a dt
sein. Wenn dies gleich 0 § wiire, so wiirde das bedeuten, dafs in der
Zeit dt kein elektrischer Strom durch die Fliche dz dy hindurch-
tritt.  Wenn es aber von 0§ verschieden ist, so stellt die Differenz
die auf die Flicheneinheit berechnete in der Zeit dt¢ hindurchtretende
Elektricititsmenge dar. Dividirt man durch dt, so erhiilt man den
auf die Flicheneinheit berechneten Strom, der durch die im Aether
sich forthewegende Fliche hindurchtritt. Dieser Ausdruck

08 68 68 8 0y dy de O
o+ R gl s Ghemrgl ok + 8lg+ %)

oder was dasselbe ist:

o (2o e foe-u) ffor-0)
03

mufs also in den Maxwery'schen Gleichungen an Stelle von ot ein-

gesetzt werden, wenn man die Aetherbewegung berucksichtigen will.

' S
Analoge Ausdriicke ergeben sich an Stelle von at und 6?’ sowie an
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0L oM N 0L oM IN
Stelle von ¥ T TR TR abe er —— 5 - Ty - . 0 gesetzt

werden kann, da wir keinen wahren Magnetismus annehmen.

Diese erweiterte Form der Maxwrry'schen Gleichungen ist eben-
falls aus der Variation des Integrals zu gewinnen, wenn man nur
0x 6") 08
ot ot ot
welche die Bewegung des Aethers beriicksichtigen.
nach 11, B, W gleich Null gesetzt, liefert dann

in @, an Stelle von die neuen Ausdriicke einfiihrt,

Die Variation

Q| Q|
&'Q’ alQ’ 'QIQ"

(%ﬁ) ai(sm)=/1 aa'f+o'a+ @B —a)+ 5 (x/ 3@]
o (N) [ y)
5 ()~ () = 4{ +o8+ 207 80+ L O8] | 180
oulu) oy ) = A{B +or + 4 Bu—2n+ 28— 9|
wo o ﬂlrax+gy—+a geschrieben ist.
Die Variation nach X, 9), 8 liefert
.?"_—A{%l}+a (Wl + BB + 7y W)+ N[ — 51’?7;
- P P ST A PO P )
ey ] (el + B +7B) + e — 5

Differentiirt man die zweite Gleichung nach #, die dritte nach y
und zieht beide von einander ab, so ergiebt sich:

5= (%) - 55 (3) =4 %%+ L @p-ma+ Ly -9}
und auf analoge Weise erhalten wir

a%(?)*a%(x)‘ (G 5e Oy =R+ M —2 )
a%(x) ax(g)) afo% 12 e +a§(mﬂ—smr)}

(436)

Die Gleichungen (484) und (436) enthalten auf den rechten
Seiten die Componenten des elektrischen und magnetischen Stromes,
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bezogen auf ein mit dem Aether sich bewegendes Flichenelement,
auf die Kinheit der Fliche berechnet.

Jotzt ist es nicht schwer, die Aenderungen anzugeben, die man
an der Function H anbringen mufs, um auch die Bewegung der
Tonen zu beriicksichtigen. s sollten x, v, 3 die Componenten des
auf die Volumeinheit berechneten elektrischen Momentes der pon-
derabeln Materie sein.

In der Gleichgewichtslage wiirden 1, 1), 3 den Componenten der
elektrischen Kraft, wenigstens innerhalb gewisser Grenzen der Polari-
sationsstiirke, proportional gesetzt werden konnen, so dafs wir die
Componenten der elektrischen Kraft, welche die Momente g, Y, 3 in
der Ruhelage erzeugen, gleich

4y 4my 4dmj

g &' &
setzen kionnen, wo & eine der ponderabeln Materie zukommende
Constante ist. Sind die elektrischen Momente der Ionen nicht in
der Gleichgewichtslage, so sind

dny L, 4wy , 4=}
’ ] et

s vy O v

die iibrig bleibenden Componenten, die r, Y, 3 zu éndern streben,
oder mit anderen Worten: wir kinnen uns z. B. X in die beiden

O
durch das Moment y das Gleichgewicht gehalten wird, so dafs nur

Theile (X — 47-%) -+ -—0—§ zerlegt denken, von denen dem zweiten.

dio Wirkung von X — 7 ubrig bleibt.

Bei der Aenderung von v, 3 um dy, dy, d3 ist die potentielle
Energie ebenso zu berechnen, wie die Aenderung der potentiellen
Energie bei der Bewegung eines Magneten im magnetischen Felde.
Auf die Einheit des Volumens berechnet, ist die Aenderung der
potentiellen Energie

i {( _‘i;_E)dH (y— i ")dn+ (/— La)ds}

7 oty B BT
al = (X + Yy + 23 + 5 (& + 92+ )]

oder

Fiir @, haben wir daher jetzt zu setzen:
3 2
(I) 4 fff{xa+2)2+82 £&‘+?)l)+ 88_*_2 +t) +8 }d:l} dy dx (437)

&
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Der zweite, mit @, bezeichnete, magnetische Theil des kineti-
schen Potentiales kann unveriindert bleiben. Der dritte, elektro-
magnetische Theil @ reducirt sich, indem wir in den Ausdriicken

U{g'};+au+aa Xp — Yea) + —;(Xy-—,Ba)}

und den beiden analogen die Glieder dritten Grades kleiner Grofsen
(zu denen aber o nicht gehort, das wir uns an den Ionen verhiilt-
nifsmiifsig grofs vorzustellen haben) weglassen, auf:

@, =474 [[ (G + o) +8(5) + 5]

b (438)
<+ %(dé? + ya')} do dydx

Das o ist iiberall gleich Null, aufser an den elektrisch geladenen
Stellen der Ionen. Wenn wir annehmen, dafs der Aether sich an
diesen Stellen ebenso bewegt wie die Ionen, so ist:

a9y d3
Y ¥ i i 7 = fo, He TNy

und also:

® _4,,,,ﬂ’f{ 6(£+z)+,86@+v)

‘o (4384)
+ B +a}da:(1ydx

Aufserdem haben wir in dem Ausdruck fiir A nun noch die leben-
dige Kraft der Tonen und die Reibung zu beriicksichtigen.
Die Componenten der Geschwindigkeit der Ionen sind den
; oy 0y 03
Grolsen v TR F i T
Projectionen des Weges sind, die das eine Ion eines Ionenpaares in
der Zeit dt zuriicklegt, so sind —dz, —dy, — dx die Projectionen
des Weges, den das andere Ton in derselben Zeit zuriicklegt. Ist
ferner ¢ die Ladung des ersten, so ist —e die Ladung des zweiten
Tons, und mithin sind 2edx, 2edy, 2edx die Aenderungen der Com-
ponenten ihres elektrischen Momentes. Man kann daher die leben-
dige Kraft der Ionen in der Form

oG8+ () (G e o

proportional. Denn wenn dz, dy, dx die
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schreiben, wo m, der Dichtigkeit der ponderabeln Materie propor-
tional ist. Die lebendige Kraft muls mit dem negativen Zeichen in H
aufgenommen werden. Die Reibungskriifte, deren Componenten, auf
die Volumeinheit berechnet, mit —y,, —v,, —3, bezeichnet werden
mogen, setzen wir den Geschwindigkeiten der Grdfse nach propor-
tional, aber von entgegengesetzter Richtung, und schreiben dem-
gemiifs

0

5=k
G

b= by (440)
d

h=h 3"3

wo k, eine positive Grofse ist.

Nach dem, was oben bemerkt wurde, kann ihr Einflufs eben-
falls aus der Variation des kinetischen Potentiales erhalten werden,
wenn man zu H den Ausdruck

SIS @ + 9, + a3) dadydz (441)

hinzufiigt und bei der Variation y,, v,, 3, nicht mit variirt. Das
Integral, dessen Variation verschwinden soll, besteht also aus den
Zeitintegralen iiber @, , ®,, @ , wie diese in den Gleichungen (437),
(488) und (438a) dargestellt sind, und iiber

=I5 (B (3t foe s
+fff{zz,+unl+aa,}dzdydz

Daraus ergiebt sich:
1. Bei der Variation nach %, 9), 8

X—y ol
R e 7
Y—y 6%
=) o4 (442)
83—3  OW
T T
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woraus durch Differentiation und Subtraction, wie oben bei den
Gleichungen (436), die Gleichungen gewonnen werden:

A»%};— -2 (@:‘)) _5‘2?/_(8—5)

&

4OM_ 6 8—3_)__6_ X—y
45t =5z 3 0x (-—TH)

49 _ 90 (- G 1?_?):.‘1
dt Oy dx

2. Bei der Variation nach

(443)

)

n

i

RN l
7) (444)
U

3. Bei der Variation nach r, v, 3

_47:35 dmy

b 4 Aau 0%y
& l)’

31 +mla‘z + ¥t =0,
was, combinirt mit den Gleichungen (440) und (442), giebt:

8m X | B | 0%y or
'—s"—“”(.ﬁ )H m g+ h gy
und entsprechend

87@ 0%y ) 445
(9 )t’+ "™ae Thgy N

8 1 02 0
’*B ‘“’(.9 )H m g+ kg

Der kiirzeren Schreibweise halber setzen wir
1 /¢ 5
5 ( g ) i

= m (446)
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somit wird
0%y or
2
X=a g+ma” %= 34

2
=“")+mgt2 +,~61J (445 )

0%3 65
2
8—a5+mdt‘+ ot

& 101. Die Dispersionsformeln.

Nachdem wir so die Grundgleichungen unseres Problems ge-
bildet haben, ist es nicht schwer, nun die weiteren Schliisse daraus
zu ziehen. Wir wollen uns auf den einfachsten Fall beschriinken,
dafs wir ebene Wellen haben, die sich in Richtung der x-Axe
fortpflanzen. Wir wissen, dafs sich solche Wellen fortpflanzen kinnen,
wenn nach der einen Polarisationsrichtung elektrische, nach der
anderen magnetische Schwingungen bestehen, und diese Schwingungen
alle senkrecht auf der Fortpflanzungsrichtung sind. Wir wollen an-
nehmen, dafs die elektrischen Schwingungen in Richtung der y-Axe
und die magnetischen Schwingungen in Richtung der x-Axe vor
sich gehen. Dann werden wir fiir die elektrischen Momente setzen
kénnen:

@ + B.ein(t+pz)
X=8=0.

Fiir einen positiven Werth von p wiirde hier die Bewegung in
der Richtung der negativen z-Werthe fortschreiten und p wiirde die
Zeit sein, in der die Bewegung um die Strecke 1 fortschreitet. s
soll hier aber der Fall nicht ausgeschlossen sein, dals p auch
complexe Werthe erhiilt. Der reelle Theil von inp bestimmt die
Dimpfung der Oscillationen, wiithrend von dem imaginiren Theil
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit abhiingt.

Ferner setzen wir:

N = 0.oi"0+22
L=M=0,
und endlich werden wir noch fiir die elektrischen Schwingungen

der Tonen zu setzen haben:
P et MGHRR

At ot
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Die Constanten sind nun so zu bestimmen, dafs die Gleichungen

A 69?__59__(£—£ 9-y
i T ) aa'( & )

O@+y _ 8 (8 8 (N
T ax(")‘ﬁ(‘ﬁ)

Y = a®y + ma~? +k 3?

erfilllt werden. Alle iibrigen Gleichungen (443), (444) und (445) sind
bei den gemachten Annahmen von selbst erfiillt; & und u werden im
ganzen Raume als constant angenommen. Setzen wir ein, so kann in

allen Gliedern der Factor ¢'"“*?® weggehoben werden, und es er-
gg ]
giebt sich:

A, O = (B np

A.(B+b).i.n=—§-i.n.p (447)

B=a*h —mbn®+ kbin
Aus der ersten und zweiten Gleichung (447) hebt sich i.n, und die
Gleichungen werden reell; aber die dritte bleibt complex. Zur Ver-
einfachung werde statt » das Verhiiltnils }I;: h in die Gleichungen

eingefithrt. Dann gehen sie iiber in

A, Ce==— B.(1 —1,,)-_’:_

A B Ry C_l;l' (448)

1 =(a®—mn®+ kin)h

Aus der dritten dieser Gleichungen erhiilt man:

1
js. a® —mn®+ kin (449)

Durch Division der linken und rechten Seiten der anderen beiden
Gleichungen ergiebt sich:

H. v. HeLamorrz, Theoret. Physik. Bd, V, 22
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B 2 e B\?* &
U HD =g —n (E) "R
und durch Multiplication: (450)
A2 (1 4+ h) = — (1 — h).

Diese Gleichung bestimmt den Werth von p und damit ist fiir
einen beliebigen Werth von » bis auf einen in C, b, B enthaltenen
willkiirlichen Proportionalitiitsfactor Alles bestimmt.

{s wird

g 1_(]: N (450a)
Da % aber eine complexe Grofse ist, wird auch p eine complexe
Grofse werden.

Bezeichnet €, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, welche das
durchsichtige Medium zeigen wiirde, wenn keine beweglichen und
verschiebbaren elektrisch geladenen Tonen in ihm liigen, so ist nach
dem Friitheren

A p.s= @L
und daher

1—h

P= 1/1+h- (4501)
Nach der Gleichung (449) ist

’_1‘+1=a’—mn’+l+k.i.n

und
1

——1l=a=mn? =14+ k.t.n
h

Wir bestimmen nun eine positive Zahl g, und einen Winkel @,
so dals
a® — mn® 41 = g,.cos O, und kn = g,sin 6,
ist, und ebenso g, und O, so dals (451)

a® —mn® —1=p,.co8 0, und kn = g, sin 6,

ist. Dann wird
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s g V(Vcos 6, + isin ()o)
6 0, (cos O, +zsm())

'6" 1.1
0

(‘1 (1

i i
=+ ‘/Q [%s?("’l—“)o)—"“‘"‘ *;‘("'" "(')")]

Durch beide Vorzeichen fiir » kann man den Gleichungen ge-
niigen. Je nachdem der reelle Theil von p positiv oder negativ
ist, laufen die dargestellten Wellen in der Richtung der negativen
oder positiven Werthe von 2. Da wir nur den einen Fall zu be-
trachten brauchen, so wollen wir das negative Zeichen withlen.

Da k und » ihrer physikalischen Bedeutung nach positiv sind,
so liegen @, und @), zwischen 0 und z, und da ferner

2

cotg 6, — cotg 6, = o

und duher also cotg @, > cotg ()l ist, so muls @, > @ sein. Mithin

sind cos—(() — 6,) und sm—— (0, — O,) positiv.

Schreiben wir zur Abkiirzung

= g‘! sin — (6, — 6,
q @ G ( o)
nnd (453)

= /%2 cos = (O, — €
¢ ¢, I/(’x s 8~ 8)
so wird, wenn wir das negative Zeichen withlen:

1 i *
g ey (454)
wo € und ¢ beide positiv sind. Dann wird

@
in(t+pa) -qz inl(t=_—
e =6 .6 ( “)

und dies stellt eine Wellenbewegung dar, die mit der Geschwindig-
keit € in der positiven z-Richtung fortschreitet. Der Factor e—¢*
bezeichnet dabei eine Abnahme der Amplitude in der Richtung der
fortschreitenden Wellen in dem Maafse, dafs fiir die Liingeneinheit
die Amplitude sich auf den Bruchtheil ¢=¢ ihres Betrages reducirt.

Wir miissen uns nun den Gang dieser Verhiiltnisse klar machen,

wenn wir allmithlich von kleinen Schwingungszahlen der Lichtwellen
22*
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zu Lichtwellen mit grofsen Schwingungszahlen iibergehen. Zu dem
Zweck ist es rathsam, eine graphische Darstellung anzuwenden.

In der Ebene der Zeichnung wollen wir reelle und imaginiire
Grofsen durch auf einander rechtwinklige Coordinaten darstellen.

Die complexe Zahl }1—‘ = a® —mn® 4 kni wird durch einen Punkt

dargestellt, dessen Abscisse = a® —mn*® und dessen Ordinate y = kn
ist (Fig. 53).

J

A

ol

Fig. 58.

Betrachten wir Wellen mit allen moglichen Schwingungszahlen, so
haben wir » als Veriinderliche zu betrachten. Die Punkte, welche die
Grofse 71; darstellen, bilden dann eine Curve, deren Gleichung wir
erhalten, indem wir » eliminiren:

Das ist die Gleichung einer Parabel, deren Scheitel bei z = a* liegt.
Je grofser y wird, desto kleiner wird z, und die concave Seite der
Parabel wird nach der Richtung der negativen z-Axe gewendet sein.
Die Werthe von n sind den Ordinaten dieser Parabel proportional. Ks
sei 4 irgend ein Punkt der Parabel, dann erhalten wir die Punkte

B und 0, welche die complexen Zahlen % +1 und ’—lt — 1 darstellen,

indem wir von 4 parallel der z-Axe nach rechts und nach links um
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die Liingeneinheit vorwiirts gehen. Mithin ist dann ¢,= 0B, p, =00,
O,=<BO0z, O, =300z, O, —0O,=xCOB.

Nach den in den Gleichungen (453) gemachten Definitionen
von ¢ und € ist

D e L')l.'?,('.)ﬂ.
2 C=2ntg 5

Das ist aber der Dampfungscoefficient fiir eine Wellenliinge. Denn n
ist die Anzahl der Schwingungen in der Zeit 27, und da € die

Fortptlanzungsgeschwindigkeit ist, so ist % 27 also die Wellenliinge

fir eine Schwingung. Nimmt nun 2z um 4z zu, so reducirt sich
die Amplitude der Welle, wie wir oben gesehen haben, auf den

Bruchtheil ¢™??* ihres Betrages. Mithin wird sie sich fiir eine

222L.¢

Wellenliinge auf den Bruchtheil e™*" % reduciren. Hs bildet
(OZB)~~ also ein Maals fir die Absorption. Je grifser der
Winkel ist, unter dem die Strecke CB von O aus gesehen erscheint,
um so grofser ist die Absorption. Sie wird Null, wenn 4 im Scheitel
liegt, vorausgesetzt, dafs a® > 1 ist. Sie nimmt dann mit wachsen-
dem 7 zuniichst zu, um fiir sehr grofse Werthe von n wieder be-
liebig klein zu werden.

Riickt der Punkt 4 vom Scheitel aufwiirts, so bewegen sich
die beiden Punkte B und € immer mit derselben Geschwindigkeit
wie 4, sowohl was die Grifse der Geschwindigkeit betrifft, als auch
die Richtung. Bezeichnet ¢" 4’ B’ eine benachbarte Lage der Strecke
CAB, so ist also

tg

_ AA'sin(0°C0)
de, = o
AA'sin(B'BO
A e
Daher wird der Winkel @, schneller wachsen als €),, so lange
%CCO) grofser ist als s—lw, und langsamer, sobald es kleiner

ist. Der Winkel @, — @, erreicht ein Maximum, wenn

sin (€' C0) sin (B'B 0)
ocC OB

ist. Schneidet die Parabel die y-Axe nahezu senkrecht, so tritt
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das Maximum sehr nahe der Stelle ein, wo OC = OB ist, wo also
A auf der y-Axe liegt und a® = mn* ist.

2
Der betreffende Werth n = l/;% entspricht der Kigenschwingung

des Molekels, die wir erhalten, wenn wir in der Gleichung

: 0%y 0y
Iy ]
g)_al)+mat2+kat

das elektrische Moment §) und den Reibungscoefficienten % gleich
Null setzen. Die starke Absorption tritt also da ein, wo die Periode
des Lichtes mit der eigenen Schwingungsperiode der Molekeln iiber-
einstimmt. Die starke Absorption ist also von starkem Mitschwingen
der Molekeln begleitet, so dafs wir dabei auch Wiirmeentwickelung
und unter Umstiinden ein Zerreifsen der Ionenverbindungen er-
warten konnen, namentlich wenn noch eine elektrostatische Ladung
der Substanz hinzukommt. So sind wohl die Beobachtungen von
Herrz zu erkliren itber die Entweichung der Elektricitiit unter
dem Kinflufs der ultravioletten Strahlen.

Fiir den Gang der Dispersion sind die beiden Kille a® > 1 und
a’< 1 zu unterscheiden. Nach Gleichung (446) war a”=%(;; + 1),
so dafs die Unterscheidung auch durch &> & und & < ¢ ausgedriickt
werden kann.

Die Reibung wollen wir in beiden Fillen gering annehmen,
den Werth von % also klein voraussetzen.

1, Es sei a? > 1.

Der Winkel 6, — 0, = 3= C OB (Fig. 53) ist fir kleine
Werthe von n sehr klein und wiichst mit wachsendem 7 zuniichst
langsam, da die Parabel bei kleinen Werthen von % flach ist.
Grofsere Werthe erhilt der Winkel erst, wenn die Strecke ¢4 B

=
sich der y-Axe niihert. Fiir »® = v fillt der Punkt C in die

a?

y-Axe und fir »n® =

:;1 der Punkt B. Fiir die erste Lage ist

tg(COB)= % l/;s-%l-, also bei dem kleinen Werthe von k& ist = COB

P B e | : 2 m
nahezu gleich 5 Fiir die zweite Lage ist tg (COB) = o l/;zi |

und wieder &= COB nahezu gleich Z—, withrend fiir das Maximum
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co Lafm oo,

L_2_Iﬂ = l/g, mithin 9= COB nahezu
gleich =z ist. Wilhrend also innerhalb dieses Intervalles von

F=1 T

n = l/a ml bis n = l/a ;,I: bei dem vorausgesetzten kleinen
Werthe von % die Absorption betriichtlich ist, wird sie aulserhalb
des Intervalles alsbald sehr gering. In dem Ausdruck, den wir oben
(Gleichung 453) fiir das Verhiiltnifs der Geschwindigkeiten im leeren
und im beladenen Aether, d.i. fiir das Brechungsverhiiltnifs fanden,

(6 ) 1
,é) = I/f}%cosé—(@l - 0,),

kann der Factor cos%((ﬂl — 0),) aufserhalb des Absorptionsstreifens

2
der Absorption n?* = ;n— und tg

unberiicksichtigt bleiben, da er sehr nahe gleich 1 ist. Der Gang des
Brechungsverhiiltnisses wird hier also als Function der Schwingungs-

zahl im Wesentlichen durch l/(j; dargestellt. Die Figur 53 lehrt

(1
i ; a* 41
uns, dafs das Brechungsverhiiltnifs fir » =0 den Werth l/aT—.'l

hat. Mit wachsendem » nehmen g, und g,, so lange 9= COB klein
ist, um nahezu dieselben Grofsen ab. Mithin muls % wachsen, da

1
der Nenner relativ stiirker abnimmt. Erst wenn der Winkel COB
grofser wird, d. h. wenn CA B der y-Axe nither kommt, wird p,

A ) :
weniger schnell abnehmen als g,, und € mufs dann mit wachsen-
(51

2 2
dem 7 kleiner werden. Fiir »? = i:n— wird £ =1 und fir »? > ——:%

(1
mufs —g‘l zuniichst noch weiter abnehmen, weil nun o, wiichst, with-
1
rend g, noch abnimmt. Fir grofse Werthe von » wird es aber
wieder zunehmen und sich dem Werthe 1 asymptotisch nithern, da
0, und p, alsdann unbegrenzt wachsen, der Unterschied ¢, — g, aber

nahezu gleich 2 wird.

Mithin wird auch das Brechungsverhiiltnifs fir » = 0 bis in
die Nithe des Absorptionsstreifens grofser als 1 sein, und mit wach-
sender Schwingungszahl wachsen, wie es bei den durchsichtigen
Korpern gewdhnlich beobachtet wird. Dann aber wird durch die
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Absorption der abnehmende Werth von l/gi‘ noch mehr herabge-

1
driickt. Das Brechungsverhiiltnifs mufs rasch abnehmen, hinter dem
Absorptionsstreifen aber wieder zunehmen und sich dem Werthe 1
asymptotisch nithern. In der That wird die Abnahme des Brechungs-
index mit wachsender Schwingungszahl, die sogenannte anomale
Dispersion bei Medien beobachtet, die im sichtbaren Theil des
Spectrums einen Absorptionsstreifen besitzen, Bei den farblos durch-
sichtigen Korpern, bei denen gewthnlich die Brechungsverhiiltnisse
untersucht worden sind, hat man den Absorptionsstreifen jenseits
des Ultravioletten anzunehmen. In dem Absorptionsstreifen nimmt
das Brechungsverhiiltnifs nach unserer Formel bis unter 1 ab, so
dafs hier die Geschwindigkeit des Lichtes grifser ist, als im leeren
Aether. Auch dies ist bei einigen Metallen von Kunpr heobachtet
worden.

Natiirlich ist nicht ausgeschlossen, dals auch Molekiile vor-
kommen kénnen mit mehreren eigenen Schwingungsperioden, die
mehrere Absorptionsstreifen und entsprechend verwickeltere Bre-
chungsverhiiltnisse geben.

2. Es sei a2 < 1.
In diesem Falle nimmt ‘/0“ von dem Werthe l/(—;:t} mit

O
: i LT
wachsendem » ab, wird fiir 2? = — gleich 1, nimmt zuniichst
m

noch weiter ab, um dann wieder zuzunehmen und sich dem Werthe 1
asymptotisch zu nithern. Der Winkel COB ist fiir n=0 gleich n
und bleibt betriichtlich, so lange C 4 B die y-Axe schneidet. Fiir
grofsere Werthe von n wird der Winkel rasch klein und nihert

sich asymptotisch dem Werthe Null. Danach driickt der Factor
2
COS%((')I — 6),) fiir die kleineren Werthe von » bis hinter »n? = %

das Brechungsverhiiltnifs stark herab. Fiir grofse Werthe spielt der
Factor keine Rolle mehr und das Brechungsverhiltnifs nimmt zu
und nithert sich asymptotisch dem Werth 1. Koérper von diesem
Typus lassen sich unter den bisher untersuchten noch nicht er-
kennen,
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Dritter Abschnitt.
Die Brechung und Spiegelung bei absorbirenden Medien.

§ 102. Die Verhiltnisse der Amplituden des einfallenden, des
reflectirten und des gebrochenen Strahles.

Die Bewegungsgleichungen des Lichtes in einem mit lonenpaaren
beladenen Aether lassen nun auch die Gesetze der Brechung,
Spiegelung und Polarisation des Lichtes fiir den Fall erkennen, dals
das Licht an der Oberfliche eines absorbirenden Mediums reflectirt
wird. Medien dieser Art sind die Metalle. Dalfs hier bei der Re-
flexion Licht absorbirt wird, lifst sich sogleich erkennen, wenn das
reflectirte Licht farbig ist, wie z. B. beim Kupfer und beim Golde.

Aber auch ohne ausgesprochene farbige Reflexion ist dieser soge-
nannte Metallglanz charakteristisch. Er kommt nicht nur bei den
fast undurchsichtigen Metallen vor, sondern auch bei einer Reihe
von Korpern, bei denen gewisse Strahlen sehr vollstindig absorbirt
werden; so haben mehrere Anilinfarbstoffe, wie z. B. in sehr ausge-
zeichneter Weise das Fuchsin, diese eigenthiimliche metallische
Reflexion, welche sich theils durch ihre Lichtstiirke auszeichnet,
theils dadurch, dafs eine ganz bestimmte Farbe in dem Reflex sehr
stark hervortritt. Wir finden alle moglichen Uebergangsstufen bis
herab zu fast vollkommen durchsichtigen Kérpern, die uns durch
ihr fufseres Ansehen kaum eine Absorption verrathen wiirden. Aber
bei vielen der bekannten durch-
sichtigen Korper zeigt sich eine
Andeutung der Absorption darin,

dafs linear polarisirtes Licht durch
die Reflexion elliptisch polarisirt ’ /
wird. Diese elliptische Polarisation el st

ist eine Eigenthiimlichkeit der Re- ==
flexion an absorbirenden Medien.

Es sei (Fig. 54) eine ebene
Oberfliiche eines stark absorbiren-
den Mediums gegeben und es mag
ein Wellenzug auffallen und auf
der Grenzfliche des zweiten Mediums ablaufen. Dann entsteht,
wie wir gesehen haben, eine Grenzbedingung dadurch, dafs in dem

\

Fig. b4,
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zweiten Medium auch Wellen ablaufen miissen, die eine etwas
andere Richtung nehmen, deren Spuren aber mit den Spuren der
einfallenden Wellen auf der Grenzfliche zusammenfallen miissen.
Wenn wir oben ein nicht absorbirendes Medium haben und  die
einfallenden Wellen also gleiche Stiirke behalten, indem sie ablaufen,
so werden diese Wellen im ersten Medium eine oscillirende Be-
wegung mit constanter Amplitude hervorbringen. Die Wellen aber,
die in dem zweiten Medium erregt werden und von der Eintritts-
stelle aus in der Richtung entsprechend dem gebrochenen Strahl
herabgehen, haben in derselben Wellenebene nicht constante Intensitiit.
Indem die Welle sich durch das zweite Medium fortpflanzt, unter-
liegt sie einer Absorption; die tiefer eingedrungenen Theile konnen
also schon stark geschwiicht sein, wiithrend die anderen Theile der-
selben Wellenebene, welche eben erst in das zweite Medium einge-
treten sind, noch die volle Intensitiit haben miissen, die ihnen von
dem oberen Medium aus mitgetheilt worden ist. Das hatten wir
bisher bei unseren Gleichungen der Lichtbewegung noch nicht be-
riicksichtigt. Im ersten Medium gelten die Maxwerr’schen Glei-
chungen in ihrer urspriinglichen Form:

A_‘?SA_,Q_(Q) 0 (8)

0t 0z /

& oy \ &
0% o (R) 0 (M
ot~ 0y h 0% (l"—1>

und die analogen fiir die anderen Componenten. In dem zweiten
Medium gehen wir wieder von den allgemeinen Gleichungen (443),
(444) und (445a) der elektromagnetischen Wellen aus, welche sich
auf ein mit elektrisirten Ionen durchzogenes Medium beziehen:

A.%’% 2 ai, (@20)__5_(_8_1)

e oy | &
ﬂ_xii_)__a(f’i 0 (M
at 0y \py T 0n \

3 o0y or

Lol T | L

&—a}:-l—matz+kat

und die entsprechenden fiir die anderen Componenten.

Da wir es immer nur mit periodischen Schwingungen einer
Farbe zu thun haben, so kinnen wir annehmen, dafs die Abhiingig-
keit von der Zeit in allen diesen Gleichungen dadurch gegeben ist,
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dafs die vorkommenden Grofsen alle den Factor ei®* enthalten, und
im Uebrigen nur Functionen der Coordinaten sind. Die Differential-
quotienten nach der Zeit sind dann einfach zu bilden, indem man
80 oft mit ¢.» multiplicirt, als die Ordnung des Differentialquotienten
betriigt. Dann erhalten wir im zweiten Medium die Gleichungen

0
dying= @) 5@

o oN oM 455
AF"“‘(&-*-E):-@?/—_W ($99)
X=ayr—m.n?.x + king

und die analogen den anderen Componenten entsprechenden Glei-

chungen. In jedem Medium sind g und & constant angenommen.
Die letzte Gleichung giebt uns das Verhiiltnifs X:yr, nimlich

r="h¥, (456)

wo unter % dieselbe Grofse verstanden ist, die wir schon oben in
Gleichung (449) so bezeichnet hatten

1

Aow A —mn+ kin’

fiir die anderen Componenten erhalten wir analog

Y=~ und 3=~1r3.

Danach konnen x, v, 3 aus dem System der Gleichungen (455)
ganz fortgeschafft werden und wir erhalten:

Aszing_ 09 6§
T=B = v 0%. 0¥ ]
(457)
Ceming o OR _ oM [
.A‘u’( +t)tn ——67— ax

und die analogen Gleichungen fiir die anderen Componenten.

Die Gleichungen sind von derselben Form, wie sie sich auch
ohne die Annahme der Ionen ergeben wiirden. Nur sind an Stelle

8,

von & und pu, die imaginiiren Constanten 1 i_li und u, (14 4) ge-
treten. Daraus folgt, dafls wir die Spiegelung und Brechung der
Wellen an der Grenze des zweiten Mediums gerade so erdrtern
konnen, wie wir es in §§ 93 und 94 gethan haben. Nur kniipfen
wir hier unsere Betrachtungen an die Momente, wihrend wir dort
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iiberall die Componenten der elektrischen und magnetischen Kraft
eingefithrt hatten.

Es sei = 0 die Gleichung der Grenzfliche zwischen den
beiden Medien und es sei die positive z-Richtung nach der Seite
des ersten Mediums gerichtet. Wenn wir dann die magnetischen
Schwingungen der einfallenden Wellen, die in dem ersten Medium
verlaufen, der z-Axe parallel setzen, so haben wir zu schreiben:

L=M=0,

m 5 m.al_"(l_ah:a y co:a ::)
wo ¢ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im ersten Medium bezeichnet.
Fiigen wir gleich die magnetische Schwingung der reflectirten
Wellen hinzu, so wird

p sin a o8 @ sin a o8 a
m:?[.gm(‘— > . )+$,e'“(‘_7. —T—- )
Die MaxweLr'schen Gleichungen geben im ersten Medium:

0xX oN

A Ml ~a7~ = ?77’
0 oN
8
o =

Da X, 9), B die Variable ¢, wie wir voraussetzen, nur in dem
Factor ei»t enthalten, so folgt aus diesen Gleichungen:

sin e

ApinX=—inN-

sin a o8 a
COoS & il —yt —=
[?Ie ( gy,

Aping =— g L (458)

C

—Be

1 sin a CO8 a
inft=-—=y=—e
e ¢

8=0
Im zweiten Medium ist fiir ebene Wellen, deren magnetische
Schwingungen der x-Axe parallel sind, zu setzen:

T=W=0

N=GC eni(t+pz+vv)
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Nach den Gleichungen (457) haben wir dann
Apy (1 + 1) X = qW
Apy (1 +10)Y =—pN (459)
=0
und wenn diese Ausdriicke fiir X und §) in die Gleichung

4_3,71'»715”, X’ 0Y

1—h ©°~ 0y Oz
eingesetzt werden :
Aging, B gy, B ag
T3 I T T (s L Au, (A +n)?
oder
// .
A&y py i i—,: =p'+ g% (460)

In der Grenzfliche » = 0 miissen, wie wir in § 93 schon aus-
einandergesetzt haben, die Componenten der elektrischen und mag-
netischen Kraft, die in die Grenzfliche fallen, fiir beide Medien
iibereinstimmen. s miissen also fir =0 die beiden Gleichungen
erfiillt sein:

(461)

Es mufs mithin erstens

P sin a
em(l— - y) —in(t+qy)

von ¢ und y unabhiingig und daher
__sine (462)
c

sein. Zweitens miissen zwischen den Constanten 2, B, € die Glei-
chungen gelten:

A+ _ 6

Hy Ha
und (463)
cose A—B _ P o
—Aplo & Ap, (1 4h) &
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Diese beiden Gleichungen bestimmen die Verhiiltnisse von A, B, G,
d. h. die Verhiiltnisse der Amplituden des einfallenden, reflectirten
und gebrochenen Strahles fiir den Fall, dafs die magnetischen
Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene sind. Durch Elimination
von € ergiebt sich

COS « p _q [cose P
n (Ji_él—c i As, (1 + h)) =4 (Aelc + Ag, (14 h))’ 1#9%)

wo p aus den Gleichungen (460) und (462) zu bestimmen ist.

Wenn die elektrischen Schwingungen zur KEinfallsebene senk-
recht sind, bleibt alles analog, nur miissen die Gleichungen fiir die
magnetischen Momente mit denen fiir die elektrischen Momente ver-
tauscht werden; %, §) und N sind Null, und wenn wir die elektri-
schen x-Componenten im ersten Medium

[ sin u con a

,8=?Iﬂm t

im zweiten Medium

sin a _cosa w]

P

H
nift+pe+qyl
8=Ce

setzen, so wird die magnetische y-Componente im ersten Medium
durch die Gleichung

cos a sin a o8 a

) _ g it a- s

cos & ,

g AinM = in Qloni[t

im zweiten Medium durch die Gleichung

nift+px+qy]

g AinM =(1—nh)pinCe

gegeben. Da nun an der Grenzfliche die tangentialen Kraftcompo-
nenten iibereinstimmen miissen, so ergeben sich fiir = 0 die Glei-

chungen 3 = bS] und L —%; und daraus #ihnlich wie oben:
Eyir ity e Hy
___sine
e
u", B_C i
5 &5 &4
cos e (A — 58) ¢
——[—— ) =(1—h -
‘1‘4"( y ( ) aA Ky ‘
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und durch Elimination von €:

e 20-Bl_g fome 200 |

A.q- =
ey A py

c. 4.y -A.p.z
wo p wieder durch die Gleichung (460), die sich hier auf analoge
Weise ergiebt, bestimmt ist, niimlich

1+% sine

e b Lo e e

Fiir 4%, p, %j};: kann auch aus der Gleichung (452) der

Ausdruck
10y k-0
2
@o (’1
eingesetzt werden. Die Grdfse p wird also complex sein, und
wenn wir

p=[f+gi
setzen, wird
I : sin®
r—g'=gr zu c08 (6, — 6;) — —-
e (467)
= = o % gin (0, — 6
2fg = T o sin (0, — 6,)

Der Exponentialfactor
P sin a
in{t=——y+
8 ( C y PI)
kann dann in der Form

P-—gnx cin(l—glﬂcﬂy-f-fc)

geschrieben werden. Es bedeutet -——flT dann die Strecke, um welche

der Durchschnittspunkt einer Wellenebene mit der z-Axe in der
Zeiteinheit weiter riickt. Da wir die positive Richtung der z-Axe
nach der Seite des ersten Mediums angenommen haben, so ist also f
positiv. Nach der zweiten Gleichung (466) ist f.g negativ. Denn
wir haben in § 101 gesehen, dafs @, — 6, zwischen 0 und = liegt.
Folglich mufs einem positiven Werthe von f ein negativer Werth
von g entsprechen. In dem zweiten Medium ist @ negativ, mithin

stellt ¢ """ einen Factor dar, der um so kleiner wird, je tiefer ein
Theil einer Wellenebene in das zweite Medium eingedrungen ist,
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Wird die Geschwindigkeit im zweiten Medium mit €, der Brechungs-
winkel mit 2 bezeichnet, so ist

o i K Tl s Iy
f cosfB’ sine  sin 8
mithin (468)
Voo iinte ) ey ; ” .
[ 12+ - = Yt ‘(—.5? éx cos (0, —6,) + g

wo g aus den Gleichungen (467) zu berechnen ist. Die Geschwin-
digkeit € wird also von dem Einfallswinkel e abhiingig sein.

§ 103. Die elliptische Polarisation an der Grenze eines
absorbirenden Mediums.

Ist das einfallende Licht nach irgend einer Richtung linear
polarisirt, so konnen wir es in zwei Componenten zerlegen, von
denen die eine magnetische Schwingungen senkrecht zur Kinfalls-
ebene macht und die andere in der Einfallsebene. Fiir die erste
gelten dann die Gleichungen (463) und (464), fiir die zweite die Glei-
chungen (465) und (466). Die Untersuchung der Lichtbewegung in einem
stark absorbirenden Medium bietet grofse experimentelle Schwierig-
keiten dar. Zur Untersuchung der Metalle stellte sich Kunpr auf
Glasplatten prismatische Lagen dar, die iulserst diinn waren, so
dafs ein Theil des Lichtes noch hindurchgehen konnte. Ks gelang
zwar wohl zu zeigen, in welchem Sinne die Metalle von den
durchsichtigen Korpern abweichen, aber es ist noch nicht moglich,
die hier gefundenen Kormeln fiir die Bewegung des Lichtes im
Innern der Metalle zu priifen. Viel leichter ist es dagegen, den
reflectirten Strahl experimentell zu untersuchen, weshalb wir die
betreffenden Formeln noch etwas nither besprechen wollen. Fiir
beide Componenten des einfallenden Lichtes stellt sich das Ver-
hiiltnifs von 2 und B als complex heraus. Da man jede complexe

. . @i . . . .
Zahl in die Form re  bringen kann, so konnen wir also schreiben:
. ot
B=U.re .

Die Grifse ¢ zeigt in der Exponentialfunction des reflectirten
Strahles eine Phasenverschiebung gegen den einfallenden Strahl an, und
es geht also daraus hervor, dafs die von Metallen reflectirten Strahlen
im allgemeinen eine Phaseniinderung erleiden werden, sowohl wenn
die magnetischen Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene sind, wie
wenn sie in der Einfallsebene liegen. Aber die Phasenverschiebung
ist in den beiden Killen nicht die gleiche, weil das Verhiiltnifs von
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A und B in den beiden Fiillen, wie das aus den Gleichungen (464)
und (466) hervorgeht, nicht das gleiche ist. Genauer untersucht
sind diese Krscheinungen eigentlich nur bei durchsichtigen Sub-
stanzen, fiir die man auch die Werthe des Brechungsverhiiltnisses
und des Absorptionsverhiiltnisses und die Dispersion genauer be-
stimmen kann. Man findet hier, dals dieser Phasenunterschied
zwischen den beiden Componenten des reflectirten Strahles, also die
elliptische Polarisation, nur in der Niithe des Polarisationswinkels
sich deutlich zeigt. Man lifst den Strahl unter dem Polarisations-
winkel einfallen und seine Polarisationsebene gegen die Kinfallsebene
nahezu senkrecht stehen. Dann wird die eine Componente des
Strahles durch die Polarisation fast ausgeloscht, wiithrend die andere
Componente schon im einfallenden Licht sehr schwach ist. Durch
passende Wahl dieses Winkels zwischen der Polarisationsebene des
Strahles und der Einfallsebene kann man es dahin bringen, dalfs
die beiden Componenten im reflectirten Strahl nahehin dieselbe
Amplitude haben; da sie nun aber einen Phasenunterschied erhalten,
80 vereinigen sie sich nicht wieder zu einem linear polarisirten Strahl,
sondern sie geben dann elliptisch oder circular polarisirtes Licht.
Starke Verschiebungen der Phase werden nach unseren Formeln
bei schwach absorbirenden Medien, fiir die also die imaginiiren Theile
der Coefficienten von ¥ und B in den Gleichungen (464) und (466) klein
sind, nur dann vorkommen kinnen, wenn auch das reelle Glied

von o nahezu gleich Null ist.  Denn wenn % =re?" ist, so wird

A
tg ¢ durch das Verhiiltnifs des imaginiiren zum reellen Theil be-
stimmt. Wenn also der reelle Theil grofs gegen den imaginiiren
Theil ist, so miifste tg ¢ klein sein und ¢ daher nahezu Null oder
nahezu gleich # sein. Nun ist aus unseren Formeln zu erkennen,
in welchen Fillen die reellen Theile fast gleich Null werden kinnen.

Wenn die Absorption des zweiten Mediums sehr gering ist und
also g sehr nahe gleich Null ist, so gehen die Formeln (464) und (466),
wenn es auch hier erlaubt ist, u, = u, zu setzen, in die in §§ 93 und
94 abgeleiteten Gleichungen (409) und (415) iiber. Denn fiir g=0
wird nach Gleichung (467) 6, = 6),, was nach Gleichung (451) nur
fir & = 0 moglich ist, und da p = f + gi, so wird fir g = 0 nach

Gleichung (468) cos f

b= )
Nun haben wir in 88 93 und 94 gesehen, dafs ein Ausloschen

des reflectirten Strahles nur miglich ist, wenn die magnetischen
H, v, HeLymourz, Theoret, Physik, Bd, V, 28
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Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene vor sich gehen und wenn
@+ f = n/2 ist. Fiir kleine Werthe von g stimmt nun der reelle

Theil von B sehr nahe mit dem Werthe iiberein, den es fir g =0

A
annimmt. Mithin wird man nur dann kleine Werthe des reellen
Theiles bekommen, wenn die magnetischen Schwingungen nahezu
senkrecht zur Einfallsebene liegen und e+ # nahezu gleich 7/2 ist,
d. h. in der Nithe des Polarisationswinkels.

Bei verschwindender Absorption ist, so lange der Einfallswinkel
den Polarisationswinkel nicht iibertrifft, % positiv, die Phasenver-
schiebung also Null. Uebertrifft aber der Einfallswinkel den Polari-
sationswinkel, so geht %— ins Negative iiber und die Phasenverschie-
bung wird 7. Fiir kleine Werthe von g sind die Formeln beinahe
dieselben wie fiir g=0. Die Phasenverschiebung ist klein, so lange
der Einfallswinkel erheblich kleiner ist als der Polarisationswinkel,
und nahezu gleich z, wenn der Einfallswinkel den Polarisations-
winkel erheblich iibertrifft. In der Nithe des Polarisationswinkels
aber geht die Phasenverschiebung von Null nicht plotzlich zu =«
itber, sondern durchliiuft alle Zwischenwerthe. So ist es zu erkliiren,
dals die durchsichtigen Substanzen elliptische Polarisation nur in
der Nithe des Polarisationswinkels zeigen. Die Folge davon ist, dafs
das Licht an solchen Substanzen durch Reflexion unter keinem
Winkel vollstiindig ausgeloscht werden kann, sondern in der Niihe
des Polarisationswinkels nur ein Minimum in der Lichtintensitiit
eintrittt.

Die vollstiindige Theorie der Metallreflexion wird noch viel
experimentelle Arbeit erfordern; aber man ist durch die neueren
Untersuchungen wenigstens auf den Weg gekommen, auf dem man
hoffen kann, die Schwierigkeiten zu {iberwinden.

Bisher war es immer noch zweifelhaft, ob die Metalle ein sehr
grofses Brechungsvermogen oder ein sehr kleines besitzen. Fiir beide
Behauptungen hatten sich Unterstiitzungsgriinde gefunden, nament-
lich ehe man gelernt hatte, die Aenderungen der Intensitit der
Schwingungen in den verschiedenen Theilen derselben Wellenebene
zu beriicksichtigen. Seitdem man dieses kann, ist man wenigstens
auf sicherem Boden, und darf hoffen, die Aufgabe allmiihlich voll-
stiindig zu bezwingen.
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Vierter Abschnitt.
Die Lichtbewegung in krystallinischen Medien.

§ 104. Die Bewegungsgleichungen,

Wir haben bisher nur isotrope Medien betrachtet. Ks giebt
aber auch nichtisotrope durchsichtige Substanzen, welche nach ver-
schiedenen Richtungen hin in ihrem Innern verschiedene physika-
lische Eigenschaften zeigen. Die Reihe der Erscheinungen ist aufser-
ordentlich mannigfach. Ks sollen daher hier nur die Principien
und die allgemeinen Voraussetzungen erdrtert werden, welche die
elektromagnetische Theorie machen mufs, um diese Erscheinungen
zu erkliiren.

Die #ltere Undulationstheorie, welche den Aether als ein fest-
elastisches Medium ansah, machte entweder die Annahme, dals
der Aether nach verschiedenen Richtungen hin verschiedene Klasti-
citiit habe, wie das ja iibrigens bei krystallisirten ponderablen Kor-
pern vielfach beobachtet werden kann und also eine Annahme ist,
fir welche wir sehr gute mechanische Analogien bei ponderablen
elastischen Korpern haben, oder sie machte die von FresNen her-
rithrende Annahme, dals die Triigheit der mitschwingenden Aether-
volumina nach verschiedenen Richtungen hin eine verschiedene sei,
dafs also gleichsam die Masse oder das Triigheitsmoment der pon-
derablen Massen, die in dem Aether eingelagert sind, fiir verschie-
dene Richtungen der Schwingung ein verschiedenes sei. Davon
kann man sich keine recht klare Vorstellung machen. Sobald wir
es mit zusammengesetzten Atomen zu thun haben, wiirde so etwas
moglich sein. Sie konnten nach verschiedenen Richtungen ver-
schiedene Rotationsmomente haben, oder man konnte annehmen,
dafs gegeneinander bewegliche Theilchen vorhanden sind, die bei
Verschiebung der Atome nach verschiedenen Richtungen hin etwas
verschiedene Bewegungen ausfiilhren. Aber es kommt immerhin
durch diese Annahme eine gewisse Zweideutigkeit in die entspre-
chende Erklirung, die der ersten vom iilteren NEUMANN in Konigs-
berg herrithrenden Annahme von verschiedener Klasticitiit des Aethers
nach verschiedenen Richtungen hin nicht anhiingt. In der elektro-

magnetischen Theorie entspricht diesen Hypothesen die Annahme
28*
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verschiedener Werthe der Dielektricitiitsconstante und der magne-
tischen Constante nach verschiedenen Richtungen des Raumes hin.

Die urspriingliche Form der Maxwerr'schen Gleichungen (30)
und (31), in denen ausgedriickt wird, dafs Bewegung der Elektricitiit
rings um sich circulare magnetische Kriifte, und Bewegung des
Magnetismus rings um sich circulare elektrische Kriifte hervorruft,
ist, wenn man die Componenten der elektrischen und magnetischen
Kraft einfithrt:

A,,QL £ Q_Y_ 07
ot 0z 0y
0X ON oM
Al - — =
dt dy oz
wozu die entsprechenden Gleichungen fiir die anderen Componenten
treten.

Nun ist die Moglichkeit gegeben, dafs die dielektrische und
die magnetische Constante nach verschiedenen Richtungen hin ver-
schiedene Werthe habe. Wir wollen uns hier mit dem einfachsten
Fall der einaxigen Krystalle begniigen, d. h. wir wollen annehmen,
dafs nach einer Richtung hin, die wir zur Richtung der z-Axe
machen, die magnetische und die elektrische Constante einen anderen
Werth in der Substanz habe, als in den fiibrigen dazu senkrechten
Richtungen, so dafs wir die Gleichungen erhalten:

0L 8Y 02z
Mg T 9x T 9y
g, 0¥ _02 0X
fo'gt = 8z dx

TR e

gt = 8y ~ 0z

und + (469)
0X ON OM

1990 T oy " ox
dY 0L 9N
“§t = 9x Oz
L 02 _oM 0L
Vol T Gx oy

A

A

A
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§ 1056. Ebene Wellen in einaxigen Krystallen.

Wir wollen Licht von bestimmter Schwingungszahl und ebene
Wellen voraussetzen und demnach L, M, N, X, Y, Z in der Form
je eines constanten Factors multiplicirt mit

oin¢trotaytrs)

voraussetzen. Dann werden die siimmtlichen Differentialquotienten
nach ¢, die in unseren Formeln aufgefithrt werden, dadurch auszu-
driicken sein, dafs wir die betreffende Grofse mit ¢» multipliciren,
und die Differentialquotienten nach z, y, », dals wir sie mit inp,
ing, inr multipliciren. Wir bekommen dann die Gleichungen:

ApL=rY—qZ
ApM=pZ—rX (470)

Apy N=qX—pY
und
Ay X=qN—rM
Ag, Y=rL—pN (471)

AgyZ=pM—qL

Das sind sechs homogene lineare Gleichungen mit sechs Unbe-
kannten L, M, N, X, Y, Z, deren Verhiiltnisse zu einander zu finden
gind. Ein solches System von linearen Gleichungen kann, wenn
nicht alle sechs Grofsen Null sind, nur dann befriedigt werden,
wenn die Determinante der Gleichungen gleich Null ist, Es muls
also eine Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten u,, p,, &, &,
p, g und » existiren,

Die Bedeutung von p, g,  ist aus der Function

e‘n(t+p¢+qy+r')

zu sehen. Fiir alle Punkte, fir welche pz 4 qy 4 % denselben
Werth hat, hat auch die Function zu irgend einer Zeit ¢ denselben
Werth; mithin ist
pa +qy + rx = Const.

die Gleichung einer Wellenebene. Bezeichnet man die Winkel,
welche die Normale der Wellenebene in der Richtung des Fort-
schrittes der Wellen mit den Coordinatenaxen bildet, mit e, f, y
und die Lichtgeschwindigkeit mit ¢, so mufs also

0(n(¢+ petqytrs)
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seinen Werth beibehalten, wenn ¢ in ¢4 1 und zugleich z in
w+4ccose, yiny-4ccosf, xin x4 ccosy itbergeht. Ks muls also

14pecose + qecosff + recosy =0

sein. Da nun cos &, cos 3, cos y den Coefficienten p, g, » propor-
tional sein miissen, so folgt
Die Bedingungsgleichung zwischen p,, g, &, &, p, ¢ und » kann also
gedeutet werden als eine Gleichung, nach welcher bei einem ge-
gebenen Krystall die Geschwindigkeit des Lichtes von der Richtung
der Wellennormale abhiingt. Wir werden sie weiter unten in einer
ithersichtlichen Form darstellen.

Multipliciren wir die drei Gleichungen (470) mit p, ¢, » und
addiren sie, so bekommen wir

ApypL+ Apgq M+ Apyr N =0,
und wenn wir die drei (leichungen (471) ebenso behandeln:
Aep X+ AgqY + AgyrZ=0.

Wenn wir statt der magnetischen und elektrischen Krifte die
Momente einfithren, so ist statt w, L, p, M, p, N zu setzen 4a &,
4aMM, 42N, und statt & X, & Y, & Z tritt ein 42X, 429, 47 8.
Heben wir den Factor 4w 4 weg, so konnen wir schreiben:

P+ gM+rN=0
pE+qY) +r8=0.

und

Die geometrische Bedeutung dieser Gleichungen ist, dals das
magnetische und das elektrische Moment auf der Normale der Wellen-
ebene senkrecht stehen, also in die Wellenebene selbst fallen.

Multipliciren wir andererseits die drei (ileichungen (470) mit
X, Y, Z und addiren sie, so erhalten wir

Ap LX + Ap, MY + ApyNZ = 0,
und wenn wir die drei Gleichungung (471) mit L, M, N multipliciren:

A LX+ Asy MY + Ay NZ = 0.
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Der Factor 4 kann aus beiden Gleichungen weggehoben werden,
und man kann in den so entstehenden Gleichungen

p LX + py (MY + NZ) =0
4 LX + 8 (MY 4+ NZ)=0

die Ausdriicke L X und MY + NZ als die Unbekannten auffassen.
Aus diesen beiden Gleichungen folgt, dafs, wenn die Determi-
nante der Coefficienten pu, & — p, & von Null verschieden ist, was
wir zuniichst voraussetzen wollen, die beiden Unbekannten L X und
MY 4+ N Z verschwinden miissen.
Statt dessen kénnen wir auch sagen, indem wir L X mit pu, e
und MY + NZ mit p, & multipliciren, dals

LXx=0
und
MY +NB=0
sein miissen, oder was auf dasselbe hinauskommt:
Sk } 472
QX+ MY+ NB=0 (518

Die zweite dieser (leichungen besagt, dafs das magnetische und
das elektrische Moment senkrecht auf einander stehen, und die erste
(leichung, dafs entweder das magnetische oder das elektrische Moment
auf der xz-Axe senkrecht ist.

Denkt man sich irgend einen Punkt einer Wellenebene, zieht
durch ihn eine Parallele zur @z-Axe und legt eine Kbene durch
diese Parallele und die Normale der Wellenehene, so muls also ent-
weder die magnetische oder die elektrische Schwingung auf dieser
Ebene senkrecht stehen. Denn beide sind ja senkrecht zur Wellen-
normale und eine von ihnen ist senkrecht zur z-Axe. Kine solche
Ebene heifst ein Hauptschnitt des Krystalles.

Wir haben also zwei Moglichkeiten. Entweder ist die magne-
tische Schwingung senkrecht zum Hauptschnitt; dann muls die
elektrische Schwingung in der Schnittlinie der Wellenebene und des
Hauptschnittes liegen. Oder die elektrische Schwingung ist senk-
recht zum Hauptschnitt; dann mufs die magnetische Schwingung in
dem Hauptschnitt und in der Wellenebene liegen.

Im ersten Fall haben wir

L=0 und

M__ N
e
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Aus den drei Gleichungen (471) folgt alsdann:

AGl X =— (qz-l-?'z) i:-{
Ag, Y= T (473)
Ay Z = pr %

Setzen wir diese Werthe in die drei Gleichungen (470) ein, so ist
die erste identisch erfiillt, withrend die anderen beiden die Relation
ergeben:

pz q2+r3

A3, gz Asg

Apy = (474)

oder, wenn wir
COS @

c

p=—

und
in?
SIn® «
qz + P - __éa,_.

einsetzen und beide Seiten mit 4 multipliciren:
1 fcos? ¢ = sin? a)

¥ Lo S
At cz( & & &

(474 a)

1

Ganz analog hat man im zweiten Fall zu setzen:
& 7

X=0 und ——=—i-

Y q

Dann erhiilt man aus den drei Gleichungen (470):
i
Ap.lL=(r’+q’)7~

Y
Ap M= —pg-- } (475)

Ap, N = — prTY

Diese Ausdriicke in die drei Gleichungen (471) eingesetat, ergeben
die Relation:

,,.2 + qz pz
Adsg) = + 476
0 A !"‘] A#o ( )
oder
1 [cos®?e  sin? @
A%e, = — ( + ) 476a
() 02 ”0 P‘l ( )
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Die Geschwindigkeit hiingt also in beiden Fiillen von dem
Winkel ab, den die Wellennormale mit der z-Axe bildet, es sei
denn, dafs & und & oder p, und g, einander gleich sind. Fiir
&, =& wiirde im ersten Kalle

1
el i
Lh=3 &
und im zweiten Falle wiirde fir p, = pu,
1
Ay = o
¢ et

sein, d. h. wir wiirden auf die Formel zuriickfallen, die in einem
isotropen Medium die Lichtgeschwindigkeit bestimmt.

Bei den durchsichtigen krystallinischen Substanzen, auf welche
wir diese Bestimmung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit allein be-
ziehen kionnen, weil bei absorbirenden Substanzen die Sachen wesent-
lich veriindert werden, sind die magnetischen Constanten aufserordent-
lich wenig von einander unterschieden. Hier wird also die Licht-
geschwindigkeit fir den Fall, dafs die magnetischen Schwingungen
im Hauptschnitt liegen (Gleichung 476 a), nahezu von der Richtung

des Strahles unabhiingig und gleich S . Wenn aber die Fort-

' AYe, p
pflanzungsgeschwindigkeit nach allen Richtungen hin die gleiche ist,
8o breitet sich die Lichtbewegung von einem Punkt in Kugelflichen
aus, und daraus folgt, dals die Brechung solcher Lichtstrahlen an
der Grenze krystallinischer Medien nach denselben Gesetzen wie in
isotropen Medien vor sich geht. Sind dagegen die magnetischen
Schwingungen senkrecht zum Hauptschnitt, so breitet sich das Licht
von einem Punkte in Rotationsflichen aus, die man erhiilt, wenn
man nach allen moglichen Richtungen hin Stiicke abtriigt, die den
entsprechenden Werthen von ¢ proportional sind, wo ¢ aus der
Gleichung

g (cos”u sin’a)
o = o3 & &
zu berechnen ist. Daher sind hier die Brechungsgesetze andere als
in isotropen Medien, und mithin wird ein Lichtstrahl, der auf ein
krystallinisches Medium auffiillt, da wir ihn uns ja aus zwei senk-
recht zu einander polarisirten Strahlen zusammengesetzt denken
konnen, im Allgemeinen durch die Brechung in zwei Strahlen ge-
spalten, von denen der eine der ordiniire, der andere der extra-
ordiniire genannt wird. Im ordiniiren Strahl liegen die magnetischen
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Schwingungen im Hauptschnitt und seine Brechung geschieht nach
den Gesetzen isotroper Medien. Im extraordiniiren Strahl dagegen
sind die magnetischen Schwingungen senkrecht zum Hauptschnitt
und seine Brechung geht nach verwickelteren Gesetzen vor sich.

Da die magnetischen Schwingungen beim ordiniiren Strahl im
Hauptschnitt liegen, so entspricht also bei einem durch Reflexion
polarisirten Strahl die Einfallsebene dem Hauptschnitt; denn, wie
wir oben gesehen haben, wird unter dem Polarisationswinkel das
Licht nicht reflectirt, dessen magnetische Schwingungen senkrecht
zur Kinfallsebene liegen.

Wir haben oben den Fall ausgeschlossen, dafs die Determinante
&y — & p, gleich Null wiire. Wir konnen ihn nun angliedern, in-
dem wir ihn als Grenzfall betrachten. Denken wir uns die Con-

stanten p,, p,, &, & in solche Werthe iibergehend, wo l—':ﬂ= —E"-, 80
1 1
geht der Krystall in einen solchen iiber, bei dem die Fortpflanzungs-
geschwindigkeiten des ordiniiren und extraordiniiren Strahles fiir die-
selbe Richtung die gleichen sind. Denn die beiden Gleichungen

fiir ¢ (474a) und (476a) lassen sich schreiben:

1 I
A p, 8y = - cos? e + T" 8in? e
1

1
Ao, = (cos’ « + Ho_ gin2 a) ;
e iy

unterscheiden sich also nicht mehr, wenn

Die Strahlen kionnten dann nicht in zwei verschieden polari-
sirte Bestandtheile zerfallen; es wiirde also keine Doppelbrechung
existiren. Aber ein solches Medium wiirde die Eigenschaft haben
konnen, dals die Geschwindigkeit des Durchganges nach einer be-
stimmten Axenrichtung eine andere wiire, als nach den anderen.
Das ist nun bisher noch nicht beobachtet worden.

In allen bekannten einaxigen krystallinischen Medien sind die
beiden magnetischen Constanten g, und p, nicht wesentlich von

einander verschieden, -::1—" also gleich 1, wiihrend %o von 1 ver-

Ll
schieden ist,
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Nimmt man nun in den drei verschiedenen Coordinatenrich-
tungen je drei verschiedene Werthe der elektrischen und magneti-
schen Constanten an, so erhiilt man den Kall der sogenannten
zweiaxigen Krystalle.

Nachdem aber die Principien klar gelegt sind, reducirt sich die
ganze weitere Durchfithrung, auf die wir hier nicht weiter eingehen
wollen, auf trigonometrische einfache Rechnungen, welche nur da-
durch, dals sie unter sehr mannigfaltigen Einzelbedingungen ange-
wendet werden miissen, nun ein so buntes Resultat geben, wie es
durch die Erscheinungen der Doppelbrechung dargestellt ist.

Fiinfter Abschnift.

Die Drehung der Polarisationsebene im magnetischen Felde.

§ 106. Die Differentialgleichungen der Lichtbewegung
im magnetischen Felde.

Die Rotation der Polarisationsebene unter dem Kinflufs des
Magnetismus kann man durch die in den Gleichungen (434), (435) und
(436) dargestellte erweiterte Form der Maxwrry'schen Gleichungen
erkliren, bei welcher das Medium selbst als bewegt betrachtet ist.

Wir nehmen ein starkes magnetisches Keld an, dessen Kraft-
linien die Richtung der z-Axe haben, setzen also voraus, dals L
einen grofsen Werth habe. Werden nun durch Bewegung ponde-
rabler Korper Bewegungen des Aethers ervegt, so wird im Allge-
meinen die (Gteschwindigkeit verschwindend klein gegen die Licht-
geschwindigkeit sein, mit der sich die Spannungen im Aether
ausgleichen. Wenn es sich dagegen um Schwingungen der ponde-
rablen Atome handelt, welche unter dem Einflufs der Lichtbewegung
zu Stande kommen, so werden das verhiiltnifsmiifsig schnelle
Schwingungen sein. Diese setzen dann auch, wie wir annehmen,
die Theile des Aethers, welche die schwingenden ponderablen Atome
umgeben, in rasche Bewegung.

(esetzt, es ziehen Lichtwellen in der Richtung der z-Axe, und
ponderable Atome werden dadurch zu Schwingungen senkrecht zur
a-Axe veranlafst, so werden wir ¢ =0, # und y von Null verschieden
vorauszusetzen haben. Denn der Rowrnanp’sche Versuch iiber die
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Ablenkung der Magnetnadel, welche dadurch entsteht, dafls mit
Elektricitit stark beladene in entgegengesetzter Richtung rotirende
Condensatorscheiben magnetische Kriifte in der Umgebung hervor-
bringen, zeigt, dals die Bewegung der Aetherschicht, die dem be-
wegten ponderablen Korper direct anliegt, seiner Bewegung folgen
mufs.

Nehmen wir zuniichst auch y =0 an, so dafs die Bewegung in
Richtung der y-Axe vor sich geht. Dann kommen, was die Bewegung
betrifft, nur diejenigen Glieder in Betracht, die zugleich & und S ent-
halten, withrend im Uebrigen die Gleichungen dieselben bleiben, die
ohne die Bewegung des Aethers gelten. Danach sind also von den
Gleichungen (434) und (436) nur die folgenden beiden durch die
Aetherbewegung wesentlich geiindert:

o~ g =dnd gy + @A)

82 Sl ey
oder, wie wir auch schreiben konnen:

%g = %(24_41“153/5’) =4n4 %?

—(%-(Z+47t11£!ﬂ)— (—9% = 47:A%9—':£-

Die Wirkung der Aetherbewegung # kinnen wir also beschreiben,
indem wir sagen, dafs eine elektrische Kraft 4748 in der Rich-
tung der x-Axe hervorgerufen wird. Nehmen wir nun das Atom
geladen mit positiver Elektricitiit an, so wird eine ponderomotorische
Kraft entstehen, welche seine der y-Axe parallel angenommene Be-
wegung in der Art iindert, dafs eine x-Componente der Bewegung
hinzutritt. Dieses hat auch eine Aenderung der Aetherbewegung zur
Folge, die wieder eine zur Bewegung und zur z-Axe senkrechte
ponderomotorische Kraft hervorruft. Indem nun die Bewegung der
Atome wieder auf die elektrischen und magnetischen Momente des
Aethers zuriickwirkt, entsteht eine Rotation der Polarisationsebene.

Um dieses analytisch auszudriicken, miissen wir beachten, dafs
wir es hier nur mit verschwindend kleinen translatorischen Be-
wegungen der Tonen und verschwindend kleinen Aenderungen der
elektrischen Momente zu thun haben. Unter diesen Umstiinden



§ 106, BEWEGUNGSGLEICHUNGEN IM MAGNETISCHEN FELDE. 365

diirfen wir die hervorgerufenen Aenderungen einfach den mitwir-
kenden Factoren proportional setzen. Die Atome denken wir uns
paarweise mit entgegengesetzten elektrischen Ladungen, wie wir sie
auch fiir die Ableitung der Dispersion angenommen haben. Durch
die Aetherbewegung wird dann das elektrische Moment des Ionen-
paares geiindert. Die Beziehungen zwischen den elektrischen und
magnetischen Momenten des Aethers und den elektrischen Momenten
der Tonenpaare sind dann durch dieselben Gleichungen wie frither
auszudriicken. Nur tritt durch die Bewegung des Aethers, wie wir
gesehen haben, eine elektrische und eine ponderomotorische Kraft
hinzu. Ist die Bewegung der Tonen senkrecht zur z-Axe, so haben
wir ¥ =0 zu setzen. Da die elektrische und die ponderomotorische
Kraft senkrecht zur Bewegung der Tonen und in der yx-KEbene
liegen, so sind ihre Componenten proportional

03 dy
T dt £ dt £
zu setzen. Die Lichtwellen denken wir uns senkrecht zur z-Axe
und nehmen danach an, dafs alle Grifsen von y und » unabhiingig
sind. X ist gleich Null und £ ist constant und grofs vorausgesetzt.
Die fritheren Gleichungen (443), (444) und (445a):

08 0 0
As—5 "—@"l))—”TJ(B—é)
0X+y) _ a
s O (91/ )= Gx(sm)

0*
£=a2L+mat§+"’

und die analogen sechs anderen sind also in folgender Weise zu
modificiren. Ks bleiben nur die Diﬁ'erentialquotienten nach ¢ und

nach z stehen. An die Stelle von = 8 —3) tritt 3s (8 —3+q8; D)

0 Py
und an die Stelle von - 2) p) tritt - (9 h—q8 6?) Die Rei-

bung der Ionen soll der Emfachhelt wegen weggelassen werden.
Statt der Glieder %Y und k3 treten die den Componenten der pon-
deromotorischen Kraft entsprechenden Glieder ein, die wir gleich
+ kﬁ% und — kﬁ% setzen. Die Grofsen ¢ und % werden als
constant vorausgesetzt,
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|
]

So ergeben sich die Gleichungen
aMm 0 0
AG—aT= 5’5(8—3+q-8.—

N 0
Ao gr =gz (D-v-1.25

=

|

~

(477

Q»
o

|

ap @4 ==2m

5 5 (478)
und

2
2)=a“t)-{-7)»-‘(—3;—[2—+k53,—('gé

ot
b 7y . q0Y
B=at b md ke o

(479)

Wir nehmen nun an, jede Function soll von ¢ und z nur durch
den Factor ein¢+»® abhiingen. Dadurch reduciren sich nun die
(leichungen auf:

4sM= p(8—3+qQiny)
AeN=—p@ —y —qiny) } (480)
Ap@+y) =—pN
AwB+p= pM | usy
Y = (a® —mn®)Y + kLing
B=(a*—mn*3—k&iny } (482)

§ 107. Die Formeln fiir die Drehung der Polarisationsebene.

Durch Elimination von I und N ergeben sich die Gleichungen :
Ape@ +Y) =p*"@ -y —qLing)
ApeB+3) =@ —3+q8iny)
Eliminirt man auch § und § mit Hiilfe der Gleichungen (482), so
erhiilt man fiir y und 3§ die beiden Gleichungen:
A pe((a® —mn®+ 1)y + k8ing)
=p*((@® —mn® — 1)y + (k—q)Ling)
Ape((@®—mn®+1)3—k8iny)
=p*((@®* —mn®—1)§— (k—g)Liny).
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Die erste Gleichung ergiebt:

v _ (p?— A*pe) kLQin —p*qLin
3 (Dpetph) + (APpe—pd) (@®—mnb)’
die zweite Gleichung: (483)
Y __ (APpetp’)+ (APpe —p?) (@ —mn?)
5 (@ —Aue)k®in —p'qQin

Die beiden Werthe miissen also einander gleich sein, wenn es
miglich sein soll, die Gleichungen zu befriedigen:

(P*— ALpe)k8in—p*q8in
@ et 9 + (s = phad—mn?)
(4*p e+ p*) + (4° p & — p?) (a® — mn?)
(p*— A*pe) kLin —p*qlin
[ (P*— Ape) kRin —p*q8in 1
(A pe+p’) + (Aps—pY (@@ —mna®)| ~
Das giebt zwei Moglichkeiten :
(p? — A*pe) k&n —p*q8n
(A* p e+ p?) + (4* p & — p*) (a® — mn?)

Jedem der beiden Fiille entspricht ein bestimmter reeller Werth
von p* Fiir das obere Zeichen ist:

oder

=4 1.

pra*—mn®—1—q8n+k8n) = Ape(@®—mn*+1+ kLn) (484)
und fiir das untere Zeichen ist:
pPa*—mn®*—1+4q8n—k8n) = A*pe(a* —mn*+ 1 — L Qn). (484a)

Im ersten Fall ist nach den Gleichungen (483):

h= 3%y
im zweiten Fall: ]
)= — 3.
Aus den Gleichungen (482) folgt dann im ersten Fall:
Y = (a® —mn® + kLn)Y }
B =(@—mn*+k8n)} (288)
und mithin
. Y = 8. (486)
Im zweiten Fall folgt:
Y = (a® — mn® — kLn)Yy
B=(a*—mn*—k8n)3 (¢50a)
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und mithin
e (486a)

Aus den Gleichungen (481) fiir MM und N endlich ergiebt sich
im ersten Fall:

M = Apﬂ (@* —mn*41 4 ELn)}
i (487)
N=— ﬂp’ (a* —mn*+1 4+ kLn)Y,
mithin
M =N, (488)
und im zweiten Kall:
M = A”(a”-—mn”-}—l—kﬁn)a
j’ (487a)
=— 7’£ (@*—mn*+1—LL&n)Yy,
mithin
M =—Ni. (488a)

Die beiden Fiille entsprechen Circularpolarisationen. Denn der
Factor + ¢ driickt eine Phasendifferenz aus, die dem vierten Theil
einer Schwingung entspricht. Ist z. B. im ersten Falle

g) 4 %ciﬂ(MM)
B als reell vorausgesetzt, so ist

in(t4pa)— ; i

B =3Be
Die reellen Theile von §) und § sind dann
Beosn(t+pa) und Bsinn( 4+ pa).

Der Vector, der in jedem Augenblick das elektrische Moment
darstellt, bleibt also immer von gleicher Liinge und dreht sich in
dem Sinne von der y-Axe zur z-Axe.

Dasselbe gilt von dem magnetischen Vector, und der Drehungs-
ginn bleibt im Raume der gleiche sowohl fiir einen positiven, wie
fir einen negativen Werth von p, gleichgiiltig also ob die Licht-
wellen der Richtung der z-Axe entgegengesetzt oder in der Rich-
tung der z-Axe ziehen. In Beziehung auf die Fortpflanzungsrich-
tung der Lichtwellen ist also der Drehungssinn der entgegengesetzte:
linksdrehend wenn die Wellen der z-Richtung entgegenziehen und
rechtsdrehend, wenn sie in der Richtung der z-Axe ziehen.
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Der zweite Fall stellt die entgegengesetzt drehende Circular-

polarisation dar. Fiir
in(t4+pa)

9 =Bo
wird hier
.'n(z+pu)+:;

8 =Be
und die reellen Theile sind mithin

B cosn(t + px) und — Bsinn(t + pa)

Der elektrische Vector dreht sich also in dem Sinne von der z-Axe
zur y-Axe. Den beiden Schwingungsarten entsprechen verschiedene
Werthe von p. Sie schreiten also mit verschiedenen Geschwindig-
keiten fort. Auch in einem Medium, das keine Ionenpaare enthiilt,
kann man jedes geradlinig polarisirte Licht sich zusammengesetzt
denken aus zwei entgegengesetzt drehenden circular polarisirten
Schwingungsarten. Nur haben beide die gleiche Fortpflanzungs-
geschwindigkeit. Daher bleibt die geradlinige Schwingung, die sich
aus ihnen zusammensetzt, immer in derselben Ebene. Hier da-
gegen, wo die beiden Geschwindigkeiten verschieden sind, kionnen
sie zwar auch in jedem Punkte zu einer geradlinigen Schwingung
zusammengesetzt werden, aber die Richtung der geradlinigen
Schwingung findert sich lings des Strahles. Wenn der rechts-
drehende Vector einer grifseren Geschwindigkeit, also einer gréfseren
Wellenliinge entspricht, so wird seine Drehung lings des Strahles
langsamer sein und mithin wird der aus beiden Vectoren zusammen-
gesetzte Vector sich links um den Strahl drehen und umgekehrt.
Tritt also das Licht aus dem mit Tonenpaaren durchsetzten Medium
aus, so wird es wieder geradlinig polarisirt sein; aber die Polari-
sationsebene wird eine Drehung erfahren haben; und diese Drehung
wird nicht aufgehoben, wenn der Strahl durch Reflexion veranlaflst
wird, denselben Weg zuriickzulaufen, sondern verdoppelt.

Der Vorgang ist deshalb von Wichtigkeit, weil er Winriam
TroMsON zu dem Schlusse veranlafste, dals eine Drehung der Triger
der elektrischen und magnetischen Kriifte vorkommen miifste. Nur
durch eine Drehung glaubte er erkliiren zu kénnen, dafs die Drehung
der Polarisationsebene im magnetischen Felde, wenn man den Strahl
reflectirt, nicht wieder zuriickgeht, sondern in demselben Sinne sich
vergrofsert. Durch die Ableitung sehen wir nun, dals die MAxwEeLL-
schen Gleichungen diese Drehung ergeben, ohne dafs man eine
drehende Bewegung des Triigers der elektrischen und magnetischen

H. v. HeLmuorrz, Theoret. Physik. Bd. V. 24
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Momente noch hinzunimmt. Der Grund der Drehung steckt in der
eigenthiimlichen Art der Asymmetrie der Maxwery'schen Gleichungen,
wonach wir einmal

ON OM
6‘17 — a’x etc.,
das andere Mal aber
oY 0.7
o )R dy ete.

haben.
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