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DIAGNOZOWANIE I PROGNOZOWANIE
DEUGOSCI CYKLI NIEREGULARNYCH

Streszczenie: Artykul przedstawia procedur¢ wykrywania i prognozowania dtugosci cykli
nieregularnych. Do identyfikacji wystgpowania wahan cyklicznych proponuje sig¢ analizg R/S.
Dlugos¢ cyklu okresélana jest na podstawie odlegtosci kolejnych maksiméw lokalnych lub
minimoéw lokalnych. W celu wyznaczenia prognozy dhugosci cyklu proponuje si¢ potrak-
towaé szereg dhugosci cykli jako realizacjg¢ pewnego nieznanego procesu stochastycznego.
Postgpowanie takie umozliwia skorzystanie ze standardowych metod prognozowania szere-
gow czasowych. Procedurg zobrazowano na przyktadzie szeregu generowanego oraz $rednich
miesigcznych indeksu S&P500.

Stowa kluczowe: prognozowanie, cykle nieregularne, analiza R/S, punkty zwrotne.

1. Wstep

Wiele proceséw gospodarczych charakteryzuje si¢ nieregularna cyklicznoscia — np.
koniunktura gospodarcza czy warto$¢ indeksu gietdowego. Umiejgtnos¢ prognozo-
wania szeregéw opisujacych takie procesy nie jest trywialna. Co prawda, problem
diagnostyki i prognozowania punktéw zwrotnych jest w literaturze szeroko opisany
(zob. np. [Zarnowitz, Moore 1982; Neft¢i 1982; Andersson, Bock, Frisén 2004]),
jednakze z pewnos$cia nie jest rozwiazany. Autor proponuje wykorzysta¢ wiedze
o $redniej dtugosci cyklu do prognozowania kolejnych punktéw zwrotnych, a proce-
dura przedstawia si¢ nastgpujaco:

1. Identyfikacja wahan cyklicznych.

2. ldentyfikacja punktoéw zwrotnych.

3. Prognoza punktow zwrotnych.

2. Identyfikacja wahan cyklicznych

Do identyfikacji wahan cyklicznych mozna wykorzysta¢ analize R/S, zapropono-
wana przez Hursta [1951]. Jej istota jest sprawdzenie, czy badany proces zachowu-
je si¢ jak btadzenie przypadkowe. Zakres zmiennosci procesu mozna opisa¢ row-
naniem:
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(R/S), = cn", (1)
gdzie: (R/S), — (przeskalowany) zakres zmiennosci n obserwacji,
n — liczba obserwacji,
H  — wykladnik Hursta,
c — dodatnia stata.

Dla procesu btadzenia przypadkowego wyktadnik Hursta H = 0,5, czyli zakres
zmienno$ci, zwigksza si¢ z pierwiastkiem liczby obserwacji. O procesach, dla kto-
rych H € (0,5, 1), mowi sig, ze posiadaja wlasnos¢ dlugiej pamigci. Ich funkcja
autokorelacyjna maleje w wolnym tempie, co moze powodowac, ze nawet zdarzenie
dos¢ odleglte w czasie moze oddziatywaé na biezace realizacje procesu, a efekty
ewentualnych zaburzen sa dlugo obserwowalne. Procesy takie okresla si¢ tez mia-
nem persystentnych, poniewaz najbardziej prawdopodobne jest utrzymanie si¢ do-
tychczas obserwowanych tendencji rozwojowych.

W przypadku gdy H < (0, 0,5) proces jest antypersystentny. Mato prawdopo-
dobne jest utrzymywanie si¢ dlugich tendencji rozwojowych. Charakterystyczne za
to sa szybkie zmiany. Bardziej prawdopodobne jest, ze najblizsza zmiana wartosci
realizacji procesu bedzie przeciwnego znaku w stosunku do zmiany poprzednie;j,
tzn. jezeli ostatnio obserwowany byt wzrost, to bardziej prawdopodobny jest spadek
i odwrotnie.

Badanie wyktadnika Hursta moze tez by¢ uzyteczne do wykrywania cykliczno-
sci. Procesy cykliczne sa persystentne, zmiany kierunku trendu nast¢puja bowiem
stosunkowo rzadko. Dlatego, gdy proces jest cykliczny, warto§¢ H dla n krétszych
od $redniej dlugosci cyklu powinna si¢ ksztattowa¢ powyzej 0,5. Spadek wartosci
H dla pewnej wartosci n do poziomu 0,5 lub nizej oznacza, ze proces ,.traci dluga
pamig¢”. Wartos¢ n, dla ktdrej nastepuje taka zmiana, oznacza przecigtng dlugosé
cyklu [Peters 1997, s. 75].

W pierwszym kroku analizy R/S N-elementowa probe nalezy podzieli¢ na
m réwnych, roztacznych podokreséw o dlugosci n (m x n = N). Liczebno$¢ proby N
dobiera si¢ w ten sposob, aby miala mozliwie jak najwigcej podzielnikow. Postepo-
wanie takie ma na celu przeprowadzenie analizy dla maksymalnie wielu przedziatow
r6znych dtugosci. Z kolei minimalna warto$¢ n na 0g6t ustalana jest na 10, poniewaz
dla mniejszych warto$ci oszacowania bywaja niestabilne [Peters 1994, s. 63].

Dla kazdego z podokresow oblicza si¢ wartosci skorygowane o $rednia pod-
okresu:

J~’i,j:yz',j_J_’ja ()

gdzie: )71-’1- — i-ta skorygowana warto$¢ w j-tym podokresie; i =1, 2, ..., n;j=1,
2, ...,m,
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Y;; —i-tawarto$¢ w j-tym podokresie,

)—;j — §rednia j-tego podokresu:

n
Zyi,j
_ =l

n

3)

Vi
Na podstawie wartosci skorygowanych ¥, ; tworzone sa szeregi skumulowane:
i
X, =250 4
s=l1
Zakres szeregu skumulowanego odpowiada rozstgpowi:

Rj = rnlax(xl-J) - miin(xu ) (5)

Aby modc porownywaé poszczegdlne zakresy, nalezy je znormalizowaé. W tym
celu oblicza si¢ odchylenia standardowe dla poszczegdlnych podokresow:

(6)

Statystyka R/S dla n obserwacji jest $rednig z uzyskanych przeskalowanych za-
kresow:

>

&

— g

(R/S), =1L
m

(7

Aby sprawdzi¢, czy uzyskana warto$¢ jest znaczaca, mozna ja porownac z war-
toscia oczekiwana dla procesu btadzenia przypadkowego. Peters [1997, s. 71] podat

uproszczony wzor:
_ n-1 _
ER/S), =(" O’SJ\FZ,/”—.’. ®)
n ni D i

Z rownania (1) wynika, ze:

log(R/S), =log(c)+ H xlog(n), 9)
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zatem wyktadnik Hursta jest rowny wspotczynnikowi kierunkowemu linii regresji
log(R/S)n wzgledem log(n). Zamiast analizowa¢ warto$¢ wyktadnika Hursta, mozna
poddac¢ analizie tzw. statystyke V-

y _(RIS),

n \/; 4 (10)

gdzie: V — statystyka V dla n obserwacji.

Dodatnie nachylenie wykresu V oznacza, ze proces jest persystentny. Z ko-
lei ujemne nachylenie wykresu oznacza¢ bedzie proces antypersystentny. Punkty,
w ktorych wykres osiaga swoje lokalne maksimum, wyznaczaja dlugos¢ cyklu, przy
ktorej proces ,,traci dluga pamig¢”, tzn. nie nalezy oczekiwac cykli dluzszych od
wartosci 7, dla ktorej statystyka V osiaga swoje maksimum.

Jezeli analiza R/S wskazuje na mozliwo$¢ wystgpowania wahan cyklicz-
nych, badanie jest kontynuowane, w przeciwnym razie postgpowanie zostaje za-
konczone.

3. Wykrywanie i prognozowanie punktow zwrotnych

Przed przystapieniem do wykrywania punktow zwrotnych warto dokona¢ wygtadze-
nia szeregu $rednia centrowana:

O’Sy,,ﬂ Y Y ket Tt Y ke 1+O,5y k-1

t——+1 t——+ t+——— t+——
- _ 2 2 2 2 2 (11)
yt - D

gdzie: y, — $rednia centrowana dla okresu ¢,

A R v
2 2 2

k — stala wygtadzania, bedaca liczba nieparzysta.

Postgpowanie takie w znacznym stopniu zmniejsza efekt wystgpowania wahan
przypadkowych. Jednoczes$nie wygladzenie w ten sposob szeregu nie narusza zna-
czaco potozenia maksimow i minimoéw lokalnych, jesli cykle sa dtuzsze od wybranej
wielkos$ci statej wygtadzania. Przy wyborze statej wygladzania nalezy zatem mie¢
na uwadze, ze zbyt mata jej wartos¢ moze nie ,,wytlumi¢” w wystarczajacy sposob
wahan przypadkowych, a warto$¢ zbyt duza moze uniemozliwi¢ wykrycie krotkich
cykli.

W celu wyznaczenia punktow zwrotnych cyklu szeregu wygladzonego nalezy
obliczy¢ wspotczynniki kierunkowe linii regresji na podstawie s-elementowych
fragmentéw badanego szeregu:
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s+1

) .

b

122 J_’t+i—l (i -
i=1

s(s* 1)

gdzie b, — wspodtczynnik regresji dla okresu 7.

b, =

Parametry dodatnie b, 0znaczaja, ze warto$ci szeregu rosng, ujemne — ze maleja.
Wektor znakow wspolezynnikow kierunkowych mozna zapisaé jako:

z=[z z, - Zy gl (13)

gdzie:

Z; = sgn(bH? ). (14)

Zmiana znakoéw parametrow z dodatnich na ujemne oznacza przejscie przez
szczyt, natomiast zmiana z ujemnych na dodatnie — przez dolek. Aby ograniczy¢
wptyw wahan przypadkowych, autor proponuje, aby zmiang fazy cyklu (przejscie
przez dolek lub szczyt) odnotowywac, jesli zmiana znaku parametru linii regresji
jest trwata — utrzymuje si¢ w kolejnych p okresach, czyli jezeli dotychczas wystepo-
wata wzrostowa faza cyklu i pojawia si¢ kolejno p wartosci ujemnych wspotczynni-
kow regresji b, to znaczy, ze w jednym z p pojawit sig szczyt. Odpowiednio, jezeli
dotychczas obserwowana byta faza spadkowa, to pojawienie sig kolejnych p dodat-
nich parametrow oznacza przejscie przez dotek i zmiang na faz¢ wzrostu. Precyzyj-
ne okreslenie szczytow i dotkow odbywa si¢ w nastgpujacy sposob. Szczytem jest
okres 7, dla ktérego zachodzi:

r:y,=max(y;), j=t ,..,t +s—1,
Y ; Vi) J (15)

gdzie t jest pierwszym z p okresow, w ktorym pojawia si¢ ujemny parametr regresji.
Z kolei dotkiem jest 7, dla ktorego zachodzi:

r:y, =min(y,), j=t, ., +s-1,
Fad (16)

przy czym ¢ jest pierwszym z p okreséw, w ktérym pojawia si¢ dodatni parametr
regresji.

Powyzsza procedura pozwala okresli¢ punkty zwrotne zgodnie z intuicyjna
ocena linii na wykresie — punkty zwrotne sa wykrywane w lokalnych maksimach
(minimach) z pominigciem krotkookresowych wahnigé. Umozliwia ona doktadne
ustalenie ex post punktéw zwrotnych.

W celu wyznaczenia prognozy punktu zwrotnego autor proponuje potraktowac
szereg dtugosci cykli jako realizacje pewnego nieznanego procesu stochastycznego.
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Nalezy zauwazy¢, ze szereg dtugosci cykli w rzeczywisto$ci nie jest typowym sze-
regiem czasowym, gdyz jednostka czasu jest tu cykl, ktory zmienia swoja dlugosc.
Takie rozwiazanie, zdaniem autora, nie znieksztalca w istotny sposob badanego pro-
blemu, a umozliwia skorzystanie z szeregu metod prognostycznych charakterystycz-
nych dla szeregéw czasowych.

4. Przyklad

Proponowanej procedurze poddane zostaty dwa szeregi. Pierwszy z nich jest szere-
giem generowanym w nastgpujacy sposob:

27r[t - 3 IBJ}
=0

Bi

¥, =sin , (17)

gdzie:y, — warto$¢ szeregu w okresie ¢,

¢, — wartos¢ realizacji zmiennej losowej o standaryzowanym rozktadzie nor-
malnym,

B, — warto$¢ i-tej realizacji zmiennej losowej B o rozkladzie jednostajnym
dyskretnym B ~ U[10, 50], dtugos$¢ i-tego cyklu,

i=1,2,...,mt=1,2, ..., Nym<<N; N=15120.

Warto§¢ N = 15 120 zostata dobrana w ten sposob, aby miata mozliwie wiele po-
dzielnikow (wartos¢ ta ma 80 podzielnikow), co utatwia pozniejsza interpretacje
wynikow analizy R/S.

Drugi szereg przedstawia §rednie miesigczne ceny zamknigcia indeksu Standard &
Poors 500 z okresu czerwiec 1953 —maj 2008. Autor zdecydowat si¢ na indeks amery-
kanski ze wzgledu na jego dtuzsza histori¢ w poréwnaniu z indeksami polskimi.

Klemens [1974] wykazal, ze analiza R/S powinna by¢ przeprowadzana dla sze-
regow stacjonarnych w $redniej, w przeciwnym razie mozna otrzymac obcigzone
oszacowania statystyki R/S. W zwiazku z tym w przypadku S&P500 zamiast ana-
lizowa¢ kurs zamknigcia, w ktorym moze by¢ obserwowana tendencja rozwojowa,
poddane badaniu zostaly logarytmy stop zwrotu:

In(-2i).
n(yz‘—l) (18)

gdzie: y, — $sredni miesigczny kurs zamknigcia S&P500,
i=1,2,...,661.
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Po przeksztatceniu logarytmicznym uzyskano wigc 660 obserwacji (liczba 660
ma 24 podzielniki).

v, -e- wartosci empiryczne

-e- wartosci oczekiwane procesu
btadzenia przypadkowego

T s

1 1
10 100 1000

Rys. 1. Statystyka V' dla generowanego szeregu z nieregularnymi wahaniami cyklicznymi

Zrodto: opracowanie wlasne.

Rysunek 1 przedstawia wykres statystyki V dla szeregu generowanego. Warto-
$ci empiryczne poczatkowo rosna, osiagaja swoje maksimum dla n = 45, stabilizuja
si¢ 1 od warto$ci n = 54 zaczynaja malec.

Rysunek 2 przedstawia wykres (R/S), od n dla szeregu generowanego w po-
dwdjnie logarytmicznym uktadzie wspotrzednych. Poczatkowo niemal liniowy
przebieg wykresu ulega zatamaniu w okolicy wartosci n ~ 50. Zgodnie z réwna-
niem (9), wspdlczynnik kierunkowy linii prostej szacowany dla obserwowanych
warto$ci empirycznych odpowiada wyktadnikowi Hursta. Wyktadnik Hursta sza-
cowany dla n nieprzekraczajacego 45 wynosi 0,93, co oznacza, ze analizowany
szereg jest persystentny. Dla pozostatych warto$ci oszacowanie wyktadnika Hursta
wynosi zaledwie 0,14, czyli szereg jest antypersystentny. Przebieg wykreséw na
rys. 1 12 sugeruje, ze w szeregu wystepuja wahania cykliczne oraz ze migdzy war-
tosciami 45 i 54 nastgpuje utrata dtugiej pamigei (nie wystepuja cykle dtuzsze).
Mozna stwierdzi¢, ze w tym przypadku analiza R/S skutecznie zdiagnozowata wy-
stgpowanie wahan cyklicznych, badany szereg jest bowiem sinusoidalna fala, kto-
rej dlugosci poszczegolnych cykli zostaty wygenerowane z rozkladu jednostajnego
z przedziatu [10, 50].
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log((R/S),)

H=0,93

10 100 1000

Rys. 2. Logarytmy (R/S)n dla generowanego szeregu z nieregularnymi wahaniami cyklicznymi

Zrodlo: opracowanie wlasne.

-e- wartosci empiryczne

-e- wartos$ci oczekiwane procesu
btadzenia przypadkowego

1
10 100 1000

n

Rys. 3. Statystyka V' dla logarytmow stop zwrotu indeksu S&P 500

Zrodto: opracowanie wlasne.
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W przypadku przebiegu statystyki V logarytmow stop zwrotu indeksu S&P500
nie mozna wskaza¢ maksimum (rys. 3). Nie jest wigc oczywiste wskazanie mo-
mentu, w ktorym szereg ,traci dluga pamie¢”, ani nawet stwierdzenie, czy taki
efekt w ogole wystepuje. Lokalne maksima wystgpuja dla wartosci n = 44, 60, 110
i 165. Rysunek 4 przedstawia wykres (R/S), od n dla logarytmow stop zwrotu in-
deksu S&P500 w podwojnie logarytmicznym uktadzie wspotrzednych. Wartos¢
wspotczynnika kierunkowego (wyktadnika Hursta) szacowana dla n < 44 wynosi
H=0,70. W takim razie, tak jak w przypadku wahan cyklicznych, w badanym sze-
regu bardziej prawdopodobne jest utrzymywanie si¢ dotychczas obserwowanego
trendu niz jego zmiana. Nie jest to, co prawda, dowod, ze wahania cykliczne ist-
nieja, niemniej wahania cykliczne moga by¢ przyczyna persystencji szeregu. Dla
pozostatych obserwacji H = 0,57, co jest bliskie wartosci oczekiwanej dla procesu
btadzenia przypadkowego.

log((R/S)n)

T
o o
W
J
Q

H=0,70

10 100 1000

Rys. 4. Logarytmy (R/S)n dla logarytmow stop zwrotu indeksu S&P500

Zrddto: opracowanie wiasne.

Poniewaz analiza R/S nie pozwala na jednoznaczne stwierdzenie, co jest przy-
czyna persystencji szeregu, konieczne jest kontynuowanie badania w celu okresle-
nia, czy wystegpuja wahania cykliczne.

Do wygladzenia obu szeregow wybrano $rednia centrowana ze stala wygtla-
dzania k£ = 5. Warto$¢ parametru oznaczajacego dtugosci fragmentdw szeregu, na
podstawie ktérych szacowano wspotczynniki kierunkowe linii regresji, ustalono na
s = 5. Podobnie dlugos¢ serii znakow oszacowanych wspotczynnikéw okreslajacej
zmiang kierunku trendu ustalono na p = 5.
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Rys. 5. Dhugosci cykli szeregu generowanego

Zrodto: opracowanie wiasne.

60
dhugosé —e— cykl szczyt — szczyt
cyklu —o— cykl dotek — dotek

numer cyklu

Rys. 6. Dtugosci cykli logarytmow stop zwrotu indeksu S&P500

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Dla tak ustalonych warto$ci parametréw wyznaczono punkty zwrotne szeregu.
Rysunki 5 i 6 przedstawiaja dlugosci cykli badanych szeregéw liczone od szczytu
do szczytu oraz od dotka do dotka. Dtugosci poszczegolnych cykli roznig sig nieco,
jezeli liczy¢ je od szczytu do szczytu oraz od dotka do dotka. Swiadczy to o pewnej
asymetrii cykli — okresy wzrostow i spadkéw nie sa sobie roéwne.

Tabela 1. Modele i prognozy dtugosci cykli

Szereg Pomiar cyklu Opis modelu ARMA-GARCH Progn.oza dhugoSci
kolejnego cyklu
szczyt — szezyt ¥,=308+a,-0,286a, ; 07 =82,6 33,8
Generowany
dotek — dotek ,=30,8+a,-0,303a, ; 0’ =2808 34,0
szczyt — szezyt y,=239+a; o2 =1198 239
S&P500
dotek — dotek y,=243+a; 0?=79,2 24,3

Zrodto: opracowanie wiasne.

Dysponujac dlugosciami poszczegdlnych cykli, mozna pokusic¢ sig o probe wy-
znaczenia prognozy dlugosci kolejnego cyklu. W badanym przyktadzie do mode-
lowania i1 prognozowania szeregéw dlugosci cykli wykorzystane zostaty modele
GARCH [Bollerslev 1986]. Wybdr modelu prognostycznego przeprowadzono na
podstawie skorygowanego kryterium Akaike’a [Akaike 1974; Sugiura 1978], do-
datkowo parametry modelu musiaty by¢ istotne na poziomie a = 0,01. Obliczen
dokonano w programie Matlab (R2007a) przy uzyciu GARCH Toolbox. Modele
uzyskane dla poszczegolnych szeregéw oraz prognozy dtugosci cykli zostaty zebra-
ne w tab. 1.

5. Podsumowanie

Ze wzgledu na to, ze okresy wzrostow i spadkéw w ramach réznych cykli nie sa
sobie rowne, wybor sposobu pomiaru dtugosci cyklu moze mie¢ znaczenie dla uzy-
skiwanych wynikow. W badanych przypadkach, niezaleznie od wyboru sposobu
pomiaru dtugosci cyklu, szeregi dtugosci cykli okazaty si¢ stacjonarne. Nie stwier-
dzono takze efektow GARCH. Dla $redniej miesigcznej indeksu S&P500 prognoza
dtugosci cyklu — mierzonego jako roéznice zar6wno pomigdzy kolejnymi szczytami,
jak i pomiedzy kolejnymi dotkami — jest rowna sredniej wieloletniej i wynosi okoto
24 miesiagce. Analiza empiryczna wskazuje, ze proponowana procedura umozliwia
zidentyfikowanie wahan cyklicznych 1 wyznaczenie prognoz dtugosci cykli. Dalsze
prace powinny okresli¢ ewentualna przewage takiego sposobu postgpowania w sto-
sunku do innych metod.
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DIAGNOSING AND FORECASTING A LENGTH
OF IRREGULAR CYCLES

Summary: The article shows the procedure of detecting and forecasting a length of irregular
cycles. For the identification of cyclical fluctuations R/S analysis is proposed. The length of
the cycle is measured on the basis of the distance of next local maxima or local minima. To
make the forecast of the cycle length the author proposes to treat the series of cycles lengths as
a realization of an unknown stochastic process. Such proceedings enable to take advantage of
standard time series forecasting methods. The proposed procedure is depicted on the example
of the computer generated data and monthly averages of the S&P500 index.
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