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Yorwort,

Im Gegensatz zu den bereits lingst erschienenen fiinf Biinden
dieses Werkes lag fir die Bearbeitung des vorliegenden vierten
Bandes kein officielles Stenogramm vor, weil Heumuonrz iiber den
hier behandelten Gegenstand seit der Entstehung des Planes einer
Herausgabe seiner Vorlesungen nicht mehr gelesen hat. Als Grund-
lage dienten vielmehr nur das Notizbuch und vorhandene Nach-
schriften aus dem Wintersemester 1888/1889; auch bildeten fiir
manche Kapitel namentlich der zweiten Hiilfte des Buches Herwm-
worrz einschligige Originalarbeiten eine willkommene Ergiinzung

zu den knappen Notizen.
Der einzige Punkt, in welchem das letztere Hiulfsmittel ver-

sagte, ist die in § 70 auseinandergesetzte Elektrodynamik, welche
im Gegensatz zu der in_den bekannten Abhandlungen verdffent-
lichten keine longitudinalen Wellen kennt, im Gegensatz zur Max-
wernr/’schen Theorie aber die Fernwirkung im Vacuum beibehiilt.
Da sie sich von der letzteren formal nur durch die Bedeutung einer
Constanten unterscheidet und sich durch einen Grenzitbergang in
sie fiberfilhren lifst, glaubten die Herausgeber der seitherigen
Weiterentwickelung der Elektricititslehre das Zugestiindnils machen
zu sollen, dals sie der Discussion der elektrischen Schwingungen
statt der genannten Elektrodynamik die Maxwerny'sche zu Grunde

legten,
Die Herausgeber.
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EINLEITUNG.

In der Dynamik der ponderablen Massen, soweit letztere als
Systeme von Massenpunkten — freien oder fest verbundenen —
angesehen werden konnen, kommt man aus mit der Annahme von
Naturkriiften, welche zwischen je zwei Punkten in Richtung der
Verbindungslinie nach unveriinderlichen Gesetzen wirken. KEs sind
dies Anziehungs- oder Abstolsungskriifte, deren Intensitiit der Grofse
der beiden Massen — dem Mafse ihrer Triigheit — proportional
ist und sonst nur von der Entfernung zwischen den Punkten ab-
hiingt, nicht aber explicite von der Zeit noch von den Geschwindig-
keiten der Punkte. Im Gebiete der elektromagnetischen Erschei-
nungen kommt man mit solchen elementaren Centralkriiften nicht
durch; es treten dort auch drehende Einwirkungen auf, welche nicht
in Anziehung oder Abstofsung, sondern in einem Antrieb senkrecht
auf der Verbindungslinie bestehen. Dabei haben wir es allem An-
scheine nach mit Agentien oder Substanzen zu thun, welche ver-
schieden sind von der triigen und ponderablen Materie. Das Attribut
der Unzerstdrbarkeit kann man auch ihnen zuerkennen, jedoch mit
einer charakteristischen Modifikation. Diese Quanta erscheinen niim-
lich als algebraische Grifsen, welche sowohl positiv wie negativ sein
konnen. Eine Vermischung gleich grofser Mengen von entgegen-
gesetzter Art giebt dann die Summe Null: Die entgegengesetzten Agen-
tien heben sich gegenseitig auf und umgekehrt kann man in einem
neutralen System beliebig grofse Mengen beider entgegengesetzter
Arten von einander trennen. Der Begriff der Unzerstirbarkeit und Un-
vermehrbarkeit ist also fiir die elektrischen und die magnetischen Agen-
tien durch den Zusatz zu beschriinken, dals gleich grofse Mengen beider
entgegengesetzter Substanzen verschwinden oder entstehen kionnen
und dafls der neutrale Vorrath, den man trennen kann, unerschopf-
lich ist. Diese Substanzen haben ihren Sitz nie im leeren Raum,

. v, Hetwuorrz, Theoret. Physik. Bd. 1V, 1



2 EINLEITUNG.,

sondern immer in der ponderablen Materie’), und zwar erlauben
gerade die dichtesten Korper, die Metalle, den elektrischen Sub-
stanzen eine grofse Beweglichkeit, und die Metalle der Kisengruppe
in gewissem Sinne auch den magnetischen Substanzen. Wegen
dieser Leichtbeweglichkeit hat man diese Substanzen auch als Fluida,
gewissermalsen imponderable Fliissigkeiten, bezeichnet; auch die
Bezeichnung elektrischer Strom ist aus dieser Auffassung entstanden.
Da nun, wie gesagt, die Kraftwirkungen zwischen elektrisch durch-
stromten Korpern und die zwischen solchen und Magneten sich
nicht zuriickfihren liefsen auf Centralkriifte in Richtung der Ver-
bindungslinie, so versuchten die Physiker die Grundgesetze dieser
hypothetischen Kriifte zwischen den elektrischen Substanzen so zu
erweitern, dafs die Kriifte aufser vom Abstand auch noch von der
Geschwindigkeit der bewegten Substanzen abhingen. Die bekannteste
Form eines solchen Grundgesetzes ist die von Winnenm WEBER
gegebene; auch Rremany und Cravsius haben iber solche Grund-
gesetze nachgedacht. Die Art der Wirkung ist dabei sowohl fir
ruhende wie fiir bewegte Fluida vorgestellt als eine unvermittelte
Fernwirkung, welche momentan an jeder Stelle des Raumes eintritt.

Farapay nahm Anstols an dem Begriff der Fernwirkung. Schon
NewroN hat sich wohl schwer oder gar nicht dazu entschlielsen kénnen
bei der Formulirung seines Gravitationsgesetzes; er sagt deshalb
auch nur, die Bewegungen der Himmelskdrper gehen so vor sich,
wie sie aus der mathematischen Formel fir die Anziehungskraft
berechnet werden, ohne auszusprechen, dals das wahre Wesen dieser
Kraft eine unvermittelte Fernwirkung sei. Uber eine Ursache der
Gravitationswirkung macht iiberhaupt Newrox gar keine Annahmen.
Auch heut zu Tage ist es noch nicht gelungen, eine befriedigende
Erklirung dafir zu finden. Den auf Newrox folgenden Generationen
wurde das Unerklirliche immer weniger fithlbar, wiihrend die An-
wendung des Gesetzes die Bewegungserscheinungen im Weltraum
mit grofster Schiirfe zu berechnen erlaubte, Man glaubte daher
mehr und mehr, wenn man die Kraftwirkungen in der Natur auf
ein dem bewithrten Schema des Gravitationsgesetzes nachgebildetes
System von Fernkriiften zurtickgefithrt habe, damit die befriedigendste
Erklirung gefunden zu haben.

Durch die Arbeiten der an Farapay ankniipfenden Physiker-
schule wurde nun die Anschauung vom Wesen der elektrischen und

') Die Vorstellung freier Elektronen war damals (1888) noch nicht ge-
bildet worden.



EINLEITUNG. 3

magnetischen Phiinomene zu einem vollendeteren Standpunkt ge-
fordert als die der mechanischen Wirkungen triiger Materie, bei der
wir bis jetzt ohne die Annahme von Fernkriiften in Ermangelung
einer befriedigenderen Grundlage noch nicht auskommen.

Farapay suchte, getrieben von der Uberzeugung, dals die
Wirkungen zwischen getrennten Korpern sich durch das zwischen-
liegende Medium stetig fortpflanzen miifsten, Veriinderungen in diesen
nachzuweisen. = So gelang es ihm die Magnetisirbarkeit aller Sub-
stanzen nachzuweisen. Die von ihm entdeckte Erscheinung des
Diamagnetismus vieler Korper findet ihre ungezwungenste Erklirung
in der Anschauung, dafs sogar der von ponderabler Substanz ginz-
lich gesiiuberte, leere Raum, den man als Zwischenmedium den
freien Aether genannt hat, magnetisirbar sei, und zwar stirker
magnetisirbar als die diamagnetischen, schwiicher als die paramagne-
tischen Korper. Analog fand er, dals in den elektrischen Isolatoren
ein besonderer Zustand sich verrit — die dielektrische Polarisation;
die Fithigkeit diese auszubilden ist ebenfalls auf den freien Aether
mit zu erstrecken, wenn auch hier nicht etwa ein Analogon zum
Diamagnetismus (welches nicht bekannt ist) zu dieser Vorstellung
driingt. Auf Grund dieser Faravavschen Vorstellung hat dann
Cr. MaxweLL eine mathematische Theorie der Elektricitit und des
Magnetismus und ihrer Wechselwirkungen ausgearbeitet, welche lehrt,
dals Fernwirkungen nicht existiren, sondern dals alle in das Gebiet
gehorigen Wirkungen sich mit endlicher, wenn auch sehr grofser,
Geschwindigkeit durch den Raum als Storungen des Aethers aus-
breiten. Der Werth dieser Geschwindigkeit konnte auch experi-
mentell gemessen werden mit Hiilfe stehender elektrischer Wellen
durch Hemwrican Herrz; eine Abweichung vom Werthe der Licht-
geschwindigkeit konnte nicht constatirt werden.

Die Formulirung dieser neuen Theorie bereitete begreiflicher
Weise lange Zeit hindurch grofse Schwierigkeiten. Sie verlangte
die Conception neuer, eigenartiger Begriffe, welche an die Spitze des
ganzen Systems gestellt werden mulsten, wiithrend diese in dem
alten Vorstellungskreis, wenn iiberhaupt unterzubringen, nur fern-
abliegende Begriffe von nebensiichlicher Bedeutung repriisentirten.
Umgekehrt sanken die Grundstiitzen der alten Theorie, die unzerstor-
baren Substanzen der elektrischen und magnetischen Fluida herab
zur Bedeutung von sekundiiren Rechengrifsen — sogenannten In-
tegrationsconstanten.

Diese Farapay-Maxwernschen Ideen fithren eine vollstindige
Umwiilzung in der theoretischen Physik des Aethers herbei, indessen

1+



4 EINLEITUNG.

befindet sich die Lehre augenblicklich!) noch in einer Krisis, die
erst durchgemacht werden mufs. Delshalb ist es fiir einen Lehr-
vortrag zur Einfithrung in das Gebiet einstweilen gerathener, sich
nicht von vornherein auf Maxwerr'schen Boden zu stellen, sondern
eine historische Darstllung der Begriffe und Gesetze zu geben, wie
sie sich entwickelt haben.

1) 1888 gesprochen. Die Krisis diirfte heut als iiberwunden gelten, man
ist indessen neuerdings durch Einfiihrung des Elektronenbegriffs den iilteren
Vorstellungen von der substantiellen Natur der Elektricitit wieder etwas nither
gekommen,



Erster Theil.
Elektrostatik.

Erster Abschnitt.
Feste elektrische Ladungen, Kriifte und Potentiale.

§ 1. Das Gesetz von Coulomb.

Die alte Lehre von den beiden entgegengesetzten elektrischen
Fluidis mit ihren Fernkriiften ist sehr vollstiindig ausgearbeitet
worden und giebt fiir eine grolse Klasse von Phiinomenen voll-
stiindige und einheitliche Erkliirungen. HEs sind dies die Erscheinungen,
bei denen die Vertheilung der elektrischen Quanta in Ruhe fort-
besteht oder hochstens mit ihren ponderablen Triigern in miifsigen
Geschwindigkeiten bewegt wird. Bei diesen Phiinomenen befinden
sich die Ladungen jederzeit im Gleichgewicht der zwischen ihnen
wirkenden Kriifte; man nennt daher die Lehre von denselben
Elektrostatik.

Die eigenthiimlichen, scheinbar unvermittelt in die Ferne wirken-
den elektrischen Kriifte kann man nach der Art ihrer Wirkung in
zwei Erscheinungsformen trennen:

1. Ponderomotorische Kriifte, welche die ponderablen Triger
der Elektricitit in Bewegung setzen, oder denen durch mechanische
Kriifte das Gleichgewicht gehalten werden kann.

2. Elektromotorische Kriifte, welche in ruhenden (oder miilsig
bewegten) leitenden Triigern die Fluida selbst in Bewegung setzen.
Diese Bewegungen fithren iibrigens meist in allerkiirzester Zeit zu
solchen Anordnungen der Fluida, welche jene elektromotorischen
Kriifte aufheben und damit einen Ruhezustand herbeifihren. Die
anderen Fille, in denen das Gleichgewicht der elektrischen Kriifte
dauernd gestort bleibt, werden wir bei der Lehre von den galva-



6 ERSTER THEIL. g1

nischen Stromen kennen lernen, hier beschiiftigt uns zuniichst nur
der Fall des Gleichgewichts.

Das Gesetz, nach welchem die elektrischen Kriifte wirken, ist
in beiden Erscheinungsformen, der ponderomotorischen und der
elektromotorischen, das gleiche; es spricht nicht von den materiellen
Triigern der Fluida, sondern nur von letzteren. Couroms bestimmte
das Gesetz der ponderomotorischen Wirkung zwischen zwei elektrisch
geladenen kleinen Kugeln mit Hiilfe der Drehwaage (7 Abhandlungen
der Pariser Akademie 1785—89). Er fand, so weit die Genauigkeit
seiner Versuchsanordnung dies zu erkennen erlaubte, dafls die
mechanische Abstofsungskraft zwischen zwei mit gleichnamiger
Elektricitiit geladenen kleinen Korpern proportional ist dem Producte
der beiden Ladungen und umgekehrt proportional dem Quadrate
ihres Abstandes. Bezeichnet man die Kraft mit X, die beiden
Elektricitiitsmengen mit ¢, und e,, den Abstand ihrer kleinen Triiger
mit » und endlich mit 4* eine Constante, das soll heilsen eine
Grolse, welche fiir alle moglichen Ladungen und Abstiinde denselben
Werth besitzt, so kann man das Counoms'sche Gesetz durch folgende
Formel darstellen:

K = 4% -el’},f?—- (1)

Der Theil des Gesetzes, welcher die Abhiingigkeit der Kraft
von der Entfernung » ausdriickt, kann, so lange es sich um die-
selben unveriinderten Ladungen ¢, und ¢, handelt, durch Messungen
an der Drehwaage und Lingenmessungen direct bestiitigt werden,
dagegen verlangt das im Zithler des Ausdrucks stehende Product e, e,
die Mbglichkeit, verschieden grolse Elektricitiitsmengen wenigstens
nach einem relativen Maalse messen zu konnen. Als Kriterium
der Gleichheit zweier Quanta mufs die Gleichheit ihrer Wirkung
auf ein und dasselbe dritte Quantum dienen. Man braucht dann
noch eine Methode der Addition und der Theilung dieser Grolsen,
um das Mengenverhiiltnils verschiedener Ladungen messen zu kénnen
und damit die Ladungen als physikalische Grifsen zu erkennen.
Mioglichkeiten hierzu wiiren gegeben durch die Beriithrung metal-
lischer isolierter Triiger, weil in ihnen die Elektricitit vollkommen
beweglich ist. Die Sache liegt hier anders als bei dem sonst
iihnlich lautenden Gravitationsgesetz. Dort ist das Agens die triige
Masse, fiir welche ein Maals bereits in der Grofse ihres Beharrungs-
vermigens oder auch ihrer lebendigen Kraft gefunden ist, so dals
es als eine besondere, nicht selbstverstiindliche Eigenschaft hinzu-



§1 DAS GESETZ VON COULOMB. L

kommt, dafs die Massenanziehung sich gerade dieser Quantitit der
Triigheit proportional bethiitigt. Von den elektrischen Ladungen
aber kennen wir, wenigstens im Gebiete der Elektrostatik, keine
anderen melsharen Eigenschaften, als die durch das Covroms’sche
Gresetz formulirten Abstofsungs- oder Anziehungskriifte. Von diesem
Standpunkte aus erscheint es selbstverstindlich, dafs eine Ladung
z. B. doppelt so grols ist, als eine andere, wenn sie aus gleichem
Abstande und auf dieselbe zur Priifung verwendete Ladung wirkend,
die doppelte Abstofsungs- oder Anziehungskraft hervorbringt, aber
es liegt in diesem Schlufs doch die Voraussetzung, dals durch die
Hinzufiigung neuer Ladungen weder die bereits vorhandene noch
die hinzugefiigte in ihrer Wirksamkeit irgendwie veriindert werden,
sondern dafls sie als unveriinderliche Quanta mit unveriinder-
lichen Eigenschaften addirt werden, also echte physikalische Grifsen
sind, Diese Anschauung hat sich in den feinsten experimentellen
Priiffungen durchaus bewiihrt. Alle scheinbaren Widerspriiche da-
gegen lassen sich befriedigend erkliren, z B. die regelmiifsig mit
der Zeit abnehmende Kraft durch Abnahme der Ladungen in Folge
mangelhafter Isolirung, die Veriinderung der Kraft je nach dem
isolirenden Zwischenmedium durch einen besonderen, der Magneti-
sirung von ganz weichem KEisen analogen, elektrischen Zustand des
Mediums. Das Couvnoms'sche Gesetz nimmt freilich keine Riicksicht
auf das Zwischenmedium, muls daher, wenn die Griifse 42 wirklich
constant sein soll, beschriinkt werden auf Ladungen, welche sich
im Vacuum oder in der elektrisch nur sehr wenig davon verschiedenen
Luft gegeniiberstehen.

Ein experimenteller Nachweis dafiir, dafs im Zihler des Aus-
drucks Gleichung (1) das Produkt der beiden elektrischen Quanta
¢,-¢, auftreten mufs, lielse sich — wenigstens in der Idee —
folgendermaalsen mit der Drehwaage ausfithren: Zuniichst weist man
die Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung durch Vertauschung
der feststehenden und der am Hebelarm beweglichen Ladung nach.
Sodann stellt man sich noch zwei mit dem gleichen Quantum e,
beladene Korperchen her und milst immer im gleichen Abstande
r=1 die Abstofsungskriifte zwischen allen moglichen Paaren von
Ladungen. Diese Kriifte seien bezeichnet durch

Ky, Ky = Ky, Ky = Ky, K, =K.

Man wird dann durch Messung folgende Proportion bestiitigt
finden
Ky Kpy = Ky Ky,
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aus welcher folgt:
K, K K K
K’=—E'-}_I_E¥.=(_ “1.).(_._0_’ )

w  \VEy | \VEe

Die Kraft zwischen ¢, und e, erscheint also dargestellt als
Product zweier gleichgebildeter Factoren, deren erster nur von ¢,
deren zweiter nur von ¢, abhiingt. Die Grifse ¢, kann keinen Ein-
flufs auf den Werth dieser Factoren haben, vielmehr stellen letztere
direct die elektrischen Massen ¢, und ¢, dar.

§ 2. Absolute Einheit der Elektricititsmenge.

Jedenfalls bildet das Couroms'sche Gesetz das urspriinglichste
und niichstliegende Mittel, um die Grofse elektrischer Ladungen oder
Quanta zu messen. Wiire das elektrische Quantum erklirbar durch
einen besonderen mechanischen Zustand seines Triigers, so konnte
man dessen Dimension und Maalseinheit anschliefsen an die ab-
soluten mechanischen Maalse, welche sich alle auf die Einheiten der
Linge, der Masse und der Zeit zuriickfilhren lassen. Dann wiirde
sich auch die Constante 4*® in Gleichung (1) nach Zahl und Dimen-
sion angeben lassen. Da aber die elektrischen Quanta durchaus
geschieden von der mechanischen Erscheinungswelt dastehen, und
nur an ihresgleichen relativ gemessen werden konnen, so ist eine
absolute Einheit fiir ihr Maals nicht direct angebbar. Ein einheit-
liches, iiberall reproducirbares Mals ist aber fiir den Vergleich der
verschiedenen Messungen sehr erwiinscht, oft unerliifslich.

Deshalb ist man nach dem Vorgang von WinaeLm WesER itber-
eingekommen als Einheit der Elektricititsmenge diejenige festzusetzen,
bei deren Anwendung das Covroms’sche Gesetz die einfachste Gestalt
annimmt, bei welcher also der Proportionalitiitsfactor 4* durch die
Zahl 1 ersetzt wird:

o B (1a)

Durch diese willkiirliche Festsetzung erhalten wir nicht nur eine
Maalseinheit des Elektricitiitsquantums, sondern das Quantum erhiilt
auch eine an das absolute Maalssystem der mechanischen Grofsen
sich anschliefsende Dimension, welcher zwar keine innere sachliche
Bedeutung zukommt, mit der man jedoch niitzlich rechnen kann.
Die mechanische Kraft K hat die Dimension:

K=[LMT™].
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Hier bedeutet L eine Liinge, M eine Masse, T eine Zeit; die eckige

Klammer soll andeuten, dals die Gleichung sich nur auf die Dimen-

sion, nicht auf den Zahlenwerth, bezieht. (Vergl. Bd. I, 2, S. 82—85.)
Das Quadrat des Abstandes ist das Quadrat einer Liinge:

rdm [L7].
Es ist also nach Gleichung (1 a):
oty = K u [LOMT™H),

Da nun ¢, und e, als gleichartige Grofsen auch von gleicher Dimen-
sion sein milssen, so hat das Product e-e, die Dimension des
Quadrats der Elektricititsmenge, und die Elektricitiitsmenge selbst
hat die Dimension

e = (L¥atp-1y, @)

Man nennt diese Art der Maalsbildung die elektrostatische. W. WEnER
beniitzte als Grundeinheiten mm, mg, sec; wenn wir aber das
seit dem Pariser Internationalen Congrels von 1881 gebriiuch-
liche C.G.S.-System (cm, g, sec) befolgen, so ist die absolute elektro-
statische Kinheit der Ladung dadurch definirt, dafs zwei hin-
reichend kleine Korper, beide mit je dieser Einheit beladen, sich
im Abstande von 1 cm mit der Kraft 1 Dyn abstofsen. Diese Kraft
ist nahezu ebenso grofs, wie der Zug der Schwerkraft, welchen wir
empfinden, wenn wir ein Milligrammgewicht in der Hand halten.
Die elektrostatische C.G.S.-Einheit der Ladung ist also ein ver-
hitltnilsmiifsig sehr kleines Quantum, von welchem, unseren Sinnen
zugiinglich, nur geringe Wirkungen ausgehen. Durch feine Mels-
apparate (Elektrometer) konnen zwar sogar Bruchtheile dieser Ein-
heit nachgewiesen werden, aber bei allen groberen Versuchen, bei
denen sich direct sinnfiilllige Phiinomene zeigen, hat man es mit
viel grifseren Quantitiiten zu thun, welche nach Tausenden oder
gar Millionen dieser Einheit ziihlen.

§ 3. Rechtwinklige Coordinaten, Kraftcomponenten.

Wir legen im Raume ein rechtwinkliges Coordinatensystem fest,
dessen Abmessungen mit z, y, ¥ bezeichnet werden, bringen an die
Stelle #, y, , ein kleines Korperchen beladen mit der Elektricitiits-
menge ¢, und an eine andere Stelle z,, y,, %, ein kleines Korperchen
beladen mit der Menge ¢,, Um die Vorstellung festzulegen, wollen
wir ¢, und e, gleichstimmig annehmen, so dals eine Abstolsungskraft
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zwischen den beiden Theilchen besteht. Diese wirkt, dem Gesetze
von der Gleichheit der Wirkung und der Gegenwirkung folgend,
auf beide Ladungen in gleicher

Stiirke und in entgegengesetzter

Richtung, und zwar ist diese Rich-

; x:: tung an beiden Punkten die Ver-
A lingerung der geraden Verbindungs-
! linie. Diese beiden Kriifte zerlege
man in Componenten parallel den
Coordinatrichtungen; die auf ¢,
wirkenden seien X, ¥,, Z, die
- auf ¢, wirkenden seien X,, Y,, Z,
£ In Figur 1 ist diese Zerlegung fiir

Fig. 1. . die beiden Richtungen 2 und y ge-
zeichnet unter der Annahme, dals

<z, und y <y, ist. Die Richtungscosinus des Pfeiles K sind
nun abzulesen:

Yz

cos (K, , z) = 12

L it/

cos (K;, ) = 1= (8)

2 — Ry
co8 (K, ) = - ——*

Hier bedeutet » den absoluten Werth des Abstandes beider Ladungen:
T |V(¢1 — )l + W — 9,)* + (%, — 20| }
= |V —%F + ly— 0+ @— =)

Der absolute Werth der Kraft ist nun nach dem Covnoms'schen
Gesetz:

4)

[
KI =K, = lraeg

und aus ihm gewinnt man die Componenten durch Multiplication
mit den Richtungscosinus:

L SRUTLR

r e

Yl & € &y (-':‘13__'_”_3) r (5)

P € & (% — %)
=i
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Da die auf ¢, ausgeiibte Kraft der ersteren entgegengesetzt gleich
ist, haben ihre drei Componenten das entgegengesetzte Vorzeichen
und gleichen absoluten Betrag wie die vorstehenden. Wir wollen
das nicht durch vorgesetzte Minuszeichen ausdriicken, sondern durch
Umdrehung der Coordinatendifferenzen. So findet man:

Xy _ 0@ —2)
= =
y = 98U —%) (5a)
2 |
7 € & (% — %))
. o]

Man iiberzeugt sich leicht, dals diese sechs algebraischen Ausdriicke
fir alle moglichen relativen Lagen der beiden Punkte 1 und 2 das
richtige Vorzeichen fiir die Kraftcomponenten ergeben, ja wir kinnen
jetzt auch die Beschriinkung fallen lassen, dafs es sich um die Ab-
stolsung zweier gleichnamiger Elektricitiitsmengen handeln soll. Die
vorstehenden Ausdriicke gelten unveriindert auch fiir die Anziehung
zwischen einer positiven und einer negativen Ladung. Thatsiichlich
haben bei Anziehung alle sechs Componenten entgegengesetztes Vor-
zeichen wie bei Abstofsung. Das kommt nun auch in diesen
Formeln zum Ausdruck, denn das Product ¢, -e,, welches fiir zwei
gleichnamige Ladungen (gleichviel ob + oder —) stets positiv ist,
wird fiir zwei ungleichnamige Ladungen nothwendiger Weise negativ,
so dafs auch in diesem Falle aus den Formeln (5) und (5a) die
richtigen Componenten der Kriifte gefunden werden.

§ 4. Potentielle Energie zwischen zwei elektrisch geladenen
Korperchen.

Die vorstehenden Ausdriicke fiir die sechs Kraftcomponenten
kann man als partielle Differentialquotienten einer und derselben
einfachen Function der Coordinaten darstellen. Zuniichst findet man,
wenn man den in Gleichung (4) gegebenen Ausdruck » der Reihe
nach nach allen sechs darinsteckenden Coordinaten differenzirt:

or z, — @, or T, — @
i T o
or Yy — Y t_?_r__ Ya— U
dy, r 0Y, r
0r x—2z ar — 2,
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Das sind nur andere Darstellungen fir die Richtungscosinus von r.
Ferner ist nach den Regeln des Differenzirens

i} (_1)_ 1 ar x, — @,

. == e
r oo, el

und analog jeder der fiinf anderen partiellen Differentialquotienten

il
von — Z. B.:
r

G | 1 dy Yo — Y
o i s ey

Dies sind nun bis aufs Vorzeichen gerade die in den Ausdriicken
der Kraftcomponenten vorkommenden Gebilde. Da e, und e, feste
Grofsen sind, welche unveriindert gedacht werden miissen, wenn man
die Abhiingigkeit der Kraft von der Lage der Punkte aufsuchen
will, so darf man e e, als constanten Factor ungestirt unter die
Differenziationszeichen hineinschieben, und erhillt folgende Glei-
chungen:

XF"%“:") o & aaT,(El_:")
Y1=-a—i.;(e’:’) Ys=-5\@g(e‘:’) ©)
heeh(s)  ae (s

Jede Kraftcomponente ist also dargestellt als ein negativer Differen-
tialquotient der Function E’?E'; genommen nach derjenigen Coordi-

nate des Zweiladungssystems, welche durch diese Componente be-
schleunigt wird. Die Kraftcomponenten sind ponderomotorische,
mechanisch wirkende, also ist
e

®=% (7)
die potentielle Energie oder der Arbeitsvorrath des Systems der
beiden geladenen Korperchen. (Vergl. die Einfuhrung dieses Be-
grifis in Bd. I, 2 S. 196, Gleichung (115)) Da diese Energieform
eine Folge der elektrostatischen Ladungen der beiden Korperchen
ist, nennt man sie die elektrostatische Energie. Eine additive Con-
stante kann man immer hinzufiigen, welche bei der Bildung der
Differentialquotienten wieder fortfillt, mithin ohne Einfluls auf die
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Werthe der elektrischen ponderomotorischen Kraftcomponenten ist;
in dieser Constanten kann man allerlei unveriinderliche sonstige
Energiegrofsen aufnehmen, welche sich bei wechselndem Abstand
der beiden Ladungen nicht éindern, z B. den bei constant gehaltener
Temperatur unveriinderten Wirmeinhalt der beiden Triiger, oder
den aus der Affinitiit der Stoffe beider Triiger folgenden Inhalt an
chemischer Energie, endlich aber auch noch zwei Betriige von eben-
falls elektrostatischer Art, welcher aus der Zusammendringung der
elektrischen Quanta in jedem der beiden kleinen Korper folgen.
Diese letzteren kinnen sehr bedeutend sein, bleiben aber bei Ver-
inderungen von r unberiihrt, wenn die Triiger Isolatoren oder sehr
kleine Conductoren sind. Die potentielle KEnergie der Gravitation
zwischen den Massen der beiden Triiger endlich, welche allerdings
von dem Abstand » abhiingt, ist wohl stets wegen ihrer Kleinheit
ohne Schaden zu vernachliissigen. Sorgt man dafiir, dafs schnellere
Bewegungen der Triiger verhindert werden, so ist auch die kinetische
Energie der Massen zu vernachliissigen, und der variable Theil der
gesammten Energie bei gewihnlichen elektrostatischen Versuchen ist
durch die Formel (7) dargestellt. Sein Werth niihert sich der Null,
wenn beide Ladungen in grofse Entfernung von einander gebracht
werden, dagegen steigt sein Werth positiv an, wenn zwei gleich-
stimmige Ladungen einander geniihert werden, und er sinkt ins
Negative herab, wenn zwei entgegengesetzte Ladungen einander ge-
nihert werden., Mathematisch wiirde folgen, dafs die elektro-
statische Energie 4-co wird, wenn die Punktladungen zur Deckung
gebracht werden, doch hat dies keine physikalische Bedeutung mehr,
denn die Triiger endlicher Elektricitiitsmengen haben selbst immer
eine gewisse Ausdehnung, und man darf sie nur so lange als
Massenpunkte betrachten, als der Abstand » grols ist gegen ihre
eigene Ausdehnung,

Von dem Zwischenmedium, in dem die beiden geladenen
Korper liegen, ist weder im Counomn’schen Gesetze noch in dem
daraus hergeleiteten Ausdruck der elektrostatischen Energie die
Rede. Das ist eine Liicke, welche in der Fernwirkungstheorie nur
durch besondere Vorstellungen iiber die Natur der sogenannten
Dielektrika ausgefiillt werden kaunn, thatsiichlich ist die Kraft
von der Art des Mediums abhiingig, wie Farapay gezeigt hat.
Wir wollen defshalb einstweilen als Zwischenmedium den leeren
Raum oder die elektrostatisch kaum davon verschiedene Luft voraus-
setzen.
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§ b. System vieler elektrisch geladener Korperchen.

Der niichste Schritt, den wir vorwiirts thun, soll an die Stelle
zweier geladener Korperchen eine ganze Schaar von beliebig vielen
solchen setzen. Alsdann wirken zwischen jedem Paare Abstolsungs-
oder Anziehungskriifte nach dem Covnoms'schen Gesetze. In dieser
Aussage liegt die Annahme, dals alle die Kriifte, welche auf eines
der Theilchen von den iibrigen ausgeiibt werden, sich ungestirt
durch geometrische Addition zu einer Resultante vereinigen, dals
also beispielsweise die Wirkung zwischen einer ersten und einer
zweiten Ladung nicht dadurch veriindert wird, dafs beide noch auf
eine dritte Ladung einwirken und von dieser dritten beeinflulst
werden, eine Annahme, welche sich durchaus bestiitigt hat, so lange
die Triiger der Ladungen hinreichend klein gegen ihre gegenseitigen
Abstiinde sind, so dals auf Verriickungen, welche die Ladungen im
einzelnen Triiger selbst erfahren kdnnen, keine Riicksicht zu nehmen
ist. In grilseren geladenen Conductoren, welche verhiltnilsmiilsig
nahe benachbart liegen, gilt dies nicht mehr, doch wird es auch in
diesen Fillen gelingen, die veriinderten Wirkungen durch Beriick-
sichtigung der veriinderlichen Vertheilung der Fluida in den Leitern
auf das Covromn’sche Gesetz zuriickzufithren. Hier sehen wir von
diesen Complicationen ab und nehmen jede Ladung unverinderlich
in je einem Punkte concentrirt an.

Wir wiihlen einen beliebigen Punkt der Schaar aus und suchen
die Kraft, welche er von allen iibrigen zusammen erfihrt. Um ihn
zu unterscheiden, geben wir ihm den Index O, nennen also seine
elektrische Ladung ¢,, seine Ortscoordinaten #,, y,, %,, withrend
die fibrigen Punkte in beliebiger Reihenfolge mit a =1, 2, 8, ... n
numerirt werden, Dadurch sind die Zeichen

a; %oy Yo, %a fOr am=1,2,8 ...bisn

erklirt. Endlich brauchen wir noch die Abstiinde zwischen dem
ausgewithlten Punkte 0 und den ibrigen Punkten, die man aus-
fihrlich mit r, , bezeichnen miifste, die wir hier aber kurz r, nennen
wollen. KEs ist also

to=|V@ — %) + (Yo — o) + % — %) | a=1,28,...n. (8

Withrend sich die einzelnen Kriifte geometrisch summiren, treten
deren gleichen Coordinatenrichtungen folgende Componenten zu drei
algebraischen Summen zusammen, welche ibrerseits die drei Co-
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ordinaten-Componenten der resultirenden Kraft angeben. Fiir die
Componenten der Einzelkriifte wollen wir die im vorigen Paragraphen
gefundene Darstellung als Differentialquotienten der -elektrischen
Energie anwenden. Danach ist die z-Componente der auf 0 wir-
kenden, von einem bestimmten a herrithrenden Kinzelkraft:

. i d (e,,en).

i 0z, \ 7,

Diese Componenten haben wir iiber alle a zu summiren, die Summe,
welche wir X nennen, ist dann die eine Componente der gesammten
von dem Ladungssystem auf den ausgewiihlten Punkt ausgeiibten
Kraft. Analog findet man die beiden anderen Componenten Y,
und Z,. Wir machen dann noch folgende leichte Umformung:

X, =§Xo.a =§?{ (_ B’% (eor:“))

L { 0 & el
- e A

wobei wir also den gemeinsamen Factor ¢, und die gemeinsame

Operation T':;?x_ aus der Summe herausgezogen haben. Das

Resultat ist:
X, ={_ U "—'fi} .
0 Z, =i e 07
Y 0 & ¢
el - &

Man findet hiernach die Componenten der auf ein ausgewihltes
elektrisches Theilchen 0 von den Theilchen 1 bis n ausgeiibten
ponderomotorischen Kraft, indem man die negativen partiellen

Differentialquotienten des Ausdrucks 2“: s nach den gleichgerichteten

a=1"a
Coordinaten des ausgewiihlten Theilchens bildet und dann mit dessen
Ladungsquantum ¢, multiplicirt. Die Proportionalitit der Kraft mit
der Grolse ¢,, auf welche die Wirkung sich erstreckt, ist ohmne
weiteres einleuchtend: Wenn ohne sonstige Aenderungen des Systems
nur die Ladung des ausgewiithlten Korperchens veriindert — etwa
den zehnten Theil ihres fritheren Betrages herabgesetzt wird, so
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sinkt auch die auf sie wirkende Kraft an Intensitiit auf den zehnten
Theil ohne indessen ihre Pfeilrichtung zu #ndern, da alle drei
Componenten der Gleichung (9) dadurch in gleichem Maalsstabe ver-
jingt werden. Zur Bildung der partiellen Differentialquotienten ist
zu bemerken, dafs die Coordinaten des ausgewiihlten Punktes z,, y,, z,
in siimmtlichen Summanden 1 bis 1 vorkommen, wie man in dem
Ausdruck fiir », in Gleichung (8) erkennt. Diese sind die drei un-
abhiingigen Variabelen, nach denen differenzirt wird, wiithrend alle
itbrigen, mit #,, y,, %, bezeichneten Abmessungen hierbei als un-
veriinderliche Parameter des Systems auftreten. Man hat sich also
die Ladungen 1 bis n unverriickbar festgelegt zu denken; das
Teilchen e, aber mufs beweglich gedacht werden, denn zur Auf-
findung der Differentialquotienten eines Ausdruckes muls man doch
die Variabelen immer ein wenig veriindern, d. h. hier dem Punkta, y,%,
drei kleine Verschiebungen in den Coordinatrichtungen ertheilt
denken.

§ 6. Das elektrische Feld eines Systems von punktfGrmigen
Ladungen.,

In Verfolgung dieser Vorstellungen kann man nun die bewegliche
Ladung ¢, auch weiter verriicken, sie endlich in alle moglichen
Stellungen zu dem festen Ladungssystem e, bis ¢, bringen, also an
alle nicht von den festen Ladungen selbst eingenommenen Raum-
punkte, so dals die Abmessungen z,, ¥,, %, nichts anderes bedeuten,
als die continuirlich variabeln Rawmcoordinaten z, y, . Fiir jede
Lage geben die Gleichungen (9) die Werthe der drei Kraftcompo-
nenten, also auch die Grolse und Richtung der resultirenden Kraft,
welche man in irgend einem geeigneten Maalsstab durch einen Pfeil
versinnlichen kann. Zu jedem Raumpunkt gehort somit ein be-
stimmter Pfeil, und zwar sind diese Pfeile um so ihnlicher in Liinge
und Richtung je niiher benachbart die Raumpunkte liegen, denen
sie zugehoren; weil ihre drei Componenten nach Gleichungen (9) bis
auf die Ausnahmepunkte, in denen die festen Ladungen sitzen,
iiberall stetige Functionen der Variabelen =z, y, » (frither z,, y,, %,
bezeichnet) sind.

Man nennt eine solche im allgemeinen stetig vertheilte Zu-
ordnung einer Pfeilgrofse — eines Vectors — zu jedem Raumpunkt
allgemein eine Vectorfunction des Ortes im Raume, und das ganze
Raumgebiet, in dem diese Vectoranordnung definirt ist, das Feld
des Vectors. Die Physik hat in verschiedenen Naturgebieten
Felder von Vectoren zu betrachten; eines der, tiiglicher Anschauung
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niichstliegenden, Beispiele bieten die Strémungen der Flissigkeiten.
Als Pfeile sind dabei in jedem von der Kliissigkeit durchstrimten
Raumpunkt die Geschwindigkeiten der dort befindlichen bewegten
Massen anzusehen. Auch diese Pfeile zeigen im allgemeinen stetige
veriinderliche Anordnungen im Raume, bis auf besondere und inter-
essante Ausnahmestellen. Sie veriindern sich aber gewthnlich auch
mit der Zeit; nur die stationiiren Stromungen geben Vectorfelder,
welche in ihrer Anordnung bestindig bleiben, und deshalb ifhneln
gerade diese am meisten an den hier vorliegenden Fall, in dem die
Zeit gar nicht als Variabele vorkommt.

Unser elektrostatisches Feld riihrt her von den geladenen
Punkten ¢, bis ¢, withrend der ebenfalls geladene Punkt ¢, gleich-
sam wie eine Sonde zur Priffung der Stirke und Richtung des
Vectors verwendet wird. Von diesem beweglichen Punkt steckt in
dem Ausdruck der Feldcomponenten bisher noch der Factor ¢,
durch welchen sie zu ponderomotorischen Kraftcomponenten auf
den materiellen Triiger dieser Sonde werden. Wir machen den
weiteren Schritt, dals wir die Sonde fiir eine Aeufserlichkeit er-
kliiren, das elektrische Feld also als ein an und fiir sich existiren-
des Ding, gewissermalsen als einen besonderen Zustand des Raumes
oder eines den Raum durchdringenden Mediums; wobei freilich zu
bemerken ist, dals wir von dem Vorhandensein dieses Zustandes
zuniichst nur dadurch Kunde erhalten, dals wir ein geladenes
Korperchen, an die fragliche Stelle gebracht, von einer bestimmten
ponderomotorischen Kraft angegriffen sehen. Als Maals dieses un-
abhiingig von dem Priifungsteilchen existierend gedachten gerichteten
Zustands nehmen wir die drei Componenten in Gleichungen (9),
nachdem wir den Factor ¢, weggelassen, und nennen sie X, Y, Z,
ohne Index. Jede ist Function der Raumcoordinaten z, y, z.

d
r== G2 B

Dabei ist

re=|V(2 =) + ¥ — %) + (& — %)’ (109)

Man nennt diesen Vector, dessen Componenten durch vorstehende
Gleichungen (10) definirt sind, die elektrische Feldstiirke. Auch
H. v. HeLsuourz, Theoret. Physik, Bd, IV, 2
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der Ausdruck elektrische Kraft ist dafiir iiblich und kann ohne
Bedenken gebraucht werden, wenn man sich durch das vielseitig
verwendete Wort ,Kraft“ nicht tiuschen liifst und stets bedenkt,
dafs eine mechanische Kraft von der Dimension [M L 7] aus dieser
Grofse erst durch Multiplikation mit einem elektrischen Quantum
entsteht, Da wir die Dimension des elektrischen Quantums im
elektrostatischen Maalssystem bereits in Gleichung (2)

e = [Lt Mt T

gefunden haben, ktnnen wir nun in demselben Maalssystem die Di-
mension der elektrischen Kraft oder Feldstirke € dadurch finden,
dafs sie die vorstehende Dimension von ¢ zu einer mechanischen
Kraft ergiinzen mufs. Es wird also

C=[Lt1-7 (11)

Zu dem gleichen Ergebnifs gelangt man auch, wenn man die
Dimensionen der in den Gleichungen (10) rechts stehenden Ausdriicke
zusammensetzt, wobei dz und r,; als zwei Liingenfactoren im Nenner
zur Dimension des elektrischen Quantums e, hinzutreten; die Com-
ponenten X, ¥, Z haben natiirlich dieselbe Dimension wie ihre
Resultante. Auch die Maafseinheit der elektrischen Kraft ist hier-
durch an das absolute elektrostatische (C. G. S.) System angeschlossen,
und zu bezeichnen:

1(em™% . grt . sec-1).

Zun der hier gegebenen Begriffshildung des elektrischen Feldes
einer Schaar von Punktladungen e, . ... ¢, ist, um Unklarheiten
vorzubeugen, noch folgendes zu bemerken. Wir haben das Feld
durchmustert mit Hilfe eines beweglichen Priifungspunktes mit der
Ladung ¢, Die Anwesenheit dieser Ladung stort und veriindert
aber das Feld, macht sogar den Raumpunkt, wo sie liegt, zu einer
Unendlichkeitsstelle der elektrischen Feldstiirke. Dieses veriinderte
Feld wiirde man fiir eine beliebige Lage von e, feststellen kinnen,
wenn man nun noch einen vorher in hinreichender Entfernung ge-
haltenen neuen Pritfungsktrper verwendet, withrend ¢, still gehalten
wird. Nun erkennt man das Feld, an dessen Bildung sich aufser e,
bis ¢, auch ¢, beteiligt. Wenn man also ein elektrisches Feld unter
Verwendung einer Priifungsladung durch die einwirkende pondero-
motorische Kraft aufgenommen denkt, so beteiligt sich die Priifungs-
ladung nicht an der Bildung dieses Feldes, man erhilt vielmehr fiir
die Feldstiirke diejenigen Werthe, welche herrschen wiirden, wenn
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die Priffungsladung nicht dort wire. Der Priifungskdrper wird da-
durch zu einer lediglich unsere Anschauung unterstiitzenden Fiktion,
welche uns bereits gedient hat zur Auffindung der Ausdriicke fiir
die Feldcomponenten in Gleichung (10), von welcher selbst aber in
jenen Ausdriicken nichts vorkommt.

Durch die Angabe der drei Coordinaten-Componenten X, Y, Z
ist der Vector € vollstindig bestimmt. Hiiufig hat man die Com-
ponente von & zu bestimmen, welche in eine, von den Grundrich-
tungen verschiedene, vorgeschriebene Richtung ! hineinfillt. Fir
diese Componente, welche wir €, nennen wollen, soll jetzt noch ein
einfacher, den Gleichungen (10) analoger Ausdruck abgeleitet werden.
Ganz allgemein findet man die Componente eines Vectors nach einer
vorgeschriebenen Richtung, indem man den Pfeil, der den Vector
darstellt, auf die gegebene Richtungslinie projicirt. Die Liinge der
Projection findet man durch Multiplication mit dem Cosinus des
Winkels zwischen beiden Richtungen:

@1 = E.cos (@, l). (12)

Nun ist aber aus den Elementen der analytischen Geometrie be-
kannt, dals:

cos (€, 1) = cos (€, )-cos (1, z) + cos (€, y)- cos (1, y)

+ cos (€, z)-cos (1, ). (s

Betrachtet man die auf der vorgeschriebenen Richtungslinie von
irgend einem Nullpunkt aus abgemessene algebraische Abmessung !
als unabhiingige Variabele, so entsprechen einem Zuwachs ds drei
ganz bestimmte Zuwachse der Coordinaten, da, dy, dz, welche die
Projectionen von d! sind. Man kann deshalb setzen:

dx

oo (L 3w BX T e L GON

d
cos (I, x) = i T

b
d_i— ’
Andererseits ist:

C.co8(@,2)=X, GE-co8(C =Y, E-cos8(C2)=2. (12¢)
Durch Verwendung dieser Formeln (124, b, ¢) nimmt die Gleichung(12)
folgende Form an:

! dz dy dz
G =X Yoo 42— (124)

Fithrt man nun endlich noch fir X, ¥, Z die Ausdriicke aus
Gleichung (10) ein, so erhiilt man:

E Ol €| dz d | dy 0 €|, dx
6= g (Bt 5 5 (B e — s (B a7 029

Ta
2.
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§1

Dieses Gebilde ist nun nichts anderes, als der nach der Variabelen !

gebildete negative Differentialquotient der Function 2—;“— Die
a

Variable ! steckt nicht explicite in dem Summenausdruck, aber die
variabelen Raumcoordinaten =, y, z, von denen er durch die r,
explicite abhiingt, sind hier als abhiingige Functionen der Abmessung !
anzusehen, Dem entspricht die Bildung des vorstehenden Ausdrucks,
fiir welchen man kiirzer schreibt:
0 26
€ =— e (13)
Hierin ist jede Bezugnahme auf ein bestimmtes Coordinaten-
system verschwunden, denn auch die r,, welche man zwar, wie in
Gleichung (10a) geschehen, durch irgendwie festgelegte cartesische
Coordinaten ausdriicken kann, haben doch davon unabhiingige absolute
Werthe, da sie den Abstand eines variabelen Raumpunktes von den
Orten der festen Ladungen bezeichnen. Die Gleichungen fiir die
Coordinaten-Componenten (10) endlich erscheinen als Specialfiille
dieser Gleichung (13).

§ 7. Die Potentialfunction.

Um eine Vectorfunction im Raume anzugeben, braucht man im
Allgemeinen fiir jeden Punkt drei besondere Angaben: entweder die
drei Coordinaten-Componenten oder etwa die Intensitit und die
Richtung, welch’ letztere zwei unabhiingige Winkelangaben erfordert;
bei einer analytisch darstellbaren Verteilung sind drei Functionen
der Raumcoordinaten zur Darstellung erforderlich. Daraus ersieht
man, dafs das hier gefundene Feld der elektrostatischen Kraft eine

besondere Regelmiifsigkeit besitzt, denn die Kenntnils einer einzigen
Coordinatenfunction

g=3 (14)

geniigt, um durch Bildung des negativen partiellen Differential-
quotienten nach einer beliebigen Richtung die Componente des Vectors
in dieser Richtung zu finden. Diese Function spielt bei der Be-
trachtung des elektrostatischen Feldes die grofste Rolle. Sie wurde
von Georee Greex als Potentialfunction bezeichnet. Gauss
nennt sie das Potential. In Bezug auf das Vorzeichen herrschen
in der Litteratur verschiedene Gebriiuche; namentlich bei ilteren
Autoren werden die Kraftcomponenten hilufig als die positiven



§ 1 DIE POTENTIALFUNKTION. 21

Differentialquotienten dieser das Feld beherrschenden Grofse ein-
gefithrt (z. B, Gauss, Jacosr, Riemany), welche dann natiirlich selbst
das umgekehrte Vorzeichen erhalten mufs. Auch bei anderen Kraft-
feldern, welche nicht dem Typus des Covnoms'schen Abstolsungs-
gesetzes oder des NEwron'schen Attractionsgesetzes angehdren, hat
man Functionen von analoger Bedeutung herangezogen, welche man
allgemein als Kriiftefunctionen bezeichnet und deren Vorzeichen
ebenfalls in jedem Falle erst festgestellt werden mufs. Wenn man
consequent an dem gleichen Vorzeichen festhiilt, ist dasselbe ibrigens
gleichgiiltig, hier soll das in Gleichung (14) definirte durchgefiihrt
werden. In sehr grofser Entfernung nithert sich ¢ dem Werthe Null,
in der Nihe negativer Ladungen wird ¢ wegen des stark iiber-
wiegenden Summanden mit kleinem r, im Nenner selbst auch negativ
werden, in der Nihe positiver Ladungen aus demselben Grunde
positiv. Da es ibrigens zur Kenntnils des Feldes nur auf die
Differentialquotienten von ¢ ankommt, kann man stets einen fiir
das ganze Feld constanten positiven oder negativen Werth addiren,
welcher zwar die Betriige von ¢ in gleichem Maalse iiberall ver-
indert, beim Differenziren aber wegfillt und die richtigen Werthe
der Kraftcomponenten somit nicht stért. Die Function ¢ selbst
ist keine gerichtete Grélse, sie hat in jedem nicht von einer Ladung
eingenommenen Punkte einen endlichen eindeutigen Werth und mit
Ausnahme jener singuliiren Punkte auch einen stetigen Verlauf.

Die Componenten der elektrischen Feldstiirke nach den Coordi-
natenrichtungen findet man aus der Potentialfunction ¢ zufolge der
Gleichungen (10) und (14) folgendermaalsen:

. deg e deg
XN=-— a;: =""'_6|_}'I_‘! =__ax (15)
Die Componente @, in einer beliebigen Richtung ist
0y
G =— &5 (154a)

Die Resultante hat den Werth € = Y X*+ ¥? + Z%,
welcher unabhiingig von der Orientirung des Axensystems ist, ob-
wohl die einzelnen Coordinatcomponenten davon abhingen. Die
Richtungscosinus der Resultante gegen die Axen sind X/G, Y/G,
Z|€; auch ist

€, = C-cos (G, 1); vergl. Gleichung (12). (15D)

Wenn man also von einem Raumpunkt aus nach allen Rich-
tungen hin den gleichen kleinen Schritt als ausgefiihrt denkt, so
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werden die dabei gefundenen Componenten E; den Cosinus der
Winkel zwischen der Pfeilrichtung € und der Schrittrichtung di
proportional sein. Fillt die Richtung ! mit € zusammen, so hat
der Cosinus seinen grifsten Werth 1, die Componente ist gleich der
Resultante und aus (15a) sieht man, dafs dies die Richtung ist, in
welcher der negative Differentialquotient von ¢ seinen grifsten
positiven Betrag besitzt, also die Richtung, in welcher die Werte
von ¢ am steilsten abfallen. In jeder auf dieser Richtung senkrechten
ist cos(E,/) = o, es liegt in diesen Richtungen gar keine Com-
ponente & und deshalb hat nach (15a) die Function in diesen Rich-
tungen kein Gefille. Sucht man nach den Orten, an denen ¢ einen
constanten Werth besitzt, so findet man dafiir im Allgemeinen stetig
gekriimmte Flichen, die Aequipotentialflichen oder Niveauflichen.
Alle die Richtungen, in welchen wir kein Gefiille des Potentialwerthes
finden, miissen also tangential zu den Aequipotentialflichen liegen,
woraus direct weiter folgt, daB die resultierende Kraft tiberall senk-
recht auf diesen Fliichen steht. Aber nicht nur iiber die Richtung
der Kraft erhiilt man hierdurch eine Anschauung, sondern auch iiber
deren relative Grofse an verschiedenen Stellen des Feldes. Verfolgt
man niimlich zwei sehr nahe benachbart verlaufende Niveaufiiichen,
fir welche die beiden constanten Werthe von ¢ sich nur um eine
sehr kleine Differenz unterscheiden, so sieht man ohne weiteres, dafs
diese beiden Flichen geringeren Abstand haben miissen an Stellen,
wo das steilste Gefiille grifser ist, ja der Normalabstand beider
Fliichen mufs umgekehrt proportional diesem Gefiille, somit auch
umgekehrt proportional der Grifse der Kraft sein.

Bevor wir niiher eingehen auf die mathematischen Eigenschaften
der Potentialfunction, wollen wir in den niichsten zwei Paragraphen
Betrachtungen einschieben iiber die Arbeits- und Energiegrifsen in
einem System elektrischer Ladungen, welche sich durch die Potential-
function ausdriicken lassen.

§ 8. Arbeitsleistung bei der Bewegung eines geladenen
Theilchens im elektrischen Felde.

Wir kehren noch einmal zu den Vorstellungen des § 5 zuriick
und bewegen das ausgewiihlte Theilchen ¢, durch #ufsere Einwirkung
langsam auf einer beliebig vorgeschriebenen Bahn durch den Raum.
Die von den ibrigen festen Ladungen ¢, bis e, herrithrende Kraft
wird dabei entweder mithelfen, so dals von aufsen eine Hemmung
ndthig ist, um eine beschleunigte Bewegung zu verhindern, oder die
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Kraft des Feldes wird sich der Bewegung widersetzen, so dafs man
von aufSen einen Antrieb braucht. Im ersten Falle giebt das
Ladungssystem inclusive ¢, Arbeit nach aufsen ab, im zweiten Falle
nimmt es Arbeit von aufsen auf. Nur in dem besonderen Falle,
dals der vorgeschriebene Weg senkrecht zur elektrischen Kraft ver-
liuft, findet keines von beiden statt. Diese Arbeitsgrofsen wollen
wir nun aufsuchen, und zwar wollen wir in allen Fillen von Arbeit
sprechen, welche das Ladungssystem nach aufsen abgiebt; diese ist
dann im ersten Falle positiv, im zweiten negativ zu rechnen.
Definirt wird die Arbeit bei der Verriickung d! durch das
Product aus dem Wege und der in dessen Richtung fallenden
mechanischen Kraftcomponente; letztere ist in unserem Systeme die
mit ¢,- €, bezeichnete Grdfse. Diese Arbeitsbetriige summiren sich
algebraisch iiber alle Wegelemente, liefern daher fiir einen endlichen
vorgeschriecbenen Weg eine Summe, welche man schreiben kann:

@) (2)

A=fdt-eu&,=e°fdt-(%,. (16)
(1) (1)

Hier soll die untere Grenze (1) den Anfangspunkt des Weges, die
obere Grenze (2) dessen Endpunkt bezeichnen.

Bei einer beliebig vorgeschriebenen riiumlichen Vertheilung des
Vectors wiirde dieses Linienintegral durchaus von der Wegfithrung
zwischen (1) und (2) in seinem Werthe beeinflulst werden, so dafs die
blofse Angabe der Grenzen zur Bestimmung nicht ausreicht. Bei
unserem elektrostatischen Felde ist aber € — — %-:f, wo ¢ nach
(leichung (14) eine eindeutige und stetige Function im Raume ist.
Setzen wir also nur voraus, dafs der Weg nicht durch eine der
festen Punktladungen hindurch fithrt (was sich ja schon durch die
Anwesenheit der ponderablen Triiger verbietet) so ist:

@)

d
s UG == =) = =) (160
[13]

Der Werth der Arbeit zeigt sich hiernach unabhiingig von der
Fithrung des Weges; er wird direct gemessen durch die Abnahme
der Function ¢, und diese ist gleich der Differenz der Werthe ¢,
im Anfangspunkt und ¢, im Endpunkt. Nehmen wir die Ladung
¢, positiv an, so ist die vom System abgegebene Arbeit positiv,
wenn @, > ¢, ist, wenn also die bewegliche Ladung zu Stellen
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niedrigeren Potentialwerthes gefithrt wird, dagegen nimmt das System
(inclusive ¢,) Arbeit von aulsen auf, wenn das positive Theilchen zu
Stellen hoheren Potential geriickt wird. Bei Verriickungen in ein
und derselben Aequipotentialfliche wird Arbeit weder abgegeben
noch aufgenommen, dasselbe gilt, wenn (1) und (2) auf der niimlichen
Aequipotentialfliiche liegen, withrend der Zwischenweg diese Fliche
verliifst. Daraus folgt noch im Besonderen, dals die Arbeitssumme
gleich Null ist, wenn der Endpunkt mit dem Ausgangspunkt zu-
sammenfillt, wenn also ein beliebiger geschlossener Weg durch-
lanfen wird. KEs ergiebt sich daraus die Unmdglichkeit mit elektro-
statischen Kriiften eine Arbeitsmaschine etwa dadurch zu treiben,
dafs man eine Ladung e, fortdauernd im Kreise umlaufen lilst.
Was dabei withrend einiger Theile des Umlaufs gewonnen wird, geht
withrend der iibrigen Theile genau wieder verloren.

Noch eine besondere Anwendung der Gleichung (16a) wollen
wir betrachten. Legt man den Endpunkt (2) des Weges in sehr
grofse Entfernung von allen geladenen Korpern, so niihert sich der
Werth ¢, der Grenze Null, und die geleistete Arbeit bei dieser
Wegfithrung des Theilchens wird 4, = ¢,-¢,. Besitzt aulserdem die
bewegliche Ladung den Werth ¢, = + 1, so wird dem Zahlen-

werthe nach
.Ja:= Py s {lﬁb}

wenn man A_ in Erg (d.i 1cm?.-g-sec—*) und ¢, in absuluten

elektrostatischen Potentialeinheiten (d. i. 1cm?. g'}-aec' ) milst. Es
ist indessen zu beachten, dals diese einfache Gleichung nur fiir die
Maalfszahlen gilt, dals die Dimensionen aber erst dann gleich werden,
wenn man die rechte Seite mit der absoluten elektrostatischen

Ladungseinheit (d. i 1 cm?. g*-aec—l) erweitert. s ergiebt sich aus
dieser Gleichung 4_ = ¢, eine einfache Deutung des Potential-
begriffs: Den Werth des Potentials an einer Stelle eines elektrischen
Feldes findet man, wenn man dorthin die positive Ladungseinheit
versetzt denkt und die Arbeit mifst, welche bei dessen Entfithrung
aus dem Wirksamkeitsbereich der anderen Ladungen nach aufsen
abgegeben wird. Oder umgekehrt: Der Potentialwerth an einem
Orte des Raumes ist numerisch gleich der Arbeit, welche man von
aufsen aufwenden mufs, um ein mit der positiven Einheit beladenes
Korperchen aus unendlicher Entfernung (in welcher weit und breit
keine anderen Ladungen liegen) bis zu dem betreffenden Orte heran-
zufithren. An Stelle der unendlichen Entfernungen vom Ladungs-
bereich konnen auch andere im Endlichen gelegene Orte treten, von
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welchen man weils, dafs in ihnen das Potential den Werth Null
hat. Dals man Orte von dieser Eigenschaft mitunter leicht finden
kann, sei an einem einfachen Beispiel gezeigt: Das feste Ladungs-
system bestehe aus nur zwei Punkten, welche die entgegengesetzt
gleichen Ladungen + ¢ und — ¢ tragen. Dann ist die Potential-
function nach Gleichung (14)

Sl

?‘l Ty

wo r, den Abstand von dem positiven, », den Abstand von dem
negativen Theilchen bedeutet. Dieser Ausdruck verschwindet nicht
nur in unendlicher Entfernung, sondern auch in allen Punkten der
Ebene, welche mitten zwischen den beiden Ladungen quer steht,
weil dort fiberall 7, =, ist. Es mag auch hier schon erwihnt
werden, dafs an jedem mit der fiir unsere Betrachtungen unendlich
grolsen, feuchten Erdrinde in leitende Verbindung gesetzten Con-
ductor das Potential gleich Null zu setzen ist; wenigstens ist dies
in allen Fillen zulissig, in denen man nicht weit ausgedehnte

Versuchsanordnungen zum Studium terrestrischer oder meteoro-
logischer Potentialdifferenzen zu betrachten hat.

§ 9. Potentielle Energie eines Systems von vielen geladenen
Punkten.

Im vorigen Paragraphen handelte es sich um Arbeitsgrifsen,
welche von einem elektrischen Ladungssystem abgegeben werden
durch die Bewegung eines ausgewithlten Theilchens ¢, Der Arbeits-
vorrath ist die potentielle Energie aller der geladenen Theilchen in-
clusive ¢, und hiingt von simmtlichen Ortscoordinaten ab, nur liefsen
wir sie bis auf diejenigen des einen Punktes alle constant. Diese
Beschriinkung wollen wir jetzt aufheben und damit auch die Sonder-
stellung der Ladung ¢, Wir betrachten ein System von punkt-
formigen Ladungen, welche mit 1,2,8,.... n numerirt sind. Fiir
jedes Paar von Punkten mit verschiedenen Indices a und b kann
man den Ausdruck —e::;:—b- bilden, in welchem 7, 5 den Abstand beider

a
Punkte bezeichnet. Lifst man nun sowohl a wie b alle Ordnungs-
zahlen durchlaufen, so bekommt man eine ganze Schaar solcher
Ausdriicke (nur die Fiillle a = b sind auszuschliefsen) und jeder Aus-

druck kommt zweimal vor, z. B. %% gowohl fiir a = 2, b=5 als

Tag
auch fir a =5, b= 2.
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Die einfache Summe aller dieser Ausdriicke kann man daher
folgendermaalfsen schreiben:

n

® =1} 51 > e;m % o nicht =B5. (17)
Sie ist eine Function siimtlicher Coordinaten der geladenen Punkte.
Wir suchen ihren Differentialquotienten nach irgend einer einzelnen
Coordinate, die wir mit ; bezeichnen wollen. Alle Glieder der
Doppelsumme, in welchen weder a noch b gleich dem Index i ist,
fallen dabei weg, es bleiben nur diejenigen iibrig, in denen a =i
ist und diejenigen, in denen b = i ist, also zwei einfache Summen,
welche aus dem Gesammtinhalt von @ herausgehoben sind.

Bezeichnen wir deren Wert mit d

= &€ r Bar G
(D. = { e e _.__..} A
’ %b%tl Tiv “Ett Ta i

Die beiden einfachen Summen sind aber identisch mit einander,
daher kann man die Reihe der bei der Differentiation nach z; zu
beachtenden Glieder kiirzer schreiben:

4
(D e 18
: i* n%’n i7at (19)

Durch das Heraustreten des gemeinsamen Factors ¢ hat der jetzt
iibrig gebliebene Summenausdruck die Form angenommen, welche
wir bereits in Gleichung (14) aufgestellt haben, und welche schon
vorher, z. B. in den Gleichungen (9), vorkam, nur mit dem Unter-
schiede, dals hier die Coordinaten des Theilchens i an der Stelle
der variabelen Raumcoordinaten oder derer des fritheren Theilchens 0
stehen., Diese Summe ist also das Potential, welches die elektrischen
Ladungen nach Entfernung des Theilchens ¢; an dem Orte dieses
Theilchens erzeugen. Bezeichnen wir es mit ¢, so kinnen wir die

Gleichung (18) schreiben:
Dy = ¢; ;. (18 a)

Auch der vollstiindige Ausdruck @ 1liBt sich hieraus zusammen-
setzen, wenn man der Reihe nach i =1, 2,...., n setzt und addirt.
Es ist

=130 =}>uq. (19)

Der Factor } ist auch hier nithig, um nicht jedes Punktpaar doppelt
zu zithlen.
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Wir hatten ein einzelnes bestimmtes @; abgesondert, um den
Differentialquotienten von @ nach z; zu bilden. Es ist nunmehr

afb a(bi afpi

0w Oz = Om

Wir wissen aber bereits, dals — op ¢ = Xi¢; die z-Componente

6’::;
der ponderomotorischen Kraft angiebt, welche das Theilchen mit der
Ladung ¢ von allen iibrigen zusammen erfihrt. Ks ist mithin:

aw
el T
und ganz analog
- o® 20
dw
4% = — et

Die negativen Differentialquotienten der in Gleichung (17) auf-
gestellten Funktion @ nach den einzelnen Coordinaten des Systems
liefern also die Componenten der inneren ponderomotorischen Kriifte,
welche jene Coordinaten beschleunigen und denen durch iuflsere
mechanische Kriifte das Gleichgewicht gehalten werden mufls, um
das System in Ruhe zu halten.

Wir wollen uns nun das System elektrischer Punkte in einer
gegebenen Lage oder Configuration vorstellen und sodann jedem
Punkte eine kleine Verriickung ertheilen, welche vollstindig angegeben
wird durch die Variationen siimmtlicher Coordinaten. Diese seien
fiir den Punkt a bezeichnet mit dz, J¥., 9%, so dafs der Ort
dieses Punktes nunmehr durch die Coordinaten z, + 0z, ya + 0¥,
% + 0%, bestimmt ist. Die Function @ verindert dabei ihren ur-
spriinglichen Werth um einen kleinen Betrag o @, den man die
Variation von @ nennt. Sie hiingt durchaus ab von der Wahl der
Verriickungen und lifst sich durch diese linear und homogen aus-
driicken, ganz so wie das Differential einer Function vieler Variabeler:

0w ow AL [6_‘_{) @, +
P —— +_.__— +‘-' R J LR
Jioye O:clax‘ dy, I 0% i EN

oder in Summenform:
n (oM ow AL " P [ 21
J¢=E,_,(6z.5xl+T9u d Y + i (21)
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Hier hinein setzen wir die soeben gefundenen Bedeutungen der
Differentialquotienten von @ als Kraftcomponenten und finden:

30 -ilxe, (X820 + Yads + Z 0%} (21a)
=

Jeder einzelne Summand der rechten Seite stellt die mechanische
Arbeit, welche die von den iibrigen Ladungen (aufser a) herrithren-
den Abstofsungs- oder Anziehungskriifte bei der Verriickung des
Punktes a leisten,” denn wenn wir die Resultante von X,, Y,, Z, mit
G, und die aus dx,, dy,, 0%, resultirende Verriickung mit 4/, be-
zeichnen, endlich den Winkel zwischen diesen beiden Richtungen e
nennen, 8o ist:

Ca(Xo 02y + Yoo ya + Z,0%,) = (¢a Eyc08 ) - 01,

Der erste Factor rechts ist die in die Wegrichtung fallende Kraft-
componente; diese giebt, mit der Wegliinge multiplicirt, die Arbeit
bei der Verriickung des Theilchens a. Ueber alle a summirt er-
halten wir die gesammte bei der Verriickung des Systems von
den elektrischen Kriiften geleistete Arbeit 4; und diese ist nach
Gleichung (21a) der negativen Variation der Function @ gleich
—d® = A. Mit anderen Worten: @ nimmt um so viel ab, als
die elektrischen Kriifte bei der Verriickung Arbeit gespendet haben,
oder falls die Verriickungen so gewiihlt sind, dafs sie fiberwiegend
entgegen den Richtungen fithren, in welchen die inneren Kriifte die
Ladungen zu treiben streben, so nimmt @ um so viel zu, als bei
der Verriickung Arbeit von aufsen aufgewendet wurde. Die Function @
ist daher das Maals fir den Arbeitsvorrath in dem System, sie stellt
die potentielle Energie der elektrostatischen Kriifte dar, welche wir
fiir ein einzelnes Punktpaar schon in § 4 aufgefunden haben.

Bei der Ableitung dieser Eigenschaft mufsten wir die Variation
der Coordinaten verschwindend klein voraussetzen, weil sonst der
einfache Ausdruck fiir 0 @ in Gleichung (21) nicht ausreichend ge-
wesen wiire. Diese Beschriinkung kommt im Wesentlichen darauf
hinaus, dalfs man die auf ein Theilchen wirkende Kraft auf dem
ganzen Verriickungswege constant setzen darf, auch unbeeinflulst
durch die gleichzeitigen Verriickungen der anderen Punkte. Diese
Beschriinkung konnen wir jetzt fallen lassen. Jede endliche Con-
figurationsiinderung des Systems kann man zu Stande gebracht denken
durch die Aufeinanderfolge sehr vieler kleiner, fiir welche der Satz
jetzt bewiesen ist. Diese Zwischenzustiinde sind sogar auf unendlich
mannigfaltige Weise wiihlbar, vorgeschrieben mufs nur die Anfangs-
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configuration und die Endconfiguration sein. Die § @ der einzelnen
Theilprozesse summiren sich dabei zu einem endlichen Betrage, dessen
Werth gleich der Differenz zwischen dem Endwerth @, und dem An-
fangswerth @, sein mufs. Diese beiden Werthe kann man aber aus
den Coordinaten der Anfangs- und Endlage berechnen, ohne dals
man die Zwischenlagen zu kennen braucht. Der Gleichung — o ®
= A fiir kleine Verriickungen entspricht daher fiir endliche Lagen-

inderungen folgende:
D = e A 22)

Die Abnahme von @ milst die vom Systeme geleistete, nach aufsen
abgegebene Arbeit.

Withlt man als Endlage eine vollstiindige Zerstreuung aller
Ladungen in unendlicher Ferne, so dafs alle gegenseitigen Kraft-
wirkungen verschwinden,so wird auch der Ausdruck @ in Gleichung (17)
wegen der unendlich grofsen 7,y in den Nennern verschwinden. Man
darf dann @, = 0 setzen und es wird:

Oy= 4, (224a)

Dem entsprechend kann man sagen: Die potentielle Energie eines
elektrischen Systems ist der Werth der Arbeit, die man von aulsen
gebraucht hat, um die im Unendlichen verstreuten Ladungen gegen
die Abstofsungskriifte zusammen zu fithren zu der gegebenen Con-
figuration. Nach dieser Auffassung enthiilt die potentielle Energie
keine willkiirliche additive Constante (der Ausdruck in Gleichung (17)
gleichfalls nicht) Der Arbeitsvorrath kann positiv, Null, auch negativ
gein, ohne dals in letzteren beiden Fillen das System auflser Stande
wiire, noch Arbeit zu leisten. Fihrt man z. B, ein positiv und ein
negativ geladenes Theilchen aus unendlicher Entfernung zusammen
auf einen endlichen Abstand, so sinkt die potentielle Energie von
Null beginnend ins Negative hinab, die Anziehungskraft arbeitet bei
der Anniherung. Das System kann aber immer noch mehr Arbeit
abgeben, wenn man den Ladungen gestattet sich, noch mehr zu
nithern.

Um die Vorstellung negativer Arbeitsvorriithe zu vermeiden, kann
man nun zu der Function @ immer eine hinreichend groBe Con-
stante hinzu addiren, ohne dafs die Bedeutung der Function da-
durch geiindert wird. In der Gleichung (17) und auch in (22a)
mufs dann freilich der Werth dieser Constanten rechts als Summand
zugefiigt werden, aber alle Beziehungen, in denen nur Differenzen
zweier Werthe von @ oder nur Differentialquotienten von @ vor-
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kommen, bleiben ungeiindert durch eine additive Constante zu @,
so z. B. die Gleichung (22) und die Ausdriicke der Kraftcomponenten
in den Gleichungen (20).

Es sei schon hier darauf hingewiesen, dals der Gesammtbetrag
der Energie eines elektrostatischen Feldes stets positiv ist, auch
ohne dals man noch eine Constante hinzufiigt. Bisher haben wir
noch nicht von den Arbeitsbetriigen gesprochen, welche zur Con-
centrirung der Punktladungen notwendig sind. Niheres dariiber
siehe § 25.

§ 10. Die Potentialfunction eines Systems elektrischer Punkte
geniligt der Differentialgleichung von Laplace.

Nachdem wir die potentielle Energie eines Systems elektrischer
Punkte kennen gelernt haben und auch gefunden haben, dals diese
sich als einfache Summe von Potentialfunctionen, jede multiplicirt
mit einem elektrischen Quantum, darstellen lifst [Gleichung (19)],
wollen wir zu den Potentialfunctionen als den einfacheren Begriffen
zuriickkehren und weitere charakteristische Eigenschaften derselben
aufsuchen. Zuerst wollen wir deductiv zeigen, dals ¢ als Function
der Variabelen , y, # einer bestimmten sehr allgemeinen Differential-
gleichung geniigt.

Denken wir uns nur eine einzige positive Ladung e, in dem
Raumpunkt z,, y,, %, festliegend, so erzeugt diese ein elektro-
statisches Feld, dessen Pfeile iiberall radial von dem geladenen
Punkte wegweisen, und an Linge mit wachsendem Abstand ab-
nehmen, wie das reciproke Quadrat dieses Abstandes. Die Aequi-
potentialfliichen sind concentrische Kugelflichen um den geladenen
Punkt. Die Potentialfunction, die wir ¢, nennen, ist:

¢ =1, n=Ve—z)+@H—un?+c—x5)7 (28

Wir wollen nun die Differentialquotienten von ¢, nach den darin
steckenden Variabelen z, y, # bilden. Man findet:

O = iR, B

0w = n O Sl

Dl o A 282,

3y 6 =3 (23 2)
% —3%

‘p1=_cl 1




§ 10 LAPLACE'SCHE GLEICHUNG, 31

Diese Ausdriicke sind mit Ausnahme der Stelle », y, , im ganzen
Raume endlich und stetig.

Differenziren wir nochmals nach den gleichgerichteten Coordi-
naten, so kommt:

P, 1 3@ — =)

577 T | P +6 o

ity 1, 8-y

6—y;— = 81 ;-—-E + cl .._._._._r;.i_l__. (231})
0, 8(x —x,)*

Auch diese zweiten Differentialquotienten sind mit Ausnahme
derselben einen Stelle im Raume iiberall endlich und stetig. Bilden
wir nun die Summe dieser letzten drei Gleichungen, so erhalten wir:

o So—mP+ly—yP+E—mu)}
r,®

Da aber die geschweifte Klammer im Zihler des zweiten Summanden

der rechten Seite gleich »? ist, welches sich gegen zwei Factoren

im Nenner hebt, so ist das zweite Glied + ¢ %, der ganze Aus-
1

druck mithin gleich Null:

0? 0% ¢ 0% ¢
G M e (24)
Dies ist eine sehr allgemeine partielle homogene lineare
Differentialgleichung, deren Integrale zuerst von Larrace studirt
worden sind, und die man deshalb die Larnace’sche Differential-
gleichung nennt. Die Summe der drei zweiten Differentialquotienten,
fir welche das abkiirzende Zeichen 4, (oder auch V*g¢,) in
Gebrauch ist, wird auch wohl als Larrace'sche Operation bezeichnet.
Dieselbe ist hier bezogen auf ein bestimmtes Coordinatensystem, es
sei aber gleich erwiihnt, dals sie eine davon unabhiingige Bedeutung
hat [vergl. z. B. Band II, 8. 111, Gleichung (54e¢)], und auch in
anderen als cartesischen Coordinaten ausgedriickt werden kann.
Fiir unsere Potentialfunction ¢, muls also die Kigenschaft

dg, =0 (249)
an allen Stellen des Raumes erfiillt sein. Nur an der Stelle z,, y,, ,,
wo die felderzeugende Ladung e, ihren Sitz hat, kinnen wir nichts
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dariiber aussagen, denn dort wird der mathematische Werth von
@, = ¢ /r, unendlich und dessen Differentialquotienten, die in (23a
und b) gebildet wurden, werden dies in noch hoherem Grade und
verlieren auch jeden bestimmten Sinn. Physikalisch kdnnen wir
auch nichts weiter aussagen, als dafs es geladene Punkte ohne jede
Ausdehnung nicht giebt, dals daher das Potential dicht um das
Centrum herum einen anderen physikalischen Verlauf haben wird,
als der mathematische Ausdruck e /r, angiebt.

Haben wir nun noch an anderen Stellen z,, y,, z4; 24, ¥y
%43+ ... Punkte mit den Ladungen ¢,, ¢, ... und nennen wir die
Abstiinde von diesen Punkten 7y, 7y, . ..., so gelten fiir die Potential-
functionen, welche jeder dieser Ladungen fiir sich allein zugehbren,

also fiir ¢, = ;—’-‘- ) Py = ;c?_ , + «» Differentialgleichungen von der

2

niimlichen Form, jede hai ihre Ausnahmestelle in dem geladenen
Centrum. KEs ist

Ag, = 0 tberall aufser an der Stelle =z, y,, z,,

A, =0 tiberall aufser an der Stelle ay, y,, %,

ete.
Die gleichzeitize Anwesenheit eines ganzen Systems von Punkt-
ladungen erzeugt eine Potentialfunction

In jedem geladenen Punkte wird einer der rechtsstehenden Summan-
den unendlich und damit die ganze Summe ¢ ebenfalls unendlich.

: : ; i 0* o*
Wir wollen nun 4¢ bilden. Da die Operation 4 = 33t 3y +

2
Py einen linearen homogenen Ausdruck liefert, ist 4 von einer

Summe gleich der Summe der 4 von den einzelnen Summanden,
also:

- s H s
A A"‘1 +Ar, +Ars bty

Die Glieder rechts sind, wie wir gesehen haben, im Allgemeinen
iiberall gleich Null, nur gilt dies fiir das erste Glied nicht an der
Stelle, wo ¢, liegt, fir das zweite nicht an der Stelle ¢, und so
weiter. Es folgt also

dp =0 (25)
mit Ausnahme aller Stellen 1, 2, 3, .....
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Die Potentialfunction eines Systems geladener Punkte geniigt
also im ganzen Raume mit Ausnahme der Orte der Punktladungen
selbst der Larnace’schen Differentialgleichung.

§ 11. Continuirlich verbreitete Ladungen in rdumlichen
Bezirken.

Wir wollen nun dazu iibergehen, uns an Stelle der diskreten
elektrisch geladenen Punkte continuirlich verbreitete Ladungen vor-
zustellen. An ponderabler Substanz miissen wir die Ladungen stets
haftend denken. Wir wollen auch fiir den Anfang annehmen, dals
die Vertheilungen unverriickbar festgehalten werden, dals sie sich
also nicht etwa erst zu einem Gleichgewichtszustand der elektrischen
Kriifte zurechtschieben, wie dies in metallischen oder fliissigen
Korpern geschieht, in welchen entweder die Elektricititen oder aber
die ponderablen Triiger frei flielsen kinnen. Wir denken uns also
die Triiger als feste vollkommene Isolatoren und die Vertheilungen
der Elektricititen als willkiirlich und unveriinderlich vorgeschrieben.
Die erste mogliche Vorstellung ist die, dals die Elektricitit mit
endlicher riiumlicher Dichtigkeit in einem oder mehreren Korpern
verbreitet ist; ein endliches Quantum ist dann in einem endlichen
Volumen enthalten; die Raumdichtigkeit & der Ladung an einer
Stelle ist der Grenzwert, dem sich das Verhiiltnils des elektrischen
Quantums zum damit ausgefiillten Volumen bei verschwindender
Grolse des letzteren nithert. Dadurch wird bei bekannter Vertheilung
die Dichtigkeit ¢ eine bekannte Function des Ortes im geladenen
Korper. Diesen Ort wollen wir durch die Cartesischen Coordinaten
&, n, £ bezeichnen. Stetig braucht die Function & nicht zu sein,
aber wir wollen sie als iiberall endlich voraussetzen.

Der Dimension nach ist die elektrische Raumdichtigkeit gleich
Elektricitiitsmenge dividirt durch Volumen, also im elektrostatischen
Maalssysteme nach Gleichung (2)

e =Lyt r-1) - (26)

Thre Einheit im C.G.S.-System ist eine aulserordentlich geringe
Grilse, da eine Ladungseinheit, deren Kleinheit am Schlusse von
§ 2 bereits geschildert wurde, ein ganzes Cubikcentimeter ausfiillt.
Wenn wir nun die Potentialfunction des elektrischen Feldes
suchen, welches eine riumlich stetige Elektricititsvertheilung erzeugt,
80 konnen wir die bei den Systemen geladener Punkte aufgestellten
Begriffe und Formeln auf den vorliegenden Fall iibertragen.

H, v. Heuvuorrz, Theoret. Physik. Bd, IV, 3
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An die Stelle eines geladenen Punktes tritt hier ein geladenes
Volumelement, in welchem das Quantum &é-d&+d7-d{ enthalten ist.
Liegt dieses an der Stelle & #, £, so erzeugt es in einem Raum-
punkt #, y, %, dessen Abstand von dem Volumelement also

re=Ye—§+y—n0'+@E-0
ist, ein Potential d¢ von der Grilse

e-d&-dn-d
dq3=._.___§._f......__€.. .

An die Stelle der Summation iiber die Potentiale, die von vielen
geladenen Punkten herrithren, tritt hier die Integration des Aus-
drucks d ¢ iber alle geladenen Volumelemente:

o= [[[agan-az- £ @)

Hier kommen die Integrationsvariabelen &, #, ¢ sowohl in der
Funktion &, als auch in » vor, withrend in » die Ortscoordinaten
©, y, ~ des Punktes, fir welchen der Wert ¢ gesucht wird, die
Rolle fester Parameter spielen. Darum ist auch ¢ eine Function
von z, y, x, wihrend die Integrationsvariabelen durch die festen
Grenzen des bestimmten Integrals verdriingt sind.

Liegt der Punkt z, y, » aufserhalb des geladenen Korpergebiets
an einer von Elektricitit leeren Stelle, wo & = 0 ist, so sind alle
im Integranden vorkommenden Abstinde » von endlicher Grofse;
das Potential ¢ ist dort ebenso sicher endlich und stetig, wie es
bei punktformigen Ladungen an leeren Stellen ist. KEs lifst sich
auch auf analoge Weise, wie im vorigen Paragraphen beweisen, dafs
das Potential einer continuirlich riitumlichen Elektricititsvertheilung
in den von Ladungen freien umgebenden Raumtheilen der Larrace'-
schen Differentialgleichung folgt, denn die Operation 4, fir die
Parameter z, y, # an dem Integral ausgefithrt, kann, da diese
Parameter nicht in den Grenzen vorkommen, an dem Integrandus
vorgenommen werden:

A¢=Afffd§-df:-d§»-:— =fffd§-dc;-dc-d(~;) =0. (27a)

Liegt dagegen der Punkt z, y, # innerhalb des geladenen Ge-
bietes, so werden die direkten Uebertragungen aus der Theorie des
Potentials von Punktladungen hinfiillig, weil » fiir denjenigen Theil
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der Integralsumme, in welchem der Punkt selbst liegt, verschwindend
klein, der Integrand also unendlich grofs wird.

Wir wollen nun zeigen, dals trotzdem bei endlicher Dichtigkeit &
das Integral ¢ einen bestimmten endlichen Werth behilt. Wir fithren
statt der rechtwinkligen Coordinaten g, 5, ¢ ein Polarcoordinaten-
system ein, dessen Anfangspunkt im Innern des geladenen Gebietes
an der Stelle =, y, » liegt, fiir welche wir den Werth von ¢ suchen.
Dann ist

g — @& = rcos |9',
7 — y = rsin . cos 7,

{ —z=rsind.siny
und das Volumelement ist

dr=dr-d®+dn+r?sind.
Mithin

(p=fffdrdt9'dqr’3in0--:- =-fffdrd3dn»r-3inz9"a. (28)

Legen wir um den Anfangspunkt eine Kugelfliche mit dem
kleinen Radius p, so wird das Integrationsgebiet dadurch in den
Raum aufserhalb und innerhalb der Kugelfliche zerschnitten und
dem entsprechend zerfillt auch das Raumintegral ¢ in zwei Theile.
Derjenige Theil, welcher die Integration iiber den #Aufseren Raum
enthiilt, ist sicher endlich, denn die Stelle, an der » =0 wird, ist ja
durch die kleine Kugel herausgeschnitten, Wir haben es daher nur
zu thun mit dem Integral iiber den Kugelraum selbst, welches wir
¢, nennen:

Po =fd1’ﬁ0’j§?j'r¢l'3iﬂ . (28a)
0 00

Der Mittelwerth der elektrischen Dichtigkeit in der Kugel, & ein
nach unseren Voraussetzungen endlicher Betrag, kann vor das In-
tegral gesetzt werden, welches sich dann leicht ausfithren it

? o
(p‘,=s-2ujrdr-fd3-sinu?=2ﬂig'- (28 b)
0

0

Aus dem Factor ¢? erkennt man, dafs mit verschwindendem
Radius ¢ auch der Integralwerth iiber das Innere der Kugel gegen
Null strebt und damit ist bewiesen, dafs das Potential riiumlich

verbreiteter Ladungen auch im Inneren der geladenen Bereiche
H.
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endlich bleibt. Wir konnen den Satz sogar noch erweitern, indem
wir zeigen, dafs die elektrische Dichtigkeit in einem Punkte sogar
in gewisser Weise unendlich werden darf, ohne dafs dort fiir ¢ das
Gleiche gilt. Setzen wir z. B. folgende Vertheilung an:

e (29)

wo A eine Constante und » eine positive Zahl ist, so erhalten wir
im Nullpunkt s = oo. Berechnen wir aber ¢, nach Gleichung (28a)

o ] 2= e
tpp=fdrfdu9'fdﬂ-r-;--Sina‘}=2u-2A dreyl=»
0 iy 0 0 (294)

2-:1.

Wenn nur 2—x ein positiver Exponent ist, wenn also x kleiner
als 2 ist, verschwindet dieser Ausdruck ¢, mit verschwindendem g,
und das Potential ¢ bleibt in jenem Punkte endlich, obwohl die
Dichtigkeit der Elektricitiit dort unendlich wird.

Nun wollen wir die ersten Differentialquotienten des Potentials ¢
nach den Variabelen z, y, » betrachten, welche mit negativem Vor-
zeichen versehen, die Componenten der elektrischen Feldstirke oder
Kraft angeben. Da jede dieser Variabelen, z. B. z, nur als Para-
meter in dem Neuner » des Integrandus vorkommt, so wird die
Differenzirung des urspriinglichen Ausdrucks ¢ in Gleichung (27)
unter dem Integralzeichen ausgefiihrt:

e[ - o5t .

S.etzen wir w:ieder das Volumelement des Polarcoordinatensystems
ein, 80 hebt sich * fort und es bleibt:

o _ s
T fdrd&-dq « g 8in ¢ cos %, (30)

a.latl) ein. endlicher.Betrag. Wiirde man auch hier das Raumintegral
theilen in den Beitrag der kleinen Kugel vom Radius p und des

dulseren Raumes, 80 wiirde ersteres proportional der ersten Potenz
von ¢ verschwinden,
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Aehnliche Resultate wiirde man fiir & ¢/d'y und 0 ¢/d « finden,
wenn auch dabei wegen der Lage der Polaraxe noch Kreisfunctionen
des Liingenwinkels # mit eingehen wiirden, welche aber als echte
Briiche die Grofsenordnung der Integrale nicht verindern konnen.
Wir ziehen daher den Schlufs, dafs auch die elektrischen Kriifte im
Inneren riiumlich geladener Gebiete endlich bleiben und bestimmte
Intensitiitt und Richtung besitzen.

Auch hier kann sogar die Dichtigkeit ¢ noch an einzelnen
Punkten iiber alle Grenzen wachsen, ohne dafs die Feldstirke
das Gleiche thut. Setzen wir wieder

und integriren iiber den kleinen Kugelraum um die Unstetigkeits-
stelle von &:

n b

o 2n
%%::fdrqufd& sin 19*-coaﬁi= 2mAdp 1—*-fda9~sim9'cos&. (81a)
0 0 0 0

Dieser Ausdruck verschwindet mit g, sobald der Exponent
1 —x positiv ist, sobald also x kleiner als 1 ist. Dabei kann also
die Dichtigkeit immer noch im Nullpunkt unendlich werden wie
eine echt gebrochene Potenz von ». Auf einen zweiten Umstand,

dals niimlich das iibrig gebliebene f d & sin & cos & = 0 ist, wollen
0

wir kein besonderes Gewicht legen. Das riihrt nur daher, dafs wir
den Abfall der Dichtigkeit & nach allen Richtungen radial sym-
metrisch angesetzt haben. Bei solcher Vertheilung kann freilich im
Symmetriecentrum keine Kraft nach irgend einer Seite zu Stande
kommen, weil sich diametral gegeniiberliegende gleiche Ladungen in
ihrer Wirkung auf das Centrum stets aufheben, sie mogen so stark
sein, als beliebt.

Gehen wir nun aber zu den zweiten Differentialquotienten von
@ fiber, welche uns wegen der Laplace-Gleichung interessiren, so
stofsen wir selbst bei endlicher riumlicher Dichtigkeit auf Hinder-
nisse. Der im Volumelement des Polarcoordinatensystems vor-
kommende Factor »? reicht nicht mehr hin, die im Nenner bei den
Differentialquotienten auftretenden Potenzen von r aufzuheben, son-
dern es bleibt 1/r im Integranden zuriick. Dieses iiber die kleine Kugel
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[4 e
integrirt, giebt aber f dTr = log nat r, was den unbestimmten Werth
0 0
oo—oo annimmt. Man kann also bei den zweiten Differentialquo-
tienten des Potentials nicht mehr den Schlufs ziehen, dals der Bei-
trag der kleinen Kugel zugleich mit deren Radius verschwindet.
Dasselbe gilt dann auch von der Summe der zweiten Differential-
quotienten, welche mit 4 ¢ bezeichnet wurde. Zerschneiden wir also
das Volumintegral ¢ in einen Teil ¢,, erstreckt iiber den Raum der
kleinen Kugel, und einen zweiten ¢ itber den iHufseren geladenen
Raum, so ist sicherlich wie in (27a) gezeigt: 4¢’ = 0. Uber A,
aber konnen wir nichts aussagen, und deshalb auch iiber 4 ¢ nicht.
Wir werden nachher sehen (was LiapnaceE noch nicht erkannt zu
haben scheint) dals thatsiichlich an Stellen mit riumlicher elek-
trischer Dichtigkeit das 4¢ einen von Null verschiedenen Werth
besitzt.

In dem Falle, dafs die Dichtigkeitsvertheilung in einem Punkte
auf Null heruntergeht, lifst sich indessen zeigen, dals das Integral
iiber die kleine Kugel mit dieser schwindet.

Setzen wir z. B. ¢ = 4.r% wo x eine positive Zahl ist, so wird
dadurch eine von Null anwachsende radial gleichmii(sige Vertheilung

dargestellt. In dem Integranden, der vorher f —? enthielt, bekommen

Ao s d : 5o
wir jetat f—}r"=fdr ro=l . xir*, also eine positive Potenz

von 7, welche bewirkt, dafs der Antheil der kleinen Kugel fiir o =0
verschwindet. Je kleiner die Zahl » gewithlt wird, um so steiler
ist der Anstieg der Dichtigkeit um die Nullstrecke herum und da
wir » als echten Bruch ansetzen diirfen, so ist ein sehr schroffer
Uebergang von der Dichtigkeit Null in dem betrachteten Punkte zu
endlichen Werthen vertriiglich damit, dafs im Centrum 4 = 0 bleibt.

Zu je hoheren Differentialquotienten von ¢ man iibergeht, um
so hohere Potenzen von » treten im Nenner des Integranden auf.
Ueber den Beitrag, den das Integral iiber den verschwindenden
Kugelraum zu einem dieser hoheren Differentialquotienten liefert,
kann man nichts aussagen; er kann endlich, unendlich und unstetig
wechseln.

Fassen wir nochmals die wichtigsten Ergebnisse dieses Para-
graphen zusammen: Bei endlicher riumlicher Dichtigkeit der Elek-
tricitit haben die in unendlich geringer Entfernung von dem be-
trachteten Punkt z, y, » gelegenen Ladungen einen verschwindend
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kleinen Einfluls auf den Werth des Potentials ¢ und seiner ersten
Differentialquotienten, welche die Feldstiirke messen. Diese Grolsen
bleiben daher im Inneren geladener Bereiche endlich. ¥Es folgt
daraus sogar direct, dals sie sich auch stetig veriindern miissen,
selbst an Stellen, wo & unstetig ist, z. B. wenn man mit dem Punkte z, y, z
aus leerem Gebiet in geladenes iibertritt. Die zweiten Differential-
quotienten und namentlich das 4@ wird aber in seinem Werthe
empfindlich beeinflufst durch die in unendlich kleinem Raum um
den betrachteten Punkt herumliegenden Ladungen, also durch den
lokalen Werth der Dichtigkeit &. An Stellen, wo dieser sich un-
stetig iindert, z. B. an der Grenzfliche zwischen leerem und ge-
ladenem Gebiet, werden daher auch Spriinge von 4¢ zu erwarten
sein. Mehr lifst sich einstweilen nicht dariiber aussagen.

§ 12. Continuirlich verbreitete Ladungen auf Flichen.

Kine zweite Mbglichkeit, continuirlich verbreitete elektrische
Ladungen sich vorzustellen, besteht darin, dals man die Elektricitit
auf vorgeschriebenen Flichen ausgebreitet denkt derart, dals ein
endliches Quantum der Ladung ein endliches Flichenstiick bedeckt.
Der Quotient aus der Ladung, dividirt durch die bedetkte Fliche,
nithere sich fiir verschwindende Grifse der letzteren an jeder Stelle
der Fliche einem festen endlichen Grenzwerth, welcher die Flichen-
dichtigkeit ¢ der Elektricitiit genannt wird. Wir wollen auch hier
zuniichst voraussetzen, dafls die Vertheilung unverriickbar von der
Fliiche festgehalten werde, sich nicht etwa erst unter Wirkung der
elektrischen Kriifte darauf zu einer Gleichgewichtslage zurechtschiebe;
dann ist e als eine vorgeschriebene Function des Ortes auf der
Fliche zu behandeln, ein einzelnes Fliichenelement ds enthiilt dann
das Ladungsquantum de = e+ds.

Die Dimension der Flichendichtigkeit im elektrostatischen Maals-
system findet man, indem man die elektrostatische Dimension der
Ladung, Gleichung (2), dividirt durch die Dimension L* der Fliche.
Es ist mithin

e=[L¥METY], (32)

Ihre Einheit im C.G.S.-System bildet ein iiber ein Quadratcentimeter
verbreitetes Einheitsquantum.

Das Potential einer Flichenbelegung kann man ebenso be-
rechnen wie dasjenige von punktférmigen Ladungen eds; an Stelle
der Summation tritt hier eine Integration iiber simmtliche geladenen
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Fliichen, » bezeichne den Abstand der einzelnen Fliichenelemente d s
von dem Punkte z, y, %, in welchem ¢ gesucht wird. KEs ist dann

qp=ff.f_';di. (83)

Dieser Ausdruck ist endlich und verliuft sicherlich stetig, so lange
der Punkt in endlichem Abstand von der belegten Fliche bleibt.
Nithert er sich aber der Fliche bis zu einem verschwindenden Ab-
stand oder riickt er gar in die Fliche selbst, so wiichst der Integrand
fiir die niichstbenachbarten Flichenelemente iiber alle Grenzen. Es
bedarf dann einer besonderen Untersuchung, um zu erkennen, ob
auch dann ¢ endlich und stetig bleibt.
Wir denken den Punkt P (siehe die perspectivische Ansicht
Figur 2), in welchem ¢ gesucht werden soll, in sehr geringem Ab-
stande von der geladenen Kliiche,
fiilllen von ithm aus die Normale PV
p und legen um sie als Axe einen
Kreiscylindermantel vom Radius g,
Dieser schneidet aus der Fliche
ein rund umgrenztes Stiick heraus
Dieselbe Construction ist auch
denkbar fiir den Fall, dafs der
Punkt P genau in der geladenen
Fliiche liegt, sich also mit N deckt.
Zertheilen wir nun das Integral
fir ¢ [Gleichung (83)] ebenso, wie
' Fig. 2. die geladene Fliche, so leuchtet
ein, dals der iiber die aulserhalb
des herausgeschnittenen Stiickes liegenden Flichenbelegungen er-
streckte Antheil endlich und stetig bleibt, selbst wenn P nach N
riickt, weil eben die ilber alle Grenzen wachsenden Summanden
darin fehlen. Wir haben es daher nur mit dem Integral iiber das
im Inneren des Cylinders gelegene Stiick der Fliche zu thun. Wir
fihren in der durch P gelegten Querschnittsebene, welche also zur
Tangentialebene wird, wenn P nach N riickt, Polarcoordinaten ein:
Radius ¢ und Azimuth &. Das Flichenelement in dieser Ebene wird:

ds' = p-do-d . (34)

-\-—-'—-—
e o
\

Die Flichenelemente d s auf der geladenen, im Allgemeinen krummen
Fliiche withlen wir so, dals deren Projectionen auf die Querschnitts-
ebene sich mit den soeben angegebenen ds’ decken, vergl. Figur 2,
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Ist « der Neigungswinkel eines ds gegen die Grundebene, so
ist ds-cose = dg, oder
P P i s g (34a)
08 «
mithin der iiber das herausgeschnittene Fliichenstiick erstreckte Theil
des Integrals

0 e
wo=[40 [0 T e

Nun kann auf keine Weise p griofser werden als r, der Bruch g/r
also nie grofser als 1; im Allgemeinen ist vielmehr immer p/r < 1.
In Figur 2 ist p der Abstand des ds’ von P, withrend » durch die
punktirte Linie von P nach ds gegeben ist. Riickt aber P nach N
und hat die Fliche stetige Kriimmung, so nithert sich g/r fiir kleine
Abstinde dem Werthe 1 so stark, dals man es als Factor im Inte-
granden weglassen darf, was wir jetzt auch thun wollen. In allen
Fillen wird durch Unterdriickung dieses Factors der Werth von ¢,
hichstens vergrdfsert, niemals aber verkleinert, und in dem Falle
P = N fiiberhaupt nicht alterirt.

Das Integral ¢, in (85) erscheint dann als bestimmtes Doppel-
integral mit endlichen Grenzen fir die Variabelen & und p. Der

Integrand ist E}E’ also ebenfalls endlich, wenn nicht in dem eng-

begrenzten Flichenstiick bereits Neigungen von einem rechten Winkel
gegen die Tangente im Mittelpunkt vorkommen. Das ist aber bei
stetig gekriimmten Flichen ausgeschlossen, vielmehr wird dann der
cos ¢ bei hinreichend kleinem g, iiberall nahe gleich 1 sein, so dals
man ihn ebenfalls ohne Fehler weglassen kann. Liifst man endlich
den Cylinderradius g, kleiner und kleiner werden, so kann man statt
der Variabelen e einen festen Mittelwerth  setzen, der jedenfalls
endlich bleibt, und man erhiilt den Grenzwerth:

qjo"’?“?u'é:

welcher mit p, gegen Null abnimmt. Damit ist bewiesen, dals ¢
endlich und stetig bleibt, auch wenn der Punkt durch die Fliche
hindurchtritt an einer Stelle, in welcher Elektricitit mit endlicher
Flichendichtigkeit verbreitet ist. Es wurde eben der Umstand be-
niitzt, dafs bei stetig gekritmmten Fliichen sowohl o/r wie cos @ sich
der 1 niihern, so dals man beide Factoren weglassen darf. Es sei
erwithnt, dafs das Gleiche auch gilt fiir die (nicht stetig gekriimmte)
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Spitze einer Kegelfliche. Bei dieser niihern sich jene beiden Fac-
toren zwar nicht der 1, aber es ist dann f = ¢os ¢, delshalb heben

sich beide gegeneinander.

Das Integral ¢, in Gleichung (85) iiber den Flichenausschnitt
verschwindet mit g, sogar noch dann, wenn der Integrand in ge-
wisser Weise unendlich wird.

Nehmen wir z. B. folgende Vertheilung an:

0 e A

—
r cose 0"

) (36)

welche fiir positives » im Centrum unendlich wird, so ist:

n o0

,,D=Afd.9f%f;=2uA-gol--, (364)
0 0

verschwindet also mit g,, so lange nur » ein echter Bruch ist.
Wird also die elektrische Flichendichtigkeit ¢ auf einer stetig ge-
kritmmten Fliche oder an der Spitze einer Kegelfliiche (wir kdnnen
auch noch hinzufiigen ,an einer scharfen Kante“) unendlich wie eine
echt gebrochene Potenz des reciproken Abstandes 1/p, so bleibt trotz-
dem die Potentialfunction an dieser Stelle endlich und stetig.

Bildet man einen ersten Differenzialquotient von ¢, z. B. %%-,

80 ist zu beachten, dals # nur in » steckt, und dals

7] (l) cos (r, x)
dz\r/ =

ist. Das iiber die Fliiche aufserhalb des Cylinders erstreckte Integral
hat endliche und stetige Differentialquotienten. KEs kommt nur

an auf
2x

[
dp, cos(r,z) e
ﬁ;""f“‘f"?'? " oosa (81)

Fiir Punkte, welche in der geladenen Fliiche selbst liegen, hat dieser
Ausdruck keinen bestimmten Sinn mehr, denn wegen einer im
Nenner iibrig bleibenden ersten Potenz von », wofiir man im Grenz-
fall und bei stetiger Kriltmmung auch p setzen darf, erhiilt man der

Co
Grofsenordnung nach lognat o, das wird oo — oo, Sobald der
0
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Punkt aber deutlich auf der einen oder auf der anderen Seite der
geladenen Fliche liegt, wenn auch noch so nahe, so wird » niemals
genau = 0, der Ausdruck (37) nimmt dann einen bestimmten end-
lichen Werth an, welcher aber nicht mit g, zugleich gegen Null strebt,
wenn wir den Abstand von der Fliiche < g, lassen. Ks ist auch direkt
zu erkennen, dafs die Beitriige, die (37) zu dem ganzen —g—zl liefert,
wenn man von beiden Seiten an die Fliche heranriickt, entgegen-
gesetzt gleich werden miissen, denn withrend alle iibrigen Factoren
beidemal die gleichen sind, hat » entgegengesetzte Richtungen, also
der cos(r,«z) beidemale entgegengesetzt gleiche Werthe. So bildet
sich eine endliche Differenz zwischen den Werthen von gz an
zwei Stellen, welche in verschwindendem Abstand von einander zu
beiden Seiten der Fliche liegen, d. h. die ersten Differential-
quotienten des Potentials werden dort unstetig, bleiben aber endlich.
Nur die nach der Richtung einer Tangente an die Fliche ge-
nommenen Differentialquotienten miissen stetig bleiben, weil die
Function ¢ selbst in der Fliche eindeutig ist und zu beiden Seiten
stetig verliuft. Fiir diese tangentialen Differentialquotienten wird
auch in dem mnach Analogie von (87) gebildeten Ausdruck der
Winkel zwischen der Richtung » und der Differentiationsrichtung
(dort ) ein rechter, sein Cosinus also gleich Null

An Stellen, wo die Fliichendichtigkeit verschwindet wie eine
positive Potenz des Abstandes g, selbst wenn der KExponent ein
echter Bruch ist, fallen indessen die Spriinge fort.

& 13. Continuirlich verbreitete Ladungen auf Linien.

Der Vollstiindigkeit halber wollen wir noch elektrisch geladene
Linien betrachten, obwohl man solche in der Theorie der wirklich
vorkommenden elektrostatischen Vertheilungen nur selten und nur als
idealen Grenzfall zu verwenden hat. Wir werden dabei auf den
Begriff der Liniendichtigkeit E gefithrt. Das Lingenelement di der
geladenen Linie enthiilt das Quantum de = F.dl; auf einer end-
lichen Strecke liegt ein endliches Quantum. Die Dimension ist

E =Lyt 71

Die Einheit der Liniendichtigkeit im elektrostatischen C.G.S.-System
triigt auf einen Centimeter eine elektrostatische Einheit (§ 2).
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Das Potential geladener Linien ist

E-dl
g (38)

und verhiilt sich im leeren Raume ebenso stetig und endlich wie
dasjenige von Punkt-, Raum- und Flichenladungen. Suchen wir
aber ¢ fiir einen Punkt der geladenen Linie selbst, so wird fiir diese
Stelle » = 0, der Integrand unendlich, Wir wollen der Einfachheit
wegen annehmen, dals ein hinreichendes Stiick der Linie zu beiden
Seiten des gewithlten Punktes als gerade Linie gelten darf. Nur
iiber dieses Stiick brauchen wir zu integriren. Die Abmessungen der
Linge ! auf der Linie kbnnen wir von dem gewiihlten Punkte als
Nullpunkt aus rechnen, nach der einen Seite positiv, nach der anderen
negativ; dann ist auch die Richtung des positiven Zuwachses d!
und die untere Grenze als negativ, die obere als positiv festgelegt.
Der Abstand r ist seinem Betrage nach gleich /, aber er ist nach
beiden Seiten positiv zu rechnen. Bezeichnen wir den absoluten
Betrag mit | 7| so wird

3
—fdl o=t

— = 2F | — =2 E lognat!. (38a)

_l” 0 ; 7

+
p=B dl

Dies wird wegen der Stelle ?= 0 logarithmisch unendlich. Die
Differentialquotienten des Potentials werden bei unendlicher An-
nitherung an die geladene Linie noch stirker unendlich.

Da wir punktformige Ladungen zuallererst als einfachste Vor-
stellung betrachtet haben, kennen wir jetzt alle Moglichkeiten der
Vertheilung.

Bei der Discussion iiber das Verhalten der Potentialfunction
und ihrer Differentialquotienten stiefsen wir auf zwei Fille, in denen
wir durch allgemeine Betrachtung der Integrale keinen Schlufs auf
die Werthe ziehen konnten. Es waren dies die zweiten Differential-
quotienten und mit ihnen das Larnace’sche 4¢ im Inneren riium-
licher Ladungen, und zweitens die Spriinge der ersten Differential-
quotienten an geladenen Flichen.

Diese Liicken sollen im Folgenden ausgefiillt werden. Wir
werden zuerst die filr die Berechnung bequemsten Umstiinde aus-
withlen, deren Kenntnifs uns dann auch bei den allgemeinen Fiillen
niitzlich sein wird.



§ 14 POTENTIAL EINER KREISSCHEIBE. 45

& 14. Potential einer gleichmiifsig belegten Kreisscheibe
in Punkten der Axe.

Um das Potential eines geladenen ebenen Flichenstiickes von
kreisformiger Begrenzung zu berechnen, legen wir in das Centrum
der Kreisfliche ein ebenes Polarcoordinatensystem: Radiusvektor g,
Azimuth % Der Radius des Randkreises sei R. Senkrecht auf
dieser Ebene legen wir durch das Centrum eine Axe, auf der die
Abmessungen » nach der einen Seite positiv, nach der anderen
negativ gerechnet werden. Wir suchen das Potential der Scheiben-
ladung hier nur fiir Punkte, welche auf dieser x-Axe liegen. Der
Abstand eines solchen Punktes von einem der Flichenelemente der
Kreisscheibe ist bestimmt durch den absoluten Betrag

withrend das Flichenelement durch

ds=p-dp-d}

gegeben ist. Die Flichendichtigkeit ¢, welche im Allgemeinen als
Function von ¢ und # beschrieben werden kinnte, nehmen wir als
constant an. Dann ist

2n R
q,_ff“i” =.gfd,'ff_(id_({,
r
0 0

Zur Ausfiihrung des inneren Integrales ist es bequemer, » anstatt o
als Variabele einzufiihren. Da x bei der Integration ein fester
Parameter ist, so liefert die Differentiation des Ausdrucks »

edo  pdp
R

Der unteren Grenze p = 0 entspricht » =)/2*, was den absoluten
Betrag der z-Abmessung bedeuten soll. Der oberen Grenze ¢ = R
entspricht das ebenfalls absolute » =)2* 4 R¥, Die Integration
iber den Winkel % liefert den Factor 2x. KEs wird also

p = 250 (JFF I — 1)

Der Verlauf zu beiden Seiten der Scheibe ist ein symmetrischer.
An der Platte selbst ist ¢ stetig und endlich und hat dort den
maximalen Werth 27eR.

dr =



46 ERSTER THEIL. § 15

Bilden wir nun von ¢ den Differentialquotienten nach der
Coordinate #z, so finden wir:

L RO Ok e
9% Ty T )
Der algebraische Zihler » hat auf beiden Seiten der Scheibe ent-

gegengesetzte Vorzeichen, withrend die absoluten Wurzeln im Nenner
beiderseits positiv sind. Auf der Seite der positiven x ist daher

]/;

gilt bis dicht heran an die geladene Fliche, also bis zum Ver-

= — 1. Dies

- + 1, auf der Seite der negativen z aber
Ve .
X

schwinden des Abstandes . Der erste Summand — % __ nihert
V;s + R?

sich bei diesem Grenziibergange dem Werthe %, verschwindet also
mit x Deshalb sind nach vorstehender Gleichung die Werthe von
%t dicht an der Fliche auf der positiven Seite

(_6_‘3’_) -2

+0
auf der negativen Seite

(51) 5 2ne

-0

Dieser Differentialquotient erleidet beim Durchgang durch die ge-
ladene Fliche einen Sprung, dessen Grofse wir finden in der

Differenz 5 2
(%) 5 55) 5~ 4me.

Es ist bemerkenswerth, dals die Grofse des Sprunges nur von
der Fliichendichtigkeit e abhiingt, nicht aber von dem Radius der
Scheibe.

§ 15. Potential einer gleichmiifsig belegten Kugelfliche.

Die constante Flichendichtigkeit sei ¢, der Radius der Kugel-
fliche sei . Wir legen ein ritumliches Polarcoordinatensystem in
den Mittelpunkt der Kugel. Die Polaraxe gehe von dort aus nach
dem Punkte hin, in welchem wir das Potential bestimmen wollen;
dessen Abstand vom Kugelcentrum sei p. Fiir Punkte im inneren
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Kugelraum ist p < R, fiir dufsere Punkte ist p > R Den variabelen
Polwinkel nennen wir %, den variabelen Liingenwinkel . Das Ober-
flichenelement der Kugel ist dann:

ds = R*sin & -d - dy. (39)

Der Abstand r desselben von dem ausgewihlten Punkt wird be-
stimmt durch die bekannte trigonometrische Formel

r* = R*® 4 p*— 2Rpcos &. (89a)

Das Potential ¢ = f f c—? wird also nun

2 =

¢ = R%qufsm‘:d'&. (39 b)

0 0

Die erste Integration nach dem Lingenwinkel lifst sich ohne weiteres
ausfithren und liefert den Factor 27 Fiir die zweite Integration
ist es bequemer, die Formel (39a) nicht zur Einfithrung der Pol-
distanz & an Stelle der Variabelen » zu beniitzen, sondern um-
gekehrt mit ihrer Hillfe die in & ausgedriickten Grofsen durch
golche in » zu ersetzen. Dies erreicht man leicht, indem man die
Gleichung (39a) bei constant gehaltenem R und p differenzirt:

rdr = Rpsindd .

Hieraus lifst sich der Zihler unter dem Integral (39 b) folgender-
maafsen in » angeben:

rdr
Rp °

sin 9d & =

Es hebt sich dann noch » in Ziihler und Nenner. Der unteren
Grenze & = 0 entspreche 7,, d. i. der Abstand unseres Punktes von
dem ihm zugekehrten Pol der Kugel, der oberen Grenze ¢ = = ent-
spreche r, (abgewendeter Pol der Kugel. KEs ist hiernach

{f,, i "o) . (89 0)

Die Grenzen r, und r, sind die absoluten Betriige der Ab-
stinde des Punktes von den beiden Kugelpolen, man mufs daher
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zwischen fulseren und inneren Punkten untrscheiden. Fiir iulsere
Punkte ist

r=p + R, ra=P_R: rn_'f0=2R

also
L2 (404a)
4
Fiir innere Punkte ist
tx=R+p r,=R—p, ta—1,=2p (401)
also
@ = 47w Re.

In diesen beiden Formeln liest man folgende Regeln: Der Zihler
von ¢, enthiilt die gesammte Ladung der Kugeloberfliche

e=4x R,
mithin ist ¢, = %, also ebenso grols, als wenn statt der Kugelbelegung

die gesammte Ladung in deren Mittelpunkt concentrirt vorhanden
wiire. Delshalb ist auch das Feld, welches die gleichmiifsig be-
ladene Kugel im iiufseren Raume erzeugt, Richtung und Intensitiit
der elektrostatischen Kraft gleich den entsprechenden Werthen der
gedachten Punktladung im Centrum.

Dieser uns bereits genau bekannte stetige Verlauf der Function
reicht bis an die Kugel heran. An ihrer Oberfliche ist p = R und

defshalb
¢, =4mRe, fiir p=R.

Ebenso grofs ist aber das dort angrenzende ¢,, wie man aus
Gleichung (40i) sieht. Der Werth des Potentials verliuft also beim
Durchgang durch die geladene Kugelfliche stetig. Withrend es aber
aulsen reciprok dem Centralabstand p sich abflacht, hat es im Inneren
der Kugel iiberall denselben constanten Werth 4z Re.

Betrachten wir nun die ersten Differentialquotienten. Im fufseren

Raume giebt

de 4n Re

6;; =l (414a)
das steilste Gefiille in radialer Richtung an, und damit zugleich die
Intepsitiit der resultirenden elektrischen Kraft. Senkrecht dazu, also
in jeder zu den concentrischen Kugelflichen tangentialen Richtung
ist das Gefiille gleich Null. Im inneren Kugelraume ist

bl < 5 (41i)
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itberhaupt ist dort der Differentialquotient in jeder beliebigen Rich-
tung gleich Null, es herrschen keine elektrischen Kriifte im Hohl-
raum der Kugelfliche. Beide Formeln (41a und i) gelten fiir Punkte
in der geladenen Kugelfliche selbst. Wiihrend aber fiir die Innen-
seite dort noch 0,/dp = 0 gilt, niihert sich fir p = R der Aus-
druck fiir die Aulsenseite dem Werth d¢,/0p =— 4me. Der
Differentialquotient des Potentials in radialer Richtung ist also an
der geladenen Fliche unstetig. Geht man von innen nach aulsen,
so springt er von 0 auf — 4me; es ist

(el

Die Sprunggrifse — 4ze wird allein bestimmt durch die Flichen-
dichtigkeit, ist aber in diesem Beispiele unabhiingig vom Kugelradius.

Das aus den zweiten Differentialquotienten gebildete 4¢ ist
sowohl im inneren wie im #ufseren Raume gleich Null, innen, weil
¢; constant ist, aufsen, weil ¢, aussieht, wie das Potential einer
Punktladung. In der Fliche selbst aber verliert 4¢ seinen Sinn,
denn wo bereits die ersten Differentialquotienten unstetig sind, kann
man die zweiten nicht bilden.

§ 16. Gleichmiifsig vertheilte Ladung im Raume zwischen
zwel concentrischen Kugelflichen und in einer Vollkugel.

Die constante ridumliche Dichtigkeit der Elektricitit in der
Kugelschicht sei e. Der Radius der inneren Begrenzungsfliche sei
R,, der der iulseren R,. Wir legen in das gemeinsame Centrum
wieder ein Polarcoordinatensystem, dessen Polaraxe durch den Punkt
geht, in welchem wir das Potential bestimmen wollen. Dieser liege
im Abstand p. Der variabele Radiusvector ist ¢, der Polwinkel
i+, der Liingenwinkel . Das Volumelement in diesem Coordinaten-

system ist
dr = p*sin #.dp+d¥+dy, (48)

dessen Abstand » von dem ausgewithlten Punkt ist gegeben durch
r?=p* 4 p? — 2ppcos . (43a)
Das Potential der betrachteten Vertheilung ist

2a B E
35in
tp—fff—!i:-z=afdfjfdp a0 L2 (48b)
0 Ry 0 -

H, v, Heuatorrz, Theoret. Physik. Bd. IV. 4
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Die Integration nach dem Lingenwinkel liefert nur den Factor 2 a.
Im innersten Integral fiihren wir » statt & als Variabele ein. Dabei
ist zu beachten, dals p im innersten Integral fester Parameter ist.
Es wird dort nur iiber eine unendlich diinne Lage in der Schicht
integrirt. Delshalb liefert die Differentiation von (43a), wie im
vorigen Paragraphen,

rdr = pp-sind : d.
Der Integrand ist

g0 T Ll

r P
Den Grenzen 0 und x des Polwinkels entsprechen die absoluten
Werthe », und r, der Abstinde unseres Punktes von dem ihm
niichsten und fernsten Pol der Kugelfliche vom Radius p.
Nunmehr ist:

By rm= 9 By
(pz?ﬂ&fd?fd!’%=‘%i dp o (ry —r,). (43¢)
R >

To By

Die Differenz der absoluten Strecken (r, — r,) nimmt ganz wie
im vorigen Paragraphen verschiedene Formen an, je nachdem p
grofser oder kleiner als p ist. Es ist

re—1y=2p fir p > p,
ra—1r,=2p fiir p < p.
Danach ist auch das Resultat der letzten Integration je nach der
Liinge p ein verschiedenes.
Liegt unser Punkt aufserhalb der ganzen Kugelschicht, so ist
p > R, also auch grifser als siimmtliche ¢, iiber welche von R, bis

R, integrirt werden soll. Man hat dann r, —7,=2p zu setzen
und findet fir den #ufseren Raum

Ry

%=4ﬂfdo-9’=4“(3.’—12,“}- (44a)

P 3p
B

Das Volumen der geladenen Schicht ist als Differenz der beiden

4 ;
Kugelvolumina gleich 333 R} — —;i R* und kommt in ¢, als Factor

vor, welches zusammen mit dem anderen Factor & die Gesammt-

ladung der Schicht
dme

5 (B! —RY

g ==
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ergiebt. Hs ist demnach
e
p

Das Potential im Hufseren Raume — und damit auch das
elektrische Feld daselbst — ist so gestaltet, als wiire die gesammte
Ladung im Centrum zu einer endlichen Punktladung vereinigt. Dies
gilt bis an die Kugelfliche R,.

Liegt unser Punkt in der leeren Hohlung, so ist p < R, also
auch kleiner als siimmtliche im Integral vorkommenden p. Man
hat dann 7, — r, = 2p zu setzen und findet fiir den inneren Hohl-
raum, nachdem man p in Zihler und Nenner gehoben hat:

P, =

Ky
go=4ne[do o =2ms(R?— RY. (44)
&y
Dieser Ausdruck ist in der ganzen Hohlung constant, das Potential
hat dort kein Gefille, es existirt dort keine elektrische Feldinten-
gitit. Dies gilt bis an die Kugelfliche R,.

Drittens kann unser Punkt auch in der geladenen Schicht selbst
liegen. Dals ¢ dort noch endlich bleibt, haben wir schon in § 11
hinter Gleichung (28 b) festgestellt. Es werden dann aber in unserem
Integral (43 c) sowohl p < p wie auch ¢ > p vorkommen, so dals
wir fir (r, — r,) nicht iiberall denselben Ausdruck setzen diirfen.
Wir spalten defshalb das Integral in einen Theil von R, bis p und
einen von p bis R,. Im ersten ist fiir die Abstandsdifferenz 2p,
im zweiten 2¢ zu setzen. Wir haben dadurch unsere Schicht in
zwei Schichten zerschnitten, fiir deren erstere unser Punkt an der
Grenze des Aulsenraumes, fiir deren zweite er an der Grenze der
Hohlung liegt. Das Potential in diesem mittleren Raumgebiet
nennen wir ¢, und finden:

3 r i Ry

TE “Te

= d . 02 --—---—fd - n2

P r f@ 020+ 9 0-0°2p
r

&y

oder beide Theile nach dem Muster von ¢, und ¢, ausgefithrt:
dme
8p
Dies kann man noch durch eine leichte Umformung in die Form
bringen:

Pn = (»* — R+ 2ne(R? —p?).

[} 3
Po=2meR? — 3;”;;3— 43’”%- (44m)

4!
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Das Potential ist also in diesem mittleren Gebiet eine stetige
algebraische Function des Centralabstandes p von eigenthiimlicher
Form: Es besteht aus einer dem Quadrat des #uflseren Grenzradius
proportionalen Constante, von welcher erstens ein in p quadratisches
Glied, zweitens ein zu p reciprokes Glied abgezogen wird. Das
letztere, proportional dem Cubus des inneren Grenzradius, strebt
beim Schwinden der Hohlung, d. h. beim Uebergang zur Vollkugel,
gegen Null, und ist nichts anderes als das Potential der Fiillung
des Hohlraumes, welches abgezogen werden muls, weil wir den Hohl-
raum als leer von Ladung angenommen haben. Der Ausdruck ¢,
gilt bis an beide Grenzen R, und R,.

Zuniichst sieht man leicht, daB ¢ an beiden Grenzfliichen stetige
Uebergiinge zeigt. An der iulseren Grenzfliche hat man in ¢,
und ¢, einzusetzen p = R,. Das giebt:

2me 4me R?
Ga=2meR} - gt RI- SELIL
also identische Werthe.
An der inneren Grenzfliche hat man in ¢, und ¢, einzusetzen
p=R. Das giebt:

P =2me(Ry?® — R

Pu = BwaRI — 2ns 4me

2
Rl’_ 3 Rl
also gleichfalls identische Werthe.

Von den ersten Differentialquotienten sind die tangential zu
den concentrischen Kugeln genommenen im ganzen Raume gleich
Null. Das Hauptgefille, also die resultirende Kraft, hat iiberall
radiale Richtung. Man findet dafir in den drei Raumgebieten
folgende Ausdriicke:

d dme S_RS3 ¢

a?; =-——3 _B - R, _,____}.’_’_ (45a)
4 3

aa?”‘ LI 4;”.% (45m)

%%no. (454)
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Auch diese bleiben an den Grenzen des geladenen Raumes
stetig; setzt man niimlich im ersten und zweiten Ausdruck p = R,,
4ns R®—R?

3 ]lﬁsz
setzt man im zweiten Ausdruck p = R, so erhilt man Null, wie
im dritten Ausdruck.

go erhiillt man beide Male den Werth — -, und

Die zweiten Differentialquotienten nach p sind

0w, 8me R*—R?

op* e ) p* (46a)
e, dme 8me R? o
g T TG Wom)
Py, .

T 0. ; (461)

Sie verlaufen beim Durchgang durch beide Grenzflichen unstetig.
Um die Werthe von 4¢ in den drei Abtheilungen des Raumes
zu finden, mufls man zuniichst den Ausdruck aufsuchen, den die
Operation 4¢ fiir eine reine Function des Abstandes p von einem
festen Centrum annimmt. Liegt dieses an der Stelle z,, y,, %,
wiithrend 2, y, # den Ort des betrachteten Punktes angibt, so ist:

112 = (& — :cu)z + - yn)z P (B _,{“)2

0p 2z—ua 0p _ Y=Y dp _ B—%
S g dy 0 =5 0% P
(rlep e 1 (LE— .'!.‘l£ 6";;_ . 1 - (y e yn}a ' (47)
xS L oy p Pt
azp = 1_ = _(t' ey X’nju ;
0z  p p®
Anderseits ist:
Op _dy Op
dz dp Oz
d*¢ d*q (dp\*  dg 0%p
dz? dptliz dp 0z

nebst anﬂ,l(}gen Ausdriicken fiir die y- und die z-Coordinate. Setzt
man in diesen Gleichungen die Ausdriicke aus den Gleichungen (47)
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ein und bildet die Summe des zweiten Differentialquotienten, so
kommt heraus

@ (=20 + [y — ) + (& — )
A(P—dp ( 7 )
+E‘9_’(§ =)+ —y) + - zo)’)
dp \p P
oder 3
dop 2dg
4 == 48
7= T pdp (49)

Unter Benutzung der Gleichungen (46) und (45) erhiilt man also:

p 3 8s_ps
Fpre it =R S B S RE Ly g

p M ST p 3 r
4ns 8meR® 2 4ms 2 48R’
A¢m=—-—3-— 3 % ; -'-5-— ;""3'%’—=—4ﬂ8 (48111]
A, =0, (48i)

Also in den von Ladung freien Theilen des Raumes, sowohl im
fiufseren wie in der Hohlung, ist 4¢ = 0; das Potential folgt dort
itberall der Larrace’'schen Differentialgleichung. Das wulsten wir
schon. Aber in der gleichférmig mit riumlicher Ladung erfiillten
Schicht ist 4 = — 4ms. Dies ist ein neues wichtiges Resultat,
aus welchem hervorgeht, dafs der Werth des 4 ¢ allein durch die
riiumliche Dichtigkeit bestimmt wird, aber unabhiingig von der Lage
des ausgewithlten Punktes und von den Radien der begrenzenden
Kugelfliichen ist. Beim Uebergang aus leerem in geladenes Gebiet
und umgekehrt verliuft also 4¢ unstetig.

Die Betrachtungen iiber die Kugelschicht gelten unveriindert
auch fiir eine Vollkugel, welche gleichformig mit riumlicher Ladung
erfiillt ist. Man braucht nur den Radius der inneren Hohlung R, = 0
zu setzen, was nirgends zu mathematischen Unzutriiglichkeiten
filhrt, die vorstehenden Formeln aber vereinfacht. Das Gebiet, in
welchem ¢, gilt, verschwindet dann, man hat nur ¢, im iulseren
Raume und ¢,, im Inneren der Kugel, deren Radius wir nun R, = R
nennen kdnnen. Aus (44a und m) folgt:
dne RB* e

e (499)

2me

P =2meR* —

P (49m)
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Aus (45a und m) folgt:

0@, .  4xg R* £
gy e i
Aus (48a und m) endlich folgt:
dep, =0 (51a)
dg, = —4ne, (51 m)

§ 17. A bei beliebiger Vertheilung der rdumlichen Dichtig-
keit der Elektricitit. Differentialgleichung von Poisson.

Wir denken uns jetzt eine beliebig vorgeschriebene riiumliche
Vertheilung der Elektricitit, so dals & als bekannte Function der
Raumcoordinaten auftritt. Diese Function kann an gewissen Grenz-
flichen Unstetigkeiten aufweisen, soll aber sonst einen stetigen und
endlichen Verlauf haben. Wir stellen die Aufgabe, den Werth von
Ad@ zu bestimmen in einem Punkte, in welchem die elektrische
Dichtigkeit den von Null verschiedenen Werth &, besitzt. Wir legen
eine Kugel um diesen Punkt als Centrum. Dadurch zerschneiden
wir die Ladungen in zwei Gebiete, eines aufserhalb dieser Kugel-
fliche, ein zweites innerhalb, Die Ladung dieses zweiten Gebietes
theilen wir abermals in zwei Theile; diesmal nicht durch eine rium-
liche Grenzfliche, sondern dadurch, dafs wir & als Superposition von
zwei Vertheilungen in den Kugelraum ansehen, deren erste tiberall
den festen Werth &, zeigt, welcher im Kugelcentrum herrscht, withrend
der zweite von der Form (s—g) im Centrum gleich Null ist, und
in den excentrischen Gegenden des Kugelraumes den Veriinderungen
der Variabelen s Rechnung triigt.

Entsprechend dieser Dreitheilung des Ladungsvorrathes spaltet

sich dann auch das Raumintegral f f f ath’ welches das Potential

im Mittelpunkt der Kugel darstellt, wenn » den Abstand von dort
bezeichnet, withrend dr das Volumelement des geladenen Raumes ist.
Die entstehenden drei Theile des Gesammtpotentials ¢ wollen wir
folgendermaafsen bezeichnen. Das Potential der aufserhalb der
Kugelfliche befindlichen Massen, in welchen also der Kugelraum als
leer gilt, nennen wir hier ¢,. s ist dann im Inneren der Kugel
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sicherlich schon nach Gleichung (27a) 4 ¢, = 0. Den zweiten Theil,
welcher von der gleichformig mit der Dichtigkeit &, erfiillten Kugel
herriihrt, nennen wir ¢,. Fiir dieses gilt nach dem vorigen Para-
graphen: dg, = — 4ms. Der Rest ¢,, welcher der Vertheilung
(e — ¢,) entspringt, befriedigt im Kugelcentrum ebenfalls die Bedingung
Ad¢, =0, denn & — g verschwindet bei stetigem Verlauf von & in
der Mitte der Kugel. Wir konnten sogar gegen Knde des § 11 nach-
weisen, dafs 4¢ = 0 noch gilt, wenn der Anstieg der Dichtigkeit in
der Umgebung einer Nullstelle ein recht steiler ist, das heilst hier,
wenn die Dichtigkeit & einem unstetigen Verlauf beliebig nahe
kommt,
Nun folgt direct aus

P=Pst+ Pot+ N

dp=d¢,+ d¢, + 4¢,
und
dg, =0, dop,= —4ng, dp =0
das Resultat:
dgp =—4mg,. (62)

Der Werth von 4 ¢ ist an jeder Stelle des Raumes gleich der, mit
— 4 7 multiplicirten, riiumlichen Dichtigkeit der Elektricitiit, welche
daselbst herrscht, dagegen unabhiingig von den an anderen Stellen
liegenden Ladungen. Da nun fiir jeden Punkt im Raume das
Gleiche gilt, so konnen wir jetzt den Index 0 weglassen, und

schreiben:
dp=—4me (62 a)

Dies ist die von Pomson aufgestellte Differentialgleichung fir das
Potential in geladenen Riumen. Die im leeren Raume giiltige
Larrace’sche Differentialgleichung 4 ¢ = 0 erscheint als einfachster
Sonderfall von dieser. Differentialgleichungen von diesem Typus,
die also aussagen, dals eine im Raume definirte Function gleich
dem 4 einer anderen Function sein soll, kommen auch in anderen
Theilen der Physik vor, in denen die Grofse s nicht eigentlich die
Dichtigkeit einer Substanz bedeutet, mitunter sogar eine gerichtete
Grofse vorstellt, was sich dann auf die zugehdrige Function ¢

iibertriigt.
§ 17a. Der Sprung der ersten Differentialquotienten von ¢
an elner beliebigen elektrisch beladenen Fliche.

Wir denken uns jetzt eine beliebig gestaltete Fliche im Raume
in beliebiger Weise mit Elektricitiit belegt. Die Fliiche kann stellen-
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weise scharfe Kanten und Ecken besitzen, soll aber sonst hochstens
endliche Kriimmung besitzen; auch die Flichendichtigkeit ¢ kann
an einzelnen Grenzlinien unstetiz wechseln, soll aber sonst einen
stetigen Verlauf auf der Fliche haben.

In irgend einem Punkte der Fliche, wo die elektrische Dichtig-
keit den Werth ¢, habe, errichten wir nach beiden Seiten die Normale,
und lassen einen Beobachtungspunkt auf dieser durch die Fliche
hindurchgehen. Die Abmessungen auf dieser Geraden nennen wir a,
sie sind auf der einen Seite negativ, auf der anderen positiv. Den
Differentialquotienten von ¢ nach der Richtung der wachsenden n
bezeichnen wir mit d¢/dn; er ist also an der negativen Seite in
der Richtung nach der Fliche hin, auf der positiven Seite in der
Richtung von der Fliche weg zu bilden. Um die Unstetigkeit und
die Sprunggrifse dieses Differentialquotienten beim Durchgang durch
die Fliche zu finden, machen wir uns folgende Vorstellung: Wir
legen in den Fulspunkt der Normale die Tangentialebene an die
Fliiche, schlagen in ihr um den Fufspunkt einen Kreis mit dem hin-
reichend kleinen Radius g, und schneiden mittelst eines durch diesen
hindurchgelegten geraden Cylindermantels aus der geladenen Fliche
ein rundes Stiick heraus, welches den Fulspunkt der Normale ent-
hilt. Es ist das dieselbe Construction, welche in Figur 2 (S. 40)
veranschaulicht ist, wenn man dort den Punkt P nach N verlegt
denkt. Die in der Tangentialebene gelegene Kreisfliche ist ohne
Ladung, wir kinnen uns aber statt dessen auch vorstellen, dals sie
mit zwei entgegengesetzt gleichen Flichendichtigkeiten belegt ist,
welche sich vollkommen neutralisiren. Diese beiden Belegungen
gsollen auf der ganzen Kreisfliche die constanten Dichtigkeiten + ¢,
und — ¢, haben. Wir haben es also jetzt mit folgenden Belegungen
zu thun. ;

1. Die Belegung ¢ der gegebenen Fliche, soweit sie aulserhalb
des erzeugten runden Ausschnitts liegt.

92, Die Belegung e der gegebenen Fliche auf dem runden Aus-
schnitt, welche bei stetigem Verlauf im Fufspunkt der Normale den
Werth ¢, erreicht.

3. Die Belegung — ¢, der tangentialen Kreisfliiche.

4, Die Belegung + ¢, der tangentialen Kreisfliche.

Entsprechend dieser Viertheilung der elektrischen Ladungen zer-
fillt auch deren Potential nebst Differentialquotienten in vier
Summanden, die wir durch dieselben Nummern im Index mit ¢,, ¢,,
¢4, ¢, bezeichnen wollen. Urspriinglich gehdren ¢, und ¢, zusammen;
denn ¢, + ¢, bildet das Potential der ganzen vorgelegten Elek-
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tricititsvertheilung, und auch ¢, und ¢, gehoren urspriinglich zu-
sammen, denn ¢, + ¢, = 0 ist der thatsiichlich nicht existirende
Beitrag, den die ungeladene Tangentialebene zum Gesammtpotential
liefert. Die Spaltung des Potentials ¢ in die Summanden ¢, und
@, niitzte uns bereits in § 12 zum Beweise, dals das Potential selbst
an der geladenen Fliche stetig bleibt, withrend dessen erste Differen-
tialquotienten dort im allgemeinen unstetig sind.

Die Hinzufiigung der beiden sich gegenseitig zerstorenden Glieder
¢, und ¢, geschieht hier, weil wir ¢, und ¢, mit Nutzen zusammen-
fassen konnen:

P = +(@s+ Ps) T Vs

dp _dq, , Olg+9) . 9% 58
T B L o T On i

Der erste Summand %ﬁ erfihrt keinen Sprung beim Durch-
n

gang durch die Fliche, denn fir ihn ist sowohl der Aus-
schnitt der Fliche, wie auch die Kreisscheibe leer, es ist dort ein
Loch geschaffen worden. Auch der zweite Summand Eﬂ?zﬁ;_fﬁ
erleidet keinen Sprung. Dies kann man vollstindig einsehen mit
den in § 12 gegebenen Mitteln. ¢, ist das Potential einer that-
siichlich iiber ein Stick der krummen Fliche verbreiteten Ladung,
dieses wurde aber bereits dort in Gleichung (35) als Flichenintegral
iiber die zugehorige Kreisscheibe dargestellt. Der dort mit ¢, be-
zeichnete Ausdruck ist unser jetziges @, Man braucht nur noch
eine geringe Umformung mit jener Gleichung (35) vorzunehmen. Ks
bezeichnete r den Abstand des einzelnen Flichenelementes ds von
dem auf der z-Axe gelegenen Punkt, in welchem ¢ gesucht wird.
Nennen wir nun # den Abstand des entsprechenden in der Tangen-
tialebene gelegenen FKlichenelementes ds’ von demselben Punkt, so

’

konnen wir im Integranden -:'_— zusetzen und folgendermaalsen zu-

2= 0o
- 0 [ AR
Py (fda?'fdgr. (,_ cow) (54)
(1]

In dieser Form deckt sich der Ausdruck mit dem Potential
einer Belegung der tangentialen Kreisfliche; die Flichendichtigkeit
auf ihr wire

sammenfassen:

= o, (54a)
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Je niiher ein Flichenelement am Mittelpunkt der Kreisfliche liegt,

’

um so mehr nithern sich r? und cose dem Werthe 1, also ¢ dem-

jenigen Werthe, welchen ¢ im Mittelpunkt besitzt; diesen hatten wir
e, genannt.

Das Potential ¢, konnen wir sofort angeben:

2" eo
%=fd0fdg-§}-(-a,,).
0 0

Beide lassen sich nun direct zusammenfassen, da sie iiber dieselbe
Kreisfliche summirt sind:

0.y . e
q;’.{.(ps:fdﬁfdp-?—[_r_cosu—co). (55)

Dies ist das Potential einer Belegung der Kreisfliche mit folgender
Dichtigkeitsvertheilung:

e
CO8s &

"

r!
¢ = —
”

— €. (554)

Diese wird in der Mitte der Fliche absolut gleich Null und steigt
bei stetigem e¢ und endlicher Kriimmung der Fliche ringsum ganz
allmiihlich an wie eine Grofse, die proportional ¢ ist. Fiir solche
Vertheilungen wurde nun am Schlusse von § 12 nachgewiesen, dals
der Sprung der ersten Differentialquotienten ausbleibt, wenn man
an einer Stelle hindurchgeht, wo die Dichtigkeit gleich Null ist.
Ja es liels sich zeigen, dals zum Wegfall der Spriinge nicht einmal
nothig ist, dafs die Dichtigkeit wie ¢ auf Null herabgeht, sondern
dafs ein Verschwinden proportional einer kleineren, echt gebrochenen
Potenz ¢* (x > 0) dafiir geniigt. Das wiirde in unserem Falle be-
deuten, dafls die vorgeschriebene Vertheilung e einer Unstetigkeit
oder dals die Flichenkriimmung einer scharfen Kante oder Ecke
nahe kommen darf, und dals trotzdem noch gilt:

+
d (g + @5)
—HA— L

=0.

Die vierte Summand in (53) endlich erfihrt einen Sprung, dessen
Werth wir in § 14 bereits ausgerechnet haben, denn es handelt
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gich hier nur noch um die gleichférmige positive Belegung +- ¢, der
ebenen Kreisfliche. Es ist also:

und mithin gilt fir das Gesammtpotential ¢ der beliebigen Flichen-
beladung der Satz

Dabei war ¢, der Werth an dem Punkte, in welchem wir die Fliche
durchquert haben. Da dies nun ein jeder Punkt sein kann, so hat
der Index 0 jetzt keine Bedeutung mehr. ¥s ist iiberall an der
geladenen Fliiche (in ausfithrlicher Schreibart)

_a_?)+_(a‘i”.)__,_4m. (56)

on dn

Bei vielen Autoren findet man die Normalenrichtung auf beiden
Seiten von der Fliche weg gekehrt. Das stimmt mit der Richtung
unseres wachsenden » nur auf der positiven Seite, auf der negativen
Seite ist sie umgekehrt. Dadurch dreht sich auch das Vorzeichen
um, und die Formel wird:

g.z- -g--z -—dne. (56a)
Der Sinn beider Schreibweisen ist der gleiche.

Man kann sich den Verlauf des Potentials beim Durchgang
durch eine geladene Fliche mittels eines Diagramms recht anschau-
lich machen, indem man den auf der Normalen zur Fliche ver-
laufenden Weg des Beobachtungspunktes als Abscisse (n positiv
nach rechts) und die an den Orten geltenden Werthe des Potentials
als Ordinaten (¢ positiv nach oben) auftriigt. Die so entstehende
Curve wird im Allgemeinen einen stetig gekriimmten Verlauf zeigen,
dessen Gestalt von der Vertheilung aller vorhandenen Ladungen im
ganzen Raume abhiingt und tiber die sich nichts Generelles aus-
sagen lifst. Bei der Abscisse n = 0 aber, wo die Normale die ge-
ladene Fliiche durchsticht, besitzt die graphische Potentialcurve
einen ganz charakteristischen Knick, der von nichts anderem ab-
hiingt, als vom Werthe der Fliichendichtigkeit e in dem durchstochenen
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Punkte der Fliche. Nehmen wir néimlich der Kiirze wegen an,
der Ordinatenmaalsstab des Diagramms betrage 1 em fiir eine elektro-
statische (C.G.S.)-Einheit des Potentials, so wird die trigonometrische
Tangente des Neigungswinkels der Curve direct durch den Differential-

— 4me sein mufs, das bestimmt den Knick. Bei einer positiven
Belegung kann das Diagramm beispielsweise die Formen, Figur 3,

Fig. 8.

annehmen, bei denen der Knick immer convex nach oben ist. Bei
negativen Belegungen dagegen ist der Knick stets concav nach oben,
wie die Formen in Figur 4 zeigen.

/ \

Fig. 4.

Nicht nur die in Richtung der Normale genommenen Differential«
quotienten springen an geladenen Fliichen, sondern auch die nach
beliebiger anderer Richtung. Stetig bleiben, wie schon in § 12
erklirt, nur die in tangentialen Richtungen genommenen. Gehen
wir in einer beliebigen Richtung = durch eine geladene Fliiche, so

ist es sehr leicht einzusehen, dals %g« dabei den Sprung:

d d
(_a(..:i)-b_ (—a%)_=— 436'005("3) (57)
erleidet.

§ 18. Gleichférmige Doppelschichten auf Kugelfldchen
und Kreisscheiben.

Wir denken uns jetzt zuniichst zwei concentrische Kugelflichen.
Die innere vom Radius R, sei mit einer negativen Elektricitiits-
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menge — e gleichmiilsig belegt, so dals die Flichendichtigkeit ¢, auf
ihr gegeben ist durch

o= Rt (58)

Die dufsere Kugelfliche vom Radius R, enthalte ein gleichgrolses
positives Quantum + ¢ ebenfalls in gleichmiifsig vertheilter Flichen-
dichtigkeit e,. Dann ist

& =+ 4—;7?‘7- (58,)

Die Potentiale ¢, und ¢, beider einzelnen Belegungen super-
poniren sich an jeder Stelle des Raumes; sie sind nur abhiingig
von dem Abstand p des betrachteten Punktes vom Centrum der
beiden Kugelflichen, und kénnen aus den Formeln des § 15 ent-
nommen werden.

Fiir p > R, liegt der Punkt aufserhalb beider geladenen Fliichen;

. R s v
dort ist tpl==%, ek mithin

€ e
)y =——+ —=0. 59
gp=— =+ (592)

Das Gesammtpotential ist im ganzen #ulseren Raume gleich Null,
die beiden elektrischen Felder der beiden Belegungen heben sich
dort auf, es besteht keinerlei Wirkung.
Fir p < R, liegt der Punkt innerhalb beider Kugelflichen; dort
. e ¢ o
ist ¢, -—-:T‘;l- und ¢,=+E, mithin
e ¢ R, — R, A
=—— = . 59i
o R, " R, R, o
Im Hohlraum der inneren Kugelfliche herrscht also ein constantes
negatives Potential, ein elektrisches Feld besteht auch dort nicht.
Fiir B, < p < R, liegt der Punkt zwischen der inneren, negativ
geladenen, und der #ufseren, positiv geladenen Kugelfliche. Dort

ist @, =— %, Py =+ Ri,’ also das Gesammtpotential:

e ¢
o e e 4 59m
SR (69m)

In diesem mittleren Raumgebiet steigt also das Potential ¢,
stetig von dem negativen Grenzwerth ¢, fiir p = R, an bis zu dem

y 8 e
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Grenzwerth 0, welcher fir p = R, gilt. Hier herrscht auch ein
elektrisches Feld, welches ebenso stark ist, als wenn nur die negative
Belegung der inneren Kugelfliche allein vorhanden wiire. Wenn
wir die im vorigen Paragraphen empfohlene graphische Darstellung
auf diesen Fall anwenden, und ¢4
als Abscisse des Diagramms den
Radiusvector p verwenden, welcher
Jja beide geladenen Flichen senk-
recht durchsetzt, so erhalten wir &, R

fir den Verlauf der Curve ¢ i 2
folgendes Bild (Figur 5). Das
Stiick ¢, gehort einer gleichseitigen
Hyperbel an, deren Asymptoten
den Diagrammaxen parallel lanfen. Fig. b.

Wir wollen nun die beiden Kugelfliichen bis auf einen ver-
schwindenden Abstand R, — R, = d R einander nithern, Die beiden
Radien R, und R, streben dann gegen eine gemeinsame Grenze, die
wir mit R bezeichnen; sie ist der Radius der kugelférmigen Doppel-
schicht. Die beiden Flichendichtigkeiten (58,) und (58,) streben den

entgegengesetzt gleichen Werthen I zu. Nennen wir:

ekt
47 R?
e
=B (60)
so wird im Grenzfall

e =—¢6 und ¢ =+e.
Der Potentialwerth im inneren Hohlraum wird dann nach (591i)

oR oR
¢‘=—e—-1}3—,- =—-4.1TR"8'—‘R’— =-4ﬂ&-(yR,

withrend im #ulseren Raume bleibt:

rpano.

Der Sprung, den das Potential selbst beim Durchgang durch
die Doppelschicht erfihrt, wird also

Po— P =4medR. (60a)

Liifst man bei diesem Grenzilbergang die Ladungen unveriéndert, so
muls die Sprunggrifse wegen des Factors d R verschwinden, denkt
man aber die Ladungen in demselben Maalse verstirkt, wie der
Abstand der Flichen vermindert wird, so kann das Product e:d R
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beim Grenzitbergang einen festen endlichen Werth behalten, der
dann unabhiingig davon ist, wie weit man die Verkleinerung des o R
in der Vorstellung treibt. Dies wollen wir jetzt als erfiillt ansehen.
Das feste Product

e+ dR =M (60b)

nennt man das Moment der Doppelschicht.

Die Bezeichnung Moment ist hergenommen von der Analogie
mit dem Drehungsmoment eines Kriiftepaares an einem Hebelarm.
Dieses ist gleich Kraft mal Hebelarm und behiilt ebenfalls einen
festen Grenzwerth, wenn bei verschwindendem Hebelarm die Intensitiit
der Kriifte entsprechend gesteigert wird.

Die Sprunggrifse des Potentials wird nun
Pa— P =47M, (60¢)

behiilt also bei verschwindender Dicke der Doppelschicht einen festen
endlichen Werth, der nur von dem Moment I abhiingt. Die Kriimmung
der Kugelfliche, also deren Radius, hat keinen Einfluls auf den
Werth des Sprunges.

Als ein zweites Beispiel wollen wir eine Doppelschicht zu-
sammensetzen aus zwei coaxialen ebenen Kreisscheiben vom Radius R,
welche mit entgegengesetzt gleichen Elektricitiitsmengen gleichmiilsig
belegt sind.

Die gemeinsame Axe sei die x-Axe. In der Ebene z = 0 liege
die mit der Dichtigkeit — ¢ belegte Scheibe, in der Ebene z =%
(> 0) liege die mit + e belegte.

Das Potential fiir Punkte auf der z-Axe kdnnen wir nach den

in § 14 entwickelten Formeln zusammensetzen. Von der negativen
Scheibe rithrt her:

p_=—2me(Y2* + R* — V32,
von der positiven Scheibe:
pe=+2me(Ye — A+ B — Y@ — ).

Die Wurzeln sind iitberall absolut zu nehmen. Beide Potentiale
superponiren sich. Die z-Axe zerfillt in drei Gebiete:

1, xi<i0] dort nennen wir das Potential ¢, ,
2. 0<2< h; » » IR ” Py
8 h<x H n » » ” » P
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Man findet

¢, =— 2me (Ya* + R* + ) + 2me(Ylh—2F + B —h +2)

Py =—2ne(VP+ R —2) 4+ 2ae (Yh—2' + B —h +2)

¢y =—2me(YP*+ R —2) + 276 (Vo — b + B 4+ h — z)

oder:

or=2me{—h +)h—2f+ R )3+ R?}
Py =2me{2x —h + V(b — 2 + B —V2* + R*} - ; (B1)
Py =2me{+h + Yz —hP+ B —)2* + R?}

Wir wollen nun den Abstand % im Verhiltnifs zum Radius R so
klein annehmen, dafs wir A* vernachlissigen diirfen; dann kénnen
wir die erste der Quadratwurzeln abgekiirzt berechnen:

— 2hz
V=2 + B =Y + B —2hz =V2* + R"l/‘ TAER
hz
Ll R"(‘ = m)
e L
V3* + R?
Dies eingesetzt in die vorstehenden Ausdriicke giebt:

V& —2)? + R?* =Y2? 4 R?

FT TP U Rt A } |
e { V& + &
2z z
v’.=2neh.{T_1_V7_———m_z} (61a)
=2x0h {1_ = }
4 V#* + R? /

Setzen wir nun wieder

6'k=m

das Moment der Doppelschicht unabhiingiz von der Dicke %, so
kinnen wir zur Grenze = 0 gehen. Aufser in dem constant bleiben-
den Momente (¢-4) kommt die verschwindende Grofse 2 nur noch in

dem Gliede -27;'- der geschweiften Klammer von ¢, vor. Da aber

hier 0 < # < h bleibt, so schwankt das Glied nur zwischen den
Zahlen 0 und 2, bleibt also endlich, Ueberhaupt bleibt daa Potential

H, v. HELM noLT%, Theoret. Physik. Bd. IV.
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endlich und stetig, wenn es auch in dem engen Zwischenraum der
Doppelschicht einen sehr steilen Anstieg besitzt. Betrachtet man
aber die Grenzwerthe von ¢, und ¢, dicht an den beiden Seiten
der Doppelschicht, also fiir verschwindend kleine Werthe von z, so
findet man

P =—2nxeh=—2aM,

Py =+ 2meh =+ 2aM.

Das giebt den endlichen Sprung
Bod g i AR, (62

welcher dieselbe Grofse hat wie derjenige an der vorher betrach-
teten Kugeldoppelschicht, diesmal unabhiingig vom Radius der
Scheiben.

Wiihrend aber bei der Kugel die elektrischen Wirkungen so-
wohl im inneren wie im #ufseren Ranme sich vollstiindig vernichteten,
bleibt hier bei der Scheibe zu beiden Seiten ein elektrisches Feld
iibrig, dessen Intensitit man fiir die auf der z-Axe gelegenen Punkte
leicht berechnen kann, indem man die Ausdriicke (61a) nach 2
differenzirt. Man findet so:

__Oq ._Rs__ﬂ
Zl = — ——6—-—2-:—— == 23 gR V(;’ﬂz_}a
dog 2 1
ey & i MRS —NEee 6
% e Qﬂm{ h R} (63)
d @, R?
B e —pe— = 2 m' e—————— - %
% dx ﬂ V(z’+R’)a

Die Kraft Z, wird fiir verschwindendes % negativ unendlich, im
fiufseren Raume dagegen ist Z, sowohl wie Z; durch denselben posi-
tiven Ausdruck gegeben. Scheidet man also den Zwischenraum 2)
aus, so kann man sagen, der Differentialquotient von ¢ nach der
Normale bleibt zu beiden Seiten der Doppelschicht stetig. Der
Verlauf von ¢ als Function von # wird am besten durch das Dia-
gramm Figur 6 auf folgender Seite illustrirt.

Das Uebrigbleiben von elektrischer Kraft im fiufseren Raum lifst
sich anschaulich erkliren durch die offenen Riinder, mit denen die
- scheibenformige Doppelschicht abschliefst. Betrachtet man niimlich
den Ausdruck der elektrischen Kraft einer einfach belegten Scheibe
(§ 14), welchen man schreiben kann:

g %
Z“'—_é};'= 29’:6-(:‘:1—W ]
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so sieht man, dals dieser sich nicht #indert, wenn man z und R im
gleichen Maalse vergrifsert oder verkleinert: Eine Scheibe von dopppelt
8o grofsem Radius iibt aus doppelter Entfernung die gleiche Kraft
aus. Verschiedene coaxiale Scheiben, welche auf einen Punkt der
z-Axe alle die niimliche Wirkung ausiiben sollen, miissen mit ihren
Riindern auf ein und demselben Kegelmantel liegen, dessen Spitze
der ausgewithlte Punkt ist. Zwei benachbarte Kreisschnitte des
Kegels, mit entgegengesetzt gleicher Flichendichtigkeit belegt, werden
also ihre Wirkung in der Kegelspitze gerade aufheben. Dabei ist
der der Spitze nithergelegene Querschnitt etwas kleiner. Unsere
beiden Kreisflichen sind aber gleich grofs. Wiirde man z. B. von
einem Punkte der positiven z-Axe den Kegelmantel durch den Rand
der negativ geladenen KFliche legen, so wiirde er von der positiv
geladenen Fliiche einen Ring abschneiden, welcher aulserhalb bleibt.
Die von dem Mantel umhiillte positive Ladung wird durch die ge-

N
S

Fig. 6.

sammte negative Ladung in der Spitze des Kegels unwirksam ge-
macht. Dagegen bleibt die positive Ladung auf dem Randring
wirksam und erzeugt die elektrische Kraft. Bei verschwindender
Schichtdicke » wird allerdings der Randring verschwindend schmal,
dafiir aber die Flichendichtigkeit + e entsprechend grofs.

Die soeben betrachtete gleichmiisize Belegung zweier Kreis-
flichen mit entgegengesetzt gleichen Ladungen ist nahezu verwirk-
licht bei den Platten-Condensatoren.

§ 19. Doppelschichten von beliebiger Art.

Der Begriff der elektrischen Doppelschichten, den wir an zwei
leicht tibersehbaren Beispielen kennen lernten, lifst sich verall-
gemeinern einmal dadurch, dafs die Gestalt der Fliche unbestimmt
gelassen wird, und ferner durch die Moglichkeit, dafs das Moment
der Doppelschicht von Stelle zu Stelle veriinderliche Werthe besitzt.

Alsdann ist es zwar nicht mehr mbglich die Potentialfunctionen

der Belegungen durch geschlossene Rechenausdriicke explicite anzu-
b*



68 ERSTER THEIL. § 19

geben, aber das Gesetz iiber den Potentialsprung, welches wir in den
Sonderfillen Gleichungen (60¢) und (62) gefunden hatten, lifst sich
auch hier nachweisen.

Die Doppelschicht bilden wir in der Vorstellung auf folgende
Weise:

Auf einer beliebig gestalteten Fliche im Raume, von der wir
einstweilen nur verlangen wollen, dafs sie nirgends unendlich starke
Kriimmung (d. h. Kanten oder Ecken) besitze, denken wir in allen
Punkten nach ein und derselben Seite hin Normalen errichtet von
der gemeinsamen Hohe %, welche wir von vornherein als klein im
Verhiiltnifs zum Radius der stiirksten vorkommenden Fliichen-
krimmung festsetzen wollen. Den kleinen Bruch, welcher dieses
Lingenverhiiltni(s mifst, nennen wir «. Das Continuum der End-
punkte dieser Normalen bildet dann eine der ersten benachbarte,
zweite Fliche, auf welcher, wie man leicht einsieht, die Normalen
der ersten Fliiche ebenfalls senkrecht stehen miissen. Die Beziehung
der beiden Nachbarflichen zu einander ist durchaus wechselseitig;
wiirden wir etwa einmal die zweite Fliche als die urspriinglich vor-
geschriebene ansehen, so wiirde die Errichtung von riickwiirts ge-
richteten Normalen 2 auf ihr zu genau derjenigen Kliiche fithren,
die wir hier als die erste bezeichnet haben. Beide Flichen sind
Punkt fiir Punkt auf einander bezogen durch die gemeinsamen
Normalen. Auch den Flichenelementen ds;, in welche man die
Fliiche 1 beliebig zertheilen kann, correspondiren bestimmte Elemente
ds, der Fliche 2 dadurch, dafs ihre Randlinien durch gemeinsame
Normalen verbunden sind. Der Grofse nach sind die correspon-
direnden ds, und ds, nahezu gleich; an Stellen, wo die Fliche 1
nach der Seite der Normalen hin convex ist, werden die ds, ein
wenig grofser als die ds,, an concaven Stellen werden sie ein wenig
kleiner; jedenfalls liegt das Grifsenverhiltnils beider iiberall niher
am Werthe 1 als die Zahl 1 4 2« (Erreicht wird diese Grenze
an der Stelle von kleinstem Kriimmungsradius nur dann, wenn dort
die Kriimmung kugelférmig gestaltet ist.)

Diese beiden Fliichen denken wir nun mit Elektricitit belegt
in der Weise, dals auf jedem Paar correspondirender Flichen-
elemente entgegengesetzte und absolut gleich grofse Mengen ver-
breitet sind. Die Anordnung der Flichendichtigkeit kann dabei auf
einer der beiden Flichen willkiirlich vorgeschrieben sein. So wollen
wir annehmen, auf der Fliche 1 sei ¢, eine im Allgemeinen von Ort
zu Ort stetig veriinderliche Dichtigkeit, welche freilich an gewissen
Trennungslinien oder am offenen Rande der Fliiche (wenn ein solcher
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vorhanden) auch sprungweise Aenderungen zeigen darf. Auch Vor-
zeichenwechsel von Stelle zu Stelle sollen nicht ausgeschlossen sein.
Im Innern hinreichend enger Flichenelemente ds, wird man die Ver-
theilung als gleichformig ansehen diirfen.

Nach unserer Vorschrift ist nun hierdurch auch die Anordnung
der Dichtigkeit ¢, auf der Fliche 2 bestimmt. Die Werthe ¢
und e,, welche an correspondirenden Punkten herrschen, werden
nahezu einander entgegengesetzt gleich. An Stellen, wo die ds,
etwas grofser als die ds, sind, wird | e, | etwas kleiner als | —e, |
ausfallen, jedenfalls bleibt, wie man leicht durchschaut, das Ver-
hiiltnifs e, :e, niher an dem Werthe — 1 als die Zahl — 1 4 2 e
Man kann dafir auch schreiben

| e, + e | <2«e oder auch |e +¢ | <2ae,. (64)

Um nun den Verlauf des Potentials an dieser Doppelschicht
zu erkennen, withlen wir zwei Beobachtungspunkte, welche mit zwei
correspondirenden Punkten der beiden Flichen in der Lage zu-
sammenfallen, von denen wir uns aber vorstellen wollen, dals sie
deutlich auf der Aufsenseite der Schicht liegen, wenngleich ihr Ab-
stand von einander ebenfalls gleich 2 zu setzen ist. Wir haben es
hier mit dem Potential ¢ zweier Flichenbelegungen zu thun, und
wissen daritber schon aus den fritheren Betrachtungen, dals das
Potential in einer belegten Fliche selbst endlich und stetig bleibt,
sogar wenn die Dichtigkeit der Belegung dort in gewisser miilsiger
“Weise iiber alle Grenzen wiichst, dafs aber die Differentialquotienten
nach der Normale beim Durchgang durch die Fliche springen pro-
portional der Dichtigkeit. Wir wollen dem entsprechend das Potential
@ in unserem Falle zerlegen in einen Summanden g,, welcher von
der Belegung ¢, der Fliche 1 herrithrt und einen Summanden ¢,
von der anderen Fliche her. Noch einen dritten Summanden, her-
rithrend von irgend welchen sonst im Raume vorhandenen Ladungen,
kénnte man hinzufiigen, doch bleibt dieser ohne jeden Einflufs auf
die Betrachtung, und mag ebenso wie eine willkiirliche additive
Constante hier fortbleiben. s ist also:

(p = ‘Pl + lr’. (35)

Die Werthe, welche in dem Beobachtungspunkt an der ersten
Fliiche gelten, seien mit @, @, ¥ hezaiihnet., die Werthe in. dem
zweiten Beobachtungspunkt seien g, @y Fa- Wegen der Stetigkeit

der Potentialfunktionen kann man in der Nihe dieser beiden Stellen
Reihenentwickelungen dafiir setzen, und da wir die Liinge 2 nachher
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gegen Null abnehmen lassen wollen, solche, welche nach dem linearen
Gliede abbrechen. Um die beiden entgegengesetzten Normalrich-
tungen zu unterscheiden, wollen wir diejenige, welche von der

Fliche 2 nach der Fliche 1 zeigt, mit n;, diejenige, \\:elche von 1
nach 2 zeigt, mit n, bezeichnen. Unter & verstehen wir den abso-

luten Betrag des Abstandes der beiden Fliichen, also auch der beiden
Beobachtungspunkte, Dann ist

und somit

und schliefslich durch Subtraction:

- - _ (0% _ ),
77 = (50— o) b e

Fiir die Spriinge der Differentialquotienten gelten die von frither
her bekannten Ausdriicke [vergl. Gleichung (56a)]:

%, 9P _ _ 4ne an der Fliche 1,
dn, o i b

“ (66)
Ba% i ‘ZTP: =—4me, an der Fliche 2.
; a

Jede dieser beiden Relationen kdnnen wir benutzen zur Um-
formung der rechten Seiten von (60a). Nehmen wir die zweite, so

erhalten wir:

v g s _
¢ﬂ¢=(@%+3;f+4m,) . (66 0)

Nehmen wir die erste Relation, so entsteht:

e, dg, _dg,
@—q;=:(-——4ﬂ91" an‘ ““a:—)'h- (Gﬁb)




§ 19 DOPPELSCHICHTEN VON BELIEBIGER ART. 71

Um die ldentitit der beiden rechten Seiten dieser Gleichungen
brauchen wir uns nur zu bekiimmern fiir verschwindendes kA, also
auch nur fir den Werth 0 des frither benutzten Bruches ¢ Dann ist

6o =—6, (66 ¢)

und da die beiden Flichen 1 und 2 nunmehr zusammenfallen und
mit durchaus gleichen, aber entgegengesetzten Flichenbelegungen ge-
laden sind, wird der Verlauf von ¢, und ¢, im Grenzfall bis auf das
entgegengesetzte Vorzeichen der gleiche. Verfolgt man also beide
Functionen, jede von der Fliche aus, welcher sie entspringt, in der
Richtung n,, so mufs ihr Gefiille gleich grofs, aber von entgegen-
gesetztem Vorzeichen sein oder die Summe beider Gefille muls
verschwinden:

6?51 g-__‘;:=
_én‘ +§~’Z 0. (66d)

Das Gleiche findet man, wenn man die Differentialquotienten
nach n, bildet:

g, , 0,

Pogkly o6 GORA Wi o SIS 4

an, + 3 " 0 (66 e)
In Folge dieser Gleichungen (66¢, d, ) gehen die beiden Aus-

driicke (66 a und b) iiber in

g—g=4nmeh=—4me *h.

Lassen wir nun das Product aus Fliichendichtigkeit und Ab-
gtand beim Verschwinden des letzteren einen festen Grenzwerth It
annehmen, den wir das Moment der Doppelschicht an der betrach-
teten Stelle nennen, setzen also

lim (B‘k) = lim (-— le’&) = ﬂn,
h=0 h=0
80 wird

Der Sprung des Potentials beim Durchgang durch die Doppel-
schicht ist gleich deren Moment an der Durchgangsstelle, multipli-
cirt mit 47, und zwar springt das Potential hinauf, wenn zuerst
die negative, dann die positive Belegung durchschritten wird, im
entgegengesetzten Falle springt das Potential hinab.

Eine Fernwirkung kann von einer solchen beliebigen Doppel-
schicht im Allgemeinen wohl ausgehen. Wir hatten unter den ein-
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fachen Beispielen im vorigen Paragraphen einen Fall ohne Fern-
wirkung (Kugel) und einen mit Fernwirkung (Scheibe) gefunden, Fiir
das Potential eines Feldes, welches von einer Doppelschicht herriihrt,
liiBt sich ein charakteristischer Integralausdruck aufstellen. Zuniichst
ist, wie bei allen Flichenbelegungen:

eSS

Dabei bedeuten », und », die Abstinde eines Beobachtungspunktes
im Raume von den Flichenelementen beider Belegungen. Wir
nehmen die ds, und ds, als correspondirende Flichenelemente, dann
ist nach Definition der Doppelschicht

e ds =—e,ds,

und wir konnen beide Integrale in eines zusammenfassen:

o ffan(t-2)

Nun unterscheidet sich », dadurch von r,, dafs es hingerichtet ist
nach einem Flichenelement, welches von ds, aus in der Richtung
der Normale n, um die Strecke i verschoben erscheint. Benutzen
wir sogleich den Umstand, dals % gegen die Grenze Null streben
soll, so konnen wir durch ein Differential den Zuwachs des reci-
proken Radius bei dieser Verschiebung i ausdriicken. Es ist

;l“rl-‘"ba?, (rl,)”"

=ff "On, ( )

Da bei verschwindendem % die correspondirenden Fliichenelemente
zusammenfallen, so konnen wir bei ds, und », die Zahlenindices
weglassen. Ferner bezeichnen wir, wie vorher

g h=M
und lassen auch bei n, den Index weg, behalten jedoch im Sinne,
dafs n die Normale auf derjenigen Seite der Doppelschicht bedeutet,
deren Belegung (e,) im Vorzeichen mit dem Moment iibereinstimmt.

Dann ist
f f ds- M o — : (68)

also
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Dieser Ausdruck besitzt eine Bildung, welche uns spiiter noch wieder-
begegnen wird, und fiir den wir dann sofort eine Deutung haben
werden,

Wenn die Fliche, auf welcher die Doppelschicht liegt, ge-
schlossen ist, und wenn ferner das Moment iiberall die gleiche Grofse

besitzt, so ist
i g

Von diesem Ausdruck lifst sich zeigen, dafs er fiir alle Punkte im
fiufseren Raume gleich Null ist, und fiir alle Punkte im Hohlraume
der Fliiche einen constanten Werth besitzt = 4 479 Daraus
folgt, dals geschlossene Doppelschichten von beliebiger Gestalt, aber
gleichmiifsig starkem Moment keine Fernwirkung ausiiben.

Wiihrend das Potential selbst an einer Doppelschicht springt,
bleibt aber dessen Differentialquotient nach der Normalen daselbst
stetig, weil die beiden Spriinge von 0 ¢ /dn, welche den beiden ein-
zelnen Belegungen entsprechen, entgegengesetzt gleich sind und sich
defshalb aufheben. Dagegen muls Unstetigkeit tangentialer Diffe-
rentialquotienten zu beiden Seiten -einer Doppelschicht von rtlich
veriinderlichem Moment auftreten, weil die Grifse des Potential-
sprunges mit dem Moment wechselt, also der Anstieg oder der Ab-
fall des Potentials von Punkt zu Punkt der Doppelschicht auf beiden
Seiten von ungleicher Grifse sein muls.

§ 20. Zusammenfassung der Beziehungen zwischen
Ladungen und Potentialen,

Wir haben durch die bisherigen Betrachtungen die Hilfsmittel
gewonnen um aus einem im Raume gegebenen Verlaufe der Werthe
des elektrischen Potentials ¢ diejenige Vertheilung der Ladungen
zu erkennen, welche das definirte Feld erzeugen, und auch um-
gekehrt aus gegebener statischer Vertheilung das zugehirige Potential
zu berechnen.

Es sei zuniichst ¢ eine eindeutige, beliebig vorgeschriebene
Function der Raumcoordinaten. Sie selbst, wie auch ihre ersten
und zweiten Differentialquotienten sollen im Allgemeinen iiberall
stetigen Verlauf besitzen, jedoch soll es zuliissig sein, dals an ge-
wissen gegebenen Fliichen Spriinge des Verlaufes von ¢, an anderen
solche der ersten, an noch anderen solche der zweiten Differential-
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quotienten von ¢ auftreten, auch dirfen Unstetigkeitsflichen der
verschiedenen Arten zusammenfallen.

Man braucht dann erstens aus dem vorgeschriebenen Verlauf
von ¢ nur denjenigen von A¢ abzuleiten, was an allen Stellen
aufser den Unstetigkeitsflichen zu eindeutig bestimmten, endlichen
Werthen fithrt, und man hat in dem Ausdruck

t=——Ag (69)

die Vertheilung der erforderlichen riiumlichen Dichtigkeiten. Die
Unstetigkeitsflichen der zweiten Differentialquotienten von ¢ werden
auch solche von &

Ferner hat man die Unstetigkeitsfliichen der ersten Differential-
quotienten von ¢ durchzunehmen, und aus den gegebenen Daten
die Spriinge von % abzuleiten. Diese ergeben die Elektricitiit,
welche man auf diesen Unstetigkeitsflichen verbreitet anzunehmen
hat, nach der Formel:

1 [dg atp}
"=_‘4_£{‘671 it - (L)

Endlich erfordern die vorgeschriebenen Unstetigkeiten von ¢
Doppelschichten, deren Momente man ablesen kann nach der Formel:

1
M = E‘;(‘Ps = %) (69b)

Sollen sich alle Ladungen, auf welche man so schliefsen kann,
in endlicher Entfernung befinden, und eine endliche Summe geben, so
muls man freilich fiir den weiteren Verlauf von ¢ noch die Vorschrift
hinzufiigen, dals ¢ in sehr grofser Entfernung R von irgend einem
Const Die

R
Constante ist dann die algebraische Summe aller Ladungen, zu
welcher die Doppelschichten nichts beitragen.

Hat man die umgekehrte Aufgabe zu losen, bei welcher in
einem endlichen Raumgebiet riumliche Ladungen von der vor-
geschriebenen Dichtigkeit &, Flichenbelegungen von der Dichtigkeit e,
und Doppelschichten vom Moment 9% gegeben sind, so findet man
das Potential dieser Vertheilungen in der Formel:

o= fffse s ffma i

Punkt im Ladungsgebiet gegen Null abnimmt wie
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Unter r ist dabei der Abstand des Punktes, in welchem ¢ bestimmt
wird, von den Ladungselementen &dz und eds, und von den Moment-
Elementen M ds zu verstehen, und die Richtung dn, nach welcher
im letzten der drei Integrale differenzirt wird, weist von der negativen
nach der positiven Belegung hin.

Dieser Ausdruck fiir ¢ giebt im ganzen Raume endliche ein-
deutige Werthe. Wenn wir freilich auch noch endlich geladene
Punkte im Raume annehmen wiirden, so wiirden wir zu dem Aus-

druck in Gleichung (70) noch Glieder von der Form -i— zusetzen

miissen, welche in den geladenen Centren unendlich werden. Solche
Zusiitze sind hier nicht nothig, da punktformige Ladungen in der
Natur nicht anzunehmen sind, sondern nur ein bequemes mathe-
matisches Hilfsmittel fiir viele Betrachtungen bilden. Ebenso wenig
brauchen wir uns hier auf geladene Linien einzulassen.

Aus der Existenz der Potentialfunction mit den Eigenschaften,
dals sie iiberall endlich und eindeutig und im Allgemeinen auch
stetig verliuft und in unendlicher Entfernung gegen Null abnimmt
wie der reciproke Abstand, daraus folgen einige wichtige Eigen-
schaften des elektrischen Feldes, welche dessen Vertheilung sehr
anschaulich machen.

Wir hatten bereits frither in § 7, als wir das Feld punkt{formig
gedachter Ladungen betrachteten, auf die Bedeutung der Aequi-
potentialfliichen hingewiesen. Dieselben Betrachtungen konnen wir
nun hier, und zwar ohne daB Ausnahmepunkte auszusparen wiiren,
anwenden und wollen sie des Zusammenhangs wegen hier noch einmal
von Anfang an darstellen. Da ¢ Function der Raumcoordinaten,
z. B. der Camresischen, ist, bedeutet

@ (2, y, x) = Constans

nach der Lehre der analytischen Geometrie eine Fliche im Raume.
Je nach der Wahl des Werthes der Constanten erhiilt man andere
und andere Flichen, diese alle bilden eine continuirliche Schaar.
Man kann auch eine diskrete Schaar von Flichen herausheben,
wenn man der Constanten eine diskrete Reihe von Einzelwerthen,
vortheilhaftester Weise eine arithmetische Reihe von Werthen vor-
schreibt. Je kleiner der Schnitt zwischen den Nachbarwerthen ge-
withlt wird, um so enger riicken die Flichen zusammen, um so
zahlreicher durchsetzen sie den Raum.

In der reinen Geometrie betrachtet man Fliichenschaaren mannig-
facher Art, welche dadurch geordnet sind, dals sie sich aus einer
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gemeinsamen Gleichung durch Variation eines Parameters ergeben,
also dhnlich wie hier. Darunter sind hiiufig Schaaren von Fliichen,
welche sich mit ihren Nachbarn durchschneiden, so dafs eine ge-
meinsame umbhiillende Fliche entsteht. Diese Erscheinung kann
nun bei unseren Aequipotentialflichen niemals eintreten, weil in den
Schnitteurven zweier Flichen dann die beiden verschiedenen Werthe
der Constanten gelten mulsten, was der Eindeutigkeit des Potential-
werthes widerspricht. Aus demselben Grunde konnen sich auch zwei
Potentialfliichen nicht beriihren. (Wegen Doppelschichten siehe S. 81).
Eine Aequipotentialfliche kann auch nirgends mit offenem Rande
abbrechen. (Wegen Doppelschichten siehe gleichfalls S. 81). Eine
solche Fliiche kann sich in unendliche Entfernung erstrecken, ohne
dals jemals ihre Grenze erreicht wird. Da wir aber alle Ladungen
im Endlichen liegend voraussetzen, mithin iiberall in unendlicher
Entfernung ¢ = 0 ist, so kann die ins Unendliche reichende Aequi-
potentialfliiche nur diejenige einzige sein, fir welche die Constante
den Werth Null besitzt. Alle iibrigen miissen im endlichen Raume
bleiben und doch in dem Sinne grenzenlos sein, dafs sie keinen Rand
besitzen, sie miissen also geschlossene Flichen sein. Dagegen ist
es nicht nothig, dafs sie aus einem einzigen zusammenhiingenden Stiick
bestehen, sie konnen vielmehr aus zwei oder mehreren getrennten
in sich geschlossenen Theilen bestehen bei dem gleichem Werth der
Constanten. Da sich nun die zu verschiedenen Constanten gehtrigen
Fliichen nicht durchschneiden diirfen, so muls die eine die andere ganz
umschliefsen oder von ihr ganz umschlossen werden, oder aber sie
konnen sich auch ganz ausschlielsen, sind dann aber nicht benachbart.
Da nun die Flichenschaar bei hinreichend kleinem Schritt der
arithmetischen Constantenreihe eine sehr enggedriingte wird, bei
der die Nachbarfliichen dicht nebeneinander herlaufen, so wird der
ganze Raum in diinne Schichten, Schalen oder Lamellen zerschnitten,
deren Dicke zwar von Ort zu Ort veriinderlich ist, aber nirgends
verschwinden kann. Diese Lamellen, in die der Raum zerfiillt, sind
nun fiir die Anschauung des elektrischen Feldes sehr niitzlich,
Erstens kann man in jedem Raumpunkt den Werth des Poten-
tials gewissermaalsen ablesen, indem man abzihlt, in welcher Lamelle
er liegt. Der Werth liegt dann zwischen den Constanten der beiden
begrenzenden Nachbarflichen, und wenn der Schritt der Constanten-
reihe hinreichend klein ist, kann man ihn durch eine lineare Inter-
polation finden. Daraus folgt direct, dals man auch die Arbeit ab-
lesen kann, welche bei einer bestimmten Fortfiihrung eines elektrischen
Theilchens geleistet wird, indem man abziihlt, wieviel Lamellen der
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Weg durchsetzt. Die in Richtung steigenden Potentials durchsetzten
Lamellen sind dabei positiv, die in Richtung sinkenden Potentials
durchsetzten aber negativ zu ziihlen. Ist die so gefundene Zahl N
und nennen wir den festen Schritt der Constantenreihe d, so ist N-&
der Ueberschuls des Potentials im Endpunkt iiber dessen Werth im
Ausgangspunkt, und diese Differenz giebt multiplicirt mit der be-
wegten Ladung die geleistete Arbeit. Vergl. Gleichung (16a) auf
S. 28.

Zweitens kann man Richtung und Intensitit der elektrischen
Kraft an jeder Stelle des Feldes unmittelbar erkennen. Niimlich
das Gefillle der Potentialfunction ist selbstverstiindlicher Weise in
allen tangentialen Richtungen zu den Niveauflichen gleich Null und
hat normal auf ihnen den griofsten Wert; in der Richtung des
steilsten Abfalls von ¢ liegt aber der Pfeil der elektrischen Kraft.
Denkt man also Linien im Raume, welche die Niveauflichen iiberall
senkrecht durchsetzen, so folgen diese der Richtung der elektrischen
Kraft. Sie heifsen nach Farapays Bezeichnung Kraftlinien. Man
kann sie im Allgemeinen eindeutig und stetig verfolgen. Aber nicht
nur iiber die Richtung der Kraft, sondern auch tiber deren Grolse
gewinnt man Aufschlufs. Man kann niimlich bei hinreichend dichter
Niveauflichenschaar die Stiicke der im Allgemeinen stetig gekritmmten
Kraftliniencurven, soweit sie zwischen zwei Nachbarflichen liegen,
als geradlinige Liingenelemente ansehen, welche auf beiden Flichen
senkrecht stehen und die Dicke & der Lamelle an der betreffen-
den Stelle messen. Ist das Gefiille in der Normalrichtung mit
- %% = § bezeichnet, so hat man fiir den Uebergang aus einer
Fliche in die Nachbarfliche die Gleichung

. deo

a=-——6;—-?|=@-k. (71)
Da nun o zufolge der Anlage der Niveauflichen im ganzen Raume
constant denselben Werth besitzt, so ist auch das Product #+h
constant, mithin die Stirke der elektrischen Kraft allenthalben um-
gekehrt proportional der Schichtdicke der Lamellen, ja man kann
den Betrag im absoluten Maalse ablesen, wenn & in solchem Maalse
bekannt ist und % in Centimetern gemessen wird.

Ueber den Verlauf der Kraftlinien kann man im Allgemeinen
aussagen, dals sie, von einem Ausgangspunkt an verfolgt, nicht
wieder zu diesem zuriickfithren konnen, auch nicht zu einem Punkt,
der mit dem Ausgangspunkt auf gleicher Niveaufliche liegt. Denn
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wenn man immer in Richtung des Gefiilles von ¢ fortschreitet, kann
man nicht zu dem Anfangswerth zuriickkehren, also bei eindeutigem
Potential auch nicht zum Ausgangspunkt. Die Doppelschichten, an
deren beiden Seiten ja Potentialwerthe von endlicher Differenz
herrschen, lassen allerdings geschlossene Kraftlinien moglich er-
scheinen, niimlich solche, welche auf der einen Belegung beginnen
und mit Umgehung eines offenen Randes der Doppelschicht auf dem
correspondirenden Punkt der anderen Belegung endigen. Dann fillt
bei verschwindender Dicke der Doppelschicht allerdings Anfangs-
und Endpunkt der Kraftlinie zusammen, diese erscheint geschlossen.
So lange wir indessen die Doppelschicht als ein reales elektro-
statisches Gebilde betrachten, bleibt doch immer der, wenn auch
verschwindend diinne Raum zwischen den beiden unendlich starken
Belegungen iibrig, in welchem auch ein unendlich starkes Feld von
entgegengesetzter Richtung herrscht. Man kann in gewissem Sinne
sagen, eine Doppelschicht verhiilt sich wie eine Trennungsfliiche,
welche den Kraftlinien den Durchgang versperrt.

Im Gebiete der elektrischen und magnetischen Wechselwirkungen
kommen aber thatsiichlich in sich zuriicklaufende Kraftlinien vor,
welche man ohne Unterbrechung beliebig oft in Richtung fallenden
oder steigenden Potentials durchlaufen kann. In solchen Feldern
ist aber das Potential nicht eindeutig, sondern besitzt eine unend-
liche Reihe von Werthen, und zwar sinkt oder steigt bei jeder vollen
Umkreisung, also Rilckkehr zum selben Punkte, der Potentialwerth
um den gleichen Betrag, den wir die Periode nennen wollen. Ferner
ist dabei wichtig, dafs solche Potentialfelder mit geschlossenen
Kraftlinien niemals im ganzen Raume existiren, sondern immer nur
in mindestens zweifach zusammenhiingenden Raumgebieten, withrend
in den ausgeschlossenen, ebenfalls mehrfach zusammenhiingenden
Gebieten die Feldintensitiit iiberhaupt nicht als Gefille einer
Potentialfunction dargestellt werden kann.

Konnte man z. B. in einem Kisenring die pollose magnetische
Induction wiihrend eines endlichen Zeitintervalls ganz gleichmiifsig
zunehmen oder abnehmen lassen (allerdings praktisch kaum realisir-
bar), so wiirde in dem vom Kisenring ausgesparten zweifach zu-
sammenhiingenden Raume withrend dessen ein zeitlich constantes
elektrisches Feld herrschen, dessen Potential die hier charakterisirte
Eigenschaft besitzt. Jede elektrische Kraftlinie ist als geschlossene
Curve mit dem Eisenring verschlungen wie zwei zusammenhiingende
Kettenglieder. (Sobald das Wachsthum der magnetischen Induction
ungleichmiifsig ist, wird dieses Beispiel hinfiillig, weil dann die
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elektrische Feldstirke schwankt und auf zeitlich variable Vorgiinge
der Potentialbegriff keine Anwendung findet.) Die entsprechende
Erscheinung eines magnetischen Keldes (fiir welches ganz analoge
Begriffe gelten) mit vieldeutigen Potentialwerthen kann man sehr
leicht experimentell verwirklichen in dem Raume um einen von
constantem galvanischem Strome durchflossenen Ringleiter.

Nun kann man einen zweifach zusammenhiingenden Raum durch
eine Schnittfliiche in einen einfach zusammenhiingenden verwandeln,
wobei dann beide Seiten der Schnittfliiche mit zur Begrenzung zu
rechnen sind. Wir denken also in den Kisenring resp. in den ring-
formigen Stromleiter wie in einen Rahmen irgend eine Fliiche ge-
spannt, durch welche der Durchtritt verhindert sein soll. Alsdann
ist auch ein wiederholtes Durchlaufen der ringformigen Kraftlinien
unmoglich; man kann hochstens auf der einen Seite der Trennungs-
fliche beginnen und einer Kraftlinie auf einer einmaligen Umkreisung
folgen bis man auf dem correspondirenden Punkt der anderen Seite
angelangt ist. Dann ist man wieder am selben Ort im Raum, man
kann aber nicht weiter. Das elektrische resp. magnetische Potential
ist dabei gesunken oder gestiegen gerade um den Betrag einer
Periode. Wir stehen also vor dem Krgebnils, dals das Potential an
beiden Seiten der Trennungsfliche verschiedene Werthe hat, dort
unstetig ist; aber die Vieldeutigkeit ist jetzt ausgeschlossen. Dieses
Feld konnte durch elektrostatische resp. magnetostatische Be-
legung der Trennungsfliche mit einer Doppelschicht erzeugt werden,
deren itberall gleich starkes Moment aus der Bedingung: 4 » It =
Periode folgt. Freilich diirften statische Belegungen der Ringober-
flichen, wenn diese breit genug sind, auch noch nitig sein zur ge-
treuen Wiedergabe des Feldes, fiir sehr diinne Ringe indessen geniigt
die Doppelschicht, und man sieht hieraus, dals deren Fiktion mit-
unter von Nutzen sein kann, um ein elektromagnetisches Problem auf
ein statisches zuriick zu fithren,

Der Potentialwerth war in diesen Fitllen wenigstens bis auf ein
unbestimmtes Vielfaches der Periode bekannt. Ganz unbestimmt
wird er, wenn man zwei solche Ringe im Raume annimmt und die
beiden Perioden, welche der Durchschlingung jedes einzelnen ent-
sprechen, incommensurabel sein lifst. Dann kann man durch ge-
niigend hiiufige Umschlingung beider Ringe in geeigneten Um-
drehungssinnen freilich das Potential in einem Punkt jedem ge-
wiinschten Zahlenwerth beliebig nahe bringen.

Aber das Feld — die Richtung und Intensitit — also das
Gefiille yon ¢ bleibt trotzdem eindeutig.
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Nach diesem vorliufigen Ausblick auf ein Gebiet, welches wir
erst spiiter behandeln werden, kehren wir zuriick zu den elektro-
statischen Feldern mit eindeutigem Potential, um noch einige typische
Erscheinungen des Verlaufs der Niveauflichen und der Kraftlinien
zu betrachten an Stellen des Raumes, wo einfache Flichenbelegungen
und wo Doppelschichten liegen.

Laufen Kraftlinien unter schriigem Winkel durch eine mit Elek-
tricitiitt belegte Fliiche, so werden sie dabei gebrochen. Zerlegt man
nitmlich die elektrische Kraft zu beiden Seiten in eine Componente
normal zur Fliiche und eine tangentiale, so hat erstere beiderseits
verschiedene Werthe, weil @ ¢/dn unstetig ist, withrend die zweite
beiderseits gleichen Werth hat, die Resultanten miissen dabei dies-
seits und jenseits verschiedene Richtung haben, aber beide Rich-
tungen miissen mit der Normalen in einer Ebene (Einfallsebene) liegen.
Nur in dem Falle, dals die Kraftlinien selbst in Richtung der
Normalen auf der Fliche stehen, bleiben sie ungebrochen. Da nun
ferner die Aequipotentialflichen beiderseits senkrecht zu den Kraft-
linien verlaufen, miissen solche, wo sie eine Flichenbelegung durch-
setzen, lings der Schnittcurve geknickt erscheinen, ohne dals in-
dessen ihr Zusammenhang zerrissen wird. Die Dicke & der Lamellen
vom festen Potentialschritt & ist zu beiden Seiten der Belegung ver-
schieden. Nur in dem Falle, dafs die belegte Fliche selbst zu den
Aequipotentialfliichen gehdrt, tritt kein solcher Knick auf, weil eben
keine der anderen Flichen sie durchsetzt; aber die Unstetigkeit von
h besteht auch dann. Die Dicke der Lamellen, die sonst im Raume
bei den Nachbarn nahezu die gleiche ist, wird plotzlich verindert,
wenn eine der Trennungsfliichen geladen ist.

Anders ist die Storung des Verlaufs, wo die Niveauflichen eine
Doppelschicht durchsetzen: Die Doppelschicht zwingt die Niveau-
flichen, welche auf sie stofsen, ein endliches Stiick ihres Verlaufes
in ihr selbst zuriickzulegen, bis sie sie dann an einer anderen
Stelle in den jenseitigen Raum entlifst. So kommt es, dals in der
Doppelschicht eine Reihe auf einander folgender Lamellen riumlich
zusammengeprefst zu verschwindender Dicke zu denken ist. Die An-
zahl dieser verdichteten Lamellen ist so grofs, dafs der vom Moment
abhiingige Potentialsprung in den correspondirenden Punkten beider
Seiten der Schicht zu Stande kommt. Liilst man jedoch den inneren
Raum zwischen der Doppelschicht aus der Betrachtung weg, so
bricht jede Aequipotentialfliche in einer offenen Randcurve an der
einen Seite der Schicht ab, und beginnt auf einer ritumlich getrennten
Randcurve an der anderen Seite ihre Fortsetzung. Das Bild, welches
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die Lamellen zeigen, kann man anschaulich durch den in der
Geologie bei der Lehre von den geschichteten Gesteinslagern ge-
brivuchlichen Namen , Verwerfung® bezeichnen. Bei Doppelschichten
von constantem Moment ist diese Verwerfung iiberall die gleiche
und die Neigung der Aequipotentialflichen auf beiden Seiten wird
nicht geiindert. Die Kraftlinien, welche die Flichenschaar senkrecht
durchsetzen, haben dann zu beiden Seiten gleiche Richtung, auch
die Lamellendicke # wird nicht veriindert; die elektrische Kraft
bleibt dann stetig. Im Falle, dafs die Doppelschicht selbst zu den
Niveauflichen gehort, fillt die Verwerfung fort, dagegen scheinen
alle diejenigen Lamellen verschwunden, deren Potentialwerth zwischen
den Grenzwerthen des Sprunges von ¢ liegen und es beriihren sich
in der doppelt belegten Fliche zwei Aequipotentialflichen mit endlich
verschiedenem Werthe der Constanten. Diese Umstiinde fithren dann
also, wenn man das Innere der Doppelschicht vernachlissigt, zu ge-
wissen Beschriinkungen der oben (S. 76) ausgesprochenen Siitze.
Die am Anfang dieses Paragraphen aufgestellten Formeln (69)
und (69 a) kann man ohne Beniitzung des Potentialbegriffs auf die

Formen:
00X oY 0z

oz T oy T ox
G, + G, =4me (69 d)

bringen, wobei €, und G, die Componenten der elektrischen Feld-
stirke in Richtungen der beiden Normalen », und n, bezeichnen.
Diese (Gleichungen sind unter der Voraussetzung abgeleitet, dafs fiir
die Feldstirke eine Potentialfunction existirt. Sie gelten aber all-
gemeiner auch fiir zeitlich variable Felder, in denen dies nicht mehr
der Fall ist. Denn es superponiren sich dann, wie spiiter gezeigt
werden wird, zu den von den Ladungen & und e herrithrenden
Kraftcomponenten X, ¥®, Z®, nur solche andere Componenten
X@, y@, Z@ fir welche immer

0X® 0Y® 029

=4ms (69 c)

o TEROY. TR T
CY+6Y=0
erfillt ist, so dafs auch dann
00X 4 xX®m 0X®

e = cee=4
iy b v dha i %

G +oo = G0 +.. + G +.. =4me
giiltig bleibt.

H. v, HELMuoraz, Theoret. Physik. Bd. IV. 6

@
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§ 21. Der Green'sche Satz.

Dieser fiir die weitere Entwickelung der Potentialtheorie wich-
tige analytische Satz giebt eine Art partieller Integration an, durch
welche von einem gewissen Raumintegral ein Oberflichenintegral ab-
gespalten wird, wilthrend ein Restintegral iiber den Raum zuriick-
bleibt. Es giebt analoge Operationen auch an Integralen in einer
Ebene, aus denen dann ein Randintegral abgespalten wird, und auch
die gewdhnliche partielle Integration an einfachen Integralen, welche
die Grenzwerthe aus dem Integrandus abspaltet, gehdrt hierher. Wir
betrachten aber sogleich das riiumliche Problem. KEs sei zuniichst
vorgelegt das Raumintegral:

—fffb-—-—dzdydx (12)

Dieses soll erstreckt werden fiiber ein durch eine geschlossene Fliche
begrenztes Raumgebiet. L und V seien zwei vorgeschriebene Func-
tionen der Coordinaten z, y, », und sollen so beschaffen sein, dafs
@, einen endlichen, eindeutigen Werth besitzt. Also L und @ V/d«
miissen eindeutig sein, dagegen kdnnte ¥ selbst noch vieldeutig sein,
wie dies z B. bei den im vorigen Paragraphen erwiithnten Potential-
functionen in mehrfach zusammenhiingenden Riumen vorkommt.
Stetig braucht weder L noch @ ¥V/dz zu sein, beide kinnen viel-
mehr an bestimmten Flichen im Integrationsraume springen. Auch
in gewissem Grade unendlich kinnen beide Factoren an einzelnen
Stellen werden, ohne dafs der Werth ®_ dadurch seine Bestimmtheit
und Endlichkeit verliert.

Nun machen wir den ersten Schritt zur Transformation: Wir
sehen L.0V |dz als Theil eines vollstindigen Differentialquotienten
nach z an, welch' letzteren wir durch Hinzufigung von V.0 L/dz
erhalten. Wir bilden also:

+fffl7—d:cdydz—ff (LV)dxdydx (12a)

Damit diese Gleichung einen bestimmten Sinn habe, miissen wir
mehr Bedingungen stellen, als vorher fiir @_ nitig waren. Es muls
niimlich jetzt ¥ selbst eindeutig sein und 6 L/Gz muls die Inte-
grabilitiitsbedingungen erfiillen. Solche Fiille also, in denen zwar L
in unschiidlicher Weise unendlich wird, wihrend 6 L/dz dies in
heftiger, schiidlicher Weise thut, sind jetzt nicht mehr zulissig.
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Dieser erste Schritt ist nur die Vorbereitung fiir den zweiten: die
partielle Integration des rechts stehenden Integrals, welches wir

schreiben konnen
ffdydz-fdz agyy.
dx

Fiir jedes Flichenelement dydx ist

f"m oD -

R

Der Sinn dieser Formel ist folgender: Auf dem Flichenelement
dydx steht senkrecht eine gerade Linie parallel der z-Axe. Geht
man auf dieser Geraden in Richtung der positiv wachsenden Abscissen
vorwiirts, so betritt man an einer bestimmten Stelle das Integrations-
gebiet, dort an der Grenze hat das Produkt L V einen bestimmten
Werth, den wir mit LV bezeichnen. Geht man weiter, so kommt

man endlich zu derﬁelle, wo das Integrationsgebiet wieder ver-
lassen wird; der dort herrschende Werth sei mit LV bezeichnet.
Die Differenz beider Werthe ist oben mit E—z bezeichnet:

LV —LV=LV

und hat fiir jedes Flichenelement dydx ihren besonderen Betrag,
der von der Fihrung der Raumgrenze und dem riumlichen Verlauf
von LV abhiingt. Die Oberfliiche des Raumes kann auch so ge-
staltet sein, dals die zu « parallele gerade Linie das Integrations-
gebiet in mehreren getrennten Strecken durchsetzt, so dafs mehrere
Eintritts- und Austrittsstellen auf einander folgen. In solchen Fiillen
bedeutet L V nicht die einfache Differenz, welche in letzter Gleichung
steht, sondern eine algebraische Summe, in welcher die Werthe von
LV an allen Eintrittsstellen negativ, an allen Austrittsstellen positiv
einzusetzen sind. Kin wesentlicher Unterschied wird durch diese
Complication indessen nicht in den Sinn der Betrachtung gebracht.
Der zweite Schritt fiihrt also zu der Gleichung

@, +fff?%%dxdgdx=ffdydx“ﬁ_"v:. (12b)

Die Beschriinkungen, die fiir die Functionen L, ¥V und deren
Differentialquotienten zu machen sind, haben sich aber wiederum

vermehrt, denn die partielle Integration liefert in der hier explicite
6‘
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hingestellten Form nur dann einen richtigen Werth, d. h. denselben,
welchen die linke Seite besitzt, wenn L ¥ im ganzen Integrations-
gebiet stetig verliuft. Wenn dagegen dieses Produkt im Bereiche
der vorkommenden Werthe von # irgendwo discontinuirlich wird, so

wiirde in dem Ausdruck L ¥V dieser Sprung enthalten sein, wiihrend

er in f dz %(L V) fehlt. Die Mathematiker haben sich mit solchen

Problemen, in denen Integrale iiber springende Functionen partiell
integrirt werden, vielfach beschiiftigt, in der Physik kommt man aber
meist vortheilhaft mit dem Umwege aus, dafs die Spriinge als sehr
steile, aber doch stetige Veriinderungen angesehen werden. Thut
man dies, so fehlt der Einfluls des Sprunges auch in dem Ausdruck

dx -(%(L V) nicht, denn dieser wird dann an der Sprungstelle des

Differentialquotienten so grofs, dafs ein einzelnes Differential der
Summe einen endlichen Werth annimmt und zwar gerade denjenigen,
welcher sonst die Gleichung stéren wiirde. Kann man mit diesem
Princip der continuirlichen Uebergiinge nicht gut auskommen, so
mufs man beide Seiten der Unstetigkeitsflichen mit unter die Raum-
grenzen des Integrals aufnehmen,

Der dritte Schritt ist die Verwandlung des Doppelintegrals in
ein Oberflichenintegral tiber die Begrenzung des Integrationsraumes,

Der Integrand E setzt sich bereits aus allen Oberflichenwerthen

zusammen und zwar fiir jedes einzelne dydx aus denjenigen, welche
beim Fortschreiten in der z-Richtung von dort aus getroffen werden.
Geeignete Oberfliichenelemente an denselben Stellen findet man nun,
wenn man auf jedem der kleinen Rechtecke dydx als Basis eine
gerade Siule errichtet denkt. Diese dringt, in wachsender z-Rich-
tung verfolgt, einmal in den Integrationsraum ein, wobei sie ein
Fliichenelement d s aus dessen Umgrenzung herausschneidet. Weiter-

hin tritt sie wieder heraus unter Herausschneidung eines zweiten

Flichenelementes ds. Bei complicirterer Gestalt des Integrations-
bereiches kann dann ein nochmaliger Eintritt und Austritt folgen
u. 8. ., jedesmal unter Zeichnung zweier Oberflichenelemente. Alle
diese ds sind im Allgemeinen schriige Schnitte der diinnen recht-
eckigen Siiule, also von parallelogrammatischer Gestalt. Ihre Grifse

hiingt von der Neigung der Normalen » gegen die a-Richtung ab,
denn es ist

. dydz
cos (n,2) '
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oder umgekehrt
dydz = dscos(nz).

Nun wollen wir vorschreiben, dafs die Normalen fiiberall ins Innere
des Integrationsraumes gerichtet sein sollen, dann wird der Winkel
(nz) an den Eintrittsstellen der Siiule spitz, an den Austrittsstellen
stumpf, sein Cosinus also im ersten Falle positiv, im zweiten negativ.
Unter dydx sowohl wie unter ds verstehen wir aber absolute Be-
triige, defshalb miissen wir in vorstehender Formel, soweit sie sich
auf Elemente ds an Austrittsstellen bezieht, den negativen Cosinus
durch ein vorgesetztes Minuszeichen positiv machen. Es gilt
demnach:
dydx = dscos(nz) = — dscos i)

und ein einzelnes Glied des Doppelintegrales aus (72b) kann
folgendermaafsen umgeformt werden:

dydx LV = dydz(LV — LV)=—dsLVcosiiz —ds LVcosnz.

In dem complicirteren Falle, dafs die Séiule das Gebiet mehrmals
durchsetzt, erhiilt man auf der rechten Seite vier, sechs u. s. w. solche
Glieder, wie hier zwei angegeben sind; die weitere Betrachtung wird
dadurch nicht gestért. Das Wichtige und Wesentliche besteht darin,
dafs der Unterschied zwischen Eintritts- und Austrittsstellen ver-
schwunden ist: Alle Glieder haben dasselbe explicite Minuszeichen.
Da nun durch die Gesammtheit aller der gedachten Siulen auch
die gesammte Oberfliche unseres Raumgebietes parzellirt wird,

so folgt: "ok
Ifdy dx_L__K== —IfdaL Veosnzx.

Die Bezeichnung des .+ » soll Integration iiber die geschlossene

Oberfliche des Gebietes bedeuten. Da man nun weils, dafls der
Werth eines solchen Integrals von der Form des Netzes der ds,
welches zur Aufstellung oder Berechnung gedient hat, unabhiingig
ist, 8o braucht man sich nun unter den ds nicht mehr die Spuren
jener Siulenschnitte zu denken, sondern kann ein beliebiges anderes
Netz auf der Oberfliche annehmen. Bei diesem dritten Schritt sind

keine neuen Beschrinkungen der Gultigkeit hinzugekommen. Das
bisherige Resultat lautet nun:

D, +ffng—:da: dydx=-—-ffdsLVcosnm. (12¢)
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Nun seien noch zwei ganz analog gebaute Integrale iiber den-
selben Raum zu erstrecken, niimlich:

g av
(Dr—fffﬂa-y—dxdydz und w*=fffﬁ'“g;dxdydx. (18)

Bedingungen dafiir sind Eindeutigkeit der beiden neuen Fune-
tionen M und N und der Differentialquotienten von V. Stetigkeit
nicht erforderlich, beschriinktes Wachsthum ins Unendliche zuliissig,
ganz wie oben fiir @, Nun fihren wir dieselben drei Schritte der
Transformation aus, Beim ersten Schritt mufs gefordert werden, dals
M|y und dN|dx nicht in schiidlicher Weise unendlich werden,
und dafs 7 selbst eindeutig ist. Beim zweiten Schritt treten die
Bedingungen hinzu, dafs M7 und NV im ganzen Raumgebiet stetig
verlaufen miissen, widrigenfalls die Sprungflichen und zwar beide
Seiten derselben mit unter die Begrenzung des Raumes zu rechnen

sind, oder man sich helfen mufs mit dem Princip der continuirlichen
Uebergiinge.

Sind alle diese Bedingungen erfiillt, so kann man zwei Formeln
analog (72c¢) aufstellen, und dann alle drei addiren. Die Integrale
kann man dabei, da sie sich iiber dieselben Gebiete erstrecken, in
je eines zusammenfassen. An Stelle der Abkirzungen @, @, D
setzen wir die vorgeschriebenen Integrale. Dann erhillt man:

SIS 1L + 28 4 2P aeayes
(I e | o

=—deaV(Lcos(nz) + Mcos(ny) + Ncos(nz)).

Diese Gleichung enthiilt bereits den Grerx'schen Satz in sich,
ist aber allgemeiner. Die drei vorgeschriebenen Raumfunctionen L,
M, N kann man deuten als die Componenten in Richtung der Axen
@, y, # von einer in jedem Punkte des Raumes gegebenen gerichteten
Grofse, und diesen Sinn haben sie wohl auch physikalisch in allen
Fillen, wo diese Gleichung von Nutzen ist; die Function ¥ dagegen
denken wir uns hier als eine ungerichtete Grifse, deren Differential-
quotienten im ersten Raumintegral die negativen Componenten einer
zweiten gerichteten Grifse angeben, und zwar einer solchen, welche
die Besonderheit hat, sich als Gefille einer ungerichteten Grolse
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darstellen zu lassen. Die Gleichung (74), welche doch auf ein be-
stimmt orientirtes Axensystem bezogen erscheint, enthiilt dann lauter
Ausdriicke von absoluter Bedeutung. Die geschweifte Klammer des
ersten Integrals giebt nach HErMANN GrAssMANN's Bezeichnung das
innere Product der beiden Vectoren und zwar mit negativem Vor-
zeichen, da wir als Componenten des zweiten Vectors die negativen
Differentialquotienten von V einfithren. Dieses innere Product ist
eine ungerichtete Grofse, deren Werth nicht von der Orientirung
des Axensystems abhiingt. Sein Werth ist gleich dem Product der
beiden Vectorlingen und dem Cosinus des von ihnen gebildeten
Winkels. Im zweiten Integral bedeutet die eckige Klammer die
sogenaunnte Divergenz des ersten Vectors, eine ebenfalls ungerichtete
Grofse. Die runde Klammer im Oberflichenintegral endlich bedeutet
die in Richtung der inneren Normale fallende Componente des ersten
Vectors, ist also ebenfalls unabhiingig vom gewiihlten Axensystem.

Um nun auf den GreEn’schen Satz zu kommen, nehmen wir
fiir den ersten Vector ebenfalls einen solchen, welcher als Ge-
fillle einer ungerichteten Raumfunction U7 dargestellt werden kann,
setzen also:

oU ouU U

L=—e—w—, M=——4— N= v (T4 4a)

Die fir L, M, N zum Bestande der Gleichung (74) nothigen Be-
dingungen miissen wir nun verwenden, um die Bedingungen fiir die
neu eingefiihrte Function U/ zu finden. Die zweiten Differential-
quotienten von U, das sind die —gwﬁ etc., miissen integrabel sein,
diirfen also nicht in schiidlicher Weise unendlich werden, wie das
z. B. eintritt, wenn U das Potential einer punktformigen Ladung ist.
Die ersten Differentialquotienten von U, das sind die L, etc. selbst,
miissen stetig sein. Kindeutig miissen alle Differentialquotienten
sein, Dagegen U selbst, welches in der Gleichung gar nicht vor-
kommt, konnte vieldeutig sein, wie die elektromagnetischen Poten-
tiale in mehrfach zusammenhingenden Riumen. Dafs mehrfach
zusammenhiingende Riume als Integrationsbezirk bei unserem Satz
verwendet werden diirfen, begegnet keinen Bedenken sofern in ihnen
die nothigen Eindeutigkeitsbedingungen erfillt sind, das mehrfache
Ein- und Austreten der Siiulen haben wir oben besonders beriicksichtigt.

Bei der Einsetzung der Vorschriften (74a) in die Gleichung (74)
geht die geschweifte Klammer im ersten Integral fiber in

oU oV . U v L AU OV
-{E; “a?*“w'e;*?ﬁw}'
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Die eckige Klammer des zweiten Integrals wird:

U 060U A 0'U
52+ 5558 an

bildet also die Larrace’sche Operation an U, deren Bedeutsamkeit
bei Potentialfunctionen wir schon kennen. Die runde Klammer im
Oberflichenintegral endlich mufs, da sie die Vectorcomponente in
Richtung der inneren Normalen angiebt, fibergehen in

(22).
“\on
Dies kann man leicht direct verificiren. Geht man nimlich in Rich-

tung der Normalen von der Oberfliche in's Innere um den Weg dn,
so veriindern sich dabei die Coordinaten um daz, dy, dz, und es ist

dw d dzx
cos (n ) = o] cos(ny) = Et%’ COS (n 2) = 3=

Setzt man dies in die runde Klammer von (74) ein, und beriick-
sichtigt auch (74a), so erhilt man

L0Udw . 0Udy  OUde _(13_”).
on

Nun brauchen wir nur ein gemeinsames Minuszeichen in allen drei
Integralen fortzulassen, und das zweite Raumintegral mit entgegen-
gesetztem Zeichen nach rechts zu werfen, dann finden wir die
Schlufsformel:

ff oU ov 6£§_£+5U ov
6:‘.': Oz 6y dy 0z 0Oz

= Ty o f [ azsayas.

Dieses ist der von GrorGE GREEN in seinem Kssay vom Jahre
1828 aufgestellte Satz.

Wir sahen im Verlauf der Ableitung, dals die beiden Func-
tionen U und V verschiedenen Bedingungen geniigen miissen, die
gich nur zum Theil decken, niimlich soweit sie die ersten Differential-
quotienten betreffen. Dem entsprechend kommen auch auf der
rechten Seite der Gleichung beide Functionen in unsymmetrischer
Weise vor. Die linke Seite dagegen ist vollkommen symmetrisch,

}d dydx s
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sie iindert sich nicht bei einer Vertauschung von U und 7. Man
kann daher mit gleichem Recht auch bilden:

au 6V oU éVv gU oV
fff ax gz T oy "§£+"az—.‘a7}d‘°“f""‘

A
=—ffd3U'§;‘—ffoAdedydx,

wenn nur U aufser den vorher ndthigen Bedingungen auch noch
denen geniigt, welche vorher von V' gefordert wurden, und ¥ ebenso
noch den vorigen von U. Damit also die Gleichungen (75) und (754a)
neben einander beide giiltig sind, miissen 7 und ¥V nebst ihren
ersten Differentialquotienten im ganzen Integrationsraume eindeutig,
endlich und stetig sein, withrend deren zweite Differentialquotienten
namentlich das 4 beider Functionen integrabel und eindeutig aber
nicht nothwendig stetig sein mufs. Tyifft dies alles zu oder hat
man Punkte und Flichen, in denen das nicht der Fall ist, aus dem
Raume herausgeschnitten durch Oberflichen, welche dann mit zur
Begrenzung gehtren, so kann man in den beiden Gleichungen die
identische linke Seite als tertium comparationis ausschalten und
findet durch Gleichsetzung der beiden rechten Seiten:

e
ffdsv-a—n—-FffoAdedydz
et )
=ffd3 V—(:H"l'fffl’d Udwdydz,

wofir man auch in anderer Anordnung schreiben kann:
ov
ff (U—— V—) =—fffddedz[U.dV VAU). (15¢)

§ 22. Anwendungen des Green’schen Satzes auf
die Potentialtheorie.

(751)

Die Nutzbarkeit des GREEN'schen Satzes in der Theorie der
Kraftfelder hat ihren Grund darin, dafs man fir die beiden Func-
tionen U und ¥ Potentialfunctionen einsetzen kann und dadurch
Beziehungen zwischen Raum- und Oberfliichenintegralen erhillt, deren
Integranden aus lauter physikalisch wichtigen Grofsen bestehen.
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So bedeuten die ersten Differentialquotienten, sowohl die nach z, y, ,
welche in der linken Seite von (75) und (75a) vorkommen, wie auch
diejenigen rechts nach der inneren Normale » der Oberfliche die
gleichgerichteten Kraftcomponenten, und bei Kriiften, welche nach
dem Couroms'schen Gesetze wirken, weils man auch die Bedeutung
der in den Restintegralen vorkommenden 4 U und 4V aus den
Differentialgleichungen von Larrace und Porssox,

Die einfachste Gestalt nimmt dann der Satz an, wenn der
Integrationsraum leer von den Ladungen ist, welchen die beiden
Potentialfunctionen entspringen, wenn diese also aulserhalb liegen.
Dann sind die 4 beider Functionen ohne Ausnahmestellen gleich
Null, die Restintegrale fallen weg und die Gleichung (75b) geht
fiber in eine Beziehung zwischen zwei Oberfliichenintegralen

furiz-fFurts. o

Dabei sind U und ¥V Potentiale von zwei verschiedenen, einzeln
vorhanden gedachten Vertheilungen aufserhalb der geschlossenen
Oberfliche. Die Formel (76) kann wegen dieser Beschriinkung
immer nur in beschriinkten Raumgebieten giiltig sein, da doch die
Potentialfunctionen von irgendwo liegenden Ladungen herrithren
milssen. Dagegen ist es moglich, dals diese Ladungen alle in end-
lichen Abstiinden von einander zusammenstehen, und zwar sowohl
das System, welches U erzeugt, wie das andere, welches V erzeugt.
Umschliefst man dieses Raumgebiet durch eine Oberfliche, so ist
der ganze Hulsere Raum leer und die Gleichung (76) ist delshalb
fir ihn giiltig. Da wir indessen den GrErN'schen Satz nur fiir ein
umschlossenes Integrationsgebiet abgeleitet haben, so diirfen wir
ihn nicht ohne Weiteres auf den grenzenlosen unendlichen Aufsen-
raum fibertragen, sondern wir miissen eine iufsere Umhiillung hin-
zudenken, und untersuchen, was aus den Ausdriicken wird, wenn
wir diese Umhiillung weiter und weiter hinausschieben bis in un-
endliche Entfernung. Als geeignetste Begrenzungsform wiithlt man
eine Kugelfliiche von sehr grolsem Radius R, deren Mittelpunkt in
der Niithe der vorhandenen elektrischen Ladungen liegt, Man
weils nun, dafs in allen Regionen, welche sehr weit weg von
dem geladenen Gebiete liegen, deren Abstand » vom Mittel-
punkt also sehr grofs ist im Vergleich zu den endlichen Ab-
stinden der elektrischen ILadungen, dals dort die Potential-
functionen gegen Null streben proportional dem reciproken Werthe
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des Abstandes, dafs man also in hinreichend grofsen Entfernungen
setzen darf:

Uty o Wamiis (1)

Die Constanten 4 und B bezeichnen die algebraischen Summen
der beiden Ladungssysteme. (Sollten diese oder eine von ihnen
etwa gleich Null sein, so verschwinden die Ausdriicke proportional
hoheren Potenzen von 1/r, dann gilt das Folgende a fortiori.)

Die ins Innere gerichteten Normalen zeigen an der grolsen
Kugelfliche entgegengesetzt dem wachsenden Radius, daher ist an
diesem Theil der Begrenzung

D v DI il st Yo RN :
P Yhmbeer i o M B

Die beiden in Gleichung (76), fiberhaupt im GreeN'schen Satz
vorkommenden Oberflichenintegrale, nehmen also fiir Potential-
functionen U und ¥, welche im Unendlichen reciprok » schwinden,
erstreckt iiber eine sehr grofse Kugel den Werth an:

[forg=ffuriz={fasz-

Fiir #® ist der dem Kugelradius entsprechende Werth R? zu setzen,
und die Flichenelemente ds kinnen aus einer auf der Kinheits-
kugel gedachten Eintheilung in Elemente ds gewonnen werden in
der Form

ds = R*do.

Das Fliichenintegral wird also:

AB 4B
= 2 2N
—ff.ﬁ'da 7 =45

oder wenn man R = oo werden lilst
= 0.

Damit ist bewiesen, dafs die Oberflichenintegrale in der Glei-
chung (76) iber die unendliche Begrenzung des Raumes verschwinden,
aber — wohl zu beachten — nur wenn beide Functionen im Unend-
lichen der Bedingungen (77) folgen. Dals sie im ganzen Integrations-
raume bis in unendliche Ferne der Larrace'schen Differential-
gleichung geniigen, reicht wohl fiir das Verschwinden der Raum-
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integrale im GreeN'schen Satz aus, aber noch nicht fiir das
Verschwinden dieses Oberflichenintegrales. Es giebt niimlich Func-
tionen, welche der Larrace’schen Gleichung fiberall geniigen, aber
nicht als Potentiale von endlichen Vertheilungen gedeutet werden
konnen, und defshalb auch die Bedingung (77) nicht erfilllen. Dahin
gehdrt z. B. der Ansatz, dals ein Potential im ganzen Raume gleich
einer von Null verschiedenen Constante sein soll, oder gleich einer
linearen Function der cartesischen Raumcoordinaten. Solche Func-
tionen kann man bei den Anwendungen des GreEN'schen Satzes mit
Nutzen verwenden, aber als Potential endlicher elektrischer Ver-
theilungen konnen sie immer nur in beschriinkten Bezirken des
Raumes, niemals aber im Unendlichen gedeutet werden.

Wir werden jetzt sogleich eine solche Anwendung des GrEEN'-
schen Satzes machen, indem wir vorschreiben, die Function U solle
im ganzen Raume den constanten Werth U/ = 1 besitzen, withrend
V = ¢ das Potential einer elektrischen Vertheilung sei. Die Glei-
chung (75) wird dann 0 = 0, weil alle Differentialquotienten von U
gleich Null sind, aber (75a, b, ¢) geben

de‘%g= ‘fffd'r-dzdydx- (78)

Diese wichtige Gleichung, welche wir hier als einen besonders
einfachen Sonderfall des Greex'schen Satzes gefunden haben, lifst
sich auch, ohne die Kenntnifs der allgemeinen GreenN'schen Glei-
chung, direkt ableiten durch partielle Integration des Raumintegrals
iiber 4, wobei im Verlauf der Umformung ganz dieselben Hiilfs-
mittel benutzt werden, welche wir bei der Ableitung des GrEEN'-
schen Satzes anwendeten. Diese Formel ist auch von Gauss ab-
geleitet worden und unter dem Namen des Gauss'schen Satzes be-
kannt. Wir wollen aus ihr nun Folgerungen ableiten. Wenn im
ganzen Integrationsraume ¢ und dessen erste Differentialquotienten
endlich und stetig sind, so ist das Oberflichenintegral links nur
itber die Hufsere Begrenzung des abgeschlossenen Raumes zu er-
strecken. Dies wollen wir zuerst als erfiillt ansehen. Dann konnen
elektrische Ladungen im Inneren nur in endlicher riiumlicher Dichtig-
keit & vorhanden sein (denn Flichenbelegungen wiirden die ersten
Differentialquotienten von ¢ unstetig machen, geladene Linien und
Punkte wiirden ¢ unendlich machen). Die Pomsson'sche Differential-
gleichung giebt A = — 47¢; dies eingesetzt, liefert:

ffds%—’%=4ﬂfffa-dzdydz. (78a)
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Das Raumintegral stellt die Gesammtmenge der von der Oberfliche
umschlossenen elektrischen Ladung dar.

Jetzt wollen wir auBer den riumlichen Ladungen & im Innern
gewisse Flichen gegeben denken, an denen die Differentialquotienten
von ¢ springen, die also mit Elektricitit von endlicher Flichen-
dichte e belegt sein miissen. Diese Flichen storen die Giiltigkeits-
bedingungen unseres Satzes und miissen herausgeschnitten werden
dadurch, dafs man ihre beiden Fronten mit unter die Grenzen des
Integrationsbereichs aufnimmt. Der Raum, iiber welchen rechts
integrirt wird, erfihrt dadurch keinen Abbruch, aber zur linken
Seite kommt ein neuer Betrag hinzu: Das Oberflichenintegral von
Op|On, tber beide Seiten der Unstetigkeitsflichen. Zertheilen wir
diese Flichen in Elemente, die wir mit ds, bezeichnen im Gegen-
satz zu den ds der éufseren Umhiillung des Raumes, so kionnen
wir je zwei correspondirende Differentiale zusammenfassen. Die
Richtungen der in's Innere des Raumes weisenden Normalen sind
auf ihnen entgegengesetzt; unterscheiden wir sie als », und =»,, so
kann man den hinzukommenden Betrag als einfaches Flichenintegral

darstellen !
O f f op , 99 ),
f f L bl (m; - (18Y)

Die Unstetigkeitsflichen brauchen nicht geschlossen zu sein,
kinnen vielmehr in einem offenen Rand enden oder durch die fiufsere
Begrenzung hindurchtreten in das hier nicht betrachtete Gebiet.
Die etwa zur Zudeckung dieser Riinder nothig gedachten unpaarigen
Flichenelemente iiben, wie leicht ersichtlich, keinen Einflufs auf die
Rechnung. Die in diesem neuen Integral vorkommende Klammer
mifst nur nach Gleichung (56 a) S, 60 fiir jedes ds, den dort herr-
schenden Betrag von —4me, der Beitrag zur linken Seite von (78a)

ist daher
- -—-4r¢ffds--e.

Lassen wir nun dem in Gleichung (78a) links stehenden Integral
seine frithere Bedeutung, dafs es nur tiber die #ufsere Umhiillung,
nicht aber auch iiber den Schutzmantel der inneren schiidlichen
Flichen erstreckt wird, so miissen wir den vorstehenden Betrag

links zufiigen, oder mit entgegengesetztem Vorzeichen rechts zufiigen.
Defshalb geht (78a) tiber in

ﬁds%=4“fff"d3dyd”+4“[]‘1%“- (18¢)
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Der neu hinzugetretene Betrag der rechten Seite milst bis auf den
Factor 4n die Gesammtmenge der in Flichenladungen vorhandenen
Elektricitiiten, welche von der Oberfliche umgrenzt werden, iiber
welche die linke Seite integrirt ist.

Schliefslich wollen wir auch noch ein System von punktformigen
Ladungen in den Integrationsraum hineinsetzen. Das Potential

dieser allein ist, wie frither ausgefiihrt, gleich Eni—?—, bezeichnen
a= a

wir also jetzt den itbrigen Theil des Potentials, welcher von den
Raumdichtigkeiten ¢ und den Flichendichtigkeiten e herrithrt, und
fiir welchen (78¢) gilt, mit ¢’, so ist das gesammte Potential zu setzen:

‘Wollen wir auf dieses die Gleichung (78) anwenden, so miissen wir
aufser den Flichen, in denen die Differentialquotienten von ¢
springen, auch noch alle die Punkte herausschneiden, in denen ¢
unendlich wird. Wir legen um jede Punktladung e, eine kleine
Kugel vom Radius p, und miissen das Oberflichenintegral links
nun auch iiber diese Kugelfliichen erstrecken; die in's Innere des
Integrationsraumes gerichtete Normale zeigt aus den Kugeln heraus,
liegt also in der Richtung des wachsenden Radius r,. Nun sieht
man ohne Weiteres, dals die Beitriige aller Summanden von ¢,
welche an der Stelle einer kleinen Kugel endlich bleiben, mit ver-
schwindendem Radius p ebenfalls verschwinden. Das trifft in jedem
Falle bei ¢ zu, selbst, wenn ein Kugelcentrum auf einer Unstetig-
keitsfliiche liegt; ferner trifft es zu bei allen bis auf einen der
Summanden a. Das Raumintegral wird bei verschwindendem o
nicht veriindert, da die herausgeschnittenen Kugelriume ver-
schwindend werden. Will man also den Beitrag finden, den die
Oberfliche einer bestimmten der Kugeln a= p liefert, so braucht

man statt des ganzen @ nur das Glied 5 beriicksichtigen.

: "y
Es ist i(&)ﬁi(i)=_£=_ e,
on, \ry Ory \ry 73 o

An der Kugeloberfliche ist ja iiberall »,= g. Die Flichen-
elemente ds driicken wir durch diejenigen do der Einheitskugel aus
ds = p*do. Dann ist

a‘?’_ff s Cp
ffdsm— do‘p(-—;,-)-—*lne,,

»
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der Beitrag behilt also bei verschwindendem ¢ einen festen Werth,
und ebenso die Beitriige der anderen Kugeln. Im Ganzen kommt
also durch das Hinzutreten der Punktladungen zu dem Integral
iiber die #ufsere Begrenzung, welches in Gleichung (78¢) links steht,

hinzu die Summe
n
—4x >
n% .

oder wenn wir diese mit umgekehrtem Vorzeichen nach rechts
werfen, geht die Gleichung (78¢) iiber in die folgende

f dsgg%=4nfffs-dmdydx+4nffda‘-e+452\!“. (78d)

In allen Fillen also bestitigt sich das Gesetz, dafs das ge-

schlossene Oberflichenintegral von g—:; gleich ist 47 mal der Ge-
i

sammtmenge der von der Oberfliche umschlossenen Elektricitiit,
gleichgiiltig, ob diese in rijumlicher Vertheilung oder als Flichen-
belegung Pder endlich als Punktladung verhanden ist. Auch die
Configuration der Ladungen ist gleichgiiltig, es wird unterschiedslos
die Menge summirt, welche im Innern enthalten ist. Elektrische
Ladunger'x aulserhalb des eingeschlossenen Raumes haben offenbar
keinen Einflufs auf den Werth, obwohl doch der allgemeine Verlauf

von ¢ und damit auch von gr durch solche mitbestimmt wird.
. » ‘

‘ Eine von der Existenz der Potentialfunction unabhiingige Ab-

leitung “nd, Gestalt des in Gleichung (78) gegebenen (Gauss'schen

Satzes gewinnt man bereits direkt aus Gleichung (74), indem man

dort V=1 setzt und L, M, N mit den Componenten des elektrischen
Feldes identificirt. Man findet dann:

e B BT A
f”i": fff[g*;"l"g;-l“g;]dzdydz, (78e)

aus welcher sich, apg),
trachtungen mit H
§ 20) ergiebt:

3 fds_ﬁ'f=4ufff8-dzdydz+4wffds.-a+ 43:42:;:“. (781)

g den zu Gleichung (78d) fithrenden Be-
Wfe der Ausdriicke (69¢ und d am Schluls des
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§ 28. Folgerungen fiir das Potential in leeren Riumen.

Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt, dafs in ladungfreien
Gebieten eines elektrischen Feldes fiir jede geschlossene Oberfliche
das Integral iiber d¢/dn, verschwinden mufs:

T
ffds-a-’—“—=0. (79)

Die hinreichende Bedingung fiir diese Eigenschaft des Potentials ist also
die ausnahmelose Giiltigkeit der Larrace'schen Differentialgleichung
in dem umschlossenen Raume. Nun lifst sich zeigen, dafs auch
umgekehrt aus unserem Integralsatz(79) die Laruace'sche Differential-
gleichung als nothwendige Folgerung heraustritt. Wir brauchen als
Raumgebiet nur ein Volumelement mit den Kanten dz, dy, dx zu
withlen. Die Oberfliche besteht dann aus sechs rechteckigen Ele-
menten. Zwei davon stehen senkrecht auf der z-Richtung und haben
die Flache ds = dydz. Auf der einen ist g-;f- =+ 9%, anf der
i
gegeniiberliegenden ist erstens das entgegengesetzte Vorzeichen dafiir
zu nehmen, zweitens aber kommt auch noch die differentiale
Aenderung des Werthes hinzu, welche durch den Abstand dz von
der vorigen Fliche bedingt wird. Dieser Zuwachs ist
6@)
a('ﬂ—:{ d o'g di
e et

Im Ganzen ist an der Gegenfliche zu setzen:
dg dp , O d
S " (“"_ +3 ?)-
Beide Flichenelemente zusammen liefern zum Integral den Beitrag
Oy B, 894 e dyae O Lds.
dydx 5 — dyax (;3.; + a_g’-da:) dydx 5§z
Analog liefern die beiden Flichen senkrecht auf y den Beitrag

6’9

= — —_— d

dxdza 5 oy

‘Imd die baideﬂ 1Btztren Eenkreﬂht a.uf & den Belhag:

2
=—dady %——gdz.
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Die ganze sechsgliedrige Summe, welche zufolge unserem Satze ver-
schwinden mufs, wird also

] 2
— dzdydx (gf+6""+‘;;’;) 0,

das fordert aber d¢ = 0.

Der Satz (79) und die Laruace'sche Differentialgleichung zeigen
sich als zwei nur dem Ausdruck nach verschiedene Darstellungen
derselben Eigenschaft der Potentialfunction ¢. Wihrend aber d¢
urspriinglich auf ein cartesisches Coordinatensystem bezogen erscheint,
ist das Flichenintegral von jeder solchen Beschriinkung frei. Dies
ist von Wichtigkeit, weil man dadurch in den Stand gesetzt ist, die
Larrace’sche Gleichung direct in anderen Coordinatensystemen auf-
zusuchen, wiithrend die Transformation der zweiten Differential-
quotienten mitunter weniger einfach auszufithren ist. Man braucht
nur ein parallel epipedisches Volumelement zu nehmen, dessen
Kanten den Differentialen der einzelnen Coordinaten entsprechen,
und auf dessen Oberfliche den Satz (79) anzuwenden.

Eine directe Folgerung unseres Satzes ist diese: Kine Function,
welche der Liarrace’schen Differentialgleichung geniigt, kann in deren
Giiltigkeitsbereich weder Maximum noch Minimum haben. Wiirde
niimlich an einer Stelle ein Maximum von ¢ bestehen, so miilste
von dort aus ¢ nach allen Richtungen des Raumes hin abfallen.
Umgiebt man den Gipfelpunkt mit einer kleinen geschlossenen Fliche,
so milfste an dieser iiberall d¢ /[dn, > 0 sein. Das Integral wiirde
aus lauter positiven Summanden bestehen, kinnte daher nicht den
Werth Null besitzen. Ebenso ist die Moglichkeit eines Minimums
ad absurdum zu fithren. Das Vorkommen eines Sattelwerthes wird
indessen nicht ausgeschlossen. Solche Stellen konnen sich auch
thatsiichlich im leeren Felde ausbilden; z. B. besitzt das von zwei
gleichen Punktladungen erzeugte KFeld im Mittelpunkt der Verbin-
dungslinie einen Sattelwerth des Potentials.

Der Gauss'sche Satz ermoglicht es uns nun, den inneren Zu-
sammenhang der unabhiingig von einander bewiesenen Gleichungen
(69¢) und (69d) aufzudecken. Flichenladung ist der Grenzfall sehr
dichter Raumladung, durch einen Grenzprocels muls also die zweite
aus der ersten hervorgehen.

Wir kbunen auf Gleichung (78e) eine neue Definition der

0Y 02
= + By e griinden, wenn man sie auf ein Volum-

element dzdydx bezieht. Man findet
H. v. Heusmovrz, Theoret, Physik, Bd, 1V, T

Divergenz



08 ERSTER THEIL. § 28

0X 06Y 0% ffds@.. ;

Ve " Oy O dedydE (198)
das Flichenintegral mufs iiber die ganze Oberfliche von dzdydx
erstreckt werden. Nun withlen wir das Coordinatensystem so, dals
an der zu untersuchenden Stelle einer Unstetigkeitsfliche die
z-Richtung senkrecht zu dieser wird, und das Volumelement dzdydx
80, dals es von ihr halbirt wird. Ist es mit der Raumdichte &

geladen, so ist
4 wn i 0X 0Y 0z jj‘da €.
"=5z T Oy Y9z = dvdyix

Nun lassen wir do immer kleiner werden. HEs reducirt sich dann

j:fds &, auf den Ausdruck

dydx (X, — X,),
sodals
X, — X, =4nsde

wird. Lifst man gleichzeitig & so wachsen, dals eédz dem Grenz-
werth e zustrebt, so folgt die Gleichung

X —X,=4me,
welche, abgesehen von der speciellen Lage des Coordinatensystems,
mit (69d) identisch ist.

Man kann denselben Gedanken auch so formuliren. An einer
Unstetigkeitsfliiche wird die Divergenz

ffdsg" X -X

dzdydx =T dz

unendlich grofs. Da dies stéren wiirde, zieht man vor, in (79a) nicht
durch das Volumelement, sondern nur durch das Flichenelement
dydx zu dividiren. Der Ausdruck

ffds&,

R 7 i
stelll dann freilich nicht mehr die riiumliche, sondern die sog.
Flichendivergenz dar. Bei anderer Lage des Coordinatensystems
nimmt diese den Werth €, + €, an. Der Inhalt der Gleichungen
(69¢) und (69d) lifst sich also in die Aussage zusammenfasgen: Die
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Divergenz der elektrischen Feldstirke ist das 4 n-fache der Dichte —
wobei rilumliche Divergenz und Raumdichte, Flichendivergenz und
Fliichendichte zusammengehoren.

§ 24. Kraftrohren und Kraftfiden,

Wir fahren fort in der Betrachtung der fiir ladungfreie Riiume
giilltigen Formel (79). Unter allen den mannigfaltigen Raumgebilden,
iiber deren Begrenzungen man dieses Integral mit Nutzen zu er-
strecken pflegt, spielen die sogenannten Kraftréhren eine wichtige
Rolle fiir die Anschauung der Felder. Die Kraftlinien haben wir
bereits frither in § 20 kennen gelernt und auch allgemeine Regeln
iiber ihren Verlauf in Potentialfeldern gefunden, Regeln, welche sich
hier sinngemiifs iibertragen lassen werden. Zuniichst bilden wir uns
den Begriff dieser Gebilde. Wir denken uns im leeren Raume ein
abgegrenztes Flichenstiick (etwa auf einer Aequipotentialfliche, doch
ist das nicht nothwendig) und richten unsere Aufmerksamkeit auf
die durch simmtliche Punkte der Randcurve laufenden Kraftlinien,
Das Continuum aller dieser Linien umhiillt wegen ihres charakte-
ristischen Verlaufs ein rohrenformiges Raumgebilde, welches wir eine
Kraftrohre nennen, Im Inneren des dadurch geformten Kanals ver-
linft ein Strang von Kraftlinien; diese konnen weder durch die
Wandung austreten noch eintreten, denn Kraftlinien schneiden sich
nicht; sie verlaufen um so éhnlicher, je nither sie benachbart liegen.
Sie konnen in elektrostatischen Feldern auch nicht spiralig gedrillt
verlaufen, wie etwa die Fasern im Garn, denn sie sind die ortho-
gonalen Trajectorien einer Niveauflichenschaar. Ringformig ge-
schlossene Kraftrohren konnen nur in den mehrfach zusammen-
hiingenden elektromagnetischen Potentialfeldern vorkommen. Hierfiir
wie fiir die Erscheinungen bei Doppelschichten gelten dieselben Be-
trachtungen, wie fiir die erzeugenden Kraftlinien.

Nun schneiden wir durch zwei beliebige Endfliichen ein Stiick
einer solchen Kraftrohre heraus und wenden auf dessen Oberfliche
unseren Satz an.

Die zur Rohrenwandung gehorigen Fliichenelemente liefern keinen
Beitrag zu dem Integrale, weil auf jedem einzelnen d¢[dn, = 0 ist.
Niimlich d¢/dn mifst die in Richtung der Normale fallende Com-
ponente der elektrischen Kraft; da aber die Kraftresultante dort
tangential verliuft, so ist die darauf senkrechte Componente = 0.
Es bleiben nur die Beitriige der beiden Endflichen iibrig und der

Satz nimmt die Form an:
1‘
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flf i (g%[)*'fz f sy (g%) =0 (80)

Die Indices 1 und 2 sollen bedeuten, dals sich die beiden Theil-
integrale nur iiber die mit 1 und 2 numerirten offenen Schnitt-
flichen der Rohre erstrecken sollen. Wechseln wir nun an einer
der beiden Flichen die Richtung der Normalen, so dals diese nun
aus dem Rohrenabschnitt hinauszeigt, so kehrt sich das Vorzeichen
des zugehdrigen Integrales um. Dieser Normalenwechsel hat den
Zweck auf beiden Schnittflichen die gleiche Beziehung zwischen
Kraft und Normale herzustellen. Wir wollen jetzt diejenige Normalen-
richtung auf beiden Schnittflichen annehmen, welche einen spitzen
Winkel mit der Kraftrichtung bildet. (Stellenweise Ausnahme nur,
wenn die Schnittfliche Falten aufweist.) Diese Richtung bezeichnen
wir jetzt mit n obne Index. Die Gleichung (80) geht dann iiber in

[fan(-52)=[fon(-52)-  com
e 2

Da die Flichen 1 und 2 ganz beliebig gefiihrt sind, so folgt hieraus,
dafs fir jede Schnittfliche, wo und wie man sie auch durch die-
selbe Kraftrohre legt, das vorstehende Integral den gleichen Werth

besitat:
ffda[— %-ﬁ-)=8. (80b)

Nach unserer Festsetzung iiber die Normale ist (— g':) positiy,

also S desgleichen. Wir nennen diese Constante die ,Stiéirke der
Kraftrohre. Man kann sie auch ohne Einfithrung der Potential-
function ¢ ausdriicken, indem man die resultirende Kraft € benutzt

und setzt: _
O
i & cos (n, €).
Dann ist

S =ffds@cos(n, E). (80¢)

Dieser Ausdruck ist insofern umfassender, als die Voraus-
setzungen aus denen er abgeleitet wurde, weil in ihm € nicht noth-
wendig Gefiille einer Potentialfunction sein mufs. Doch mufs dann
an Stelle der Larnace’schen Differentialgleichung eine andere Aus-
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drucksform dafiir eintreten, dafs der Raum frei von Ladung ist:
Die allgemeinste Bedingung dafiir ist nach § 20 die Gleichung

0xX 5 OX .- 0Z
Tz T oy T o
Den einfachsten Ausdruck nehmen die vorstehenden Gleichungen

fiir S an, wenn man die Querschnitte iiberall normal auf den Kraft-
linien wiihlt, d. h. als Ausschnitte von Aequipotentialflichen, Dann

= 0.

wird direct — %% = (§; die Flichenelemente in diesen Querschnitten

seien dg, wir erhalten dann

s-_-ﬂ'dq-@. (80d)

Man kann eine Kraftrdhre immer zerlegen in ein Biindel
diinnerer Kraftrohren, deren Stiirken sich summiren zur Stirke der
ganzen Rohre. So gelangt man zur Vorstellung von Kraftréhren,
welche so diinn sind, dafs erstens deren normale Querschnitte ¢ als
eben gelten diirfen, und dafs zweitens die Intensitiit € der Kraft
itber den ganzen Querschnitt als gleich grols angenommen werden
kann. Solche Elementar-Rohren wollen wir Kraftfiiden nennen,
Die beiden Bedingungen, die wir an sie stellen, werden gemeinhin
vom gleichen Grad der Dinnigkeit an zugleich erfillt, doch giebt
es besondere iille, in denen die eine Bedingung viel weitere Grenzen
zulifst als die andere. Bilden z. B. die Niveaufliichen concentrische
Kugelschalen, so ist € tiber beliebig grolse, gekriimmte Theile jeder
Kugelfliiche constant. Sind andererseits die Kraftlinien so stark ge-
kriimmt, dals die Kriimmungskreise von gleicher Grilsenordnung
werden mit Rohren-Querschnitten, welche bereits als eben gelten
diirfen, so hat die Kraft an verschiedenen Stellen noch merklich
verschiedene Werthe. Bei parallelen und ebenen Niveaufliichen
endlich sind beide Bedingungen in unbeschriinkter Ausdehnung
erfiillt, an solchen Stellen konnen Kraftfiiden beliebig dick werden.
Im Allgemeinen werden wir aber annehmen miissen, dals die Quer-
schnitte ¢ kleine Flichen sind. Die Stiirke eines Kraftfadens wird
delshalb trotz der endlichen Kraft einen kleinen Werth haben, den
wir mit 0 S bezeichnen wollen. Die Gleichung (80d) geht fir einen
Kraftfaden in die einfachere iiber:

g+@=d8. (81)
In einem Kraftfaden ist das Product aus Kraft und Querschnitt

constant, oder die Kraft an verschiedenen Stellen des Fadens ist
dem Querschnitt umgekehrt proportional.
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Man kann sich den ganzen leeren Raum eines elektrischen
Feldes zerlegt denken in Kraftfiden von der gleichen Stirke 48
und gewinnt dadurch eine sehr anschauliche Darstellung der Ver-
theilung der Kraft. Die Richtung ist iiberall aus dem Lauf der
Fiden direct erkennbar und die Intensitit ist nun nicht nur lings
eines und desselben Fadens, sondern fiberall reciprok dem an der-
selben Stelle befindlichen Querschnitt ¢. Kennt man das absolute
Maafls der gewithlten Stiirke S, so kann man aus der Grifse des
Querschnittes die Kraftintensitit im absoluten Maalse finden nach
der Formel

€= : (81a)

Wir hatten frither ein anderes Anschauungsmittel gefunden,
welches dieselben Dienste leistete. Wir legten durch das Feld eine
Schaar von Aequipotentialflichen, bei denen der Werth von ¢ zwischen
allen Nachbarflichen die gleiche Differenz d¢ zeigte. Dann gab
der Normalabstand h zweier Nachbarflichen die Richtung der Kraft,
und die Liinge » war im ganzen Felde reciprok der Kraft nach der
Gleichung:

dg
€==F (81b)
Bei dieser Vorstellung erhielt der Feldraum gewissermaalfsen eine
blittrige Structur, withrend die neugefundene Vorstellung der Kraft-
fiiden ihn von faseriger Structur erscheinen lifst. Beide Structuren
stehen senkrecht auf einander,

Stellen wir uns einmal beide Anschauungen zugleich vor, so
wird der Raum in lauter kleine prismatische Zellen zerschnitten,
deren Volumina gleich ¢+% sind und an Grifse je nach ¢ und 2 von
Ort zu Ort wechseln. Aus Gleichungen (81a) und (81b) folgt durch
Multiplication
d8-dgp

’-
® -

(81c)

Hierin liegt wegen des festen Zihlers der rechten Seite der Satz,
dafs das Quadrat der elektrischen Kraft iiberall reciprok dem Vo-
lumen der prismatischen Zellen ist. Dieser Satz ist insofern be-
deutungsvoll, als die elektrische Energie, welche nach der MAxwELL~
schen Theorie im Felde ihren Sitz hat, in ihrer riiumlichen Dichtig-
keit dem Quadrate der elektrischen Kraft proportional ist (mit dem
Factor 1/87), dals also die gedachten Zellen Raumelemente von
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gleichem Inhalt an elektrischer Energie liefern. Der absolute Be-
trag dieses Knergieinhalts ist:
a8

0% = " 8n

(81d)

und den Energieinhalt grofserer Riiume wiirde man durch Abzithlen
der ihn fiillenden Zellen finden.

Die beiden Anschauungsmittel: Niveauschalen und Kraftfiiden
finden also im leeren Potentialfelde ein gemeinschaftliches Ver-
wendungsgebiet und leisten dort gleich gute Dienste. Indessen
reichen beide nach verschiedenen Seiten {iiber dieses gemeinsame
Gebiet hinaus. Die Vorstellung von den Kraftfiiden von constanter
Stirke erfordert nicht die Existenz eines Potentials, und kann defs-
halb auch in Wirbelfeldern verwendet werden, sofern diese nur frei
von Ladungen sind. Die Niveauschalen von constanter Potential-
differenz andererseits erfordern nicht einen ladungsfreien Raum, man
kann sie, wie wir schon frither betrachteten, auch durch geladene
Gebiete verfolgen, wenn nur ein Potential existirt. Man kann zwar
Kraftlinien sehr wohl in beladenes Gebiet hinein verfolgen, ja bei
ausschlielslich riumlichen Dichtigkeiten bleiben sie sogar durch das
ganze geladene Gebiet hindurch stetig. Man kann delshalb dort
auch Kraftfiiden und Kraftrohren nach derselben Vorschrift bilden;
aber das Product §-¢ ist dann nicht constant, weil das geschlossene
Oberflichenintegral der Normalcomponente der Kraft dort nicht
gleich Null ist. Liiuft eine Kraftrohre durch positiv geladenes Ge-
biet, so nimmt ihre Stiirke dabei zu und zwar zwischen zwei Schnitt-
flichen um so viel, als die zwischen ihnen eingeschlossene Ladung
nach Multiplication mit 4z betriigt. Durchliuft die Kraftrihre
negativ geladenes Gebiet, so nimmt ihre Stiirke um entsprechende
Betriige ab. Diese Abnahme kann so weit gehen, dals die Stirke
unter Null zu negativen Werthen sinkt, d. h. dals die Kraft in der
Rohre ihre Richtung umkehrt, so dals man nicht eigentlich von
einem Fortlaufen der Rohre sprechen kann. Durchsetzt eine Rohre
eine positiv geladene Fliche, so tritt der Zuwachs ihrer Stirke
sprungweise ein und betriigt 47 mal die in die Rohre hineinfallende
Flichenbelegung. Um einen geladenen Punkt herum driingen sich
Kraftrohren bis zu verschwindendem Querschnitt zusammen, die
Intensitiit der Kraft wird dafir unendlich. Indessen ist, wie schon
ofters erwithnt, eine punktférmige Ladung nur eine mathematische
Fiction. Man muls immer einen, wenn auch kleinen, Raum um einen
golchen Punkt herum von der Betrachtung ausschliefsen, von dessen
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innerer Beschaffenheit man nichts weils aufser dem Quantum der
darin enthaltenen Elektricitiit.

Da nun die Kraftrohren und -fiiden ihre Bedeutung verlieren,
sobald ihre Stiirke nicht mehr constant ist, so schlielst man zweck-
miifsig alle geladenen Gebilde: Raumgebiete, Flichen, Linien und
Punkte von der Zerlegung in Kraftfiiden aus und kann dann all-
gemein aussagen: Aus Gebilden mit itberwiegend positiven Ladungen
entspringen Kraftfiiden, d. h. es treten durch eine bereits im leeren
Raume liegende Umhiillungsfliche eines solchen Gebildes mehr
Kraftfiiden heraus als hinein. In Gebilden mit iiberwiegend negativen
Ladungen aber miinden Kraftfiden, d. h. es laufen mehr hinein, als
herauskommen. Im leeren Raume kann ein Kraftfaden nirgends
Anfang oder Ende haben. Man kann delshalb bestimmt wissen, dafs
Kraftfiiden von positiven Ladungen aus entweder nach negativen
Ladungen laufen oder sich im Unendlichen verlieren, auch konnen
gie, aus dem Unendlichen kommend, in negativen Gebieten enden.
(Nicht unter diese Regel passen die ringformig geschlossenen Kraft-
fiden in elektromagnetischen Feldern, man konnte sie hichstens da-
durch mit hineinziehen, dafs man diese Felder vermittelst einer
fingirten Doppelschicht als statische Felder auffafst. Dann ent-
springen die Fiden auf der positiven Belegung und miinden auf der
negativen, sind also nicht mehr geschlossen.)

Hat man die gemeinschaftliche Stiirke o S aller Kraftfiiden im
leeren Felde festgesetzt, so kann man auch eine einfache Maals-
beziehung zwischen einer Elektricititsmenge und der Zahl der von ihr
ausgehenden Kraftfiiden angeben. Dazu dient uns die Gleichung (784).
Bezeichnen wir die von der geschlossenen Oberfliche umbhiillte
Gesammtladung, ohne Unterschied, in welcher Art der Vertheilung
sie vorhanden ist, mit ¢, so heilst jener Satz:

Als Oberfliichenelemente ds konnen wir die Schnitte der austreten-
den und eintretenden Kraftfiiden beniitzen; dann ist jedes Differential
von dem Werthe 4 05 und das ganze Flichenintegral erscheint in
der Form N.dS. Dabei ist N der Ueberschuls in der Anzahl der
positiven Differentiale fiber die negativen. Diese Zahl kann positiv
oder negativ ausfallen, man darf sie als ganze Zahl ansehen, wenn
d 8 so klein ist, dafs es auf Bruchtheile davon nicht mehr ankommt.
Nunmehr lautet die vorstehende Gleichung

N.-OS=4me
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oder

4me
N e

Die Anzahl N der von der Elektricitiitsmenge - ¢ ausgehenden
Kraftfiiden von der Stirke d S ist durch die vorstehende Formel an-
gegeben, und eben so grofs ist die Anzahl der Kraftfiiden, welche in
einer negativen Elektricitiitsmenge — ¢ ihr Ende finden.

Die Fadenstirke oS ist ihrer Dimension nach einer Elek-
tricititsmenge gleich, und wird defshalb nach demselben absoluten
Maals gemessen. Nun sahen wir frither, dafs im elektrostatischen
C.G.S.-System die Einheit der Ladung ein sehr unbedeutendes
Quantum repriisentirt, so dals Ladungen ¢ mit gut wahrnehmbaren
sinnlichen Wirkungen immer durch sehr grofse Maafszahlen be-
zeichnet sind. Delshalb fithrt die Annahme 68 = 1 fast immer zu
hinreichend schwachen Kraftfiiden, fiir welche alle Vereinfachungen
des Unendlich-Kleinen unbedenklich erfiillt sind. Fiir solche Ein-
heitsfiiden gilt dann die Formel

N=dne. (82a)

Die elektrische Ladung 4 ¢ sendet 4 ne¢ Einheitsfiiden aus. Man
kann auch sagen: Von jeder Kinheit positiver Elektricitit gehen 4
Einheitsfiiden aus, in jeder negativen Elektricitiitseinheit enden 4
Kinheitsfiiden. Man findet diese metrische Beziehung oft so aus-
gesprochen, dafs an Stelle des Wortes ,Einheitsfiiden kurz ,Kraft-
linien* gesetzt wird, Dann kann man aber unter Kraftlinien nicht
den von uns eingefiihrten allgemeinen Begriff verstehen, weil dabei
von einer bestimmten Anzahl nicht die Rede sein kann, sondern
man muls sich vorstellen, dafs jede Einheitsrohre oder jeder Ein-
heitsfaden eine ausgesuchte Kraftlinie, gewissermaalsen eine Seele in
sich schlielst, welche dann als Vertreter des ganzen Fadens gesetzt
wird, und in diesem besonderen Sinn eine Kraftlinie genannt wird.
In dieser Bedeutung ist die Bezeichnung ,Zahl der Kraftlinien* bei
Faravay, Maxwern und Anderen zu verstehen.

§ 25. Der Green'sche Satz liber zwei einander gleiche
Functionen erstreckt.

Der Green'sche Satz handelt von zwei Raumfunctionen, die wir
Uund ¥V nanuten. Wir haben aus ihm einen specielleren Satz iiber
nur eine Raumfunction hergeleitet, indem wir die andere Function
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als Constante (= 1) festsetzten. Man kann noch einen anderen Satz
ebenfalls iiber nur eine Function aus dem allgemeinen GreEx'schen
Satz herauslesen, indem man niimlich die beiden Functionen identi-
ficirt. Das wollen wir jetzt thun, und zwar sogleich annehmen, die
Function sei das Potential ¢ irgend einer elektrischen Vertheilung.
Wir setzen in Gleichung (75) oder (75a)

U=V=¢g
und finden:

S G e
= fdsqa%-:%—fffqzdtpdzdydx.

Von dieser Gleichung wollen wir nun einige Anwendungen machen,

1. Das Potential ¢ rithre her von einer nur im endlichen Raume
begrenzten Elektricitiitsvertheilung, die wir uns der Einfachheit wegen
zuniichst nur in réiumlicher Dichtigkeit s vorhanden denken. Das
Integrationsgebiet sei der ganze unendliche Raum, seine Begrenzung
also eine unendlich ferne Kugelfliche. Dann wird, wie wir schon
im Gefolge der Gleichungen (77) nachgewiesen haben, das Ober-
flichenintegral rechts gleich Null. Im Raumintegral rechts ist nach
der Posson'schen Differentialgleichung d¢ = — 4n7e zun setzen.
Wir erhalten also die Relation

JITI52) + (5 + (52 Yoo
- 4nff @redzdydz.

Der Form nach sind beide Raumintegrale iiber den ganzen Raum
erstreckt, dem Inhalt nach aber liefert das rechtsstehende nur dort
Beitriige, wo die Dichtigkeit & von Null verschieden ist, also in einem
beschriinkten Gebiet, withrend das links stehende Integral auch im
leeren Raume bis in grofse Entfernungen hinein Beitriige empfiingt.
Wie man leicht sieht, ist der Integrandus der linken Seite nichts
anderes, als das Quadrat der elektrischen Kraft = G Das ganze
Integral links stellt also nach Division durch 8# den im vorigen
Paragraphen bereits herangezogenen Maxwerr'schen Ausdruck fir
die gesammte elektrische Energie des Feldes dar:

(88)

(84)
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_Slnnfff@’dxdydz= ’&fffrp-adxdydz. (84a)

Wir kbnnen das leicht in Verbindung bringen mit unserem frither
gegebenen Ausdruck der potentiellen Energie eines Ladungssystems.
Niimlich das Potential @ selbst kann alg Raumintegral dargestellt
werden iiber alle Volumelemente dg’ dy d%, in welchen Dichtigkeit &

existu't
E'dx'd / ¥
¢ —f/‘f r Y dz 1

Dabei ist » der Abstand des Elementes dedydx von dem Element
dz' dy’ d’f" Ob man dabei die Stelle » = 0 gusschliefst oder nicht,
macht nichts aus. Die vorstehende Gleichung geht nun iiber in

B_Lffmf&mmdydx=iffffff{udxdydx]’[-a'dx'dy'dx')- (841)

Die rechte Seite deckt sich jetzt mit dem Ausdruck Gleichung (17)
fir die potentielle Energie, nur hatten wir damals eine Doppel-
summe fiber diskrete Punktladungen, hier ein doppeltes Raumintegral
iiber continuirliche Raumladungen.

Dieser interessante Inhalt der Gleichung (83) veriindert sich
nicht wesentlich, wenn wir auch noch geladene Flichen im end-
lichen Raume dazu nehmen, an denen die Differentialquotienten von
@ springen. Dann ist das Oberflichenintegral rechts zwar iiber die
unendlich ferne Kugel gleich Null; es kommen aber dazu die beiden
Seiten der Unstetigkeitsflichen und liefern, ganz #hnlich wie wir
frither schon einmal sahen, Beitriige von der Form

dg , Og f
=—ffd3“oq7-(-6—;‘-l—+g-?;)=4gg dg‘.-qna.

In jedem Falle setzt sich die rechte Seite zusammen aus allen
Ladungen, jede multiplicirt mit dem Potentialwerth, der an ihrem
Orte herrscht, gleichviel, ob es Raum- oder Flichenladungen sind.
Es liefse sich auch zeigen, dafs fiir Punktladungen das Niimliche
gilt. Man wiirde dazu nach bekannter Methode die Punkte durch
Kugeln herausschneiden und die Oberfliichenintegrale {iber diese
Kugeln fiir verschwindenden Radius berechnen. Dann kommt zur
rechten Seite hinzu

4x g Pa * Car




108 ERSTER THEIL. 8 25

Hieraus geht hervor, dals die gesammte Energie des elektro-
statischen Feldes stets positiv ist, worauf wir schon in § 9 hin-
wiesen.,

2. Die zweite Anwendung der Gleichung (83) soll sich auf ein
durchaus ladungsfreies Raumgebiet beschriinken, in welchem also ¢
sicherlich endlich und stetig verliuft und ohne Ausnahmepunkte der
Larrace’schen Differentialgleichung 4 ¢ geniigt. Dann verschwindet
das Raumintegral auf der rechten Seite und das Oberflichenintegral
erstreckt sich nur iiber die eigentliche Begrenzung, nicht etwa noch
iiber innere Unstetigkeitsflichen. Ferner wollen wir die ganz be-
sondere Voraussetzung machen, dafs das Potential auf der ganzen
Begrenzungsfliche einen constanten Werth ¢ besitze, welchen wir
als gemeinsamen KFactor vor das Integral setzen diirfen, so dafs
unsere Gleichung nun lautet:

(1) o)+ e osrim oo

Von dem nun noch fibrig gebliebenen geschlossenen Flichen-
integral wissen wir aber nach Gleichung (78), dafs es ebenfalls
gleich Null sein mufs. Unsere Voraussetzungen fordern also:

fff{(arp] (a(p) +(%"r%)g}dzdydx=0- (85a)

Wegen des quadratischen Integrandus ist es nun unmdglich,
dafs der vorstehende Ausdruck etwa durch gegenseitige Vernichtung
positiver und negativer Bestandtheile schliefslich in Summa Null
geben sollte; es ist dadurch bestimmt ausgesagt, dals an jeder Stelle
im ganzen Gebiet bis an die Begrenzung heran

dp _0¢9 _0d9 _,
0z ~ Oy = 0%

sein muls. Das Potential besitzt nirgends ein Gefille, mufs also
den constanten Werth ¢, welcher an der Oberfliche herrscht, auch
im ganzen Innenraum wahren. Kine elektrische Kraft existirt daher
in dem Gebiete nicht.

Die Voraussetzungen dieser mathematischen Schliisse lassen sich
axparmentell verwirklichen. Wir nehmen eine Kenntnils vorweg,
die wir spiter ausfihrlicher begriinden werden, dals nimlich in
Leitern der Elektricitit, z. B. in metallischen Korpern, im Zustand
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elektrostatischen Gleichgewichts fiberall constantes Potential herrscht,
8o weit dieselben leitend mit einander verbunden sind. Von der
Miglichkeit, dafs an der Berithrungsfliche heterogener Metalle oder
anderer Leiter Potentialspriinge (Doppelschichten) vorkommen, brau-
chen wir hier nicht Notiz zu nehmen, weil diese bei elektrostatischen
Problemen gar keine Rolle spielen. Der Versuch ist nun folgender:
Man stellt einen beliebigen, elektrisch geladenen Korper ,isolirt* auf,
so dafs dessen Ladung nicht entweichen kann. Die davon aus-
gehende elektrische Kraft kann man im leeren Raume des Experi-
mentirzimmers bis in weite Entfernungen nachweisen. Dann um-
giebt man den Kborper mit einer geschlossenen metallischen Hiille,
welche ihn aber nicht leitend beriithren soll. Die Wiinde des
Zimmers, aus welchem alle sonstigen elektrischen Ladungen entfernt
werden miissen, denken wir uns ebenfalls leitend, etwa mit Blech
ausgekleidet, und verbinden sie mit der Hiille durch einen Metall-
draht. Der Raum dieses Zimmers erfillt dann alle Bedingungen,
welche wir in der Theorie vorausgesetzt haben. Seine Begrenzung
getzt sich zusammen aus der Auflsenseite der Metallhiille, den
metallischen Wiinden und der Oberfliche des beide verbindenden
Drahtes, also aus lauter zusammenhingenden Leitern, in denen das
Potential einen iiberall gleichen Werth annehmen mufs. Aufserdem
ist der Raum frei von Ladungen, denn das Innere der Hiille gehtrt
nicht mit zu unserem abgeschlossenen Integrationsgebiet. Der
Theorie nach herrscht also keine elektrische Kraft im Raume, und
diese Folgerung wird durch die Erfahrung vollkommen bestiitigt:
Selbst mit den empfindlichsten Elektrometern kann man keine Spur
von einer Potentialdifferenz, d. h. von elektrischer Kraft im Raume
nachweisen, mag die eingekapselte Ladung noch so stark sein und
der Abstand von der Hiille noch so klein.

Diese Bestiitigung ist ein Beweis dafiir, dals unter allen Ab-
stofsungs- und Anziehungsgesetzen das Covroms'sche das einzig mog-
liche ist. Es lifst sich nimlich zeigen, dals die Abnahme der Kraft mit
dem reciproken Quadrat des Abstandes das einzige Kraftgesetz ist,
bei welchem die zugehorige Potentialfunction der Bedingung 4 ¢ =0
im leeren Raume geniigt. Sobald die Function von r im Kraft-
gesetz auch nur um ein ganz Geringes verschieden wire von der
minus-zweiten Potenz, so wire 4¢.im leeren Raume nicht genau
gleich Null, das Raumintegral iiber das Quadrat der elektrischen
Kraft wiirde nicht wie in (85a) exact verschwinden, und die kleinsten
Spuren von elektrischer Kraft wiirden sich bei den sehr empfind-
lichen Elektrometermessungen verrathen. Delshalb haben wir hier



110 ERSTER THEIL, § 26

einen ungleich strengeren Beweis des Counoms’schen Gesetzes, als
die directen Messungen an der Drehwaage zu bieten vermdgen.
Bei der praktischen Ausfihrung dieses Versuches ist iibrigens
die metallische Auskleidung des Zimmers meist entbehrlich. Es
geniigt die Hiillle um die Ladung in leitende Verbindung mit der
Erde zu bringen, denn die Mauern eines Gebiiudes sind doch ge-
wohnlich so weit leitend, dals auch sie sich auf dem Potential der
Erde befinden. Unter freiem Himmel kann man gewdhnlich auch das
Potential der Erde als giiltig annehmen, soweit man von der atmo-
sphiirischen Elektricitiit absehen darf.

Als ein mitunter wichtiges Hillfsmittel wollen wir noch an-
filhren, dals sich ein Raumgebiet, in welchem keine Ladungen vor-
handen sind, von jeder iiulseren Keldwirkung abschlielsen lilst,
indem man es mit einer metallischen Hiille umschlielst. Man
braucht dazu in der Praxis nicht einmal liickenlose Fliichen (Blech-
umhiillung) herzustellen, sondern Drahtnetze leisten bereits den
gleichen Dienst.

§ 26. Auswerthung einer Potentialfunction in einem
begrenzten Raumgebiet mit Hiilfe des Green’schen Satzes.

Wir kommen nun zu einer Anwendung des Greex'schen Satzes,
bei welcher beide Functionen U/ und ¥ mit verschiedener Bedeutung
gebraucht werden. Die Function ¢ sei das Potential einer elek-
trischen Vertheilung, deren ritumliche Dichtigkeit ¢ im Inneren eines
begrenzten Raumgebietes uns bekannt ist. Zuniichst wollen wir
annehmen, dafs Unstetigkeitsflichen (Flichenbelegungen) und Un-
endlichkeitspunkte (Punktladungen) in diesem Gebiete nicht vor-
kommen. Wohl aber kann das Potential auch noch bedingt sein durch
irgend welche Ladungen, welche aufserhalb des begrenzten Gebietes
liegen. Wir wollen den Werth von ¢ in irgend einem inneren Punkte
des Raumes mit den Coordinaten a, b, ¢, ausdriicken. Zu dem Zweck
bilden wir den GrEEN'schen Satz iber das Raumgebiet, in welchem
¢ bekannt ist. Fir die Function ¥V setzen wir das Potential ¢,
fir U setzen wir eine Hiilfsfunction, welche dem einfachsten Typus
einer Potentialfunction nachgebildet ist:

U= = ) (86)

r

wo r den Abstand eines beliebigen Raumpunktes von dem festen
Punkt (a, b, ¢) bedeutet

r=Ye—af+ -0+ (-0 (862)
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Diese Hillfsfunction geniigt der Larnace'schen Differential-
gleichung, hat aber im Punkte (g, b, ¢) eine Unendlichkeitsstelle,
welche wir durch eine kleine Kugel vom Radius o aus dem Raume
herausschneiden miissen, itber welchen wir den Green’schen Satz
erstrecken wollen. Da beide Functionen den gleichen Bedingungen
der Potentialfunctionen geniigen, so kdnnen wir den Satz in der
Form (75b) verwenden.

Die Oberfliiche besteht aus der #ulseren Begrenzung und der
kleinen Kugelfliche. Wir wollen aber das in jener Formel ge-

brauchte Zeichen f f hier auf die #ufsere Begrenzung beschriinken

und die von der Kugelfliche links und rechts herrithrenden Bei-
triige gesondert hinzufiigen. Wir setzen dabei, wie schon friiher,

ds = ¢*do und dn; =+ dr und bezeichnen die Integration fiber
(k)

alle do (deren Summe = 4 7z ist) mit f f . Dann nimmt fiir unseren
Fall der Greex'sche Satz die Form an:

ff 16"’+ffﬂaa%a"’+fffldqndzdydz
ffdsq»a( +ffm’dsqr (]+fff ()da:dgdz

Absichtlich ist in dieser Gleichung noch keine der naheliegen-
den Umformungen ausgefihrt, um ihre Entstechung deutlich zu
zeigen. Bezeichnen wir der Kiirze wegen die sechs Integrale in
der Reihenfolge, wie sie in Gleichung (87) folgen, mit I, II, III,
IV, V, VL. Mit I und IV sind keine Aenderungen vorzunehmen
wohl aber mit den beiden Kugelflichenintegralen, Das linke ist

(*)

H—p' fda‘%%~

und verschwindet wegen des Factors ¢ mit diesem; ja sogar noch
entschiedener als ¢ selbst, denn da ¢ an der Stelle (a, b, ¢) einen
reguliren Verlauf hat, sind die einzelnen &¢/d» nicht nur endlich,
sondern auf den beiden Hilften der kleinen Kugel nahezu entgegen-
gesetzt gleich, so dals sie sich bei verschwindender Grofse der
Kugel auch noch gegenseitig aufheben. Jedenfalls ist im Grenz-

(87)

1



112 ERSTER THEIL. 8 26
Anders ist es bei dem rechtsseitigen Integral V.
Es ist :
ot
r 1

Al b
or rd?

wofiir an der Kugelfliiche der feste Werth — il zn setzen ist. Die

QI
positiven und negativen Potenzen von p heben sich hier auf und

es bleibt:
(k)

Ve—[[do-q.

Die Werthe, welche ¢ auf den einzelnen Stellen der kleinen Kugel-
fliche besitzt, nithern sich mit verschwindendem Radius mehr und
mehr dem Werthe, welcher im Centrum (a, , ¢) herrscht. Ja man
darf diesen als zuliissigen Mittelwerth bereits vor das Integral setzen,

ehe noch die Kugel ganz verschwunden ist. Das dann noch fiibrig-
)

bleibende f f do ist aber = 4 2, mithin wird
V=—4g Pa, b, o)

Im linksseitigen Raumintegral IIT machen wir Gebrauch von
der Poisson'schen Diﬁ'arentialgleichung, deren & uns ja im ganzen
Gebiet bekannt ist, und erhalten:

m=_4ﬂfffM.
r

Im letzten Integrale VI endlich gilt nach Ausschliefsung des Kugel-
inneren iiberall die Larnace'sche Gleichung 4 (17) = 0, also ist:
VI=o,
Jetzt lautet Gleichung (87) folgendermaalsen:

-, 1

1.9 dzdyd 5(—)

IR IS gaxrayadzx r
ffsr In, 4"[][ , "f B8P 5 %P ar (878)

oder nach Division mit 4 # und etwas geiinderter Anordnung:

= 1 8 1
..f tdzdydy (“T;_‘ar) e 6(?)

Pa, b, e —*—’.———-I-Uds-—-——-__._i.i_ffd.__
r 4 ¢

dn

- (871)
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Der Werth von ¢ in dem ausgewithiten Punkte ist hiermit dar-
gestellt und zwar durch drei Summanden, deren jeder eine uns be-
reits bekannt gewordene Bedeutung hat. Der erste Summand besitzt
die Normalform des Potentials, welches herrithrt von der riiumlichen
Vertheilung der Ladungen, soweit sie im Inneren unseres abgegrenzten
Raumgebietes liegen. Hs sind dies physikalisch vorhanden an-
genommene reale elektrische Quanta, doch ist damit nicht aus-
gedriickt, dafs dieses alle Quanta sind, von denen ¢ herrithrt. KEs
konnen vielmehr die Dichtigkeiten & jenseits der Begrenzung sich
weiter fortsetzen, denn diese Begrenzung ist hier nur eine fingirte
mathematische Oberfliche, welcher gar keine physikalische Bedeu-
tung oder Realitiit zuzukommen braucht. Ueber diese Begrenzung
erstrecken sich nun die beiden hinzukommenden Integrale. Das
erste derselben hat die Normalform des Potentials einer Flichen-
belegung, deren Dichtigkeit durch

= — " (870)

gegeben ist; das zweite sieht nach Gleichung (68), S. 72, aus, wie
das Potential einer Doppelschicht, deren Moment durch

m =Z‘f; (874d)
gegeben ist, in beiden Ausdriicken fir ¢ und dessen Differential-
quotienten sind die entsprechenden Oberflichenwerthe zu nehmen. Von
der realen Existenz dieser beiden Flichenbelegungen haben wir aber
dadurch gar keine Gewilsheit. Die in Gleichung (87b) gegebene Dar-
stellung des von einer wirklich vorhandenen Elektricititsvertheilung
herrithrenden Potentials hat also die Kigenthiimlichkeit, dafs sie ein
beliebiges Raumgebiet bevorzugt, indem sie die darinnen liegenden
Bestandtheile des Ladungssystems allein beriicksichtigt, alle aufser-
halb liegenden, ebenfalls concreten Ladungen aber weglifst und zum
Ersatz dieser Unterlassung eine nicht concret existirende Belegung
der beliebig gewiihlten Oberfliche des Gebietes mit erstens einer
einfachen und zweitens einer Doppelschicht fingirt. Das hat zur
Folge, dafs ¢ im Inneren des Raumes zwar richtig dargestellt wird,
aber aulserhalb den wirklichen Verlauf nicht mehr darstellt, sondern
wie wir zeigen wollen, iiberall den Werth 0 annimmt.

Denken wir uns zu diesem Zwecke die fingirte Vertheilung als
die wirkliche, also den #ulseren Raum ganz leer, und die Oberfliiche
des Gebietes reell belegt mit den durch (87¢ und d) gegebenen
Dichtigkeiten e und Doppelschichtmomenten 2.

H. v. Hetmuourz, Theoret. Physik. Bd, 1V. 8
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Die Dichtigkeiten ¢ bewirken dann einen Sprung, der nach der
Normale genommenen Differentialquotienten von ¢, den wir nach
einer frither entwickelten Formel schreiben konnen

Dies stimmt mit Gleichung (87¢) nur, wenn iiberall

dg

anauo

ist. Das Potential hat in der Richtung der nach aufsen gerichteten
Normale an keiner Stelle der Oberfliche ein Gefillle, muls daher im
ganzen (leeren) Aufsenraum constant sein.

Die Doppelschicht bewirkt einen Sprung von ¢ selbst, welcher
nach einer ebenfalls frither entwickelten Formel gegeben wird durch:

Pi— P =4xM.
Dies stimmt mit (87d) nur, wenn an der Aufsenseite der Oberfliiche
Pa=0

ist. Mithin ist der constante Werth, welchen ¢ im ganzen Aufsen-
raum bewahren mufs, der Werth ¢ = 0.

Die Ableitung der Gleichung (87b) aus dem Greex’schen Satze
wird nicht wesentlich veriindert, wenn man neben der rilumlichen
Vertheilung ¢ auch noch reelle Flichenbelegungen ¢ und reelle Punkt-
ladungen ¢, €, ... ¢ ... als constituirende Elemente fiir das
Potential ¢ annimmt. Man mufs dann diese Stellen, soweit sie im
Inneren des Raumgebietes liegen, mit unter die Begrenzungen auf-
nehmen, wodurch die Oberflichenintegrale neue Beitriige liefern. Man
ibersieht leicht, da &hnliche Rechnungen schon mehrfach hier durch-
gefihrt wurden, dals an Stelle der Gleichung (87b) dann folgende
erweiterte tritt:

g = | [[[ERE + [ [t + %]
o (e i 05 g
"'ffd’ "'ff‘“z?é Tat

o

Die ersten drei Terme erstrecken sich auch jetzt iiber alle diejenigen
Ladungen, welche im Innern des gewiihlten Gebietes liegen, nur
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besteht dieser, in geschweifte Klammern geschlossene Theil jetzt aus
drei Bestandteilen, entsprechend den verschiedenen Anordnungen der
Ladungen in Riumen, Flichen, Punkten. (Geladene Linien hiitte
man als vierte Moglichkeit auch noch aufnehmen gekonnt) Die
beiden letzten Integrale fiber die dufsere Begrenzung haben durch-
aus die gleiche Bedeutung wie in (87b).

Wenn man iibrigens von dem Princip der continuirlichen Ueber-
giinge Gebrauch machen will, so kann man Spriinge der Differential-
quotienten von ¢ und Unendlichkeitsstellen von ¢ wegleugnen,
erstere als Stellen auffassen, in der Elektricitit schichtartig, aber
doch in réumlicher Dichtigkeit dicht zusammengeriickt liegt, letztere
als knotenartige Anhiiufungen riumlicher Ladungen ansehen, und
kommt dann mit der einfacheren Gleichung (87b) vollstiindig aus.
Diese Gleichung stellt eine Integration der Possox'schen Differential-
gleichung fiir ein abgegrenztes Raumgebiet dar. Die Pomsson’sche
Differentialgleichung 4¢ = — 4a ¢ ist linear, aber nicht homogen.
Ueber die Integrale solcher Differentialgleichungen giebt es einen
allgemeinen Satz: Hat man zwei verschiedene Losungen ¢, und ¢,
gefunden, so konnen diese sich nur unterscheiden um eine Function,
welche im ganzen Gebiete ohne Ausnahme der entsprechenden
homogenen Differentialgleichung gentigt. Das ist in unserem Falle
die Laruace'sche. Eventuelle geforderte Unstetigkeiten miissen sich
in der Differenz ¢, — ¢, wegheben, da sie beiden Lsungen gleicher-
maafsen eigen sind. Man kann also aus irgend einem partikuliiren
Integral, welches nur der Pomsson’schen Gleichung, aber nicht den
Grenzbedingungen geniigt, jedes andere durch Hinzufigung von Inte-
gralen der Larnace'schen Gleichung erhalten. In Gleichung (87h)

ist dies geschehen: Das Raumintegral iiber ;— befriedigt die

Poisson-Gleichung, die beiden folgenden Oberfliichenintegrale geniigen
der Laplace-Gleichung, weil sie Potentiale sind von Belegungen, die
den Innenraum nicht besetzen. Die eigenthiimliche Bildung dieser
beiden Zusiitze ist nun aber eine Folge der besonders einfachen
Form, welche wir der Hitlfsfunction I/ im Greex’schen Satze gegeben

- g 1
haben, indem wir sie = =) setzten.

Der Mathematiker wird die Gleichung (87b) nicht fiir eine voll-
giiltige Integration der Porsson'schen Differentialgleichung in dem
abgegrenzten Raumgebiet ansehen, denn, wenn die partielle
Differentialgleichung im Integrationsgebiet vorgeschrieben ist, will er

die Form der Losung eindeutig angegeben sehen, sobald die Grenz-
s‘
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bedingungen bekannt sind. Darunter sind aber nur die Werthe der
gesuchten Function selbst verstanden, welche an der Begrenzung
vorgeschrieben sind. Wir haben aber auch deren Differential-
quotienten nach der inneren Normale beniitzt, also eine Kenntnils
wenigstens des Anlaufs, den ¢ nimmt, wenn man von der Begrenzung
ins Innere dringt.

§ 27. Fortsetzung unter Verwendung der Green'schen
Function,

Es giebt eine im Princip der vorigen ganz ihnliche Behandlung
des in Rede stehenden Problems, welche zur Losung der Aufgabe
nur die Grenzwerthe von ¢ selbst erheischt, nicht auch die von
d¢@/dn; aber die Hulfsfunction U/ hat dabei nicht die einfache
Gestalt, welche wir ihr im Vorigen gegeben haben.

Diesen Weg hat bereits GreeN eingeschlagen, und man nennt
defshalb die dazu taugliche Hilfsfunction die GreeN'sche Function.
Um den rein mathematischen Beweis fiir ihre eindeutige Existenz
haben sich Gauvss, Diricener und andere Mathematiker verdient ge-
macht, sieche § 30 8. 128, Doch kann man sich durch eine physi-
kalische Vorstellung ohne Mithe die Ueberzeugung verschaffen, dafs
gie thatsiichlich bei jeder Form der Raumbegrenzung und bei jeder
Lage des inneren Punktes (a, b, ¢) gefunden werden kann und nur
in einer einzigen Art ihres Verlaufes gefunden werden kann. Dals
man sie durch einen expliciten Rechenausdruck angeben kann, soll
damit nicht gesagt sein, dies gelingt nur bei besonders regelmiifsiger
Gestalt der Begrenzungsfliiche,

Die Greex’sche Function U7 soll folgende Bedingungen erfiillen:
1. In dem Punkte (a, b, ¢), in welchem man den Werth von ¢ sucht,
soll sie unendlich werden in ganz derselben Weise, wie die im

vorigen Paragraphen beniitzte Function % 2. Im ganzen itbrigen

Innenraum soll sie der Liavnace'schen Differentialgleichung 4 U= 0
geniigen. 3. An der geschlossenen Begrenzungsfliche soll sie iiberall
den Werth 7= 0 haben. Den Verlauf dieser Function U ver-
anschaulicht uns folgende physikalische Vorstellung: Wir denken
uns alle die Ladungen, von denen ¢ herrithrt, fortgeschafft, denken
uns ferner den abgegrenzten Raum als eine Hohlung in einem
metallischen Korper, oder wenigstens umhiillt von einem metallischen
Mantel, dessen innere Wandung die Grenzfliche bildet. In den
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Punkt (a, b, ¢), welcher irgend wo in der Hohlung liegt, stellen wir
isolirt eine Punktladung + 1 und verbinden die Metalloberfliiche
leitend mit dem Erdkdrper, den wir als unendlich grofsen Leiter mit
dem Potentialwerth 0 ansehen diirfen. Dann stellt sich ein ganz
bestimmter elektrostatischer Ruhezustand her. Negative Quanta,
herbeigezogen durch die positive Punktladung bedecken in ganz
eindeutig bestimmter Dichtigkeitsvertheilung der Flichenbelegung
die innere Metallwandung, und es besteht in dem Hohlraum ein
elektrisches Feld, dessen Potential nichts anderes ist, als die
Greex'sche Function. Die erste Bedingung wird durch die Punkt-
ladung befriedigt, die zweite dadurch, dals der Hohlraum im iibrigen
leer gedacht wird, die dritte endlich durch die leitende Verbindung
der Hiillle mit der Erde. Ueber die mathematische Darstellung
lifst sich im Allgemeinen nur so viel aussagen, dafs die GrEEN'sche
Function in die Form gebracht werden kann:
U= b5 U. (88)
r
Der erste Summand, die einfache Hiilfsfunction des vorigen
Paragraphen, besorgt das Unendlichwerden in dem ausgewiihlten
Punkt (a, b, ¢) und befriedigt im fibrigen Raum die Larnace'sche
Gleichung. Der hinzugekommene Summand — U’ hat die Aufgabe,
die Function an der Oberfliiche auf Null herunter zu driicken, ohne
ihre iibrigen Eigenschaften zu storen. Bezeichnen wir also mit 7
den Abstand der einzelnen Oberflichenelemente von dem aus-
gewiihlten Punkt im Inneren, so mufs U’ an der ganzen Oberfliche
die Werthe besitzen, welche durch

—

U'=

- (88a)
vorgeschrieben sind. Im inneren Raum aber mufs U’, stetig an U’
ankniipfend, fiberall der Larracr’schen Differentialgleichung geniigen
ohne jede Ausnahmestelle, ganz wie ein Potential in einem giinzlich
leeren Raume. Das Problem der Auffindung der Greex'schen
Function ist hierdurch zuriickgefithrt auf das einfachere, eine Func-
tion U’ zu bestimmen, welche im ganzen inneren Raum ohne Aus-
nahmestelle der Larrace’'schen Gleichung geniigt und sich stetig
einem vorgeschriebenen Verlauf an der Oberfliche anschmiegt. In
unserem Falle ist es sogar ein durch das einfache Gesetz (88a) vor-
geschriebener Verlauf. Wir werden bei der Betrachtung des elektro-
statischen Gleichgewichtes in Leitern anf das gleiche Problem oline



118 ERSTER THEIL, § 27

die Besonderheit (88a) stofsen, und defshalb die Betrachtungen
dariiber bis dahin verschieben, zumal wir durch das beschriebene
physikalische Bild von der eindeutigen Existenz von 7, folglich auch
von U’ iberzeugt sind.

Nun wenden wir, wie im vorigen Paragraphen, den GreEx'schen
Satz in der Form (75 b) an, schneiden die Unendlichkeitsstelle von
U durch Kugel von Radius ¢ heraus und erhalten, entsprechend (87)

(k)

ffdaU—— +ffy'dﬂU—-+ffoA¢pdxdydx

(k) (89)

ffd&rpa ffv'dﬂf)"a +fffqrAded‘;dz

Diese sechs Integrale in der hier stehenden Reihenfolge nennen
wir wieder I, IT, III, IV, V, VL

Der Unterschied gegen die vorige Darstellung zeigt sich gleich
im ersten Integrale, denn es ist jetzt

1wl

weil U an der Oberfliche gleich Null ist. Ueber IV ist nichts zu
bemerken. In den beiden Kugelintegralen beniitzen wir (88).

Dann wird:
(k) (®)

Il = ffg’dol—a—?i—ffa’da U -

Beide Integrale verschwinden zugleich mit g, das erste ist identisch
mit dem entsprechenden des vorigen Paragraphen, das zweite ent-
hiilt noch eine Potenz mehr von der verschwindenden Grolse g,
withrend U/" an der Kugel endlich bleibt. Ks ist also auch hier:

II =0.
ou ) S
Im Integrale V ist sl A 3 zu setzen, also

(k)

o [fonr [fesen s

Das erste ist wieder identisch mit dem V des vorigen Paragraphen,
das zweite verschwindet wegen des Factors ¢* und reguliren Ver-

"

laufs von %?— an der Stelle der kleinen Kugel, also ist

V=—4a¢6s,0
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Endlich ist wegen der Porsson’schen Differentialgleichung:

11T 4«,-;ﬂ'fvadzdydx,

und wegen der LAPLACE'schen Differentialgleichung:
VI = 0.

Im Ganzen ist also, wenn man V allein auf die linke Seite stellt
und durch 4 # dividirt:

T oU
Q(‘hﬁ,c} _ffoC dx dy dz + fds ':;I;'; 'a';i . (89’3)

Sind aufser der Raumdichtigkeit ¢ noch Fliichen vorgeschrieben,

d
an welchen ?9% gegebene Spriinge machen soll, die man sich also
mit bekannten Flichenbelegungen von der Dichtigkeit e geladen zu

denken hat, so kommt zur rechten Seite noch ein Integral iiber
diese Unstetigkeitsflichen hinzu von der Form:

+ffdaulfe.

Sind endlich auch Unendlichkeitsstellen von ¢ vorgeschrieben, die
von Punktladungen e, ... ¢ ... herrithren, so kommt rechts noch

hinzu:
+ 3 Ue,.
a

In diesen beiden eventuell hinzutretenden Termen sind fir U die
Werthe zu setzen, die an den Stellen der vorhandenen e und ¢,
herrschen, (Unter Zulassung des Princips der Continuitit kann man die
e und ¢, als sebr dicht zusammengedringte Raumladungen ansehen,
dann fallen sie mit unter das Raumintegral (89a) und diese Gleichung
ist ohne die eben angefilthrten Zusiitze vollstindig.)

Es ist nun in Gleichung (89a) gelungen den Werth von ¢ in
jedem Punkte eines beliebigen Raumgebietes anzugeben, wenn die
Porssox'sche Differentialgleichung, d. h. die Vertheilung von & und
die Oberflichenwerthe von ¢ gegeben sind; sie stellt daher eine
vollgiiltige Integration der Differentialgleichung dar. Zugleich sieht
man, dafs es stets eine und nur eine passende Losung giebt, weil
es stets eine eindeutige Grex'sche Function U geben muls, deren
Kenntnifs allerdings dabei vorausgesetzt wird.

Je weiter die Grenzen des Raumgebietes hinausgeschoben werden,
um so kleiner werden fir Punkte im Endlichen die Betriige 1/7,
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um so unbedeutender wird zugleich damit auch die Function U’,
welche ja im Inneren nirgends grofser werden kann, als der hichste
vorkommende Werth von 1/, weil ein ausnahmeloses Integral
der Larvace'schen Gleichung kein Maximum haben kann. Bei un-
begrenztem Raume geht daher die Greex'sche Function in die ein-
fache Form U= 1/r des vorigen Paragraphen fiber; die beiden
Gleichungen (87b) und (894a) werden daun gleichbedeutend und

geben:
e-drdydx
rf‘“lb|==fff rJ ]

welchem eventuell bei Flichen- und Punktladungen noch hinzu-
zufiigen sind:

e —leh
4 fa’su?-}.z“lT.

Die Oberfliichenintegrale tiber die unendlich ferne Begrenzung
niimlich verschwinden in beiden Gleichungen, wenn ¢ in grofser
Const

Entfernung abnimmt wie Dies diirfen wir aber annehmen,

wenn ¢ nur von Ladungen im Endlichen herriihrt.

§ 28, Ein Satz von Gauss liber Potentiale in leeren
Raumgebieten.

Wir konnen an die Entwickelungen der beiden vorhergehenden
Paragraphen einen Satz als besonders einfachen Sonderfall an-
schlielsen, welcher von Gauss (Allgemeine Lehrsiitze 1840) ohne
Benutzung des Green'schen Satzes abgeleitet wurde,

Wir denken uns einen leeren Raumbezirk, in welchem ein
Potential ¢ existirt, das dort natiirlicher Weise tiberall der Liarnace'-
schen Differentialgleichung 4¢ = 0 gentigt. Als Begrenzung des
Integrationsgebietes denken wir uns in diesem Bezirk eine Kugel-
fliche vom Radius R, und als den Punkt (a, b, ¢), in welchem wir
¢ bestimmen wollen, wihlen wir das Centrum dieser Kugel. Die
beiden Schlulsgleichungen (87 b) und (89 a) leisten uns dabei gleich
gute Dienste. In beiden fallen die Raumintegrale fort, weil nach
Voraussetzung ¢ = 0 ist. Betrachten wir zuerst (87bh) fiir diesen
Fall: Im ersten nimmt der Nenner » den festen Werth R an, im

zweiten ist: 1 v
o) o)

on,  Or r



8 28 EIN SATZ VON GAUSS. 121

Es folgt daher, wenn wir den Werth im Centrum der Kugel
mit ¢, bezeichnen:

P 49:Rff ﬁn‘ +41R’ffds¢

Das erste dieser beiden Integrale verschwindet aber, weil die
Kugel einen ladungsfreien Raum enthalten soll

Bei Verwendung der Gleichung (89a) milssen wir erst die
Green'sche Function suchen. Diese wird bei den einfachen Be-
dingungen dieser Aufgabe leicht gefunden. Da niimlich iberall

1/7=1/R ist, ist auch U’ = }1? (im ganzen Kugelraum constant),

also:

—— R e o B —
6ni 6r rl R'

Es folgt also beide Male das gleiche Ergebnils:

i e

Diese Formel stellt ¢, dar als den arithmetischen Mittelwerth
aller an der Kugeloberfliche herrschenden Werthe von ¢, denn

ffdstp summirt alle Flichenelemente der Kugel, jedes multiplicirt

mit dem dort herrschenden Werth von ¢, und der vorgestellte
Divisor 4 x R* mifst die gesammte Kugelfliche. Wir haben hiermit
den von Gauss gefundenen Satz abgeleitet, welcher in Worten so
ausgesprochen werden kann: ,In ladungsfreien Raumgebieten ist der
Potentialwerth in jedem Punkte gleich dem arithmetischen Mittel
der Potentialwerthe auf einer um diesen Punkt als Centrum gelegten
Kugelfliche. Auf den Radius kommt es dabei nicht an, so lange
nur die Kugel nicht in geladene Gebiete hineinragte.

Mit Hiilfe dieses Satzes kann man noch folgende principiell
wichtige KEigenschaft der Potentialfelder nachweisen: Ist in einem
endlichen ladungsfreien Raumgebiet das Potential als constant er-
kannt, so mufs es den gleichen constanten Werth auch tiber die
Grenzen des Gebietes hinaus bewahren, so weit der ladungsfreie
Raum reicht. Den Beweis fithrt man dadurch, dafs man Kugelflichen
gelegt denkt, deren Centra noch in dem Gebiete liegen, in denen ¢
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als constant erkannt ist, withrend die Oberflichen theilweise in un-
bekanntes Gtebiet hinausragen, von welchem man nur weils, dafs es
leer von elektrischen Ladungen irgend welcher Art ist. Wenn dann
auf den hinausragenden Fliichentheilen das Potential andere Werthe
hiitte, wie im bekannten Gebiet, so kionnte der Mittelwerth iiber die
Oberfliche nicht den Werth im Centrum ergeben, welches noch ins
innere (Grebiet filllt. Die Ausflucht, dafs die variablen Antheile der
hinausragenden Kugelcalotten sich gegenseitig vernichten, ist wegen
der ganz beliebigen Lage der Kugeln hinfillig. So kann man das
bekannte Gebiet durch immer weiter vorgeschobene neue Kugel-
flichen erweitern und schliefslich allen zusammenhiingenden leeren
Raum dadurch fiir die Erkenntnifs des constanten Potentialwerthes
erobern,

Anmerkung. KEine, wenn auch kleine, aber doch endliche
Ausdehnung mufs bei dieser Beweisfiihrung das urspriingliche Ge-
biet haben, in welchem die Constanz des Potentials verbiirgt ist,
sonst konnte man zu falschen Schliissen gefithrt werden. Wir er-
withnten frither (S. 97) die Moglichkeit eines Sattelwerthes des
Potentials im leeren Raume zwischen zwei gleichgeladenen Punkten.
An solcher Stelle hat man allerdings einen verschwindend kleinen
Raum, in welchem ¢ nach keiner Richtung hin ein Gefille zeigt,
also constant erscheint. Doch diirfte man dieses verschwindend
kleine Gebiet nicht durch solche Kugelflichen-Taktik, wie wir sie
vorher anwendeten, erweitern wollen.

Zweiter Abschnitt.
Gleichgewicht der Elektricitit auf leitenden Kdrpern.

Erstes Kapitel.
Allgemeine Grundsiitze.

§ 29. Leitfihigkeit und Influenzirbarkeit, allgemeine
Bedingung des Gleichgewichts.

Unter einem Leiter der Elektricitit oder einem Conductor ver-
steht man, der Erfahrung entsprechend, einen Korper, in welchem
elektrische Quanta ihren Ort veriindern kénnen, ohne den ponderablen
Triiger mitzunehmen, in welchem sie also gewissermaalsen fliefsen
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kinnen. Daher nennt man die elektrischen Quanta in Leitern auch
wohl Fluida. Die Ursache des eintretenden Fliefsens oder der Fort-
leitung ist immer das Wirken einer elektrischen Kraft, welche die
Quanta nach ganz demselben Grundgesetz angreift, welches wir zu
Anfang des ersten Abschnittes aufstellten, nur mit dem Unterschied,
dafs hier nicht die Triiger der Ladungen angegriffen werden, also
keine ponderomotorischen Wirkungen erzeugt zu werden brauchen.
Man nennt defshalb die elektrische Kraft in diesem Falle zum Unter-
schiede von dem vorigen auch elektromotorische Kraft. Ein
begrifflicher Unterschied besteht aber nicht zwischen beiden: Die
Vorstellung des elektrischen Feldes mit seiner Potentialfunction gilt
hier ebenso, wie vorher. Aber eine Erweiterung der Vorstellung
von den elektrischen Quantis ist jetzt nothig.

Mit dem Worte Quantum soll doch ausgedriickt werden, dafls
man es mit einer unzerstorbaren und unvermehrbaren Grdfse zu
thun hat, welche in leitenden Korpern nur die Freiheit hat, ihren
Sitz zu veriindern. Die Unveriinderlichkeit des Ladungsquantums
kann man nun bei einem gut isolirten Conductor auch noch nach-
weisen, so lange man #uflsere elektrische Kriifte fernhilt. Kann
man die Gestalt des Conductors veriindern, so veriindert sich zwar
die Anordnung seiner Ladung, aber die Gesammtmenge der ihm
mitgetheilten Elektricitiit bleibt unverfindert, wenigstens kann man
deren frither oder spiiter bemerkbare Abnahme immer befriedigend
erkliiren durch mangelhafte Isolirung oder durch Leitfihigkeit der
Luft, welche den Conductor umgiebt. Die mitgetheilte Ladung
besitzt dabei immer auf allen Stellen des Conductors gleiches Vor-
zeichen, Bringt man aber diesen Conductor in ein hinreichend
starkes elektrisches Feld, so kann man beobachten, dals er an ver-
schiedenen Stellen entgegengesetzte Ladungen zeigt, von denen die
eine beider Arten vorher nicht zu beobachten war, also neu ent-
standen sein mufs. Auch zeigt die vorher vorhandene Art jetzt
grofseres Quaptum. In gewbhnlichem Sinne kann man also nicht
von Unverme it der Ladung sprechen, doch bestitigen alle Er-
fahrungen, dafs stets gleich grofse Mengen positiver und negativer
Ladungen entstehen, so dals man die Constanz der Elektricitits-
mengen auf einem isolirten Conductor gewahrt findet, wenn man
unter Menge die algebraische Summe der positiven und negativen
Quanta versteht. Man kann die Vorstellung von dem substantiellen
Charakter der elektrischen Ladungen angesichts dieser Erscheinungen
nur mit einer gewissen Gewaltsamkeit retten, welche unser An-
schauungsbediirfnils nicht recht befriedigt. Man nimmt niémlich an,
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dafs sich in allen Korpern gleichgrofse Quanta der beiden entgegen-
gesetzten Elektricititen in unerschopflicher Menge {iberall bei
einander befinden, ohne dals deren Gegenwart sich durch irgend
etwas verriith, weil die entgegengesetzten Wirkungen der positiven
und negativen Fluida sich neutralisiren. Aus diesem Vorrath
treten, durch irgend welche Processe von einander getrennt, die
einzelnen positiven und negativen Quanta — immer beide in gleichen
Mengen — hervor in die Erscheinung, man kinnte sagen, in die
Wirklichkeit, um gelegentlich bei anderen Processen wieder zusammen-
zuflielsen zu ,Nichts“, denn das ist in der That der sich durch
keinerlei Wirkungen verrathende unerschopfliche Vorrath. Wenn
man das Unbefriedigende der Hypothese, dafs zwei Substanzen von
polar entgegengesetzten Eigenschaften sich vernichten sollen, als
unvermeidlich hinnimmt, so erklirt im Weiteren diese Auffassung
die Phiinomene in befriedigender Weise. Man kennt keinen Procels
der Elektricitiitserzeugung, bei welchem nicht gleichgrofse Mengen
positiver und negativer Ladungen gebildet werden. Dies gilt auch
von der iiltest-bekannten Erzeugung durch Reibung zweier ver-
schiedener Korper, und hier begegnen wir bei der Betrachtung eines
Conductors, der in ein iulseres elektrisches Feld gebracht wird,
einer zweiten davon verschiedenen KEntstehungsweise. Die frei be-
weglichen, einander neutralisirenden, beiden Fluida werden durch
den Angriff der Hufseren elektrischen Kraft in entgegengesetater
Richtung fortgefithrt, die positiven in Richtung fallenden, die negativen
in Richtung steigenden Potentiales. Dadurch werden beide riiumlich
getrennt, und #ufsern als reelle Ladungen ihre charakteristischen
Wirkungen. Dals diese Trennung bei elektrostatischen #ufseren
Kriiften zu einem bestimmten Gleichgewichtszustand fithren mulfs,
nachdem endliche Mengen positiver und negativer Elektricitiit von
einander getrennt worden sind, werden wir bald beweisen. Man
nennt diese Trennung ,Influenz®. Besteht der Conductor aus zwei
geeigneten trennbaren Theilen, die sich einzeln isoliren lassen, so
kann man nach Eintritt des Gleichgewichts die positiv geladenen
Regionen fiir sich abheben, und die negativen ebenfalls, und sie aus
dem erzeugenden Felde und aus der Nachbarschaft der anderen
Hiilfte wegbringen und erhilt so zwei mit entgegengesetzt gleichen
Quantis beladene einzelne Conductoren. Die Influenzmaschinen sind
nichts als Apparate, welche durch eine drehende Bewegung ihrer
Theile fortgesetzt und continuirlich diese beiden Akte wiederholen:
Trennung der Elektricititen durch Influenz und réiumliche Trennung
der damit beladenen Conductoren.
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So lange im Inneren eines Leiters elektrische Kraft herrscht,
findet Trennung und entgegengesetzte Fortfithrung beider Elektrici-
tiiten statt, es besteht kein Ruhezustand. Die getrennten Ladungen
aber erzeugen ein eigenes neues Feld, welches sich dem ursiichlichen
iiufseren Felde superponirt und dieses schwiicht. Ruhe kann erst
eintreten, wenn das #uflsere Feld im ganzen Innenraum des Leiters
gerade aufgehoben wird durch das Feld der influenzirten Ladungen.
Sobald dieser Zustand eingetreten ist, hort die Trennung auf und
es besteht Ruhe der Ladungen, welche so lange wiithrt, als das
fiufsere Feld unveriindert gelassen wird. Nun sieht man sogleich
ein, dafs bei diesem Ruhezustand im inneren Raum des Leiters
sich keine Ladungen halten konnen, denn diese wiirden um sich
herum immer ein Feld erzeugen, und zwar ein solches, welches auf
keine Weise durch das iiufsere Feld aufgehoben werden kann, Die
durch Influenz getrennten Quanta wie auch die dem Leiter eventuell
von Anfang im Ueberschuls mitgetheilte Ladung miissen also im
Gleichgewichtszustand bis an die Grenzen des Leiters geriickt sein,
dessen Oberfliiche sie in einer bestimmten Vertheilung der Flichen-
dichtigkeit belegen.

In ,guten* Leitern, zu denen namentlich die Metalle und das
fiir gewdhnlich immer mit Spuren von gelosten Salzen behaftete
Wasser und auch feuchte, d. h. mit Wasser durchtriinkte Stoffe ge-
horen, geschieht die zur elektrischen Ruhe fithrende Dislocation der
Fluida in so auflserordentlich kurzer Zeit, dals sie bei mifsiger
Ausdehnung der Conductoren f{iberhaupt nicht direct beobachtet
werden kann, vielmehr den Kindruck einer momentanen Wirkung
macht. Es bestehen indessen zwischen den guten (vollkommenen)
Leitern und den vollkommenen Nichtleitern oder Isolatoren Zwischen-
stufen: Korper, in denen die hier allgemein charakterisirte elektro-
statische Dislocation den #ufseren Feldkriiften nicht momentan folgt,
gich aber nach einiger Zeit herstellt. In die Klasse dieser Halbleiter
gehibren streng genommen alle wirklichen Korper, doch nithern sich
einige Gruppen sehr stark den beiden idealen Grenzfillen. Dals
gich in den sogenannten vollkommenen Nichtleitern und auch in den
schlechten Halbleitern, in letzteren lange vor Eintritt der Ruhe durch
Leitung, momentan ein anderer merkwiirdiger Zustand ausbildet,
den man als dielektrische Polarisation bezeichuet, soll uns hier noch
nicht beschiiftigen. Wir betrachten hier den definitiven Ruhe-
zustand, der durch Freiziigigkeit beider Elektricititen in den ganzen
ausgedehnten Korpern zu Stande kommt. Dieser ist unabhiingig
davon, wie gut das Leitvermdgen ist, oder wie lange es dauert, bis
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er erreicht ist. Ks kommt dabei nur an auf die Gestalt des
Leiters, auf die ihm mitgetheilte Ladung und auf das influenzirende
fiufsere Feld.

Wir miissen nun die Gleichgewichtsbedingung mathematisch
formuliren. Das Verschwinden der elektrischen Kraft im Inneren
des Leiters fordert daselbst constantes Potential bis an die Ober-
fliche, welche an vollkommen nichtleitende Substanzen, Isolatoren,
feste, fliissige oder gasformige, zu denen auch das moglichst voll-
kommene Vacuum zu rechnen, angrenzt. An der Beriihrungsfliche
zweier chemisch verschiedener Leiter hat man allerdings Spriinge
der Potentialfunction nachgewiesen, welche auch im Ruhezustand
gewahrt bleiben. Solche Potentialspriinge storen aber nicht die Gleich-
gewichtsbedingung, wenn nur das Potential zu beiden Seiten kein
(efiillle besitzt. Man kann sich in solchen Beriihrungsflichen von
dem hier vorgetragenen Standpunkt aus Doppelschichten denken,
deren Fernwirkung ja nach fritheren Auseinandersetzungen eine ver-
schwindende ist. Zuniichst sehen wir aber von solchen fiir die
Elektrostatik unwesentlichen Complicationen ab wund betrachten
einen begrenzten homogenen Leiter, welcher in ein gegebenes dulseres
elektrisches Feld gebracht ist. Das Potential dieses Feldes, wenn
der Leiter nicht darin liegt, sei ¢. Ks rithre her von festen
Ladungen, die jedenfalls den Raum, in welchen der Leiter gebracht
werden soll, leer lassen, so dafs dort iiberall 4¢ = 0 ist. Nun
kommt der beladene oder unbeladene Conductor, vollkommen isolirt,
in eine bestimmte Stellung im Felde und die Vertheilung der
Ladung, eventuell auch die Trennung der verbundenen Fluida stellt
sich her. Der Gleichgewichtszustand wird nicht gestért, wenn wir
die frei beweglichen Fluida, welche die Oberfliche des Conductors
nun ruhend bedecken, uns als unverriickbar an ihren Orten fest-
gehalten denken.

Dann konnen wir das #ufsere ursiichliche Feld weggenommen
denken und der Conductor mit der auf ihm fixirten Ladung bleibt
allein zuriick. Diese Oberflichenladung fiir sich allein bewirkt ein
elektrisches Feld sowohl im Inneren des Leiters wie im iufseren
Raum. Das Potential dieses Feldes sei ¢’. KEs muls wegen der
Abwesenheit riiumlicher Ladungen innen und aufsen bis an die Ober-
fliche heran der Differentialgleichung 4¢’'= 0 geniigen. Die auf
der Begrenzung angesammelten Flichenladungen werden aber die
uns bereits bekannten Spriinge der Differentialquotienten 0 ¢'/dn
hervorbringen. In Wirklichkeit besteht nun das #ulsere Feld zu-
sammen mit dem von der Oberflichenbelegung herrithrenden. Die
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beiden Potentialfunctionen ¢ und ¢’ superponiren sich itberall durch
algebraische Addition, es herrscht defshalb im Raum das Potential
o -+ ¢" und die Gleichgewichtsbedingung besteht darin, dafs fiir das
zusammenhiingende Innere des Conductors bis zu dessen Ober-
fliiche gilt:

¢ + ¢'= Constans. (91)

Der Werth der Constanten wird hierdurch nicht bestimmt. Wird
das Potential ¢ des iufseren Feldes ohne disponible additive Con-
stante angegeben, etwa in der bestimmten Form >'e/r, so kann die
Unbestimmtheit des Werthes in der Gleichgewichtsbedingung (91)
nur daher rithren, dafs nicht angegeben ist, wie grofs die dem
Conductor eventuell mitgetheilte Ladung ist. Wir konnen aber
diese Unbestimmtheit abspalten, indem wir ¢’ in zwei Summanden
zerlegen:

(p'“ wfi'-+. fP”‘
und fordern
: _?+q>”=0 (91a)
¢ = Const. (91Db)

fir das Innere des Conductors bis zur Oberfliche. Dadurch wird
die sich anf dem Conductor bildende Oberflichenbelegung aufgefalst
als algebraische Summe zweier verschiedener Belegungen, welche
einzeln die Potentiale ¢” und ¢" hervorbringen wiirden. Man kann
auch leicht erkennen, unter welchen Bedingungen diese beiden ein-
zelnen Belegungen sich in Wirklichkeit herstellen konnen. Die
Belegung, die ¢” erzeugt, bildet sich, wenn der Conductor im in-
fluenzirenden Felde zur Erde abgeleitet ist, weil dann der Potential-
werth auf ihm = 0 ist, wie (91a) fordert. Die andere Belegung,
welche ¢ erzeugt, bildet sich, wenn man dem isolirten Conductor
eine passende Ladung mittheilt und das Huflsere influenzirende Feld
fortnimmt.

Beide Theile, ¢"” und ¢, miissen einzeln innen und aufsen
der Laruace’schen Differentialgleichung geniigen, ihre Differential-
quotienten nach der Normale der Conductoroberfliche besitzen die
den Flichendichtigkeiten ¢” und e entsprechenden Spriinge. Im
fiufseren Raum in unendlicher Entfernung miissen ¢” und ¢ als
Potentiale endlicher, in beschriinktem Bezirk angeordneter Elek-
tricititsmengen verschwinden mindestens wie A/r. Durch diese
Eigenschaften ist das Gleichgewichtsproblem der Elektricitit auf
einem Leiter mathematisch vollkommen bestimmt. Wirkliche
explicite Losungen durch Berechnung zu finden, ist nur fiir be-
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sonders einfache Gestalt des Conductors gelungen, namentlich fiir
die Kugelgestalt.

Dafs sich stets ein eindeutig bestimmter Ruhezustand herstellen
mufs, wie die Erfahrung zeigt, liifst sich theoretisch beweisen. Diesen
Nachweis, im Wesentlichen so, wie er von Gauss gegeben worden ist,
wollen wir im niichsten Paragraphen fiihren,

§ 80. Es giebt stets eine eindeutige LOsung des
Gleichgewichtsproblems.

In den soeben aufgestellten Bedingungen findet sich ein Pleo-
nasmus, Die Gleichung (91a) fordert, dals im ganzen Raum des
Conductors ¢” = — ¢ sein soll. Andererseits fordert die Leerheit
des Inneren an Ladungen die ausnahmslose Erfiilllung der Gleichung
Adg” = 0. Diese ist aber bereits dadurch befriedigt, dafs an-
genommen werden mufste, das fufsere Feld habe in dem fiir den
Conductor zu reservirenden Raumgebiet keine Dichtigkeiten, woraus
fir dieses Gebiet 4¢ = 0, folglich auch 4(— ¢) = 4¢" = 0 sich
ergiebt. Es soll nun zuerst gezeigt werden, dals es geniigt, die Be-
dingung (91a) nur fir die Oberfliche des Conductors zu fordern,
dafs der Verlauf durch das Innere dann durch die Larnace'sche
Gleichung immer und nur auf eine einzige Weise bestimmt ist.

Bei der Willkiirlichkeit des #ulseren Feldes bilden die Werthe
von (— ¢) an der Oberfliche des Conductors irgend eine beliebige
stetige Werthvertheilung. Dieser muls auch ¢” sich anschlielsen.

Nun wollen wir, ankniipfend an diese vorgeschriebenen Ober-
flichenwerthe, die Function ¢” stetig durch das Innere des Raumes
fortsetzen. Das geht auf unendliche viele verschiedene Arten.
Denken wir niimlich auf der Oberfliche Curven gezogen, welche
Punkte gleichen Werthes von ¢” verfolgen (es sind dies die Schnitte
der Conductorfliiche mit den Niveaufliichen des ursiichlichen dulseren
Feldes) In diese geschlossenen Curven als fest vorgeschriebene
Rahmen kann man nun beliebige gekriimmte Flichen einsetzen,
welche das Innere des Raumes durchqueren, so dals sie einander
nicht schneiden und um so ithnlicher verlaufen, je nither benachbart
sie liegen. Auf jeder dieser Flichen soll ¢” denselben Werth be-
sitzen, der auf ihrem Rahmen vorgeschrieben ist. So erhillt man
in jedem Falle eine stetige Fortsetzung der Function ¢” durch den
inneren Raum. _

Die ortlichen Schwankungen der Function kinnen dabei be-
liebig grofs gemacht werden. Hat man irgend einen Verlauf an-
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gesetzt, so kann man immer einen noch veriinderlicheren daraus
machen, indem man die beschriebenen Flichen enger zusammen-
driingt und ihnen dafiir einen faltigeren Verlauf giebt. KEine obere
Grenze fiir die Krausheit des fiibrigens immer noch stetigen Ver-
laufes der Function ist gar nicht zu erreichen. Wohl aber kann
man nach einem moglichst glatten Verlauf fragen, welcher sich stetig
anschlie(st an die beliebig vorgeschriebenen Oberflichenwerthe, Ver-
iinderlich mufs ¢” auf jeden Fall sein, denn ein constanter Werth
wiirde unstetig gegen die Grenzwerthe stofsen. Es handelt sich jetzt
um die Auffindung einer mathematisch definirten Grofse, welche sich
mit den noch unbestimmten Begrifien der Krausheit oder der Glitte
deckt. Die Veriinderlichkeit des Werthes einer stetigen Function im
Raume ist um so grofser, je grofser ihre Differentialquotienten nach
den Coordinaten an der betreffenden Stelle sind. Dabei kommt es
nicht darauf an, ob sie negativ oder positiv sind; bei grofser Kraus-
heit werden die Vorzeichen von Ort zu Ort hiiufig wechseln. Wollte
man daher iiber diese Differentialquotienten summiren, so wiirden
sich die Betrige gegenseitig vernichten, und die Summe oder das
Integral wiire kein Maalsstab fiir die Veriinderlichkeit in einem end-
lichen Bezirke. Dies vermeidet man, wenn man die Quadrate der
Differentialquotienten summirt, denn diese sind immer er_positiv. Wir
“stellen daher als Maafs der Krausheit von ¢” das Raumintegral
itber die Summe der Quadrate der Differentialquotienten auf, und
geben diesem aus Griinden, die wir bald einsehen werden, den
jedenfalls die Betrachtung nicht storenden Divisor 8z, betrachten

also folgenden Ausdruck:
dg"\' (9¢"\', K (09" ’},
) 5] +[a ) o

o e e

Das Integral ist fiber den ganzen Conductorraum zu erstrecken,
dessen Volumelement mit dr bezeichnet ist.

Suchen wir nun einen mdoglichst glatten Verlauf von ¢”, so
heilst das, wir suchen einen solchen, fiir den @ ein Minimum wird.
Mindestens ein solcher muls existiren, denn @ ist stets positiv,
konnte nur = 0 werden, wenn im ganzen inneren Raume ¢ constant
ist, was sich aber nicht mit dem stetigen Anschlufs an die Ober-
flichenwerthe vertriigt. Die allgemeine Bedingung des Eintretens
eines Maximums, Minimums oder Sattelwerthes fordert, dafls die
Variation des Integrales verschwinde. Bei der Bildung der Variation
haben wir an jeder Stelle des Raumes den Werth von ¢” um eine
beliebige verschwindend kleine Grofse o ¢” zu veriindern, doch so,

H. v, Hetunorrz, Theoret, Physik. Bd, 1V, 9
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dafs der veriinderte Verlauf ebenfalls ein stetiger ist und sich an
die vorgeschriebenen Oberflichenwerthe ebenfalls stetig anschmiegt.
Darum mufs d¢” eine stetige Raumfunction sein, welche iiberall an
der Raumgrenze Null wird. Auch die Raumgrenzen, d. h. die Gestalt
des Conductors wird von der Variation nicht veriindert. Die Variation
von @ ist defshalb unter dem Integralzeichen an der geschweiften
Klammer auszufithren nach dem Schema:
dg”\* dgp” 0¢"” dg" ddg”
"i(“a%) \=2 ) R T T I
Die in dieser Gleichung vorgenommene Vertauschung in der
Reihenfolge der Operationen & und 0/dz rechtfertigt sich dadurch,
dals die Variation des Differentialquotienten nur eine Folge der
Variation der Function selbst ist. s ist nimlich begrifflich ganz
primitiv folgendermaalsen:

o\ - (P - (9 - [+ ) - (35

Fithrt man das Binomquadrat aus und vernachliissigt das in zweitem

P

Grade verschwindende (23—;?;) , 80 bleibt nur das iibrig, was in

Gleichung (92a) angegeben ist.
Die Variation von @ lautet nun:

1 dg" dog” dg” 6dg" 8¢” ddg"
‘”’=4—ufffd'{ e 0y Oy o O } o21)
Auf die rechte Seite diirfen wir den Grerx'schen Satz anwenden,
denn sowohl ¢” wie d¢” sind Raumfunctionen, welche den Be-
dingungen seiner Anwendbarkeit geniigen, wenn man nach d¢”

integriren will. Setze also in Gleichung (75) U= ¢, V=40¢"
und es folgt die Gleichung:

et fd“"’q”" G = 4w ) [ad9r-ag 020
i

Das Oberflichenintegral dieses Ausdrucks verschwindet, weil die
Variation d¢" an der Raumgrenze verschwindet; es bleibt nur das
Raumintegral ibrig als Ausdruck fiir  ®. Das sicherlich existirende
und hier gesuchte ¢, fiir welches die Krausheit ein Minimum, mit-
hin d¢ = 0 wird, muls also der Bedingung geniigen

1
_ﬁff drdgp"dg” =0, (924d)
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Angenommen, es wiire bei dem gesuchten Verlauf der Function ¢”
moglich, dals A¢" stellenweise oder iiberall von Null abwiche, so
konnte man bei dem willkiirlich gelassenen Verlauf der Variation
dem Integranden in jedem Volumelement ein positives Vorzeichen
gichern, ohne die Stetigkeit der Variation zu verletzen. Die Variation
brauchte nur gleichartig mit dem 4¢"” durch Null hindurchzugehen.
Dadurch wiirde aber bewirkt, dals die linke Seite von (92d) wesent-
lich von Null verschieden wird, weil sie aus lauter gleichstimmigen
Summanden besteht, Das ist gegen die Forderung. Also muls
Ag” =0 sein fir den glattesten Verlauf von ¢”. Die logische
Consequenz ist also folgende: Da es nothwendig eine Function ¢
geben muls, welche @ bei vorgeschriebenen Oberflichenwerthen zu
einem Minimum macht, so muls es auch nothwendig eine Function
(dieselbe = ") geben, welche im ganzen Raume der Larnack'schen
Differentialgleichung geniigt.

Es fehlt unserer Beweisfihrung noch der Nachweis der Eindeutig-
keit, der nun folgen soll. Wir nehmen an, es giibe zwei verschiedene
Verliiufe, denen ein Minimum der Krausheit zukommt. Fiir beide
Functionen mufs dann gelten, dals sie ausnahmelose Integrale der
Larrace’schen Differentialgleichung sind, und an der Oberfliiche des
Conductors stetig in die dort vorgeschriebenen Werthe itbergehen. Thre
Differenz mufs also an der Oberfliche = 0 sein und muls im ganzen
Innenraum der Larrace'schen Differentialgleichung geniigen. Das
ist aber auf keine andere Weise miglich, als dafs die Differenz im
ganzen Innenraum = 0 ist. Dies geht ohne Weiteres aus Gleichung (83)
hervor, wenn man in derselben fir ¢ die hier angenommene
Differenz einsetzt, Ks giebt also nicht zwei verschiedene Ver-
liiufe, welche & ®» = 0 machen, sondern nur einen und stets einen.
Damit fillt auch die vorher noch mogliche Bedenklichkeit fort,
ob die Bedingung 0 ® = 0 wirklich zu einem Minimum von @
fithrt, nicht etwa zu einem Maximum oder Sattelwerth. Denn ein
Minimum mufls existiren, die tibrigen Sondererscheinungen kinnten
hdchstens hinzutreten als weitere Moglichkeiten, die aufserdem noch
bestehen. Da aber aufser der einen Losung keine andere bestehen
kann, so liefert diese das Minimum,

Durch diesen Beweis ist auch die eindeutige Existenz der
(GreEN'schen Function mathematisch begriindet, withrend wir uns in
§ 27 mit einer Veranschaulichung begniigten. Nimlich die damals
mit U’ bezeichnete Function sollte an der Oberfliche des Inte-
grationsraumes vorgeschriebene Werthe besitzen, welche durch 1/7

gegeben waren, und im ganzen Innenraum der Larrace'schen
9.
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Differentialgleichung folgen. Das ist also ein besonderer Fall des
hier behandelten Problems.

Nun haben wir weiter zu beweisen, dafs die Function ¢” im
ganzen Raume aufserhalb des Conductors eindeutig bestimmt ist
durch die Angaben, dafs sie erstens an der Oberfliche des Conduc-
tors einen vorgeschriebenen Verlauf hat, dals sie zweitens iiberall
der Larvace'schen Gleichung folgt, und dafs sie drittens in grolser

Ferne abnimmt wie —:_1—, wo A eine endliche Constante ist. Der Be-

weis wird in ganz derselben Weise gefithrt, wie fiir den inneren
Raum. Wir suchen einen stetigen Verlauf, fiir welchen der Aus-
druck @ ein Minimum wird, also o @ verschwindet. Als Integrations-
raum ist dabei diesmal der iiufsere Raum zu nehmen, welchen wir
begrenzt denken durch eine Kugelfliche von so grofsem Radius R,
dafs ¢” dort gleich 4/R gesetzt werden darf. Die Variation o ¢”
hat man dann sowohl an der Conductorfliiche als auch an der fernen
Kugelfliche = 0 zu setzen. Die Umformung von & @ mittels des
Green'schen Satzes liefert dann noch ein Oberflichenintegral iiber
diese Kugel, welches aber ebenfalls verschwindet, so dafs sich auch
hier ergiebt, dals der Verlauf, welcher 4 @ zum Verschwinden bringt
zugleich der Bedingung 4¢”= 0 geniigt. Auch die Eindeutigkeit
dieses Verlaufes ist ebenso zu beweisen wie vorher. Ein Umstand
indessen bedarf einer besonderen Betrachtung.

Wenn von einem Minimum von @ die Rede sein soll, so mufs
@ selbst endlich sein und bleiben, auch wenn man die ferne Kugel-
fliche unendlich weit hinausriickt, Nun kann man @ selbst auch
nach dem GreeN'schen Satze umformen, wie wir das bereits in § 25
gethan haben. KEs ist dann:

‘D""_ff n, “*"—-ffffr"dtr"df

Das Raumintegral verschwindet wegen 4¢”= 0. Das Oberflichen-
integral zerfiillt in einen endlichen Theil iber die Conductor-
fliche und einen noch fraglichen Theil tiber die ferne Kugel-
fliche. Die Flichenelemente dieser Kugel sind ds = R*do, ferner

A 6 a "
ist dort ¢"= 53 und 6?:‘ 6?-) = —g?, mithin das Kugel-
ﬂﬁchenmt,egral

- ffaR'daz_._Ai.
2R
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Dies verschwindet aber fiir R = oo, und ¢ reducirt sich auf das
Integral iiber die Conductoroberfliiche, ist mithin endlich. Der Aus-
druck @, integrirt tber den ganzen Raum, sowohl den inneren im
Conductor, wie den #ufseren, stellt, wie wir schon frither erwithnten,
die elektrische Energie dar derjenigen Fliichenbelegung, von welcher
das Potential ¢” herriihrt, und wir haben jetzt gesehen, dals die
Gleichgewichtsbedingungen zu demjenigen Verlauf fithren, fiir welchen
¢ ein Minimum ist, sowohl innen wie aufsen, Dadurch sind die
Gleichgewichtszustiinde, ebenso wie die der Mechanik an ein Mini-
mum der potentiellen Energie, hier an ein Minimum der elektrischen
Energie gekniipft.

Von der abgespaltenen Potentialfunction ¢" haben wir nur zu
sagen, dals ihre Auffindung ein besonders einfacher Specialfall des
hier bereits behandelten ist. Es soll ¢” so bestimmt werden, dals
es in dem Conductor einen constanten Werth hat (auf der ,,Oberfliche
des Conductors“ wilrde geniigen) im ganzen Raum der Bedingung
4 ¢" = 0 folgt und in grofser Entfernung verschwindet reciprok dem
Abstand.

Hiermit ist der mathematische Nachweis gefiihrt, dafs es stets
eine und nur eine Gleichgewichtsvertheilung auf einem Conductor
giebt, der in ein gegebenes Hufseres Feld gebracht wird. In den
Fillen, wo es gelingt, die Function ¢ = ¢"” + ¢" explicite zu be-
rechnen, findet man die Oberflichenbelegung ¢ des Conductors dann
aus der uns schon bekannten Formel

dq' dg ;
(52 + (5 ) =~ sas.

i

Zweites Kapitel.
Theorie der elektrischen Bilder.

§ 81. Kugelférmige Conductoren. Zwei Methoden zur Auf-
findung des elektrischen Gleichgewichts.

Der im vorigen Paragraphen gelieferte Nachweis giebt keinen
Weg an, wie man im einzelnen Falle die Vertheilung der Elektri-
citiit auf dem Leiter und das dazu gehorige Potential finden kann.
Solche Wege zur vollstiindigen Losung des Problems hat man nur
fiir einzelne besonders einfache Gestalten des Leiters gefunden. Fiir
die Kugelgestalt aber besitzen wir zwei verschiedene Methoden, die
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zum Ziel fithren und je nach der Stellung der Aufgabe ihre ver-
schiedenen Vorziige bieten. Die eine Methode, die wir zuerst be-
trachten wollen, und welche namentlich dann von Nutzen ist, wenn
das #ufsere influenzirende Feld durch festliegende bekannte elek-
trische Quanta angegeben wird, ist gegriindet auf die Theorie der
elektrischen Bilder, einer reciproken Abbildung der #ufseren festen
Ladungen durch ein System von inneren nur gedachten Ladungen,
deren Wirkung im #iufseren Raum aber diejenige der entstehenden
Gleichgewichtsvertheilung vollkommen ersetzt. Durch das Prineip
dieser Abbildungen gelingt es dann noch weiter, aus bekannten
Gleichgewichtsvertheilungen neue abzuleiten,

Die andere Methode, welche bei beliebig vorgeschriebenem
Potential des influenzirenden Feldes den Vorzug verdient, beniitzt
die Theorie der Kugelfunctionen, Durch eine Summe — eventuell
eine unendliche convergirende Reihe — solcher Kugelfunction kann
man erstens jeden beliebigen Werthverlanf auf einer Kugelfliiche
darstellen, zweitens aber kann man diese Functionen so in den
fiufseren oder inneren Raum der Kugel fortsetzen, dafls sie dort

der Liarrace'schen Differentialgleichung geniigen.

In dem einfachsten Falle, in welchem kein iiufseres influen-
zierndes Feld vorhanden ist, sondern nur ein isolirter kugelfsrmiger
Conductor, welchem eine gewisse Ladung mitgetheilt ist, kann man
die Gleichgewichtsvertheilung ohne Weiteres errathen. Wegen der
allseitigen Symmetrie der Kugel mufs sich die Ladung mit gleich-
miifsiger Dichtigkeit fiber die ganze Oberfliche vertheilen. Be-
zeichnet B den Radius der leitenden Kugel, ¢ die Gesammtladung, so
ist die gleichformige Oberflichendichtigkeit e

¢
docgr o 3 (93)
Es ist also hier diejenige Vertheilung realisirt, welche bereits in
§ 15 betrachtet wurde. Das von ihr ausgehende Feld besitzt im
fiufseren Raum das Potential

¢ 4w R%e
@, =

r - gl

fir » > R, (984a)
im inneren den constanten Werth

e
;= =4 Re. (931)
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Wenn in diesem Falle umgekehrter Weise das Potential ¢, an-
gegeben ist bis zu welchem die Kugel geladen ist, so berechnet man
daraus die erforderliche Ladungsmenge

e=R-g, (93¢)
und die sich bildende Flichendichtigkeit

sty (984)

Damit ist das Gleichgewichtsproblem fiir diesen einfachsten Fall
vollstiindig geldst.

Die Gleichung (93¢) ist ein besonderer Fall einer fiir jeden
beliebig gestalteten Conductor giiltigen Beziehnng zwischen seiner
Gesammtladung und dem dadurch hervorgebrachten Potentialwerth.
Stellt man niimlich irgend einen isolierten Conductor fiir sich allein
in den Raum und beladet ihn der Reihe nach mit verschiedenen
Quantis ¢, so bilden sich dabei um ihn herum Felder von ver-
schiedener Stiirke, aber immer von der gleichen Gestalt der Niveau-
flichen aus. Die Potentialwerthe sind fiberall, mithin auch auf und
in dem Conductor, proportional der Ladung. Es gilt deshalb die
(leichung

e= O (930)

Den Proportionalititsfactor 0, welcher die Dimension einer Liinge
hat, nennt man die Capacitiit des Conductors. Fiir kugelférmige
Conductoren ist nach Gleichung (98¢) die Capacitit gleich dem
Kugelradius.

§ 82. Elektrisches Bild eines geladenen Punktes in Bezug auf
eine Kugel.

Wir stellen uns jetzt vor, dafs das iufsere Feld, in welches die
leitende Kugel hineingebracht werden soll, von einer einzigen Punkt-
ladung herriihrt, welche die Elektricitiitsmenge e triigt. Das Potential
ist daun fiir das noch nicht durch den Leiter gestorte Feld:

P =— (94)

wo r den Abstand von dem geladenen Punkt bezeichnet. Die leitende
Kugel, vom Radius R, werde so aufgestellt, dals ihr Centrum den
Abstand p von jenem Punkt hat. KEs mufs dann p > R sein. Ob
die Kugel von vorn herein mit einer iiberschiissigen Ladung ver-
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schen ist, oder nicht, kénnen wir zuniichst unbestimmt lassen. Jeden-
falls mufs sich auf ihr eine Vertheilung herstellen, welche allein
ohne den Punkt ¢ ein Feld erzeugt, dessen Potential ¢’ dadurch
bestimmt ist, dafs auf der ganzen Kugelfliche (und folglich auch im
ganzen inneren Kugelraum) die Bedingung

@ + ¢' = Constans ' (95)
erfilllt ist, wie dies fiir jede Gestalt des Conductors gelten muls.

Auch die Trennung des Potentials ¢’ in zwei Theile ¢’ = ¢” + ¢”,
entsprechend einer Superposition zweier besonderer Fliichenbelegungen
konnen wir, wie im allgemeinen Falle, vornehmen und fiir die ein-

zelnen Theile verlangen:
p e 93” =10 (95 8}
¢"" = Constans. (95 b)

Zuniichst suchen wir das Potential ¢”. Dazu hilft uns ein be-
kannter geometrischer Satz:

Fig. 1.

Zeichnet man (Figur 7) auf dem Strahle vom Kugelcentrum
nach dem iufseren geladenen Punkte ¢ denjenigen innerhalb ge-
legenen Punkt, dessen Abstand p” durch die Relation

p-p" = R? (96)
bestimmt ist, so haben die Abstinde » und »” aller Kugelflichen-
elemente von dem #ufseren und von dem inneren Punkte das gleiche
Liingenverhiiltnifs. Den Werth dieses Verhiiltnisses kann man
bequem ablesen an den beiden Polen der Kugelfliche, welche in
gerader Linie mit den beiden Punkten liegen. Fiir diese ist

r=pFR und r”"=RTFp".
Mithin ist fiir jede beliebige Stelle der Kugelfliiche:

pPFR PFR

TR B
P

# P
r” R
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Diese Gleichung kann man auch so schreiben:

LB hme

oder nach Erweiterung mit dem Werthe der Punktladung e:

R
et
-t —— = 0, 97)
r T
Der erste Summand giebt das Potential ¢ der dufseren Punkt-
ladung, der zweite Summand hat ebenfalls die Form des Potentials
einer Punktladung. Diese mufs in dem innerhalb gelegenen reci-

proken Bildpunkte gedacht werden, ihre Stiirke ist
¢ =— 2 e (97a)
p

oder nach Elimination von R mittels Gleichung (96)

e P
g = — — ¢ 97b
p S40

also von entgegengesetztem Vorzeichen und geringerem Betrage als
die wirkliche #ufsere Ladung e. Wir nennen sie das elektrische
Bild von ¢ in Bezug auf die Kugel. Diese Punktladung ¢” ist nicht
reell vorhanden, das Bild ist ein virtuelles, um einen in der Optik
gebriiuchlichen Ausdruck zu gebrauchen. Uebrigens stimmt die Lage
von ¢ nicht etwa mit der des virtuellen optischen Bildes in der
spiegelnden Kugel iiberein. Durch die Auffindung der Gleichung (97)
haben wir nun sofort die Bedingung (95 a) befriedigt. Wir brauchen
nur im #ufseren Raume bis an die Kugelfliiche heran zu setzen:

9= (=3¢ 7 98)

im Innern der Kugel aber

n

ol === (98 a)

so haben wir ein Potential " gefunden, welches allen Bedingungen
geniigt; und da wir wissen, dafs es nur eine eindeutige Losung
geben kann, so ist es diese hier. Die beiden Functionsformen (98)
und (98a) gehen an der Kugelfliche stetig in einander itber zufolge
Gleichung (97), aber die Differentialquotienten nach der Normale
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an der Kugelfliche sind unstetig, aus der Grifse ihres Sprunges
kann man die Flichendichtigkeit der Belegung erkennen, von welcher
das Potential ¢" herriihrt.

Es mag nebenbei bemerkt sein, dafs durch die soeben ge-
fundenen Potentiale zugleich auch die sogenannte Grerx'sche Function,
von welcher in § 27 die Rede war, fir den Fall einer kugelfsrmigen
Begrenzung des dort betrachteten Integrationsraumes gegeben ist.
Wir brauchen nur in dem inneren Punkte die Ladung ¢”"=1 an-
zunehmen und dem entsprechend nach Gleichung (97a) in dem

iufseren Punkte die Ladung ¢ = — j-g-, so geniigt die Function:

e B ey i'_’;' {99)

allen Bedingungen, welche wir an die GreEN'sche Function stellten,
denn sie wird in einem inneren Punkte unendlich, wie der reciproke
Abstand 1/»”, ist an der ganzen Oberfliche gleich Null [nach Glei-
chung (97)], und folgt mit Ausnahme der Unendlichkeitsstelle im
ganzen Kugelraum der Larrace'schen Differentialgleichung.

Nach dieser Abschweifung auf ein frither behandeltes Gebiet
kehren wir zu unserem Gleichgewichtsproblem auf der leitenden
Kugel unter Anwesenheit eines influenzirenden #ufseren geladenen
Punktes zurfick und finden da noch die zweite Bedingung (95 b) zu
befriedigen.

Dieses Potential ¢” kann nur von einer gleichformigen Be-
legung der Kugelfliche herriihren, deren Gesammtmenge wir mit ¢
bezeichnen. Im #ufseren Raume wirkt diese wie eine Punktladung ¢
des Kugelcentrums, im inneren Raume erzeugt sie {iberall den con-
stanten Potentialwerth, welchen das dufsere Potential an der Fliche
selbst annimmt. Nennen wir also s den Abstand eines beliebigen
Raumortes vom Kugelcentrum, so ist aulsen:

i

g - (100)
und innen

P=— (100a)

Das gesammte Potential in dem aufserhalb der Kugel liegenden
Raume ist demnach
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Po= =+ ———+ —, (101)

withrend es im Inneren der Kugel allein durch (100 a) bestimmt wird.

Bezeichnet man den Winkel zwischen dem Strahle s und der
gemeinsamen Richtung der beiden Strahlen p und p” mit #, so kann
man Gleichung (101) ausfithrlicher schreiben:

£,
c P e.”f ‘
Po™ T T hi i, A
Vps+ss_2pscosd l/g+s:_2£’fcospﬁ- %
»

oder nach einer leichten Umformung des zweiten Gliedes:

o

¢ ¢

?a- ( i W +_. lh
}/pz+si_2p8008|)' l/Rs'F _}_);é;'__ 278 008 & g2 (10 )

Wichtig fiir die Beurtheilung der Flichendichtigkeit auf der
Kugel ist der nach der Variabelen s genommene Differentialquotient
von ¢, weil die Richtung des wachsenden s normal auf der Kugel-
fliche steht. Man findet aus (101b):

L

2
e(%i-s—pcoaﬂ')

a(‘pu=_ e(s—pGOSﬂ') v R (102)
ds Vpi+s*— 2pscos I/R’+}ﬁ;:—-2pac-osﬂ' s

R
anderseits ist natiirlich %?;1 = 0. Bildet man also den Ausdruck (102)

fir den Werth s = R, also dicht an der Kugelfliche, so mufls er
den Werth von — 4me darstellen als Function des Polarwinkels .
Man findet

e 3__ U
eTEa (p*— R?Y) 5

R-VE*+p*—2Rpcos 9’ +E;.

(108)

Wir wollen zwei besondere Fille hervorheben.

1. Die leitende Kugel sei durch einen diinnen Draht mit der
Erde verbunden, so dafs auf ihr und in ihr das Potential Null
herrscht. Dann ist in Gleichung (95), folglich auch in (95b) die
Constante gleich Null, mithin auch

ef”- 0 3
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Die Belegung der Kugel wirkt dann im H#ufseren Raume so, wie
der reciproke Bildpunkt allein ohne Ladung des Mittelpunktes.
Die Flichenbelegung wird dann nach (108) auf allen Zonen der
- Kugel negativ, am stiirksten fiir & = 0, am schwiichsten fir & = .
Man sagt dem entsprechend im gewdhnlichen Sprachgebrauch, die
Nithe des positiv geladenen Punktes ¢ ziehe aus der Erde durch
den Draht ein gewisses Quantum negativer Elektricitit auf die
Kugelfliche. Die herangezogene Menge ist die virtuelle Ladung

des Bildpunktes, also gleich — -;:- ¢. Dasselbe findet man auch,

wenn man den durch das erste Glied rechts der Gleichung (103)
gegebenen Ausdruck der Flichendichtigkeit iiber simmtliche Zonen
der Kugel integrirt.

2. Die leitende Kugel sei isolirt und ohne fiberschiissige Ladung,
so dafs die Summe der durch Influenz getrennten Elektricitiiten
auf ihr gleich Null ist. Dann muB auch die Summe der jene
Flichenbelegungen ersetzenden inneren virtuellen Punkte gleich
Null sein, ¢”+ ¢“= 0, oder nach Gleichung (97a):

R
€= —e¢. 104
+P (104)

Die durch Influenz getrennten Flichenbelegungen auf der Kugel
wirken dann im Hufseren Raume, wie ein Paar engegengesetzt

gleicher Punktladungen von der Grilse -g-e; die positive liegt im

Centrum, die negative im reciproken Bildpunkt der &ufseren Ladung e.
Das Potential, welches nach Eintritt des Gleichgewichtes in der
ganzen Kugel herrscht, findet man aus Gleichung (100a) unter Hin-
blick auf (104):

Pe=+ =3 (104 a)

es ist also eben so grols, wie es am Orte des Kugelcentrums war,
bevor die leitende Kugel in das Feld der Punktladung e gebracht
wurde. Von Interesse ist die Vertheilung der Fliichendichtigkeit e in
diesem Falle. Die Gleichung (108) liefert, wenn man zur Abkiirzung

VR*+p*—2Rpcos & =r
setzt, unter Hinblick auf (104):

M = _e_."s__?(f.’___@. (104b)

ielieis Rr? +"§5=R rp
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Dieser Ausdruck ist fiilr den der fuflseren Liadung e zugekehrten
Kugelpol negativ, denn dort ist r = (p — R), also

TN o . -
e (p—RP—p(p'— R e:(Bp—R) (104¢)

‘R’ p-(p— R p+(p — R}

An dem abgekehrten Kugelpol ist e positiv,” denn dort ist
r=p+ R, also

(4ne)ﬂ-0=

(P e L ) ket

o B o ST I + ¢:Bp+ R (104d)

p+(p + R}

Dazwischen, auf einem Parallelkreise von bestimmtem Winkel ,
muls der Zeichenwechsel der Belegung stattfinden. Dort mufs e = 0
sein, man findet also fiir den zugehorigen Abstand r = 7 aus (104 b)
die Bedingung

P =p(p'— RY (104 e)

unabhiingig von der Stiirke der iulfseren Punktladung.
Die Liinge ¢ der Tangente vom geladenen Punkt an die Kugel

ist gegeben durch
= p'— R
es ist also
19 =t (p* — RY).

Nun ist immer ¢ < p, folglich lehrt der Vergleich dieses Ausdruckes
fiir # mit demjenigen fiir #* in (104 e), dals immer 7 > ¢ ist. Das
Gebiet der negativen Belegung erstreckt sich also etwas weiter als
die vom #ufseren Punkt ¢ aus sichtbare Calotte der Kugel. Bei grofer
Entfernung freilich nithern sich beide Calotten der halben Kugel-
oberfliiche.

& 33. Elektrische Bilder in Bezug auf unendliche
leitende Ebenen.

Lifst man den Radius R der leitenden Kugel iiber alle Grenzen
wachsen, withrend der dem #ufseren Punkt zugekehrte Pol der Kugel
unveriinderte Liage behiilt, so wiichst auch p iiber alle Grenzen, das
Verhiiltnifs R /p nithert sich dem Werthe 1, withrend p — R = h einen
festen endlichen Werth behilt. Die Kugelfliche geht dann in eine
unendliche Ebene iiber, der Bildpunkt von + ¢ nimmt die Stirke
— ¢ an und riickt ebenfalls in den Abstand 2 auf der anderen Seite
der Ebene, so dafs sich in diesem Falle das elektrische Bild mit
virtuellen optischen Bilde hinter einem ebenen Spiegel deckt (Figur 8).
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Das Potential der bis in's Unendliche reichenden leitenden Ebene
muls Null sein, und derselbe Werth herrscht jenseits hinter der Ebene.
Vor ihr aber ist
¢ ¢
p=r— (105)

in einem Punkte, welcher von der reellen Ladung den Abstand r,
von deren virtuellem Bild den
Abstand »’ besitzt. Legen wir die

= ] {  a-Achse durch e senkrecht zur

T = * leitenden Ebene, den Nullpunkt in
" ' & diese Ebene, die positive Richtung

Fig. 5. nach ¢ hin und bezeichnen den

seitlichen Abstand des Punktes,
in welchem wir ¢ angeben wollen, von der =z-Achse mit y,

so ist
e

e
U (= = (e
Op __ eh—2) eh+2)
0z Yh—22+y* Vh+2P+y*
Dies wird hart an der Ebene z = 0
(7 EOW R |, O
(az z=+4+0 V‘s'i'!l"
Auf der anderen Seite der belegten Fliiche ist (g—(:) = 0.
ze==0
Daher ist die Flichendichtigkeit e gegeben durch

(105 a)
folglich

3
P 11, 2°(_."_)=__f§cossa. (105 b)

VEEy T W\

Im letzten Ausdruck bedeutet ¢ den Winkel, unter welchem
der Strahl vom geladenen Punkt nach dem influenzirten Flichen-
element, in welchem die Dichtigkeit ¢ herrscht, gegen die negative
z-Richtung geneigt ist. Man sieht, dafs mit wachsendem Winkel
die Dichtigkeit der iiberall negativen Belegung der Ebene rasch ab-
nimmt. Man braucht defshalb in der Praxis, um die hier berechneten
Verhiiltnisse zu verwirklichen, keine unendlich grofse leitende Ebene,
sondern es geniigt ein zur Erde abgeleiteter ebener Metallschirm,
dessen Linearmaafse nur grols gegeniiber dem Abstand % sind.
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Auch das elektrische Feld einer Punktladung in einem Raume,
welcher durch zwei rechtwinklig zusammenstofsende ebene Metall-
wiinde abgeschlossen ist (Raumquadrant), kann man mit Hilfe der
Spiegelbilder leicht angeben
(Figur 9). Es sind dazu
erstens die beiden Spiegel-
bilder ndthig, welche sich auf
die beiden einzelnen jenseits
der Kante bis ins Unendliche
fortgesetzt gedachten Ebenen
beziehen; diese beiden haben
jedes die Stiirke —e. Ferner
aber ist in dem vierten
Quadranten noch ein virtueller Bildpunkt von der Stirke + e
nothig. Das Feld dieser vier Punktladungen ist in dem Raum-
quadranten zwischen den beiden Metallwiinden identisch mit dem
thatsiichlich dort herrschenden. Hinter dem Eckschirm, d. h. auf
dessen convexer Seite herrscht in Wirklichkeit iiberall das Potential
Null, dort gelten also die Felder der virtuellen Bildpunkte nicht.

Nehmen wir die Ebene, in welcher die reelle Punktladung und
ihre drei Spiegelbilder liegen, zur a-, y-Ebene, die Schnitte der beiden
Metallwiinde zur positiven z- und y-Axe, die Kante (senkrecht zum
Papier in Figur 9) zur 2-Axe, und numeriren wir der Reihe nach
die Abstiinde eines Raumpunktes (z, y, ) von den vier Punktladungen
mit 7, r, 7, r,, so ist das Potential fiir positive z und y

Fig. 9.

R e (106)

ro=Ve—af+@y—0bP+z* ry=V(@+a’+y+b+2
rp=Ye+af+@y—0'+2* r,=Ye—a+@y+b'+2?
wobei a, b, 0 die Coordinaten des geladenen Punktes sind.

] (106 a)

Daraus folgt
O tx—a)  elx+a) el@+a)  el@—a)
g -t T e rgd 5 e
9y __ey=h  elh=b _eb+d  c4+b
oy e 7} " Hd

Von besonderem Interesse sind die Werthe dieser Differential-
quotienten an den beiden Metallwiinden selbst.
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Fiir # = 0 wird 7, =, und r, = r,, mithin:

6(;)) 2¢a 2¢a 1 1

s e gl 2T

Fir y = 0 wird r, = », und r, = r,, mithin: (106 D)
do 2e¢d 2eb 1 1
e

Daraus kann man die influenzirten iiberall negativen Fliichen-
belegungen der beiden Schirmwiinde ablesen, denn hinter dem Schirm
ist (%i-) = (6—(‘0] = 0, also geben die vorstehenden beiden
T |g==0 ay y==0

Ausdriicke direct die Werthe von — 4we. Man bemerkt, dafs die
Dichtigkeit in der concaven Kante auf Null herunter geht, weil
dort 7, =7, =r, =7, wird. Auch lifst sich zeigen, dafs die maximale
Dichtigkeit auf beiden Wiinden nicht normal vor der Punktladung,
sondern etwas verschoben in der Richtung aus der Ecke heraus
zu finden ist.

In gleicher Weise lassen sich die analogen Probleme fiir zwei
Wiinde, welche einen Winkel von %, % , ... etc. einschliefsen, be-
handeln. Die Felder in den immer enger werdenden Raumfiichern
zwischen den zwei leitenden Wiinden lassen sich durch 6, 8, ...

® 0

ofle

Fig. 10, Fig. 11,

gleich stark und paarweise entgegengesetzt geladene Punkte (zu
denen auch der eine reelle gehort) darstellen. Die Figuren 10
und 11 mogen zur Anschauung geniigen. Sobald aber der Winkel
nicht ein einfacher Bruchtheil von # ist, versagt diese Methode, denn
man miifste dann unziihlig viele Bildpunkte beriicksichtigen, welche
alle auf einem Kreis um die Schnittkante der beiden Wiinde an-
geordnet liegen.

Endlich wollen wir das Feld betrachten, welches ein geladener
Punkt zwischen zwei parallelen leitenden Wiinden hervorruft. Auch
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hier sind unzithlig viele Spiegelbilder nach beiden Seiten hin zu
Hilfe zu nehmen, wie Figur 12 veranschaulicht. Diese sind auch
alle von gleicher Stirke und abwechselndem Vorzeichen und liegen
auf derselben geraden Linie senkrecht zu den Wiinden. Darum
kann man das Potential in dem Raum zwischen den beiden Parallel-
ebenen nur in Form unendlicher convergenter Reihen darstellen,
deren einzelne Glieder mit abwechselnden Vorzeichen die Ladung + ¢
des Bildes, dividirt durch den wachsenden Abstand eines beliebigen
Punktes im Zwischenraum von dieser Bilderreihe bildet. Fiir Punkte
in der Axe sind diese Reihen am einfachsten: Der geladene Punkt
und die Bilderreihe migen auf der z-Axe liegen, deren Nullpunkt

Fig. 12.

in der leitenden Ebene links. Der geladene Punkt habe die Abscisse a
und der Abstand der Parallelebene sei . Dann ist das Potential
in einem Punkte zwischen den Ebenen (0 < 2 <))

e ¢ 4 4
‘p=|a;—a|+2l+a—m+42+a—-m+ﬁ£+a—-x+"'
> ¢ 2t e 4l ¢
2l—a—z 4l—a—=2 6l—a—u (107)
(4 4 e
+21—a+x+4l-—a+m+61—a+a:+'”
e L ¢ LY, e ¢
6+ Sltoke 4lota Bl hnro
Bezeichnet man zur Abkiirzung
—a x4+ a
i@?‘““’ 57— =F (107a)

wo « und S stets echte Briiche sind, so kann man den vorstehen-
den Ausdruck folgendermaalfsen schreiben:
H. v, HeLvuorrz, Theoret, Physik, Bd. 1V. 10
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= € = €
¥ lt—a| a+z
1 1 1
T d=e ToR "
70 neiag | 1 (107b)
e 1= 2= 8-§8"
L T 2ig Al 1
14 a 2+a¢+3+u+”
B i e Sl
148 " 248 "848 """

Die positiven Glieder dieser vier unendlichen Reihen sowie die
negativen Glieder bilden fiir sich allein divergente Reihen, deren
Werthe unendlich werden. Wenn man aber die positiven und
negativen Glieder von gleicher Ordnungszahl zusammenfafst, so
erhiilt man eine convergente Reihe von bestimmtem Werthe, also
eine endliche Function von 2 Solche bedingt convergente Reihen
mit abwechselndem Vorzeichen, deren Summenwerth durchaus von
der Reihenfolge der Zusammenfassung abhiingt, kann man zur Dar-
stellung physikalischer Functionen nur dann brauchen, wenn fir die
Art der Reihenfolge der Glieder ein innerer Grund vorliegt. Das
ist nun hier der Fall Wenn man nimlich zur Auffindung der
successiven Spiegelbilder schreitet, so kommt man zu immer ent-
fernteren Punkten von immer schwiicherem Einflufs, so dafls man
nach einer hinreichenden Menge von Bildpunkten abbrechen darf.
Dann hat man aber immer ebensoviel positive wie negative Bildpunkte
zu beriicksichtigen und defshalb ist die Zusammenfassung der Paare
von gleicher Ordnungszahl die einzig gerechtfertigte.

§ 84. Influenzirung einer leitenden Kugel durch ein festes
dufseres Ladungsgebilde. Zwei leitende Kugeln.

In § 82 haben wir nur das reciproke Bild eines einzigen ge-
ladenen Punktes in Bezug auf eine Kugel gesucht. Zuniichst ist
klar, dals eine feste Gruppirung von mehreren #uflseren Punkt-
ladungen eine nach der Regel der reciproken Abbildung aufzufindende
Gruppe von inneren Bildpunkten mit entgegengesetzten und im

i

jeweiligen Verhiiltnifs g oder l/% reducirten Ladungen besitzt,
mit deren Hiilfe man das elektrische Feld darstellen kann, welches
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die festen iufseren Ladungen zusammen mit der Influenzvertheilung
auf der leitenden Kugel im #ufseren Raume erzeugen. Man kann
anch zu continuirlich verbreiteten auf Linien, Flichen oder in
Riumen festliegenden Ladungen iibergehen und deren reciproke
Bilder in der Kugel aufsuchen zum Zweck der Felddarstellung im
Aufsenraum. Bedingung ist dabei nur, dafs die Influenzladung der
leitenden Kugel nicht wieder riickwiirts vertheilend auf die dulseren
Ladungen wirkt. Letztere miissen also entweder auf sehr kleinen
getrennten Korpern, oder aber auf vollkommenen Isolatoren be-
findlich gedacht werden. Wie die Bilder der einfachsten geometrischen
Objecte gestaltet sind, werden wir im niichsten Paragraphen aus-
fithren.

Ein Beispiel, in welchem man das Feld zwischen zwei influenzir-
baren Leitern durch eine Reihe von successiven Bildern finden kann,
bilden zwei Kugeln, deren eine vom Radius R, wir uns zur Erde
abgeleitet denken, wiithrend wir die andere vom Radius R, isolirt
und mit der pvsitiven Menge ¢, beladen annehmen. Der Abstand
beider Kugelcentra sei p,. Die Kugeln sollen sich ausschlie(sen,
also p, > R, + R, Man kann dann folgende Reihe von Ueber-
legungen anstellen, welche Anwendungen der beiden Sonderfiille des
& 82 gind.

1. Zuniichst wirkt die geladene Kugel 2 wie eine Punkt-
ladung ¢, in ihrem Centrum. Deren Bild in der Kugel 1 hat die

Stiirke
e (108)

Py

und liegt auf der Centrallinie im Abstand

3
p= (108a)

vom Centrum der Kugel 1.

2. Diese Ladung ¢, wirkt riickwiirts influenzirend auf die isolirte
Kugel 2. Diese Riickwirkung wird dargestellt durch das Bild von ¢
in der Kugel 2 von der Stirke

= s P (2o — 1)) o ( )
im Abstand
— ” 10
Py Po — P (108¢)

10*
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vom Centrum der Kugel 2. Aulserdem kommt aber in deren Centrum
selbst noch die Punktladung — e, hinzu, da diese Kugel isolirt und
von der Gesammtladung ¢, bleiben mufs.

8. Die beiden Punkte ¢, und — ¢, erzeagen wieder zwei Bilder
in der Kugel 1. Das Bild des ersten hat die Stirke

gl B A R? R, (108d)

Py — Py Po(Py — 1,) (0 —pn,) Cn
und liegt im Abstand
: 8
= . 10
g (108¢)

Das Bild des zweiten fillt ortlich mit ¢, zusammen und hat die
Stiirke
) R, R*R,
Pl S R T, S 108
€3 2o €y Pu’(l’o Pl) 0 ( f)

4. Es sind die Bilder von ¢, und ¢," in der Kugel 2 zu bilden.
Diese sind

S S B R} 108
et R e | iy e o 18 G
im Abstand
= R" 108h
Py Po — P ( )
und S
b pl 5l (108i)

= - [ 4
Py — P Py’ (P — 1)) (Py — 1) !

im Abstand p,, also zusammenfallend mit e,.

Aufserdem kommt im Centrum der isolirten Kugel noch die
Punktladung — (¢, + ¢,) hinzu. Von diesen drei Punkten sind dann
wieder die Bilder in der Kugel 1 zu suchen. Zwei derselben
¢, und ¢;” fallen iiber die dort bereits vorhandenen Punkte ¢, und e,
wiihrend ¢;, das Bild von ¢, einen neuen Ort im Abstand p, ein-
nimmt. In dieser Weise hat man fortzufahren. Die Abstiinde der
neuen Bildpunkte von den Centren werden zwar grilser, aber die
Bildpunkte riicken dichter und dichter zusammen und sie kommen
iiber zwei gewisse Grenzen p,, und p, , welche in beiden Kugeln
merklich < R, resp. < R, bleiben, nie hinaus. Die Stirke der
Punktladungen aber nimmt successive ab, weil jede folgende aus der
vorigen durch Multiplikation mit einem echten Bruch hervorgeht,
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welcher kleiner als A resp. Ay ist, und weil die iiber einander
1o 2w

fallenden Bilder iiberdies immer im Zeichen wechseln.

Wenn der Abstand p, einigermaalsen grofs gegen beide, oder
auch nur gegen einen der beiden Radien ist, so convergiren die
Summen sehr schnell und man kann sich mit einer geringen Anzahl
der ersten Glieder der successiven Bilderreihe begniigen. Wenn
sich aber die Kugeln fast beriihren, so convergiren die Reihen sehr
langsam, und man mufs zuihrer Berechnung besondere mathematische
Kunstgrifie anwenden. Die Theorie dieses Problems wurde von
G. Kiroauorr (CreLue's Journ. 59) vollstiindig durchgefiihrt.

§ 3b. Reciproke Bilder der einfachsten geometrischen Ob-
jecte. Winkeltreue oder Aehnlichkeit der kleinsten Theilchen
in Bild und Object.

Bevor wir zu einer neuen Anwendung der reciproken Bilder fiir
die Theorie der Elektrostatik auf leitenden Oberflichen tibergehen,
ist es niitzlich, die einfachsten Fille der Object- und Bildgestalten
und ein allgemeines Gesetz dieser Abbildung zu betrachten. Der
Uebersichtlichkeit der Figuren wegen wollen wir dabei immer die
Objecte ganz aufserhalb der abbildenden Kugel, die Bilder also
ganz im Innenraum annehmen, obwohl diese Beschrinkung nicht
im Wesen der Sache liegt. Es gelten dieselben Gesetze auch fiir
Gebilde, welche theils aufserhalb, theils innerhalb der Kugelfliche
liegen, deren Bilder defshalb theils nach innen, theils nach aulsen
fallen.

1. Bild einer Ebene. In Figur 13 ist ein Kreis um den
Mittelpunkt O geschlagen. Dessen Radius sei OS = R. Aufserhalb
liuft eine gerade Linie, auf der ein beliebiger Punkt P ausgewiihlt
ist, withrend 4 der Fufspunkt des Lotes von O auf dieser Linie ist.
Von den beiden Punkten 4 und P sind die reciproken Bilder 4
und P’ angegeben. Nennen wir

OA=a, OA'=ad, OP=p, OP""P’,
so ist also
pp=a-d=R (109)

oder p':a'=a:p. Daraus folgt die Aehnlichkeit der beiden Drei-
ecke OP'A" und OAP. Da nun bei 4 ein rechter Winkel liegt,
liegt auch bei P’ ein solcher. Durchliuft also P die gerade Linie,
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so folgt P' auf demselben Strahle O P, stets die Strecke 04’ unter
einem rechten Winkel erfassend, d.h. P’ liuft auf dem Kreise,
dessen Durchmesser 04’ ist. Dem unendlich fernen Punkte der
Geraden entspricht als Bild das Centrum O. Der Radius des Bild-
kreises ist } O 4', das ist gleich R?/2a. Dreht man nun die Figur
um die Axe 04, so beschreibt der Kreis um O die abbildende
Kugel vom Radius R, die gerade Linie 4 P beschreibt eine Ebene
im Raume, welche von O den Normalabstand O A besitzt, und der
Bildkreis iiber 0 4’ beschreibt als Bild jener Ebene eine Kugel.

Fig. 18. Fig. 14,

2. Bild einer Kugel. In Figur 14 haben wir denselben ab-
bildenden Kreis vom Radius R um den Punkt O, als Object aber
einen Kreis um den Punkt 0. Die Centrale O ¢ schneidet ihn in
dem Durchmesser 4 B, ein beliebiger Strahl von O aus schneidet
ihn in der Sehne P (), endlich sei noch die Tangente O7 bemerkt.

Von den Punkten 4BPQT sind die reciproken Bildpunkte
A'B' P Q1" construirt. Bezeichnen wir:

OA=a OB=b OP=p 0Q=q OT=t
OA=d OB'=V OP=p 0Q=q¢ OT=t,
so ist wegen des Gesetzes der Abbildung

a'a'=bebh'= p-p'u g-q'nt-l'u R3, (110)
Anderseits ist wegen der Kreisgestalt des Objectes
aob=p|q=!', (110&)

Setzt man in diese letzte Relation mit Hillfe der vorhergehenden
die gestrichelten Grifsen ein, so erhilt man:
RY p2 R* R? R4

— g

e
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was nichts Anderes aussagt, als
G" b’= p'- q'= "’. [lth)

Daraus erkennt man ohne Weiteres, dafs das Bild des Kreises eben-
falls ein Kreis ist, dessen Lage und Dimensionen man aus der
Figur 14 leicht ablesen kann. Der Mittelpunkt C des #ulseren
Kreises (00 = “F) bildet sich in einem Punkte ¢’ (00'=¢)
ab nach dem Gesetz

a+b 2 R*

i TN A i
g—d=R oder ¢ ShE (110¢)

Dieser Punkt €’ ist indessen verschieden von dem Mittelpunkt K
des Bildkreises:
d+¥ B 1 . 1
0K=—2—=_§_(?+?)- (1104d)
¢’ liegt excentrisch gegen O hin verschoben.

Errichtet man auf 07" im Punkte 7°eine Senkrechte, so trifft
man K, legt man dagegen einen Kreis iiber den Durchmesser 07",
so trifit man €', denn dieser Kreis ist das Bild der Geraden 7'C.

Fiir den Radius »* des Bildkreises und den Radius » des Ob-
jectkreises liest man aus der Figur folgende Gleichung ab

t

rl'
Ll
r {

oder unter Benutzung der reciproken Beziehungen und des Sekanten-
satzes:

oo g o (R' RY o -V
e ab 2"*7_?)“ 2

(110¢)

Lifst man die Figur 14 um die Axe OC rotiren, so beschreiben
alle 3 Kreise Kugeln: und wir erhalten sogleich den Satz, dals das
reciproke Bild einer Kugel im Raum wieder eine Kugel ist, deren
Lage aus der ebenen Figur vollkommen erkannt werden kann, da
diese einen gemeinsamen Centralschnitt durch alle drei Kugeln
darstellt.

8. Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen zwischen Bild und
Object. Wir stellen uns jetzt vor, es sei als Object eine beliebig
gestaltete Raumfliiche gegeben. Auf ihr wollen wir ein Flichen-
element von dreieckiger Gestalt abgrenzen, welches so klein ist, dals
sowohl dessen Fliche als auch das Bild davon als eben und die
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Begrenzungslinien als geradlinig gelten diirfen. In Figur 15 sei in
perspektivischer Darstellung das kleine Dreieck auf der Raumfliche
durch 4 B C gegeben. Das reciproke Bild dazu sei das Dreieck
AR

Fig. 15.
Bezeichne
OA=a OB=b O0OC=c¢
OA=d OB'=b 0C=¢,
dann ist

6:a=0bb=c¢c= R (111)
Defshalb liegen auf jeder der drei Seiten der spitzen Ecke O zwei
langgestreckte éihnliche Dreiecke:
OB'0'~0CB, OC'A~0AC, OA' B ~O0BA.
Bezeichnen wir also noch die kleinen Strecken:

BC=a (CAd=f AB=y

BC=d CA=f AB=y,
so ergiebt sich aus den Aehnlichkeiten:

e U ¢ g ¢ a ey b
e T e T e S b

Je kleiner nun das Objectdreieck gemacht wird, um so mehr nithern
gich die drei Strahlenlingen a, b, ¢ ein und demselben endlichen
Werthe, den wir mit p bezeichnen und kurz den Abstand des
Objectelementes vom Punkt O nennen. Ebenso nithern sich die drei
reciproken Strecken «, 4, ¢’ immer mehr dem gemeinsamen Werth p’
(dem Abstand des Bildelementes von O). Danach gehen die drei
vorstehenden Gleichungen iiber in

’ ’

s S et L (111h)

e P
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d. h. das Bilddreieck wird dem Objectdreieck bei verschwindender
Grofse geometrisch fhnlich.

Eine unmittelbare Folgerung hieraus ist folgende: Wenn auf
der Objectfliiche zwei beliebige einander schneidende Linien ge-
zeichnet sind, so schneiden sich deren Bilder auf der Bildfliche
unter dem gleichen Winkel, oder mit anderen Worten, die reciproke
Abbildung ist winkeltreu.

§ 36. Eine andere Anwendung der reciproken Abbildung
zur Auffindung des Gleichgewichts der Elektricitit auf Leitern
von besonderer Gestalt.

In den §§ 32 und 84 haben wir die abbildende Kugel vom
Radius R immer als Oberfliche des von aufsen influenzirten Leiters
angesehen. KEs giebt aber noch eine andere Anwendung, bei welcher
diese Kugel nur ein geometrisches Hiilfsmittel fiir die Ableitung
eines Ladungssystems aus einem vorgeschriebenen anderen Liadungs-
systeme bildet.

Wir denken uns zuniichst ein System von Punkten mit den
Ladungen ¢,, €, ... €, . ... festgelegt und bestimmen das Potential

in einem beliebigen Raumpunkt nach Gleichung (14). ¢ = Ei_“.
a a

Nun denken wir uns in einiger Entfernung von dem Ladungssystem
ein festes Centrum und nennen die Abstiinde der elektrischen Punkte
von diesem Centrum p,, py, ... pa, ++.., den Abstand des Ortes
in dem ¢ bestimmt worden ist, nennen wir s, endlich die Winkel
zwischen der Richtung s und den Richtungen der einzelnen p, nennen
wir &, #,, .. .. & ... Dann sind die einzelnen Abstinde

2 g - Vsa + pa— 28p, cos Oy,

mithin ist das Potential:

€a
= . 112
% §Vs’+p:—23p¢00h?, %

Jetzt denken wir um das feste Centrum die Kugel vom Radius R
gelegt und bilden in ihr das #ufsere Ladungssystem ab. Das

Bild der Ladung e, wird — Pﬁe,, dessen Abstand vom Centrum
a
) R*

Py = o Nun suchen wir das Potential ¢’ dieses Bildsystems,
a
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und zwar in demjenigen Punkte, der das Bild des vorher gewiihlten
3
ist, dessen Abstand vom Centrum also & = % ist. Die Bilder liegen

alle auf denselben Strahlen wie die Objecte; defshalb haben die
Winkel %, hier dieselben Werthe und es ist:

..._-.-en

@'= Pa :
Z o = (113)

b iy A 8
IR T e

Wenn wir Zihler und Nenner der einzelnen Summenglieder mit

f};fi erweitern, so tritt in allen Zithlern der gemeinsame KFactor i

auf, den wir vor das Summenzeichen stellen diirfen, und es folgﬁ
i D) g e g8
Das ist aber nach Gleichung (112):
§=—ap (114)
wofiir man auch schreiben kann
gm— g (114 a)
oder .
zp'-—?}-:p. (114 b)

Diese einfache Beziehung erlaubt, das Potential ¢’ des allein vor-
handen gedachten Bildsystems zu finden aus dem Potential des
urspriinglichen Objectsystems, und zwar gilt die Beziehung fiir jedes
Paar correspondirender Orte in beiden Systemen.

Man braucht die Betrachtung nun nicht auf Punktladungen zu
beschriinken, sondern kann namentlich auch die in der Elektro-
statik der Leiter wichtigen Flichenbelegungen in der Kugel ab-
bilden. Entspricht einem Flichenelemente ds das Bildelement ds',
so mufs, wie die Betrachtung am Schlufs des vorigen Paragraphen
und die Figur 15 sofort zeigen, wegen der Aehnlichkeit der Ab-
bildung sein:

ds' 4 !ﬂ :
2

5 (115)
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Die Dichtigkeit der Flichenbelegung im Object sei ¢ und wir
suchen die entsprechende Dichtigkeit ¢ im Bilde. Das Quantum
eds vertritt einen geladenen Punkt im Object. Das Quantum
seines Bildes ist ¢'ds’ Delshalb mufs die allgemeine Regel wie bei
Punkten gelten:

(¢ds)=— L:}(tatia)

oder, da & = K’i ist:
r Y
L R (115 a)
eds Vp
Hieraus und aus der vorstehenden Gleichung fiir %% folgt:
e '
L= l/f ; (115 b)

wofiir man auch schreiben kann:

¢ P R®

Wiihrend also das Bild einer #ufseren Punktladung schwiicher als
das Object ist, wird die Flichendichtigkeit grofser in dem inneren
Bilde als in der #ufseren Objectfliche. Das kommt daher, dafs

die Flichen noch stiirker reducirt werden als die Ladungen.

Anhangsweise sei noch auf die Abbildung riiumlich geladener
Objecte hingewiesen, wenngleich man selten davon wird Gebrauch
machen kionnen. Ein Volumelement dz im Abstand p > R besitzt
ein Bild d7’ im Abstand . Wegen der Aehnlichkeit der kleinsten
Theilchen mufs sein:

=~

AN e
e =5 (116)
Die ritumliche Dichtigkeit in Object und Bild sei & und &. Dann
entspricht éd z einem geladenen Objectpunkt, & d =’ dessen Bildpunkt,
mithin ist:
R

§dt)=— —(ed7t

(#d7) P (ed7)
oder

var __ W (116 a)

edr ]/;T
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Daraus folgt: : 5
%=_l/§'=_fi=_£' (116 b)

Diese Abbildungen, insbesondere diejenige elektrisch belegter Ober-
flichen, wollen wir nun zur Auffindung neuer Gleichgewichte auf
Leitern beniitzen. Wiirde man als Object einen geladenen Leiter
oder einen influenzirten Leiter nebst der die Influenz hervorrufenden
Ladung withlen, so wiirde immer auf der Leiteroberfliche das
Potential ¢ einen constanten Werth besitzen. Dann sieht man aber
aus Gleichung (114), dafs an der Oberfliche des Bildes das Poten-
tial o’ der Bildladung nicht constant sein kann, da doch die Ab-
stinde # der einzelnen Kliichenelemente vom Nullpunkt variabel
sind. Eine Abbildung solcher Objecte kann also nicht Gleichgewichts-
vertheilungen auf Leitern liefern.

Dagegen erhiilt man eine solche Gleichgewichtsvertheilung stets
in folgender Weise: Man nimmt einen zur Erde abgeleiteten Con-
ductor und erzeugt durch eine #ufsere Punktladung e auf dessen
Oberfliche eine Influenzbelegung. Das gesammte Potential der
Punktladung und der Flichenbelegung zusammen ist dann an der
leitenden Fliiche iiberall gleich Null. Nennt man den Abstand der
Punktladung von den einzelnen Fliichenelementen s, so ist der von

¢ herrithrende Antheil zum Potential an der Fliche gleich —;,
folglich der iibrige, von der Flichenbelegung allein herrithrende

Antheil gleich — %

Entfernt man dann den Punkt ¢ wieder, so fliefst freilich in
Natur auch die Influenzbelegung an dem Leiter wieder davon in
die Erde, aber man kann diese Belegung in Gedanken so fixirt
denken, dafs sie in derselben Vertheilung verharrt, wie sie durch
den Punkt ¢ angeordnet wurde, auch nachdem man diesen weg-
genommen hat. Withlt man nun diese fixirte Belegung als Ob-
ject und legt den Mittelpunkt der abbildenden Kugel in den Ort,
wo vorher die Punktladung e sich befand, so stellt das Bild dieser
Vertheilung immer das Gleichgewicht von Elektricitit auf einem
isolirten geladenen Leiter dar, dessen Gestalt nach den Regeln der
reciproken Abbildung aus der Gestalt des urspriinglichen influenzirten
Leiters abgeleitet wird. Der Beweis der Behauptung folgt aus der
Gleichung (114). Das Potential ¢ der Objectladung in einem Punkte
der Oberfliche des Conductors ist

(4
‘P=_?'
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Defshalb wird das Potential ¢’ der Bildladung in dem Bildpunkte,
also ebenfalls in einem Punkte der Oberfliche des reciproken Bildes
jenes Conductors

; B e

Dieser Betrag ist an allen Stellen der Oberfliche constant. Im
Inneren des Objectconductors herrscht im realen Gleichgewicht,
d. h. unter Anwesenheit des influenzirenden Punktes ¢ iiberall das
Potential Null, nach gedachter Fixirung der Oberflichenbelegung
und Entfernung des Punktes e besteht daselbst das variabele
Potential

¢
= =

&8
wo s der Abstand eines inneren Punktes im Object vom Nullpunkt
bedeutet. Im Bildpunkt, der dann ein innerer Punkt des Bild-
korpers wird, ist nach Gleichung (114)

4 8 ¢

Bs sind also die Gleichgewichtsbedingungen fiir einen isolirten ge-
ladenen Leiter in diesem Bilde erfiillt.

Man wird diese Methode mit Nutzen nur da anwenden kinnen,
wo das Objectsystem sich in einfacher Weise angeben lilst, sowohl
was die Flichenbelegung als auch das Potential im umgebenden
Raume betrifit. Ist dies der Fall, so haben wir alle Mittel in der
Hand, nun auch die Flichendichtigkeit auf dem und das Potential
rings um den Bildkdrper anzugeben.

In § 83 lernten wir die durch einen geladenen Punkt e auf
einer im Abstand k gegeniiber gestellten unendlichen leitenden Ebene
hervorgerufene Flichenbelegung kennen und konnten auch das Po-
tential dieser Belegung vor der Ebene in einfachster Weise durch
das Potential einer fingirten Punktladung — e hinter der Ebene
darstellen. Denken wir nun diese Flichenbelegung fixirt, den Punkt e
entfernt, und die Abbildung der belegten Ebene ausgefithrt. Das

2
Bild der Ebene ist nach § 35 eine Kugel vom Radius %, das Bild
besitzt auf der Oberfliche und im Inneren (letzteres entsprechend
dem Objectraume hinter der Kbene) das constante Potential

@ = %. Die Flichendichtigkeit o' berechnet sich nach Glei-
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chung (115¢) aus der in Gleichung (105 b) angegebenen Dichtigkeit e

auf der Ebene zu

’ 1 2eh
sy i

ist also ebenfalls constant. Da endlich das Potential der fixirten
Belegung der Ebene vor der Ebene aussieht wie dasjenige des
Punktes — ¢ im Spiegelpunkte, so sieht das Potential der Bild-
belégung aufserhalb der Bildkugel aus wie dasjenige des reciproken
Bildes von jenem Punkte — e¢. Dieses Bild fillt in das Centrum
der Bildkugel und hat die Stiirke

: R
¢ = ﬁe,

denn der Abstand jenes Spiegelpunktes hinter der Ebene von dem
fritheren Orte von e betriigt 24. Vergleicht man unter einander
die hier gefundenen Werthe des Kugelradins, des Potentials auf der
Oberfliche, der Flichendichtigkeit und endlich des Potentials im
Aufsenraum, welches aussieht, als kiime es von einer Punktladung ¢’
im Kugelcentrum her, so erkennt man, dafls wir hier alle die uns
bekannten Verhiiltnisse wiederfinden, welche fiir eine isolirte, leitende,
geladene Kugel gelten miissen.

Ein neues Resultat, das Gleichgewicht auf einem complicirter
gestalteten Conductor, liefert die Abbildung der ebenfalls in § 83
besprochenen Influenzladung auf zwei senkrecht zusammenstolsenden
leitenden Ebenen. Wir kniipfen an Figur 9, S. 143, an, entfernen
die reelle Punktladung + ¢ und legen an ihre Stelle das Centrum O
der abbildenden Kugel vom Radius R (Figur 16). Die beiden Ebenen
bilden sich in zwei Kugeln ab, welche sich ebenso wie die Ebenen,
rechtwinklig durchschneiden (Winkeltreue der Abbildung). Die Grofse
der beiden Kugeln hiingt von der gewiihlten Lage des Centrums O,
also von den beiden Abstinden a und » ab, die Radien sind:

R? R’
ganﬁ und Pbﬂ"z'g'

Das Bild der durch zwei Ebenen gebildeten concaven Raumecke
ist also eine geschlossene Oberfliche, welche aus Theilen zweier
Kugeln gebildet wird. Die drei Spiegelbilder des reellen Punktes e,
welche zur Darstellung des Potentials in dem concaven Raum-
quadranten niitzlich waren, werden jetzt abgebildet in den beiden
Kugelmittelpunkten 4’ und B’ und in einem Punkte ¢’ auf der
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Verbindungslinie beider. s ist auch leicht, die Stirke dieser drei
Bildpunkte aus der Figur abzulesen:

2 e
2Va* 4
zu fingiren, Die korperliche Gestalt des durch unsere Abbildung
gefundenen Conductors findet man, wenn man das ebene Bild der
beiden einander senkrecht schneidenden Kreise um die Centrale 4’ B’
rotiren lifst. Das Innere dieses Korpers ist das Abbild des Raumes

In 4’ ist 4 -2-¢, in B' ist & ¢, in O’ endlich —
2a 2b

C+t¢ £
Fig. 16.

hinter der leitenden Wandung. Wir finden daher in der Abbildung
im Inneren bis an die Oberfliche des Conductors das constante
Potential

; ¢
g iz

Die Dichtigkeit e’ der Flichenbelegung kénnte man mittels der
Gleichung (115¢) aus der in Gleichung (106 b) angegebenen Dichtig-
keit ¢ auf den beiden Ebenen berechnen. ¥s wiirde sich zeigen,
dals sie ein stiirkstes Maximum an der fufsersten Stelle der kleineren
Kugel, ein schwiicheres an der entgegengesetzten Stelle der grofseren
Kugel aufweist. Besonders bemerkenswerth ist, dafs in der ein-
geschniirten Falte der Conductorfliche die Dichtigkeit Null ist, da
gie auch in der Schnittlinie beider Ebenen gleich Null war.

Nach Aufsen erzeugt der Conductor ein Feld, als kiime es von
den drei gedachten Punktladungen 4’, B’, C' her. Die gesammte,
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dem Conductor mitgetheilte Ladung ¢’ mufs gleich sein der alge-
braischen Summe dieser drei Punkte, also

AL SRt R 17
2 \a b VE’TE»‘*)' i

Fiir jeden isolirten und nicht influenzirten Conductor besteht
fir das Gleichgewicht zwischen Gesammtladung und Potential eine
Beziehung von der Form:

¢'=0C- ¢,
wo C eine nur von der geometrischen Gestalt abhiingige Constante
von der Dimension einer Liinge bedeutet, welche man die Capacitiit
des Conductors nennt. Fiir den hier betrachteten Korper giebt dies

TG DA S
gukt.Bi\e b a'+b*=_!z_=+£j R?
i s 2a 2) 2|,'a’+fai
R

oder durch die beiden oben angegebenen Kugelradien o, und g,
ausgedriickt:
pﬂ {,b

O = 4 + t Calr——————— &
3 ] V()n’ “t LY b'
Der letzte negative Summand dieses Ausdrucks hat einfache geo-
metrische Bedeutung: Er milst die Linge der Strecke OC" in Figur 16.
Man kann daher die Capacitit dieses Conductors sehr leicht als
Liinge construiren.

Drittes Kapitel.
Kugelfunctionen.

§ 37. Vorbemerkungen.

Hat man zwei verschiedene Lisungen ¢, und ¢, der Lapnace™
schen Differentialgleichung gefunden, so ist auch 4, ¢, + 4, ¢, ei!?e
Losung, weil die Differentialgleichung linear und homogen ist. Die
Coefficienten kinnen complex gesetzt werden, wodurch eingreifende
Veriinderungen in der #ufseren Gestalt der Losungen entstehen
konnen. Auch unendliche Summen A ¢, + 4, @y + Ay Py + -+
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konnen Losungen darstellen, wenn die einzelnen ¢,, ¥y s+

der Differentialgleichung geniigen und die unendlichen Reihen con-
vergiren.  Selbstverstiindlich tibertragen sich Unstetigkeitsstellen
einzelner Summanden auf die ganze Summe. Wenn ¢ (2, % %) ein
Integral ist, so ist ¢(z +a, y + b, %+ ¢) auch ein solches, denn
die neuen Argumente der Function ¢ bezeichnen nur andere Raum-
punkte, in denen aber ¢ ebenfalls die Laruace'sche Differential-
gleichung befriedigt. Die Unstetigkeitsstellen der Function éindern
bei der Einsetzung der neuen Argumente ihre Lage im Raume, wie
bei einer gemeinsamen translatorischen Verriickung mit den Compo-
nenten —a, —b, —o¢ Aus einer Vereinigung der bereits an-

gefithrten Siitze folgt, dafls auch 1? @+ ay,z)— % ¢ (@, y, %) ein

Integral ist. Lifst man darin die Strecke a gegen 0 streben, so
erhiilt der Ausdruck einen festen, im Allgemeinen endlichen Grenz-
werth, den partiellen Differentialquotient von ¢ nach z. Es ist
defshalb auch

dg
A'a‘;'=0.

In gleicher Weise kann man hihere Differentialquotienten von
@ bilden, nach z, nach y, nach #, gemischt wie man will, und er-
hilt aus ¢ immer neue Functionen, welche der Larrace'schen Diffe-
rentialgleichung gentigen. Jedoch sind die Arten des Unstetig- oder
Unendlichwerdens bei den hoheren Differentialquotienten andere,
und anch die zugehorigen elektrischen Vertheilungen, deren Poten-
tiale durch die hoheren Differentialquotienten einer Function ¢ dar-
gestellt werden, sehen complicirter aus, als die zur Function ¢
selbst gehorigen Ladungen. Ist z B. ¢ das Potential von Ladungen,

80 gehoren zu gj c;rp g—ﬁ als Potentialen sogenannte Doppel-
punkte, das sind je zwei entgegengesetzt gleiche Punktladungen, bei
denen das Product aus Ladung und Abstand ein festes Moment
bildet, withrend der Abstand selbst verschwindend klein wird. Ge-
horen zu dem Felde von ¢ elektrische Flichenbelegungen, so erhiilt
man durch geeignete Verbindungen der ersten Differentialquotienten

von ¢ Potentiale von Doppelschichten ete.

Wenn ¢ bereits Unendlichkeitsstellen oder Unstetigkeitsstellen
aufweist, so werden die Differentialquotienten mit steigender Ord-
nungszahl daselbst immer heftiger unendlich. Solche Stellen sind
selbstverstiindlich von der Betrachtung der Function auszuschliefsen.

H. v. Hevmmovrsz, Theoret, Physik. Bd. IV, 11
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§ 88. Die hoheren Differentialgotienten von %

Wir wollen jetzt ausgehen von der einfachsten Potentialfunction,
niimlich derjenigen, welche das Feld um eine im Nullpunkt fest-
gelegte punktformige positive Einheitsladung bestimmt. Dieses ist

Po=ry = VPT PR, (118)

»

Bezeichnen wir noch die Winkel, welche der Strahl » mit den
positiven Coordinatenaxen bildet, mit «, 3, 7, so ist

% ¥ ol
<= 0ok, = = cos 3, = cosy. (118a)

Dann geniigt ¢, im ganzen Raume, mit Ausnahme des Null-
punktes der Larrace'schen Differentialgleichung.

Bilden wir nun successive die Reihe der Differentialquotienten,
g0 erhalten wir neue Functionen, welche ebenfalls der LiapracE'schen
Gleichung im ganzen Raume geniigen, mit Ausnahme des Null-
punktes, in welchem sie unendlich werden wie hohere Potenzen
von 1/r.

Die Reihe der nur nach z genommenen Differentialquotienten
beginnt mit folgenden Ausdriicken:

g, = _ —cose )
0z P r?

P, 1 x? — 1+ Bcos?e

) e gl S i et

0° @ x® Qcose — 15 cosd &
6:‘)’0-9_‘_15_'_ s rd

A7) 1 «* ot
G =9 — 905 +10575

£ 9 — 90 cos? ¢ 4 105 cost ¢

gt @ z* z*
_&}‘!;g =—225 5 + 10505 — 045 —;

— 225 cosee 4 1060 cos®w — 945 cosbe

rl

ete.

8

)

(118b)

Durch Vertauschung der Buchstaben # und ¢ mit y und 8 resp.
z und y erhiilt man zwei analoge Reihen. Endlich konnen auch



§ 38 DIE HOHEREN DIFFERENTIALQUOTIENTEN VON 1/r 163

mannigfaltige gemischte Differentialquotienten nach z, y, » zugleich
gebildet werden, z. B.

6’% . Byx X 3 cos B cosy
dy 0z T y”
oty z?y Scosﬁ—-l.’icos'acosﬁ
645:3;— =35 —16—7 = (118¢)
g Iﬁ:cyx — 15 cos « cos f# cos y
axé‘yax il r
ete. '

Die allgemeinste Form eines nten Differentialquotienten von ¢, ist

on
fb' %‘aiyp'b—a'—c, a+b+e=mn, (119)

wobei q, b, ¢, n natiirliche Zahlen sind.

Es stellt sich das allgemeine Gesetz heraus, dafs man ¢, dar-
stellen kann durch eine ganze homogene Function nten Grades von
@, y, %, dividirt durch die Potenz »2 +1. So lifst sich z. B. der letzte
der in Gleichung (118b) angefithrten Differentialquotienten auf den
Generalnenner #!! bringen und lautet dann:

Pq,  — 225ar*+ 1050 2°r* — 945 - 2°
dz® ril
—1202°+ 6002%y* — 225 2y* + 6002°2* — 450 2y*2? — 225 224
- rl‘ .

Nennen wir die auf diese Weise im Zihler entstehenden homogenen
Functionen H, .y, ., 80 ist allgemein

>3]
Hyo6¢
A P T T P T (119a)

Andererseits aber konnen wir mittels der Gleichung (118a) an
Stelle von z, y, # die Richtungscosinus von » in die Zihler der
Ausdriicke schaffen, wie dies in (118b) beispielsweise bereits ge-

schehen ist. Dann erscheint jeder nte Differentialquotient von i
"

als ein Bruch mit dem Nenner »"+1, withrend im Zihler eine ganze
1%
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Function nten Grades der drei Richtungscosinus auftritt. Nennen
wir diese: K, p,¢, 80 ist

on (%] K an (1_
e S R B L= r ;
f:.c__ 0zt 0y’ 0% Tnsd e Ku,o,pc = ro+t. 53:“-63!"-3‘?‘ (185)

Einfache Beispiele dieser K-Functionen sind in den zweiten
Formen der Gleichungen (118b) und (118¢) gegeben. Diese K, sind
die sogenannten Kugelfunctionen, welche zuerst von LarLace niiher
untersucht worden sind und deren Nutzen fiir die Potentialtheorie
wir im Folgenden aus einander setzen wollen.

Sofort erkennt man zwischen den Kugelfunctionen und den
vorher erwithnten homogenen Coordinatenfunctionen H, , g . folgenden
Zusammenhang:

r“'Kn.nhc=Hn,¢m- {“9[.'.)

Fir die praktische Benutzung dieser Functionen ist zwar die
hier gegebene Art ihrer Bildung noch schwerfillig, jedoch ist ihre
Definition in dieser Fassung verhiiltnifsmiifsig leicht anschaulich und
es lassen sich auch gewisse wichtige GGesetze aus ihr leicht ableiten.
Das Unendlichwerden der Differentialquotienten ¢, im Nullpunkt
erscheint in der Schreibweise (119b) nur durch den Nenner r*+!
verursacht, denn der Zihler K, .y, als reine Function der Richtungs-
winkel von » ist von der Linge » unabhiingig und behilt seinen
endlichen Werth auch bei verschwindendem ». In der Form (119a)
steht im Nenner gar die Potenz »°"+?! und der Zihler H, 4 . geht
im Nullpunkt selbst auf Null herunter wie die positive Potenz r™
Dagegen wiichst in grofser Entfernung vom Nullpunkt H, o0,
iiber alle Grenzen wie »", wihrend ¢, dort gegen Null schwindet
wie r— (),

Wir wollen nun nachweisen, dafs die ganze homogene Function H,
im Zihler fur sich allein (ohne den Nenner r*"*') ebenfalls der
Liarnace’schen Differentialgleichung gentigt.

Wenn U und V zwei differenzirbare Raumfunctionen sind, so
gilt ganz allgemein die Formel:

QU av dUuav ,0UaV
AUV) = UAV + VAU +2 |G g0 a5y T 6z 02)" (120)

Setzen wir nun
1
ren+1?

U- V'=Hnl
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0 brauchen wir auf der rechten Seite fir die runde Klammer:

(7] 1 @
T(W) =—@n+1) s

0 1 %
a7(m)=—(2“+” P

Ferner miissen wir 4 U bilden: Durch nochmalige Differentiation
des ersten der drei vorstehenden Ausdriicke nach z erhiilt man:

o (1 2
azs(ﬁm)'““(““} LYy |1 o e

Bildet man analog die zweiten Differentialquotienten nach y und x
und addirt alle drei, so ergiebt sich:

1 8 2 2 2
A(m)u—[2n+l) Trrs +(2n+1)(2n+3)3._’:,9_i‘_"_

2n+b6

oder

A( 1 )_ 2n@n+1)

pin+l pin+8
Setzen wir dies alles in Gleichung (120) ein, so folgt:

A( H, ) — 1 4H, + Hy,- 2_11(2,_“.:1'__}1

pan+1 pintl pin+8

(120a)

{2n+1)( 0H, 0H,
-2 yin+s 5:,; +y dy + % Gx)

Fiir jede homogene Function nten Grades gilt der Satz:

63“ 6Hn 6H’|
. ¥ dy + % F e = N H,. (121)

Beweis:
Ein einzelner Summand von H, hat die Form:

hy = Ca®+3y9:.2%, WO yp+atr=n.

akn

Daher ist
= p Oxv=140 2F
und

Ohy
Oz M
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Ebenso ist .
hy
Vg, =M
O hy
—a——' vhy.
Also
aku O hy, 0 hy

L P k) o =@t D) =1k

Dies iiber simmtliche Summanden der homogenen Function summirt,
liefert die Gleichung (121).

Benutzt man diese Gleichung zur Umformung des letzten Gliedes
von (120a), so erkennt man, dafs ihre beiden letzten Glieder sich
aufheben und iibrig bleibt:

e a2

pin+l PInEL

Wir wissen nun. dafs die linke Seite (bis auf die Stelle » = 0)
iiberall gleich Null ist, denn sie ist das 4 von einem nten Differential-

quotienten von —:;-- Defshalb mufs auch die rechte Seite ver-

schwinden, d. h. es muls sein
AR -0, (122a)

d.h. die durch Gleichung (119a) definirten homogenen Functionen H,
geniigen der Liarrace'schen Differentialgleichung. Im Nullpunkt ist
die linke Seite nicht mehr Null, sondern steigt iiber alle Grenzen

wie

v (da der nte Differentialquotient von —1— selbst wie

steigt). Da aber rechts eine noch hohere Potenz im Nenner steht,
so ist fir 4 H, im Nullpunkt keine Ausnahmestelle anzunehmen,
vielmehr gilt auch dort (122a). Dagegen wird H, selbst in grofser
Entfernung iiber alle Grenzen wachsen wie »*. Als Potential eines
elektrischen Feldes kann daher eine Function H, nur in begrenzten
Gebieten dienen. Jenseits miissen Unstetigkeiten liegen, welche auf
die ursiichlichen Ladungen hindeuten, wiithrend das Gebiet der
Gleichung (122a), auch der Nullpunkt, dabei ganz leer von Elektricitiit
sein muls.

Man kann die Gleichung (122) auch zu dem umgekehrten
Schlusse verwenden: Hat man auf irgend eine von unserer
Gleichung (119a) unabhiingigen Weise eine ganze homogene Function

ph+l
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nten Grades aufgefunden, welche der Larrace’schen Differential-
gleichung geniigt, so mufs diese Function, dividirt durch »?®+1,
ebenfalls ein Integral derselben Differentialgleichung sein, aber
mit dem Ausnahmepunkt » = 0.

Das Auffinden solcher ganzer Functionen ist nicht schwer. Jede
Constante (Function O ten Grades) und jede lineare homogene Function:
Az + By + Cx geniigt der Larrace'schen Differentialgleichung. Bei
den Functionen zweiten Grades: 42*+ By*+ Ox*+4- Dyx + Exz + Fry
wufs schon eine Bedingung zwischen den Coefficienten erfiillt sein,
denn das 4 dieser Function ist gleich 2(4 4 B 4 €). Die ganze
homogene Function zweiten Grades erfillt die Liarrace’sche Gleichung
nur dann und immer dann, wenn die Coefficienten der drei Quadrate
zusammen die Summe Null geben. Bei hoheren Graden steigt die
Coefficientenzahl, aber auch die Bedingungszahl. Im Allgemeinen
kann man dariiber Folgendes aussagen. Das 4 einer homogenen
Function nten Grades ist eine homogene Function (n — 2)ten Grades,
deren Coefficienten als algebraische Summen von ganzzahligen Viel-
fachen der Functionscoefficienten erscheinen. Soll nun dieses 4 fiir
jede Werthgruppe der Variabelen gleich Null sein, so mufs jede
dieser eben bezeichneten algebraischen Summen einzeln = 0 sein.
Das sind demnach eben so viel Bedingungen, als die homogene

Function (n — 2)ten Grades Glieder besitzt, nimlich -~ —=.

Diese Bedingungen miissen von den (n_-l-_l}‘z(ﬂ i Coefficienten der
homogenen Function nten Grades erfillt werden. Man kann eben
so viele Coefficienten, als Bedingungsgleichungen vorliegen, durch
die fibrig bleibenden ausdriicken, und erkennt, dafs

(n+1)2(u+2} _(n —21]n =2n+1 (128)

Coefficienten frei verfiigbar bleiben. Das allgemeinste ganze homo-
gene Integral nten Grades der Larrace'schen Gleichung hat also
21 4 1 willkiirliche Constanten,

Die von uns im Zihler von Gleichung (119 a) aufgefundenen
H, o5 haben gar keine verfiigharen Coefficienten. Man kann so viele
H, q5c auffinden, als drei natiirliche Zahlen (inclusive Null) sich
zu der Summe a4 b 4 ¢ = n zusammenstellen lassen; das sind
(n+ 1) + 2)

5 :
und alle addirt geben dann auch eine ganze homogene Function

Jede mit einem unbestimmten Factor multiplicirt
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nten Grades, die der Larrace’schen Gleichung geniigte. Dieser

Ausdruck hat scheinbar [“_"'_1)%“ +2)

disponible Constanten, wie

die allgemeinste Function nten Grades.

Wir haben aber eben gesehen, dafs die allgemeinste passende
Function nur (2n 4 1) disponible Constanten hat. Also miissen
sicher alle durch Summirung der #,,;. gebildeten Functionen unter
denen sein, die wir unter Beriicksichtigung der (n _21]u
gleichungen aus der allgemeinsten Form herausholten, und die iiber-
zithligen Coefficienten miissen sich zu solchen Gruppen vereinigen,
dafs im ganzen doch nur 2n + 1 unabhiingige Bestandteile dadurch
gebildet werden, Mit anderen Worten: Die einzelnen H, .y, sind
nicht lauter unabhiingige Integrale.

In gleicher Weise kann man die elementaren Kugelfunctionen
Ky avc in Gleichung (119 ¢), mit je einem Factor erweitert, addiren
und erhiilt so eine allgemeine Kugelfunction nter Ordnung, welche
ebenso wie die ganze homogene der Larnace'schen Gleichung ge-
horsame Function, 2n 4 1 willkiirliche Constanten enthiilt.

Bedingungs-

§ 89. Auffindung der Normalformen flir die Kugelfunctionen.

Um aus den }(n+ 1)(n 4+ 2) nach dem Schema der Glei-
chung (119b) herstellbaren Kugelfunctionen nter Ordnung die (2n+-1)
unabhiingigen Grundformen herauszusuchen oder zusammenzustellen,
mitfste man umstindliche Betrachtungen durchfithren und miifste
auch in unsymmetrischer Weise die einen vor anderen gleich-
berechtigten bevorzugen. Man kommt leichter zum Ziele und findet
auch glattere Formen fiir die unabhiingigen Elemente, wenn man
einer der drei Axenrichtungen, z. B. der z-Richtung eine Sonder-
stellung anweist, wie das auch bei der Kinfilhrung riumlicher
Polarcoordinaten um die z-Axe geschieht.

Statt der Variabelen y und z fithren wir nun zwei andere,
conjugirt complexe Variabele p und ¢ ein durch die Gleichungen:

nger } (124)
g = =%,

denen wir sogleich als Folgerungen hinzufiigen:

(124 a)
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Die Rechengesetze sind fiir complexe Grifsen die nimlichen,
wie fiir reelle, mit der einen besonderen Bestimmung, dafs #=— 1
zu setzen ist. Delshalb kann man auch Functionen von z, y, x ver-
wandeln in solche von @, p, q, und auch partielle Differential-
gleichungen fiir diese complexen Variabelen umformen. Hat man
dann ein complexes Integral einer linearen homogenen Differential-
gleichung wie die Larrnace'sche, gefunden, so mufs der reelle und
der imaginiire Theil fiir sich einzeln auch je ein Integral liefern,
so dafs man auf einen Schlag zwei particulire Integrale findet.

Zuntichst formen wir das Larnace'sche 4¢ fir den Gebrauch

2
der Variabelen z, p, ¢ um. Das erste Glied %—Eq:- bleibt ungeiindert;
zur Bildung der zweiten und dritten milssen wir erst bilden

Op 0Ogdp 0¢dg
Gy  Op 0y ' dq Oy
arp 6‘(;: ap dg dq

0z 6;: 0x @ 0q 0z

oder wegen (124 a)
dp dy o dg

dy = 9p " 9y

f"i’=¢aq’ L
0x 65’

(124 b)

Durch nochmalige Anwendung dieser letzten Formeln auf sich selbst
erhitlt man

g By o Py &
0yt 6p e dpdq + dq
. (124 ¢)
0% p 35 0 ? Lo 9 P o
0x? op* dpdq — dq
und durch Addition beider Ausdriicke:
i g Rl i
ay tow T Yapog
Es ist daher 5
A B (125)

0 a? Opdyq

und man kann die Larrace'sche Differentialgleichung in folgende
Form bringen:
0%
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Von dieser transformirten Gleichung gilt rein mathematisch —
gleichgiiltig, was man sich unter den Variabelen z, p, ¢ vorstellt —
wegen ihrer homogenen Linearitit dasselbe Gesetz, welches wir fiir
die cartesischen Coordinaten bereits verwendet haben, niimlich: Hat
man eine Function ¢, von z, p, ¢ gefunden, welche die Differential-
gleichung (125 4a) befriedigt, so thun dies auch alle ihre mannig-
fachen Differentialquotienten nach den drei Variabelen, so dafs man
als ein Integral ansetzen kann:

0" ¢
:{}g'c= m, a+b+c=n. (126)

Nun sagt die Differentialgleichung (125a) nichts Anderes aus, als
dafs jede ihr geniigende Function, wenn man sie einmal nach p
und dann einmal nach ¢ differenzirt (Operation "_6‘_5;9) , dasselbe
Resultat liefert, als wenn man sie zweimal nach z differenzirt und
den Factor — } zusetst (Opemtion -1 6%)' Macht man also

diese beiden gleichwerthigen Operationen [mal an einer der Gleichung
geniigenden Function ¢, so ergiebt sich die Gleichung:

a1 o1
6”‘.‘2?{ o [ A BF?' (127)

Mit Hilfe dieser Formel kann man das Integral (126) umformen,
wobei wir die Fille b = ¢, b > ¢ und b < ¢ unterscheiden.
Es sei zuerst b =¢, also 26 =n —a. Dann ist

ol ] TV 90| _ (19" P. (127
fg'suﬁ(aptagb)aﬁ[("}r aa,n] ( ‘Hoazn (127 1)

Zweitens sei angenommen b > c. Wir setzen b =¢ + m, also
a4 2¢=n—m, und konnen den Ausdruck (126) dann so anordnen:

7,0 et (o} = - Ve ()

(127b)
- (= ¥ gy

Drittens und letztens sei b < ¢. Wir setzen ¢ = b -+ m, also
a4+ 2b=n—m und finden:
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‘aﬂ agb am‘po } aa+2ﬁ a'l'l'l(ro
- £y aza‘{apv-aq (éq"‘) = 6:1:"""“’(6‘q ) 1270)
¢,
B s P i i e
( '}) :t" m aqm

Auf die hier noch beibehaltenen Potenzen von — } kommt weiter
nichts an, da man ja jedes Integral dieser Differentialgleichungen
mit einem beliebigen constanten Kactor erweitern darf.

Die beiden Formen (127b und c¢) unterscheiden sich bei Func-
tionen ¢,, welche wie unser 1/r nach p und ¢ symmetrisch zu-
sammengesetzt sind [vgl. unten Gleichung (128)], nur im Vorzeichen
von 4, liefern also bei der Spaltung in Reell und Imaginir die
gleichen Paare von Lisungen. So sieht man bereits, dals der Aus-
druck (126) mit seiner scheinbar zweifachen Mannigfaltigkeit der
Ordnungszahlen a, b, ¢ mit der festen Summe n in Wahrheit nur
eine einfache Mannigfaltigkeit zweier natiirlicher Zahlen (n — m) und
m mit der festen Summe n besitzt, so dafs, da jeder Fall von m =1
bis m =n ein Lodsungspaar enthiilt, withrend der Fall m =0 in
(127a) nur eine einzelne Losung liefert, im Ganzen 2n 4 1 ver-
schiedene Grundformen nter Ordnung auftreten, aus denen man die
allgemeinste Losung nter Ordnung mit 2n 4 1 disponiblen Coeffi-
cienten homogen und linear zusammensetzen kann, (Vergleiche den
Schlufs des vorigen Paragraphen).

Die Differentialquotienten nter Ordnung nach =z, y, z endlich,
welche in Gleichung (119b) als Quelle fiir die Kugelfunctionen an-
gefithrt wurden, lassen sich natiirlicher Weise als homogene lineare
Summen von uten Differentialquotienten nach z, p, ¢ ausdriicken.

Somit sind sowohl jene ganzen Functionen H, als auch die Kugel-
a, b, ¢

functionen K, zuriickgefihrt auf die hier in Aussicht gestellten,

a, b.c
von einander unabhiingigen 21 + 1 Grundformen.

Wollen wir nun deren Gestalt nither kennen lernen, so ist zu
beachten, dals in der Function ¢, = ;1; nur die Gruppe y* + 2* vor-
kommt, fiir welche sich aus den Gleichungen (124) ergiebt:

V' +2t=pe=0¢". (128)

Die zu differenzirende Function hiingt also explicite nur von dem
Modulquadrat ¢* der conjugirt complexen Grofsen p und ¢ ab. Es
ist delshalb
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6(%) 6(1‘) 3(0) 6(%)

dp  0(h op _ 9@y ¥

und da ¢ als unabhiingige Variabele neben p besteht, bei m facher
Differentiation nach p:

ml) on(l)
g T e
Ganz analog ist 1 (129)

o )

K2 I

Hiernach nehmen die Integrale (127a, b, ¢) in jedem Falle die

Gestalt an:
1 1
Pn,m = 6“(?) p™ oder =.—?—‘i:—)————-—«qm. (129 a)
R PTEETPETE dz" =" [0 (o))"

Bei den Potenzen p™ und ¢™ kommt uns zu Statten, dals sie
durch die Kreisfunctionen der Vielfachen des Azimuthalwinkels der
complexen Grofsen dargestellt werden kdnnen. Dieser Azimuthal-
winkel ist hier nichts Anderes, als der Lingenwinkel der riiumlichen
Polarcoordinaten um die z-Axe, Fithren wir also jetzt ein:

@ = r cos
y = rsind cosy } (130)
i % = rsin+ sin 7,
S p =y + iz = rsin(cos g 4 i8in#) = rsin J-e'"
=y —iz= -.-.rsin&-a“"!}(ls{)a)
pq=0*=r*sin?
und schliefslich
Pu=-rmsinm&.aiwnrusinm‘?.(coamq+£ainmq]} (180b)
g™ = = r®gin™J (cosmy — 4sinn 1)

und die Integrale nter Ordnung nehmen im Anschlufs an (129a)
die Form an: :
o(7)

Po,m =1 Oz =" [0 (p*)]™ sin™ & (cosmy & dmy). (131)
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Der reelle Theil mit dem Factor cosmy und der imaginiire
nach Streichung von ¢ mit dem Factor sinm# sind, einzeln ge-
nommen, ebenfalls Losungen. Erweitern wir also beide mit zwei
willkiirlichen Constanten 4, , und B, 5, so erhalten wir eine reelle
Lisung von folgender Form:

*(5)
Pn,m = f:'omrm W'Smm v (Al'l mCOBY +BI1 m 810 Iuﬂ)- (1313]
An Stelle der beiden eingefithrten Constanten kann man auch
eine Amplitude G, und eine Phasenconstante ¢, , verwenden durch
die Beziehungen:

Aym= CymCo8eyyy uUnd Byy= CypSineyy

B,
Cum=PAl%m+B;m: Oy m = arctang w2

dew
L an( ) 9 131}
Pam= ke mam CamcOS(M7 — eyw). (131D)

Der in beiden Ausdriicken rechts vorangestellte Factor ky, » be-
deutet einen Zahlenwerth, dessen geeignete Bestimmung wir auf
spiiter verschieben. Jedenfalls hat dessen Hinzufiigung nichts Be-
denkliches, da aulserdem noch die disponiblen Factoren A, ., Bywm
oder Oy, vorhanden sind.

Aus dem @, , gewinnt man nun die Kugelfunctionen ganz
analog, wie in Gleichung (119b) angegeben, durch Multiplication

mit  + 1L,

Wir wollen folgende Bezeichnung einfiithren:

o 5]
Jan —m [a (gl)]m : (132)

oder

Dann erhiilt man

Pn,m = kn.m"“"-m"'l'

Dann haben die auf diese Weise gefundenen Kugelfunctionen die
Gestalt:
= Py 8™ &+ Gy g+ CO8 (M7 — Gy )

Die directe Berechnung der nten Differentialquotienten von -%- ist
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ziemlich umstiindlich. Man miifste, um einen bestimmten von ihnen
zu finden, eine ganze Reihe der niedrigeren vorher berechnen, auch
ist das allgemeine Bildungsgesetz in seiner Abhiingigkeit von den
Zahlen n und m auf diese Weise nur schwierig zu erkennen. Zur
Anschauung seien die niedrigsten Vertreter dieser Ausdriicke Py
von it = 0 bis n = 4 nach Gleichung (132) berechnet, hier angegeben:

=P s n=0 n=1 ;—;2 )
m=0 | k-l h.o'(-——f‘) kﬂﬁ'(_l'}'sg':)
m=1 k(=4 | ke (’} %)
m =2 kaa (k-4
m=3
m= 4
(1821)

n=3 ne=4
s ;,,,_(,.(9%..15’%) k.,o-(9~90§+105:—:)
m=1 ka.t-(i—3°i,.£. k«,x-(—ﬁ-!%*“ﬁ'*%)
m=2 g [~ 4 ) (b (= 1d 8o %)
m=38 (kyg-(—} 3§ kgn*(i*i'i%)
me=4 koo (449
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Unmittelbar kann man hieraus nur erkennen, dafs
Pon =kyn+(— 1% (3 §...2570) (182¢)
ist, und dafs die mit ky , multiplicirten Ausdriicke ganze Functionen
von % gind, welche entweder nach geraden oder ungeraden Potenzen
dieses echten Bruches fortschreiten und mit dessen (n — m)ten Potenz
abbrechen. Nun ist nach (130) -'::—- = cos ¢, die P, sind also

reine Functionen von cos ¢ von dem eben angegebenen Charakter.
Es ist iiblich in der Theorie der Kugelfunctionen statt der Pol-
distanz & direct deren Cosinus als Variabele einzufithren

cos i = p. (133)
Dann ist
sin ¢ =+ J1 — pu?

stets positiv, weil & zwischen 0 und a bleibt.

§ 40. Transformation von 4 ¢ fiir den Gebrauch riumlicher
Polarcoordinaten.

Um die allgemeine Form der Functionen P, ,, des Argumentes u
zu finden, ist es ndthig, Integrale nter Ordnung der LarrLace'schen
Differentialgleichung durch die gefundene Normalform (132a) der

Kugelfunctionen zu bilden, also entweder ¢, , = K, w oder

et +1
Pu,m = 7"+ Ky w und diese in die Differentialgleichung einzusetzen,
welche dadurch befriedigt wird. Da aber jetzt die Integrale in
Polarcoordinaten ausgedriickt sind, milssen wir erst das 4d¢ fir
solche ausdriicken.

Dies geschieht am leichtesten, wenn man den allgemeinen Satz
(Gleichung (78) S. 92

o3 o

anwendet auf das Raumgebiet, welches ein Volumelement der Polar-
coordinaten ausfiillt, Dieses ist begrenzt durch zwei concentrische
Kugelflichen von den Radien » und r 4 dr, durch zwei Kegelmiintel
von den Offnungswinkeln & und & + d% und durch zwei Meridian-
ebenen von den Liingenwinkeln # und % 4 dy. Diese drei Flichen-



176 ERSTER THEIL. g 40

paare durchschneiden sich rechtwinklig. Der Raum sei so klein,

dafs die Kanten seiner Umgrenzung als geradlinig gelten diirfen.
Deren Liinge ist

1. in radialer Richtung: dr,

2. in Richtung der Meridiankreise: r-d%,

8. in Richtung der Parallelkreise: rsin ¥ +d7.
Daher ist das Volumen:

dr = r*sind+dr-ddy,

das Rechteck auf der Kugelfliche vom Radius r:

ds, = rd¥-rsinddy,
das Rechteck auf dem Kegelmantel vom Winkel %:

ds, = rsin&dy-dr,
das Rechteck auf der Meridianebene vom Lingenwinkel #:

dsy = dr-rdd.

Ferner ist die innere Normale auf ds, gleich dr, also der Bei-

trag zum Oberflichenintegral

6‘P g ,
T ds, = - r¥sin & 4% dy.
Von der gegeniiberliegenden Fliiche riihrt ein Beitrag her, welcher
einerseits entgegengesetztes Vorzeichen besitzt, weil die innere
Normale dort in Richtung — dr fiillt, andererseits einen durch den
Schritt dr veriinderten Werth besitzt. Die Summe beider Antheile ist

—dre g’_ {%:wr’sin Gdi dq} =— -%(ﬂ%%) » gin di dy dr .,

Die innere Normale auf ds, ist gleich »d, also der Beitrag zum
Oberflichenintegral

L ds,

_aﬂi =_;_6T fﬁml?'dﬂ dr-—-ﬂmﬁ'dﬂd"'

o

Von der gegeniiberliegenden Fliiche rithrt wieder ein entgegen-
gesetzter und durch den Schritt d% veriinderter Beitrag her, so
dals die Summe beider ist

d [0 } dy
—d- '5_{60' sin G dydr --W(sm &69_Jdrjdrdﬂ'.
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Die innere Normale auf ds, endlich ist gleich rsin & dy, also
der Beitrag zum Oberflichenintegral:

op op g Y iz,
an‘, day = reinddn "arrdd = sing 07 i

Von den beiden letzten Flichenelementen zusammen rithrt daher der
Beitrag her

1 dg
gl on {smu‘f a1

Nunmehr konnen wir die eingangs citirte Integralformel fiir unseren
Fall zusammensetzen, und im Raumintegral wegen dessen Klein-
heit 4¢ als constante Grofse absondern. Dann erhalten wir:

1_%°% 4ra9ay.

e
sing 0n*

— 2 (r’ %t—} sin G dddydr — --66 (sm ! q——)dr} drdi

adr o
10 Fang
Y a?—drd{fdvg =—dp-r gin-drdddy
oder
1 0 [,09 1 0 dop 1 6qa _
9= 53 ( or| T Fsing a9 (Bmlf 61)) * asin? g 07 158)

Wir wollen auch hier u = cos als Variabele an Stelle von
9 einfithren. Dabei ist zu beachten, dals

dp = — sinddd.

Das mittlere Glied der vorstehenden rechten Seite wird dadurch
suflserlich etwas veriindert, denn es ist

0 d 0
R = — mn:‘)‘-a—p-
Ferner schreiben wir sin = J1 — p®. Der Ausdruck nimmt dann
die Form an:
1@ 8w 1D de 1 ¢

4y r_’ar( 6r)+r_’$(( liap)+r’[lmﬁa_f;’”

Braucht man das 4¢ nur fir die Larrace'sche Differential-
gleichung, wo es gleich Null ist (nicht aber etwa fiir die Porssox’sche
oder fir die Wellengleichung), so darf man den gemeinsamen
Divisor »? fortlassen. Die Larnace'sche Gleichung lautet also, in
den Variabelen », u, % ausgedrﬂckt.-

(184a)

7¢ (' 50) + g (0= 9GE) + = G =0 a0

H, v. HeLunorrs, Theoret. Physik. Bd, 1V, 12
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Es giebt, wie man leicht durchschauen kann, noch einige ab-
weichende Formeln fiir diese Differentialgleichung, doch weichen sie
nur in nebensiichlichen Veriinderungen von einander ab.

& 41. Differentialgleichung fiir F,, und deren LOsung.

In die soeben gebildete Form der Liapnacr'schen Differential-
gleichung setzen wir nun folgende Losung ein, in welcher die Kugel-
function K, aus (Gleichung (132a) verwendet wird:

) O i S A
¢=:mnnaWVL-wﬂmemq—q. (136)

Nur der erste Factor ist von » abhiingig, und da
d 1 1
a(ﬁm)="m+n;ﬁﬁ

sd(l )_ ek
P Garr) =~ 0@+ UG

d d 1 1
! ar () = 0 D1
ist, wird das erste Glied der Differentialgleichung (135)

0 (,0¢ .
Das gleiche Ergebnils wiirde sich finden, wenn man an Stelle

des Factors in Gleichung (186) den Factor »" gesetzt hiitte,

P
welcher ja ebenfalls die Kugelfunction in ein Integral der Liarnace’-
schen Differentialgleichung verwandelt. Es ist nimlich

d
(1) = n=1
dr(r) nr

rd d‘i (r") = pen+l

— (r’é—i— (r“)) =1+ 1)r".
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Die Variabele u steckt nur in P, Y1 — p?  und es ist:

d —_— dP,
au (anl"rl—-ﬂ’m)=—-d—:‘—m—yl—p’m—lltanpPI—p"“_2
d Y
(I—P')d#( nmvl—.“g “)
dP“m ;——sm-]-'.‘
"‘TU—P —MmPyup)l—pu

am

;,;(l_pz)d (rouyi=7")) -

d2p el
dp'}“.‘ Yi—p® 9(m+l) B YT = Py YT= i + m2 Py 2y T

oder etwas anders geformt

i ({1 - P');‘ (Pn m Vl_"‘_!;’m))

2
TS PN |

ﬁ,m{l @ Py
B - .ak 1—

Also wird das zweite Glied der Differentialgleichung
0 dg
dp ((1 - ) ﬁ)

1 d*Fim 2(m +1) APy m
?{P,, d u? (1 — p?) — P I .u—m(m+1)+T_ﬁi_

(186 b)

Die Variabele 4 endlich kommt nur in cos(m# — ¢) vor und es ist

d* cos(mn — e)

i = — m?cos (my — o).

Also wird das dritte Glied der Differentialgleichung:

1 0% m?
e —-a,,.fi - g (136¢)

Alle drei Theile (136 a, b und ¢) enthalten die ganze Function ¢
als gemeinsamen Factor, den wir wegen der Null auf der rechten
Seite der Larrace’schen Differentialgleichung weglassen diirfen.
Ferner sieht man, dals das dritte Glied (186¢) sich gegen den letzten

12*
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Summanden des zweiten Gliedes (136b) weghebt. Wenn man den

ganzen Ausdruck noch mit P,, multiplicirt und beachtet, dals
nm+)—mm+D=m—mMn+m+1)

ist, so erhiilt man das Ergebnils:

d*P,
(1—p?) d;m 2m+1u dnrn+(“__ J4+m+1) Py yy=0. (137)

Dies ist eine gewdhnliche lineare homogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung fiir P, als Function der Variabelen p mit zwei
natirlichen Zahlen n und m (=n) als Parametern. Die im § 89
bereits betrachteten und durch einige Repriisentanten in der Ta-
belle (132b) veranschaulichten Functionen P, miissen ihre Integrale
sein, es ist aber nicht gesagt, dals dieser Differentialgleichung hier
nicht noch andere Functionen geniigen und dafs sie in Bezug auf die
Zahlen n und m an die Bedingungen ihrer Entstehung gebunden ist.”)

Zuerst leiten wir aus (187) eine Beziehung ab zwischen den
P, » mit gemeinsamem n, aber verschiedenem m, und differenziren
zu diesem Zwecke die vorstehende Gleichung nach u. Dies giebt
zuniichst ohne Zusammenfassung der entstehenden Glieder:

d? P“,,, _9 4l I

(1 — pd

dfnm

IP 2

—2m+1)p dp, (m+1)

Pﬂ.\‘l‘l

+(n—m)[u+m+l)——;~ =0,
Nun ist aber
—2m+D+m—mm+m+ D=0—m-—1)+m+ 2).
Das Resultat ist also darstellbar in der Form:
d’[dp"“] 4 [ Pum

__ﬂ‘___ i 1 ____E’-“
(1 — pd du 2(m+1]+1) an (188)

+(u-—[m+1])(n+[m+1]+l} [%1?1‘_;]=0.
Man erkennt, dafs diese Formel dieselbe Bildung besitzt, wie die
vorige (187), nur steht hier [m 4 1], wo dort m stand, und hier

1) Erweiterung der Bedeutung von n und m spiiter, in § 46,
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{ag"p‘“] , wo dort P, stand. Wir haben also hier die Differential-

gleichung fiir P, 41 erhalten, und sehen zugleich, dals die Func-
tion d:;—"‘ ihr geniigt. Wir kinnen defshalb, freilich zuniichst noch

immer unter Freihaltung eines wegen der linearen Homogenitiit der
Differentialgleichung unbestimmten constanten Factors folgendes
(Gesetz anfstellen:

Py w41 = const. déj:‘f'
oder
P,y = const- ‘i%'-ﬁ'lf . (138a)
Durch wiederholte Anwendung dieses Gesetzes finden wir schliefslich
I’,m-const-fn—lp“o- (188h)

dp™

Es geniigt daher Integrale der Differentialgleichung (137) fiir
den Fall m = 0 zu suchen, die Uebrigen ergeben sich dann aus dieser
Formel. Die Gleichung lautet fiir m = 0:

d® Py d Pyo

Auch wenn wir noch nicht wiilfsten, dafs es nach ganzen
Potenzen von u fortschreitende P, giebt (die erste Zeile der
Tabelle (132b) zeigt die ersten Vertreter), konnte man versuchen,
diese Differentialgleichung zu integriren, indem man eine Potenz-
reihe ansetzt von der Form '

Poo=Ady+ A p+ Ay p® + Agp® + ...+ Agpt 4 ... (140)
Dann ist

dP,
—d;“ =14, +24,p+840° +4 4,0+ .o+ @+ 1) Ao rp® + ...
2

@d:;'%2.1.A,+3.2.A3p+4-3-4‘p=+5»4.A,p=+...

+@+2) (@4 1)dg 42p® + ...
Ordnet man hiernach den Ausdruck (139) nach Potenzen von u, so
erhiilt man:
[(2:14, + n(n + 1) 4] p°
+[3:24, +fn(n+41)— 2§ 4,]u
+ 484, +mm+1)—2:1—44,]p
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+[6:44, +nn+1)—3-2 — 6} 4] p®

+ e+ 2+ D4 pat+fum+1)—al@—1)—2af 4] u°

A T T ST Y S e e it SR W € i TN
Der Coefficient von p®, den man auch schreiben kann:

[@ + 2@ + 1) 4y 42+ (0 — ) + 0 + 1) 4],

stellt bereits von a = 0 an die richtigen Werthe dar. Soll diese
Reihe nun fiir jeden Werth der Variabelen p gleich Null sein, so
ist das nur miglich, wenn jeder einzelne Coefficient verschwindet.
Wir erhalten daraus eine Reihe von Bedingungen, durch welche
jedes A, .. auf das zwei Stufen niedrigere A4, zuriickgefithrt wird.
Man kann diese Bedingungen in der Form hinschreiben:

(=n+aom+a+1)
(a4 1)(a+ 2)
Aus dieser Gleichung erkennt man, dafs der Coefficient A, ;o ver-
schwindet, weil der im Ziihler der rechten Seite stehende Factor

(=n+4a) fir a=n verschwindet. In Folge dessen miissen aber
alle alternirend folgenden Coefficienten ebenfalls verschwinden:

Ayyor=Aypi=4dy45=...=0. (141a)

4y 2= Aq. (141)

Die dazwischen stehenden Coefficienten 4, .1, 4y 48, dysny <o
verschwinden aber nicht, sondern bilden eine in's Unendliche fort-
laufende Reihe. Die in Gleichung (140) angesetzte Lidsung zerfillt
daher in folgende zwei Bestandtheile: Kine ganze Function nten
Grades von p, welche, beginnend mit dem hochsten Gliede, sowohl
fir gerade wie fiir ungerade Zahlen n immer die Form hat:

Poo= Ay p* + Ay —op" =2 4 Ay _qp =4 .., (142)

Diese hat, je nach der Zahl n, entweder nur gerade oder nur un-

gerade Potenzen von u, endigt also entweder mit einer Constanten 4,
oder mit einem linearen Gliede 4, p.

Dazu tritt als zweiter Bestandtheil eine unendliche Reihe, welche

man nur nach steigenden Potenzen von g ordnen kann, und welche
fiir gerades n lautet:

Quo=A, p + Ay p* + Ay u® 4 ... in infinitum (143)
withrend fiir ungerades n
Qu o= A4y + Ay p* + A, p* 4 ... in infinitum (144)

zu setzen ist.
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Die Bedingung (141) zeigt, dals sowohl unter den Coefficienten
des geschlossenen Ausdrucks (142), wie unter den Coefficienten der
unendlichen Reihe (143) resp. (144) nur je ein einziger willkiirlich
gewithlt werden kann, withrend alle anderen dadurch zugleich fest-
gelegt werden. Unsere Losung enthiilt also zwei disponible Con-
stanten, stellt daher das vollstindige Integral der Differential-
gleichung (139) dar.

Je nachdem man eine oder die andere dieser beiden Constanten
gleich Null festsetzt, erhiilt man entweder nur den geschlossenen
Ausdruck (142) oder nur die unendliche Reihe (143) oder (144) als
particuliire Losung. Der Vergleich mit den fritheren Betrachtungen
zeigt sofort, dals nur die ersteren Formen (142) uns die gesuchten
Grundformen fiir die Kugelfunctionen P, liefern, von denen in der
obersten Zeile der Tabelle (132b) die ersten Vertreter angefiihrt
sind. Die unendlichen Reihen liefern indessen ebenfalls brauchbare
Integrale, transcendente Functionen von p, aus welchen man Poten-
tiale eigenartiger Elektricitiitsvertheilungen gewinnen kann, mit denen
wir uns spiiter in § 45 beschiiftigen wollen.

Als den willkiirlich bleibenden Factor der endlichen Reihe vom
nten Grade withlen wir denjenigen des hochsten Gliedes, 4,, und
berechnen aus ihm die niedrigeren. Dazu miissen wir die Be-
dingungsgleichung (141) umstellen, wie folgt:

@+ 1)(a+2)
(=n+am+a+1)

Ay 2.

Ay =

Gehen wir um eine Ordnungszahl tiefer, schreiben also a — 2 an
Stelle von q, so nimmt sie die Form an

ala—1)
9= : 1
ot (—n+a-—‘3](n+a—1)‘4“ 9
Daraus ergiebt sich folgende Reihe von Coefficienten
Ay, = A, (frei verfiigbar)
i nm—1)
B (=11 1 T |
P nm—1)mn—2)mn — 38) e (145a)
AT =)= HCu—-1)(2n -8 " ¥
Y nm—1)... (-5 o
n=8=1%2.4.6.2n— 1)(2n—8)2n—5) °"



184 ERSTER THEIL. § 41

Ist n eine gerade Zahl, so heilst der niedrigste Coefficient

wi=

7 n!
A== S T a—D n@n—1)@n—8)...a+ @ +1) "’

ist n eine ungerade Zahl, so heifst der niedrigste Coefficient:

= n!
== e e @)@ =9 D)

Um nun den gesuchten Kugelfunctionen P, bestimmte Zahlen-
werthe zu geben, die ihnen ja weder durch ihre Herleitung aus
Losungen der Larvrace'schen Differentialgleichung noch durch die
Differentialgleichung (139) eigen sind, da wir dabei immer einen
unbestimmten constanten Factor mitzufiihren hatten [vgl. den Zahlen-
factor ky, in (Gleichung (132) und hier unser 4,), so bestimmt man
A, so, dals die Kugelfunctionen P,, fir den im Pol der Kugel-
coordinaten eintretenden Cosinuswerth p = 1 alle den Werth 1 an-
nehmen, im Uebrigen daher stets zwischen + 1 und — 1 liegen
miissen, so lange p als Cosinus eines reellen Polarwinkels echt
gebrochen bleibt. Dies erreicht man, indem man festsetzt, es
solle sein

1.8....@n—1
e ot “(!“ ). (146)

Dadurch werden die P, zahlenmiifsig angebbare Functionen.
Thre allgemeine Gleichung ist nach den Formeln (142), (145a) und
nach der Festsetzung (146) folgende:

Ak 1-3-...(2::-1){ i W= 1) g

1-2- ...0 2@u—1 "
(147)
nn—Hn—-2)n—-3) _
tTnEn—nEr=9" Tt

Berechnet man die Zahlenwerthe filr eine hinreichende Reihe
von Werthen u, untersucht auch die Nullstellen, d. h. die Wurzeln u
der Gleichung nten Grades, welche durch Nullsetzung der ge-
gchweiften Klammer entsteht, sucht die Maxima und Minima auf ete,,
so kommt man zu Verliufen, welche in graphischer Darstellung
fir die sechs niedrigsten Zahlen n in den Diagrammen Figur 17
wiedergegeben sind.
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Die Gleichungen dieser Curven sind:

Poo=1
Pyo=p
B
b 3
Pyo= o ' — 5 b . (147 a)

35 15 8
Pyo=op'— 1w+ &

63 35 15
Po = —8‘#"— —4—!‘34' i

.

Ks lifst sich unschwer fiir das allgemeine P, , beweisen, dafls es
seine n Nullstellen, seine n — 1 Maxima und Minima, n — 2 In-
flexionspunkte, alle reell in dem Intervall —1 < pu < 4 1 besitat,
dals die Curven also aufserhalb 4 1 direct in's Unendliche hinauf-
resp. hinabsteigen.

Fir die P, erhillt man ebenfalls feste Zahlenwerthe, wenn
man in der zu ihrer directen Berechnung niitzlichen Formel (138b)
die Constante rechts gleich 1 setzt, also fordert

dm

-Pn.m=mpn,0- (148)

Daraus ergeben sich folgende beispielsweise angefithrten Ausdriicke:

15 3 35 15
Py=1, Py=3pu Ps-""z‘#’_"é’ P4-==‘2"F"““2"P,----
10
Pyp=38, Pya=1bp, P-l,‘.'!-‘z—ﬁ ’—g, «oas Y(148a)
Pyg=15, Pyg =106 p,
Py = 106,

Die Allgemeinheit der Kugelfunctionen K , mit ihren (2n 4 1)
verfiigharen Constanten wird durch diese eindeutigen Zahlenfest-
setzungen nicht beschriinkt, da wir ja bereits in den Gleichungen (1324a)
diese als 4, , und B, , oder als C, , und ¢, freigehalten haben;
nur die in (131a), (181 b) und (182) und in der Tabelle (182b) zu-
gesetzten Factoren k, , erhalten vorgeschriebene Zahlenwerthe, die
man leicht ermitteln kinnte, wo es von Wichtigkeit wiire. Es sei
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hier nur angefihrt, dals der Factor k,, in Gleichung (182¢) den

Werth annimmt:
kll n - (—' 2)" . (149}

§ 42. Darstellung einer willkiirlichen Function der Richtungs-
winkel im Raume durch eine Kugelfunctionenreihe.

Eine wichtige Bedentung der Kugelfunctionen fiir die Potential-
theorie besteht, wie aus den bisherigen Ausfithrungen ersichtlich,
darin, dals man aus ihnen auf zwei Weisen: entweder durch Division
mit »"+! oder durch Multiplication mit »", Integrale der LapLACE-
schen Differentialgleichung gewinnen kann, und dals auch Summen
mehrerer, vieler, ja convergente Reihen unendlich vieler solcher Ge-
bilde als Potentialfunctionen in ladungsfreien Raumgebieten gedeutet
werden konnen.

Wir kommen jetzt zu einer anderen hervorragenden Eigenschaft
der Kugelfunctionen, durch welche in Verbindung mit der vorher
erwithnten es moglich wird, jede an einer Kugelfliche willkiirlich
vorgeschriebene Werthvertheilung stetig durch den inneren und den
#ulseren Raum so fortzusetzen, wie dies von dem Potential einer
elektrischen Flichenbelegung der Kugel gefordert werden muls.
Diese neue Kigenschaft ist folgende: Man kann durch die con-
vergirende Summe einer eventuell unendlichen Reihe von Kugel-
functionen in einer der beiden Normalformen (182a), also durch
einen Ausdruck von der Form

o n
(i, 7)== .,5[. mzo Py V1 = ¥ (Aymcosmy + B, usinmy)  (150)

oder von der gleichbedeutenden Form

f )= 3 3 PuwlT = " ymcos(y — oy (150 a)

jeder willkiirlich vorgeschriebenen Werthvertheilung einer Function
der beiden Polarcoordinaten ¢ und 7, oder was dasselbe bedeutet,
jeder Function von u und 5 beliebig nahe kommen, wobei natiirlich
der Variabele p auf das Intervall — 1 bis + 1 (die Poldistanz &
liegt zwischen 0 und =), die Variabele 4 auf einen einmaligen Um-
kreis, sagen wir auf das Intervall O bis 2z zu beschriinken ist. Um
Bedenklichkeiten gegen diesen Ansatz zu entgehen, wollen wir nur
annehmen — was in physikalischem Sinne immer zuliissig sein
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diirfte —, dafls Unstetigkeiten bei dieser vorgeschriebenen Function
entweder nicht vorkommen oder doch als sehr steile aber continuir-
liche Uebergiinge angesehen werden diirfen, und dafs ferner die
vorgeschriebenen Werthe fiir keine Richtung des Raumes unendlich
werden. Die Eindeutigkeit der Function ist eine selbstverstiindliche
Vorbedingung, da die Kugelfunctionen einzeln, also auch in Summe
eindeutige Werthe liefern. Vom Radiusvector » der Polarcoordinaten
miissen die durch (149) darstellbaren Functionen natiirlich auch
unabhiingig sein, wie es die Kugelfunctionen sind. Man kann sich
daher die willkiirliche Function dadurch versinnlichen, dafs man
um den Nullpunkt eine Kugel von beliebigem Radius legt und auf
jeder Stelle ihrer Oberfliche topographisch den Werth verzeichnet,
welcher auf dem dadurch betroffenen Strahl herrschen soll. Man
kinnte etwa so, wie auf Landkarten die Darstellung der Hebungen
und Senkungen des Terrains durch Isohypsen tiblich ist, die Rich-
tungen, in denen die willkiirliche Function kein Gefiille zeigt, durch
Linienschaaren angeben, welche sich nirgends durchschneiden kinnen
und die Stellen der Maxima und Minima ringformig umgeben, Die-
selbe Darstellung ist auch zur Veranschaulichung der einzelnen
Kugelfunctionen niitzlich, welche jede eine ganz bestimmte regel-
milfsige Werthvertheilung besitzt. Die Stellen, wo eine einzelne
Kugelfunction gleich Null wird, liegen auf Parallelkreisen und auf
fiquidistanten Meridianen, deren Anzahl durch n und m bestimmt
wird. In den einzelnen hierdurch abgegrenzten FKeldern sind die
Werthe abwechselnd positiv und negativ, um ein in der Mitte jedes
Feldes liegendes Maximum oder Minimum angeordnet.

Dals man durch Superposition vieler solcher Vertheilungen unter
Verfiigung iiber zwei Reihen von Coefficienten (4 und B oder auch
C und ¢) eine grofse Mannigfaltigkeit herstellen kann, leuchtet ein;
dafs man aber jedem gewiinschten Verlauf beliebig nahe kommen
kann, bedarf vom streng mathematischen Standpunkt eines Beweises,
niimlich eines Nachweises der Convergenz der unendlichen Reihe (150)
gegen die geforderten Functionswerthe. Drrronrer und auf anderem
Wege Sir W. Tuomsox haben diesen Beweis gefithrt. Die Sache
liegt analog wie bei den Fourier'schen Reihen, nur ist das
Problem hier wegen der zwei Variabelen p und % noch com-
plicirter.

Wir wollen uns hier damit begniigen, zu zeigen, wie man fiir
jede willkiirlich vorgeschriebene Function f(u, #) die zwei Reihen
von Coefficienten thatsiichlich berechnen kann.

Von den beiden Formen (150) und (1504a) ist die zweite die



8 42 KUGELFUNCTIONENREIHEN. 189

anschaulichere, weil sie zeigt, dals der Einfluls oder die Stirke
eines einzelnen Gliedes der Reihe nur von einer Amplitude €y
bestimmt wird, withrend von der Phasenconstante ¢, nur die Lage
der Nullmeridiane der einzelnen Kugelfunction abhéingt. Die eigen-
artige Werthvertheilung der einzelnen Kugelfunction erscheint niim-
lich als drehbar um die Polaraxe, ihre Stellung wird durch e,y
festgelegt. Fiir die Auswerthung der Coefficienten ist aber die erstere
Schreibweise (150) mit zwei gleichartigen Reihen von Amplituden
Ayyw und By, die allein geeignete. Man kann ja nachtriiglich,
nachdem man die 4 und B gefunden hat, leicht die ¢ und ¢ daraus
bilden.

Wir wollen nun den Werth eines bestimmten Coefficienten A, ,
berechnen. Zu dem Zwecke erweitern wir die Gleichung (150) mit

P11 —p? ‘eosin,

d. h, mit eben dem elementaren Bestandtheile jener unendlichen
Doppelsumme von Kugelfunctionen (150), welcher durch den ge-
suchten Coefficienten Ay ; angefithrt wird. Sodann multipliciren wir
noch mit dem Flichenelement der Einheitskugel und integriren
den gewonnenen Ausdruck iiber diese ganze Fliiche.

Das Flichenelement hat, in den Polarcoordinaten ¢ und u
ausgedriickt, den Werth

do = sin Fd¥dy
und die Integration erstreckt sich fir den Polwinkel & von 0 bis x,
fiir den Lingenwinkel % von 0 bis 2a.
Da hier nun u = cos & als Variabele statt & eintritt, und
dp = Sill W dd
ist, gilt
do = —dp-dy

und die Variabele u liuft in dem Integral von 41 bis —1. Der
Werth der Oberfliche der Einheitskugel ist also

nin -12a

[[sindadan = [(= ap-ay =ﬁtpj'dq =227 =4n.
00 +10 -1 0

Die vorher beschriebenen Operationen an (150) fiihren also zu
der Formel:
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+1 2= !
’ —t 4
faufan-f@n)- P YT=u cosin
-1 0

2n

o N WP L
= d#fdﬂ!E E'pupnm]/l_,,,8“”‘“(A“lmcosiqcosmu-’rﬂ,,,mcosmswmu) X

-1

=0 s
0

Dabei sind bereits die von den laufenden Ordnungszahlen n, m
unabhiingigen Factoren mit den festen Zahlen f, i unter das Doppel-
summenzeichen gesteckt, eine Operation, die man sich auch bei un-
endlichen Summen stets erlauben darf. Nun aber machen wir eine
weitere Umformung, welche nur erlaubt ist, wenn sowohl vorher wie
nachher unbedingt convergente Reihen im Spiele sind: Wir ver-

tauschen die Reihenfolge der Operationen f f und >, fithren

also die Integration tiber die Kugelfliche gliedweise an den ein-
zelnen Summanden der Doppelsumme aus. Bezeichnen wir der
Kiirze wegen die linke Seite der vorstehenden Gleichung (151) mit
L, so folgt:

+1
®  n —tltm
L= N { [dpP,*P“mVI-p’
=0 m=01J
-1 (151a)
=
-fd:;(Amcosiq-cosm:;+B“mcosiqsinmﬂ)}.
0

Hierbei ist das Doppelintegral iiber jeden einzelnen Summanden,
entsprechend der Abhiingigkeit seiner einzelnen Factoren von pu allein
und von 4 allein, bereits in das Product zweier einfacher Integrale
zerlegt. Letztere sind nun fiir jedes Zahlenpaar n=m, und fir
das feste Zahlenpaar f =i aufzusuchen.

Das hintere Integral tiber den Liingenwinkel # ist mit einziger
Ausnahme des Falles m =i fiir alle anderen Zahlen m gleich Null.
In dem Falle m =i > 0 hat es folgenden Werth:

b F
[dn (dny cos*in + Byicosinsinisn) = m- 4y, (152)
1]
welcher aber fiir m = { = 0 durch den abweichenden Werth
qua.,o=2n-.4,,a (152a)
0

zu ersetzen ist,

(151)
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Diese Formeln (152) sind auf elementarste Weise herleitbar
und kommen in gleicher Weise bei der Berechnung der Coefficienten
der Fourier'schen Reihe zur Anwendung.

Von der Doppelreihe (151) bleibt also nur eine einfache Reihe
iiber die Zahlen n bestehen, behaftet mit den Factoren = 4,; oder
im Sonderfall mit 27 4,,:

+1
L='}ﬂi. Anifdpf-’”})mo{l—-psjt]- (153)

-1

") Fiir i=0 mufls 27 statt nr eintreten.

Zu bemerken ist, dafls jetzt nur noch die Producte von je zwei
P-Functionen mit gleichem m =i vorkommen, und dals wegen
i+ m=2i die Irrationalitit von J/1 — u* aufgehoben ist.

Diese p-Integrale in (153) sind nun, mit Ausnahme des Falles
n = [, ebenfalls fiir alle Zahlen n gleich Null. Zum Beweise dessen
konnen wir uns freilich nicht auf elementare Integralformeln be-
rufen, wir miissen vielmehr den Beweis auf Grund der Definitionen
der P, ,, fithren.

Die erste Einfithrungsform (132) dieser Functionen wiirde un-
geschickt zu diesem Zwecke sein. Dagegen kommt man bequem
zum Ziele, wenn man die Differentialgleichung (137) fur die P,
heranzieht. Diese lautet fir m = i:

a) T * =2+ l],u——"i-+(n—l)(n+l+1)P“|==0

Um im letzten Gliede den Integrandus aus (153) herzustellen, er-
weitern wir die Gleichung mit Py;(1 — u?'. Dadurch entsteht aber
zugleich in den beiden vorderen Gliedern ein vollstiindiger Diffe-
rentialquotient, denn es ist:

d i+1 dPy; i+1d?*P ide
;[(1—1:*’) dp]=(1-—~\u’) = 2pu(i 4 1)(1—p?)

dp
Unsere Differentialgleichung lautet also nun:

+ (n — l)(ll +i+4 1) PP (1 — ﬂ.’) =0.

P“'a“:?[“ 't dP,,t]

Nun multipliciren wir mit dp und integriren von — 1 bis + 1.
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Dann kann man das vordere Integral durch partielle Integration
umformen

i+1dP,
P, Y e 118 .____“_i_]d
f n[( 8 | ¥

i+1dP, i+1dP,; dP
= P (1l — eny o = et} et 4 6
ti (1 — u?) du f(l ) g i
Der integrirte Theil verschwindet wegen (1— u* an beiden Grenzen.
Im Restintegral ist noch wegen Gleichung (188a) und wegen der
am Schlufs von § 41 gemachten Festsetzung der Constanten in
dieser Gleichung:

R d Py P
d,u =Lni+ly —dp Wil

Wir erhalten also das Resultat:

+1
P41
an.i+l'Pl'.i-|-l(1 —-pf)  dp
i, (154)

+1
== i) +i+1) [Py Pl —p) dp.
=

Da n und f zwei beliebige Ordnungszahlen sind, so mufs diese
Gleichung auch gelten, wenn man n und f vertauscht. Dabei bleiben
aber beide Integrale unveriindert, nur der Zahlenfactor auf der
rechten Seite nimmt jetzt den Ausdruck (f — i)(f + i + 1) an, éndert
also seinen Werth, falls nicht gerade f = n ist. Daraus ergiebt sich
aber nothwendig, dafls beide Integrale verschwinden miissen, wenn
t und n verschieden sind:

+1
JPui Pl = ' du =0 fur n=t. (155)
-1

Von der Summe fiiber n in der Formel (153) bleibt also nur das
eine Glied n = I fiibrig:
+1 2 t
L =" Ay [Pyl — ) dp. (156)
-1
*) Fiir { = 0 muls 2« statt « eintreten,

Dieses eine Glied kann nicht verschwinden, da das Integral fiber
einen durchweg positiven Werth erstreckt ist, diesen Betrag zu er-
mitteln, ist unsere niichste Aufgabe,
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Man kann die Beziehung (154), nachdem man darin n = ¥ gesetat
hat, als eine Recursionsformel fiir diese Integrale entweder bei
steigendem oder sinkendem Index i benutzen. Wir kommen schneller
zum Ziele, wenn wir steigende i benutzen. Nun kann der zweite
Index hochstens den Werth des ersten Index [ erreichen. Wir

setzen also in der Formel (154) successive i, i+ 1, i+ 2, ... bis
f — 1, und erhalten:
+1 +1

i 1 3 i+1
fP?,:(l—.u’) dp = E=00+ 1+ 1) Piva(l—p') dp

-1

+1

+1
fP?.i+l(1 -—ﬁ’)iﬂd#"—' (f—i—l;(f+l+2)fP£Hn(l _p”)‘.‘-adau‘
=1

-1

.

+1

#1
- 1
fP,",_l(l——.u’)r : du =‘ij1n"fpf‘.l(1 —p’)'d,u.
=1

-1

Durch Multiplication der ganzen Schaar folgt:

+1
i
JE—
= +1

Pig+(1 — ¥ dp.

(156a)

1
T -0 i+ DA+ i+ 2)..21 )

In dem rechts iibrig gebliebenen Integral ist F{y nur ein constanter
Factor. Es ist némlich

Py 1485 1.0 Bt~ 1)
Dies erkennt man aus (148), wenn man bedenkt, dals beim

nfachen Differenziren des Ausdrucks P, in (147) nur noch die
Spuren des hochsten Gliedes u" {ibrig bleiben, und dafs

an () i
d#l‘l =n{“—1)olo2

ist. Man sieht es auch aus den in (148a) angefithrten ersten Ver-

tretern
Pyu=1, Pp=38, Pyg=15, Pyu=105,...
H. v. Hetumorrz, Theoret. Physik. Bd, IV, 13
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Den constanten Factor kann man aus dem Integrale herausziehen
und es bleibt schliefslich nur folgendes Integral zu berechnen iibrig

+1 :
f(l — Y dp.

Da miissen wir nun, nachdem wir bei der hiichsten Stufe f die P?
aus dem Integral hinausgeworfen haben, mit einer recurrenten Formel
wieder hinunter steigen. Diese Formel gewinnt man so: KEs ist:

t 1 ]
Al — ) ] = (1 — Y dp— 201 — ' g
oder wenn man p?=—1 — (1 — u? setat
a(l — ) ] = @0+ 1)-(1 — ) dp — 20(1 — ) "
Dies von — 1 bis + 1 integrirt, giebt:

+1 +1
(1 — - p]m(2f+1f1—p*)dp—2rf(1_.p=)

Die linke Seite verschwindet an beiden Grenzen, die Integrale rechts
sind von der gesuchten Art. Man findet daher:

+1 +1

t 2t -
ﬁl"!"] da“=—2'"!—_'l_—1'f(1 ‘—F‘s)! d
“1 =
+1

f(i—“) f(l — ) " dp.

-1

. .

+1 ; +1
SO =) dp =4 [(1 — pap
| =

+1

f(l - p¥ dﬂ=§fd!‘*§ 2.

=1

Durch Multiplicat.ion der Schaar ergiebt sich:

. (21— 2).2¢
f“‘“""‘*““z‘ Ri=D. @i+
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Dazu tritt nun der Factor:
By w158 . 2o (@E-1YK

Die ungeradzahligen Nennerfactoren heben sich also mit Aus-
nahme des letzten fort. KEs bleibt im Nenner nur (21 -4 1) stehen.
Im Zihler ist die erste Potenz der ungeraden Zahlen bis (2f — 1)
iibrig geblieben. Dazu gesellt sich aber das Product der geraden
Zahlen bis 2f, so dals der Ziihler das Product aller Zahlen
1.2.8 ... (2f—1)-2f enthillt. Schliefslich ist noch ein einzelner
Factor 2 vorhanden. Ks ist mithin:

+1
fP?!(l—p,)ldyﬂ-‘j'fgﬁ‘l'2'3 "o (21"" 1)-2!.
-1

Dies haben wir nun in (156a) einzusetzen., Dort steht im Nenner
ebenfalls eine Zahlenreihe, beginnend mit 1- 2. 8+ und schlielsend
mit (2f — 1)-2f, aber sie hat in der Mitte eine Liicke. Es fehlen
ihr die Factoren

E—itDet—i4+2)...0+i=1)(E+1).

Wiihrend sich also die vorhandenen Factoren gegen die ent-
spreclienden der vollstiindigen Zahlenfolge im Zithler heben, bleiben
die Zahlen der Liicke im Zihler ungehoben stehen, so dafs wir die
Schlufsformel finden:

+1
fP?a-(l T _2_%;1_ =i )E—i+2)... (+i). (156D)
-1

Fiir i = 0 versagt diese Schreibweise. Niimlich fiir diesen Fall
zeigt die Zahlenreihe im Nenner von (156a) gar keine Liicke, es
folgt vielmehr auf (f — i) = I unmittelbar (f 4-i 4 1)=1f 4+ 1. Dels-
halb hat dann obige Schreibweise der Liickenzahlen keinen Sinn,

vielmehr hebt sich dann: %g—%: = 1 und es ist
+1
f Plod 2 . 156
L0 Gp = TR (156¢)
=

Fiir i = 1 bestehen bereits zwei Litckenzahlen {.(f 4 1), welche auch
in (156b) richtig auftreten.
18*
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Wir konnen nun zu unserer Hauptaufgabe schreiten, den
Coefficienten Ay; auszudriicken. Wegen der Besonderheiten, welche
der Fall i = 0 in zwei Hinsichten aufwies, wollen wir diesen zu-
niichst ausnehmen. Die Formel (156) unter Beniitzung von (156b)
liefert jetzt:

L=—av— =i+ 1DE—142) ... (f 4 i) 4.
Isoliren wir 4;; und setzen fiir L wieder den ausfithrlichen

Ausdruck ein, welcher die linke Seite der Gleichung (151) bildet,
8o erhalten wir das Resultat:

+1 2x
A 2f + 1 f f P S

Fiir den Fall i = 0 folgt unter Beachtung der Besonderheiten
(4 statt 2z und Fehlen der Liickenzahlen)

2x

#1059
2141
At,u=—4_;—fdpfdﬁf(p,q)}’g,ﬂ. (167a)
=Ly 0

Besonders zu erwiithnen ist noch das Anfangsglied:

+1 ox
1
doo = [au [an i), (157h)
-1 0

welches fibrigens in richtiger Form aus 4y, folgt, da Py =1 ge-
setzt ist. Da 4a die Oberfliche der Einheitskugel mifst, sieht man,
dafs dieses Ay, nichts Anderes ist, als der Mittelwerth der willkiir-
lichen Function f (g, 7).

Die Berechnung der anderen Coefficientenschaar B, ,, geschieht
in ganz analoger Weise. Suchen wir ein bestimmtes By, so er-
weitern wir die Gleichung (150) mit

t o
Pri- )1 —p* siniy
und verfahren genau so weiter, wie vorher.
An Stelle der Gleichung (152) tritt jetzt

in

fdrj(d,,isiniqcosiq + B, ;sin’iy) = x By
0



§ 48 KUGELFUNCTIONENREIHE FUR 1/¢. 197

Um den (152a) entsprechenden Sonderfall i = 0 haben wir uns hier
nicht zu bektimmern, da Glieder mit den Coefficienten By, nicht
vorkommen.
Das Resultat, entsprechend (157) wird
+1 2n

21+ 1 " _ o
2 ...(!_i.i)[dF‘jdﬂf(ﬂ:ﬂ}f’n}h—p’ismm. (158)
-1 0

Bi= srimi ) t=1+9

§ 43. Einfaches Beispiel flir die Darstellung einer Function
von pu durch eine Kugelfunctionen-Reihe.

Um die Brauchbarkeit der vorstehenden Formeln fir die Be-
rechnung der Coefficienten einer Kugelfunctionen-Reihe zu zeigen,
withlen wir ein einfaches Beispiel, welches zugleich noch in anderer
Hinsicht von Wichtigkeit ist. Wir legen um den Nullpunkt eine
Kugelfliche vom Radius R, und bestimmen auf der Polaraxe im
Abstand R, einen festen Punkt. Wir wollen dabei, um eine be-
stimmte Vorstellung zu haben, R, > R, annehmen, so dals der feste
Punkt aufserhalb der Kugel liegt. Die Entfernung o dieses Punktes
von den verschiedenen Stellen der Kugelfliche ist dann unabhiingig
von deren Liingenwinkel 5, alle Orte, die auf dem gleichen Parallel-
kreise liegen, besitzen gleiche Entfernung von jenem auf der ver-
lingerten Polaraxe festgelegten Punkte. Von der Poldistanz % hiingt
diese Entfernung aber ab nach der bekannten Formel

0= VR + R®—2R, R cos ¥,
in welcher B, und R, als Constanten, und cos & = pu als Variabele
erscheint.

Wir stellen uns nun die Aufgabe den reciproken Werth dieses
Abstandes durch eine Kugelfunctionen-Reihe auszudriicken. Zu dem
Zwecke haben wir in die Schlufsformeln (157, a, b) und (158) ein-
zufiigen:

1 1
100) i o, e . 159
[l = VR TR SRR p (159)
Wegen der Unabhiingigkeit unserer Function von % werden alle
Coefficienten 4y; und By; fiir i > 0 verschwindend, denn in den
Formeln (157) und (168) bleibt von der Integra.tmn iber den Liingen-
winkel nur iibrig

ﬁI.(:-oaiq df;=6rsiniqdﬂ=0.



198 ERSTER THEIL, § 48
Wir brauchen daher nur die Reihe der Coefficienten 4y, zu be-
2x
rechnen; die Formel (157a) vereinfacht sich, indem f dy=2m ist,
(1]

und lautet:
+1

2141 Py o
Ayp= ——— | d ! . 1594
B : f i VB?+ BR?*—2R I p { )

-1

Da Py, bekannte ganze Functionen von p sind [(vgl. Gleichung (147)],
80 kann man hiernach die Coefficienten der Reihe nach ausrechnen.
Man wird auf Integraltypen von folgender Form gefithrt:

f ety

Fiir diese kann man durch partielle Integration eine Reductions-
formel fir sinkendes a aufstellen. Dabei erst wird es von Wichtig-
keit, dafs wir R, > R, vorausgesetzt haben. Wiihrend niimlich die
bisherigen Ausdriicke durchaus symmetrisch nach R und R, gebaut
sind, werden diese Integrale unsymmetrisch.

Wir wollen hier nur die Ausrechnung der niedrigsten Glieder
der Reihe andeuten. Die niedrigsten Vertreter der Py, findet man
in den Gleichungen (147a), die in Frage kommenden Integrale lauten,
wenn man als Abkiirzung der Quadratwurzel das Zeichen ¢ setat:

+1 +1
du 2 f,udp 2 R
R % "B RY
AR Ry IS 3 2
+1 +1
wip _2 1 4 R} [Wdp 2 R 4 R}
f 0 ‘3R3+‘“i'_5"“_"'g‘! _[T=E'R,‘+§5_R,"et°‘
-] -1
Danach ist beispielsweise
b 3 1
+1 e +1
5 M o5 M 3
7 2 2 3 f 7 21 I
=— [dg-— — — =
A0 =35 dp 2 3 @ 1 d s
1 -1 Eax
(B o 4 BUC S giny o B
4 b R? " 85 R 4 3 R? R,*
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Ebenso leicht wird man sich fiberzeugen, dals

4’10,0 - _R_

und wenn auch das Bildungsgesetz des allgemeinen Coefficienten
hier nicht streng abgeleitet ist, kann man es durch Analogieschlufs
errathen:
Rt
Ay o = }};‘:"’T& 3
Die Kugelfunctionen-Reihe, d. h. so viel wie in unserem einfachen
Falle von der Formel (150) iibrig bleibt, lantet hiernach:

1 R®
—=i}'ﬁj[‘:ﬁ'Pn,n fiir R‘>R|- (lﬁgb}

v- Nl

Wenn wir mit dem grifseren R, erweitern, und die Zeichen p
und >} durch die ausfibrliche Schreibart ersetzen, so erhalten wir:

Ry =~ = Poo+ (%;—)lPl.o + ("Rj;—;)’l’a,o

. (169¢)
i (j—::') Pgo+ ...

Nun kénnen wir auch gleich die entgegengesetzte Annahme,
dafs nimlich der feste Punkt auf der Polaraxe innerhalb der
Kugelfliiche liegt, verfolgen. Wir brauchen dann den festen Abstand
auf der Polaraxe nur R, und den Kugelradius R, zu nennen; dann
ist wieder R, < R, und simmtliche vorstehende Formeln bleiben
ungeiindert in Giltigkeit, nur haben £ und R, ihre geometrische
Bedeutung fiir das Problem vertauscht. Den singuliiren Fall R, = R,
wollen wir vorsichtshalber ausschliefsen, da dann die zu entwickelnde
Function (159) im Pole fiir p=1 unendlich wird, und die Con-
vergenz der unendlichen Reihe mindestens zweifelhaft erscheint. Ks
ist indessen nicht ausgeschlossen, dafs sie auch dann noch fiir echt-
gebrochenes p zulissig ist.
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Dieses Resultat (159¢) ist nicht nur als eine Coefficienten-
berechnung der Kugelfunctionen-Reihe mit hochst einfach geformtem
Ergebnifs interessant, sondern auch dadurch, dafs man die linke
Seite, unabhiingig vom vorigen, durch Anwendung des binomischen

Lehrsatzes direct in eine Potenzreihe des echten Bruches —f;,l ent-

wickeln kann. Diese Entwickelung mufs dann mit unserem
Resultat (159¢) identisch sein, da dieses, wie sich zeigt, ebenfalls

als Potenzreihe von f—’; erscheint. Bei unserer Herleitung mulsten

die (7}2_)« als Coefficienten der Kugelfunctionen-Reihe erst auf-

gefunden werden, withrend die P, o uns bekannte Normalfunctionen
waren, Bei der Entwickelung in eine Potenzreihe hingegen sind
a
die (-g‘—) die bekannten Normalfunctionen, withrend die zugehdrigen
]
Coefficienten, welche mit unseren P, o identisch sein miissen, erst

gefunden werden miissen.

Diese doppelte Bedeutung der Entwickelung (159¢) ist fiir uns
wichtig. Wir haben niimlich die Kugelfunctionenreihe aufgestellt,
ohne uns streng mathematisch von ihrer Convergenz zu iiberzeugen.
Wir konnten nur sagen: Unter der Voraussetzung, dals solche Reihen
mdglich sind, miissen ihre Coefficienten die Form (157) und (158)
haben. Von der Potenzreihe des Binominalsatzes ist aber wohl-

bekannt, dafls sie convergirt, so lange (%:) ein echter Bruch ist.

Ferner sieht man, dals die Reihenentwickelung (159¢), als Potenz-
reihe aufgefalst, zu einer vom Fritheren unabhiingigen Definition der
Kugelfunctionen P, fithrt, und zwar zu einer solchen, bei welcher
nicht erst unbestimmte Factoren geeignet festzusetzen sind, sondern
welche sogleich eindeutige Zahlenwerthe liefert.

Dieser Weg ist zuerst von Larnace eingeschlagen worden.
Wegen der Bedeutsamkeit der merkwiirdigen Beziehung wollen wir
diese Potenzreihenentwickelung hier ebenfalls noch ausfithren. Man
kommt am leichtesten zum Ziele, wenn man mit imaginiren Expo-
nentialfunctionen rechnet

p = cos i} = (6% 4 e—19),

Dann zerfillt der Radicandus ¢® in zwei lineare, conjugirt complexe
Factoren:

-R,"l' Rl"— 2}?’}?‘;p=(}rﬂ —-Rl&m)(R’ =2 Rla—‘o)‘
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Setzen wir noch zur Abkiirzung fiir den echten Bruch

— =,

Ry
so wird die linke Seite von (159a):

3 R,
VT B — 2R By

Der binomische Satz liefert:

=(1—ce®) (1 —ge-ity

st ™Y 1 0 1.3 4500 1-8.5 4 500
(1 —eae'?) 1+2¢xs +2.4ue +246ao F e
(1—ae—i%)~ _.1+ fxa-“’+;3 am,_'_,;ii“a e—=8i0 4

Beide unendlichen Reihen convergiren absolut, da der Modul der
complexen Zahlen we*i® < 1 ist, Darum kann man das Product
der linken Seiten durch gliedweise Multiplication der rechten Seiten
finden, wie folgt:

(1-— as‘o)_*-(l —we~ "’)-;

=1+%[d e"’+s"")+1§¢z']

[ 39“’+o“9“’)+1 “s(sm_,*,e—w]_'_l_sai]

2_
35 1
+ 57476 [aa(eaw_l_ 8"3“’) + _ut(aﬂio_l_c._a‘o)
P A . 1.8:5
+*2“;1¢{6 + e m)+2~4-6“‘]'
e oy i

Die imaginiiren Exponentialgrdfsen vereinigen sich durchweg zu den

reellen Werthen der zweifachen Cosinus der Vielfachen von .
Ordnen wir nach Potenzen von « und bezeichnen zur Ab-

kiirzung die auftretenden Zahlenfactoren durch Symbole von der

Form:
1:3:6 b
2.4.6 | 6]}
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80 kommt:
1—2ap+a) t=1
+ @+2[-}]cos &
+ e 2{[-{]cos2 & + } [- 41
+ @ 2{[+§] c0s 8% + [-}][- §] cos &}
+ a*-2{[- §] cos4 P + [ }][-§] cos 2 + § [-§]*)

. R
Allgemeines Glied:

+ am. 2{[ -2-';““ I]co:-m &+ [ %] [ %-:—E—g] cos (n — 2)9

+[.§][.;‘;‘;%Z]m(n_4)&+...}-

Dieses Polynom ist fiir ungerades n fortzusetzen, bis das Glied mit
cos # (einfacher Winkel) erreicht ist. Fiir gerades n schliefst der
Ausdrock mit dem von  unabhiingigen reinen Zahlengliede

:”la‘ [ ‘}.‘“:.1__]’

ab, welchem der besondere Factor } zugesetzt werden muls, weil
der aus dem Polynom herausgezogene Factor, herrithrend von den
zweifachen Cosinus, diesem Gliede fehlt.

Damit haben wir die Potenzreihenentwickelung vollendet und
zugleich eine neue Darstellung der Kugelfunetion P, gefunden, denn

nach (159b) ist diese gleich dem Coefficienten von " = (—IE‘-) %

R,
Man pflegt noch den Factor [ 2“2; 1] vor die Klammer zu

sctzen, so dals sich, nach leicht tibersehbarer Hebung gemeinsamer
Zahlen in den Zihlern und Nennern das Resultat ergiebt:

1-8...2n-1)
LT et B il e,
Pa,0 24...2n

1.8-n(n—1)

T i2.@n—1)2n—8)

. {cosn O+ _}_n_ cos(n — 2)%
1.(2n —1) (160)

cos(n—4)t‘}+...}-

Hierbei ist vorstehende Bemerkung tiber das Abbrechen des
Polynoms und fiir gerades n auch der Zusatz des Factors } zum
letzten Gliede zu beachten.
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Wollte man diese Formel (160) zur Deckung mit (147) bringen,
80 milfste man die Cosinus der Vielfachen von % durch Potenzen
von cos¢ ausdriicken. Die Umrechnung ist indessen recht ver-
wickelt. Dals beide Formeln thatsiichlich nur zwei formell verschie-
dene Ausdriicke fiir die niimlichen Functionen sind, ist wegen der
Reihe (1569¢) nicht zweifelhaft-

§ 44. Anwendung der Kugelfunctionen auf elektrostatische
Probleme,

Nachdem wir im Vorangegangenen die wichtigsten mathemati-
schen Eigenschaften der Kugelfunctionen dargelegt haben, wollen
wir nun deren Anwendungen auf einige elektrostatische Probleme
betrachten. Die erste Fundamentalaufgabe ist folgende:

Auf der Oberfliche einer Kugel vom Radius R ist eine be-
stimmte Vertheilung von Elektricitit festgelegt. Das Potential
des Feldes, welches von dieser Vertheilung herrithrt, soll gefunden
werden. Wir konnen die Flichendichtigkeit e als eine willkiirlich
vorgeschriebene (eindeutige, endliche, stetige) Function durch die Va-
riabelen pu(= cos#) und % eines in den Mittelpunkt der Kugel ge-
legten Polarcoordinatensystems dargestellt denken. Man kann dann
das Potential nach der altbekannten Formel:

finden, wo ds Fliichenelement der geladenen Kugeloberfliiche, ¢ der
Abstand dieses Flichenelementes von dem Raumpunkt ist, in welchem
@ bestimmt wird. Wir wollen hier einen ganz anderen Weg ein-
schlagen. Wir entwickeln zuniichst ¢ in einer Kugelfunctionenreihe

- 2] I
Mn.om:op““ = " g e OB (11 — Gy - (161)
Die Coefficienten sind mit e, bezeichnet, weil sie ihrer Dimension
nach Flichendichtigkeiten sind. Die Phase e = 0.

Das Potential bleibt, wie wir fither ausfithrlich nachgewiesen
haben, an Stellen, wo endliche Fliichendichten liegen, endlich be-
stimmt und auch stetig. Daher bilden die Werthe @, welche das
Potential auf der Kugeloberfliche selbst annimmt, ebenfalls eine
(endliche, eindeutige, stetige) Function von g und 5, deren Anord-
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nung durch die Vertheilung von ¢ bedingt wird, wenn wir auch
noch nicht wissen, in welcher Weise. Jedenfalls konnen wir uns
auch diese Function ¢ durch eine Kugelfunctionenreihe ausgedriickt
denken:
o n
§= 3 SPunlT— " Ganrcosmy = ciu). (162
Die Coefficienten @, sind von der Dimension des Potentials. Die
Phasenconstanten ¢j,, miissen zuniichst als verschieden von den-
jenigen in (161) angenommen werden, jedoch ist auch ego= 0.
Wir haben jetzt die Aufgabe, die auf der Kugelfliche durch
(162) dargestellte Function ¢ so in das Innere der Kugel und in
den #ulseren Raum fortzusetzen, dals der Anschlulfs an ¢ ein stetiger
ist, d. h,, dafs ¢ selbst beim Durchgang durch die Kugelfliche stetig
bleibt, dals ferner ¢ fiiberall innen und aufsen der Larrace’schen
Gleichung gehorcht, dafs ¢ im Nullpunkt endlich und stetig bleibt
und in sehr grolsen Abstiinden » gegen Null schwindet, mindestens

wie % Haben wir eine innere und #ulsere Fortsetzung gefunden,

welche allen diesen Bedingungen geniigt, so mufs diese das gesuchte
Potential sein, denn es giebt nur eine einzige solche Function.
Hierbei kommt uns eine zweite Eigenschaft der Kugelfunctionen zu
Statten, withrend wir bis jetzt erst die eine (die Darstellung will-
kiirlicher Functionen auf der Kugelfliche durch Kugelfunctionen-
reihen) verwendet haben. Wir haben niimlich bereits in § 88, noch
vor Aufstellung der Normalformen, bewiesen, dals jede Kugelfunction
nten Grades sowohl durch Multiplication mit ", als auch durch

Multiplication mit =T eine Raumfunction liefert, welche der

Laruace'schen Differentialgleichung gentigt. Die erste Klasse dieser
Functionen bleibt im Nullpunkt endlich, wird sogar, mit Ausnahme
des Falles n = 0, daselbst gleich Null, sie wachsen aber in grolser
Entfernung fiber alle Grenzen. Es sind dies ganze Functionen der
cartesischen Coordinaten. Die zweite Klasse hat im Nullpunkt eine
Unendlichkeitsstelle, schwindet aber in grolser Entfernung gegen

] xvin distan wis }

Wir setzen delshalb das Potential im Inneren der Kugel in der
Form an

‘P:='§

n=0ms=

n
g PV T— 4" Gumcos(inn — du),  (1620)
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im Aulsenraum
2] n R'IT +1

Pa =“§] .,go pu+l PinY1—p* % w COS(M7 — eyw). (162h)

Diese Ausdriicke gehen fiir »r = R in stetiger Weise in die fiir ¢
aufgestellte Kugelfunctionenreihe (162) iiber, sie geniigen auch beide
der Larnace’schen Differentialgleichung.
Im Mittelpunkt erhalten wir den endlichen Betrag
@ = ‘"ﬁuo

r=0
und in endlicher Entfernung schwindet ¢, mindestens wie

The=
P ™ Poor

Falls der Coefficient ¢oo = 0 ist, schwindet sogar ¢, wie eine
hohere negative Potenz von ». Wir haben also eine richtige Dar-
stellung fiir das Potential der Kugelbelegung gefunden, freilich zu-
niichst von unbekanntem Werthe, da wir die Abhiingigkeit der
Coefficienten @y, und ¢, von der Vertheilung e, also von den
Coefficienten e,y und ¢, noch nicht kennen.

Zu dieser Kenntnifs verhilft uns nun der Satz, dals der nach
der Normale auf der belegten Fliche genommene Differentialquotient
des Potentials beim Durchgang durch diese Fliche einen Sprung
erleidet, dessen Betrag gleich — 4mxe ist. Nehmen wir die Normale
auf der Kugelfliche in Richtung der wachsenden ». Ks ist:

6(;: @® pn=1 =t ;
6,-' =n>.="n mz-:uu “Rv Fum Vl — p* " PumCOS(MY — 0y )

0, ® Rn+1 o ’

“6’;* ‘:ngﬂ m=0 (ll £y 1) u+2 Py lﬂvl 2¥F l"‘"s Pn mGOB[m’}—on lll)'

Setzen wir in diesen beiden Ausdriicken r = R, so erhalten alle

Glieder den Factor 1% und es ist

bl & e

Falst man beide Doppelsummen zusammen und dividirt durch — 4,
8o erhillt man

E\ "T"‘\ . e | 2 1 — ’
8=n2b ZanVl—psm-[ 4::}{ q’nm]'cus(m’f—‘cnm)-

=0 ms=0
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Dies ist eine Kugelfunctionenreihe fiir ¢, welche wegen der Kin-
deutigkeit dieser Entwickelung identisch sein muls mit der Anfangs
gebildeten Reihe (161). Die Vergleichung der Coefficienten liefert
uns folgende einfache Relationen:

Cym = Cnm
und

2n41_
bym = ""‘i“—-l;e'“[’nml (183)

wofiir auch geschrieben werden kann:

= 4n R
Pum = mﬂnm- (163 a)

So kann man zu einer vorgeschriebenen Fliichenbelegung der
Kugel leicht das Potential finden, und auch umgekehrt, wenn die
Werthvertheilung von @ auf der Kugelfliche vorgeschrieben ist, die-
jenige Elektricitiitsbelegung berechnen, welche ihr entspricht, zu-
gleich liefern dann (162a) und (162b) die richtigen, der LAPLACE-
Gleichung geniigenden stetigen Fortsetzungen des Potentials durch
den inneren und iufseren Raum,

Eine besondere Bedeutung hat der erste Coefficient egp. Er
milst den Mittelwerth der Dichtigkeit iiber die ganze Kugelfliiche,
mithin ist

e=4m R 8
die Gesammtladung der Kugel. Der entsprechende erste Coefficient

%oo ist dann nach (163 a)

- =__E_
Poo 73

und der erste Summand der Reihen fiir ¢ wird

innen =

S|

e
aufsen = —,
-

stellt also das Potential der gleichférmig iiber die ganze Kugel-
fliche verbreiteten Ladung ¢ dar. In grofser Entfernung » bleibt er
am lingsten spiirbar, withrend die hoheren Glieder schon in ver-
hiiltnifsmiifsig geringeren Abstinden der Reihe nach  unmerklich
werden. Besitzt die Kugel keine iiberschiissige Ladung, sondern nur
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durch Influenz getrennte Belegung, deren algebraische Summe ja
gleich Null sein mufs, so fehlt dieses Anfangsglied sowohl in der
e-Reihe, wie auch in den @-, ¢;- und ¢,-Reihen.

Man kann also wegen der ungestdrten Superposition der Wir-
kungen die iiberschiissige Ladung der Kugel auch hier leicht ab-
trennen von dem durch Influenz in positive und negative Quanta
zerlegten Antheile des unerschopflichen neutralen Vorraths.

Besonders einfach gestaltet sich die behandelte Aufgabe, wenn
die Belegung ¢ durch ein einziges Glied der Reihe dargestellt wird,
weil dann auch das Potential durch ein einziges entsprechendes Glied
der Reihen (162a) und (162 b) gegeben wird.

§ 45. Die transcendenten Integrale der Differentialgleichung
der Kugelfunctionen.

Man kann den Ansatz Gleichung (186) zu Anfang des § 41,
unabhiingig von der damals aus den voraufgegangenen Betrachtungen
itbernommenen Bedeutung der Function P, ,(u), hinstellen als die
von sonstigen Riicksichten unabhiingige Forderung, es solle eine
Potentialfunction ¢ gefunden werden, welche, ausgedriickt in den
riumlichen Polarcoordinaten », p und %, von der dort gegebenen
Gestalt ist und welche der Larnace'schen Differentialgleichung geniigt.
Das Ergebnils war, dals diese Forderung erfiillt ist, sobald man fiir
P, irgend eine KFunction von p einsetzt, wenn diese nur der
Differentialgleichung (137) geniigt. Weiter zeigte sich, dals jedes solche
Py der mte Differentialquotient einer Function P, o ist, welch’
letztere der Differentialgleichung (189) geniigen mufs. Mit der Auf-
findung von Integralen dieser Differentialgleichung (189) sind also
die Schliissel zur Bildung von Potentialfunctionen des Typus (136)
gewonnen.

Bisher haben wir nur die eine Hiilfte der gewonnenen Ausbeute
verwendet. Wir fanden niimlich, dafs aulser der gewShnlichen Kugel-
function P, o, welche eine ganze Function nten Grades von p ist,
noch eine andere Art von Integralen existirt, welche sich in Form
der unendlichen Potenzreihen (148) oder (144) darstellen lifst.

Diese sogenannten , Kugelfunctionen zweiter Art, Q, o, wollen
wir jetzt niher betrachten und zur Bildung von Potentialen be-
nutzen.

Den Coefficienten des ersten Gliedes dieser Reihen konnen wir
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willkiirlich bestimmen; alle folgenden ergeben sich dann mit Hiilfe
der procurrenten Formel (141), welche lautete:

@—mm+4a+41)
@+ D +2)

Man erhiilt folgende Reihen. Fiir gerades n:

An+2 - A“c

e {'u % = 2_ “)-(“ -; 3 w d -;n)'[ﬂgll].(n-‘ll-m.(n;- 4);»

(1—)B—1) (6 —1)(1+2) (n-+ ) (1+6) ,
+ 2-3-4-5-(6)-[u7)"+"'}

(164)

Fiir ungerades n:

On,o=A,,-{1 [01 “)f““HJ il —n)(2 n)(n+1)(n+3) i

2 - 8 4

(0—n)(2—n) (4—n)(n+1)(n+8) (n+5)
s Y O R M TR ‘“8"“"'}

(165)

Die nothwendig aufzuwerfende Frage nach der Convergenz dieser
Reihen wird erledigt durch Gauss’ Betrachtungen iiber die hyper-
geometrische Reihe, Er definirt eine Function ¥ der Variabelen z
mit drei Parametern e, #, y durch die Reihe:

“(“+ DEB+1) o
2 yo+1)”

4 2let D@+ 2@+ NE+2) ,
T2 - 8 yo+00+2

In diesem Schema stecken, je nach den Werthen von «, 3, y
und je nach etwaiger Substitution einer anderen Variabelen fiir z,
sehr viele verschiedene Functionsarten, darunter auch solche, welche
man bereits in anderen analytischen Darstellungen kennt. Wenn
« oder  eine negative ganze Zahl oder Null ist, bricht die Reihe
ab, stellt also eine ganze rationale Function dar, in allen anderen
Fillen aber liuft die Reihe ohne Ende weiter. Natiirlich darf y
keine negative ganze Zahl oder Null sein. Gauss hat nun gezeigt,
dals seine Reihe immer convergirt, wenn z® < 1 ist, wiihrend sie
fir #* > 1 immer divergirt (wenn sie nicht abbricht) Fiir den
Grenzfall 2* = 1 ist die Convergenz an die Bedingung y > (« + f)
gebunden, ein iiber alle Grenzen grofser Werth ist fir 2* =1 und

Fle, fyy;2) =1+ lﬂ z -+

ot + .
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7 =« + f zu erwarten, und fiir y < (@ 4 /) ist dann die Reihe un-
brauchbar, weil divergent.

Unsere Reihen (164) und (165) lassen sich nun leicht als hyper-
geometrische ausdriicken. Hs ist niimlich fiir gerades n inclusive 0:

l—n n+2 38
Qn.n=Al‘p-F(—§—", T' '2 H ,U’) (1843)
und fiir ungerades n
0— 1. o1
Orl.n=Ao‘F(_2_"“l: _‘:F:-_': g; .u’)' (105&)

[Es sei bemerkt, dafs diese Darstellungen auch auf die Kugel-
functionen erster Art P, , anwendbar sind. Nur gilt dann (164a)
fiir ungerades n und (165a) fiir gerades n.]

So lange p als Cosinus des Polarwinkels echt gebrochen ist,
convergiren also unsere Reihen sicher. Fir u =41, das heilst
fiir Punkte, welche auf der Polaraxe, der z-Axe unseres cartesischen
Coordinatensystems, liegen, werden die dargestellten Werthe indessen
unendlich, da in beiden Formeln der Specialfall y = « 4 # vorliegt.
Wir haben also auch zu erwarten, dafs die aus den Q, , abgeleiteten
Potentialfunctionen in dieser Axe unendlich werden, was auf elektrische
Belegung von endlicher Liniendichtigkeit schliefsen lifst (vgl. § 13).

Bilden wir uns nun, um eine Anschauung zu bekommen, die
ersten Vertreter dieser Kugelfunctionen zweiter Art, indem wir
successive n =10, 1, 2, 3 in die Reihen (164) resp. (165) einsetzen,
so erhalten wir so iibersichtliche Coefficientenfolgen, dafs eine Ab-
sonderung der bekannten Reihe
e
o
leicht ist. Die willkiirlichen ersten Coefficienten wollen wir noch
unbestimmt lassen und mit Const. bezeichnen. Dann erhilt man:

1 1
L PRI | o
,u+3p+5p+... lnl/

Qoo = O+ (P-l- -,1,—#’+ %p"+ )

ot (166,)
= (. ln Vﬂ
1—p
Qo= 0 (1-—- -}-p’—l ‘—Lgﬂ— -!--p.“— ...)
d 1 3 ] 1
(166,)

1+ p

H. v, Hermuonrz, Theoret. Physik. Bd, 1V, 14
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Y o TR o
Q”-“““"(”‘ 7 Yl 7 S T L )
(166,)
Aty v Ly T+u
’041“"2(2““§Jm l—p}
3.3 8.4 3.5
i (T4 o 2 il | — —
Qo= C (1 6p+ T gptt+ gkt +)
8 o)/ (166,)
IR B 1+4
"’C'{I"T‘“ +g (g —g)m l/r:;

ete.

Man erkennt an diesen ersten Vertretern noch andere gesetz-
miifsige Bildungen. Der Logarithmus erscheint in den einzelnen
(o multiplicirt mit der entsprechenden ganzen Function P, , [vgl.
Gleichung (1474a)] und einem Zahlenfactor. Diesen letzteren knnen
wir beseitigen, wenn wir der unbestimmten Constanten einen solchen
Werth geben, dafs der Factor =4 1 wird.

Wir machen also den Analogieschluls aus obigen einfachen Bei-
spielen, dafs allgemein giiltig sein wird die Formel

1
Qn.O“Rn+Pn,Olnl/1ii ] (18611}
in welcher R, eine ganze rationale Function (n — 1)ten Grades
von pu bedeutet, deren allgemeines Bildungsgesetz hier nicht auf-
zufinden ist, deren erste Vertreter indessen abgelesen werden kinnen:

R vl i 1 &=—;m &g_%m+%.

Den allgemeinen Beweis fir die Formel (166,), sowie die
Kenntnifs des Bildungsgesetzes der R, verdanken wir Fraxz Neu-
MANN, Dieser hat zwar nicht unsere, fiir gebrochenes u reellen
Qy 0-Functionen, sondern diejenigen Integrale zweiter Art der
Differentialgleichung der Kugelfunctionen betrachtet, welche fiir
p =+ 1 unendlich werden, wie unsere, aber nun fiir p? > 1 reell
gind und fiir p =400 gegen Null schwinden. Diese konnten wir
nicht auffinden, weil wir als Losung in Gleichung (140) eine posi-
tive Potenzreihe angesetzt hatten. Wiirden wir statt dessen eine
Reihe mit negativen Potenzen ansetzen, so wiirden wir eine ganz
analoge procurrente Formel fiir die alternirenden Coefficienten finden,
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somit fiir jede Zahl n eine Losung in Form einer unendlichen Reihe
mit einem willkiirlichen Factor. Diese Reihe convergirt dann fir
p* > 1 und giebt die von Neumany betrachteten Q, o, welche sich
mit den unsrigen in der Ausfillung des Gebietes eines unbeschriinkt
variabelen p gegenseitig ergiinzen. Die ersten Vertreter dieser Func-
tionen lauten:

Qop(0)=A_, (o‘“ +. ; a™% 4 -é—a‘-") I

= (167,)
e COnBt».hll/—a—i-——]— J
a—1
olo)= Ay (024 Fot 4 B0 0+ D00 4. )
s (167,)
= Const. {— 1+cln I/Ei—ll
o—1
Q20(0)= A (a—3+3-5-~g—a‘“+3-5- b rr""'+3'5-—-:1——- o'+
: e b7 7-9 911
’ : l (167,)
=Cuit.!-—§—a+(§—a’—-%~)ln :tl]
etc. nach derselben Regel:
Q“'Q(ﬂ') = COHS&{RH - Pll.ﬂ In l/:. i : } . (18711)

Die Variabele ist hier mit ¢ bezeichnet, um dem Buchstaben u
seine Bedeutung als Cosinus eines reellen Winkels zu wahren. Aus
diesen Formeln kann man die Gestalt der R, fiir hthere n leichter
erkennen, als aus unseren Gleichungen (166). Denn wenn man hier
o =00 setzt, muls Q, o(0) =0 werden. Daraus folgt, dals alle
positiven Potenzen von ¢ fehlen miissen, was zur Bestimmung von
R, hinreicht.

Diese Andeutungen mogen hier geniigen. Weitere Aufschliisse
z. B. in Hemne's Handbuch der Kugelfunctionen, Franz NruMmany
Vorlesungen fiber die Theorie des Potentials und der Kugelfunctionen
und Aufsatz in CrELne's Journal Bd. 87 S. 21.

Wir wollen nun die Kugelfunctionen zweiter Art zur Bildung
von Potentialen beniitzen, und uns dabei auf die fiir echt gebrochenes

= co8 ) = i:- gilltigen beschriinken. Aus (o, welches in (166,)

14%
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gegeben ist, entstehen zwei im ganzen Raume, mit Ausnahme der
z-Axe, giiltige und der Liarnace'schen Gleichung folgsame Potentiale:

¢ =In l/lﬂ (168)

g LEu

Die elektrischen Felder, welche ihnen entsprechen, kénnen herrithren
von einer Belegung der beiden Hiilften der xz-Axe mit entgegen-
gesetzten Elektricititen vom Vorzeichen der zugehrigen Ab-
messungen @. Im ersten Falle (168) ist die Liniendichtigkeit auf
jeder Hiilfte bis in’s Unendliche constant = 4-}. Im zweiten Falle

(168 a) ist die Liniendichtigkeit = }z-, nimmt also im Unendlichen

gegen Null ab, wird aber in der Nithe des Anfangspunktes iiber alle
Grenzen grofs. Im Anfangspunkte selbst stolsen in beiden Fiillen
entgegengesetzte Ladungen unvermittelt an einander. Die den Raum
durchsetzenden Aequipotentialfliichen sind im ersten Falle p = con-
stans, also Kegelflichen mit der Spitze im Nullpunkt, im zweiten
Falle haben sie eine riibeniihnliche Gestalt, das stumpfe Ende im
Nullpunkt. Den aus den hoheren Q, ( gebildeten Potentialen, z. B.

1
p=r-Qp und ¢ = o Q10
ete., allgemein

i
QP = et Qﬂ.ﬂ und __f“+l_ 0:1,0

entsprechen immer complicirtere Belegungen der z-Axe, und wenn
wir gar zu den hier gar nicht betrachteten, aber moglichen Func-
tionen:
m

Qu,m = _i‘ﬁ;'.ﬂ.
itbergehen, und nach dem Schema der Gleichung (136) Potentiale
daraus bilden, so wird die Mannigfaltigkeit noch grifser. Indessen
haben diese Fille mehr ein mathematisches Interesse. Fir die
Elektrostatik sind sie defshalb weniger wichtig, weil alle Ladungen
und Niveaufliichen sich bis in's Unendliche erstrecken, also niemals
etwa einen geladenen Conductor repriisentiren kdnnen.
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§ 46 a. Einige Potentialfunctionen in elliptischen Coordinaten.

Wichtigere Resultate erhalten wir aus unseren neu gewonnenen
Potentialfunctionen durch Anwendung einer Methode, welche auf
folgender Ueberlegung beruht: Nehmen wir irgend eine Lisung der
Larrace'schen Gleichung, welche als analytische Function der car-
tesischen Coordinaten ausgedriickt werden kann, also ¢ (z, y, %), und
setzen wir an die Stelle der einen Raumabmessung @ die complexe
Variabele z + ¢a, wo a eine constante Liinge bedeutet, withrend =
nachher wieder die gewdhnliche Coordinate bezeichnen soll, so kann
man mit bekannten Rechenoperationen die complex gewordene
Function ¢ in einen reellen und einen rein imaginiiren Theil zer-
legen. Wir driicken dies in der Gleichung aus:

p+ia,y 2) =y 2)+iy(e y, 2).

e A kT g 0* a? 0? ull
Die Larrace'sche Operation 7 + E?? 4 o muls dann auch,

an der complexen Function ausgefithrt, das Resultat Null geben, weil

dp  dg O +ia) O+ ia)
et [ E T R T el
2
ist, und bei der zweiten Differentiation g—zzi dasselbe gilt. Wir er-

halten also die Bedingung:
Ay +ix)=4dy+idx =0,
welche nur erfillt sein kann, wenn
Ady=0 und dy =0

ist. Diese Methode lehrt uns also aus einer bekannten reellen
Losung ¢ der Laruace’schen Gleichung zwei neue reelle Lisungen
vy und y herzuleiten, welche, wie wir sehen werden, von ihrer
Mutter wesentlich verschieden sind.

Zur Anwendung withlen wir die einfachste der soeben gefundenen
Potentialfunctionen (168), Wir konnen sie leicht in cartesischen
Coordinaten ausdriicken, denn der Cosinus des Polarwinkels ist

z’ wobei r =Vz*+y*+ 2*.

r
r4+x
tp-ln |/r—m'

‘j, =
Man erhiilt
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Substituiren wir nun an Stelle von z die complexe Variabele z + i a,
80 milssen wir dies auch in dem Ausdruck » thun, welcher dadurch
ebenfalls complex wird:

r=VYa+iaP + P+ 22 =a(d+ i),

Den Zusammenhang der beiden reellen Zahlen 2 und » mit den
reellen Abmessungen z, y, + findet man leicht, wenn man den Aus-
druck »* quadrirt und die reellen und rein imaginiiren Theile ein-
ander gleichsetzt. Man erhiilt:

c=alv
169
a:‘-i-y’—l-x’—a'-:-a’(?.’—v’).} (08
Die ausgefithrte Substitution liefert die complexe Function:
a +1in)+z+ia
w=mv6@:m_xug-
Setzt man hierin auf Grund der vorstehenden Relation (169)
#=aiv und hebt den Factor a in Zihler und Nenner, so erhiilt

man folgende durch leichte Umformungen aus einander entstehende
Ausdriicke:

ot iy Ay i ]/(‘1"+u)(1+i} 1+v At
i Aty —Aiv—1 %ia (l—v}(l—£}=ln 1—w» s A—1
Im letzten Gliede fithren wir fiir die complexeren Zahlen A 4- i den
Modul ¢ =)/4*+1 und das Azimuth « = arccoti ein. Ks ist dann

Abimorein, A—i=gre-ie,

l/l+‘. =e¢'¢ und In ﬁ—‘.—-iu,

A—1 -1

folglich

go dals das Resultat lautet:
@ =In l/'}-i-i— 4 1arc cot 4. (170)

Man erkennt aus den beiden Relationen (169) leicht, dafs » stets
ein echter Bruch ist, withrend A alle moglichen reellen Zahlenwerthe
annehmen kann. Defshalb liefert die Gleichung (170) stets die ge-
wiinschte Spaltung der complexen Function ¢ in einen reellen und
einen rein imaginiiren Theil, und die beiden nach dieser Methode
gewonnenen neuen Potentialfunctionen lauten:
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l—w

w=In (170 a)

¥ = arccot A. (170 b)

Man konnte auf Grund der beiden Relationen (169) 4 und » durch
x, y, # ausdriicken, es ist aber viel anschaulicher, 4 und » als Coor-
dinaten beizubehalten und ihnen als dritte Abmessung den Liingen-
winkel # an die Seite zu stellen,

Man kann dann die cartesischen Coordinaten in Uebereinstim-
mung mit (169) folgendermaalsen durch A, », 7 ausdriicken:

T=qaly

y=ayi*+ 1)1 — " cosy (171)
x=a)A¥+ 1)1 =+ sing

Um uns iiber die Bedeutung dieser Gleichungen zu informiren,
eliminiren wir erstens » und #, was durch Quadriren und Addiren

der zweiten und dritten und Substitution von » = -~ aus der ersten

al
Gleichung bewirkt wird. Man erhiilt:

o y? + 22
dEtapey =t

Fiir jeden festen Werth 2* ist dies die Gleichung eines ab-
geplatteten Rotationsellipsoides. Lassen wir 4* alle Werthe von 0
bis oo durchlaufen, so beginnt die Fliche als platte Kreisscheibe
vom Radius a senkrecht zur z-Axe, wichst dann und wdlbt sich,
wird im Zunehmen immer kugelithnlicher und verschwindet als un-
endlich grofse Kugel.

Anderseits eliminiren wir aus den Gleichungen (171) 4 und # und
erhalten:
| y? + 22
a®(l — v}

Dies ist fiir jeden festen echten Bruch »* die Gleichung eines
einschaligen Rotationshyperboloids. Lassen wir »* alle Werthe von
0 bis 1 durchlaufen, so beginnt die Fliiche, indem sie die (y, z)-Ebene
mit Aussparung eines kreisformigen Loches vom Radius a doppelt
bedeckt, entfaltet sich dann hther und hoher, withrend jenes Loch
in der Grundebene immer enger wird. Schliefslich umhiillt die
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Fliche, wie ein enger Schlauch die z-Axe, in welch’ letztere die
Fliiche fiir »* = 1 degenerirt.

Eliminiren wir endlich 2 und #», so erhalten wir
% 800

y cosy

Das liefert fiir jedes feste 5 eine an der z-Axe ansetzende Meridian-
ebene. Withrend 5 ein Intervall von der Grifse 2a durchliiuft,
dreht sich diese Ebene einmal herum.

Jede der drei Flicchenarten durchstreicht bei dem geschilderten
Verlauf einmal den ganzen unendlichen Raum, trifft also einmal
jeden irgend wo festgehaltenen Punkt 2, y, x Die drei Zahlen-
werthe 4, », #, fiir welche dies zutrifft, nennen wir seine elliptischen
Coordinaten. (Der Vollstiindigkeit halber miifste hinzugefiigt werden:
in demjenigen System, welches durch Rotation um die z-Axe ent-
steht, aus einem System confocaler Ellipsen und Hyperbeln in der
@y-Ebene, deren Brennpunkt im Abstand ¢ auf der y-Axe liegt.
Um die gegenseitige Abhiingigkeit zwischen den cartesischen und
den elliptischen Coordinaten eindeutiz zu machen, kann man fest-

setzen:
I=sli=ow
—-lsv=41
I=97=2x
V4 +1 und JY1—»* absolut.

Es ist von Wichtigkeit ein beliebig im Raume gelegenes Liingen-
element d! auszudriicken durch die elliptischen Coordinaten seines

Ortes und durch die Differentiale dl, dv, dy, welche dem Unter-
schied seiner beiden Endpunkte entsprechen.

Zu dem Zwecke differenziren wir die Gleichungen (171)
de=avdh + addy

Y=o VaEEi
dy = G’-medl—av Vl\""scoa ndv—a)A*+ 1)1 —=+*singdy

yi—a2 . Va2Ei

~—w‘_+1 sin ndi—aw V#ain ndv +a)A+1Y1—1*cosndy
-

und bilden

dz = al

di? = dax? + d’ys + dz_!.
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Die beim Quadriren der rechten Seiten auftretenden Doppelproducte
heben sich beim Addiren simmtlich fort und man erhiilt:

Va4 T T b —_— s .
S R _dw B r1V1—=92dn]’ (171a)
g [“Vm"f “]J’[“vl_pa |+ layEryi=san

Aus dieser wichtigen Formel erkennt man, dafs die elliptischen
Coordinaten orthogonal sind, d.h. dafs die drei Fliichenschaaren sich
iiberall senkrecht durchschneiden. Zwei eng benachbarte Ellipsoide A
und (4 4 d4), zwei desgleichen Hyperboloide » und (v 4 d#) und
zwei desgleichen Meridianebenen 5 und (5 + d#) schliefsen ein kleines
rechteckiges Volumelement ein, dessen drei Kantenlingen (Normal-
abstiinde der Nachbarflichen) durch die einzelnen eckigen Klammern
der Gleichung (171a) gegeben sind, withrend di die Diagonale des
rechtwinkligen Parallelepipeds nach dem Pythagoriischen Lehrsatz
ausdriickt. Als besonders wichtig fiir das Folgende lesen wir heraus,
dafs die Normale auf der Ellipsoidfliche, welche dem Zuwachs di
entspricht, die Liinge hat

n, = a- — (171b)

Da die Ellipsoide mit wachsendem 4 griofser werden, ist diese
Normale nach aufsen gerichtet.

Nach diesen geometrischen Betrachtungen kehren wir nun zu
unseren Potentialen (170a und b) zuriick. Da v nur von » abhiingt,
sind die Niveauflichen bestimmt durch » = const, das sind also die
Hyperboloide unseres Systems. Da diese sich alle in’s Unendliche
erstrecken, konnen wir jedenfalls nicht im ganzen Raume ein
elektrisches Feld dadurch darstellen. Dagegen liefert y die Niveau-
flichen 4 = const, das sind die abgeplatteten Rotationsellipsoide.
. Wiihlen wir eines davon mit dem besonderen Werth 4, als Ober-
fliche eines geladenen Conductors, so giebt uns y = arc cot i
fir 2 =4, das Potential des #ulseren Feldes, withrend fiir 1< 2,
das Potential unveriinderlich gleich arc cot 4, zu setzen ist. In
grofser Entfernung, d. h. fiir grofses A, nithert sich arc cot 4
der 0 wie % oder wie _a%._' Der Nenner a4 milst die Radien
der grofsen Kugeln, in welche die fernen Ellipsoide itbergehen.
Dieses Verhalten entspricht dem Verlauf des Potentials in grolser
Entfernung, herrithrend von einer elektrischen Menge a. So grofs
muls also, wenn kein weiterer Proportionalititsfactor zugesetzt wird,
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die Gesammtladung des Conductors sein. Will man aber eine will-
kiirliche Gesammtladung ¢ auf dem Conductor annehmen, so hat
man fiir das Potential zu setzen:

x——::aa.rccotl, (172)

was jetzt auch gelten soll.

Der Lauf der Kraftlinien im Aufsenraum geht normal durch
die Ellipsoide, folgt also den Schnittcurven der Hyperboloide und
Meridianebenen.

Von hesonderem Interesse ist die Vertheilung der Flichen-
dichtigkeit ¢ fiber den Conductor.

Man findet diese aus dem Sprung des Differentialquotienten
von y nach der Normale beim Durchgang durch die geladene Fliche.
Da innen kein Gefiille vorhanden ist, bleibt nur das Hufsere ibrig.
Es ist

e g,

(178)

Die dem Zuwachs d A entsprechende Normalenliinge haben wir in
Gleichung (171b) angegeben, und dy finden wir durch Differentiation
von (172):

¢ o idid
dx==~a—darccot}.=—_a_m.
Mithin wird
e di
@ P41 ¢ 1
PR L B N e SIS T
BN T A b
VAT

Die Variabele » bestimmt die Zonen auf der Ellipsoidfliiche
ithnlich wie ein Maals der geographischen Breite. Am Aequator
ist » = 0. Dort hat die Dichtigkeit den grifsten Werth

£
g i e S L 178b
=0T hmad Vi1 e

entsprechend der dort stirksten Kriimmung. An den abgeplatteten
Polen » =+ 1 herrscht die geringste Dichtigkeit

¢

6--:=mw—1—ﬁ- (178¢)
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Degenerirt die Gestalt des Conductors in eine platte Scheibe
vom Radius @, so ist 4, = 0 zu setzen. Die Dichtigkeit auf der
oberen, wie auf der unteren Seite ist dann entsprechend (173a)

8= # .
dma®|v|

An Stelle der elliptischen Coordinate », deren absoluter Betrag
vorstehend mit |»| bezeichnet ist, kann man hier den variabelen
Radius ¢ = Jy* + 2* einfithren, denn aus (171) folgt fiir 4 = 0

0f = y? + 2* = a*(1 — +?)
a:|y| =Yat = ¢?
also
e

—_—, 173d
4na)a* —o* ( )

6 =

Dieser Ausdruck hat im Centrum den Minimalwerth WZ,-, nimmt

nach dem Rand hin allmiihlich zu und wird daselbst unendlich, trotz
der endlichen Gesammtladung e.

Nach derselben Methode der Substitution von (z 4 ¢a) an Stelle
von z wollen wir noch aus einer anderen der uns bekannt ge-
wordenen Potentialfunctionen neues Material gewinnen. Die Kugel-
function zweiter Art Q o, welche wir aus (166,) erhalten, wenn wir

0= — 1 setzen, mufs nach Erweiterung sowohl mit », wie mit ;_1?

eine Losung der Laruace’'schen Gleichung geben. Wir wiihlen die
erste Form

e 0 r-4x
(pasr(—l-i—pln l/l—_—"—‘)——r-i-zln]/r_x, (174)

substituiren 2 4 ¢a fir @, also auch »' = a(A + i#) fiir », und be-
nutzen dann die Relation z = ad».
Die Umwandlung, welche der Logarithmus dadurch erfihrt,
haben wir soeben berechnet, siehe Gleichung (170). Man erhilt
p=—a+iv)+ (adv+ia) (ln YR + 1 a.rocotl)

1—w

oder in reell und imaginiir gespalten:
P = {—a).+a).vln l/:—i%—aarccot.l}

l+v}

1—

+i{—av+ aldvarccotid 4 aln
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Jede dieser beiden geschweiften Klammern, fiir sich genommen,
mufs der Larrace'schen Gleichung geniigen. Nun steht aber in
beiden als letzter Summand je ein Ausdruck, den wir aus Glei-
chung (170a, b) bereits als Liosung derselben linearen homogenen
Differentialgleichung erkannt haben. Wenn wir diese also fort-
lassen, so muls das Uebrige auch noch der Liarrace’schen Gleichung
geniigen. Die beiden neu gewonnenen Potentialfunctionen sind also
nach Weglassung des constanten Kactors a

1p=1-{—1+1r1n]/;t:1 (174a)

z=v-{—1+4 Larccot i}, (174D)

Die zweite Function y ist geeignet die Influenzirung eines

platt-ellipsoidischen Conductors durch ein gleichformiges #ulseres
Feld (in Richtung der z-Axe) darzustellen.

Das urspriinglich gleichformige Feld hat als Potential ¢, eine

lineare Function von , und da z = aldv ist, konnen wir ansetzen

@, = C Av. (175)

Diesem superponiren wir im #ufseren Raume (2 =4, als Stbrungs-

feld der influenzirten Ladungen
@y = Cyx = Cyv{— 1+ Aarccoti}. (1754)
In grofser Entfernung A verschwindet dieses Potential, wie

Gs”‘g%: entspricht also durchaus der hier gemachten Vorstellung

einer Elektricitiitsvertheilung von der algebraischen Summe 0. Aufser-
dem wird wegen des Factors » in der ganzen Mittelebene y = 0, was
bei der entgegengesetzt gleichen Vertheilung zu beiden Seiten auch
nothig ist. Das Gesammtpotential im #ulseren Raume ist also

Po=C Av 4 Cv{— 1 + Aarccot A]. (175b)
Ferner verlangen wir, dals im Innern des Conductors
;=0 (175¢)

sei. Damit ist der Ansatz fertig, es handelt sich nur um die Be-
stimmung der Constanten C,, welche dadurch gewonnen wird, dafs
das Potential an einer mit einfacher Schicht belegten Fliche selbst
stetig bleibt, dals also ¢, fiir 2 =4, den Werth 0 besitzen muls,
der fur ¢, gilt:

0=C 4 + G {—1+ A arccot i}

hy
2k G e A, arccot A, Lt
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Die Flichendichtigkeit findet man nach der Formel

d%)
dme =— ( an, hen”

Das Differenziren nach der Normale geschieht bei constant
gehaltenem », withrend 2 um d2 wiichst:

' S
dop,= Qv [1+ =7 aro ootk arc cot A T dh.
Hierin ist 4 = 4, zu setzen

di
G TRl S e Y gy e

Den Ausdruck fiir dn, entnehmen wir aus (171b) und erhalten:

“ da
dmom g + 1)1 — A aTC cOL &)
Vi + o
P K Y AT
Vit +1
oder
S 4 (1750)

T 4na PRI 1 YA?+ (1 — A ArocotAy)

Der Factor » mufs gleichstimmig mit z sein, ferner ist
(1 — A arc cot ) immer positiv, defshalb ist e auf der Seite der
positiven x negativ belegt und umgekehrt. Der Uebergang zur
Kugelgestalt kann gemacht werden, wenn man a verschwindend klein,
4, unendlich und das Product ai, gleich dem endlichen Kugel-
radius setzt. Man kommt so zu der frither fiir einen Kugelconductor
abgeleiteten Vertheilung zuriick. Das Potential y in Gleichung (174b)
findet auch Anwendung bei der Berechnung der Magnetisirung eines
platten Rotationsellipsoids durch ein gleichférmiges Magnetfeld.

Die im Vorstehenden an zwei Beispielen erprobte Methode der
Ersetzung von @ durch # 4 ¢a bot den Vortheil, dals wir von den
gefundenen Functionen 1 und y von vornherein wulsten, dals sie
der Laruace'schen Gleichung geniigen, obgleich sie in elliptischen
Coordinaten ausgedriickt erschienen, auf welche wir die Operation 4 ¢
nicht transformirt haben. Aber eine gewisse Einseitigkeit liegt
darin, dafs bei dieser complexen Substitution der aus » entstehende
Ausdruck # = a(A 4 ¢v) in den beiden Zahlen A und » immer nur
auf die elliptischen Coordinaten abgeplatteter Systeme fiihrt.
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Zwar konnte man durch geeignete complexe Gréfsen an Stelle von y
und % auch zu liinglichen Systemen elliptischer Coordinaten (mit
zweischaligen Hyperboloiden) gelangen, man kénnte dann aber nicht
die nur von p = z/r abhiingigen Kugelfunctionen zur Ableitung
analoger Resultate verwenden.

Diese Liicke lifst sich aber nachtriiglich ausfilllen und eine
directe Uebertragung der fiir abgeplattete Systeme gewonnenen For-
meln auf solche fiir lingliche Systeme erreichen. Man braucht in
den Coordinatengleichungen (171), welche ja unabhiingig von der
Art ihrer Herleitung giiltig sind, sowie auch in allen durch a, 4, »
ausgedriickten Formeln nur ¢ und A rein imaginiir zu setzen, so ist
der Uebergang gemacht. Der deutlicheren Unterscheidung wegen
wollen wir fiir das lingliche System andere Buchstaben wiihlen und
schreiben jetzt folgende Substitutionen vor:

a=1b
A=—1ic
(176)
V=T
=1
Die Coordinatengleichungen (171) gehen iiber in:

z=>bot

y=>bya®—1 J1 —17*cosy (176 a)
x=bYor—1 Y1 —z¥siny.

Die Flichen o = const (durch Elimination von 7z und % gewonnen)
haben die Gleichung
a? y? 4 a?

W T b*(g® — 1) "

und geben lingliche Rotationsellipsoide mit dem gemeinsamen Focal-
abstand & in der z-Axe. Der Spielraum von ¢ ist +1=0= + oo.
Die Schaar der zweischaligen Hyperboloide mit ebenfalls dem
Focalabstand b ist:
o o8 T i
et T b(l—1Y)
Spielraum der Variabelen 7 ist — 1 =7 = 4 1. Die Meridianebenen
liegen wie immer bisher um die z-Axe. 0=9=2nx.
Die dem Zuwachs do entsprechende Liinge der #ufseren Nor-
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male auf den Ellipsoiden kann man aus Gleichung (171 b) durch
die Substitutionen (176) finden:

T Y
e o el (—ido) = S (176 b)

V_—_;"_-I- 1 Vo* -1

Nun ziehen wir die beiden Potentiale (170 a und b) heran. Diese
liefern zufolge (176):

1+
= In T (177a)
% =arccot(—ia)=1iln :—+—:—- (177b)

Die Niveauflichen von 1 sind die zweischaligen Hyperboloide,
sie laufen in's Unendliche und sind elektrostatisch nicht zu ver-
wenden. Dagegen sind die Niveauflichen von y die linglichen
Ellipsoide. (Der Factor ¢« bei einem Integral einer homogenen
linearen Differentialgleichung hat nichts zu bedeuten und kann ein-
fach gestrichen werden,) KEines von ihnen, o = g,, kann als Ober-
fliche eines geladenen Conductors angesehen werden. In grofser
%, bo sind die Radien der grofsen
Kugeln, in welche die fernen Ellipsoide iibergehen. Die Gesammt-
ladung des Conductors ist also numerisch gleich b, soll die Ladung
einen beliebigen Werth ¢ haben, so hat man das Potential zu setzen:

¢ [ |
x=7n ]/g_l (177¢)

Die Dichtigkeit e auf der Oberfliche ist gegeben durch

Entfernung wird y, = :1.. =

e (&dl)

.

Nglogmoy
Der Werth dn, ist in (176 b) mitgetheilt, ferner ist

e do
Ao g
also erhiilt man:

6= S d BT (177d)
4xb*Yo,® —1 Yo 2 —=*
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¢
r=0 4“(,!%-’/;{3_1

Minimum am Aequator e

€

Maximum an den Polen o - Wﬁ,_n'

Degenerirt das Ellipsoid in einen verschwindend diinnen Stab von
der Liinge (2b), so geht o, gegen 1, und ¢ wird auf der ganzen
Stablinge wunendlich. Die Capacitiit geht gegen Null herunter,
withrend sie bei dem zur Kreisscheibe degenerirten platten Ellipsoid
endlich bleibt.

Schliefslich transformiren wir noch die Potentiale (174a und b)
mit Hiillfe der Gleichungen (176). Es entstehen folgende Formen:

1+t’]

l—17

1p=—io-{—1+rln (178a)

x= r=— 1— io'arccot(—io-)} - rl—l + oln l/:—{-;—l- (178b)

Hier ist wieder v unbrauchbar, aber y kann dazu dienen, die
Stérung darzustellen, welche ein gleichformiges elektrisches Feld
dadurch erfihrt, dafs man einen linglich rotationsellipsoidischen
Conductor der Liinge nach hineinbringt. Auch bei der Magnetisirung
linglicher Ellipsoide durch ein gleichférmiges Magnetfeld hat man
das Potential (178 b) zu beniitzen.

§ 46. Die Kugelfunctionen flir nicht ganzzahlige Werthe
von 1 und m.

Nach dem von uns zu Anfang dieses ganzen Kapitels ein-
geschlagenen Wege zur Auffindung der Kugelfunctionen, niimlich

Betrachtung der hoheren Differentialquotienten von % nach den

Coordinaten, war es selbstverstiindlich, dafs wir unter den Zahlen nt
und m natiirliche Ordnungszahlen 0, 1, 2,... verstanden; es ergab
sich auch die Beschriinkung m=u. Die Differentialgleichung der
Py w (187) und die besondere Differentialgleichung der P, o (189)
haben indessen auch einen Sinn, wenn n und m als beliebige ge-
brochene oder irrationale Zahlen angesetzt werden, und in Bezug
auf ihre Ableitung aus der Laruace’schen Gleichung fiir Polar-
coordinaten hat man auch die Gewiihr, dafs dann noch die



§ 46 KUGELFUNCTIONEN FUR GEBROCHENE n UND . 226

Gleichung (186) giiltige Potentialfunctionen liefern wird. Auf diese
wollen wir zum Schlufs noch einen Blick werfen.

Wir beginnen die Erweiterung des Zahlengebietes mit der Frage,
was die Integrale der betreffenden Differentialgleichungen bedeuten,
wenn 1 eine ganze, aber negative Zahl (excl. 0) ist. Wir setzen zu
dem Zwecke n=— (4 1), und denken uns unter n’ eine ganze
positive Zahl (incl. 0). Nur der Zahlenfactor des dritten Gliedes
der Differentialgleichungen (187) resp. (189) wird dadurch betroffen
und es zeigt sich:

mM=mn+m+1)=(—n"=1—-m)(=n"—14m41)
=M —mMm 4 m<41).

Ganz so auch im Spezialfalle m = 0.

Die Differentialgleichungen mit negativem n sind also identisch
mit denjenigen fiir das positive n’. Folglich auch ihre Lisungen.
Neue Functionscharaktere liefert also diese erste Erweiterung nicht.
Interessant ist aber zu beobachten, dals die Kugelfunctionen erster
und zweiter Art ihre Rollen austauschen. Man muls setzen:

P_wetym= Qn'.nn

Q- '+ 1),m= Pn'.m'

Diese Beziehung gilt iibrigens auch noch, wenn n’ keine natiir-
liche Zahl mehr ist.

Auch negative ganze Zahlen fiir m lehren uns nichts Neues.
Ein Blick auf die Function (136) zeigt, dals ein Zeichenwechsel von
m gleichbedeutend ist mit einem Wechsel der Umlaufsrichtung des
Lingenwinkels 5. Dieser Wechsel ist aber hier, wo es sich um
nicht rotatorische Phiinomene handelt, ohne Bedeutung.

Setzen wir jetzt aber m als eine echt oder unecht gebrochene
(eventuell auch irrationale) Zahl fest, so tritt eine Veriinderung gegen
frither hervor, Zwar kann man noch die Relation (188a) ebenso
ableiten, aber die Gleichung (138 b) verliert ihren Sinn. Man kann
die Function P, ,, nicht mehr ableiten aus P, ¢; es geniigt daher
nicht mehr allein, die Integrale der einfacheren Differentialglei-
chung (139) aufzusuchen, sondern man muls auf die allgemeinere
Differentialgleichung (187) selbst zuriickgehen. Diese kann man
auch direct durch eine positive Potenzreihe von p integriren:

Pow=By+Bpu+Bp*+ ... +Bp® + ... (179)

Man findet dann ganz analog, wie bei der Integration der Diffe-
rentialgleichung (189), dals ein gerader und ein ungerader Coefficient,
H., v, Hecunorsz, Theoret, Physik, Bd, IV. 156
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z. B. B, und B, willkiirlich, oder nach anderweitigen Riicksichten,
gewithlt werden konnen und dals fiir die hoheren die procurrente

Formel gilt: '
Biug=—ttmt+ant+mtatl)
i (@+ 1) +2)

B (179a)

Wenn nun (n — m) eine positive ganze Zahl (incl. 0) ist, so werden
die Coefficienten

By —my 42 = By~ m +4 = alle alternirend folgenden = 0.

Die Losung zerfiillt in eine ganze Function (n — m)ten Grades,
welche, entsprechend (n —m), nur gerade oder nur ungerade
Potenzen von p hat, und in eine unendliche Potenzreihe, welche fiir
u® < 1 convergirt. Bei ganzzahligem n sind dies die beiden parti-
culitren Integrale P, ,, und @, n, welche wir schon kennen. Hier
tritt nun aber die Moglichkeit auf, ganz ebensolche Lisungen zu
bilden, wenn zwar (n — m) positiv ganzzahlig oder 0 ist, aber n und m
einzeln gebrochen oder irrational sind. Das fithrt dann zu eigen-
artigen von den frither betrachteten wesentlich verschiedenen Potential-
functionen. Setzen wir der Einfachheit wegen in (136) die Phasen-

11
constante ¢ = —, nehmen also

2
-

@=r"Pym)l— w " sinmoy (179b)
oder
1 ——nm 2 >
?’=,T£+_Ipﬂumvi_i“ 8in 1m 7. (179¢)

Fir m =0 ist der Sinus ringsherum = 0. Fir m =1 existiren
zwei diametral gegeniiberliegende Meridianebenen # = 0 und % = a,
in denen @ =0 ist. Wenn nun m zwischen } und 1 liegt, so wird

sinmy = 0 erstens fiir 4 = 0 und zweitens fiir y = lz:i’ welch’ letz-

teres im dritten oder vierten Quadranten des Liingenwinkels liegt.
(Wiirden wir # nicht auf das Intervall O bis 2« beschriinken, so
wiirden jetzt die Functionen vieldeutig werden) Wir erhalten somit
zwei in der z-Axe als convexer Kante unter beliebigem Winkel zu-
sammenstofsende Halbebenen, in welchen das Potential 0 herrscht.
Diese Flichen kbnnen daher als leitend mit der Krde verbundene
Conductorgrenzen (etwa als sehr grofse geknickte Blechplatte) ge-
dacht werden. Hinter dem concaven Theile gilt dann tiberall ¢ = 0,
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withrend vor dem convexen Theile jeder der vorstehenden Aus-
driicke mit
n=m oder =m+1, m+2,...ete

eine Potentialfunction darstellt. Die Flichenbelegung berechnet man
aus der Formel:

4ﬂs=—-(aq)) fir =0 oder 7=
dn

a

s
m
Die #iufsere Normale auf der Meridianebene 5 = 0 geht in Richtung
des wachsenden d auf einem Kreise vom Radius »sin & =»J1 — p?,

ist also
dn,=r|l—p*-dyg,

n

&
do = ml 0(1?:-1)} Pin )1 — p* mGOSIIl‘l]-d?},
o

also wegen cosmy = 1:

anderseits ist

pn—1

dme=m {,--aﬁ'lniﬂ}} anvi_-:;‘im—l- (l?gd)

In der Kante selbst wird die Dichtigkeit unendlich, weil J1 — pu®
gegen Null strebt und der Exponent m — 1 jetzt negativ ist.

Auch die Superposition einer ganzen Reihe solcher Potentiale,
alle mit dem gleichen m zwischen } und 1, kann man ansetzen,
und findet so eine grofse Mannigfaltigkeit.

Endlich wollen wir n gebrochen annehmen ohne Beziehung zu m.
Wir wollen uns sogar auf den einfachsten Fall m = 0, also auf die
rein zonalen Kugelfunctionen beschriinken.

Es geht aus der frither durchgefiihrten Integration der hier
einschliigigen Differentialgleichung (189) hervor, dafs bei nicht ganz-
zahligem n keines der beiden particuliiren Integrale eine abbrechende
Potenzreihe bildet, sondern dals man zwei von einander getrennte
unendliche Reihen erhiilt, welche sowohl fiir p = — 1 wie fiir p = + 1
logarithmisch unendlich werden. Dergleichen Ausdriicke haben wir
schon unter den Functionen @, , kennen gelernt (Anfang des § 4b),
aber noch fehlen uns Functionen, welche fiir den einen Pol, also
entweder fiir u = -+ 1 oder fiir p =— 1 unendlich werden, wiihrend
sie am anderen Pol endlich und stetig bleiben. Diese erhiilt man
durch Substitution einer anderen Variabelen an Stelle von p, und
zwar einer solchen, welche nicht vom ganzen, sondern vom halben

15*
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Polwinkel regiert wird, entweder am% oder cos § Diese Substitution

wiirde aber nutzlos sein, wenn wir sie an der fertigen Reihe P,
ausfithrten, wir miissen sie bereits in der Differentialgleichung (139)
vornehmen, und ein neues Integral als Potenzreihe einer der beiden
Kreisfunctionen des halben Polwinkels aufstellen. Wir haben die
Wahl zwischen

1—,m==2slin’-'2i und 1 4 p = 2 cos? ':-:—-
Beide fithren im Wesentlichen zu dem gleichen Resultat. Wiihlen
wir die erstere, und setzen zur Abkiirzung

£

sin’f2-=g,
8o ist
1 —p=2s, 1 —p=4s(l —3),
d :
—dp=2ds, also -JF=_§._‘E?.

Die Differentialgleichung (139) kann in der Form geschrieben
werden

d dPyo
Tl =25 ) 411+ 1) Pyo = 0

und geht nach der Substitution zufolge der angefithrten Formeln

ither in

1 l d}lnn
T2 de (4‘“ e Y )+“(“"'1}P“'°=°

oder kilrzer

dds ( (1 — )dp‘“’) +nm+1)P,0=0. (180)

Wiihlen wir die zweite Moglichkeit, und setzen

cos“g—-=8,
80 ist
14 p=2t, 1 —pu*=41(1 -9

d Lavid
dp=2dt, also e e 7
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und die Differentialgleichung geht iiber in

dds([ t)@"})+n(n+1]1 om0,

Das ist genan dieselbe Form, wie bei Einsetzung von s, des-
halb auch dieselbe Losung. Wir setzen als Integral eine Potenz-
reihe an

Poo=0Cy+ Cs+ Cs*+ Cys®+ ...+ Gs* + ..., (180a
fiigen diese in Differentialgleichung (180) ein, fithren die Differen-
tiationen und Multiplicationen gliedweise aus und fordern schliefs-
lich jeden Coefficienten der daraus entstehenden Potenzreihe gleich
Null, so erhalten wir folgende Reihe von Bedingungen:

C+uimn+1)0, =0
220, —[2:1—=nm+1)]C =0
32 0, -—[3 "—n(n+1)]c =0

(a+1)“0a+1—[{a+ l)a—n(|1+1)]0 _.o

Also O, bleibt willkiirlich, fiir die folgenden gilt die procurrente

Formel:

(@ —mn(-+n-+1)
(@ + 1)°

0a+l -

) (180 )

Ist n eine ganze Zahl, so bricht die Reihe der Coefficienten
mit dem hochsten Gliede C, ab, withrend alle folgenden gleich Null
werden. In diesem Falle kann man auch noch nachweisen, dals
nach Riickwiirtssubstitution von p an Stelle von s und geeigneter
Wahl von €, wieder die uns bekannten Kugelfunctionen erster Art
zum Vorschein kommen, Wenn aber n keine ganze Zahl ist, so
erhalten wir jetzt folgende unendliche Reihe:

—=n)(—= 1 2
Pn,u=0{l+ “)f“'ll'l) (ln).( n2+l)fn-l; ]{.n+2)8,

(—=m)(—n+1)(— u+°)(n+1)[n+2](ﬂ+3) P }
TP, R YOG T

(180¢)
+

oder als hypergeometrische Reihe in symbolischer Schreibweise:

Pyo= Gy F(—m,n+1, 15 3).
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Natiirlich wiirden wir genau dieselbe Reihe auch fiir die Variabele ¢
erhalten.

Die Form der hypergeometrischen Reihe giebt uns die Sicher-
heit, dals fiir echt gebrochenes s der Ausdruck einen endlichen
Werth hat. Fiir ¢ = 1 wird er logarithmisch unendlich, weil auch
hier, wie schon frither, der kritische Fall « + 2 = y vorliegt.

Y : A :
Diese Function P, von s = sin '2— besitzt also an dem Pol % = 0

den endlichen Werth C,, wiithrend sie an dem entgegengesetzten
Pole % = a1, also fiir s = 1, zur Grenze + oo liuft.

Wiirden wir an Stelle von s als Variabele ¢ = cos ':— wiihlen,

80 wiirde fiir den Pol # = 0 ein unendlicher, und fiir den Pol ¢ =x
ein endlicher Werth resultiren.

Ebenso wie die Function P, o bei ganzzahligem n gewisse Null-
stellen fir bestimmte Werthe von «* oder pu oder s oder ¢ besitzt,
so auch bei nicht ganzzahligem n. Die Orte, welche denselben
Polarwinkel besitzen, liegen auf Kreiskegelmiinteln, also auch die
Nullstellen von P, ¢. Wenn man nun n stetig variabel setzt, also
alle auch irrationalen Werthe durchlaufen lifst, so verfindern die
Kegelmiintel, welche die Nullstellen enthalten, ihren Oeffnungswinkel
stetig. Wie dieser Lauf der Nullwerthkegel vor sich geht, kann man
sich leicht veranschaulichen. Wir wiihlen die Darstellung durch s,
welche fiir ¢ = 0 endlich bleibt und nehmen ¢, positiv an. Wenn
n =0 ist, giebt es gar keine Nullstellen, weil P, einen constanten
endlichen Werth hat. Beginnt nun n itber Null zu wachsen, so
lost sich von der negativen a-Axe ganz allmiihlich ein Nullkegel
ab (die Spitze liegt immer im Anfangspunkt der Coordinaten.)
Im concaven Raum ist P, , negativ. Wenn n bis } gestiegen
ist, hat der Kegelmantel eine Oeffnung von etwa 50° gegen die
negative z-Axe, und bei n=1 erreicht er die Aequatorebene.
Wiichst n iiber 1, so wird er concav nach der Seite der positiven
a-Axe, zugleich 16st sich ein zweiter Nullkegel auf dieselbe Weise
ab wie der erste etc.

Aus den P, , fiir echt gebrochenes n kinnen wir nun Potential-
functionen

@=1"Pyo (180d)
und

1
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bilden, welche auf einem Kegelmantel von beliebigem Oeffnungs-
winkel gleich Null werden. Setzen wir in dem concaven Raum, wo
bei Fortsetzung der Function P, o die bis in's negative Unendliche
sinkenden Werthe liegen wiirden, tiberall ¢ = 0, so haben wir eine
Bedingung des elektrischen Gleichgewichts auf einem unendlich
ausgedehnten leitenden Kegel, wofiir man praktisch auch setzen
kann einen sehr grofsen Conductor, welcher eine kegelférmige Spitze
besitzt, Die Dichtigkeit wird an der Spitze unendlich grofs. Ebenso
die Intensitit des elektrischen Feldes.

Viertes Kapitel.

§ 47. Zweidimensionale Probleme.

Schliefslich soll noch die durch Eleganz ausgezeichnete Methode
erwithnt werden, auf welche die Theorie der Functionen einer com-
plexen Veriinderlichen die zweidimensionalen Probleme der Elektro-
statik behandelt. Die Bezeichnung ,zweidimensional® ist so zu ver-
stehen, dals die dritte Coordinate, etwa z, gar keine Rolle spielt,
weil alle Korper unendlich lange Cylinder sind, deren erzeugende
Greraden parallel zur z-Axe sind, und weil die Dichte ihrer Ladung
von x unabhiingig ist. Dasselbe gilt dann auch fiir die Potential-
function, so dafs die Larnace'sche Operation die Form

g  d'¢
A7 =523+ gy
annimmt. Da wir also den Buchstaben z in diesem Paragraphen
nicht in der bisherigen Bedeutung brauchen, wollen wir hier

x=a+iy (181)

setzen; x ist dann die complexe Variabele, von deren Functionen
die Rede sein soll.
Als Function von % kinnte man jede Function

2@y =@y +iy@y) (182)

bezeichnen, was fiir Functionen auch ¢ und 1 sein mogen; denn
durch Angabe eines complexen Werthes fiir x sind nach (181) =
und y und nach (182) auch y bestimmt. Man ist aber fiberein-
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gekommen, den Begriff einer Function des complexen Arguments x
auf solche Functionen y einzuschriinken, welche z und y nur in der
Verbindung z + ¢y enthalten, bei welchen also

dp . , Oy dp , .0
dy = (—"—’+ 6")4 +( Lo 6:”) v

proportional zu
dx = dz + idy

ist. Dazu ist erforderlich, dals

o oy o 0
({“ 6‘:)1 (a5 + 61j)

und dafiir sind nothwendig und hinreichend die Bedingungen

dp _ (?lp 6!;' dy _
Bz  Oy' Oy = Oz (183)

Nur wenn sie erfillt sind, kann man der Function y (x) einen
Differentialquotienten nach z
dy dop , Oy

dx 6::;+ oz (5‘_;+ BJ)

zuschreiben. Da die Gleichungen (183), wenn sie fiir ¢ und
Ay

gelten, auch durch die Functionen %‘:5 und v erfilllt werden,

so ist dann auch —j‘;— Function des complexen Arguments #, so dals

dy dy

W ar o

man auch von den hoheren Differentialquotienten

in bestimmtem Sinne reden kann,

Die hohe Bedeutung dieser Functionen fiir elektrische Probleme
erkennt man, wenn man aus den Gleichungen (183) die eine der
Functionen ¢ und 1 eliminirt; man findet dabei

g _ o __ g Py_ ¢ _ 0w
0z* = Gzdy  0y*’ 0y 6‘2:81 T 0’
oder o B
P
iy = 98 T 6#; -

(184)
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Der reelle und der imaginire Bestandtheil einer jeden Function
der complexen Veriinderlichen x sind also Lisungen der Differential-
gleichung 4 = 0. Um ein vorgelegtes Problem der Klektrostatik
zu losen, hat man demnach nur eine Function y(z) zu suchen, bei
welcher entweder der reelle oder der imaginiire Theil den Grenz-
bedingungen geniigt.
Aus (183) folgt ferner
dp Oy , O Oy

o ox Toy oy (185)

Ist ¢ die Potentialfunction, so sind

(2 y) = const

die Gleichungen der Niveauflichen, welche hier natiirlich Cylinder-
flichen sind. Ihre Schnitte mit der zy-Ebene bezeichnen wir als
Niveaulinien. Nun sagt (185) aus, dafs die Linien ¢ = const und
y = const auf einander senkrecht stehen. Ist also ¢ die Potential-
function, so sind 1 = const die Gleichungen der Kraftlinien, und
umgekehrt. )

Betrachten wir als einfachstes Beispiel die Function

7 [®) =—logx.

Die Polarcoordinaten g, ¢ in der Ebene hiingen mit den recht-
winkligen Coordinaten durch die Relationen

@ = p cos
y=20 sin
zusammen, aus denen
%=+ iy=0(cos?+ isinP) = pe'?
folgt. Also ist
z2@®) =—logx =—logo —id;
und da die Functionen

—logo = —log (Ya* +4* )
und

— &=-—-arctg%

beide reell sind, so ist
¢ =—loge

der reelle Bestandtheil von y(z), geniigt demnach der Gleichung
Ao =0. Da es ferner sammt seinen Differentialquotienten im End-
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lichen iiberall endlich und stetig mit Ausnahme des Punktes 2 =y =0
ist (vergl. § 18), so entspricht es genau der Lisung ¢ =; - der

Gleichung A¢ = 0 fiir drei Dimensionen; es stellt die Potential-
function eines unendlich langen, unendlich diinnen, positiv geladenen
Cylinders dar. Die Kraftcomponenten sind

arp 1 6() e 1
_“a..z.g.}.b. P _-}-(Tcos:‘}
Ay 1 do !
ey .
da 3 5
DR = ___-lfs - R "
Ox oz 1'* Ty ]/_.1',1 +4 vos &
de 9 35— y o
o= Vot + o = _V;i_.{_-yj:-- = 8ln %,

ist. Die elektrische Kraft nimmt mit wachsendem Abstand ¢ ab,
wie -:;- Im Unendlichen wird ¢ nicht wie bei dreidimensionalen

Problemen 0, sondern negativ unendlich.
Dieselbe Function
¢ =—logo

stellt natiirlich auch die Potentialfunction im Raume zwischen zwei
metallischen, coaxialen Kreiscylindern dar, da auf diesem p = const,
also auch ¢ = const ist.

Statt aber y als geeignete Function von x zu bestimmen, ist
es manchmal einfacher, umgekehrt z als Function von 7 aufzusuchen;
beides ist gleichwerthig; denn hat der Differentialquotient g; einen
bestimmten Sinn, so gilt das Gleiche von g-g , ist also x» Function

des complexen Arguments y, so ist auch y Function der complexen
Veriinderlichen z Dieser Art ist das Beispiel, auf welches wir nun
ein wenig nither eingehen wollen.

Die praktisch wichtigste Form des elektrischen Condensators
bestebt in zwei einander parallelen, metallischen Kreisscheiben, deren
Abstand gegen den Radius klein ist. Man macht sich leicht klar,
dafs in den Theilen des Zwischenraumes, an denen ein Einfluls des
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Randes der Platten nicht zu merken ist, die Platten also als un-
endlich ausgedehnt gelten konnen:

p=0y+b

(@ und » Constante) die Potentialfunction ist, vorausgesetzt, dals die
Plattennormale die y-Richtung hat; denn dann ist 4¢p = 0 und an
den Platten y = const, also ¢ = const. Wesentlich schwieriger ist
die Frage nach dem Einfluls des Randes. Man kann sie aber
wenigstens angenithert behandeln, wenn man wegen des voraus-
gesetzten Verhiiltnisses zwischen Plattenabstand und Radius von der
Kriimmung absieht und die Platten als unendlich ausgedehnte Halb-
ebenen betrachtet. Hs ist keine Beschriinkung der Allgemeinheit,
wenn wir festsetzen, dals sie denjenigen Theil der Ebenen

y=4 An

ausfitllen sollen, in welchem 2 < — 4 ist, obwohl hier der Platten-
abstand 2a 4 und die Lage der Randlinien (# = — A) durch dieselbe
Constante 4 bestimmt sind; denn die letztere Festsetzung giebt nur
die relative Lage des Coordinatensystems zu den Condensatorplatten
an. Die Platten sollen auf entgegengesetzt gleichen Potentialen sein,
welche wir, um nicht noch eine Constante mehr einfithren zu miissen,
zu + « festsetzen. Hierfr lifst sich jeder andere Werth erzielen,
wenn man die unten angegebene Potentialfunction mit einem passen-
den Factor multiplicirt.

Diese Aufgabe 16st der Ansatz:

%= A(¥ + e%)
oder

z4iy = Alp+iy+e?*iV) = A(p iy + e (cosy + isiny))

wenn man 1 als die Potentialfunction betrachtet. Denn wegen

@ = A(p + e? cos ) }

(186)
y = A(y + e®sin )

entspricht den Niveaulinien
Yy=xx
der Theil der Geraden
y=+ Anm,
den
x=A(p —e?) = Adev(pe~? —1)
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durchliiuft, wenn ¢ die Reihe der reellen Zahlen von —co bis +oo

durchwandert. Fir ¢ =—oo ist aber ¢? = 0, also z = — oo, fiir
p=+0 wird pe"?—1=—1 und ¢ =4 oo, g0 dals wiederum
@ =—co wird, wihrend « fiir ¢ = 0 seinen Maximalwerth — 4 an-
nimmt, da fiir diesen Werth

dx

-d—{; == 11[1 —_ B'*’) =

ist. Der fragliche Theil der beiden Geraden ist demnach identisch
mit den Schnitten der Platten mit der zy-Ebene.

Dals die Niveaulinien w =+ a auf die angegebene Weise
doppelt durchlaufen werden, wird verstiindlicher, wenn man eine der
anderen Niveaulinien discutirt, fiir welche

— A< Y<+mw
ist. Ist ¢ sehr grols und negativ, so ist annihernd
z=Ag, y= A4y,

demnach —zxd <y <+ wd, so dals diesen Werthen von ¢ der
vom Rande weit entfernte Theil des Raumes zwischen den Platten
entspricht. Dagegen sind fiur sehr grolse positive Werthe von ¢
@ und Ay je nach dem Zeichen von coswy und siny positiv oder
negativ sehr grols, withrend fiir ¢ = 0

z=Acosy >— A
y = Ay + sin )

wird, Die Linie v = 0 fiillt mit der z-Axe zusammen. Den Ver-
lauf der Niveau- und Kraftlinien 1 = const und ¢ = const ver-
anschaulicht Figur 18, und zwar ist die Differenz der Werthe von v
und ¢ fiir benachbarte Niveau- und Kraftlinien stets die gleiche.
Man sieht aus ihr, dafs fiir jeden Punkt , y v in dem angegebenen
Intervall von — z bis + = liegt; andere Werthe entbehren der
physikalischen Bedeutung. Liings den Niveaulinien 1 = 4 z aber
entspricht ein negativer Werth von ¢ einem Punkt der Innenseite,
ein positiver Werth einem Punkt der Aulsenseite.

Das Hauptinteresse beansprucht die Frage nach der Verthei-
lung der Ladungen. Betrachten wir die positiv geladene Platte, fiir
welche 9 =+, y =+ A= ist; da an ihrer Innenseite die Normale

in die negative y-Richtung weist, ist + % %%, an der Aulsen-
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seite dagegen — 41—1 %:j’ die Flichendichte. Nun ist nach (183)
und (186) an dieser Platte
(?_1;; ._ do 1

Oy 0z  AQ—e%)’
so dafs die Flichendichte gleich
1 dy 1
*47 60 =+ A —em

ist, wo das Vorzeichen 4 an der Innenseite, — an der Aufsenseite
gilt. Da der ersteren ein negativer Werth von ¢ entspricht, 1 — e?

Fig. 18,

dort also positiv ist, withrend an der letzteren ¢ >0, 1 —e? <0
ist, so ist das Vorzeichen der Fliichenbelegung stets das positive.

Die Dichte ist

4; V] auf der Innenseite in grolsem Abstande vom
Rande, an den entsprechenden Stellen der Aufsenseite aber Null.
Dagegen wird sie auf beiden Seiten unendlich grofs, wenn man sich
dem Rande niihert.

Eine wichtige Frage ist nun, ob bei der angenommenen Poten-
tialdifferenz 2x zwischen den Platten die Gesammtladung eines
endlichen am Rande gelegenen Stiickes der Platten endlich ist; denn
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andernfalls miifsten wir schlielsen, dals sich ein Condensator unter
Aufwand endlicher Energie iiberhaupt nicht auf endliche Potential-
differenz laden lifst. Legen wir einen Streifen der positiv geladenen
Platte, welcher in der Richtung des Randes, d. h. senkrecht zur
zy-Ebene, die Breite 1 hat, und von der Linie & = z,(z, < — 4)
bis zum Rand # = — A reicht, der Betrachtung zu Grunde; er triigt
auf der Innenseite die Ladung:

—4
1 (deg
I;f P hnig
Ty

wo von den beiden Werthen von ¢, welche einem und demselben
Werthe von z angehoren, der negative zu nehmen ist, withrend die
Ladung seiner #ufseren Seite
-4
1 [dy
e A
o

betriigt, wo von den beiden in Frage kommenden Werthen von ¢
der positive eingesetzt werden mufs. Sind ¢, und ¢," die beiden

zu z, gehdrenden Werthe, so ist aber das erstere Integral = — =2

das zweite = - ‘—;P;':, also beide endlich.

Da in der Figur die Differenz der Werthe von ¢ auf benach-
barten Kraftlinien constant ist, liegt zwischen je zwei Endpunkten
von Kraftlinien auf den Platten die gleiche Elektricitiitsmenge;
sie giebt daher unmittelbar ein Bild der Ladungsvertheilung,

Fiir den aus zwei kreisféSrmigen Platten bestehenden Conden-
sator kOnnen wir hieraus schliefsen: Jede der Platten triigt nur
Ladung eines Vorzeichens, diese liegt fiberwiegend auf der Innen-
seite, nur am Rande, wo auch auf der Innenseite die Ladung be-
sonders stark angehiiuft ist, ist die Aulsenseite einigermaalsen
geladen.

§ 48. Das Energieprincip in der Elektrostatik.

Schon in § 9 [siehe Gleichung (19)] wurde gezeigt, dals die
potentielle Energie einer Anzahl von elektrischen Punktladungen e;
gleich } >'e, ¢, ist, wenn man unter ¢, den Werth der Potential-
function aller Punktladungen, mit Ausnahme von ¢, selbst, am Ort
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von ¢ versteht. Dies wurde in § 25 auf stetig tiber riumliche
oder flichenhafte Gebiete vertheilte Ladungen iibertragen, indem

die Energie
W=1}(fffrpadmdydz+ffris!;eﬂ) (187)

gesetzt wurde. Dafs hier ¢ als die Potentialfunction aller Ladungen
aufgefalst werden kann, findet, wie dort erwithnt, seine Begriindung
darin, dafs die Ladungen sdzdydx und eds auch am eigenen Ort
nur unendlich wenig zu ¢ beitragen. In demselben Paragraphen

wurde der Ausdruck W auch schon mit Hiillfe des Greex'schen
Satzes nmgeformt in

W= _fff[ 22 au ) + (%Z’) ]dzd_;rlx (187a)

In dem speciellen Fall, dals nur leitende Korper Triiger elektrischer
Ladungen sind, ist ¢ = 0 und (187) reducirt sich auf

W=y [[dsge=}S D, (187b)

wo unter P, das Potential, unter ¢, die gesammte Ladung eines
der leitenden Korper zu verstehen ist. Wir wollen in diesem
Paragraphen zuniichst an einem Beispiel, dann allgemein beweisen,
dals die aus (187a) oder (187b) berechnete Energie das Aequivalent
der Arbeit ist, welche gegen die ponderomotorischen Kriifte geleistet
werden mufste, um die Ladungen ¢, auf den Conductoren herzustellen.

Zu diesem Zwecke denken wir uns zuniichst eine Punkt-
ladung ¢ einer leitenden Kugel vom Radius R aus dem Unendlichen
her geniihert, bis ihr Abstand » vom Kugelmittelpunkt gleich », ge-
worden ist; und zwar soll dabei ein dinner Draht die Kugel leitend
mit der KErde verbinden, so dals ihr Potential dauernd O bleibt.
Dann unterbrechen wir diese Ableitung und entfernen die Punkt-
ladung wieder in's Unendliche,

Aus den Erdrterungen des § 81 entnehmen wir, dals die Kugel
withrend der Anniitherung eine Ladung — —?e’ triigt, welche nach

Aufsen so wirkt, als wiire sie im Spiegelbild des geladenen Punktes
concentrirt. In der Kndlage » = r, ist die Ladung

R ’
tm— ot (188)
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und diese bleibt auf der Kugel, wenn wir nach Unterbrechung der
Ableitung ¢ wieder in's Unendliche fortriicken lassen. Sie vertheilt
gich dabei so, dals ihre Wirkung nach Aufsen der zweier Punkt-
ladungen — —?— ¢ und — R¢' (;l: — 1?) iiquivalent ist, von denen die

0
erstere ihren Sitz wiederum im Spiegelbild des geladenen Punktes,

die zweite im Kugelmittelpunkt hat. Beide fiben auf ¢’ eine An-
ziehung aus, welche bei der Entfernung von ¢’ iiberwunden werden

mufs. Die Arbeit, welche die erstere Ladung, — g ¢/, erforder-

lich macht, wurde aber bei der Anniiherung von ¢ gewonnen; die
gesammte bei dem Procels geleistete Arbeit ist also gleich der,
welche zur Ueberwindung der Anziehungskraft

_me (1

re

"o L ol

der im Mittelpunkt concentrirt gedachten Ladung — R¢' (1 : )

o, T
dient; d. h. gleich
. 1 1\dr Re*
Berf (G- )5 - e

0

Poeil ok

ist, so ist sie in der That gleich } Pe.

Bevor wir nun zu dem allgemeinen Beweis iibergehen, wollen
wir zeigen, dafs die Energie 11" im Gleichgewichtszustande den kleinsten
Werth hat, den sie annehmen kann, solange die Lage und Form
der Leiter erhalten bleibt und leitende Verbindungen zwischen ihner
und der Erde oder zwischen verschiedenen Conductoren weder neu
hergestellt noch unterbrochen werden. Mathematisch formulirt, lautet
dies: Veriindern wir die Fliichendichte der Elektricitit ¢ um de,
80 dafls die Gesammtladungen ¢, der isolirten Conductoren an der
Veriinderung nicht theilnehmen, so iindert sich die Potential-
function ¢ um d¢ und die Energie W und dW. Aber vermige
der Gleichgewichtsbedingungen, dals tiberall

49 =0,
dafs ferner an allen Conductoren
¢ = P, = const
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und speciell auf den zur Erde abgeleiteten
P,=0
ist, ist
dW=0,
Um dies zu zeigen, berechnen wir W nach (187a), indem wir

(5252 0(5) -2 52 232 we

setzen. In der so entstehenden Gleichung

< dg C'Mrp g 0dgp O 0dp
e ff (o 5 +35y Byt o ")z dya

ist wie in (187a) fiber den ganzen Raum, oder da die Differential-
quotienten von ¢ in Leitern verschwinden, fiber den von Leitern
freien Theil des Raumes zu integriren. Wenden wir nun die zum
Greex'schen Satz fihrende partielle Integration an, so finden wir
vermbge dq¢ =0

JW=——-ffd J(P =-—-—ffd8fp(}aq

wo das Integral iiber alle Oberflichen von Conductoren zu erstrecken
ist. An diesen ist aber ¢ constant und nach (69a)

also ist

J‘W=EPdesid“s =SP,de,=0,

da an den isolirten Conductoren de,, an den zur Erde abgeleiteten
aber P, = 0 ist.

Nun denken wir uns alle Ableitungen zur Erde aufgehoben
und ertheilen einem der Conductoren, den wir durch den Index 1
auszeichnen, eine unendlich kleine Verschiebung und Drehung,
welchen einem seiner Punkte die Verriickung d/ mittheilt; Form-
inderungen schliefsen wir aus. Dann milssen wir gegen die pondero-
motorischen Kriifte die Arbeit d 4 leisten, withrend sich die Energie
um & W iindert. Im Allgemeinen veriindert sich mit der Verschiebung
auch die Vertheilung der Ladungen auf allen Conductoren und oW
besteht dementsprechend aus zwei Summanden, von denen der erste
die Veriinderung von W in Folge der Verriickung des Conductors

H. v. Hersnonrsz, Theoret, Physik, Bd, IV, 16
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bei unveriinderter Vertheilung, der zweite die in Folge der Ver-
schiebung der Ladungen allein stattfindende Veriinderung von W
angiebt. Der zweite Summand ist aber, wie soeben bewiesen, Null.
Denken wir nun die urspriinglich vorhandenen Ableitungen zur Erde
wieder hergestellt, so erfolgt eine neue unendlich kleine Verschiebung
der Ladungen, welche aber wiederum zu & W nichts beitriigt. Zur
Berechnung von

3W=1}6Ifds(pa (189)

haben wir also e als fest an den Flichenelementen ds haftend zn
denken.

Dies und die vorausgesetzte Starrheit des Conductors 1 hat
zur Folge, dafs die Potentialfunction ¢, der auf ihm befindlichen
Ladung sich in einem an der Verrtickung theilnehmenden Punkt nicht
indert; das iiber seine Oberfliiche zu erstreckende Integral

ffds«p,e

1

bleibt daher unveriindert. Dagegen bleibt die Potentialfunction ¢,
aller anderen Ladungen in allen Punkten unveriindert, welche an
der Verriickung nicht theilnehmen, also u. A. an den Oberfichen
der Conductoren, welche ihren Platz nicht wechseln; das fiir ihre
Oberflichen gebildete Integral

ffdsqa,e

2

tindert sich also auch nicht, und es wird nach (189) und wegen
L+ P=9

sW=140 [[dsge

=}J(ffds§pls+ fdstp,ﬂ+ffds?l°+ffd3%‘) (1894a)

i 1 $ 3

=%a(f ds%ﬂ%—ffds%ﬂ'
1 2

Aber auch diese Gleichung lifst sich mit Hiilfe r?es GrEEN'schen
Satzes noch vereinfachen; denn ¢, und g, geniigen 1mn ganzen Raum
der Differentialgleichung 4¢ = 0 und den Stetigkeitsbedingungen,




a9 .
nur dafs der Differentialquotient -6—51‘ an der Oberfliche des Con-

ductors 1, %T_t an der der anderen die durch die Relation (69a)

n
1 (6rp +ﬁ5_'f°_)=e

i 71-‘}! _"é;;? an«

gegebene Unstetigkeit besitat. Das fiir den ganzen Raum gebildete
Integral

dp, Oy dp, ,aff'.‘!‘. E‘PL ﬂﬂ. dedud
fff(é‘xt _355:14__637 dy t 62 6::) el

ist defshalb sowohl gleich

1) o
— fds(pl (—a"‘f;f“‘l"_afé) dn y dsq’lo’
2
als auch gleich

o+ gok) =4
25 fds% (_6‘-2;%4-'6‘?;:_ =4m | [dsg,e.
1 1

Fliichenintegrale ftir die unendlich ferne Begrenzung des Raumes
treten bei beiden Umformungen nicht auf, weil ¢, und. ¢y im Un-
endlichen wie 1/R, ihre Ableitungen wie 1/R* verschwinden. Ganz

allgemein gilt demnach

f[dﬂq’,8=j:!d3@1e:
b‘W:Jf‘!dqu,s

wird. Das hier allein auftretende Integral erfihrt seine Veriinderung
dadurch, dafs ein Flichenelement ds bei der Verschiebung um ¢
von einem Ort mit dem Werthe ¢, an einen mit dem Werthe

so dafs nach (189a)

Py -+ %&?’— 0! kommt; also ist

W = fm%’-ﬁ- al. (189 b)
1

Die von den in Ruhe bleibenden Conductoren auf das Element ds

des Conductors 1 in der Richtung von ol ausgeiibte pondero-
16*



244 ERSTER THEIL. § 48

motorische Kraft ist aber
ana_

— dse—L,

ol
die zu ihrer Ueberwindung erforderliche Arbeit

O, .
dsﬂ' '—61——1‘3!,

also folgt aus (189b) unmittelbar
OW=204,
was zu beweisen war.

Es werden demnach bei dieser unendlich kleinen Verschiebung
elektrische Energie und mechanische Arbeit unmittelbar in einander
umgewandelt, Dasselbe gilt von jeder endlichen Verriickung, voraus-
gesetzt, dals sie so langsam vor sich geht, dals sich in jedem Augen-
blick das elektrostatische Gleichgewicht wieder einstellt; denn sonst
fielen die Voraussetzungen unseres Beweises fort. Is entstiinden
dann elektrische Strome, welche Kriifte auf einander ausiiben, die
ganz aus dem Bereich der bisherigen Betrachtungen herausfallen,
und aulser elektrischer Energie und mechanischer Arbeit triiten in
der Energiegleichung noch magnetische KEnergie und Jouvrw'sche
Wiirme auf. Ist aber diese Bedingung erfiillt, so kinnen wir aus
der Gleichheit von 0 W und o 4 schliefsen, dafs die aufzuwendende
Arbeit nur von der Anfangs- und Endlage abhiingt, auf welchem
Wege man auch die eine in die andere iiberfilhren mag; denn die
Aenderung der elektrischen Energie ist auch vom Wege unabhiingig.

Die Verwandlung mechanischer Arbeit in elektrische Energie
spielt in der praktischen Physik eine grofse Rolle; die Wirksamkeit
aller Influenzmaschinen beruht auf ihr. Beim Elektrophor, der ein-
fachsten derartigen Vorrichtung, z. B. wird der metallische Deckel
der elektrisch geladenen isolirenden Scheibe geniihert, withrend er
abgeleitet, und dann von ihr entfernt, nachdem er isolirt worden
ist. Ganz wie in dem durchgerechneten Beispiel die leitende Kugel
erhiilt er dabei eine Ladung, deren Energie das Aequivalent der

Arbeit ist, welche bei der Annitherung und Wiederentfernung ge-
leistet werden muls.



Zweiter Theil.

Andere Gebiete, in denen sich die Kraft aus einer
Potentialfunction ableitet.

Erster Abschnitt.
Magnetisirte Korper und Dielektrica.

§ 49. Allgemeine Theorie der permanenten Magnete.

Die Theorie des Magnetismus schlielst sich eng an die Elektro-
statik an. Denn ebenso wie die elektrostatischen lassen sich die
magnetischen Wirkungen auf zwei entgegengesetzte Agentien zuriick-
fiilhren, deren Unzerstorbarkeit und Unvermehrbarkeit nur der Ein-
schriinkung unterliegt, dals gleich grofse Mengen von positivem und
negativem Magnetismus sowohl gleichzeitig entstehen, als verschwinden
konnen; sie addiren sich algebraisch. Und die Anziehungs- oder
Abstofsungskraft, welche zwei magnetische Quanta m und m, im
Abstand » von einander auf einander ausitben, gehorcht demselben

Gesetz

Smm
r 2
!‘. = A ""?L

wie die elektrische Kraft. Auch fiir die Bestimmung der Einheit
des magnetischen Quantums gilt dasselbe, wie fiir die Definition der
Einheit des elektrischen. Da der Magnetismus uns nur durch seine
Anziehungs- und Abstolsungskraft bekannt ist, konnen wir sie
durch Wahl der Constante 4* beliebig festsetzen. Zum Gauss’schen
Maalssystem fihrt die Bestimmung, dafls fir das Vacuum oder die
ihm praktisch iquivalente atmosphiirische Luft 4% =1 sein soll.
Die Einheit des Magnetismus ist dann dasjenige Quantum, welches
auf ein gleiches Quantum im Abstand von 1 cm die Kraft 1 Dyn
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ausiibt; der Dimension nach wird das magnetische Quantum gleich
dem elektrischen, d. h.

m = [L# k7], .

Ferner hat die Uebereinstimmung in den Kraftgesetzen zur Folge,
dals man sich zur Beschreibung des magnetischen Kraftfeldes wie
in der Elektrostatik zweckmiilsig einer Potentialfunction bedient,
deren negativ genommene Differentialquotienten nach den recht-
winkligen Coordinaten die Componenten der auf die Einheit des
Magnetismus ausgeiibten Kraft angeben. Alle Siitze fiber den Zu-
sammenhang ihrer Differentialquotienten mit der Raum- und KFlichen-
dichte der Ladung lassen sich ohne Weiteres fibertragen; speciell
gilt im ladungsfreien Raume fiir sie die Differentialgleichung:

dp =0.

Dennoch tragen die Gleichungen des statischen magnetischen
Feldes ein ganz anderes Gepriige, als die der Elektrostatik. Denn
zwischen beiden Gebieten besteht der grundlegende Unterschied, dalfs
wir die entgegengesetzten magnetischen Quanten nicht wie die elek-
trischen beliebig weit von einander trennen knnen; jeder Korper
enthiilt vielmehr genau ebensoviel positiven wie negativen Magne-
tismus; auch die weitgehendste Zertheilung eines Magneten liefert
immer nur Stiicke, welche selbst vollstindige Magnete mit der Ge-
sammtladung Null sind. Es giebt keinen Korper, in welchem der
Magnetismus so frei beweglich wiire, wie die Elektricitit in einer
leitenden Substanz. Dies zwingt uns zu der Vorstellung, dals die
Beweglichkeit, welche wir dem Magnetismus zuschreiben miissen —
andernfalls wiirden sie sich in einem Anfangs nicht magnetisirten
Korper dauernd neutralisiren — nicht itber molekulare Entfernungen
hinausreicht, dafs also schon jede Molekel ein vollstindiger Magnet
mit der Gesammtladung Null ist.

Entsprechen so alle magnetisirbaren Korper den Dielektriken,
so giebt es doch auch bedeutsame Unterschiede zwischen ihnen.
Dafs manche Korper, die sogenannten diamagnetischen, weniger
magnetisirbar sind, als der leere Raum, wurde schon in der Ein-
leitung erwithnt; das elektrische Analogon hierzu fehlt. Erheblicher
noch ist es, dafs es Substanzen giebt, welche die einmal angenommene
Magnetisirung dauernd behalten, withrend die elektrische Polarisation
eines Dielektrikums, wenn auch nicht immer gleichzeitig mit ihrer
Ursache, so doch bald nach ihr aufhort; der gehiirtete Stahl ist der
Typus einer der permanenten Magnetisirung fithigen Substanz. Die -
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Theorie dieser permanenten Magnete ist es, die wir zuerst besprechen
wollen; von allen temporir magnetisirbaren Korpern nehmen wir
deshalb vorliufig an, dals sie sich in praktisch unendlich grolser
Entfernung befinden,

Wir beginnen mit der Aufstellung der Potentialfunction eines
magnetischen Dipols; denn dieser spielt in der Lehre vom Magne-
tismus als das einfachste Modell der magnetisirten Molekel dieselbe
grundlegende Rolle, wie in der Elektrostatik die Punktladung. Er
besteht aus zwei entgegengesetzt gleichen Punktladungen 4 m, von
denen die negative die Coordinaten =, y, %, die positive die Coordi-
naten z + dw, y + dy, x~+ dx hat; seine Potentialfunction ist die
Summe der Potentialfunctionen dieser Punktladungen. Versteht man
unter » die Entfernung des Punktes z, y, # vom Punkte § 7, { so
ist sie im letzteren

=

m m
L "s+dﬂ.v+dlhl+‘“,

oder wenn man den zweiten Term gleich

setzt,

Die  Grofsen
mde = A, mdy = j, mdz = v

lassen sich hier als die Componenten eines Vectors auffassen, dessen
Grofse man durch Multiplication von m mit dem Abstand dI der
Punktladungen findet und der in der Richtung mit 4/ zusammen-
filllt; man nennt ihn das Moment R des Dipols, Die Potential-
function bestimmt sich aus ihm nach der Formel

L ol ol

oder, da

4 = I cos (z, dl), w = M cos (y, dI), v = IR cos (z, di)
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und
1
5 P 1 o
73-% cos (z, dl) + . cos (y, dl) + - cos (¥, dl)
i pe Bis gl
B L e . ey A T
=_6‘-x‘7+_y TS iR R
1
¢
@ =M 37 (1904a)
setzt man andererseits in (190):
1
0 —
: 10
T Lk e e

ete. (» ist dabei als vom Punkte § #, { nach dem Punkte z, y, »
weisend angenommen, sonst erhielte cos(r, @) etc. das entgegen-
gesetzte Vorzeichen), so folgt

e ;1? [Acos(r, 2) + p cos(r, 4) + weos(r, 4], (190 D)

Liegen mehrere Dipole so nahe bei einander, dafs die Diffe-

§5 Tedepl
rentialquotienten 7 KT P e fitr alle denselben Werth haben,
so erhiillt man ihre Potentialfunction, wenn man in (190) i durch
A ete. ersetzt. Diese Voraussetzung ist nun von den Molekeln
erfilllt, welche in einem Volumelement dzdydx eines permanenten
Magneten liegen; auch dies wirkt nach Aufsen wie ein einzelver
Dipol. Durch Integration iiber das Volumen der Magnete findet
man hieraus seine Potentialfunction, Nun sind aber nach der bis-
herigen Definition die Momentcomponenten 4, g, » in den Molekeln
von Null verschieden, in den Zwischenriiumen aber Null, also un-
regelmiifsig und sprungweise sich #ndernde Functionen des Ortes,
deren Beibehaltung nicht nur zu grofsen analytischen Schwierigkeiten
fihren wiirde, sondern auch schon aus dem Grunde unméglich wiire,
weil man ja nie die Vertheilung der Molekeln und das Moment einer
einzelnen beobachten kann. Beobachtbar ist nur die vectorielle
Summe der Momente vieler Molekeln; da im homogenen Korper nah
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benachbarte Volumelemente gleichberechtigt sind, so ist diese zu
dem Volumelement, itber dessen Molekeln wir summiren, propor-
tional, d. h. wir kinnen ihre Componente gleich Adzdydx, pdxdydx,
vdezdydx setzen. In dieser neuen Bedeutung sind 4, p, » die Com-
ponenten eines als Magnetisirung bezeichneten Vectors ¢, sie sind
stetige und differenzirbare Functionen des Ortes, abgesehen von
Unstetigkeitsflichen, wie z B. die Oberfliche eines permanenten
Magneten eine ist. Die Potentialfunction eines Volumelements
ist dann

Gt e e
2-—*6? =1 #?3}— -+ ?W dedydx

und die des ganzen Magneten
1 1

a% 62 =

Diese Gleichung lifst sich nach dem zum Beweis des Green’-
schen Satzes (§ 21) benutzten Schema durch partielle Integration
umformen; nehmen wir an, dals im Inneren des Magneten keine
Unstetigkeitsfliche liegt, dafls er also nicht aus verschiedenen, erst
nach der Magnetisirung zusammengefiigten Stiicken besteht, so ist
seine Oberfliche die einzige Unstetigkeitsfliche und es bezieht sich
in der so entstehenden Gleichung

g fff (az g)d:cd_;dx o

...ff-;[?.cos(n,,x)+pcos(u,,y)-]—-ucos(n,,z)]

das Flichenintegral nur auf diese. Im Allgemeinen miifste es iiber
alle Unstetigkeitsflichen so gebildet werden, dafs die Magnetisirung
der beiden an einander stofsenden Korper beriicksichtigt wird. Das

Auftreten des Factors % zeigt, dafs der Magnet fiquivalent ist einer

magnetischen Ladung von der riumlichen Dichte
3 dr  op . Ov))
W= et (183)

Y u’y die Raumdichte der, wie wir spiiter sagen werden, scheinbaren
magnetischen Ladung darf nicht mit g, der y-Componente der Magnetisirang
verwechselt werden,
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und der Flichendichte
m' = — [Acos (n,@) + @ cO8 (m,y) + v(cosm,2)] = —a,, (1923)

wenn ¢, die Componente des Vectors ¢ in Richtung der inneren
Normale bedeutet; diese Bezeichnungsweise wollen wir im Folgenden
zur Abkiirzung der Formeln beibehalten. Der Gesammtbetrag dieser
Ladung fiir den ganzen Magneten ist Null, da nach dem Gauss'schen

Satz
fff +6”+ )da:dydx-s—-ffdarr
oz "

ist; fiir einen Theil des Magneten ist er aber natiirlich im Allgemeinen
von Null verschieden, doch wird er beim Zerbrechen des Magneten
fur jedes Stiick wieder Null, weil dann die Bruchfliiche einen vorher
nicht auftretenden Beitrag zum Oberfliichenintegral der letzten Glei-
chung liefert. Wegen dieses Unterschiedes gegen das Verhalten der
elektrischen Ladungen, die wir bisher kennen gelernt haben, be-
zeichnet man die letzteren als wahre, die ersteren aber als schein-
bare, d. h. durch die Magnetisirung vorgetiiuschte Ladungen,| Nach
(191a) spielen die scheinbaren Ladungen aber fiir die Potential-
function dieselbe Rolle, wie die wahren Ladungen der Elektrostatik,
d. h. es bestehen nach (69) und (69a) die Beziehungen:

1 4 0r  op , Ov
—zgdqm#- (6w+6y+6'x (193)
1 ’

welche sich, da die Componentan der magnetischen Kraft

dep dop
LT g A

sind, auch in die Form

O(L+4md) OM+4mp)  O(N+4av)
oz + By 4 P =0, (198})

(L +4m ) cos(n,, @)+ (M +4mp)cos (n, y)+(N,+4m ) cos(n,, 2)

+ L cos(n, @) + M,cos(n,,y) -+ N,cos(n, %) =0}(193c}

bringen lassen. In der letzten Gleichung kionnte man zu L, M N,
noch 4% 2, 4ap, 4nwv, hinzuaddiren, da diese drei Terme Null
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sind. Nun sahen wir in § 24, dals die Einheitsfiden, welche das
elektrische Kraftfeld darstellen, nur dort Endpunkte haben, wo elek-
trische Ladungen liegen, wo also entweder die riiumliche Divergenz
der elektrischen Kraft,

X 0Y 02

b N s
b2 "By ToE

oder die Flichendivergenz

‘%('. + -_{a = Ynre,
X, cos(n;x) + Y,cos(n,y) 4+ Z cos(n,z)
+ X, cos(n,z) + Y, cos(n,y) + Z,co8(n,z) = 4me .

von Null verschieden ist. Nach (193 b) und (193 ¢) sind aber riium-
liche und Flichendivergenz des Vectors mit den Componenten
L4 4nd, M+t 4ap, N+ 4av stets Null, die den Verlauf dieses
Vectors darstellenden Kinheitsrohren laufen also immer in sich
selbst zuriick.

Nach (191) ist die Potentialfunction und damit das den Magneten
umgebende Kraftfeld durch die Magnetisirung eindeutig bestimmt.
Dagegen ist es nicht moglich, umgekehrt aus der Kenntnifs des
Kraftfeldes im Aufsenraum die Magnetisirang zu ermitteln, Nicht
einmal auf die Vertheilung der scheinbaren Ladung lifst sich zuriick-
schliefsen. Denn es giebt zu jeder riiumlichen Ladung mit der

Dichte y' im Inneren eine Oberflichenbelegung, welche ihre Wirkung
nach Aufsen gerade aufhebt; nach (89a) ist:

i =ffop'da:dydz

(U ist die Greex'sche Function) die Potentialfunction, welche im
Inneren der Forderung

dp =—4ayp’

genligt und im Aufsenraume 0 jg,

ist also die Dichte jener Oberfliichenbelegung. Der Gesammtbetrag
dieser Ladung ist

pr’dzdydz +ﬂdsm’
= et e
in quvd:cdydx 4ﬂf daani 0
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(nach dem Gavss'schen Satze); sie kann also bei einem Magneten
auftreten, der dann nach Aufsen iiberhaupt nicht wirkt. Fiigt man
sie zu einer schon vorhandenen Ladung hinzu, so ist dies aufser-
halb des Magneten nicht zu bemerken. Aber selbst wenn

0. Ou , Ov
- =_(Bx g dy +6_z)
und
m' =— g,
i
bekannt wiire, so reichte dies noch nicht zur Bestimmung der
Magnetisirangscomponenten 4, u, » hin. Die elektrische Feldstirke
ist zwar eindeutig bestimmt, wenn ihr aulser der Divergenz — u’
in einem geschlossenen Raume vorgeschrieben ist, dals sie aufser-
halb dieses Raumes Null sein soll. Die Gleichung

¥ =ffop’dmdydz

giebt nach (89a) ihre Potentialfunction an. Die Magnetisirung leitet
sich aber nicht aus einer Potentialfunction ab, vielmehr konnen die
sie darstellenden ,,Magnetisirungsliuien" alle in sich geschlossen sein,
so dafs ihre Divergenz g -+ g: + 3% Y ebenso wie die Flichen-

divergenz %, verschwindet. Sie veranlafst dann nach (191a) weder

innerhalb noch aulserhalb des Magneten eine magnetische Kraft,
und ihr Hinzuftigen zu einer anderen schon vorhandenen Magneti-
sirung lifst sich durch Untersuchung des Kraftfeldes nicht erkennen.

Wie sich beim Zerbrechen eines Magneten seine scheinbare
Ladung #ndert, so auch, wenn man in ihn einen Hohlraum bohrt;
denn auch dabei entstehen neue Grenzflichen. In dem Hohlraume
wird also im Allgemeinen eine andere Feldstiirke herrschen, als
vorher an dem entsprechenden Platze. Wir wollen diese Frage nur
fiir den einfachsten Fall behandeln, dafs das ausgebohrte Volumen
so klein ist, dals man in ihm die Magnetisirung als nach Grifse
und Richtung constant betrachten kann, und dals es die Form eines
Cylinders hat, dessen Erzeugenden in der Richtung der Magnetisirung
liegen. Wir legen die az-Axe parallel zu dieser Richtung.

Wir verfahren zu diesem Zwecke so, dals wir von der Potential-
function ¢ des urspriinglichen Magneten die des ausgebohrten Cylin-
ders abziehen. Zu ihrer Berechnung brauchen wir weder die
Volumenladung des Cylinders zu beriicksichtigen — denn sie fiufsert
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nach § 11 auf die Kraft keinen endlichen Einflufs, wenn der
Cylinder unendlich klein ist — noch den Cylindermantel, da an
ihm g, =0 ist. Nach (191a) ist sie also

eI

wo die erste Integration iiber die dem kleineren Werthe von = ent-
sprechende Grundfliiche, die zweite tiber die dem grofseren Werthe
von z entsprechende auszufithren ist. Ist der Cylinder fadenférmig

lang gestreckt, so wird das magnetische Quantum o f f ds so klein,

dals beide Integrale und damit ¢* nur in der niichsten Umgebung
der beiden Flichen von Null verschieden sind. Im entgegengesetzten
Grenzfalle eines Hulserst flachen, scheibenformigen Cylinders ist ¢*
die Potentialfunction zweier unendlichen, entgegengesetzt gleich mit
der Flichendichte ¢ geladenen Ebenen, wenn man die Betrachtung
auf solche Punkte beschriinkt, welche vom Mantel des Cylinders
geniigend entfernt sind. In Uebereinstimmung mit §§ 19 und 47
sieht man unmittelbar, dafs der Ansatz

¢* =4nox 4 const im Innern des Cylinders
@"* = const im Aulsenraum

sowohl der Gleichung 4¢* = 0 als den Grenzbedingungen an den
geladenen Platten

_L(a'_?;’_’_ .69't") g

geniigt. Die im Hohlraum herrschende Potentialfunction ist also
¢ —q*=@—4n0cz — const,

80 dals die z-Componente der magnetischen Kraft im Hohlraum
um 47 ¢ grofser ist, als an derselben Stelle, bevor er gebohrt war.

Bei anderer Form des Hohlraumes findet man andere Werthe
fiir diesen Zusatz.

§ 50. Angeniiherte Darstellung des Kraftfeldes in der
Umgebung eines Magnelen.

Setzt man in (191a) das magnetische Quantum — o, ds oder
i

O0A . Op o0
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gleich dm, so geht diese Gleichung tiber in

_fa‘m
‘P""‘ r ]

wo r den Abstand des Quantums dm vom Punkt & #, & also
S— 1 —e
[(@— 8+ —n)* + (v — £*T'h

ist. Wir verlegen nun den Coordinatenanfang in's Innere des

1
r

Magneten, Die Entwickelung der Function % nach steigenden

Potenzen von @, y, %

PR U s e b o
i Al % P S, I [PONTE n f (104)
r f'u+ oz |, 6‘};'0"' oz |," T s

convergirt fiir alle Punkte & #, { fir welche
B+ + 3>+ + 22,

ist, und zwar um so schneller, je grofser 2 + 92 4 £* ist.

Diese Tayror’sche Reihe ist niimlich ihrem Inhalt nach gleich-
bedeutend mit der frither abgeleiteten Gleichung (159¢) auf S. 199.
Wir brauchen dort nur R, und R, mit den beiden Strahlen zu
identificiren, welche hier vom Nullpunkt nach den beiden Punkten
@ y, ¥ und §, #, { fithren. Dann wird der Cosinus des Winkels
zwischen beiden Strahlen — das ist die Variabele u der Kugel-
functionen P, o — .
yo ZEEYN L

R K,

Die Kugelfunction P, o ist ganze Function aten Grades von p mit
entweder nur geraden oder nur ungeraden Potenzen. Sie kann daher
umgeformt werden in einen Bruch, dessen Generalnenner R* R, heilst,
withrend im Zithler wegen R* = 2® 4+ y* + 2* eine ganze Function
aten Grades der drei Variabelen z, y, » auftritt, deren Coefficienten
aus den § #, { zusammengesetzt werden. Nennen wir diese ganze
Function G, (2, y, ), so heilst das allgemeine Glied der Reihe (159c¢),
nachdem man noch den Factor R, von links nach rechts in den
Nenner gebracht hat,

4 Gﬂ e 1
};El+1 & ‘RI(T_}‘;!:) =R‘A;!¢.|.1G¢ (x:!h RJ]-
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Die ganze Schaar der hieraus entstehenden Glieder kann man nach
steigenden Potenzen und Producten von #, %, » ordnen und erhiilt
somit eine Entwickelung von 1/, welche mit der hier in Gleichung (194)
angesetzten Reihe identisch sein mufs. Da nun jene Reihe fiir
R, > R, absolut convergirt, so thut das auch unsere Reihe (194).

Die Reihe, die man durch Substitution von (194) in ¢ = f d :n

erhiilt, lautet wegen f dm=0

0 1 al_

) i r
il fxdm+ . fydm +4-
o

s

'—a"';‘t- fxdm

a!

oL
p
T uf’dm-{- . 1 ofz’dm

a— al ot

+ 2 0':1:5_ fzgdm+2 P 6‘ )fymdm+2(mz) fmxdm}

6L |
W f sdm + ...
=

und convergirt aufserhalb einer Kugel um den Coordinatenanfang,
welche den Magneten gerade eben einschlielst.

Der Vergleich von (194) und (190) zeigt, dals der Magnet, soweit
hier nur die Glieder erster Ordnung in Betracht kommen, einem

Dipol #quivalent ist, dessen Moment I die Componenten f wdnt,

f y dm und f xdm hat. Man nennt I das Moment des Magneten.

Es ist von der Wahl des Coordinatenanfangs unabhiingig, denn eine
Parallelverschiebung des Axenkreuzes veréindert die Coordinaten nur
um gewisse additive Constanten a, b, ¢, so dafs an die Stelle des

Integrals f xdm

1
+ o7

(195)

5 | -

1

+

f(a + a)dm = [xdm ete.

tritt. Dagegen veriindert eine Drehung des Axenkreuzes die Werthe
der drei Componenten. Legen wir z B. — das ist das Zweck-
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miifsigste, weil sich dann (195) wesentlich vereinfacht — die z-Axe
in die Richtung des Moments 9, so wird

fxd:u=ﬂ]l, fydm=fzdm=0 (196)

und die Potentialfunction reducirt sich in den Gliedern erster
Ordnung auf den zu (190a) analogen Ausdruck

a Ll
e 2, (TN
oz |,

Natiirlich kann auch I gleich Null sein, z B. wenn man zwei
Magnete von gleichem Moment so auf einander legt, dafs ihre Momente
entgegengesetzte Richtungen erhalten. Dann wird die Bestimmung
der Lage der z-Axe hinfillig, doch schlielsen wir diesen Fall hier
von der Betrachtung aus.

Wir wollen nun des Weiteren die Lage des Axenkreuzes so
withlen, dals Gleichung (195) auch in den Gliedern zweiter Ordnung
eine moglichst einfache Gestalt annimmt. Zuniichst setzt eine

Parallelverschiebung an die Stelle von f z*dm, fmydm und |zzdm
die Integrale

@ =M

ﬁa + a)*dm =a’fdm +2afzdm +ﬁc’dm
f(a 4 2)(b + y)dm = abfdm + afydm + bledm+ oy dm
f(a + @) (e + 2)dm = ac|dm + afxdm -+ cf:cdm+ zxdm,
welche sich nach (196) und wegen f dm = 0 auf
2aM + [2* dm,
b M + a:y;hn,

e M + |zxdm

reduciren. Wir bestimmen nun die Constanten a, b, ¢ so, dals diese drei
Ausdriicke verschwinden. Dadurch ist der Coordinatenanfang in den
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sogenannten Mittelpunkt des Magneten verlegt und es sind in (195) die
al)l (el ol

4 . b,
32|, \6way), \Gzo%),

Coefficienten von zum Verschwinden

gebracht.

Jetzt hat unser Coordinatensystem nur noch einen Freiheitsgrad,
die Drehung um die #-Axe. Drehen wir es um den Winkel «, so
treten an die Stelle von y und » die neuen Coordinaten

:

Y = ycose+ xsine

& = — ysin ¢ + 2 COS

und es wird das an die Stelle von ﬁ;mdm tretende Integral

fy'm' dm = %Biu 2 aﬁz‘— y*) dm + cos2afyxn'.lll.

Durch passende Wahl von « lifst sich also auch der Coefficient
ol

von |z—r
dy 0%/,
zweiter Ordnung nur ibrig bleibt

in (195) zu Null machen, so dals von den Gliedern

1 1
5 __ s
1 9 r 0

2 [\ dy? [ys e ‘a;;;_ fx’rf-m

Dafiir ist aber jetzt auch das Coordinatensystem vollkommen fest-
gelegt.

Doch auch diese Glieder verschwinden hiiufig; z. B. wenn der
Maguet zu seiner Mittelebene (der y-z-Ebene unseres Axenkreuzes)
symmetrisch und so magnetisirt ist, dafs jeder Ladung dm im
Punkt «, y, # die Ladung —dm im Punkt — 2, y,  entspricht.
Aber auch wenn diese Forderung nicht streng erfiillt ist, kann man
in dem praktisch wichtigsten Fall des stabférmigen Magneten die

das Quadrat der Querdimensionen enthaltenden Integrale f y*dm

und |+*dm vernachlissigen.

Unter derselben Voraussetzung kommt fiir viele Zwecke von
den Gliedern dritter Ordnung nur das allein von den Liingsdimensionen
abhiingige,

H. v, Herswortz, Theorot, Physlk. Bd. 1V, 17
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R
S R 3
oz’ ,,fm Aty

in Betracht; innerhalb der Grenzen dieser Anniherung ist also

1
81

d LS

1
3
) . 3
$="\"0z

T 8
+ o\ 3 )nfas dm (1954a)

Denken wir uns andererseits in zwei Punkten der z-Axe, welche

vom Nullpunkt die Entfernungen + % haben, zwei magnetische

Quanten 4 m angebracht und withlen m und 7/ so, dals

mi =M
(195b)
mi =4 |adm

wird. Die Potentialfunction dieser Punktladungen wird dann, wenn
wir mit »_ und »_ den Abstand der beiden Punktladungen vom
Punkt &, 9, £ bezeichnen und nach (194)

oL 5° 1 FL 1
l L L_r ;+1 gl ;$+_1_._’. P? 4
Py % 5\ 2 s 8\ Ot 48 \ 0a* |, <\
F:) 1 3 1 asl
a1 G RO !+ 1 e ) (S Lt [l (5 4
r ft \ow ) 8 \ 9 |, 48 \ dz* |,
getzen, gleich
Lo ey el
SRS Y L VR G ALY T S RS
nl(r+ r_) e dx °+ 24 i oz’ °+

stimmt also innerhalb der in (195a) erreichten Anniiherung nach
(195b) mit der des Magneten fiberein. Die Orte dieser Punktladungen
bezeichnet man als die Pole des Magneten; ihre Entfernung von
einander, welche nach (196b) den Betrag

S atdm
l=2 |/-—~mr-.
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hat, ist erfahrungsgemiifs meist § der Stablinge. Ihre Bedeutung
unterliegt aber denselben Kinschriinkungen wie die Giiltigkeit der
Gleichung (195a). In Strenge lifst sich der Magnet nicht durch sie
ersetzen.

Setzt man in (195a) nach (195b)

fx"’ dm =} M2

o L4 b1 2y
o i : ; r r
und driickt man die Differentialquotienten % . und i
in den Coordinaten des Punktes & #, ¢ aus, so findet man
§ 12 g
¢=P_1_§?43 5 )m, (1950)
WO
r=VE+P+
hieraus berechnen sich die Kraftcomponenten
do 1 & 1 &
) 7 =‘:s‘[(' —8%5) — g5 (8- 305 +3°*)]m
. g En [, b » & 197
M”"'é;;="ﬁ‘[”‘“§r—=('“7;f) o W
= £ E £ 5 » - &%
= a~— 8- 5 (1-75)| ™. ‘

In erster Anniiherung, d. h. sofern der Magnet als Dipol (I = 0) be-
trachtet werden kann, ist

WL
-
M=3m%§ (1974)
N=8MmEE. :
-

Es superponiren sich in grofser Entfernung vom Magneten also zwei

Kriifte, von denen die eine von der Stirke —- ?IR die dem Moment ent-

gegengesetzte Richtung hat, withrend die andere die Intensitiit 8¢ ’ﬁ'

besitzt und je nach dem Vorzeichen von & vom Mittelpunkt der
17"
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Magneten fort oder nach ihm hinweist. Fir spiitere Zwecke fithren
wir hier noch die Kraft an, welche einerseits in der Mittelebene
der Magnete (&€ = 0), andererseits in seiner Axe (y = { = 0) herrscht;
nach (197) ist in Punkten der ersteren

m 3 B
ke = (1 ), M=0, N=0 (197b)

e
in Punkten der letzteren

m 1 8
Lms B (145 ?__,), M=0, Nw=0. (1970

§ 51. Das magnetische Kraftfeld der Erde und seine Messung.

Eng verkniipft mit dem magnetischen Moment ist das Dreh-
moment, welches der Magnet im homogenen Kraftfeld erfihrt. Als
ein solches ist z B. das des Erdmagnetismus zu betrachten; denn
es veriindert sich in dem von experimentell brauchbaren Magnet-
stiiben eingenommenen Raum nicht merklich. Hiingen wir den Stab
um eine vertikale Axe drehbar so auf, dafs seine magnetische Axe
in der horizontalen z y-KEbene liegt und mit der x-Axe, die wir in
die Richtung der Horizontalcomponente 7' der erdmagnetischen Kraft
legen, den Winkel « bildet, so erleidet er das Drehungsmoment

- Tﬁ,}dm = — 7'M sin «

(siehe Band I dieser Vorlesungen, § 46), denn 7'dm ist die am Ort
von dm angreifende und in der z-Richtung wirkende Kraft, und

fydm die y-Componente des magnetischen Moments 2. Der Magnet

bleibt in Ruhe, wenn « = 0, wenn also seine magnetische Axe mit
der Richtung von 7' zusammenfiillt. Dies dient zur Definition des
Vorzeichens einer magnetischen Ladung; als positiv bezeichnet man
die Ladung des Poles, welcher in unseren Breiten ungefihr nach
dem geographischen Nordpol weist.

Ist R das Triigheitsmoment des Stabes, so erfithrt er die Winkel-

beschleunigung

d*e TR .

-&(T A P S R Bl ¢« .
Dies ist aber die in Band I dieser Vorlesungen § 28 ausfiihrlich
discutirte Differentialgleichung der Pendelschwingungen. Wir ent-
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nehmen jener Besprechung das Resultat, dals der Stab Schwingungen
um die Ruhelage « = 0 ausfihrt, deren Periode bei kleiner Am-

plitude -

ist. Das Reibungsglied, welches in der Differentialgleichung wegen
des Luftwiderstandes und anderer Storungen eigentlich hinzugefiigt
werden miifste, indert nichts daran, da es sehr klein ist und
nach Band I § 32 nur quadratisch in die Formel fiir die Periode
eingeht.

Gleichung (197d) setzt uns in den Stand, die Horizontal-
intensitiitten an verschiedenen Orten der Erdoberfliche mit einander
zu vergleichen, indem man die Schwingungsdauer desselben Mag-
neten an ihnen bestimmt; es ist dann

1
LaZiady vz = é},%—,—w ..
Dies iilteste, auf Humpsonpr zuriickzufithrende Verfahren leidet aber
an der Ungenauigkeit, dals sich ein Magnet nicht unveriindert iiber
grifsere Strecken transportiren lifst; und da die erdmagnetische
Kraft an einem und demselben Ort zeitlich nicht genau constant ist,
kann man auch durch Controllversuche nach Riickkehr zur Ausgangs-
station diesen Fehler nicht eliminiren — ganz abgesehen davon,
dals er fir 7 keinen absoluten Werth liefert. Von beiden Uebel-
stiinden ist die Gauss'sche Methode frei, da sie iither das Moment
des Magneten nichts voraussetzt, sondern es im Gegentheil jedesmal
mitbestimmt.

Gleichung (197d) enthiilt das Product 779, aber aulserdem noch
das Triigheitsmoment R, Man eliminirt das Letztere durch Anstellung
eines zweiten Versuchs mit demselben Magnetstab, nur dals zuvor
das Triigheitsmoment in berechenbarer Weise veriindert wird. Dazu
sind auf dem Magnetstab zwei Messingringe von gleicher Masse p
verschiebbar angebracht. Thre Schwerpunkte befinden sich das erste
Mal im Abstand a,, das zweite Mal im Abstand a, von der Drehungs-
axe. Ist p das Triigheitsmoment eines Ringes um seinen Schwer-
punkt, so ist bei dem ersten Versuch das Triigheitsmoment der
Ringe um die Drehungsaxe nach einem bekannten Satz der Mechanik
(Band I dieser Vorlesungen, p.173 ff).

2(? +Pa1a]1
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beim zweiten Versuch
20+0p a’?.);
um

2p(a,? — a?)

wird demnach das Triigheitsmoment durch die Verschiebung geiindert,
so dafs beim zweiten Versuch die Periode der Schwingung

X R + 2p(a,* —a,?
o T
ist. Hieraus und aus (197d) kann man nach Elimination von R das
Product 7'M berechnen.

Nun kann man aber auch das Verhiiltnils % bestimmen, indem
man eine horizontal aufgehiingte Magnetnadel zugleich der Wirkung
des Erdfeldes und des Magneten aussetzt. Wir wollen sie als so
klein voraussetzen, dafs auch die von dem letzteren aunsgehende Kraft
lings ihrer Ausdehnung als constant betrachtet werden kann; dann
giebt die Richtung ihrer magnetischen Axe in der Ruhelage die
Richtung der Resultante aus den Horizontalcomponenten der von
der Erde und dem Magneten ausgefibten Kriifte. Legt man nun
den Magnet in die Entfernung » nordwiirts (lings des magnetischen
Meridiaus gemessen) von ihr, mit von Osten nach Westen ge-
richteter Axe, so rithrt von ihm nach (197b) am Ort der Nadel die
von Westen nach Osten weisende Kraft

EIR(I 3 32)

rd 8

her. Ist & der Winkel, um welchen die Nadel durch sie aus dem
magnetischen Meridian abgelenkt wird, so ist tge gleich ihrem Ver-

hiilltnifs zu 7, also
8 2\ M
tg“:-s"(‘“'@?f)“w“'
Fiithrt man die Messung fiir zwei verschiedene Entfernungen » aus,
80 kann man unter Elimination des unbekannten Polabstandes ! das
Verhltnifs 7, und da das Product 79 schon bekanat ist, 7 und 0

einzeln im absoluten Maals bestimmen. Natiirlich kann man den
Magneten auch Ostlich oder westlich von der Nadel mit von Osten
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nach Westen weisender Axe aufstellen, dann gilt nach (197¢) fiir
den Ablenkungswinkel ¢ die Gleichung

1 p)sm
2 2/ T

214

tga = =

Diese Erbdrterungen enthalten natiirlich nur den Grundgedanken
der Gauss'schen Methode. Bei der Ausfihrung der Versuche bedarf
es einer viel grofseren Anzahl von Messungen, um z B. die Un-
sicherheit fiber den Ort des Mittelpunktes und die Lage der Axe
des Magneten, die die Messung des Abstandes » beeintriichtigt,
eventuell auch den Einfluls des Polabstandes der abgelenkten Magnet-
nadel und Aehnliches zu eliminiren.

Historisch sei erwiihnt, dafs Gauvss an derartigen Ablenkungs-
versuchen bestiitigte, dafs die magnetische Kraft einer Punktladung
dem Quadrat des Abstandes umgekehrt proportional ist, indem er
sie unter Voraussetzung des allgemeineren Kraftgesetzes

mm,
r!l

K=

discutirte und zeigte, dals sich die Beobachtungen nur mit der An-
nahme # = 2 erkliiren lassen.

Nicht nur ein theoretisches, sondern auch ein erhebliches
praktisches (nautisches) Interesse hat die KFrage, wie man aus der
Bestimmung der Grofse und Richtung der Horizontalintensitit an
einer Anzahl von Beobachtungsstationen den Verlauf der Kraftlinien
an der ganzen Krdoberfliche finden kann, Zu diesem Zweck be-
nutzen wir die Darstellung der Potentialfunction durch eine nach
Kugelfunctionen fortschreitende Reihe. Dabei denken wir die Erde
als Kugel vom Radius R; mit 4 bezeichnen wir die geographische
Liinge, mit & die Poldistanz vom Nordpol und mit pu ihren Cosinus;
nach (150) gilt dann lings der Erdoberfliiche

@ n LT ;
P = 2 > Pew¥l -p’m(dmmcosmﬂ + By, msinmau).
n=1 m=0
Im Gegensatz zu (150) brauchen wir hier nur von n=1 an zu
summiren; denn das dort auftretende Glied mit n = 0 erhiilt den

Factor —3;, wenn man die Function ¢ fiir einen Punkt auflserhalb

der Kugel berechnet, deutet also auf eine von Null verschiedene
magnetische Gesammtladung hin, die nicht vorkommen kann. Eine
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Verschiebung des Punktes #, ¢ lings des geographischen Meridians,
welche die Poldistanz um d & iindert, ist gleich Rd; die Potential-
function iindert sich dabei um

oy 1 o9 p
Bt = ae s RO

der Factor der Verschiebung Rd ¢ muls aber, negativ genommen,
die in Richtung von 4+ liegende Kraftcomponente @ sein; also ist

Die Verschiebung des Punktes &, 4 lings des Breitenkreises betriigt
Rsin & dn, wenn % dabei um dy wiichst. Wir schliefsen daraus, dals

ool el - OF
Rsin dy R]"l—p’ Oy
die in Richtung des Breitenkreises wirkende Componente der erd-

magnetischen Kraft ist. Fihrt man in der Reihe fir % diese
Differentiationen aus, so erhiilt man, da

H = —

d;—:l' - P|1||t+1
ist,
gLy b m1 ——g=1
Qu-ﬁmm-o(.ﬁ,lm.,_lyl—ps —muPyu)l—p? )

+ (Ay, mcOSM Y + By 8in 1M 7)
Y 00 .m SR :
H= ﬁ-zgm PymVY1—=p* (dymsinmey — B, wcosmay).
= =

Beriicksichtigt man hier nur eine endliche Anzahl von Gliedern, so
kann man aus der Kenntnifs von @ und H an der gleichen Anzahl
von Beobachtungsstationen ihre Coefficienten 4, ,, und B, , bestim-
men. Dies fithrt natiirlich auf weitliiufige Eliminationsrechnungen.

Die Glieder, fiir welche n = 1 ist, ergeben fiir die Potential-
function aulserhalb der Erde den Term

r_Ii’ (4, co8 & + A,, 8in ¥ cosy + B, sin ¢ sin 7);

in hinreichend grofser Entfernung iiberwiegt er die anderen, welche

wie ;_-13- ete. abnehmen. Wie aus dem Vergleich mit (190b) hervor-
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geht, stellt er die Potentialfunction eines Dipols dar, dessen Moment
die Componenten R* 4, R*4,,, R*B,, hat; denn es ist

— 08 (r, @) = co8 ¥, —cCo08 (r,y) = sinF cos 7, — cos(r,2) = sin ¢ sin 1.

Nach Gauss ist sein Werth so grofs, wie wenn sich in jedem Kubik-
meter der Erde acht maximal magnetisirte einpfiindige Magnetstiibe
alle zu einander parallel befiinden. Ueber die thatsiichliche Magneti-
sirung soll damit natiirlich nichts gesagt sein; diese lifst sich bei
der Erde ebenso wenig wie bei jedem anderen Magneten durch Be-
stimmung des umgebenden Kraftfeldes ermitteln.

§ b2. Allgemeine Theorie der Dielektrica und temporir
magnetischen Korper.

Im Anschlufs an die Theorie der permanenten Magnete ist es
ein Leichtes, auch die dielektrisch und magnetisch erregbaren Korper
in den Kreis der Betrachtung zu ziehen; denn die grundlegenden
Begriffe sind trotz der verschiedenen Benennungen in diesen Ge-
bieten der Theorie delswegen die gleichen, weil die Elektricitiit in
den Dielektriken ebenso nur innerhalb der Molekeln beweglich ist,
wie der Magnetismus, Definiren wir den als dielektrische Polari-
sation bezeichneten Vector s mit den Componenten I, m, n dahin,
dafs ldz dydx, mdawdydx, ndadydx die Componenten des resul-
tirenden elektrischen Moments aller im Volumelement dzdydx
liegenden Molekeln ist, so ist entsprechend der Gleichung (191)

1 61

PR T
oA | e Mg + N | dwdy d (198)
¥ oz dy 0x

die Potentialfunction der vom Dielektricum ausgehenden elektrischen
Krifte. Wir kiénnen also das Folgende, obwohl wir durchgiingig
von Dielektriken reden wollen, unmittelbar auf magnetisirbare Korper
iibertragen; wo sachliche Unterschiede vorliegen, werden wir sie be-
sonders hervorheben.

Die Componenten I, m, n der Polarisation sind wie die Magneti-
sirungscomponenten 2, p, » stetige und differenzirbare Functionen des
Ortes, nur an den Berithrungsflichen verschiedener Korper sind sie
im Allgemeinen unstetig. Nehmen wir in (198) die von (191) zu
(191a) fithrende partielle Integration vor, so milssen wir im Gegen-
satz zu dem Fritheren die Moglichkeit in’s Auge fassen, dals auf
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beiden Seiten einer Unstetigkeitsfliche Polarisation vorhanden ist.
Dann findet man an Stelle von (191a) die Gleichung:

ad 0 d
¢=—fff am it 6:‘4- aﬂ dzdydz_ff;(s,,,-;-s,.,). (198a)

Die Polarisation des Dielektricums téuscht also eine Ladung von
der Raum- und Flichendichte

b ol dm L On
¢ '“(ﬁ*‘@?ﬂﬂ)
¢ = — (8, + )

vor. Man bezeichnet sie wie die entsprechende Ladung eines Mag-
neten als scheinbare Ladung. Daneben kann aber noch eine wirk-
liche Ladung bestehen; die idlteste Erfahrung auf dem Gebiete der
Elektricitiit ist ja die, dals sich zwei in innige Beriihrung gebrachte
(geriebene) Isolatoren entgegengesetzt laden. Sie erhalten dabei
eine Flichenbelegung. Diese als zugeleitete oder wahre Elektricitiit
bezeichnete Ladung kann aber auch in das Innere dringen und sich
dort riiumlich vertheilen; denn es giebt keine scharfe Trennung
zwischen Isolatoren und leitenden Korpern. Auch bei Substanaen,
in denen die Elektricitit fir die Dauer eines Versuchs so gut wie
fest haftet, kann im Lauf liingerer Zeit Verriickung der Ladung
vorkommen. Ist & und ¢ die Raum- und Flichendichte der wahren
Ladung, so ist ihre Potentialfunction natiirlich gleich

fff--s-d;rrlydz +ffdx s
= ) 1l r

g0 dafs im Allgemeinen

g= fff [ gi %T-}-g")]dzdydz+ff~‘i—s[6—-(8n,+3n.]] (199)

wird. Die hier auftretende Summe aus der wahren und der schein-
baren Ladung bezeichnet man als die freie Ladung. Thre Raum-
und Fliichendichte ist

: dl  dm _ On
vme— gyt oy T %) } (200)
a='ﬂ"'(3ul'+3m)'

Sie bestimmt die Potentialfunction so, wie es die wahre Ladung
thut, wenn polarisirbare Korper nicht vorhanden sind.
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Unmittelbar aus der letzten Bemerkung folgt die Giiltigkeit der
(tleichungen
1 1 (0X oY . 07 i
—_— q) = - ( ) &

in in\dz T oy Tl = o
] dop deo 1 ;
o (b‘ﬂl z ('}nzl) 4n (@, + €)=

Die Normalcomponente der elektrischen Kraft springt also im All-
gemeinen an Unstetigkeitsflichen; dagegen sind nach (199) die Tan-
gentialcomponenten immer stetig; denn sprungweise Aenderung der
letzteren lernten wir nur an Doppelflichen von wechselndem
Moment (§ 19, Ende) kennen. Aus (200) und (201) folgt, dafls

1_[6(X+4ul)+ O(Y + 4am) 6‘(7+4wn}] a]

: dz dy oz (201a)
a[(gm +4nms,) + (G +4ms,)] = l

ist. Der Vector, dessen Componenten X + 4nl, Y+ 4xm, Z+ 4an
sind, hiingt also mit der wahren Ladung genau so zusammen, wie
die elektrische Kraft mit den freien.

Beim Magnetismus giebt es keine wahre Ladung, wie wir schon
in § 49 aussprachen; daher ist freier Magnetismus identisch mit
dem scheinbaren und es verschwindet, wie ebenfalls dort bemerkt
wurde, die Divergenz des Vectors mit den Componenten L 4 47 4,
M+ 4np, N+ 4mv iberall, auch an Unstetigkeitsflichen.

Der Punkt, in welchem sich die Dielektrica und temporir
magnetisirbaren Korper von den permanenten Magneten wesentlich
unterscheiden, ist nun der, dafs die ersteren einer #ufseren Ursache
bediirfen, um Polarisation oder Magnetisirung zu zeigen. ks be-
steht bei ihnen ein Zusammenhang zwischen der elektrischen oder
magnetischen Erregung und der Feldstirke, welchen wir im Fol-
genden — natiirlich unter Benutzung empirischer Thatsachen —
ableiten wollen.

Befindet sich ein elektrischer Dipol, dessen Ladungen — ¢ und
+ ¢ an den Orten 2, y, x und z + dz, y + dy, x + dx liegen, in
einem fremden elektrischen Kraftfelde, dessen Potentialfunction ¢ ist,
so ist

Oy d
e(q3=+dz,sf+dlh l+dl_@1.y,u)=e(“a%dx+ __{P_d.f'i' a dZ)

die potentielle Energie der auf ihn ausgelibten Kraft. eds, edy, edx
sind die Componenten seines elektrischen Momentes. Schlielst man
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in der in § 49 durchgefithrten Art vom Dipol auf das System von
Dipolen, als welcheg wir den polarisirten Korper auffassen, so ist

og dg
fff( —-—~+ y+na dedydx

die potentielle Energie seiner Wechselwirkung mit dem Kraftfelde.
Aber auch an sich besitzt ein polarisirter Korper Energie; wir
setzen ihre Dichte, welche natiirlich nur Function der Polarisation s
sein kann, gleich F(s). Ferner fanden wir in § 25 fiir die Energie
eines elektrischen Feldes im Vacuum:

B = é»(ff[wadxdydx+ffd3¢e)
s-rfff( a(" 6"') +(gf)szdf,dx,

zwei iiquivalente Gleichungen, aus denen unmittelbar die neue

o[G0+ )+ G2 e

folgt. Auf Dielektriken konnen wir natiirlich keine dieser drei
Gleichungen ohne Weiteres iibertragen, sie wiirden auch alle drei
verschiedene Werthe fiir % liefern; es ist vielmehr eine nur durch
den Vergleich mit der Erfahrung zu beweisende Behauptung, dals
man die Knergie richtig berechnet, wenn man zu dem letzten Aus-
druck den soeben gedeuteten Summanden

fff[ (152 +m ST+ nT) + 19| doayas

hinzufiigt; so entsteht die Gleichung:

=fff[rpa+ +m‘;‘?’+”g¢)+ﬂ8)
= ue((32) + (3] + (GE) Jlessnae [ foese

Aus dem Energieprincip folgt, dafs ein Zustnnd, in welchem

die potentielle Knergie ein Minimum ist, ein Gleichgewichtszustand ist.
Denn zu einer Aenderung ist dann eine Vermehrung der Knergie

und

(202)
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nothwendig, welche nicht ohne einen Eingriff von Aufsen in das
System hineingelangen kann, Erfahrungsgemiils giebt es nur einen
Gleichgewichtszustand im elektrischen Felde, also mufs in ihm 8
seinen kleinsten Werth haben, d. h. es mufs 0% = 0 sein, wenn man
die Polarisationscomponenten /, m, n variirt. Dabei sind die von
der Polarisation unabhiingigen wahren Ladungen, d. h. s und ¢, als
constant zu betrachten, dagegen nicht die Potentialfunction ¢, welche
ja nach (200) und (201) von der Polarisation abhiingt. Nun hat aber
die Gleichung (202) die bemerkenswerthe Eigenschaft, dals, wenn man
@ allein variirt, nach (201) und (200)

LPIY =fj:fs§¢pda:dydz +ffdsséq=
+fff[ O‘()tp (F_r)gi_l_?aacirp

1 (O aérp e 63_(’- .32,1 -a_aq:l .
4ﬂ(6z 6z Tay oy o v )| dwduds

61 am an 1 . Y
= d

1 (dg 6‘:;7}_ -
+ff {s-—(s..,+8,.‘]+ 4?f(6‘m+6ﬂs) Sqpds = 0

ist. Variirt man also /4 m, » um unendlich kleine Grodfsen, so kann

man zur Berechnung von d¥8 auch ¢ als constant betrachten und
findet so

dp  dF Os dg , dF Os
am:fff{dt( t al)-l—am(aj ds dm
(0 , dF Os }

+r)”(6z +a= = ) dedydx.

Dieser Ausdruck verschwindet nur dann fiir alle moglichen Func-
tionen, welche man fiir 8/, dm, dn withlen kann, wenn die Coeffi-
cienten von &7, dm, dn einzeln verschwinden, d. h. wenn

6:; dr ds dF !
Ox oy ds 01 ds &
6(; dr

dy =ds s

ar{: d!f’_n;

oz 8

: 1
ist. Denn aus s?= 124 m?+ n® folgt s _ S ete.

ol
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Diese Gleichungen enthalten den gesuchten Zusammenhang
zwischen der Polarisation und der Keldstiirke, wenn die Function
F(s) bekannt ist. Die Erfahrung zeigt nun, dafls sie fiir kleine
Werthe von s zu s* proportional ist. Fiir grofse Werthe wiichst sie
freilich bedeutend schneller, bis die obere Grenze fiir s erreicht ist.
Bei magnetisirbaren Korpern ist diese durch den sogenannten Sitti-
gungswerth gegeben, iiber den keine noch so bedeutende Vergro[serung
der Feldstirke die Magnetisirung hinaus bringt; im Gebiet der
Klektricitiit aber wird jeder Korper bei geniigend hoher Feldstiirke
leitend, und es treten Erscheinungen auf, die sich dem Rahmen der
vorgetragenen Theorie nicht mehr anpassen lassen, Wir beschriinken
uns im Kolgenden auf den Ansatz

1 s’
F(s) = 57
und haben dann
do

Op _

UL T

0%

und analog fiir einen magnetisirbaren Korper

dop
1=-—xt—3-;-—xL
S R (203 )
p By
O
U--—xm-ﬂxN

zu setzen., % und x, die Dielektrisirungs- und die Magnetisirungs-
zahl, sind die Substanz charakterisirende Constanten von der Dimen-
gion einer reinen Zahl, da nach (201a)und (193b) X und ¢, L und 4
von derselben Dimension sind. & ist stets positiv, % kann auch —
bei den diamagnetischen Korpern — negativ sein. Sehr grolse
positive Werthe erreicht » in den Metallen der Eisengruppe, vor
allem im Eisen selbst. Doch treten bei diesen die Sittigungserschei-
nungen und die Coercitivkraft so hervor, dals die vorgetragene Theorie
nur in roher Anniiherung fir sie Giiltigkeit beanspruchen kann.
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Mit Hilfe von (208) folgt aus (201a) die Gleichung
150 d
4“[ @1+4u@ ) 5;@1+4nmr)
a :
+~E;@1+4nm4”-=g

welche im homogenen Korper fibergeht in
1+4ﬂ£(5’X aY 63) l+4nk
4n o2 T Oy +"(':i_2_;_ = 4
withrend an Unstetigkeitsflichen

dp=e | (204)

z%ﬂL+4ﬂh@u+-L+4u@Gd
- g [+ k) 5T+ 0+ daky ST ] -

gilt. Zieht man die Gleichung (201) zum Vergleich heran, so sieht
man hieraus, dafs im homogenen Dielektricum nur dort freie Ladung
sitzt, wo sich anch wahre befindet, und zwar ist das Verhiiltnils
ihrer Dichten

&' 1

e 1+4dnk
Wo die Constante % ihren Werth stetiz oder sprunghaft indert,
treten hingegen freie Ladungen unabhiingig von wahren auf; denn
im Allgemeinen ist:

, 1 ok ok
i '1";'4;;:;-[ x5z + Ya" t 2 ﬂ

1+49’rk e + Gk, — k)] = 1+4 k[8+@lhk1 ky)]

Ferner folgt aus (204), dafs die Richtung der elektrischen Kraft
an Unstetigkeitsflichen eine sprungweise Aenderung oder, anders aus-
gedriickt, die Kraftlinie eine Brechung erleidet, deren Gesetze wir
fir von wahrer Ladung freie Oberflichen jetzt aufstellen wollen.
Die z-Axe legen wir zu diesem Zweck senkrecht zu dem zu be-
trachtenden Flichenelement. Die Stetigkeit der Tangentialcompo-
nenten driickt sich dann aus in den Gleichungen:

Yi=1, 7y = Zy;
dreht man das Coordinatenkreuz um die z-Axe so, dals Z ver-
schwindet, so gilt dies auch von Z;; auf beiden Seiten der Fliche

(205)
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liegt dann die Kraftlinie in der zy-Ebene, d. h. wenn man die Be-
grifie der Einfalls- und Brechungsebene aus der Optik @ibernimmt:
Die Einfalls- und die Brechungsebene der Kraftlinie fallen zu-
sammen. Der Einfalls- und der Brechungswinkel ¢, und 4, sind
nun aber durch die Gleichungen

Y . Y,
tg = -X-—II:, tg o, =~){-—!—

bestimmt und nach (204) ist, da €, =-— X|, G, = X,,
(L +4ak)X, —(1 +4nk)X, =0;
tg Py tgd = (1 +4ak):(1 +4ak,). (2086)

also

Die in diesen Gleichungen auftretende Korperconstante 1 4 4xk
nennt man die Dielektricitiitsconstante, withrend die entsprechende
magnetische Grofse 1 4+ 4z x als magnetische Permeabilitit be-
zeichnet wird. Die Tangenten des Finfalls- und Brechungswinkels
verhalten sich also wie die Dielektricitiitsconstanten, resp. wie die
Permeabilitiiten.

Lifst man die Constante %k eines homogenen Korpers iiber alle
(Grenzen wachsen, so muls nach (204) fir sein Inneres

. g
il - Ay
und an seiner Oberfliiche g%f— zu Null abnehmen, so dals auch das
i

das iiber Volumen erstreckte Integral [siehe Gleichung (88)]

S5+ (52 (5 ) e
ey f‘“"‘*‘%‘E "'fff‘PA(Pd-’ﬂdydx

verschwindet. Daraus folgt aber die fir leitende Korper charakte-

ristische Gleichung
¢ = const.

Ein leitender Korper lifst sich also in elektrostatischen Rechnungen
als Dielectrikum mit unendlich grofsem k behandeln. Darin liegt
aber keineswegs eine Erkenntnifs iiber die Natur des elektrischen
Leitvermogens, vielmehr wiirde diese fir die Elektrostatik giiltige
Rechnungsregel auf anderen Gebieten der Elektricititslehre zu
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falschen Resultaten fiihren. Auch ist die auf einem Leiter im
elektrischen Feld influenzirte Flichenbelegung eine wahre Ladung,
withrend auf einem Dielektricum durch Influenz nur scheinbare
Ladung hervorgerufen werden kann.

Auf diesen Umstand und die Analogie zwischen elektrischen
und magnetischen statischen Erscheinungen ist es zuriickzufithren,
dafs stark magnetisirbare Substanzen, d. h. solche, bei denen » grols
ist, Hohlriiume in ihrem Inneren fihnlich, wenngleich nie vollkommen,
gegen magnetische Storungen schiitzen, wie Leiter elektrostatische
Einfliisse abschirmen.

§ b3. Kugel und Ellipsoid aus magnetisirbarer Substanz im
homogenen Feld.

Ein homogenes magnetisches Feld, d. h. ein solches, in welchem
die Kraft nach Richtung und Grifse constant ist, wird durch eine
in den Coordinaten lineare Potentialfunction dargestellt; bei ge-
eigneter Wahl der z-Richtung also durch

(p=A§,

wo A eine Constante ist. Bringen wir die Kugel vom Radius R
hinein, so superponirt sich hierzu die Potentialfunction der auf ihr
influenzirten scheinbaren Ladung; wir wollen zeigen, dals wir die
Constanten B und ¢ so wiihlen kinnen, dals der Ansatz

P=A4E+ B ¢ aulserhalb der Kugel

ot |
p= C§ innerhalb der Kugel

das Problem lost. Dabei soll der Anfangspunkt des Coordinaten-
systems im Kugelmittelpunkt liegen, und

r= VP
sein. Die Forderungen, denen wir zu geniigen haben, sind:
4@ =0 im ganzen Raum,

¢ an der Kugelfliche stetig,
(I +4mk,) %‘i‘ —(144n k,)%‘— = 0 an der Kugelfliche;

denn diese soll keine wahre Ladung tragen [siehe (204)].
H. v. Herumorrz, Theoret. Physik. Bd. IV. 18
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Der ersten dieser Bedingungen ist durch die Functionen & und

1
[

" et

geniigt, also auch durch ¢, und ¢, unabhiingig von den Constanten
B und 0. Dagegen giebt die zweite eine Bestimmung fiir diese,
niimlich

P ot R P
£ A+Rs £ Q;

und bringt man unseren Ansatz in die Form
Pu™= (Ar + g—) cos (r, @)

;= Crcos(r,z),

80 sieht man, dals die dritte Bedingung

(1 4+ 4max) (A+ —ig?) =(14+47x)C

verlangt. Es muls demnach

4“ xn'—xl
BS_S_RSI_*_i” +i£xﬁ
3_"« 3 i
di 14 4nx, 7

8m 4n
e N oty S

gewithlt werden.

Verstehen wir unter » nicht wie bisher den Abstand Y&+ 9* 4 £*
vom Mittelpunkt der Kugel, sondern die Entfernung

VE—aP+ b — '+ & — 0P,
80 kann man dem von der Kugel herrithrenden Antheil in ¢,, niimlich

B (-—Es—), die Form
r

a%)
B o
0%/5=0, y=0, s=0

geben. Der Vergleich mit (190a) lehrt dann, dafs die Kugel in
ihrer Wirkung nach Aulsen einem Dipol vom Moment B iiquivalent
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ist; letzteres nimmt proportional mit dem Volumen -4—3'5 R der Kugel
zu. Ist sie stirker magnetisirbar als ihre Umgebung (¢, > x,),
80 ist II}< 0, das Moment hat dann dieselbe Richtung wie die er-

regende magnetische Kraft L = — 4; ferner ist dann

L dmn, <14 w4+ 58

LT

also || < |4|; d. h. das Feld im Inneren ist schwiicher als das
urspriingliche. Ist hingegen x, > x,, so gilt das Gegentheil, Lassen
wir %, iiber alle Grenzen wachsen, so wird

B=—Raxl, C=0;

q}u=A§(1_§;), P;=0.

Die letzte dieser Gleichungen zeigt, dafs man, wie nach der Schlufs-
bemerkung in § 52 zu erwarten ist, durch diesen Grenzitbergang
die Frage nach dem Gleichgewicht der Elektricitiit auf einer leiten-
den, in ein urspriinglich homogenes Feld gebrachten Kugel beant-
wortet.

Gelten die Gleichungen (203) fiir das Material, aus dem die
Kugel besteht, nicht, so ist das Verhiiltnils », von Magnetisirung
und Feldstirke im Gegensatz zu unserer Annahme eine KFunction
der letzteren, bei remanentem Magnetismus nicht einmal eine ein-
deutige. Trotzdem bleibt unsere Lisung giiltig; denn wir brauchen
nur rilumliche Constanz von #, vorauszusetzen, und diese ist hier
vorhanden, weil in der Kugel das Feld homogen ist.

Um die entsprechende Aufgabe fiir das Rotationsellipsoid zu
tsen, dessen Rotationsaxe, welche die liingere der beiden Axen des
Ellipsoids sein soll, in der Richtung des urspriinglich homogenen
magnetischen Feldes liegt, stellen wir zuniichst aus § 45a das Kr-
forderliche iber elliptische Coordinaten zusammen. Der Uebergang
von rechtwinkligen Coordinaten zu ihnen geschieht durch die Sub-
stitutionen [vgl. Gleichung (1764a)]:

E =acocT

7= a)(o*— 1)(1 — 7% cos & (207)

§=a)(e*— 1)(1 — 7%sin &,
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aus denen man durch Elimination von je zwei der Coordinaten s, 7,
die Gleichungen

DTN i 1 e 1 \
a*c®  at(o*—1)
R
e il (207 )
o

n

hervorgehen. Die Fliichen ¢ = const > 1 sind also Ellipsoide, deren
numerische Excentritiit :; ist; 7 = const, und zwar — 1<z < + 1,

ist die Gleichung eines zweischaligen Hyperboloids, dessen beide
Hiilften der ersten der Gleichungen (207) zufolge durch das verschie-
dene Vorzeichen von = unterschieden sind; und = const (0 < & < 2n)
giebt eine durch die a-Axe gehende Ebene an. Andere Werthe von
a, 7, " als die in den angegebenen Bereichen liegenden zuzulasen,
hat keinen Zweck, da man dabei keine anderen Flichen findet, als
die schon angefithrten. Die Oberfliiche des magnetisirten Ellipsoids
goll durch den Werth ¢ = ¢’ ausgezeichnet sein.

Ganz wie bei der Kugel wollen wir zeigen, dals wir durch ge-
eignete Wahl der Constanten B und € den Ansatz

o+ 1) aufserhalb des
o—1 Ellipsoids ¢ = o (208)

g, =Cor innerhalb des Ellipsoids ¢ = ¢’

¢¢=Aor+3(2—alog

den Grenzbedingungen anpassen kinnen.
A
Aot = o £

ist hier die Potentialfunction des erregenden Feldes, withrend

3(2 —alog ; + i)r den Antheil des Ellipsoides an dem dulseren
Felde milst. Dafs der letztere Ansatz der Differentialgleichung
Ag = 0 geniigt, ist schon in § 45a gezeigt worden. Denn Glei-

chung (178b) lifst sich ohne Weiteres in die Form kleiden:
a4 1) ;

c—1

_z_g_(z—u-log
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Von den Grenzbedingungenjfordert die eine die Stetigkeit von ¢,
d. h. es mufs an der Fliche 6= o'

Py BT L A )
e A+B(~—-—-log 1) Ld,; c. (200)

o B W
sein. Die andere sagt aus, dafs die Grenze keine wahre Ladung
triigt, d. h. dals

1+ 44:::“)%2 —(1+47%)5 9');_ =0, (209 a)

wo n beide Mal als vom Innern des Ellipsoids in’s Aeufsere weisend
angenommen ist. Um %‘%" und %ﬂ‘-- zu berechnen zeigen wir zu-

niichst, dals g S sa
dn On Of n 01 n 0L _,
T = 0F Or T By 0% T Ot O¢
on On O L On On  On 0L -0
55 = 0F 90 T og 09 T ¢ 09

ist. Dies zeigt sich, wenn man hier die mch. aus (?07) und (207a)
ergebenden Werthe der auftretenden Differentialquotienten einsetat;

es ist niimlich

—gﬁ ]
i
l/gﬂ Q’_ 68— 1
)l
o rr'—l j—t’_
*’(a* 1)
AR
-1 1—7%
on _ s” e~ it az_t,sm&
ot & 7 +
o =P
o8 oF _
i 3
'éa-.j—':-ar l/lg_’:-:-_;—icoaﬂ Wﬂ—ﬁv _1 1—1")511119‘
¢ ke lsinﬂ ot aVle*=1)(1 —z%cos & .

heast = T
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Demnach liegt dn in der Schnittlinie der Flichen r = const und
i = const, und es ist

_@_‘P_,, o E,Tg_ a0 =t[4‘1 + B (‘0.12:‘1 — log o I)] -

dn do dn o—1)|dn
99, _ 09, do _ . da
dn do dn dn

Die zweite Oberflichenbedingung (209a) fordert also
[ 20 1
(1+4mx,) [A +B LFET — log :;T)] = 0(1 +4nx). (209b)

Durch (209) und (209b) sind die Constanten B und O bestimmt.
Durch Elimination von C findet man eine Gleichung fiir B allein,
der man durch Multiplication mit dem Volumen des Ellipsoids

V= 43—“a'a"(r.r" —-1)
(denn ao’ und a}/o’*—1 sind die Halbaxen) die Gestalt
2 y o', a+1
— (i — %) AV = — 3 Ba® {(l +Aman) + dalxn—xa)(0'*—1) (.—2'108 et g 1)}

geben kann; oder da

a o+l o 1 1

1 1 1
S e 7 Rk
ist:
A
"("i“"‘u)TV
(209¢)
2 pat {144 /e I el Rl
=-—-§ @ (+ nx,.,)-{- ﬂt(x;-—x") §—3TW’-W aey

Diese Gleichung ist nun leicht zu deuten. In unendlich grofser
Entfernung vom Ellipsoid wird nach (207a) o = 00, da fiir diesen
Werth das Ellipsoid

E' i o L

= Pl a*(o®* — 1)

in die unendlich ferne Kugel

VBT F B = ao
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iibergeht. ao ist dort der Abstand vom Nullpunkt, wihrend aus
der Gleichung

E=ac-7
hervorgeht, dafs r der Cosinus des Neigungswinkels zwischen dem
Abstand und der z-Axe ist. Ferner wird fiir ¢ = oo nach der an-
gegebenen Reihenentwicklung der vom magnetisirten Ellipsoid her-
rithrende Antheil von ¢,

oly . 2P 2 5. T

B(2—0’logﬁ_—_—1 f--—'ﬂ" FT='—' B‘Bﬂa 'Eﬁ?"
Denkt man an die Bedeutung von ¢¢ und z und zieht (190b) zum
Vergleich heran, so erkennt man, dals —  Ba® das magnetische

Moment des Ellipsoids ist. (209¢) sagt demnach aus, dals bei
gleichem Volumen ¥ und gleicher Stirke — % des erregenden
Feldes das Moment des Ellipsoids um so grilser ist, je grolser seine

numerische Excentricitiit :_ ist. Der einer Kugel entsprechende

Werth L5

o

Fiir abgeplattete Ellipsoide, deren Magnetisirung mit Hiilfe der
Potentialfunction (174 b) auf 8. 220 berechnet werden konnte, sind
die Momente noch kleiner als fiir die Kugel.

Aus denselben Griinden wie bei der Kugel bleibt unsere Lisung
auch dann giilltig, wenn im Ellipsoid das Verhiiltnifs von Magneti-
sirung und Feldstiirke nicht constant, sondern Function der letzteren
ist; filr % = oo wird nach (209b), (209a) und (208)

C=0 ¢, =0

= ( ist am ungiinstigsten.

¢¢=Aar+B[2—a’log ﬁ+1]r
c—1
|2 |
B=—A.[-f-r-,~—loga,_l]-

Diese Gleichungen beantworten die Frage nach dem Gleichgewicht
der Elektricitit auf dem leitenden Ellipsoid in einem urspriinglich
homogenen elektrischen Felde.

§ b4. Die Energie statischer elektrischer und magnetischer
Felder. Der elektrische Condensator,

Aus der Bedingung, dals 28 im Gleichgewicht ein Minimum
sein mufs, leiteten wir in § 52 die Gleichgewichtsbedingungen (203)
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her. Wir berechnen jetzt vermoge dieser Beziehungen seinen
Minimalwerth. Zu diesem Zweck setzen wir in (202)

- @ + m® + n?)

2k

F(s) = —;—1— =

und ersetzen !, m, n nach (208) durch die Differentialquotienten
von ¢. So entsteht die Gleichung:

1 %=fff""d“ydx+ffd“” (210)
L _gfff(l +4xh [(g£)+ (%:i:)+ (%’i’_)’]dmydz.

Das dri?ta hier auftretende Integral formen wir nun durch partielle
Integration um; ein Oberflichenintegral tiber die unendlich ferne
SBegreuzung des elektrischen Feldes tritt wegen des Verhaltens von ¢
im Unendlichen dabei nicht auf; wohl aber miissen die im Endlichen
gelegenen Unstetigkeitsfliichen beriicksichtigt werden. Man findet
80, wenn man noch die Gleichungen (204) hinzuzieht:

gl;,—ff (1 +4nk)[(%;£)’+ (—‘;—j")a+ (%%)’]dzdydx-

-*B—I,;fffw[; (0 +4x032) + 2 (0 4 42 57)

d O
+ —6—((1 + 4;:&)-37)]@ dy dz

x

= -gl;ffdsw[(l +4nkl)~g:i- +(1 .;.4,”;’)_‘?_9“_]

Hfffmunaffurd

setzt man gjeg in (21

beiden eingy der Hiquiy 0) ein, so erhiilt man fiir die Energie die

alenten Formeln
1
: %“?[ffftpedzdydx +ffdaq>s] (210a)

1
iz Wfff(l + 47 k)(X? + ¥? 4 2% dwdydz.  (210D)

un
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Gleichung (210a) ist die unmittelbare Uebertragung von (187)
auf den allgemeineren Fall der Anwesenheit polarisirbaren Korper;
es kommt auch dann nur darauf an, auf welchem Potential die
wahren Ladungen sind. Dagegen ist Gleichung (210b) die Ver-
allgemeinerung von (187a), desjenigen Energieausdrucks, welcher der
Farapay-Maxwernn'schen Anschauungsweise niiher liegt; sie vertheilt
die Energie auf das ganze Kraftfeld mit der Dichte

14+4nk

Sak® ;

81—9:(1 + 47 k) (X2 Y24 Z29) =
withrend in (210a) der Ort wahrer Ladungen als Sitz der Energie
erscheint.

Die Gleichungen (201) und (204) fiir die Flichendichte vei-
einfachen sich an der Grenze leitender Korper, in welchen ¢ = const
ist, zu

d

1 .y 09
6 = — :l?(l + 4“.‘,“}—8"“

= (]. + 4?!’5,)8'-

Taucht man also ein System geladener Conductoren aus Luft
in ein homogenes, praktisch unendlich ausgedehntes, polarisirbares
Dielektricum, so nehmen alle Werthe der Potentialfunction ¢ im
Verhiiltnils

4 1

e 1+4ak

ab; denn ¢ bestimmt sich dann nach (199) und (200) aus der freien
Ladung genau so, wie vorher aus der wahren. Aus (210a) oder
(210Db) folgt, dafs dann die Energie ¥ und ebenso die ihr unter
sonst gleichen Umstiinden proportionalen ponderomotorischen Kriifte
in demselben Verhilltnifs abnehmen. Vergréfsert man nun aber die
Ladungen im Verhiltnifs (1 + 4z k): 1, so dals ¢ seinen alten Werth
wieder annimmt, so ertheilt man der Energie den (1 + 4 a k)fachen
Betrag der urspriinglichen; dasselbe gilt von den ponderomoto-
rischen Kriiften. Vergrofsert man sie dagegen nur im Verhiiltnifs
V(1 + 4xk):1, so nimmt ¥ den Anfangswerth an.

Sind P, und P, die Potentiale, auf denen sich die beiden mit
den entgegengesetzt gleichen Elektricititsmengen + ¢ geladenen
Belegungen eines elektrischen Condensators befinden, so ist nach
(210a) die Energie

B = -}E(Pl vt Px)'

Nun hiingt aber die Potentialfunction mit den Ladungen stets linear
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zusammen, wie z. B. aus den Gleichungen (204) hervorgeht; es muls
also eine Beziehung

€
Pl'—-P’=—a-

bestehen, wo € eine nur von der Form und dem Material der
Umgebung der Condensatorbelegungen abhiingige Constante, die
Capacitiit des Condensators, bedeutet. Eliminirt man aus der Glei-
chung fiir ¥ entweder die Ladung oder die Potentialdifferenz, so
findet man

1
%=-2—O[Pl -—Ps}3=

Wie 38 bei constanten Potentialwerthen, ist dem ersten Theil dieser
Doppelgleichung zufolge € proportional zur Dielektricitiitsconstanten
des die Belegungen umgebenden Dielektricums; dasselbe folgt
aus ihrem zweiten Theil, da 28 bei constanter Ladung zur Di-
elektricititsconstanten umgekehrt proportional ist. Dabei ist es
praktisch vollkommen ausreichend, wenn das Dielektricum den
Zwischenraum der Belegungen erfiillt; denninihm sitzt das elektrische
Feld fast ausschliefslich (vgl. § 47). Der Dimension nach ist die
Capacitiit der Quotient aus einer Elektricititsmenge und einer
Potentialfunction; die letztere unterscheidet sich aber von der Elek-
tricitiitsmenge in der Dimension durch den Faktor L™}, wie man am

einfachsten an der Potentialfunction % der Punktladung e sieht,

also ist
0= (L)

Man sieht es der Gleichung (210a) unmittelbar an, dafs sie fiir
das von permanenten Magneten erregte magnetische Feld nicht
gelten kann; denn da wahrer Maghetismus nicht existirt, so miilste
man aus ihr 3 = 0 schliefsen. In der That sind ja auch die
(leichgewichtsbedingungen (208) zu ihrer Ableitung verwandt worden,
withrend ihre magnetischen Analoga (203a) in Korpern, deren Mag-
netisirung von Huflseren Einfliissen unabhiingig ist, nicht gelten. Wir
miissen defshalb auf die allgemeingiiltige Gleichung (202) zuriick-
greifen, welche auf das Gebiet des Magnetismus iibertragen

o= [0 4285 4811

~ g L (g%) + (33) + (52} owave
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lautet, und diirfen hier den Ansatz
2 1
F(o) = 5—=5—(+p+ )

und die Gleichungen (208a) nur fiir den Theil des Raumes verwenden,
welcher von permanenter Magnetisirung frei ist. Zeichnen wir diesen
Theil durch den Index 1, das von permanenten Magneten eingenom-
mene Volumen aber durch den Index 2 aus, so finden wir

« =—$fflfu+m>{(%‘§)’+ (50 (5 arans
[ SR PRI
i [(%g)u (59 + (%)} doayas.
Hier ist das Integral
ff Flo)dzdydx

eine unveriinderliche Grofse. Alle Energiewerthe lassen sich aber
nur bis auf eine Constante definiren, denn die einem System ent-
zogene oder zugefithrte Arbeit wird durch die Differenz der Energie
im Anfangs- und Endzustand gemessen; und wenn man, wie bei der
kinetischen KEnergie, einmal iiber diese Constante eine bestimmte
Verfiigung trifft, so geschieht es nur aus Zweckmiilsigkeitsgriinden.
Delshalb diirfen wir das genannte Integral ohne Weiteres fortlassen.
Ferner ist die Constante x fiir permanente Magnete bisher nicht
definirt. Treffen wir nun die Bestimmung, dafs wir ihr dort den
Werth 0 geben wollen, so kinnen wir

ff (1 +4fr.x)( (52) + (52) + (%‘{—)’)dzdydz.
O g e e
= %fff(l +4nx)((§—§)s+ (%—)s-l- (%—f)’)dmdydz
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setzen, wo die Integration wieder {iber den ganzen Raum zu
erstrecken ist. Jetzt filhren wir an dem letzteren Integral dieselbe
partielle Integration durch, wie am Anfang dieses Paragraphen, und
beriicksichtigen, dafs wegen (204) und (193) und nach unserer Fest-
setzung x = 0 im permanenten Magneten

'3‘15{6% [(1+4nx) %“i’] 2 7% |:{1+4m¢) i'ﬂ + -;% [{1+4m¢) %-‘ﬂ }
= 0 aufserhalb der permanenten Magnete
= % dp = — —;— ¢’ in den permanenten Magneten,

dafs ferner an der Grenze temporiir magnetisirter Kérper nach (204)
Htj_lﬁ_l:(l +4ﬂxl)%%+(l + 45':::*)36}%] =0

ist. Dagegen nimmt der letztere Ausdruck an der Grenze eines

permanenten Magneten, dessen innere Normale », ist, die Form

1 do Odg
E;[“ + 4“”J'a'a;+7ﬁ]

an; aus dem magnetischen Analogon zu (201a),

e RN e

folgt aber, dals

s Ak op , O¢
din [(1 + 4?!#“)'5?‘. - Hé‘rij =—0'n‘

der Theil d‘et_' Dichte der freien Ladung m ist, welcher allein von
der Magnetisirang des permanenten Magneten herrtihrt. Also ist

—gl;ffftl + 4nx)((%)’+ (g—fj)’+ (gf)s) dzdydx
: (211a)
-— ' sopm’
[ff pudrdydz + ds g
und nach (211) i f! ]
%-ff!(i.—g—g+ug§+y§%)dzdydx ‘
(211b
A fforasyes [ | ©
3 2
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Der Index 2 an dem Flischenintegral ist so zu verstehen, dals nur
flﬁl‘ von permanenten Magneten herrithrende Theil von m' einzusetzen
1st. Schlielslich formen wir auch noch das erste der hier auftretenden
Integrale durch partielle Integration um; es ist nach (193) und (193a)

6'7’ 6‘7’ 6(..l
ff,[(llﬁi:_ fi% F‘a'y + a—g) dodydx
Zea A  Op , Ov
ff\[(ﬁ(fﬁx‘ o By 2 _ffx) dedydx -—ffds!pa'“{
- ff pudedydx +ffdsq)m’,
2 2

so dals fir % nach (211b) die beiden iiquivalenten Gleichungen:

%—--;'[ff[mp'da:dydz +f[datpm'] (211¢)

und [siehe (211a))

1
%=§;fff(l + 47 x)(L* + M* + N*)dzdydz  (211d)

entstehen. (211c¢)entspricht der Gleichung (210a); die Rolle der wahren
Elektricitit spielt hier der scheinbare Magnetismus, soweit er per-
manenten Magneten angehort. (211d) vertheilt dagegen, den FARADAY-
Maxweri'schen Anschauungen entsprechend, die Energie mit der
Dichte

1 +4nx

(L2 4 M* 4 N?)

auf das ganze Kraftfeld. Es @ufsert sich in der Analogie von (210b)
und (211d) wieder einmal der Parallelismus der elektrischen und
magnetischen Erscheinungen.

§ 55. Die ponderomotorischen Kriifte.

Solange wir in der Elektrostatik nur mit Conductoren im leeren
Raum zu thun hatten, konnten wir (siche § 48) beweisen, dals die
Arbeit gegen die ponderomotorischen Kriifte gleich der Zunahme
der Knergie ist, wie es das Energieprincip verlangt; denn wir
kannten den Betrag der ponderomotorischen Kraft. In der Theorie
der Dielektrica kennen wir ihn nicht; wir miissen vielmehr den um-
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gekehrten Weg einschlagen, indem wir ihn aus dem Energieausdruck
mit Hillfe des Energieprincips ermitteln. Der Vergleich des Ergeb-
nisses mit der Erfahrung rechtfertigt den ohne Beweis angegebenen
Ausdruck (202). Obwohl die Resultate fiir das elektrische und das
magnetische Kraftfeld tibereinstimmen, erfordern diese doch etwas
verschiedene Behandlung, so dafs wir zuniichst nur von dem elek-
trischen Feld sprechen wollen.

Da es sich um Gleichgewichtszustiinde handelt, kinnen wir von
der Gleichung (210)

m = [[flre- 25 (52" + (G2 + (32) ) warae
+ [fasge

ausgehen, welche im Gegensatz zu (210a) und (210b) die Eigen-
thitmlichkeit mit (202) gemein hat, dafs 0 3 = 0 ist, wenn man bei
constanten Ladungen ¢ unendlich wenig variirt. In der That ist dann

oW -fffsd‘wda:dydx-i- fdset?rp
- & aa(p g ddp , dg BrYtp)
[ foramn(GE G 1 52 S0 1 G2 G0 ) anayi

[t [ rnte) o v esnd)
T

+ffdaafp{e+f;[{l+4nk1)g%+“+4“"*}§%]}

und dies verschwindet nach (204). Wir ziehen aus diesem Umstand
auf ihnliche Weise Vortheil, wie in § 52; wenn wir im Folgenden
die Veriinderung von 2 durch eine unendlich kleine Verschiebung
berechnen, so verfahren wir so, als bliebe ¢ davon unberiihrt; dafs
sich ¢ thatsiichlich iindert, macht ja nichts aus. FEine weitere be-
deutende Vereinfachung erreichen wir, wenn wir von dem Princip
der stetigen Ueberginge Gebrauch machen und alle Flichen-
belegungen als Raumladungen von grofser Dichte betrachten; dann
fallen alle Fliichenintegrale fort und wir haben
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= oo (G () () e

zu setzen,

Fiir den Magnetismus konnen wir die entsprechende Gleichung
ﬁndm.l, wenn wir die Gleichung (211 ¢) mit 2 multipliciren und (211 d)
von ihr subtrahiren. Machen wir dann auch von dem Princip der
stetigen Uebergiinge Gebrauch, so finden wir

it} =ff!fpp’da:dydz
-l tem 5 )+ (G

Variirt man hier ¢ bei constantem u’, so folgt, da in permanenten
Magneten % nach der Festsetzung im vorigen Paragraphen 0 ist,
nach (193) und (204)

oW ﬂffqua(p’-]—;—ﬂdrp)dmdydx
2

._l._ 0 dp 0 dy
* 4ﬂfff"‘f[§;(f‘ +am0gh) + 3y (a+ “""’73‘;;)
1

0 dg
+ e ((1 +4ux)-al£-)]dzdydx= 0.

(212a)

(Die Berficksichtigung von Flichenintegralen wiirde hieran nichts
tindern, aber @hulich wie am Schlufs des letzten Paragraphen eine
lingere Discussion erfordern) (212a) hat also dieselbe Eigenthtim-
lichkeit wie (212) und unterscheidet sich von letzterer Gleichung nur
dadurch, dafs der freie Magnetismus der permanenten Magnete die
wahre Elektricitit vertritt. Daher konnen wir von jetzt an das
elektrische und das magnetische Problem zugleich behandeln, wenn
wir auch die Bezeichnungen dem ersteren anpassen.

Sind da, db, d¢ die Componenten der unendlich kleinen Ver-
schiebung im Raumpunkte z, y, #, so riickt dabei in diesen der
materielle Punkt, welcher vorher die Coordinaten z — da, y — 0b,
x — dc besafs, Dementsprechend wiire

(6:: ok ok )
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die Veriinderung von k im Punkte @, y, z, wenn sich der Werth
von k nicht auch in einem und demselben materiellen Punkte findern
kinnte. Dies wird aber dann im Allgemeinen eintreten, wenn die
Verrickung mit Deformation verbunden ist. Die allgemeinste Defor-
mation ist (siche Band II dieser Vorlesungen, § 14) die Superposition
zweier Scheerungen und einer Dehnung; wir berficksichtigen aber nur
die letztere, da bei Fliissigkeiten und Gasen die Scheerungen die
physikalischen Eigenschaften nicht beeinflussen und feste Korper beim
vorliegenden Problem ohnehin meist als starr zu betrachten sind.
Dann haben wir die Aenderung von / in demselben materiellen Punkte
als proportional zu der specifischen Vergrifserung des materiellen
Volumelements d vV

d'dvV dda ddb dde

AV . By T e i)
zu betrachten; bezeichnen wir den Proportionalititsfactor mit — @,
g0 ist die Aenderung von k im Punkte z, y, =

ok dk a' b

ok = (g 9o + By P +'§§"°) = @(Qaéf + 66—3; - %{E) (314

Aehnlich berechnet sich die Verdinderung ds der Raumdichte &.
Im starren Korper wiire sie gleich

ds . s . ds

Dazu kommt im Allgemeinen noch die Aenderung durch Deformation.

Das Gesetz von der Erhaltung des elektrischen Quantums verlangt,

dals bei einem Nichtleiter die Ladung ed V des materiellen Volum-

elements d ¥ constant bleibt; bezeichnet 0°f die Aenderung irgend

einer Grofse [ in demselben materiellen Punkte, so muls demnach
3'(edV)=dVde+8d @dv) =dv(a'a+a%- =0

gein, woraus nach (213)

em—s(%0

0da 0db  dde
oz T Oy +_(ST)

und

% ds e Os
de=0's — (6“;5“+§5b+5;"")

__(9(eda) , O(s0b) , O(ed0)
( oz il Oy +“6‘E")
folgt. Fir die freie Ladung der permanenten Magnete gilt das
Gesetz der Unzerstorbarkeit nicht, tiber das Verhalten von u’ bei

(2144)
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Deformation weils die Theorie nichts auszusagen. Wir miissen dels-
halb im Folgenden voraussetzen, dafs die permanenten Magnete ohne
Deformation verschoben werden; die Functionen da, db, de von
@, y, x sind in ihnen daher nicht unabhiingig von einander.

Die Componenten der im Volumelement dadydx angreifenden
ponderomotorischen Kraft sollen Xdzdydx, 9)dzdydx, Bdzdydz
sein. Das Energieprincip verlangt

0B + [[[@da+ 9o + 3o dwdydx = 0. (215)

O%W berechnen wir, indem wir in (212) bei constantem ¢ fiir de
und dk ihre Werthe nach (214) und (214a) einsetzen. Der von da
abhiingige Antheil an d% betriigt

1102

3 G ) e

- Jf [l + 3 (2 G+ (BE))

&r
1 d do dg\? de )”
=99 [0((5:1") ”a;,) +(6‘x) ARy AN
KEin Fliichenintegral tritt wegen der angenommenen Stetigkeit der
Uebergiinge, und weil die Verschiebung sich nicht bis in’s Unendliche

erstrecken soll, nicht auf; die beiden anderen Antheile haben die
entsprechenden Formen. Da (215) fiir beliebige Functionen da, 00,

de erfilllt sein soll, mufs
- 0@ 1 8k ( 6qo
B el - )+ (50) +(52))
(7]

dg
: oz 2 Oz @

—
Q|

+1 o[+ G2+ G
p--ur -G G 6D) | L

b o6+ o) G2
255+ () 62)
L Dl GG,

H, v, HeLyuorrz, Theoret. Physik, Bd, IV, 19
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Ponderomotorische Kriifte greifen also nicht nur am Sitz wahrer
Klektricitiit an, sondern auch dort, wo sich die Constante k riiumlich
iindert. In der That nimmt nach (212) % ab und die pondero-
motorischen Kriifte leisten Arbeit, wenn durch die unendlich kleine
Verriickung an den Orten grifster Feldintensitiit % zunimmt; denn
@ kann man dabei als constant betrachten. Dorthin streben die
ponderomotorischen Kriifte die Korper zu ziehen, welche stirker
polarisirbar sind, als ihre Umgebung.

Handelt es sich um das magnetische Feld, so miissen wir
die Functionen da, db, de in den permanenten Magneten so withlen,
dafs sie keine Deformation ergeben. In Folge dessen lassen sich
die Gleichungen (216) zwar ohne Kinschrinkung auf temporir
magnetisirte Substanzen, auf permanente Magnete aber nur in-
sofern ibertragen, als sie die Arbeit bei Verschiebungen ohne
Deformation richtig anzugeben gestatten. Da dort » =0 und
dementsprechend auch € = 0 ist, liefern sie:

7€=.—-p'—§gi
Y=—p gt
_ 0

B

Es findet sich hier die in 8§ 49—51 stillschweigend gemachte Voraus-
setzung bestiitigt, dafs man sich die Orte freier magnetischer Ladungen
als die Angriffspunkte der ponderemotorischen Kraft zu denken hat,
wenn man den Magneten als starren Korper betrachtet. Die An-
ziehung temporiir magnetisirbarer Korper durch permanente Magnete

beruht auf den Termen — Lo (%—E)s-}- (%-:‘:—')s+ (g—‘f-)i) ete.

2 0a

§ 56. Die Maxwell’schen Spannungen,

Die Gleichungen (216) lassen nun eine Umformung zu, welche
fiir die Auffassung vom Wesen der elektrischen KErscheinungen
fiulserst wichtig ist. Vermioge (204) ist nimlich die Gleichung
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§ b6 DIE MAXWELL'SCHEN SPANNUNGEN.
dg 1 0k ([(dp\, (0g)\* [Op)?
gy bak “a;((—a;) +(W) +(52)
B ([Op\t (Dg)\? g_qg’”
=~ 8n 0z [“ k ‘“"“)((‘ax) + (ay) i (am)
LIL (1 +4am(32) 9 {4 4kiﬁ§”‘£’)
+:f;["a:(+ W\ Fel | T gy | TAsR a0y
0 dg _‘?.?f.)]
+E((1 +4ﬂk)-§; Jx

eine Identitit. Die erste der Gleichungen (216) lifst sich also
schreiben:

- LG -3

dz| 8a Oa oyl " \o0x
+o((320 B9 2]
+ e et g

Fiir §) und 3 gilt Entsprechendes.

In dieser Gestalt erinnern die Gleichungen an bekannte Formeln
aus der Theorie der deformirbaren Korper (siche Band II dieser Vor-
lesungen, § 156ff). In einem deformirten festen Korper herrschen
Spannungen, deren neun Componenten

X aXix

o o

x? v &

e ]

- )

durch die Forderung definirt werden, dafs irgend ein Volumelement d v
des Korpers von ihnen eine Kraft erfithrt, deren Componenten

XdV = —frds (X, cos (m, @) + X, cos (n,9) + X, cos (n, 2))
DAV = —ffds(l’z cos (n,2) + ¥, cos (;y) + ¥, cos (n,2))

BaV=— dea (%, cos (n,z) + Z, cos (n,y) + Z, cos (n, z))
19*
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§ b6

sind; die Flichenintegrale sind fiir die Oberfliche von d ¥ zu bilden.
Der Satz von der Erhaltung der Flichenmomente legt ihnen noch

die Bedingungen

Y,=2%, 4,=X, X=7Y,

auf. Die Umformung nach dem Gaussschen Satz liefert unmittelbar

die Beziehung
0X 0X,

oy T3 +_6J 5%
6}’ 0Y, 07,
g)=___+_5y e s
6/ 07,

Y Fofki !’9:

217)

Diese Gestalt nehmen aber Gleichung (216 a) und die ihr entsprechenden

an, wenn Iman

x,= L (G (G)' (
rpo 1527+ (54 (52
Y, = _24"‘”‘ v (%)g"l‘ (ﬂ)s
g x y
+39 (5 + (53)'+ (5%
- 1500 - () (1)

7, X e

" . 4% Oz Oz

_ltdnkdgpdg
s "“ T da 9y 0%
1 44xk acp 6@

(217 8)

setzt. Die ponderomotorische Wirkung des elektrischen und des
magnetischen Feldes lifst sich also auf Spannungen in den Di-

elektriken und den magnetisirbaren Korpern zuriickfithren,

Dies

ist der Standpunkt der Farapay-Maxwenr'schen Theorie, welche
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die unvermittelte Fernwirkung als unvorstellbar verwirft. In leitenden
Korpern verschwinden die Spannungen wegen ¢ = const.

Jedes System von Spannungen lifst sich auf drei sogenannte
Hauptspannungen reduciren, deren Richtungen auf einander senk-
recht stehen. Diese sind dadurch gekennzeichnet, dafls, auf ein zu
ihnen paralleles Axenkreuz bezogen, die Componenten

Y = Zlf’ Z, =X, ‘\y = Y,

verschwinden. Unbestimmtheiten kinnen nur entstehen, wenn zwei
oder alle drei Hauptspannungen den gleichen Betrag haben. Nun
giebt es im isotropen Korper im elektrischen Feld nur eine aus-
gezeichnete Richtung, die der elektrischen Kraft; in ihr mufs die
eine Hauptspannung liegen, wiithrend die beiden anderen in der zu
ihr senkrechten Ebene beliebig angenommen werden kionnen. That-
siichlich gilt dies auch fiir Stellen, in denen die Isotropie dadurch
gestort ist, dafs sich die Constante k dndert; die Schnelligkeit der
Aenderung hiingt ja von der Richtung ab. Denn aus (217 a) folgt in
allen Fillen, wenn man die z-Axe der Kraft parallel legt

- (e 5tet 8)
Y, = (“ '1_—%:?” - 5 ?) (ZZ)’ (217 b)
gofsiish oo

Y,=Z =0, Z,=X=0, X =Y =0.

Da sich die Gleichungen (217) dann auf

T R 07z
i ax’g)_a_;’{}:az

reduciren, bedeutet ein positiver Werth von X, Y, oder Z, einen
Zug, ein negativer einen Druck, denn ¥ weist von Orten mederen
zu solchen htheren Werthes von X, .

Nehmen wir zuniichst einmal k als durch Delhnung unveriinder-
lich (® = 0) an, so herrscht in der Richtung der Kraftlinie ein der
Energiedichte wn_k &* gleicher Zug, senkrecht dazu ein Druck
von demselben Betrage. Dariiber lagert sich im Allgemeinen noch

der nach allen Richtungen gleichmiifsige Druck oder Zug g@'.
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Bei Gasen ist es ein Zug, da bei ihnen & mit wachsender Dichte
zunimmt, @ also positiv ist; diese Korper streben, sich an den Stellen
stiirkster Feldintensitiit zu verdichten, bis ihr mit wachsender Dichte
steigender hydrostatischer Druck diesen Zug compensirt. Da hierbei k
wiichst, fufsert sich auch hierin das Streben der ponderomotorischen
Kriifte, den Werth von & im stiirksten Feld zu vergrilsern.

Als incompressibel bezeichnet man eine Substanz, bei der die
kleinste Verdichtung den Druck aufserordentlich steigert. Bei diesen
ist das Glied mit @ praktisch unwirksam.

Wie im Vacuum oder einem anderen Medium, in welchem
@ = 0 ist, diese Spannungen die vom Couromp'schen Gesetz ge-
forderten Anziehungen und Abstofsungen hervorbringen, lifst sich
anschaulich an dem Beispiel zweier geladener Kugeln zeigen. Sind
die Ladungen entgegengesetzt gleich, so fithren alle auftretenden
Kraftlinien von der einen zur anderen, und die Spannungen in ihrer
Liingsrichtung setzen sich zu einer Anziehung zusammen; sind sie
hingegen von gleichem Vorzeichen, so laufen die Kraftlinien neben
einander her in's Unendliche und der quer zu ihnen wirkende Druck
tritt in einer Abstolsung der Kugeln zu Tage.

An der Oberfliche leitender Korper endigen die Kraftlinien
und stehen senkrecht auf ihr; daher erleidet diese einen Zug nach
Aulfsen, dessen Stiirke nach (217b) und (204) den Betrag

1447k ., 1

——8_?[_ @,‘ - ‘—2 8@,‘
hat. Der zuniichst auffillige Factor } findet seine Erklirung durch
die auch leicht quantitativ durchzufiihrende Ueberlegung, dals die
Feldstiirke in der unendlich diinnen Schicht, welche die Flichen-
belegung enthiilt, nicht constant ist, sondern von €, zu 0 abnimmt.

Alles dies beweist natiirlich nur die Zuliissigkeit der FARADAY-
Maxwery'schen Anschauung; die Fernwirkungstheorie ist hierdurch
nicht widerlegt. Nun kann man sich zwar den Zug in Richtung
der Kraftlinien in der ponderablen Materie aus der Anziehung der
polarisirten Molekeln erkliren, welche sich in dieser Richtung ihre
ungleichnamigen Pole zuwenden. Dagegen versagt diese Vorstellung
bei dem Vacuum, das wir als durchaus continuirlich auffassen
milssen. Es liegt daher der Versuch nahe, eine vermittelnde Theorie
aufzustellen, welche an der Fernwirkung im Vacuum festhiilt, da-
gegen die Vermittlung der Wirkung durch etwa im elektrischen Felde
befindliche ponderable Materie zugiebt. Wir werden eine solche
spiiter noch genauer kennen lernen. Die Gleichungen fiir die
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ponderomotorische Wirkung, welche dieser Idee Ausdruck verleihen,
erhiilt man, wenn man zu den Formeln (216) die Identititen

_ 1 Togq J_ ) d (0 dg ) (O O
o [6.!:‘] Ow ((( o ) dy ((6—:‘_ io‘f;_)* 6(35 (d(:: ;r)

o ((62) + (55 + (52))]

5 oz
addirt. Driickt man dann nach (203) die Componenten der Keld-
stirke darch die der Polarisation aus und setzt nach (201)

1 ¥
e 4'5—';Afp = §,
80 findet man
arp 6\” (v, € ax

&=_"a"}f+ @ i dy + 61

8 SOX e gt
Vit dy +* oz t"i‘y'+ dx
, s L O 0
5,::_5"_3_‘{+ Fa

5x " Gz ()‘J oz’

wo

X, = ~—(+ 2—m? —n? + 2.‘:’ (12 4+ m® + n?

p 1 U
Yguﬂ(—-l’{-m’ "k‘ +nY) ¢ (217¢)
Z'-ul—(—l’—-m’-[-ﬂ’)-i- Q—(P-{-m’-{-n’)

: 2k 2 k?

’ TS L

!

Z' Y-

& B k

zu setzen ist. Die Glieder — & %-';9 etc. geben die im Vacuum
X

allein auftretende Fernwirkung, die anderen die vermdge der

Spannungen X' ete, durch die Materie hindurch iibertragene
Wirkung an.
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Alle Ausfithrungen dieses Paragraphen gelten fiir den Magne-
tismus ebenso wie fiir die Elektricitit; nur permanente Magnete
sind ausgeschlossen.

Zweiter Abschnitt.
Stationiire elektrische Stréme.

§ 567. Die Stromdichte
und ihre Abhiingigkeit von der elektrischen Kraft.

In einem Leiter galt uns bisher die elektrische Feldstiirke als
verschwindend, ihre Potentialfunction also als constant. Dies ist
nun thatséichlich nur bei chemisch und thermisch homogenen leitenden
Korpern der Fall; jeder Unterschied der Temperatur oder der
chemischen Beschaffenheit hat dagegen Potentialdifferenzen zwischen
den Theilen eines Systems von Leitern zur Folge; z. B. sind die
beiden Pole eines galvanischen Elements auf verschiedenem Potential.
Stellt man zwischen ihnen noch eine andere leitende Verbindung
her, so kann sich erfahrungsgemiils auch in dieser im Allgemeinen
kein Potentialgleichgewicht herstellen; vielmehr treten in ihr elek-
trische Kriifte auf, welche bei der Beweglichkeit der Elektricitiit
im Leiter zur Folge haben miissen, dals positive Elektricitiit von
Orten hoheren nach solchen niederen Potentials oder negative in
umgekehrter Richtung strdmt, oder dals beides zugleich stattfindet.
Die hier zu besprechenden Thatsachen lassen keine Entscheidung
zwischen diesen drei Moglichkeiten zu; vielmehr lifst bei den
Metallen nur das Havr'sche Phinomen?), bei den Elektrolyten die
chemischen Zersetzungen und Concentrationsiinderungen einen Schlufs
auf die Antheile der positiven und der negativen Elektricitit am
Strome zu. Wir kbnnen aber allen folgenden Erdrterungen den
Begriff der Stromdichte zu Grunde legen, fiir dessen Definition
positive in der einen Richtung und negative in der anderen Rich-
tung bewegte Elektricitit vollkommen ifquivalent sind. Trotz dieses
Elektricititsausgleichs ist der betrachtete Vorgang zeitlich un-
veriinderlich. Man spricht defshalb von einem stationiiren elektrischen
Strom, indem man die Bezeichnungen ,statisch“ und ,stationiir* in

) Neunerdings auch die elektromagnetisch-thermischen Wechselwirkungen.
Der Herausgeber.
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der Elektricitiitslehre zu einer #hnlichen Unterscheidung verwendet,
wie in der Dynamik. Statische Zustiinde sind in beiden Gebieten
(leichgewichtszustinde, als stationiir bezeichnet man dagegen zeit-
lich unveriinderliche Bewegungen. In der Elektricitiitstheorie kommt
noch der Unterschied hinzu, dafs (siehe § 61) stationiire Stréme
nothwendiger Weise Knergieumsetzungen herbeifithren, welche im
elektrostatischen Felde giinzlich fehlen.

Als Stromdichte definiren wir einen Vector von der Grifse ¢
und den Componenten wu, v, w durch die Festsetzung, dals

dtdsq, = dtds (u cos (n,2) + v €08 (n, y) + w cos (n, 7))

der Betrag der positiven Elektricitiit sein soll, welche im Sinne der
Normalen n das Flichenelement ds in der Zeit dt¢ passirt, vermehrt
um den absoluten Betrag der negativen Elektricitiit, welche in der
entgegengesetzten Richtung hindurchtritt. Diese Definition ist offen-
bar der entsprechenden in der Hydrodynamik gebrauchten analog,
nur mit dem Unterschied, dafs wir bei der ponderablen Materie
negative Quanten nicht kennen. Trotz dieses Unterschiedes ist ganz

wie in der Hydrodynamik das Integral d{f f ds 0, erstreckt {iber

eine geschlossene Fliche (wofiir der Strich iiber den Integralzeichen
als Hinweis dienen soll), die in der Zeit d¢ erfolgte Zunahme der
(Fesammtladung des eingeschlossenen Raumes, da positive und nega-
tive elektrische Quanten sich algebraisch addiren. Ks spricht sich
hierin aus, dafs wir die Elektricitit wie die Materie als unvermehr-
bare und unverminderbare Substanz betrachten. Die Berechtigung
dazu lifst sich natiirlich nur aus der Erfahrung herleiten.

Dies Integral fﬁs q, ist fiberall da von Null verschieden, wo

Ladungen entstehen oder, wie bei der Condensatorentladung, ver-
schwinden. Bei allen stationiiren Vorgiingen muls es aber Null sein.
Aus der Gleichung

fﬁisqﬂ‘ =Iﬁh (ucos(n“z) + veos(n,y) + w(cosn,z) =0, (218)

welche demnach fiir jede geschlossene Fliche gelten muls, fliefsen
sogleich zwei wichtige Folgerungen: Formt man das Flichenintegral
nach dem Gauvss’schen Satz in ein Raumintegral um, so findet man
fiir jeden beliebigen Raumtheil

du dv Ow
J[[ (G5 + a5 + %) dadvas=o;
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; , : - : 0 i 1w
withlt man 1hn so klein, dals man die stetige Function LRl + 0%
de " Oy ° 0Oz

in ihm als constant ansehen kann, so folgt, dals ftiberall

du dv 0w

£ di cdale SRR 9

5z Yoyt o = (198
sein muls. Wenden wir andererseits (218) auf die Oberfliche eines
unendlich kleinen Cylinders an, dessen Hohe wiederum gegen die

Querdimensionen seiner Grundflichen ds verschwindend klein ist,

so reducirt sich das Integral f f dsgq, auf —ds(g, + q,), wenn n,

und n, die von den beiden Flichen ds nach Aulsen gerichteten
Normalen sind, und die genannte (Gleichung verlangt, dals

, + 0, =0 (2181b)

ist. In Raumtheilen, in denen sich die physikalische Beschaffenheit
stetig iindert, folgt dies schon aus der Stetigkeit von w, v, w; anders
aber an Unstetigkeitsflichen; dort ist es eine fiir die Vertheilung
der Stromung wesentliche Grenzbedingung.

Fragen wir nun nach dem Zusammenhang zwischen der Strom-
dichte und der die Stromung hervorrufenden elektrischen Kraft.
Das Oum'sche Gesetz behauptet als Erfahrungsthatsache, dafs beide
Vectoren gleichgerichtet und an Gréfse einander proportional sind;
danach gelten die Gleichungen

dep O 0y ,
iy o B By’ 107 == Ly (219)

Der Proportionalitiitsfactor r, die Leitfihigkeit, ist eine stets posi-
tive Korperconstante. Aus (218a) und (219) folgt fiir ¢ unmittelbar
die Differentialgleichung

d (de d [0y d [0
P ('a_m) + 3y (r—a-!;) + 5 (rﬁ) -0, (220)
welche fiir homogene Korper in
dgp =0
tibergeht, withrend an Unstetigkeitsflichen nach (218b) und (219)
deo do
g, + 2w, = (2200

2
ist. An der Grenze gegen ein Dielektricum gilt, da dessen Leit-
fihigkeit 0 ist,

an"zu’
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wenn n, die in das Tnnere des Leiters weisende Normale ist. Der

andere Differentialquotient g:{i bleibt dagegen durch diese Gleichung

a

vollkommen unbestimmt.

Berechnet man aus (200) und (220) die Dichten der Raum-
und Oberflichenladung, — ﬁ Adgp und — lil; (gg;— + %E-) , 80
sicht man, dals im Inneren des stromdurchflossenen Leiters iiberall
dort Ladungen liegen, wo sich die Leitfithigkeit = stetig oder un-
stetig findert. Auch die Begrenzung gegen das Dielektricum triigt
solche, doch bleibt ihr Betrag noch unbestimmt; wir werden spiiter
auf diesen Punkt zuriickkommen.

§ 68, Die elektromotorischen Kriifte,

Nach dem Omnm'schen Gesetz, wie wir es bisher formulirten,
fallen Strom- und Kraftlinien zusammen. Die letzteren fithren nun
nothwendig von Orten hoheren zu Stellen niederen Potentials, und
besitzen entweder im Leiter Anfangs- und Endpunkte, oder treten
durch die Oberfliche in die nichtleitende Umgebung aus. Dagegen
milssen die Stromlinien nach (218) immer im Leiter verlaufen und
sich in sich selbst schlielsen. Aus diesem Widerspruch folgt, dals
es, wenn das bisher Gesagte allgemein giiltig wiire, einen stationiiren
elektrischen Strom fiberhaupt nicht geben kinnte. Thatsiichlich ist die
elektrische Feldstiirke nicht die einzige mogliche Ursache fiir einen
solchen; vielmehr miissen die Gleichungen (219) ergiinzt werden zu

(T —%%-.{—a)

va'r(-——%—(:-}-ﬂ) (221)
o

wer(-gEer):

Den Vector mit den Componenten e, 4, 7, dessen absoluten Betrag
wir mit J bezeichnen, nennt man die locale elektromotorische Kraft,
weil er auch fiir sich allein im Stande ist, Elektricitiit in Bewegung
zu setzen; sie ist es, welche die strdmende KElektricitit immer
wieder vom niederen zum hoheren Potential zuriickfithrt und so
einen stationiiren Strom ermdglicht, Sie tritt nur dort auf, wo sich
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die chemische oder thermische Beschaffenheit des Leiters von Ort
zu Ort iindert, z B. in elektrolytischen Losungen von wechselnder
Joncentration oder in ungleich temperirten Metallen.

Besonders wichtig ist der Fall, dals sich die Aenderung der
chemischen Beschaffenheit auf einen Raum concentrirt, welcher sich
von der Grenze zweier Korper nur auf moleculare Distanzen in
ihr Inneres erstreckt. Dann hat die elektromotorische Kraft auch
nur in diesem schmalen Bereich ihren Sitz, und man spricht von
einer elektromotorisch wirksamen Fliche. Um ihren Einfluls zu
untersuchen, hezeichnen wir mit dn das Element einer senkrecht
zu dieser Fliche den genannten Raum durchdringenden Curve

und fassen die Gleichungen (221) mit den Factoren Mdn

cos (n, y) 08 (n, x)
_.._r__,.,.d,,, ==
Eintrittspunkt 1 der Curve in dies Raumgebiet bis zu ihrer Aus-

trittsstelle 2, so erhalten wir
2 2

Tn
f'r dn = @, — @, + [0, dn.
1 1
Die Stromdichte ¢ in diesem Bereich ist durch die Gleichung (218a)
mit den Werthen von ¢ in seiner Umgebung verbunden; sie kann

nicht in diesem Bereich allein sehr grofs werden. Defshalb konnte
2

dn zusammen, Integriren wir dann vom

das nur fiber moleculare Distanzen zu erstreckende Integral f %‘dn
i b

hchstens bei aufserordentlich starken Strimen einen merklichen

Werth haben; erfahrungsgemiifs entzieht sich sein Einflufs stets der

Wahrnehmung, Dagegen giebt es keinen Grund, dafs die locale

elektromotorische Kraft o in Folge der jihen Veriinderung aller

physikalischen Eigenschaften nicht so grofs werden sollte, dals
1

f d,dn einen erheblichen Betrag + FE,, hat; dieser kann natiirlich
2

nur von der Art der an einander stofsenden Korper abhiingen. Unter
diesen Umstinden findet an ihrer Beriihrungsfliche ein Potential-
sprung

Py — P = By (221a)
statt. %, bezeichnet man als die elektromotorische Kraft der
Fliche; sie ist, wie man hier sieht, eine scalare Grdlse von der
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Dimension der Potentialfunction, withrend die ,locale“ elektro-
motorische Kraft o ein Vector von der Dimension der Feldstiirke ist.
Wo locale elektromotorische Kriifte auftreten, ist die Differential-

gleichung (220) und die Oberflichenbedingung (220a) zu ersetzen
durch

9 ( m;)+ Q( 6‘?) _15‘__( aff) ,_(F“)+d(fﬁ)+6”’) (222)

Oz oy \ 0 6‘x 0r dy
und
dep dg : 3
T, dn, + 7y d_ = 7y Op, + Ty Oy, (222a)

und die Raum- und Flichendichte der im leitenden System liegenden
freien Ladungen sind nach (201)
G 1 1

a . Of [ ay
=P "l tay t 6:‘.)

[od ot ol
ta\V e ey TV e
6:p+

! l l_ qnl g_“’
= aln o = awe W T

Dazu tritt noch an elektromotorisch wirksamen Klichen
eine Doppelschicht vom Moment

0n = 1.';‘. B

1322

(222b)

denn nur eine solche kann nach § 20 den Potentialsprung ¢, — ¢,
erkliren. Die ersten Klammern in den Gleichungen (222b) sind
von der Stromdichte unabhiingig, sie geben die Ladung des Leiters
bei verschwindendem Strom an. Die von ihnen ausgehende elektrische
Kraft hillt also die elektromotorische Kraft im Gleichgewicht. Die

R
beiden anderen Klammern |wu 6.: + v at + w P und

X
In, 1 1 )
+ —— . (‘__‘ T
L2 L 3 L2 Ty

sind der Stromdichte und der Veriinderlichkeit von % proportional.
In der Gleichung fiir M fehlt das entsprechende Glied.
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Wir sahen am Eingang dieses Paragraphen, dafs elektro-
motorische Kriifte zur Unterhaltung eines stationiiren Stroms noth-
wendig sind; fragen wir nun nach der hinreichenden Bedingung
dafiir. Mit 4! bezeichnen wir das Linienelement einer beliebigen
Curve und fassen die Gleichungen (221) mit den Factoren

dl : :
______cos(r,m)dz’ g_o_s_(?{,_g_;)dz' c_os(d&,i) dl zusammen. Integriren wir

T
dann iber eine beliebige, ganz in Leitern verlaufende, geschlossene
Curve so hebt sich der auf die Potentialfunction beziigliche Term

heraus und man findet

[+

u o8 (di, @) + vcos (dl, y) + w cos(dl, x) di
= f(a cos (dl, @) + f cos (dl,y) + y cos (dl, 2)) di

oder auch, indem man unter ¢, o, die in die Richtung von dl
fallende Componente der Vectoren ¢ und o versteht

f ? dl = f d,dl. (228)

Wiihlen wir nun als Integrationsweg eine Stromcurve und
durchlaufen wir sie in der Stromrichtung, so ist der Integrand %

lings des ganzen Weges positiv, das Integral auf der linken Seite
dieser Gleichung also von 0 verschieden. Nothwendige Bedingung
fiir die Existenz eines Stromes ist deshalb, dafs es geschlossene Curven

giebt, lings welcher f d,dl von Null verschieden ist. Dies ist aber

auch hinreichend, denn bei fehlendem Strom ist die linke Seite von
(223) fir alle Integrationswege Null, was sich wiederum nicht mit
dieser Gleichung vertriigt. Nun ist diese Bedingung sicherlich nicht
erfillt, wenn das leitende System nur aus zwei homogenen Kérpern
von gleichmiifsiger Temperatur besteht; denn dann sind in dem frag-
lichen Integral alle die Theile 0, welche von den in einem der Kérper
zuriickgelegten Strecken herrithren. Dagegen ist bei jedem Durchgang

durch die Grenzschicht vom ersten zum zweiten Jé‘, dl =+ B,,, bei

jedem Durchgang in der umgekehrten Richtung dagegen f d,dl = — B,

und da eine geschlossene Curve die Grenze ebenso oft in der einen
als in der anderen Richtung passiren muls, so ist die Summe aller
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dieser Betriige 0. Zum Zustandekommen stationiirer Strémung sind
also mindestens drei homogene Kérper nothwendig; sie diirfen aber
nicht alle sogenannte Leiter erster Classe (Metalle) sein, welche den
Strom ohne chemische Zersetzung leiten; denn fiir diese gilt bei
Temperaturgleichgewicht das Voura’sche Gesetz der Spannungsreihe

By + Eyy= By,

sodals fir irgend eine geschlossene Curve, welche die Reihe der
Kérper vom 1ten zum nten durchliuft, um von ihm unmittelbar
zum ersten zuriickzukehren

I‘c)}t”=E15+E33+...+Eu-l.n_E].":O

ist. Vielmehr sind mindestens ein Elektrolyt, wie beim galvanischen
Element, oder aber Temperaturunterschiede, wie bei den Thermo-
ketten, zur Unterhaltung eines stationiiren Stroms nothwendig.

Durch das Auftreten einer Doppelschicht an elektromotorisch
wirksamen Fliichen und das Vornra'sche Gesetz wird die Hypothese
nahegelegt, dals die Molekeln der Leiter erster Classe auf die
elektrischen Fluida eine nach ihrer chemischen Beschaffenheit und
nach dem Vorzeichen der letzteren wechselnde Anziehung ausiiben.
Diese Kriifte leisten ein gewisses Arbeitsquantum 4,,de, wenn sie
die Elektricititsmenge de aus der Grenzschicht des Korpers 1 in
die des Korpers 2 hintiberziehen. Im Gleichgewicht muls dies nach
dem Princip der virtuellen Verriickungen durch die dabei von der
elektrischen Feldstiirke geleistete Arbeit (¢, — ¢,)de compensirt
werden, d. h. es muls

Ay + (P = ¢y) =0

4,y = E,y

und nach (221a)

sein, Der Potentialsprung F,, ist also unmittelbar das Maals fir
die potentielle Energie der fraglichen Anziehung. Das Vorra'sche
Gesetz erscheint dann als Folge des Energieprincips, demgemiifs das
Arbeitsquantum A,, de geleistet werden mufs, mag die Ueberfihrung
von de aus dem Korper 1 in den Korper 3 nun unmittelbar, oder
auf dem Umweg tiber den Korper 2 erfolgen; denn hieraus ergiebt
sich die Gleichung

Ayy + Agg = 4y,
Ly, + By = By .

also

Eng verkniipft mit der soeben behandelten ist die weitere Frage,
ob bei gegebener Vertheilung der elektromotorischen Kriifte die
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Strémung eindeutig bestimmt ist. Zur Beantwortung gehen wir
davon aus, dafs die Gleichungen (222) und (222a), durch welche der
Zusammenhang zwischen ¢ und 0 resp. F,, gegeben ist, in diesen
Grofsen linear sind, ebenso wie die Gleichungen (221), welche die
Stromdichte ¢ aus @ und 0 zu berechnen gestattet. Geniigen die
Functionen ¢, u, v, w diesen Gleichungen fiir ein gegebenes Werth-
system ¢, 3, y und FE,,, und entsprechen die Functionen ¢',u’,v’,w’'
auf dieselbe Art den Werthen «, #, ' und B, so sind demnach
@ + ¢ die Potentialfunction und w + «, v + ¢, w + w' die Com-
ponenten der Stromdichte fiir den Fall, dafs die locale elektro-
motorische Kraft durch die Componenten ¢+ ¢, f+f, 7+ und
der Potentialsprung durch F,,+ F,," bestimmt ist; d. h. es gilt das
Superpositionsprincip. Entsprechen demnach die Functionen w,v,w
und «, ¢, w' denselben Werthen ¢, £,y und FE,, so stellen die
Differenzen u — u', v — v/, w — ' diejenige Stromung dar, welche
den Werthen « = f = y = K, = 0 entspricht; daraus folgt aber
nach (228), wie wir schon zeigten

U—uU=v—v=w—w=>0

d. h. die Stromdichte bestimmt sich eindeutig aus der Vertheilung
der elektromotorischen Kraft; in der Potentialfunction ¢ dagegen bleibt
eine Constante unbestimmt; denn in den hier auftretenden Gleichungen
kommen aufser der Differenz ¢, — ¢, nur Differentialquotienten von ¢
vor. Der Grund dafiir ist der, dals man dem stromleitenden System
noch eine solche Oberfliichenladung in beliebiger Stiirke geben kann,
deren Potentialfunction in ihm constant ist, welche also die Strémung
im Inneren nicht beeinflufst; aus demselben Grunde blieb oben auch
die Dichte der Oberflichenladung unbestimmt (siche das Ende des
vorigen Paragraphen).

Im Gegensatz hierzu ist die Vertheilung der elektromotorischen
Kriifte aus der Stromdichte allein nicht eindeutig zu ermitteln.
Denn leiten sich e, #, y dhnlich wie die Feldstirke aus einer ein-
deutigen Potentialfunction y ab, d. h. gelten Gleichungen wie

Oy R 0y
il PR e oy

80 ist in (228) f d,dl fir alle geschlossenen Curven 0, es ruft diese
Vertheilung keinen Strom hervor. Addirt man sie zu irgend einer
anderen, so #indert sich die Stromdichte nicht. Erst wenn aulser
%, v, w auch noch ¢ gegeben ist, berechnet sich e« @, y aus (221)
eindeutig.
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Zum Schlufs dieses Paragraphen wollen wir noch auf die
Analogie hinweisen, welche zwischen der Theorie des stationiiren
elektrischen Stroms und der der magnetisirbaren Korper besteht.
In einem Leiter ohne elektromotorische Kraft gelten nach (220)
und (2204a) die Differentialgleichung

LHCLE AT, JPECITE 9

0z dy \" Oy 0z \ 0Oz
und die Oberflichenbedingung
dep do
T TREC T

in einem temporiir magnetisirbaren Medium dagegen nach (204)
(4} 6(; d dop
2o 4m20) 4 (o amm ) o 4ma) -0
oo
(1 4 4;:::,)—6—’; + (1 + 49:::,)?”? =0,

Diese Gleichungen stimmen iiberein, wenn man die Constanten z
und 1 + 4 7% identificirt, withrend die fiir die magnetische Potential-
function an Unstetigkeitsflichen geltende Stetigkeitsbedingung ¢, = ¢,
als Specialfall der Gleichung (221a) ¢, — ¢, = E,, erscheint. Die
Analogie bleibt aber auch bestehen, wenn man permanente Magnete
und Leiter mit elektromotorischen Kriiften mit einander in Parallele
stellt, nur mufs man, da wir fir die Magnete x = 0 setzen, dabei
7 =1 wihlen. Dann entsprechen die Gleichungen (222b) in der
vereinfachten Form

o
A‘P=‘ """" + ay +6x
dy 6rp

bis auf den Factor 4 x der fiir die Magneten giiltigen Beziehung (193)
und (193a) :
di  dp v
"‘7“4“(‘—“*3’—”’%)

99

Ony
Der scheinbare Unterschied zwischen den Grenzbedingungen riihrt
nur von der Annahme her, dafs sich in permanenten Magneten keine
Unstetigkeitsflichen befinden.

H. v. Hemaowoirz, Theoret, Physik, Bd, IV. 20

+ 61&, =4 n0,.
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Eine Folge hiervon ist, dals wir das Brechungsgesetz der
Kraftlinien an der Grenze temporiir magnetisirbarer Medien un-
mittelbar auf die Stromlinien iibertragen konnen, welche die Be-
rithrungsfliche homogener Leiter passiren, sofern in ihnen keine
elektromotorischen Kriifte auftreten. Bezeichnet #, und &, die
Winkel, welche sie auf den beiden Seiten der Fliche mit den
Normalen bilden, so ist [siehe (206)]

tg iy itgd =1,:1,.

Nun kann das Verhiiltnils z,: 7, viele Zehnerpotenzen betragen, wenn
der zweite Korper ein Metall, der erste ein Elektrolyt ist; dann ist
nach dieser Gleichung tg &, so klein, dals , fast gleich 0, d. h. die
Stromlinie senkrecht zur Grenzfliche wird; ausgenommen den Fall,
dafs tg, sehr grofs, der Strom also im Metall fast parallel zur
Grenzfliche fliefst. Man kann in Folge dessen fiir den ersten
Leiter die Grenzfliche nahezu als Potentialniveaufliiche betrachten,
wodurch die mathematische Behandlung vieler Probleme unseres
Gebietes wesentlich erleichtert wird (siehe § 60).

Eine weitere Folge dieser Analogie ist, dals wir die oben be-
handelten Fragen nach der Beeinflussung eines urspriinglich homo-
genen magnetischen Feldes durch eine hineingebrachte magnetisir-
bare Kugel oder ein Ellipsoid unmittelbar umdeuten kinnen in die
Probleme, wie sich die Stromvertheilung #indert, wenn man in einem
unendlich ausgedehnten, von gleichmiifsig vertheiltem Strom durch-
flossenen Leiter eine Kugel oder ein Ellipsoid aus anderem Material
hineinbringt. Der dabei zu erfiillenden Oberflichenbedingung

@i — o = const,
welche an die Stelle der Stetigkeitsbedingung
Pi—=Pa=0
tritt, gentigt man, wenn man zu ¢, noch diese Constante hinzufiigt.

Es mag schon an dieser Stelle bemerkt werden, dals das
Onm'sche Gesetz — Proportionalitit zwischen der Stromdichte und
der Resultante aus Ieldstirke und elektromotorischer Kraft —
gauz allgemein gilt, allgemeiner noch als die hier angewandte
Formulirung, welche die Existenz einer Potentialfunction voraussetzt.

§ 59. Stromstiirke und elektrischer Widerstand.
Stromvertheilung in verzweiglen Leitersystemen.

Im Allgemeinen kann ein stationiirer Strom auch dann bestehen,
wenn das Leitersystem einen einfach zusammenhiingenden Raum
erfillt, d. h. einen solchen, welcher durch einen Querschnitt in zwei
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vollstindig getrennte Theile zerlegt wird. Berfihren sich z B. in
der durch den Punkt 4 in der Kigur 19 angedeuteten Linie drei
verschiedene Korper, so wird diese im Allgemeinen von einem Strom
umkreist. Bildet man dann fiir irgend einen Querschnitt des strom-

durchflossenen Systems das Integral f f ¢,ds, so muls man nach (218)

den Werth 0 erhalten, da dieser zusammen mit der einen oder
anderen Hillfte der Grenze gegen die nichtleitende Umgebung eine
geschlossene Oberfliiche bildet.

Wir wollen, um solche Fiille auszuschliefsen, im Folgenden
voraussetzen, dals das stromfiihrende Gebiet einen mindestens zwei-
fach zusammenhiingenden Raum bildet, d. h. dals zwei oder mehr
Querschnitte nothwendig sind, um ihn in vollstiindig getrennte, ein-
fach zusammenhiingende Theile zu zerlegen, Das
erstere ist z B. der Fall, wenn man ein galvani-
sches Element durch einen Draht schlielst, das
letztere, wenn dieser selbst noch Abweigungen be-
sitzt, wie etwa bei der WarArsToNe'schen Briicke.
Ferner wollen wir uns auf den in diesem Beispiel
schon realisirten Fall beschriinken, dals nur Trennungsflichen homo-
gener Leiter als Sitz der elektromotorischen Kraft in Betracht
kommen, und dals jede von ihnen einen Querschnitt des leitenden
Systems darstellt. Dals sich mehr als zwei verschiedene Korper in
einer Linie beriihren, ist hiernach ausgeschlossen.

Fig. 19.

Bilden wir nun das Integral [ ]"q“_ds fiir eine geschlossene Kliche,

welche aus zwei Querschnitten eines unverzweigten Leiterstiicks und
aus dem dazwischen liegenden Theil der Oberfliiche besteht, so
miissen nach (218) die auf die Querschnitte beziiglichen Theile davon
einander entgegengesetzt gleich sein; legt man daher die Normale
des einen nicht in das Innere des eingeschlossenen Raumes, sondern
nach Aulsen, so haben die Integrale

f f g,ds = I (224)

fir beide denselben Werth, den wir durch passende Wahl der
Richtung von » stets positiv machen konnen. I ist eine von der
Wahl des Querschnitts unabhiingige, positive Grofse, die Strom-
stiirke. Idt ist nach der Definition der Stromdichte ¢ die den
Querschnitt in der Zeit dt passirende Elektricititsmenge.

Wir wenden diesen Begriff zuniichst auf einen linearen Leiter
an, d. h. einen solchen, welcher den folgenden Bedingungen geniigt:

20"
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Seine Liinge und sein Krilmmungsradius mufs gegen die Quer-
dimensionen grofs, seine Leitfithigkeit auf jedem senkrechten Quer-
schnitt Q constant sein. @ selbst darf zwar veriinderlich sein, aber
nur so langsam, dafs die Strémung iiberall als parallel der Axe des
Leiters betrachtet werden kann, Dann ist die Stromdichte auch auf
den Querschnitten ( constant, wihrend die Niveauflichen der
Potentialfunction mit ihnen zusammenfallen. Dasselbe soll von
etwa vorhandenen elektromotorisch wirksamen Flichen gelten, ihre
Existenz #ndert dann nichts daran, dafs alle Zustandsgrifsen nur
Functionen der von einem beliebigen Anfang gemessenen Liinge [
des Leiters sind, Ein linearer Leiter ist mithin annithernd eine
einzelne Stromrohre.

Fiir ein von zwei Querschnitten mit den Potentialen ¢, und ¢,

begrenztes Stiick eines linearen Leiters berechnen wir nun f —?— dl;
nach (221) ist
qud£=9"1""%+E’
1

wenn wir unter + F das der vorhandenen elektromotorischen Flichen
2
wegen im Allgemeinen von 0 verschiedene Integral I d,dl verstehen.
: |

Nun reducirt sich aber fiir einen linearen Leiter Gleichung (224) auf

und 7 ist von ! unabhiingig, so dals

)
;f_r_auq,l_rp,-ua (225)
1

wird; d. h. die Stromstiirke ist in einem linearen Leiter proportional
der Potentialdifferenz an seinen Enden, vermehrt um die Summe der
an den elektromotorisch wirksamen Flichen stattfindenden Potential-
spriilnge. Den nur von den Dimensionen und der Leitfiihigkeit ab-
hiingenden Proportionalititsfactor

»di
b ML 225
w= 70 (22ba)

1
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nennt man den elektrischen Widerstand des Leiters. In dieser
Gleichung und in der Beziehung

Iw= ¢, — ¢s+ E (226 b)

spricht sich das Omm’sche Gesetz in seiner.alementaren, auf lineare
Leiter und stationiire Strome bezogenen Form aus. Fiir einen
homogenen Draht von constantem Querschnitt und der Liinge ! ist

l

W= —0r=

Aus (225a) folgt vermdge der Identitiit

2 3 8

dl ['rH‘ 'di

1

dafs sich die Widerstinde hinter einander geschalteter Drithte
addiren; eine Serie von n hinter einander liegenden Drahtstiicken
hat den Widerstand

w=Dw,.

Liegen dagegen die Enden mehrerer Drithte, fir welche # den-
selben Werth hat, auf denselben zwei Niveauflichen ¢ = ¢, und
@ = ¢, 50 gilt nach (225 b) fiir die Stromstiirke 7, und den Wider-
stand w, in jedem von ihnen die Gleichung:

T = q]l_q2+E

n
wl’l

’

fiir den gesammten durch sie fliefsenden Strom

I= Elu’

%
I=(p = gat B) S -
Diese (leichung nimmt die Form der Gleichung (225 b), niimlich
PO s, . i s

w

also

an, wenn man
1 1
T T
setzt. Nach dieser Formel berechnet sich der Gesammtwiderstand

einer Gruppe parallel geschalteter Drithte; da die w, nothwendig
positiv sind, ist « kleiner als jedes w,.
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Als ein System parallel geschalteter, diesen Bedingungen ge-
niigender linearer Leiter, niimlich als ein System von Stromr&hren,
lifst sich nun jedes zwischen zwei Niveauflichen gelegene Stiick
eines leitenden Korpers betrachten, wenn diese keine der elektro-
motorisch wirksamen Flichen schneiden. Ks muls also auch hier
eine Beziehung

Iw=1q,— ¢+ E

bestehen, welche den Widerstand w des betrachteten Korpers definirt.
Zu seiner Berechnung bedarf man aber der Kenntnils von Lage und
Form der beiden Niveaufliichen, welche bei geometrisch gleichen
Korpern noch sehr von der Art der Zuleitungen des Stromes ab-
hiingt. Der Widerstand einer metallischen Kugel z B., der man
den Strom durch zwei angeldthete Drithte zufiihrt, variirt stark mit
der relativen Lage, der Grifse und Form der Lithstellen. Nur beim
linearen Leiter filllt diese Unbestimmtheit fort, weil man bei ihm stets
die senkrechten Querschnitte als Niveauflichen betrachten kann; aber
auch einem galvanischen Element z B., dessen Polklemmen fest an-
gebracht sind, hat man einen bestimmt angebbaren Widerstand zu-
zuschreiben.

Aus den Gleichungen (218) und (225 b) leiten sich unmittelbar
die Kmoanory'schen Gesetze der Stromvertheilung in einem beliebig
verzweigten System linearer Leiter ab; falls diese sich zu rilum-
lichen ausgedehnten Leitern erweitern, so kommt dies hier nicht in
Betracht, wenn nur durch die Linearitit der Stromzufithrungen die
soeben besprochene Unbestimmtheit aufgehoben ist. Die Ver-
kniipfungspunkte zweier oder mehrerer Drithte bezeichnen wir mit
a, b, ¢...; je zwei von ihnen sollen durch eine beliebige Zahl von
Drithten mit einander verbunden sein, im nten von diesen flielst

von b nach a ein Strom von der Stirke I3, er passirt dabei elektro-
motorische Flichen, an denen die Potentialspringe zusammen £
betragen und hat den elektrischen Widerstand wy', zu {iberwinden.
Man sieht, dafs nach diesen Definitionen
D=1, Bl =—EB w}=uf)

ist. Gleichung (218), angewandt auf die Umgebung des Knoten-
punktes a, sagt nun aus:

ShSn I =0 (226)
und Gleichung (225 b) liefert in Anwendung auf die nte Verbindung
der Punkte (a) und (b):

IO 0w = @, = ¢+ BN (226 a)
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Als bekannt werden alle Widerstiinde und Potentialspriinge an-
genommen, also die Grdfsen », und Ey); zu ermitteln sind die Un-

bekannten I} und ¢, ¢,.... Ihre Anzahl ist gleich der Zahl
der Drithte plus der der Knotenpunkte. Dafiir giebt es aber auch
soviel Gleichungen (226a) wie Drithte, und soviel Gleichungen (226)
als Knotenpunkte, nur sind die letzteren nicht von einander un-
abhiingig. Vielmehr geht eine von ihnen vermige der Identitiiten

1% = — 13" aus der Summation der anderen hervor; denn hat man
fir alle Knotenpunkte mit einer einzigen Ausnahme ausgesprochen,
dafs sich in ihnen keine Klektricitit anhiiuft, so ist dies fiir den
letzten selbstverstiindlich. In Folge dessen bleibt eine Unbekannte
unbestimmt und nach dem im vorhergehenden Paragraphen bewie-
senen allgemeinen Theorem ist dies einer der Werthe ¢,. Denn
durch gegebene geometrische Verhiiltnisse und Leitfihigkeiten, d. h.
Widerstiinde, und gegebene elektromotorische Kriifte ist zwar die
Stromdichte, also auch die Stromstiirke, eindeutig, die Potential-
function aber nur bis auf eine Constante bestimmt.

Die Krrcunorr'schen Regeln enthalten unmittelbar die Theorie
der zur Vergleichung von Widerstinden und elektromotorischen
Kriiften dienenden WugarstoNg'schen Briicke. Da in ihnen nur
die Producte Iw auftreten, braucht man den Widerstand des Gal-
vanometerzweiges, auf dessen Stromlosigkeit eingestellt wird, nicht
zu kennen.

§ 60. Beispiele flir die Berechnung des Widerstandes
raumlich ausgedehnter Leiter.

Bekanntlich dient in der Telegraphie zur Riickleitung des elek-
trischen Stromes die KErde, in welche man an den Telegraphen-
stationen metallische Elektroden versenkt. Wir wollen den Wider-
stand dieser Riickleitung berechnen; nach den Erdrterungen des
vorhergehenden Paragraphen haben wir dabei einen weitgehenden
Einflufs von Form und Grofse der Elektroden zu erwarten. Frei-
lich milssen wir, um die Aufgabe {iberhaupt stellen zu konnen, die
Leitfihigkeit des Erdkdrpers als tiberall constant ansehen; ferner
wollen wir (was wenig ausmacht) die Erdoberfliche als Ebene be-
trachten.

Als Elektroden denken wir uns zuniichst zwei metallische
Kugeln vom Radius R, welche zur Hiilfte in der Erde stecken. IThre
Leitfiihigkeit ist gegen die der Erde so grofs, dafs man ihre Ober-
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flichen nach § 58 als Niveauflichen betrachten kann. Die Potential-
function ¢ mufs dann in der Erde der Differentialgleichung 4¢ =0,
an den beiden Halbkugelfliichen der Bedingung ¢ = const und an
der Erdoberfliiche, d. h. einer durch die Kugelmittelpunkte gehenden

Ebene der Gleichung -g% = ( geniigen. Dazu tritt noch die For-

derung, dafs der durch die eine Kugel eintretende Strom gleich
dem durch die andere austretenden sein soll; d. h. bilden wir das

Integral
ff "ﬂds =—7

fir die beiden Halbkugelflichen, so miissen wir entgegengesetzt
gleiche Werthe erhalten.

Wir wollen die Rechnung nur fiir den Fall durchfithren, dals
die Kugeln soweit von einander entfernt sind, dals keine die Strom-
vertheilung in der Umgebung der anderen mehr beeinflufst; dann
ktnnen wir den Ansatz

a({r
aﬂads

= (}— - L) (227)

2 Gl L
machen, wo r,, », die Abstiinde eines Punktes von den Mittelpunkten

der Kugeln bedeuten; « ist eine Constante. Die Bedingung %_,. =0

ist aus Symmetrie fiir jede die beiden Kugelmittelpunkte enthaltende
Ebene erfullt, und aus der Art, wie » und », auftreten, geht

unmittelbar hervor, dals f f ~——ds fur beide Fliichen entgegengesetzt
gleiche Werthe annimmt, Dar Oberflichenbedingung ¢ = const ist
insofern geniigt, als -:i auf der zweiten, ’_i auf der ersten Kugel-

1 2
fliche vernachliissigt werden kann; die Potentialfunction hat hier
die Werthe:

(7
Y D -
und
«
T

Die Potentialdifferenz zwischen beiden Kugeln ist also

2w
Py op 1
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und die Stromstiirke betriigt

d 6;1- «
s e lidgwm =T
I=-—-fffd86—ﬂ“ e “Tf 6?‘1 ds szfds,

wo die Integration iiber die halbe Fliche der ersten Kugel auszu-
fithren ist; also

I=2nct;
der Widerstand w der Erdleitung ist demnach

@, — Ps 1

w = —* e ——

I ntR’

also unabhiingig vom Abstand der Elektroden und umgekehrt pro-
portional zu ihrem Radius.

Besonders deutlich tritt der Einflufs der Elektroden hervor,
wenn man ihre Form i#ndert und z B. zwei lange, senkrecht im
Boden steckende Drithte zur Stromzufithrung verwendet., Kin solcher
Draht lifst sich annithernd als Rotationsellipsoid mit einem Werthe
von o, welcher nur wenig grofser als 1 ist, betrachten, denn im
Grenzfall o =1 geht das durch die Gleichung

dargestellte Ellipsoid in die Verbindungslinie der Punkte z = 4-a
iiber. Wir stellen daher unsere Frage zuniichst fir den Fall zweier
gleicher verlingerter Rotationsellipsoide. welche mit der ausgezeich-
neten Axe senkrecht und genau zur Hilfte im Erdboden stecken.
Der Grenzbedingung %— = ( fiir die Erdoberfliiche ist dann wiederum
durch Symmetrie geniigt.

Bezeichnen wir mit o, 7,, ¢, die auf das erste Kllipsoid be-
zogenen elliptischen Coordinaten eines Punktes, mit a,, 7,, ¢, die
analogen, auf das andere Kllipsoid bezogenen Grofsen, so entspricht
dem Ansatz (227) die Gleichung:

p=c (log 1t 1 — log Eg_"t_l_) 3 (228)
denn dafs hier d¢ = 0, folgt aus § 45a Gleichung (177h). Da wir

ferner auch hier den Abstand als praktisch unendlich grofs be-
trachten wollen, ist der erste dieser Terme auf dem zweiten, der
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zweite auf dem ersten Ellipsoid zu vernachlissigen; und auch hier

erkennt man ohne weitere Rechnung, dafs f %Z— ds fir die in der

Erde steckenden Hilften der beiden Ellipsoidoberflichen bis auf’s
Vorzeichen gleiche Werthe ergiebt.
Sind ¢, = ¢’ und ¢, = ¢’ die Gleichungen dieser Oberflichen,

80 ist
@y — ¢ = 2eclog- +1

die Potentialdifferenz zwischen ihnen.
Zur Berechnung der Stromstiirke kinnten wir ebenso verfahren

wie oben und das Integral — 7 f fg:l ds fir die Fliche der

ersten Elektrode berechnen. Bequemer ist es aber, fiir eine andere
Fliiche diese Integration auszufihren; diese mufs nur die beiden
Ellipsoide von einander trennen. Wir withlen zweckmiifsig dazu die
in der Erde liegende Hilfte einer um den Mittelpunkt des ersten
Ellipsoides beschriebenen Kugel von dem sehr grofsen Radius R.
Diese lifst sich nach den Erdrterungen in § 53 als ein Ellipsoid

mit dem sehr grofsen Werth ¢, = % auffassen; denn ag, ist im

Unendlichen der Abstand vom Mittelpunkt des Ellipsoides. Der eine

Summand in Gleichung (228), c:Iog-—- Okt T geht auf ihr iiber in

Qe 2eea

a, R

withrend der andere nicht beriicksichtigt zu werden braucht. Denn
er ist die Potentialfunction einer auf dem zweiten, von der Kugel

ausgeschlossenen Ellipsoid liegenden Ladung, und da — f da aq:

erstreckt tiber die ganze Kugel, die von ihr umschlossene Ladung
mifst [siche § 22 Gleichung (78d)], so ist der Theil dieses Integrals
Null, welcher von der erstgenannten Ladung herrithrt. Aus
Symmetriegriinden gilt dasselbe fiir unser nur iiber die Halbkugel

zu bildendes Integral. Also ist
ffda———- =4nwaar

-]
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und der Widerstand

O it s A
'z Ui log =

Die Liinge der halben Rotationsaxe des Ellipsoides betriigt a o,

die der beiden anderen Halbaxen a}) a'? — 1. Lifst man das Ellipsoid
sum Draht ausarten, indem man o' bis nahe an den Werth 1
abnehmen lifst, so wird a die Liinge des in die Krde versenkten

Drahtstiickes, a}/o’*— 1 sein Radius ¢, und man kann angenihert

i S B o A R
7 -1 a*(e’*—1) o*
setzen. Dann wird
2a,

w = 0
nTa gp,

der Widerstand nimmt also schliefslich iiber alle Grenzen zu, wenn
man bei constanter Liénge den Durchmesser immer geringer wiihlt;
er sollte sich dagegen bei gegebenem Querschnitt durch Verlingerung
des Drahtes nach dieser Formel unter jeden Werth herabdriicken
lassen. Man muls aber bedenken, dals man e nicht immer weiter
wachsen lassen kann, ohne an eine Grenze zu kommen, an welcher
die physikalische Bedeutung unserer Losung aufhrt; denn einmal
kann bei extrem langen Drithten auch bei noch so grofsem Unter-
schied der Leitfihigkeiten die Oberfliche nicht mehr als Niveau-
fliche gelten (vgl. § 58), und zweitens muls a gegen den Abstand
der Drithte klein bleiben, weil nur unter dieser Voraussetzung
unser Ansatz fir ¢ der Bedingung ¢ = const auf ihnen geniigt.

§ 61. Der Energieumsatz stationirer Strime. Dimensionen.

Wir fanden in § 54, dals die Energie eines Condensators von
der Capazitit C
L
2 ¢

ist, wenn -+ ¢ die Ladungen der beiden Platten sind. Stellt man
zwischen diesen eine leitende Verbindung her, so entsteht in ihr
unter dem Einfluls ihrer Potentialdifferenz

e
P—P=
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ein elektrischer Strom, dessen Stirke I sich durch Vergrofserung
des Widerstandes beliebig herabsetzen lifst. Da aber nach der
Definition der Stromstiirke
de
by
ist, veriindern sich dann Ladung und Potentialdifferenz schliefslich
so langsam, dafs man den Strom fiir betriichtliche Zeitriiume als
stationiir betrachten kann, obwohl er ja schliefslich mit verschwinden-
der Ladung erldschen mufs. Die elektrische Energie nimmt in der
Zeit dt um
dw e de
--—d—tdt=— "‘c.‘ﬁd‘=(Pl_Ps)1d!
ab; dasselbe Energiequantum mufs dem Energieprincip zu Folge
irgendwo in anderer Form wieder auftauchen. Erfahrungsgemiils
entsteht es in der leitenden Verbindung und zwar, wenn diese
homogen ist, als Joure'sche Wiirme,

Schliefsen wir nun von diesem mit beliebiger Anniiherung
stationiir zu machenden Strom auf einen streng stationiiren. Fiir
den Theil einer Stromrthre, welcher von den (nicht nothwendig
senkrechten) Querschnitten ds, und ds, begrenzt wird, ist die Strom-
stitrke gleich

qﬂlds, =g, d5,;
dem Betrage (P, — P,)1, entspricht fiir sie also der Ausdruck
P19, 48 — 939, 48 =[P4, s}y, + [p g, ds], .

Fiir ein beliebig begrenztes Raumstiick folgt daraus durch Summa-
tion fiiber alle Stromréhren

7= [[aspa, (229)

als der Betrag der in der Zeiteinheit in nicht-elektrischer Form
entstehenden Energie.
Nach dem Grren’schen Satz und nach Gleichung (2184a) ist nun

dw
Oufff (dm+6_;+6 )dmdydx
d d d
=—~Hf © - v?;;"- +w-§;—)dzdydx—ffdsqag“”
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wobei das Flichenintegral nicht nur iiber die Begrenzung des Inte-
grationsraumes, sondern auch iiber die etwa vorhandenen Unstetig-
keitsflichen von ¢ zu bilden ist. Da an den letzteren q,, fir beide

Seiten entgegengesetzte gleiche Werthe hat, so wird nach (229)
und (2214q)

J=—fff( Ao 4 _‘zqi-[-w' )dzdudz—-ffd 12 T (2294)

wenn die Normale » als vom Korper 1 nach 2 weisend angenommen
wird. Andere Formen derselben Gleichung, die man erhillt, wenn
man an Stelle der Potentialfunction die elektrische Kraft & oder
nach (221) die elektromotorische Kraft & einfiihrt, sind

_fffq@cos (gC)da dy dx —ffds 18 % (229 b)
Jafff("; —qé‘cos(qd‘))d:cdydx—ffdsEmq“. (229¢)

In Anwendung auf das ganze stromfiihrende Leitersystem sagt
Gleichung (229) aus: J =0, da an seiner Grenze g, =0 ist; der
Strom vermittelt also nur zwischen verschiedenen Theilen des leiten-
den Systems einen Energietransport, er fithrt aber von Aufsen keine
Energie hinein. Wiiren keine elektromotorischen Kriifte vorhanden,
8o wiirde aber J= 0 nach (229¢) ¢ = 0 fordern; wir finden hier
also bestiitigt, dafs elektromotorische Kriifte zur Erhaltung stationiirer
Stromung nothwendig sind; sie miissen die Energie produciren,
welche der Strom als Jouvnr'sche Wiirme iiber das leitende System
verteilt; nur wo cos(g€) < 0, wo die Stromung also vom niederen
zum hoheren Potential fithrt, haben in 229b die Integranden
qCcos(g, €) und — E,, q, = (¢, — ¢,)q, die negativen Werthe,
welche wegen J = 0 im vollstindigen Stromgebiet vorkommen miissen.

Wir unterscheiden in Gleichung (229¢) die beiden Summanden

Z =fffl‘;dmdy dx, (229d)

welcher unabhiingig von der Stromrichtung stets positiv ist, und

J, = -fffgacoa(q,a}dzdyax —ffdsxr:l,q,, (229¢)

welcher bei Umkehrung der Stromrichtung sein Zeichen wechselt.
J; ist die Jovre'sche Wiirme; fiir einen linearen Leiter, bei dem

und
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dezdydz= Qdl und g = —é ist, berechnet sie sich nach (225a) und

(225b) aus der Gleichung

1

dl !
leﬂfm=13w=1(%-—q-s+h);
1

fiir ein System parallel geschalteter linearer Leiter, fiir welche
¢, — g + B denselben Werth hat (vgl. § 59), ist aber die gesammte
Joure'sche Wiirme

h=(p — ¢y — B)ZL = I(p, — ¢y — B) = I'0, (229f)

daher gilt diese Formel auch fiir korperlich ausgedehnte Leiter,
natiirlich mit den Beschriinkungen, unter welchen wir bei ihnen von
Stromstiirke und Widerstand iiberhaupt nur reden knnen. In der

Gleichung fiir J, stellt das Flichenintegral -—ffds E,q, ein an

Unstetigkeitsfliichen freiwerdendes oder verbrauchtes Energiequantum
dar, welches als Peltierwiitrme und, wenn mindestens der eine Leiter
ein Elektrolyt ist, auch als die zu chemischen Umsetzungen nithige

Energie auftritt; das Raumintegral — f f j ‘qﬁ cos (qd)dzdy dz weist

auf die in elektrolytischen Liosungen mit dem Stromdurchgang ver-
kniipften Concentrationsinderungen und auf den in chemisch
homogenen, aber ungleich temperirten Metallen auftretenden
Thomsoneffect hin.

Wir schliefsen diesen Paragraphen mit der Ableitung eines
Reciprocitiitssatzes. In einem leitenden System ohne locale elektro-
motorische Krifte liege eine Anzahl elektromotorisch wirksamer
Flichen «, #, y ... mit den Potentialspringen F,, Ez, B,...;
jede von ihnen moge fiir sich allein die Stromdichte q., gz, ¢,
hervorrufen, die zugehorigen Potentialfunctionen sollen ¢g, ¢4 ...
sein. Die gesammte Stromdichte ist nach dem Superpositions-
princip ¢+ ¢p+ ¢y ... Wir berechnen nun nach dem GrErx'schen
Satz das tiber das ganze Stromgebiet auszuftihrende Integral

0 Pa afﬂs Ogpa Ogp , Opa Oqgp
fff { t 9y 0y T 9z 0% o b
welches wegen (221a) sowohl gleich dem fiir die Fliche « zu

bildenden Integral — f f ds Fy qpny als auch gleich dem entsprechen-
a
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den Integral fiir 8, — f f ds Fjyqan ist.  Dies sind aber die Energie-
#

betriige, welche einerseits der von e« erzeugte Strom an 7, anderer-
geits der von f hervorgerufene an « als Peltierwiirme absetzt. Die
von der einen Fliche der anderen zugesandten Energiemengen sind
also gleich.

Was die Dimensionen der in diesem Abschnitt neu eingefithrten
Grofsen anbelangt, so ist Idt¢ nach § 59 eine Elektricitiitsmenge, also

1=t b

die Stromdichte ¢ ist beim linearen Leiter gleich demnach

1
o,
q = {:M& L- } T—:]_
J, = I*w ist nach (229 f) die pro Zeiteinheit entwickelte Jourzr'sche
Wiirme, daraus folgt fiir den Widerstand:
w=[L""'T],
und da endlich beim linearen homogenenen Leiter von constantem

Querschnitt nach (226a) w = ;_—fa, so ist die Leitfithigkeit

t= [T,



Dritter Theil.
Elektromagnetische Wechselwirkungen.

Erster Abschnitt.

Das magnetische Feld stationiirer elektrischer Strome.

§ 62. Das magnetische Feld linearer Str0me, dargestellt mit
Hillfe Ampare’scher Flichen.

In dem vorhergehenden Abschnitt haben wir nur das elektrische
Feld stationdirer Strdme besprochen. Wie zuerst Orsrep und
Awrire fanden, fiben solche aber auch magnetische Wirkungen aus.

Am einfachsten gestalten sich die Verhiiltnisse beim linearen
Strom, in dessen Umgebung sich zuniichst weder ein permanenter
Magnet noch ein magnetisicharer Korper befinden soll. Er wird

von geschlossenen magnetischen Kraft-
linien umkreist; sind in Figur 20 die

Punkte 1 und 2 die Durchstofspunkte

des Stromkreises durch die Zeichen-

ebene, und fliefst der Strom in 1 von

Fig. 20. unten nach oben, in 2 dagegen von

oben nach unten, so geben die um

sie herum gefithrten, mit Richtungssinn versehenen Curven qualitativ

den Verlauf der Kraftlinien an. Wie man aus ihr sieht, lilst

gich der Richtungssinn der Umkreisung durch die Awmpire'sche

Regel angeben, welche aussagt, dafs ein in Richtung des elektrischen

Stroms Schwimmender die magnetischen Kraftlinien von rechts nach
links vor sich voriiberziehen sieht.

Ein magnetisches Feld mit geschlossenen Kraftlinien lifst sich
nicht durch eine Potentialfunction darstellen; das letztere ist nur
moglich, wenn das Linienintegral der Kraft fiir jede geschlossene
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Curve verschwindet. Hier ist es aber offenbar von Null verschieden,
wenn man es fiir eine der geschlossenen Kraftlinien bildet. Nun
wollen wir aber zuniichst einmal festsetzen, dafs wir nur solche ge-
schlossene Curven in Betracht ziehen, welche eine bestimmte, vom
Stromkreis umrandete, sonst aber beliebig ausgewiihlte Fliche nicht
durchsetzen. Die KErfahrung zeigt, dafls fiir alle diese das Linien-
integral Null ist. Nun macht aber die genannte Kliche — man
nennt sie die Ampire'sche — aus dem den Stromkreis umgeben-
den zweifach zusammenhiingenden Raum einen einfach zusammen-
hiingenden. In dem letzteren kinnen wir also die magnetische
Kraft wiederum aus einer Potentialfunction ableiten. An der
Anrire'schen Fliche findet dabei natiirlich ein Potentialsprung
statt; die fragliche Potentialfunction ist also die einer Doppelschicht.
Nun ist die Kraft an diesem physikalisch gar nicht vorhandenen
Gebilde selbstverstiindlich ebenso stetig, wie an anderen Stellen des
Raumes. Nach § 19 hiitte eine Doppelfliche von veriinderlichem
Moment aber Unstetigkeit der Tangentialcomponenten zur Folge.
Der lineare elektrische Strom ist also einer Doppelfliche von con-
stantem Moment fquivalent.

Nur in einem Punkte versagt die Aequivalenz. Stellt man sich
die Doppelschicht als aus zwei entgegengesetzt gleich geladenen
Fliichen bestehend vor, so findet man fiir das Linienintegral der
magnetischen Kraft auch dann den Werth 0, wenn der geschlossene
Integrationsweg die Fliche durchsetzt. Das Curvenstiick zwischen
den Belegungen compensirt alle iibrigen, denn wenn man die Be-
legungen bei constantem Moment immer nither an einander riicken
lifst, so nimmt auch die Kraft in dem Zwischenraume iiber alle
Grenzen zu. Dagegen ist die Feldstiirke in der Amrire'schen Fliiche
natiirlich ebenso wie sonst im Raum endlich. Will man also die
Beziehung, dafs die Differenz der Potentialwerthe im Anfangs- und
Endpunkt dem Linienintegral der Kraft gleich ist, beim linearen
Strom allgemein aufrecht erhalten, so mufs man jedesmal, wenn der
Integrationsweg die Ampire'sche Fliche durchsetzt, zur Potential-
function eine Constante hinzufiigen, welche dem an ihr stattfindenden
Potentialsprung an Grofse gleich ist; welches Vorzeichen ‘man ihr
zu geben hat, hiingt von dem Sinn ab, in welchem man die Fliche
durchschreitet. Dann wird die Potentialfunction zwar iberall stetig,
aber um ganze Vielfache dieser Constanten mehrdeutig. Wir werden
im Folgenden der eindeutigen Potentialfunction der iquivalenten
Doppelschicht meist den Vorzug geben; da wir diese, abgesehen
von der Randcurve, beliebig withlen kinnen, diirfen wir den Punkt,

H. v. HeLuuovrz, Theoret. Physik. Bd, IV, 21
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in welchem wir das magnetische Feld untersuchen, stets als aulser-
halb der Fliche befindlich ansehen.

Die Potentialfunction einer Doppelfliche haben wir schon in
§ 19 berechnet; wir wollen sie aber, um einen anderen Weg kennen
zu lernen, hier noch einmal aus dem Grern'schen Satz ableiten.
Da magnetische Ladungen nirgends auftreten, mufs sie iiberall der

Differentialgleichung
Adg =0

geniigen und abgesehen von dem Sprung an der Doppelfliche, den
wir in Anschlufs an frither gebrauchte Bezeichnungen mit 4 z N
bezeichnen, endlich und stetig sein. Das letztere gilt auch fiir ihre
Ableitungen, freilich mit Ausnahme der vom elektrischen Strom
durchflossenen Curve, Denn berechnen wir das Linienintegral
der magnetischen Kraft fir einen Kreis vom kleinen Radius g,
dessen Mittelpunkt in der Stromcurve liegt und dessen Ebene zu
der Richtung der Curve in diesem Punkt senkrecht ist, so mufs
man nach dem Gesagten den allen die Stromcurve umschlingenden
Integrationswegen gemeinsamen, also von ¢ unabhiingigen Werth
finden. Dazu ist erforderlich, dafs die in der Peripherie liegende

Componente der Kraft mit abnehmendem ¢ wiichst wie :;. Da-

gegen bleibt die in Richtung von ¢ weisende Componente endlich
und stetig; bilden wir nitmlich fur die Oberfliche eines die Strom-
curve umgebenden Fadens vom Radius p das Fliichenintegral

Joiz-fos

f f ds 6”‘ = ds?).,—g— 1
so mufs es, da die Stromcurve wegen der Aequivalenz des Stromes
mit einer Doppelfliche keine magnetische Ladung trigt, Null sein.

Wiirde aber %—Z’ fiir sehr kleine Werthe von ¢ sehr grofs, so miilste

es fiir die ganze Fadenfliche aus Symmetrie dasselbe Vorzeichen
haben, das Integral wiire also sicher von Null verschieden. Daraus

ist zu schliefsen, dafs (3% auch bei beliebiger Anniiherung an die

Stromcurve endlich bleibt. Schliefslich mufs ¢ im Unendlichen

mindestens wie lﬁ Null werden, seine Ableitungen mindestens
wie A
ik
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Wir wenden die Grerx’sche Umformung auf das iiber den ge-
sammten Raum gebildete Integral

1 1

F 2
6‘({) r 6(,0 £
ff[( O R TR P T e s

r=Ye-8+Wy—n"+&—-¢?
ist; auszuschliefsen sind nur die Unstetigkeitsstellen der Functionen

an, wo

P und-:; und ihrer Ableitungen. Dementsprechend sind als Grenzen

des Integrationsgebietes zu betrachten 1. die beiden Seiten der
Doppelschicht; 2. die Oberfliche des die Stromcurve umgebenden
Fadens, dessen Radius ¢ man schliefslich unter alle Grenzen ab-
nehmen lifst; 8. eine Kugel vom Radius ¢ um den Unstetigkeits-

punkt & #, £ der Function -:_ , auch hier geht man schliefslich zur

Grenze p = 0 iiber; 4. die unendlich ferne Fliche, diese spielt
aber wegen der Voraussetzungen fiber das Verhalten von ¢ auf

ihr keine Rolle.
Das genannte Raumintegral ist nun wegen d¢ = 0 gleich

f;“‘q'(f*
=i+

andererseits wegen Ai = 0 gleich

ek
"
- [
n, ist die in das Integrationsgebiet hinein weisende Normale. Beide

Integrale sind fiir die gesammte Begrenzung zu bilden. In dem
ersteren verschwindet der Antheil der Doppelfliche, weil auf ihren

beiden Smtan — danselben, (; entgegengesetzt gleiche Werthe hat;

es verschwmdat. ebenso der Ant.haxl der Fadenoberfliche im Grenz-
fall p = 0, weil dann die Ausdehnung des Integrationsgebietes 0
wird, und die zu integrirende Function

99 _
dn,

] | -
&
<

< | -
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endlich bleibt; es verschwindet endlich auch der Antheil der um
den Punkt & #, ¢ beschriebenen Kugelfliche, weil dort

[T et e = s

(das letztere Integral soll iiber das Volumen der Kugel ausgefithrt
werden) wegen 4 ¢ = 0 verschwindet. Daraus folgt, dafs auch

ist. Hier betriigt aber der Antheil der Doppelfliiche

(Ps — P1) fds —~-—=4u§m fds( )

wenn die Normale n von der negativ geladenen Seite 1 zu der
positiven Seite 2 weist; der Antheil der Fadenfliche verschwindet
freilich im Grenzfall wieder, da auch hier der Integrand endlich
bleibt; dagegen liefert die Kugel im Grenzfall p = 0 den Beitrag

i o 5

80 dafs man die Gleichung

==--fpe,n.c11m fd8=—-4mre.q.c,

pr
Peme=M[ |ds _5;:- (230)

erhiillt; sie ist identisch mit (68).

Das Flichenintegral in dieser Formel ist iiber die AmpirE'sche
Fliiche zu bilden, deren Form und Lage, von der Randcurve ab-
gesehen, willkiirlich ist. Das Integral darf also nur von der letzteren
abhiingen. In der That ist

ol
d r ds Or  ds :
8 aﬂ = — —;’— _6‘11 = — 3 008{!‘, ﬂ) H

— ds cos (r, n) ist aber die Projection von ds auf eine um den
Punkt § #, ¢ beschriebene, durch den Ort von ds hindurchgehende
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Kugelfliche, — ‘f_—: cos (r,n) defshalb der korperliche Winkel d£,

unter dem ds vom Punkt § #, { aus gesehen wird, und zwar ist
d 9 positiv, wenn ds diesem Punkt die positiv geladene Seite 2
zuweist; denn dann ist cos (nn) < 0. Fithrt man die Integration
iiber d 2 aus, so findet man unter Fortlassung des jetzt tiberfliissigen

Index von o
pg=MY, (2304)

wo £ die gesammte perspectivische Ausdehnung oder den korper-
lichen Winkel (Kegelecke) der Amrkre'schen Fliche fir einen Be-
obachter im Punkt &, 7, & be-
deutet. Fliichenelemente ds, welche
wie in Figur 21 die Elemente ds,
und ds, unter gleichen, aber mit
entgegengesetztem Vorzeichen zu
nehmenden Winkeln 4 2 erscheinen,

="
heben e-;ifsh bei dieser Integration A
gegenseitig auf. Daher hingt 2 o
thatsiichlich nur von der Form  é7¢

und Lage der Stromcurve ab. Ist Fig, 21. Fig. 22.

Q' der Werth, dem £2 zustrebt,

wenn man sich einem Punkt der Amvire'schen Fliche von der
positiven Seite beliebig nithert, so ist (siche Figur 22)

Q' - (i — )

sy

der Grenzwerth fir eine Anniiherung von der negativen Seite her.
Der Potentialsprung betriigt demnach

M - Q)V=4aM,
was uns zum Ausgangspunkt unserer Betrachtung zuriickfihrt.
Noch eine andere Deutung lifst Gleichung (230) zu. TI_, ist die
Potentialfunction eines magnetischen Einheitspoles im Punkt §, 7, &

1
;[
- —6%« also die von der negativen zur positiven Seite der AmPhrE'-

schen Fliche weisende Componente seiner Feldstirke und

o
il ¥ L e
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die Anzahl der Kraftlinien, welche er von der positiven zur negativen
Seite durch die Amrrre'sche Fliiche entsendet; als positiv zihlt also
eine Kraftlinie, wenn sie in der entgegengesetzten Richtung wie die
vom Strom herrithrenden Kraftlinien die Fliche durchdringt; Kraft-
linien, welche sie zweimal in entgegengesetztem Sinne schneiden,
ziihlen micht mit. Gleichung (280) sagt also aus, dals ¢ der
Anzahl der Kraftlinien proportional ist, die ein KEinheitspol im
Punkt &, 5, £ durch die Stromcurve hindurch schickt. Da das
Potential einer Reihe von Magnetpolen m in Bezug auf das magne-
tische Feld des Stromes

oL

r

dn

Pe=Smg=N/|[dSm (280b)
ist, so ist sie ebenfalls proportional zu der Anzahl der Kraftlinien,
welche das magnetische System durch die Stromcurve sendet. Arbeit
wird nur bei einer Verrtickung geleistet, welche die Zahl dieser
Kraftlinien veriindert; ihr Betrag wird durch — P gemessen.
Schon in § 52 haben wir gezeigt, dafs die Energie der Wechsel-
wirkung eines elektrisch polarisirten Korpers mit einem elektrischen

Felde
dep dg Ao
ﬂf(g—gz— + m_a; +n = 5% dedydx

betriigt. Auf das Gebiet der permanenten Magnete {ibertragen, lautet
dieser Ausdruck:

op . 09 . Op :
fff(‘"a—x‘Jf”“JzT*"??x)"‘”d"’d”‘

er geht durch eine gchon in & 54 benutzte partielle Integration
unter Berﬁckaicht.igung von (198) iiber in:

Peef[[p(2h 420, 8 -[[
tp(am + 3y + e dedydz datpo‘n‘
o fffq:p’dmdydx+ffd8q>m'-

Versteht man upge, ¢ die Potentialfunction eines linearen Stromes,
unter ' und ' gio goheinbare Ladung eines Magneten, so giebt
der letz.tere' Ausdryck die potentielle Energie ihrer Wechselwirkung.

Wie wir nun goahen sahen, ist ¢ mehrwerthig, wenn wir volle
Umliiufe um die Styomeurye mit in Betracht ziehen; fihren wir den
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Magneten einmal um den Strom herum in seine alte Lage, so durch-
schneidet jeder Theil von ihm einmal die Ampire'sche Fliche, so dafs
in der letzten Gleichung fiberall die Constante -4z I zu ¢ hinzu-
gefiigt werden mufs. Dadurch wird aber P nicht geiindert, da nach
§ 49 die gesammte freie Ladung des Magneten

ff p'da:dydx—]—ffdsm' =0

ist. P ist also trotzdem einwerthig, d. h. eine dauernde Kreis-
bewegung des Magneten um den Strom kann nicht von selbst
eintreten.

Anders aber, wenn sich ein Theil des Stromleiters mit den
Magneten bewegt. In Figur 28 sollen X, und K, zwei metallische,
kreisformige und gleichgrofse Gleitschienen
sein, denen der Strom durch die Drihte D,
und D, zugefihrt wird, Um ihre gemeinsame
Axe 4 kann der Magnet M rotiren, dessen
positives Ende zwischen den Gleitschienen
liegt, withrend sein negatives Ende sich noch
fiber der oberen von ihnen befindet. Die

Driitbte ¢, und d, sind mit ihm fest ver-
bunden; sie gleiten auf KX wund K, und

schliefsen den Strom durch die ebenfalls
leitende Axe.

Die Amrpizre'sche Fliiche ist hier deformir- Fig. 28.
bar; rechnet man zu ihr das Rechteck, von
dem d;, A und d, drei Seiten sind, so besteht ihre Deformation
darin, dafs sie sich bei einer Drehung der beweglichen Theile des
Apparates um Stiicke der durch K| und K, gehenden Cylinderfliche
vergrofsert oder verkleinert. Bei einer vollen Umdrehung kommt
die ganze Cylinderfliche einmal hinzu. Fiir einen am positiven
Ende des Magneten befindlichen Beobachter nimmt ihre perspec-
tivische Ausdehnung 2 dabei zu, und zwar fast um -4z, wenn
der Cylinder recht lang und schmal ist, so dals seine Grundfliichen in
ihrer perspectivischen Ausdehnung verschwindend klein sind; be-
findet sich der Beschauer aber am negativen Ende, so dndert sich 2
fir ihn fast gar nicht. Fir den einen Theil des Magneten ist
demnach

=M

mehrwerthig, fiir den anderen nicht. Dann ist auch P mehrwerthig
und kann bei dauernder Rotation in infinitum abnehmen; die
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ponderomotorischen Kriifte, welche stets eine Abnahme von P
herbeizufithren streben, fithren mithin den Magneten dauernd im
Kreis herum.

Um schliefslich ein Beispiel fiir die Verwendung von (280a) zu
geben, fragen wir nach der magnetischen Kraft, welche ein Kreis-
strom vom Radius R in einem Punkt seiner Axe hervorruft. Sie
kann aus Symmetrie nur in der Richtung der Axe liegen; daher
brauchen wir ¢ auch nur fiir Punkte der Axe zu bestimmen, Ist &
der Abstand eines solchen vom Kreismittelpunkt, so ist

R

« = arctg —

T

der Winkel, welchen der von ihm nach einem Punkt der Stromcurve
gezogene Radiusvector mit der Axe bildet, so dals

L

Q= 2'ﬂfsina:da =27(l — coser) = 29:(1 -—-?_-1—2_-’%_—_-?5—),

0

g=M2=2aM

1— . §~
yB+e )’
und die magnetische Feldstiirke

of - ‘VR'S'+ g’

wird. Bei der Tangentenbussole benutzt man diese Gleichung zur
Bestimmung von I, indem man die Ebene des Kreisstromes in den
magnetischen Meridian stellt und mit Hiilfe einer kleinen Magnet-
nadel die Richtung der Resultante aus der bekannten Horizontal-
intensitiit des erdmagnetischen Feldes und der magnetischen Kraft
des Stroms beobachtet. Der Winkel zwischen ihr und dem Meridian
giebt in seiner Tangente das Verhilltnils der beiden Kriifte an.

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir die Stromstiirke definirt
als die in der Zeiteinheit durch den Querschnitt des Stromleiters
hindurchgehende Elektricititsmenge. Daraus ergiebt sich eine Mog-
lichkeit, die Stromstiirke elektrostatisch zu messen, da wir Elektricitiits-
mengen in absolutem Maals bestimmen konnen. KEine andere
Methode, Stromstiirken wenigstens relativ zu messen, beruht auf dem
Farapay'schen Gesetz, dals die Quantitiit der an der Grenze elektro-
lytischer Leiter ausgeschiedenen Stoffe der hindurchgesandten Elek-
tricititsmenge, also der Stromstiirke und der Zeit proportional ist,
wiithrend welcher der Strom wirkte. Unabhiingig davon kinnen wir
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jetzt den Strom durch seine magnetischen Wirkungen bestimmen.
Das sogenannte elektromagnetische Maafssystem setzt seine Intensitit
gleich dem Moment N der #quivalenten Doppelfliche. Erfahrungs-
gemiifs ist der so bestimmte Werth I proportional zu dem elektro-
statisch gemessenen, I,. Die Dimension des Proportionalitiitsfactors
findet man aus der Ueberlegung, dafs I das Product einer Flichen-
dichte und einer Liinge, also auch

I, =iy
ist; dagegen ist (siche § 61)

I, =Lt
daraus folgt

I =
_f*‘_ = [LT7Y],

der Proportionalititsfactor 4 ist der Dimension nach eine Ge-
schwindigkeit. Die Versuche von W. Weser und R. Konnrauvs.u
ergaben A4 als gleich der rund 3.10' em. sec.™ betragenden Licht-
geschwindigkeit im Vacuum und zwar stimmten die beiden Werthe
mit einer Genauigkeit tiberein, die zu der Annahme zwang, dals dies
nicht auf einen Zufall, sondern auf einen tiefgehenden Zusammen-
hang zwischen elektromagnetischen und optischen KErscheinungen
zurfickzufithren wire. Der Maxwenr’schen Theorie zufolge sind
geradezu die optischen Erscheinungen rein elektromagnetischer Natur,
wie wir weiter unten sehen werden.

Natiirlich hat diese Veriinderung der Stromeinheit die Ver-
iinderung der anderen elektrischen Einheiten zur Folge. Nicht nur
die Stromdichte und die Elektricitiitsmenge, deren Betriige sich wie die
der Stromstirke von dem einen in das andere Maalssystem um-
rechnen, sondern auch die elektrische Feldstirke, der Widerstand
und die Leitfithigkeit werden hierdurch betroffen, wenn anders man
nicht die Werthe der in den Gleichungen (229) bis (229f) auf-
tretenden Energiequanten findern will. Dies wiire aber unpraktisch,
da die Energie sich unabhiingig von allen elektrischen Methoden

in absolutem Maals bestimmen lifst. Nach (229b), (229d) und (229f)
ist defshalb

@al IQﬂ 1

it o O
I!

_:_!'_ - I’N = A2 f.. o [L—I T]

w, Ve 1

=—  w, =[LTY.
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Das Covroms’sche Gesetz lautet im elektromagnetischen Maafssystem
K=a5% .
P

Wir wollen im Folgenden der Einheitlichkeit wegen das elektro-
statische Maalssystem beibehalten, obwohl die Einfiihrung des elektro-
magnetischen die Formeln dieses Abschnitts vereinfachen wiirde. Die
Gleichungen (230), (230a) und (230b) lauten dann bei Einfithrung
der Stromstirke I

1
1 a}“ 1
1
I . aT
P=—[[dsZm 5 (2804)

§ 63. Das magnetische Feld eines linearen Stroms, dargestellt
durch Integrale liber die Stromcurve. Die Rilckwirkung einer
magnetischen Feldstirke auf den Stromleiter.

Aus der Formel (230b) wollen wir jetzt allgemein die mag-
netische Kraft berechnen. Dazu miifsten wir eigentlich dem
Punkt &, , £ eine Verschiebung —d g ertheilen. Da es aber nur auf
seine relative Lage zum Stromleiter ankommt, kionnen wir statt
dessen dem letzteren die Verschiebung -+ d¢ geben, deren Pro-
jectionen auf die Coordinatenaxen da, db, de heilsen sollen; 66‘;1 ist

dann die in Richtung von dg weisende Kraftcomponente am Ort &, 7, &
Zuniichst aber miissen wir, um Vorzeichenzweideutigkeiten zu
vermeiden, eine Bestimmung iiber die Lage der drei Coordinaten-
axen zu einander machen; diese ist niimlich
durch die Forderung der Rechtwinkligkeit nicht
eindeutig bestimmt, man bekommt aus einem
System ein anderes, welches sich durch keinerlei
Drehungen mit dem ersteren zur Deckung bringen
lifst, wenn man den Richtungssinn der einen Axe
: umkehrt. Wir setzen nun fest, dafs im Kol-
e genden stets die z-Axe fiir einen in der posi-

tiven y-Richtung blickenden Beobachter nach oben weisen soll, wenn
die 2-Axe vor ihm von links nach rechts voriiberfithrt (siehe Figur 24).




§ 68 DAS MAGNETISCHE FELD EINES LINEAREN STROMS. 8381

Ferner rechnen wir das Linienelement dl der Stromeurve, dessen Pro-
jectionen auf die Axen da, dy, d heilsen sollen, positiv in der Strom-
richtung und fassen seinen Abstand » vom Punkt § #, £ als einen

von dem letzteren fort weisenden Vector auf, wie wir es auch bisher
thaten,

Bei der Verschiebung um dg¢ beschreibt das Linienelement d!
eine Fliche von der Grilse

dldgsin(dl, dq),

deren Projectionen auf die Coordinatenebenen gleich

de dy
da db

dy dx
db de

| dz dz
Ida da

] H

2

sind. Seine Projection auf die um den Punkt § #, { beschriebene,
durch den Ort von dl hindurchgehende Kugel ist also

dx dy dx
da db de
cos(r,z) co8(ry) (cosr,3)

St

und die entsprechende Veriinderung von £, der perspectivischen
Ausdehnung der Amptre'schen Fliche,

’ dx dy dx
d2 =+ - da db de
cos(r,z) cos(ry) cos(r,z)

Das Vorzeichen, welches zu withlen ist, ist entweder stets das
positive oder stets das negative. Diese Frage lilst sich daher an
einem Beispiel beantworten.

Die Stromcurve liege in der zx-Ebene, dl weise in die positive
z-Richtung, dg in die positive »-Richtung, withrend 5 < 0 sein soll;
dann ist

de >0 dy =0 dz =0
da = 0 db =0 de >0

und
cos(r,y) > 03
demnach
da dy dx
da db de = —dzdecos (r,y) < 0.

cos(r,@) co8(r,y) ©O8(r,%)
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Liegt ferner, wie in der Figur 25, d! im tiefsten Punkt der
Stromeurve, so kehrt die Amrire’sche KFliche dem Beschauer in
&, n, ¢ die positive Seite zu; denn innerhalb der Stromcurve durch-
stolsen nach der Ampizre’schen Schwim-
merregel die Kraftlinien in der auf ihn
zufithrenden Richtung die «x-Ebene.
Daher ist 2 > 0, und da es durch die
Verriickung von d! um dg dem ab-
soluten Werth nach abnimmt, d 2 < 0.
Liige dl im hochsten Punkt, so wiire
£ < 0, nithme aber, absolut genommen,
zu. Also gilt in der letzten Gleichung
fir 2 das Vorzeichen 4 und wir finden durch Integration nach
dl iiber die ganze Stromcurve:

Fig. 25.

— dae dy dx
g_‘?dgﬂ.}f_l_ da db do |di.
g cos(r,@) cos(ry) cos(rz)

Die Kraftcomponenten nach den Coordinatenrichtungen ergeben sich
hieraus, wenn man dg der Reihe nach mit da, db, de identificirt;
80 erhiilt man:

H=§£- 4 (—1 %+ 5 d =£f(x—'-_—gdx—£tﬁg—dz) RS
@ % A r r

¢ dy d re o
denn es ist
1 6—:— x—§
3 cos (r,2) = — e =4 — ete.

Die Form dieser Gleichungen legt es nahe, dem Stromelement di
an den berechneten Kraftcomponenten die Antheile
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1 1
d— 0— I
(_xldy = -a—}—dx) -y [y —n)dzx — (x — &) dy]

LI L
T r I 231
M-‘{-(a—;dz—-é;r—dz = 5[k —dz — (@ — §)dx) b

1 1
I a'r 3;— 1
Ne < —a;da:— -gm—dy -y (@ —§dy —(y — n)dz)

zuzuschreiben. Doch ist dieser Schlufs keineswegs zwingend; viel-
mehr vertriigt sich mit (281) jeder Zusatz zu (281a), der bei der
Integration iiber eine geschlossene Curve verschwindet. Stellt man
sich aber auf den Standpunkt der letzteren Gleichungen, so folgt

Le—§+My—n+Nz—{)=0
Ldz +Mdy 4 Ndz =0;

die magnetische Kraft steht also sowohl auf der Entfernung « als
auf der Richtung des Linienelements di senkrecht. Ihre Grofse be-
rechnet man am einfachsten, wenn man bedenkt, dals

(y —n)dz — (v —&) dy =

Y= 5~4¢§
dy dz
ete. die Projectionen des Parallelogramms aus » und 4! auf die
Coordinatenebenen sind, und dafs dessen Flicheninhalt gleich
rdlsin (r, dl) ist; demnach ist
it I )
VL 4 M* 4 N® = & disin(r, al). (281h)

Diese Gleichung spricht das Bror-Savamr'sche Gesetz aus. Hier
liegt der schon in der Einleitung angekiindigte Fall einer Kraft
vor, welche weder anziehend noch abstofsend, sondern im Kreise
um d! herumfithrend wirkt.

Erfahrungsgemii(s gilt fir die Wechselwirkung zwischen statio-

niiren Strémen und Magneten das Princip von der Gleichheit von
actio und reactio. Nach (231a) ist

o— a1
B = oy

1

ALY
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die z-Componente der vom Stromelement d/ auf einen im Punkt §, 9, ¢
liegenden Magnetpol m ausgeiibten Kraft,

I a_:* 6":"
o o B Oy St

mufs also die entsprechende Componente der von dem Magnetpol
auf dl ausgeitbten Wirkung sein. Nun sind aber

5= §— 6
et Rl =B N

die Componenten der von dem Pol m ausgehenden Keldstiirke,
also sind
£=.Ai(Ndy—de}

9 = AL(L dx — Nda) (282)

8= 2{—(de—- Ldy) |

die Componenten der ponderomotorischen Kraft, welche d/ in einem
magnetischen Felde erfihrt, dessen Feldstirke die Componenten
L, M, N hat.

Die gilt zuniichst nur fiir den Fall einer magnetischen Punkt-
ladung., Liegen deren mehrere oder stetig vertheilte Ladungen vor,
80 freten in dem aus dem Princip der Gleichheit von actio und
reactio hervorgehenden Schwerpunktssatz die vom Strom auf die
Theile der Ladung ausgeiibten Krifte additiv auf. Folglich miissen
sich auch die Riickwirkungen auf den Stromleiter addiren; und da
sich die Feldstirken ebenfalls addiren, bleiben die Gleichungen (232)
in Giiltigkeit. s folgt aus ihnen

Xdz+ 9dy+ Bdx =0,

die ponderomotorische Kraft steht also sowohl auf dem Strom-
element d! als der Richtung der magnetischen Feldstirke senkrecht,
und zwar liegen Stromrichtung, Feldstirke und ponderomotorische
Kraft qualitativ — der Winkel ¢ zwischen Stromrichtung und Feld-
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stiirke betriigt im Allgemeinen nicht —g- — zu einander wie die z-, y-
und z-Axe, denn withlt man
dz >0, dy =0, dzv =0,

2 == 0) M > 0, Ne= 0,
so wird nach (232)
¥=0 9P=0 Zg>o0.

(Siehe Figur 26). Der Schwimmer, von dem die Ampire'sche Regel
spricht, wird nach links gedriingt, wenn er in Richtung der Kraft-
linie blickt. Der Werth der resultirenden ponderomotorischen
Kraft ist

e T
f= jﬁ‘ + M’+N‘sin !9‘tﬂ,

also proportional zur Stromintensitiit, zur magnetischen Feldstirke
und dem Sinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels,

Die Gleichungen (282) konnen zuniichst
ebenso wie (281a) nur in dem Sinn Giltig- Frndeom Wirkun.

keit beanspruchen, dals sie bei der Integration \

itber einen geschlossenen Strom Richtiges er- P
geben. Aber withrend sich die von dem
Element d! ausgehende magnetische Wirkung

nicht isoliren lifst, ist die ponderomotorische = it gy
Wirkung auf dl! bei deformirbaren Strom- Fig. 26.

leitern fiir sich allein der Beobachtung zugiing-
lich; es zeigt sich dann, dals die Gleichungen (232) sie richtig zu
berechnen gestatten.

§ 64. Die Wechselwirkung zwischen linearen Stromen.

Da ein Strom eine magnetische Kraft hervorruft, andererseits
von einer solchen ponderomotorische Wirkungen erleidet, miissen
auch zwei lineare Strome auf einander ponderomotorisch wirken. Die
Stromstiirken sollen 7 und J, die Elemente der Stromcurven di
und d 4, ihre Projectionen auf die Coordinatenaxen dz, dy, daz und
d§, dn, d§ sein; unter », y, x; & 7, { verstehen wir die Coor-
dinaten ihres Orts. Schliefslich ist wie bisher ihre Entfernung,

r=Ve—E+y—n"+kE— 2}
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ein Vector, dem wir die Richtung vom Punkt £, %, { nach dem
Punkt z, y, » beilegen.

Vertauscht man in (282) I und d2, dy, dz mit J und d§, du,
d% und setzt fir L, M, N die sich aus (231a) ergebenden Werthe,
so findet man fiir die Componenten der ponderomotorischen Kraft,
welche di auf dA ausiibt, das ,Grassmann’sche Elementargesetz:

L (288)

3y (dzdf + dydn +dzd§)}
s R

r dE+ ‘___’_P._dﬂ-l- ——adL
dz oy 1

b= Lh{e

ol
A —a—zi(d:rd,s + dydn + dzadd) }

Es giebt, wie aus der Ableitung hervorgeht, eine zu di senk-
rechte Kraft an, welche dem Princip der Gleichheit von actio und
reactio nicht geniigt; denn d! und dA lassen sich nicht ohne
Aenderung mit einander vertauschen.

Indessen ist die Gleichung (288) in demselben Sinne hypo-
thetisch, wie die zur Ableitung benutzte Formel (281a). Erst wenn
man sie {iber die Stromcurve von I integrirt, muls sie Richtiges
liefern. Das fragliche Elementargesetz kann man daher noch in
weitgehendem Maafse willkiirlich gestalten. Nach Ampire iiben z. B.
die Elemente Anziehungs- und Abstofsungskrifte auf einander aus.
Wir wollen das Ampiire'sche Gesetz ableiten, indem wir (283) nach
d1 integriren, das Integral durch partielle Integration umformen und
dann wieder von der ganzen Stromcurve auf das Linienelement d1
zuriickschlielsen.
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Wir fihren diese Umformung nur an dem Ausdruck fiir X
durch. Da

und
dzd§ + dydy + dxd{ = dldicos(dl, dA)

ist, finden wir fiir die z-Componente der Integralwirkung zunichst
den Betrag:

r d r
{Efé‘ d“'d"fa “al ‘“""":fa di

+ dlf—?_cos(dt,dz)dtl ’

Der Integrationsweg ist eine geschlossene Curve; daher heben sich
bei der partiellen Integration die Terme fort, welche sich auf die
Integrationsgrenzen beziehen, und es ist

7o

gl il

f L7 d("? E)d:.—_-—f( ”g)dl (‘_yt—

_ﬁ; ,g)a‘f (4": Jdt:: =% (d" "’:"—glﬂ)dz.

Ebenso ist

6 e
r dz z—§& [dx z—§ Or
f“a'm_ di ‘”"’f r (‘d‘;‘_?’ ’ a:)‘“

"!['-‘

di

Bedenkt man ferner, dafs
ar
o1 = cos(r,dl)

Cd;- cos (r, dA)dA

et UG ol

H. v. Hetaaorrz, Theoret, Phplk. BA. IV, e
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ist, 80 findet man fiir die in Rede stehende Kraftcomponente den
Werth

o dlfi;—{s (2 cos(dl,da) — Bcos (r, dl) cos (r,dA)) dl.

Zieht man endlich den Schlufs von der Integral- auf die Elementar-

wirkung, so erhilt man fiir die Ampire'sche Anziehungskraft den
Betrag

R = % . %f" (2 cos(dl,da) — 8 cos (r,dl)cos (r,dR));  (234)

denn es ist ihre 2-Componente
Vo B8, K,
r

und fiir die beiden anderen wiirden die entsprechenden Umformungen
liefern

9= :”_gy, 8= ”:_’:_ K.

Zu einer einfachen Deutung dieser Gleichung gelangt man,
wenn man die z-Axe parallel zur Entfernung » legt. Wegen der
Identitiit

o8 (dl,dA) = cos (z,dl) cos(x,d4) 4 cos (y,dl)cos(y,d ) + cos (x,d]) cos (z,d 4)
nimmt (284) dann die folgende Form an:

+ 2 (cos (y, ) cos (y, dA) + cos (v 1) cos (3, 1))

I1J —dzdf + 2(dydn 4 dxdl)
AT r? y

Die Componenten von dl und di in Richtung der Entfernung » itben
demnach die Kraft

die dazu senkrechten dagegen die Kraft

1J(dydn + dad
s T
auf einander aus. Je nachdem diese Werthe positiv oder negativ
sind, bedeuten sie Anziehung oder Abstolsung.
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Schliefslich wollen wir noch zeigen, dals sich die Wirkungen
zweier Stromkreise auf einander aus einem Potential

dl, da
- = f f "“( SR(Ghak) oy (285)

herleiten lassen in der Art, dals wenn der vom Strom J durch-
flossene Draht eine Verschiebung erfihrt, deren Componenten fiir
das Element di gleich 0§, d7, 0 sind, die Arbeit der pondero-
motorischen Kriifte

far fog [xar+ on[Qar+orfgal =—sp (286

ist. (Hier ist die Bezeichnung insofern veriindert, als an die Stelle
von X, 9), B getreten ist: XdidA, §)didi, Zdidi). Dabei betrachten
wir 0§, dy, 0L zwar nicht als lings der Stromcurve constant —
diese wird also im Allgemeinen deformirt —, wohl aber als stetig
veriinderlich. Gleitstellen sind hierdurch ausgeschlossen.

Zu diesem Zweck gehen wir vom GrassmaNN'schen Elementar-
gesetz aus. Wir setzen in (233) zuniichst

6L oL o
ook ey b iy
R a-— PR 5
= §d§+ 6? dn + 6; dg| = — —a—dd

und fithren dann zur Festlegung eines Punktes auf der Stromcurve J
den Parameter x ein, so dals

1

al aL 0 —
A T dldx-= " dx

di e T Ox

wird. Den gleichen ‘Dienst leistet fir die Stromcurve I der Para-

meter k. Dann folgt aus (233) und (235)

8 1 r a
de v do df  dy dyg  dx d

Xdldd= "“'“LL o + o (dk ==+ v gk Tk ok

1 dz dé' dy dn +ff_f£_)dkdx.
dk dx dk dx dk dx
99+

}dkdx, (2834)
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Also wird
1

1
- ffl 5§+n-—aq+aag oL

1(§£ _d_a:g dy doy dx d&c‘:) Lk
r \dk dx dk dx dk dx

de df
dk dx

dy dn dx ag

R dk dx ' dk dx

formen wir dann den zweiten Theil dieses Integrals durch partielle
Integration nach » um, so findet man

1

i
4 d::: dg  dy dn ‘iz af)  dw 7
i ff[a's Dx d!., T T ak de Ak dx)+dk 3%

6 0
) r (de df  dy dn  dx ag dy ¢
o e e )+

1
[ d e 0 —

r (dz df  dy dn  dx d;.) dx r dkd
il (7“.,_- oty A Ak dnl Tk O, ol

der Vergleich mit (233 a) bestitigt unmittelbar die Richtigkeit von (236).
Nun hatten wir soeben Gleitstellen ausgeschlossen. Ks kinnte
scheinen — und thatsiichlich ist dieser Einwand erhoben worden -
als wire die Allgemeingiiltigkeit der Gleichung (236) dadurch be-
eintriichtigt,. Man darf sich aber das Gleiten zweier Stiicke des
leitenden Systems nicht als unvermittelte Bewegung absolut starrer
Korper vorstellen; denn hierbei wiirde jeder Stromfaden, insofern
er aus einer continuirlichen Reihe materieller Theile besteht, zer-
rissen werden, Erfahrungsgemiils hiuft sich die Elektricitit an
solchen Stellen aber nicht an, sondern gleicht sich durch neugebildete
Schliefsungen sofort aus, Wir miissen defshalb die beiden Knden
des materiellen Theils des Stromfadens nicht als Enden der Leitung
iiberhaupt, sondern als durch ein dufserst kleines, von materiellen
Theilen freies Stromfadenelement verbunden denken. In diesem
Sinne lifst sich unsere Rechnung durchaus aufrecht erhalten.
Thatsiichlich kommt eine wirkliche Unstetigkeit der Bewegung
in der Natur nicht vor. Vielfach mufs man, um zu grofse Reibung
zu vermeiden, zwischen die Enden der festen, an einander ,gleiten-
den“ Theile der Leitung eine Fliissigkeit bringen. Jede reibende
Flussigkeit haftet mit ihrer Grenzschicht aber fest an der Wandung,
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vermittelt also die Stetigkeit der Bewegung. Und wo es keine
Flissigkeit thut, erzeugen fast continuirlich {iberspringende Kunken
Metalldampf, welcher ebenso wirkt, und vermeidet man auch diese,
indem man die gleitenden Korper fest gegen einander prefst, so
entstehen durch gegenseitige Abschleifung Uebergangsschichten.

Historisch sei bemerkt, dals Hermmorrz an Stelle des Nru-
maNN’schen Potentials (235) frither?) ein anderes benutzte, welches
entsteht, wenn man zu (235) die Identitiit

1 K
0 (U =0 200
g7 )ffdldl 54

wo k eine unbestimmte Constante ist, hinzuaddirt, Da, was hier
nicht bewiesen werden soll,
2
35?.3% - 1_ (08 (r, 1) cos (r, dA) — cos (dl, d2))
ist, findet man die Formel

_% :‘}fffl_ [(1+4K)cos(dt, dA) +- (1 — K)cos(r, di) cos(r, dA)] dldi.

P=
Wir werden von ihr keinen (Gebrauch machen.

Wollte man nach (286) das Potential eines linearen Stromes
auf sich selbst berechnen, so erhielte man keinen bestimmten Werth,
weil » = 0 wird, wenn d! und di mit einander identisch werden.
Zu diesem Zwecke muls man unter allen Umstiinden die riiumliche
Vertheilung des Stromes beriicksichtigen.

§ 65. Das magnetische Feld rdumlich vertheilter Stréme.

Ein riiumlich vertheilter Strom lifst sich als aus Stromfiiden
bestehend betrachten, deren jeder einen linearen Strom repriisentirt,
die Anwendung der Gleichungen (281) also unmittelbar zulifst. Man
braucht nur iiber alle Stromfiiden zu integriren, um die magnetische
Kraft der riumlichen Strémung zu finden. An die Stelle der Strom-
stiirke 7 tritt dabei das Product aus der Stromdichte ¢ (Compo-

1) Zur Zeit dieser Vorlesung betrachtete Heimunorrz selbst den mach ihm
benannten Ausdruck fiir das Potential P als veraltet, wie aus seinem Notiz-
buch hervorgeht. Der Herausgeber.
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nenten: %, v, w) und dem senkrechten Querschnitt dQ des Strom-
fadens, es wird also

Idl=qdQdl
Idz = Idlcos(x,dl) = qcos(z,dl)dQdl = udQadl
ete.

Hier ist 4Qdl ein Volumelement des Stromleiters, freilich von be-
sonderer Form, da ja dl in Richtung der Stromrihre liegt. Bei der
Integration iiber das Volumen kommt es aber nicht daranf an, wie
wir uns die Klemente gelagert denken; wir kinnen delshalb dQdl
durch dzdydx ersetzen und finden so aus (281) fir die Compo-
nenten der magnetischen Feldstiirke eines riiumlich vertheilten

Stromes:
fff - Py v-—-~—w dedydz
=h"fff 6zw—- —u dodydx (237)
N""'—“fff ayu---iv dedydx.

Hier ersetzen wir die Differentiation von 1— nach z, y, # durch die

nach § 7, & Da diese Coordin
constante Parameter sind, kippq

aten bei der Integration nach a, y, *

tegration und Differentiatioy um?gaz;zndﬁl:l iﬁl PR e

alten:
L=‘3W v
T
a
""‘*7%-%? (287a)
Nul¥ . 80
wenn E oy’

U'==.___ |
f——- dadydx
e
4 fff—;- dedydx (238)
Wl
Aff ;':idzdydz
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ist. Die Grifsen U, V, W berechnen sich, abgesehen von dem
Factor jilf-, aus den Componenten w, v, w des Vectors ¢ wie das
scalare Potential ¢ aus der scalaren Raumdichte der elektrischen
Ladung, Man kann sie selbst als die Componenten eines Vectors
betrachten, den man als das Vectorpotential der Stromdichte be-
zeichnet. Denkt man sich einem Continuum eine unendlich kleine
Verriickung ertheilt, welche in jedem Punkte dem dort herrschenden
Vectorpotential gleichgerichtet und an Grbfse proportional ist, so
sind die Terme (siche Band II dieser Vorlesungen, § 9)

oW 0¥ QU QW g G 1)
On = 0f = b — O v BE- Oy

proportional den Drehungen, welche ein Volumelement um die -,
die y- und die z-Richtung erfithrt; sie sind die Componenten eines
neuen Vectors, welchen man dieser Analogie halber als den Wirbel
oder Curl des Vectors U, ¥V, W bezeichnet. Die magnetische Feld-
stirke ist nach (237a) gleich dem Wirbel des Vectorpotentials der
Stromdichte.

Wir bilden nun die Wirbelcomponenten der Feldstirke selbst;
aus (287a) folgt fiir die z-Componente:

ON OM & (0U OV L OW
T~ 3% ~ o (o7 a0 +aE) 47
Nach (288) ist aber
A 4;“ (238a)
und
al

1N é‘r 6‘W 1 a‘ a—

hier ist fiber den ganzen Raum zu integriren, soweit er vom Strom
durchflossen ist. Setzen wir nun wiederum

so kbnnen wir partiell integriren, wobei ein Flichenintegral iber
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alls Ungt.atigkeitsﬁhchen der Stromdichte auftritt; die Grenze des
Stromgebietes gehirt auch dazu:

6U+6P' oW
o . on ' BF

d 1 d
fff (au 6y +aw)d:::d-ydx +Z f?s(qn,'i'?u.}-

Nach (2184) und (218 ) ist aber beim stationiiren Strom:

du dv Ow
Oz + dy it ox A
" w05
Also ist auch i o
oU o0V oW
=10 288 b
wFtartar Lo

und wir finden fiir den Wirbel der magnetischen Kraft die Glei-

chungen:
ON oM 4=z

9n 0 4
%-{iﬂ%=%v (289)

OMs Okl An o
9 ~ dng e

Der Wirbel der magnetischen Kraft ist gleich dem 4 z-fachen der
elektromagnetisch gemessenen Stromdichte; aufserhalb des Strom-
gebietes verschwindet er; dort ist also die Bedingung erfiillt, unter
welcher man die magnetische Kraft durch Differentiation aus einer
scalaren Potentialfunction ableiten kann; innerhalb des Stromgebietes
ist dies nicht moglich, Fiir die Divergenz der Kraft folgt aus (287a)

gé’ 4 ‘;‘:f + ‘;f 0; (2894)
magnetische Raumladungen treten nicht auf; und da nach (238)
(vgl. § 11) die ersten Ableitungen von U, V, W iiberall stetig sind,
gilt dasselbe nach (287a) von den Componenten der magnetischen
Kraft, so dafs auch Flichenbelegungen ausgeschlossen sind. Die
Kraftlinien laufen daher alle in sich zuriick.

Auf demselben Wege, wie von (231) und (287), gelangt man
von (282) zu den Gleichungen fiir die ponderomotorische Kraft,
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welche das Volumelement dzdydx des stromdurchflossenen Leiters
im magnetischen Feld von der Feldstirke L, M, N erfiihrt:

X=—(Nv—Muwdzdydx

Y) = — (Lw — Nu)dzdydz (240)

8 = o (Mu — L v)dzdy dz).

Und ebenso lifst sich die Gleichung (235) fir das Nreumaxx'sche
Potential zweier Strome auf einander tibertragen. Giebt man den
Componenten der Stromdichte und den Coordinaten in dem einen
von beiden zur Unterscheidung den Index 1, so findet man, da
d!dlcos(d!,dl]=-dzd§+dydq-i-dxd‘gist,undIJ(dzd§+dydq+dxd§}
durch (wu, + vv, + ww,)dwdydxdz, dy, dx, ersetzt werden muls:

P=— ;’ffffffrl (wuy, + v, + ww))dedydx da, dy, dz,; (241)

oder wenn man nach (288) das Vectorpotential U, v,, W, der
Stromung w,, v,, w, einfihrt

P=— ;jff (Uyu+ Viv+ Wyw)dzdydx. (241a)

Will man das Potential eines Stromes auf sich selbst berechnen, so
erhillt man jetzt, da nach (288) U, V;, W, fiiberall endliche Func-
tionen sind, einen bestimmten Werth; man muls nur 'in (241) die
Integrationen nach dzdydx und da dy, dz, {iber dasselbe Strom-
gebiet ausfiihren. Dabei zithlt man freilich zuniichst jedes Paar von
Volumelementen doppelt, indem einmal das Element 1 unter der
Bezeichnung dzdydx und das Element 2 unter der Benennung
da, dy, dz, auftritt, das andere Mal umgekehrt. Um dies auszu-
gleichen, setzt man den Factor } dazu und findet so fiir das
Selbstpotential eines Stromsystems:

P-_%iffffff:' (wry 4 vo, + ww,)dedydx da, dy, d%, l
"'Tleff(ffu.}. Vo4 Ww)dedydx; I

(241 b)
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denn den Index 1 kann man in der letzten Gleichung, wo U, V, W
die Componenten des Vectorpotentials der Strdmung w, v, w selbst
gsind, fortlassen. Diese Formel umfalst natiirlich auch den Fall,
dals das Stromsystem aus mehreren unabhiingigen Strimen besteht.
Sie erinnert in ihrem Aufbau an die Gleichung (210a) fir die
Energie eines elektrischen Feldes; denn dort wird itber das Pro-
duct aus der Dichte der Ladung und dem aus ihr abgeleiteten
Potential integrirt, hier fiber die Summe der Producte aus den
Componenten der Stromdichte und denen ihres Vectorpotentials.
Freilich hat (241b) das negative Vorzeichen (vgl. § 68).

§ 66. Der Stokes’sche Satz.

Treten aulser den elektrischen Strémen noch permanente Magnete
als Ursachen des magnetischen Feldes auf, so superponirt sich zu
dem Feld der Strome das durch die Potentialfunction ¢ darstellbare
Feld der Magnete; an die Stelle der Gleichungen (237 a) tritt dann

Nl R TR

oU OW Jdg
M= 57— 5 — 5 (242)
N=_t3_F'_’ ?E dg

0§ dn oL ¢

: R 0N dM
Bildet man die Wirbelcomponenten - By AL
die Differentialquotienten von ¢ fort, so dafls (239) in Giiltigkeit
bleibt, bildet man die Divergenz, so verschwinden dagegen die Diffe-
rentialquotienten des Vectorpotentials und man findet statt der

Gleichung (239 a)

0L O0M ON
B—E+F;?+-(ﬁ.-=-dqﬂ- (242a)

ete., so heben sich

Wir wollen jetzt annehmen, dafs der Vector L, M, N, von dessen
physikalischer Bedeutung wir zuniichst vollkommen absehen konnen,
itberall endlich und stetig ist und im Unendlichen mindesten wie —11?,-
abnimmt und zeigen, dafs er dann durch Angabe seiner Divergenz
und seines Wirbels eindeutig bestimmt ist. Stimmen niimlich zwei
derartige Vectoren L, M, N und L', M’, N’ in den Wirbeln fiberein,
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so sind die Wirbelcomponenten des Vectors, der durch vectorielle
Subtraction der beiden entsteht und die Componenten L — L
M— M, N— N besitat,

O(N—N) OM— M)

a” a 6§ =0 ete.

Dieser Vector ist also sicher aus einer scalaren Potentialfunction ¢
ableitbar. Stimmen nun aber die erstgenannten Vectoren auch noch
in der Divergenz fiberein, d. h. ist

(L — O (N — )
OE ST et

5[4 L)+ (M — M) -0,

80 verschwindet auch die 4-Ableitung der Potentialfunction ¢. Weiter
wissen wir noch von der Function ¢, dafs ihre Ableitungen iiberall
endlich und stetig sind, und dafs dasselbe von ihr selbst gilt. Denn
wilre sie irgendwo im Endlichen unendlich grofs, so miifste dasselbe
bei den Ableitungen der Fall sein, wire sie aber unstetig, so wiirde
dies auf das Auftreten von Doppelschichten hinweisen, deren Moment
entweder von Ort zu Ort veriinderlich — dann wiiren die Ableitungen
nach § 19 unstetig — oder constant sein miifste, — dann wiirden
die letzteren lings der Randcurve nach § 62 unendlich. Ferner
miissen nach unseren Annahmen die Ableitungen im Unendlichen

mindestens wie }12—,— verschwinden und ¢ muls sich in Folge dessen

dort mindestens wie 7123 einer Constanten nithern, die wir, da es

darauf nicht weiter ankommt, gleich Null setzen. Daraus folgt aber
nach (83), dafs das fir den ganzen Raum zu bildende Integral

fff( 6rp afp) "‘(gz))d”ydxno

sein mufs, was nur fir ¢ =0, also auch L = L' =0, M — M' = 0,
N — N’ = 0 mdglich ist; was zu beweisen war.

Im Allgemeinen, wenn man Unstetigkeitsflichen der Functionen L,
M, N zulifst, mufs man noch die Flichendivergenz und einen als
»Hliichenwirbel“ bezeichneten Vector zur Bestimmung hinzuziehen;
doch ist damit eigentlich nichts Neues gewonnen, da man zu solchen
Unstetigkeiten immer durch Grenzprocesse gelangen kann,

Die Gleichungen (242) sind also die allgemeinste Darstellung
eines iiberall endlichen und stetigen Vectors, welche physikalische



348 DRITTER THEIL. § 66

Bedeutung er auch haben mag. ¢ ist in ihnen nach (242 a) allein
durch seine Divergenz, U, ¥V, W nach (288) allein durch seinen
Wirbel bestimmt. Das Vectorpotential U, ¥, W ist freilich nicht
wie ¢ durch (242) eindeutig definirt; vielmehr kann man, da nur
seine Wirbelcomponenten dort auftreten, seine Divergenz noch als
beliebige Ortsfunction wiihlen. Setzt man sie iiberall gleich Null,
so folgt aus (242) dhnlich wie im vorigen Paragraphen

ON_O0M

dn 0¢
Nur unter dieser Voraussetzung bestimmt es sich aus dem Wirbel
von L, M, N in der durch (238) gegebenen Weise.

Als Circulationswerth des Vectors L, M, N fiir eine geschlossene
Curve bezeichnen wir das Linienintegral

— 4U. ete.

ﬁLd§ + Mdn + Nd{)

erstreckt iitber diese, Kr ist Null, wenn der Vector aus einer
Potentialfunction ableitbar ist, muls also durch den Wirbel des
Vectors bestimmt sein.

Um diesen Gedanken weiter zu verfolgen, betrachten wir (siehe
Figur 27) als Integrationsweg zuniichst eine beliebige, nicht ge-
schlossene Curve ¢, deren An-

) — fangs- und Endpunkt 4 und B

% heifsen mogen; einen Punkt &, 7, &

4 s auf ihr bestimmen wir durch

Fig. 21. den Parameter k. L, M, N

sollen stetige und differenzirbare

Functionen des Ortes sein. Dann variiren wir die Curve so, dafs

wir bei constantem & die Coordinaten §, 9, £ um 0§, o9, o¢

wachsen lassen; nur an den Endpunkten 4 und B sollen diese

Verrtickungen verschwinden, Integriren wir dann lings der variirten

Curve # von A und B und lings der urspriinglichen zuriick von B

nach 4, so ist der Circulationswerth fiir diesen Umlauf gleich der
Differenz 6 @ der Werthe, welche das Integral

B

B
d
qp_f(Ld§+qu+Nd§)=f(L£+M% +N§—k)dk
A d

g

fiir die beiden Curven annimmt.
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Nun ist aber

.
a¢=f|(%§i%%+%%%+%%§)ﬁé
3
v R
REPRTEROS P
+ (2 u Nﬁﬁé)}“"’

oder wenn man den letzten Theil durch partielle Integration um-
formt und ein wenig umstellt:

so- f(8-58) (- 4233
(B0 (e i

G- 38 (dro— g an)ar

Bezeichnet man aber mit ds das Flichenstiick, welches das dem
Differential d% entsprechende Curvenstiick bei der Verriickung be-
schreibt, so ist

dk (%'i.é'q % %ag) = d s cos (n, )
d At s
ak (9505 — 55 08) = dacos(n, )

dn 5 _ 4§ ) :
dk(—a—k—éé Cs0n) = dscos(n %)

also
S _faa{(%g_%?) cos (n, 2)+ (%%—%—I—g)cos(m Y)

+(%_‘%{_ %TL;) cos (n, x]}.

Die Integration bezieht sich auf den unendlich schmalen Streifen
zwischen beiden Curven, daher steht nur ein Integralzeichen da;

(243)



350 DRITTER THEIL. § 66

und die Richtung der Normalen n ist so gewihlt, dafs cos(n,z) = —1
wird, wenn e
d& dy 8 aa
dkdk>0 dhd}c.—-o de}’c 0
3 =0 >0 Sr =0

ist. Die Normale und die Umlaufsrichtung, in der wir den Inte-
grationsweg durchlaufen, liegen also zu einander wie die positive
z-Axe und eine Drehung um sie, welche von der positiven z- zur
positiven y-Axe fithrt, oder so, wie die Stromrichtung zu den sie um-
kreisenden magnetischen Kraftlinien.

Um nun den Circulationswerth fiir einen beliebigen Integrations-
weg zu berechnen, bestimmen wir auf ihm zwei willkiirlich gewiihlte
Punkte 4 und B (siehe Figur 28). Durch diese wird er in zwei
Theile « und @ getheilt. Nun ziehen wir auf einer von ihm be-

randeten, sonst aber willkiirlich ge-

x withlten Fliiche eine beliebige Curve y

von 4 nach B und bilden die Circula-

tionswerthe erstens fiir den von 4 iiber

A B @ nach B und fiber y nach A zuriick-

fiuhrenden Weg, zweitens fiir den Um-

lauf von 4 iiber y nach B und iiber «

A zuriick; der zu berechnende Circulations-

Fig. 28. werth ist die Summe dieser beiden,

denn die zweimalige Integration iiber y

erfolgt in entgegengesetztem Sinn, fiillt bei der Addition also heraus.

Fiihrt man so fort, so sieht man, dals man zum Ziel kommt, wenn

man die Fliche in unendlich viele, unendlich schmale, von 4 nach B

fithrende Streifen theilt, die Circulationswerthe & @ fiir ihre Berandung

ermittelt und dann iiber alle Streifen integrirt. Nach (248) findet
man so den Sroxes'schen Satz

f(Ld§+qu+th)=fdfb ffda 62’ ‘”" ) cos (n, )

-+ (g—‘;i - 73"9 cos (n, y) + (61{ ‘; J)cw(ﬂ, z)}

das geschlossene Linienintegral des Vectors L, M, N ist hier in
ein Flichenintegral iiber die Normalcomponente seines Wirbels ver-
wandelt. Die der Integration zu Grunde zu legende Fliche ist dabei
bis auf ihre Berandung beliebig gewiihlt. Fithrt man sie fiir zwei

(248 a)
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verschiedene, aber von derselben Curve berandete Fliichen durch, so
ist die Differenz der gefundenen Werthe gleich dem Integral

ffds %i:f— 6‘”) cos (n,, 2) + (%é‘ ip c0s (n, 1)

+ (g ~ ) or o0 9)

erstreckt tiber die von ihuen gebildete geschlossene Oberfliche, wenn
n, die in das Innere des eingeschlossenen Raumes weisende Normale
ist. Nach dem Gauss'schen Satz lifst sich das letztere in das
Raumintegral

T AT YR, P

verwandeln, welches verschwindet, weil der Integrand, die Divergenz
eines Wirbels, identisch Null ist.

Nach (248 a) kénnen wir fiir den Wirbel die Definition geben,
dafs seine zum Flichenelement ds normale Componente gleich dem
Verhiilltnifs des fir den Umfang von ds gebildeten Linienintegrals

I(Ldg + Mdy 4 Md{) zum Inhalt von ds ist. Die analoge Defi-
nition fiir die Divergenz lautet, dafs sie das Verhitltnifs des Flichen-

integrals — ff d s (L cos (n, @) + Mcos (n,y) + Neos (n;, ), gebildet

tiber die Begrenzung des Volumelements, zu dem Volum-
element selbst ist. Betrachten wir nun ein Element einer
Unstetigkeitsfliiche; wir konnen die z-Axe seiner Nor-
malen parallel withlen. Berechnen wir nach dieser De-
finition die Wirbelcomponente, welche senkrecht zu einem
unendlich kleinen, sehr langgestreckten, von der Un- g
stetigkeitsfliche halbirten Rechteck mit den Seiten
d§, dn ist (siehe Figur 29), so findet man unter Ver- dp
nachliissigung des von d§& herriihrenden Theils des
Linienintegrals den Werth

@, — My)dn

dEdn 2
Fig. 29.

der unendlich ist wie 71—— . Das Entsprechende geschieht,

wenn man die Divergenz fiilr eine unendlich kleine, sehr flache
von der Unstetigkeitsfliche halbirte Kapsel berechnet, deren
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Hohe d§ und deren Grundfliche dyd{ ist; denn man findet sie

gleich
&y —2g)enac
dEdndl

Wir wissen nun schon (vergl. §23), dafs man, um diesen unendlichen
Werth der Divergenz zu umgehen, den Begriff der Flichendivergenz
bildet, indem man nicht durch das Volumelement d§dyd{, sondern
durch das Fliichenelement dndf dividirt. Dementsprechend gelangen
wir zur Definition des Fliichenwirbels, wenn wir anstatt durch das
Flichenelement d§ dy durch das Linienelement d ¢ dividiren. L, — L,
findet man so als Werth der Flichendivergenz, M, — M, und ebenso
N,—N,, d. h. den Sprung der Tangentialcomponenten, als den Be-
trag der 2- und der y-Componente des Klichenwirbels. Seine
z-Componente ist 0; seine Richtung liegt also stets in der Fliiche.
Wie aus seiner Definition hervorgeht, ist er der Grenzfall starker
rilumlicher Wirbel; machen wir im Kolgenden, wie wir es thun
wollen, von dem Princip der stetigen Uebergiinge Gebrauch, so
kimnen wir von ihm absehen. Hs sei nur erwithnt, dafs im Stoxms'-
schen Satz im Allgemeinen zum Flichenintegral des ritumlicheu
Wirbels ein Linienintegral des Flichenwirbels hinzutritt.

Zum Schluls dieses Paragraphen geben wir noch zwei Beispiele
fiir die Anwendung des Stoxes'schen Satzes (248 a). Verstehen wir
unter L, M, N wieder die Componenten der magnetischen Kraft, so
folgt aus (289) und (224) fiir einen den Strom I umschlingenden Weg:

f(Ld{; + Mdy 4 Ndi) = %ffds (ucos (n, z) + veos(n, y)+ weos(n, 2))

in dn
=) faea =1

was uns zum Ausgangspunkt unserer Betrachtung zuriickfiihrt, da

= die elektromagnetisch gemessene Stromstiirke, gleich dem
Moment der iiquivalenten Doppelfliche ist. Das andere Beispiel
bezieht sich auf die Deutung des Nrumaxn'schen Potentials fiir die
Wechselwirkung zwischen einem linearen Strom I und einem be-
liebigen Stromsystem, dessen magnetische Feldstirke mit L, 2, N, ,
und dessen Vectorpotential mit U, ¥;, W, bezeichnet werden soll.
Formel (241 a) ergiebt, wenn d! das Linienelement, d Q der Quer-
schnitt des linearen Leiters ist, vermdge den Substitutionen

wdQdl = gdQcos(x, d)dl = Idz
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fir wdadydz ete. (vergleiche den Anfang von § 64)

P S mnd Vidy + W,d (244)
='—:{L(|1‘+1y+ 1x)‘

Daraus folgt nach (248 a) und (237 a)

P=——ff i(——- — ‘--Z)cos(n,z]-f-(gg%—awl

Es _.ffds(L c0s (n, @) + M, cos (n, y) + N, cos(n, %),

d. h. das Potential der Wechselwirkung ist gleich der Anzahl der
Kraftlinien, welche das Stromsystem durch die Stromcurve des
Stromes / hindurchsendet, wenn als positiv eine Kraftlinie gerechnet
wird, welche durch die Stromschleife in entgegengesetztem Sinne
hindurchfithrt, wie die Kraftlinien des Stromes I selbst. Denn die
Richtung von # fillt mit dem Richtungssinn der letzteren zusammen,
Dies Ergebnils steht in Einklang mit dem entsprechenden fiir die
Wechselwirkung zwischen einem linearen Strom und einem Magnet-
system, das wir in § 62 ableiteten; und so muls es ja auch sein,
wenn anders der lineare Strom einer magnetischen Doppelschicht
fiquivalent sein soll.

§ 67. Die Ampare’sche Magnetismushypothese; das Vector-
potential eines magnetischen K&rpers.

p = i fds-—~

die Potentialfunction des magnetischen Feldes eines linearen Stromes.
Riickt der Punkt §, 4, £ in eine gegen die Dimensionen der Strom-
curve grolse Entfernung von ihr, so kann man in der Gleichung

1

Nach (230b) ist

-—a% =— o (cos (z,r) cos (z, n) + cos (y, r) co8 (y, n) -+ cOS (%, r) Co8 (¥, n)

r und seine Richtungscosinus fiir die Integration iiber die Ampi:rr'sche
Fliiche als constant betrachten und findet

H. v, Hepsovrz, Theoret, Physlk, Bd, 1V, 28
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P=— —j!;?(cos (r, z)ffds cos (n, ) + cos (r, y)ffds cos (n,¥)

+ cos(r, %) fds cos (n, 7) ) :

Dies ist aber die Potentialfunction eines Dipols, bei welchem
(vgl. 190b)

}ffdscos(n’z)’ II fdscog(n,y), Ai fdscos(n,x)

die Componenten des Moments sind. Auf grofse Entfernungen ist
der Strom also einer magnetisirten Molekel iHquivalent. Ampine
griindete hierauf die Hypothese, dals aller Magnetismus auf moleculare
elektrische Strome zurfickzufithren ist. In der That ist es dann ohne
Weiteres verstiindlich, warum es nicht gelingt, positiven und negativen
Magnetismus von einander zu trennen. Doch hat diese Vorstellung
den Nachtheil, dafs diese Molekularstréme im Gegensatz zu den
sonst bekannten keinen Energieumsatz bewirken, d. h. weder Jourx'sche
Wiirme produciren, noch durch die Arbeit elektromotorischer Kriifte
unterhalten werden miissen. Da die Aequivalenz von Strom
und Doppelfliche innerhalb der letzteren versagt, wiirde eine Be-
obachtung des magnetischen Feldes in einer Molekel zwar die Ent-
scheidung zwischen der Ampire'schen und der bisher angewandten
Vorstellung zulassen; da sie aber nicht mdglich ist, ist eine directe
empirische Entscheidung tiberhaupt ausgeschlossen.

Nun haben wir in § 66 das magnetische Feld eines Strom-
systems durch ein Vectorpotential darzustellen gelernt. Ist der aus
magnetisirten Molekeln bestehende magnetisirte Korper aber einem
System elektrischer Strome #quivalent, so mufs die von ihm hervor-
gerufene Feldstiirke auch durch ein Vectorpotential darstellbar sein;
man braucht nur das Vectorpotential des Dipols zu bilden und iiber
alle Dipole zu summiren. Wenn wir dies durchzufiihren versuchen,
stofsen wir auf dieselbe Schwierigkeit, die schon in § 49 auftrat,
dafs niimlich die Magnetisirung der Molekeln eine unstetige, noch
dazu in unbekannter Weise springende Function des Ortes ist.
Man mufs delshalb auch hier wieder zur Mittelwerthbildung fiber alle
Molekeln, die ein kleines Volumen dz dydx erfiillen, schreiten. Dabei
verwischt sich aber der Unterschied zwischen den Riiumen zwischen
den Molekeln, in denen die Darstellung des Feldes durch ein Vector-
potential mdglich sein mnfs, und zwischen dem Inneren der Molekeln,
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wo dies nicht der Fall ist. So kommt es, dals das Vectorpotential
im ganzen vom magnetisirten Korper erfiillten Volumen die Feld-
stiirke nicht richtig wiedergiebt, withrend es im Aufsenraume zu
denselben Resultaten fiihrt, wie wenn man vom scalaren Potential ¢
ausgeht.

Wir machen von dem Princip der stetigen Uebergiinge Ge-
brauch und behaupten, dafs

fff— -a— dxdydz
v=[f [ (82 - 82)anayas (245)
fff p ——a-;L d:cdydx )

die Componenten des Vectorpotentials des magnetisirten Korpers
sind. Wir brauchen, um dijes zu beweisen, nur zu zeigen, dafs im
Aufsenraum die Componenten der Feldstirke durch die Gleichungen
[vgl. (2874a)]

aw’ ov
ke ey ] %
ou aow’
e e 245
M 9t 6‘E ( a)
oV ou
sl b

bestimmt sind, und dafs i, Analogie zu (238b) die Divergenz

O i o L.
SF v oq T

ist.
Beides sieht man )gio1¢ ein, wenn man (245) durch partielle
B o
Integration umformt und dann — mit — .575' etc. vertauscht.
T

So findet man
1

U’==-—fff( _p_a_)dmdydz

23*
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1 1
- IU(,, O o
I “a‘;} b v dedydxy
ete., also 2
9N oM
6q 6?‘
v 04 N
I!
v E (245b)
W = '3M ad
wenn man 65 o0 :

AT‘fff}idxdydx
-
M= [

fff e dedydx (246)
N=fff--”-dmdydx

sokst, | Allein: aus, der Form, yon (24bb) folgt, dafs die zweite der
genannten Forderungen erfiillg ist. Dagegen mufs man (245b) in
24H4a) substituiren, um zu sehen, dafs L, M, N die Componenten
der Feldstirke sind. Man ﬁﬂdet 5
0 (04
o ag(ag s a - + %};V) 44.
Da nun aber nach (246)

A(Iu:—-‘lﬂ).
1
o4 oM i
3 + a0 - 6:. jff( ag +‘u 6:; LR _é}z)dxd‘}dz
0y
I W

fffh(az 4 6‘!; +—-—)d:zd_;dz

=—¢ (2462)

g das scalare Potential deg magnetisirten Korpers; siehe (198a)]
ist, so folgt fir den Aufsenraum in welchem % verschwindet:

L=_°

Qs Q:
Urr|‘3
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was zu beweisen war. Im Magneten dagegen ist

‘o e A

. R ]

o+ oW :
oVL Lo

—E“—" 6?=N+4?l L

Diese (leichungen gelten, wenn Strome fehlen. Sind hin-
gegen nur Strome als Erreger des magnetischen Feldes vorhanden,
so ist nach (237a)

L+4+4nl=L=
ete.,,

ow __av
on 0L

so dafs im allgemeinsten KFall des Zusammenwirkens von Stromen
und magnetisirten Korpern

W+ W) _ 8V +7)

L4+4nd= 3y ____6_§_
N+4+4ny = 6(_1_’-1-_}’_) ._6(U.+_U'_.).

0§ dy y

Es folgt hieraus fiir den vorliegenden, allgemeinsten Fall die Gleichung

O(L+4nd) OM+4np) OGN+ 4a9)

T s = + a?——--i- 7 — = 0, (245¢)
die gemiifs (201a) die Nichtexistenz wahrer magnetischer Ladung
ausspricht.

Aber noch in anderer Weise spielt das Vectorpotential U7, V', W’
dieselbe Rolle wie das Vectorpotential U ¥, W. In § 52 zeigten wir,
dals das Potential der Wechselwirkung zwischen einem Dipol und
einem durch die Potentialfunction ¢ dargestellten Kraftfeld gleich

f "
gl P T e ey e L i

ist. Fiir das magnetische Feld von Stromen lifst sich dies zu-
niichst nur beweisen, wenn sich der Dipol aufserhalb des Strom-
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gebietes befindet; sonst existirt ja keine Potentialfunction. Liegt
er aber im Stromgebiet, so wollen wir zuniichst die Strdmung in
dem durch ihn fithrenden Stromfaden aufgehoben denken. Dann
gilt die Gleichung. Stellen wir sie nun wieder her, so macht das
fir die Werthe von L, M, N nach (237a) nur unendlich wenig aus;

i

denn die dort auftretenden Integrale f f f v E dx dy dz haben die-

selbe Form, wie in der Elektrostatik die Ausdriicke fiir die Com-
ponenten der von Raumladungen herrithrenden Kraft. Fiir diese
wurde aber schon in § 11 der entsprechende Satz bewiesen. Also
ist ganz allgemein das Potential der Wechselwirkung zwischen einem
magnetisirten Korper und einem Stromsystem gleich

P=—fff(1b+nﬂ+vl\0d§df;d§.

L, M, N sind hier die Componenten der allein von den Stromen
herrithrenden Feldstiirke. Wir setzen nach (287a) ihre Werthe ein,
wenden dann partielle Integration an, wobei Flichenintegrale wegen
der Voraussetzung stetiger Uebergiinge nicht auftreten, und finden
80, wenn wir dann noch (238) hinzunehmen:

e[ o~ )+ - 50

~~J oz - )+ (-3-;— it )

-~ 2SIl - 38 5 - 38)
% w(J‘; £ -a—ﬂ—)}dsdng dzdydx.

Nach (245) gilt also fir das Potential der Wechselwirkung mag-
netisirter Korper und elektrischer Strome die Formel

P=-— :iff (U'u + V'o + Ww)dzdydx
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in der U, 7', W, d. h. das Vectorpotential des magnetisirten Korpers
genau dieselbe Rolle spielt, wie U, ¥;, W, in der Gleichung (241a).
Handelt es sich demnach um die Wechselwirkung zwischen einem
Stromsystem (u, v, w) mit einem anderen w,, v,, w,, dessen Vector-
potential U, ¥,, W, ist und zugleich mit Magneten, so ist das
Potential

Plas _;fff((bq+U}u+[Vl+V')v+ (W, + W')w) dedyds )

1 ON oM 64 ON 947
=—szf[([fl+-a;—ugx—)u+(Vl+-$-—a—z)v (247)

oM 04
+ (Wl+ a—- —*a—y—) w]dmdydx J

[Vgl. (245b)]
Fiir einen linearen Strom I gilt analog zu (244):

1 aN oM 04 ON
P=-;1f[(":+'a'rs?)d’+ (ﬁ+§;-®:)dy

e 325

Dies gilt noch ohne jede Einschriinkung; woher auch die Mag-
netisirung stammen mag, immer ist — & P die Arbeit der pondero-
motorischen Kriifte bei einer Verschiebung des vom Strom wu, v, w
durchflossenen Leiters. Jetzt aber schlielsen wir permanenten
Magnetismus aus und betrachten T}, V', W, als das Vector-
potential desjenigen Antheils der Magnetisirung, der von der Strémung
u,, v, w, allein inducirt ist; dann wird

(247a)

P=— %—fff|(v,+b’.')u +(h+R)e+H+ %')W}mﬂ“

das Potential der Wechselwirkung zwischen beiden Stromsystemen.

Denn — P ist jetzt die Arbeit derjenigen am Gebiet der Stromung
w, v, w angreifenden Kriifte, die ihr Dasein der Strémung w, v, w,
verdanken. Dafs P seinen Werth nicht #indert, wenn man hier die
Rollen der beiden Strémungen vertauscht, erkennt man, indem man
ihre Antheile an der magnetischen Feldstirke als L, M, N und
L,, M,, N, von einander unterscheidet. Die Anwesenheit magnetisirter
Korper hat nach § 66 auf die Grofse ihrer Wirbel keinen Ein-
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flufs; deshalb gelten ganz allgemein fiir den ersteren Antheil die
Formeln (239)

ON oM in

O‘.r; T 0z - A 2
oL ON 4= I
0z dx

Benutzt man sie in der letzten Gleichung fiir 7, so geht diese
in Hinsicht auf (245d) tiber in:

0L 0N

e [ s 2 - 3 ol -5
+(I-V+H’}(6M ‘;i: )Id:cdr,fdx
"'__ffflf‘ 6(W+"’ I’+V))
+M(6(U,+U,) 6("”4—" J

o0x
o \r(a(vdl'v) o U+U))}dxdydm
iy "_fff’L(L.Hnl, )+ M(M, 447 p,)+ NN, +4 7w, )| dodydz.

Nun ist aber nach (208a)
Li4+4nd =1 +4nax)L,;

also findet man fiir P die fir beide Stromungen symmetrische
Gleichung:

1
P=— Tfr_ffﬁl +4nax)(LL + MM, + NN)dzdydx.

Liifst man sie mit einander identisch werden, so wird aus P das
Selbstpotential der Stromung, nur mufs man, wie schon frither in
dhnlichen Fillen, den Factor } hinzufiigen. Denn man zihlt dann
die Wechselwirkung zwischen zwei Stromfiiden 1 und 2 insofern
doppelt, als man einmal den Beitrag des Stromfadens 1 zu (U, + T;") ete.

berechnet und das Integral fff{(Ul + U, Yu+ +} dedydx fur
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das Volumen des anderen bildet, das zweite Mal aber umgekehrt
verfithrt. Also ist

P=- _,IA f f f {(U+ UYu+ (V4 V)o + (W+ W wllrfa:dyn':; (247b)

das Selbstpotential eines beliebigen Stromsystems bei Anwesenheit
magnetisirbaren Substanzen.

Ist die Magnetisirungszahl » in der ganzen in Betracht kom-
menden Umgebung des Stromsystems constant, so ist nach (203a)
und (239)

O Op _[ON OM\ 4dnx
oy 0w Hx(lay o dz) ik
und nach (245) und (238)

1 (v dp - 4dax u
U =fff? (dr')‘_r; - b?) dedydy = v fff;_ dadydzy = 4axl]

also, wenn man diese und die entsprechenden Beziehungen fiir ¥V’
und W’ in (247h) einsetzt:

Po=— 1 -;——‘:jrf—fff(lfu + Ve +Ww)dzdydx,

d. h. das Selbstpotential ist proportional zur magnetischen Permeabilitiit
14 47 % Dasselbe gilt von den ponderomotorischen Kriiften zwischen
Stromen, im Gegensatz zu den Kriiften zwischen Ladungen. Denn
nach §52ff. sind diese umgekehrt proportional zu 1 4 47 x. Auch

in diesem Punkte versagt die Aequivalenz linearer Strome mit
Doppelschichten.

§ 68. Die Energie des magnetischen Feldes elektrischer
Stréme.

In § 54 [Gleichung (211d)] fanden wir fir die Energie des
magnetischen Feldes im Gleichgewichtszustand den Werth

1 ol
- Sa ."_/:'{‘(1 + 4 x)(L* + M? 4 N¥)dzdydx.

Zwar war er nur unter der Voraussetzung der Existenz einer
Potentialfunction abgeleitet. Stellt man sich aber auf den Stand-
punkt, dafs das Energiequantum

1
g-’i(l + dn ) (L2 4 M*+ N¥dzdydx
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im Volumelement d@dydx localisirt ist, wie es die FARADAY-MAX-
weLr/sche Auffassung thut, so mufs man diese Gleichung als all-
gemein gliltig betrachten, denn es lifst sich ja an dem Zustand in
diesem Element noch nicht entscheiden, ob eine solche Function
existirt oder nicht. Wir behalten diese Gleichung daher unter Be-
rufung auf die Erfahrung anch hier bei und wenden sie sogleich
auf den allgemeinsten Fall an, dals sowobl elektrische Strime als
permanent und temporiir magnetisirte Kérper auftreten.

An der Feldstiirke unterscheiden wir durch die Indices 1 und 2
die Antheile, welche einerseits von den permanenten Magneten allein,
andererseits von den Stromen allein herrithren. Dann ist

B =B, + B, + B,

wo

B =g [[ [+ dma@e+ 2+ N dayas
die Energie des von den Magneten allein erregten Feldes ist, withrend

B, = -8—1; ffﬁl + 4 x) (L + M2+ N, dedydx
die Energie des Stromsystems allein angiebt. Der dritte Summand

1
B, = Efff(l + 47 %)Ly Ly + M, M, + N, N,)dz dy dx

entspricht der Wechselwirkung zwischen Strémen und Magneten.
Wir berechnen zungichst den Werth des letztgenannten.
Ly, My, N, ist die Feldstirke, welche beim KFehlen permanenter
Magnetisirung auftriite; wir konnen also nach (203a)
(14 4nx)L,= L+ 4nd, ete
setzen, wiithrend gjoh L, aus der Potentialfunction ¢ der permanenten
Magnetisirung und der von ihr inducirten gemiifs den Gleichungen

S g_‘ﬂ ete.
1
ableitet. Delshg)y, ist :

1 0
o= =1z [+ 4220 5 + Gt 4m) 57
+ (N + 4nv,) —g—g—] daedydx

]|yt e

& w}dxdgdx
=0. *
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Denn, wie des ofteren erwithnt [vergl. (245e)], verschwindet die
Divergenz des Vectors mit den Componenten L +4 474, dl+ 47 p,
N+ 4 v iiberall; Flichenintegrale treten bei der soeben ausgefiithrten
partiellen Integration aber nicht auf, weil wir Stetigkeit aller Ueber-
ginge annahmen und im Unendlichen ¢ mindestens wie —%,
L 4 4x A = L ete. aber mindestens wie 1}—*— abnimmt.

Aehnlich berechnen wir 2,, indem wir nach (203a) und (2454)

oW+ w o(V+4 7V
u+4=-=xlb,'=(b,+4nm.=b=( : 7 . 2
ete,

setzen. Dann folgt mittelst partieller Integration #hnlich wie im
vorigen Paragraphen (S. 860):

g IR e

+M,(aw +U) W+ W’))

0% ox

oV+V a
+N'( (6-: ,)- (Ua:m)]d:cdydx

- o ol - (- 55

+ (W4 W) (-—~ - %4-)} dady dz.

Die Gleichungen (289), die wir zuniichst nur unter der Voraus-
setzung der Abwesenheit magnetisirbarer Korper abgeleitet haben,
sind nun aber allgemein giltig, weil sich der von den letzteren
herrithrende Antheil an der Feldstirke aus einer Potentialfunktion
ableiten lilst, demnach wirbelfrei ist. Also wird nach (247b)

B, = %fff{(ﬂ'—k UYu (V4 V)o+ (W4 W’)w} dedydz = — P.(247¢)

Obwohl bei der Verschiebung eines Stromes gegen einen Mag-
neten von den ponderomotorischen Kriiften Arbeit geleistet wird,
findert sich also die Energie des magnetischen Feldes nicht, da 8,
dauernd gleich 0 ist. Und verschieben wir zwei Stromsysteme gegen
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einander, so ist sogar diese durch — o P gemessene Arbeit gleich
der Zunahme der Energie. Das erscheint zuniichst als Wider-
spruch gegen das Energieprincip. Doch ist zu bedenken, dals allen
Ertrterungen dieses Abschnittes die Voraussetzung constanter Strom-
stiirken zu Grunde liegt, und diese lassen sich bei einer Verschiebung
nur durch Energiezufuhr constant erhalten. Das fithrt uns zu den
im niichsten Abschnitt zu behandelnden Inductionserscheinungen.

Zweiter Abschnitt.
Elektromagnetische Sehwingungen.

§ 69. Induction.

Im Gegensatz zu allem Bisherigen gehen wir jetzt zu zeitlich
verinderlichen elektrischen und magnetischen Feldern, also zu
Schwingungen im weitesten Sinn des Wortes iiber. Ks ist zu er-
warten, dafs wir dabei auf giinzlich Neues stofsen werden, und es
kann zweifelhaft scheinen, ob wir die bisherigen Ergebnisse iiber-
haupt noch verwenden konnen. Nun sind aber stationiire Zustiinde
nur Grenztille sehr langsamer zeitlicher Veriinderungen. Fiir hin-
reichend langsame Schwingungen miissen die bisherigen Resultate
also giiltig bleiben; dals sie es sind, wollen wir in diesem Para-
graphen voraussetzen. Dadurch ist fiir den Geltungsbereich des
Folgenden eine Grenze gegeben; wo sie liegt, kann erst spiiter ent-
schieden werden.

Wird in einem linearen Stromkreis ein stationiirer Strom I von
elektromotorischen Kriiften im Gesammtbetrage # unterhalten, so
folgt aus der Anwendung der Gleichung (225 b) auf die geschlossene
Stromeurve

B=Iw,
da ¢, = ¢, ist; und hieraus durch Multiplication mit 7d¢:
Bldt = I*wdl

(vgl. § 61). Die Arbeit der elektromotorischen Kriifte ist gleich der
vom Strom erzeugten Jounr'schen Wiirme.

Nun verschieben wir aber einen Magneten gegen den Stromkreis,
Nach (280d) wird dabei, wenn I constant bleibt, die Arbeit:
dP day
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geleistet, wenn wir zur Abkiirzung
1
et
1 - r or
=g [[azmr =57

getzen. Die Knergie des magnetischen Keldes indert sich nach
§ 68 aber nicht. Dem Energieprincip zufolge muls dies Arbeits-
quantum defshalb im Stromkreis geleistet werden, und zwar ist die
einzige mogliche Art die, dals die elektromotorische Kraft E ver-
stiirkt wird, Der Betrag der notwendigen Verstirkung berechnet
sich aus der Forderung

Eldt = ‘(nw_ 1%’1) dt,

indem wir durch Idt dividiren, so dals

day
s e
day .
entsteht, zu — . Demnach ist
dy di 0P
L TRl (T’;‘T) (245)

die durch Bewegung des Magneten inducirte elektromotorische Kraft,
zu deren Ueberwindung der F ertheilte Zuwachs dient. Sie ist von
I unabhiingig und tritt erfahrungsgemiifs auch dann ein, wenn
I =0 ist, obwohl unsere Schlufsweise wegen der Division durch
Idt in diesem Fall versagt. Ist sie positiv, so wirkt sie in der-
selben Richtung wie B, oder da F das in der Stromrichtung ge-
nommene Integral der localen elektromotorischen Kriifte ist, in
dieser.

Auf Grund der Aequivalenz von Stromen und Magneten kinnen
wir dies Krgebnils auch auf die Verriickung iibertragen, welche zwei
lineare Stréme im Vacuum gegen einander erfahren. Ihr Potential
auf einander ist nach (235)

e s il L
P=— -Ffj‘-;-cos{dt,dl)dldl=— IJp

wo p eine nur von den geometrischen Verhilltnissen abhiingige Con-
stante, den gegenseitigen Inductionscoefficienten der Stromkreise,
bedeutet. Halten wir beide Stromstiirken constant, so ist
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i(aP} u-.}fﬁ

dt \ oI di

die im Stromkreis von I, (248a)
_“,(i’i) S
dt \ dJ dt

die im Stromkreis von J inducirte elektromotorische Kraft.

Das Potential P kann sich aber auch auf andere Weise findern,
niimlich durch Stromschwankungen. Auch dann wird man in Ver-
- allgemeinerung des Ergebnisses (248) und in Uebereinstimmung mit
der Erfahrung

d ([OP dJ

ab (Tﬁ} et 1773
als die im Stromkreis I inducirte elektromotorische Kraft ansehen,
go dafs beim Zusammenwirken beider Ursachen daselbst

d (8P dp dJ
R et s )
inducirt wird. Auf die Selbstinduction kinnen wir an dieser Stelle
noch nicht schliefsen; denn bei der Ableitung wurde der Strom I
als constant betrachtet. Wir werden das weiter unten nachholen,

Ist bei der Verschiebung eines Magneten «%%{'- > 0, so mufls die
Bewegung durch Zufithrung von Arbeit gegen die ponderomotorischen
Kriifte erzwungen werden, die Induction sucht dann I und die ihm
proportionalen Kriifte zu vergrilsern, die Bewegung zu hemmen; ist
dy
dt
Bewegung selbst unterhalten, zu schwiichen, wirkt also wiederum
hemmend (Lenz'sche Regel). Nach § 62 und § 66 ist P proportional
zu der Anzahl der Kraftlinien, welche der Magnet oder der Strom J
durch die Stromschleife von I entsendet. Daraus ergiebt sich die
Farapay'sche Form des Inductionsgesetzes, dafs die inducirte Kraft
proportional zur zeitlichen Aenderung dieser Zahl ist. Dabei macht
es aber einen wesentlichen Unterschied, ob die Induction durch
Verschiebung oder durch Stromverstirkung hervorgerufen wird. In
dem ersteren Fall kann sich die Zahl der Kraftlinien nur dadurch
findern, dafs einige von ihnen unter Durchschneidung der Stromcurve
in die Stromschleife ein- oder austreten; denn ihre Gesammtzahl
bleibt unveriindert. Bei der Stromverstirkung aber vermehrt sich

< 0, so sucht sie die ponderomotorischen Kriifte, die dann die
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ihre Gesammtzahl und es tritt Induction ein, ohne dafs die Strom-
curve von Kraftlinien geschnitten wiirde. Besonders deutlich tritt
dies hervor, wenn der inducirende Strom in einem in sich ge-
schlossenen Solenoid verliuft. Sein magnetisches Kraftfeld liegt dann
ganz im Innenraum des Solenoids, Trotzdem ruft jede Aenderung
seiner Intensitit in einem das letztere umschlingenden Draht Induction
hervor. Dagegen ist hier Induction durch Verschiebung unmoglich,
wie auch keine ponderomotorischen Kriifte auftreten, Der Inductions-
coefficient p bleibt in diesem Kall bei jeder moglichen Verriickung
unveriindert.

Wiibrend der Schlufs auf (248a) und (248b) ein nur durch
die Uebereinstimmung mit der Erfahrung in Strenge zu recht-
fertigender Analogieschlufs war, lifst sich die Theorie der Selbst-
induction wieder aus dem Energieprincip ableiten. Die magnetische
Energie eines einzelnen Stromes I ist proportional zu I?, da die
Feldstiirke proportional zu 7 ist; das heifst nach (247¢):

We=—P=}pl

wo p eine stets positive Constante, der sogenannte Selbstinductions-
coefficient ist. Wird der Stromkreis bei constanter Stromstiirke

i : ; dP '
deformirt, so wird die Arbeit — F‘—dt von den ponderomotorischen

Kriiften geleistet, wiithrend die magnetische Energie um den gleichen
Betrag wiichst. Daher muls die den Strom treibende elektro-

motorische Kraft so verstiirkt werden, dafs sie — 2%Tpdt mehr

Arbeit leistet, als Joure'sche Wiirme erzeugt wird, d. h. es muls

dpP d
= 2 _— g — — ] p
Bldt (1 w—2 d{)ds (; w_,_p_d_‘__)d,
oder
dp
E=Iw4 I-L
i dit
gein, — %- ist demnach die inducirte elektromotorische Kraft.

Aendert sich andererseits P durch eine Schwankung des Stroms 7,
so verlangt das Energieprincip, dafs die Arbeit der elektromotorischen
Kraft gleich der Zunahme der magnetischen Energie plus der er-
zeugten Jourr'schen Wirme ist; also:

Bldt = (d—f‘g + I’w) dt,
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denn andere Energiearten treten dabei nicht auf. Setzt man hier
W = }p I3 so folgt
il

[
E=1Iw-+p 7 (248¢)

—p% ist also die durch Stromschwankung inducirte Kraft. Wirken
beide Ursachen zusammen, so bekommt sie den Betrag:
dl dp d ( apr )

(2484)

P~ = (ot

Fassen wir die bisherigen KErgebnisse zusammen, so sehen wir,

dals die inducirte elektromotorische Kraft stets gleich ‘—g— (g—?) ist,
wo P einmal das Potential des Stromes auf einen Magneten, das
andere Mal sein Potential auf andere Strome, das dritte Mal sein
Selbstpotential ist. Da influenzirter Magnetismus von wechselnder
Stiirke nach § 67 ebenso wie ein variabler Strom wirkt, ist auch
seiner Inductionswirkung dieselbe Grifse beizulegen. Das Potential
eines aus permanent und durch Influenz magnetisirten Korpers,
sowie aus elektrischen Stromen bestehenden Systems setzt sich aber
additiv aus diesen Theilen zusammen; bezeichnen wir es jetzt allein

mit P, so wird &
d P
< ( E'ﬁ') (248 ¢)
in allen Fillen die im Stromkreis von I inducirte elektromotorische
Kraft.

Integrirt man diesen Ausdruck nach der Zeit von ¢, bis ¢, so
erhiillt man als Zeitintegral der inducirten Kraft:

0P P

(@), (ar).
d. h. einen vom Wege, auf dem die Veriinderung vor sich ging, un-
abhiingigen Werth. Fiir das Zeitintegral des inducirten Stromes,
welches nach dem Omnwm'schen Giesetz diesem Ausdruck proportional
ist, gilt dasselbe.

Wir wiiren jetzt durchaus im Stande, den im vorhergehenden
Paragraphen geforderten Beweis zu erbringen, dals die Theorien der
Elektrodynamik und Induction zusammen dem Knergieprincip ge-
nilgen. Wir ziehen aber vor, ihn auf eine spiitere Gelegenheit zu
verschieben und zuniichst an Stelle dieser fiir langsame zeitliche



d
di

§ 69 INDUCTION. 369

Veriinderungen giiltigen Gesetze die streng giiltigen abzuleiten.
Dann konnen wir erst beurtheilen, in wiefern wir itberhaupt von
dieser angenitherten Theorie verlangen konnen, dafs sie mit dem
streng geltenden Energieprincip in Einklang steht.

Zu diesem Zwecke nehmen wir nun an, dafs der lineare Strom-
kreis I, in dem wir die Stiirke der Induction berechnen wollen, ruht.
Das Potential der Wechselwirkung zwischen ihm und anderen
Stromen, sowie beliebig gelegenen permanent oder temporiir magneti-
sirten Korpern ist nach (247a):

o 2 ][l 32O (0 B 2,
(i 0200

die inducirte elektromotorische Kraft also:

aP fpl ('HV 0
# f[é‘i dy M)dx

+7 (7 5% = 3 ) av+ g (Wi G = G ]

Wie man diese auf die Linienelemente des geschlossenen Strom-
kreises vertheilen will, ist natiirlich iy hohem Maalse willkiirlich.
Ist F eine beliebige Ortsfunction, so giebt jeder Ansatz von der

Form

5 d oN oM oF
s a—(U ?9‘;“3?)‘&5
1 @ 04 48N or
i I"aT(V"'az 3")“5;

19 oM oON
z=- 2 7| g S

fur das Linienintegral der inducirten elektrischen Kraft den ver-
langten Werth

d (8P
f(xm+ Ydy + Zd2) = 1 (.37)

Bildet man nun aber die Wirbelcomponenten der elektrischen Kraft,
so fillt die Function # heraus; und man findet dann, indem man

nach (245 b)
H. v, HeLmuorrz, Theoret. Physik, Bd. IV, 24

(24

8e)
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o _om_ .
By 0%
04 _ON
Oz Oz
oM oON
v roindy ol

und nach (245d)
UMWy B(F+ 7))

= T e Lt 4k
ﬂ%‘%}_’:] _Q(W6€@=M+4ﬂp
a(va.: 7 _6_(Ua-;- T e
setzt:
g—f—gfb 1 gt-(.c-;_mx)
g—f“gé""'}{ g?(‘”‘*“*ﬂﬂl (249)

O O 1 0
o =Ty =T I H4se)

Die elektrische Kraft ist in zeitlich veriinderlichen magnetischen
Feldern also nicht mehr, wie bisher stets, wirbelfrei, vielmehr sind
die Wirbelcomponenten der elektrischen Feldstirke gleich der zeit-
lichen Abnahme der Vectorcomponenten I 4- 4w 4, M+ 4w p und
N + 4z v, dividirt durch die Lichtgeschwindigkeit A.

Wendet man auf die elektrische Feldstirke den Stoxes’schen
Satz [Gleichung (248 a)] an, so folgt aus (249)

f(Xda:+ Ydy + Zdz) = -—% -g-tffds[(L+ 4 @ ) cos (n, @)
+ (M+ 47 p)cos (n, y)+ (N4 47v) cos (n, z)}

eine Gleichung, welche sich vermdge der soeben angewandten
Formeln (245b) und (245d) in die Ausgangsgleichung dieser Be-
trachtung (248 ¢) umformen lifst. Beide sind also gleichwerthig.
Ferner sieht man, dafs die Farapay'sche Form des Induktions-
gesetzes im Allgemeinen dahin zu ergiinzen ist, dals nicht die Ver-
anderung der Anzahl der Kraftlinien, sondern der den Vector
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L4+4ni, M+4np, N+ 4nv darstellenden Linien. die Stiirke
der inducirten elektromotorischen Kraft mifst.")

Die Gleichungen (249) sind nur unter der eingangs erwithnten
Voraussetzung langsamer Veriinderungen abgeleitet. Wir thun nun
aber den entscheidenden Schritt, dafs wir sie als allgemein giiltig
betrachten. Zu rechtfertigen ist er natiirlich nur so, dals wir die
Consequenzen aus ihm ziehen und sie mit der Erfahrung vergleichen.

§ 70. Ungeschlossene Strime,
Fernwirkung und endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit
der elektromagnetischen Wirkungen.

Das Analogon zu den Gleichungen (249) fiir das magnetische
KFeld bilden die Gleichungen (239)

0N _ 08 Z 48,

Oy o0z A

(3L 6N = E-E %

0z Oz A

LN

O Oyt me s
welche den Wirbel der magnetischen Kraft bestimmen, Sie konnen
aber nicht allgemein gelten. Denn es folgt aus ihnen fiir die rium-
liche Divergenz der Stromdichte

du Ov Ow :

6_3? > 'a_y' -+ 'a_x ——y
und ebenso mulfs die Flichendivergenz verschwinden; denn legen wir
die z-Axe in die Richtung der Normalen n,, so folgt aus der
Stetigkeit der Tangentialcomponenten der magnetischen Kraft (nach
§ 66 konnen wir diese als das Verschwinden des Flichenwirbels
bezeichnen)

6(N1—Ns] afﬁ{l—ﬂl)=i§_ = o= 0
dy T dx A Gl !

u, und w, sind hier die Normalcomponenten der Stromung; bei an-
derer Lage des Coordinatensystems lautet diese Bedingung also

?m"l“‘h-"o'

Y) Aus diesem Grunde bezeichnet man diesen Vector jetat auch durch-
gilngig als ,magnetische Induction®, Der Herausgeber.

24*
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Diese mit (218a) und (218b) identischen Gleichungen sagen aus, dals
die Stromlinien geschlossen sind; das ist bei stationiiren Stromen
stets der Fall, bei nichtstationiiren aber, wie sie beispielsweise bei
dem Ladungsausgleich zwischen zwei auf verschiedenem Potential
befindlichen Conductoren eintreten, wenn man sie leitend verbindet,
trifft es sicher nicht zu. Ks erhebt sich also die Frage nach der
Elektrodynamik der ungeschlossenen Strome: Wie sind die Glei-
chungen (289) zu ergiinzen, damit sie allgemein gelten?

Diese Frage hat der Wissenschaft viele Schwierigkeiten bereitet;
denn wiihrend sich die Gleichungen (249) fiir den Wirbel der elek-
trischen Kraft an den in geschlossenen Metalldrithten auftretenden In-
ductionsstrdmen leicht und genau empirisch priiffen lassen, giebt es
kein #hnliches Mittel zur Untersuchung des Wirbels der magnetischen
Kraft. Man mufste sich deshalb zuniichst von einer Hypothese fithren
lassen, um auf diesem Gebiet vorwiirts zu kommen. Sie besteht darin,
dafs man nach einer Fortsetzung des elektrischen Stromes von den
Grenzen der Conductoren, an denen er nach der bisherigen Auf-
fassung aufhort, in das Dielektricum hinein sucht.

In einem geladene Conductoren umgebenden Dielektricum be-
steht elektrische Polarisation. Diese fithrten wir darauf zuriick, dafs
die elektrischen Ladungen der Molekeln, welche sich im Ruhezustand
neutralisiren, unter dem Kinflufs der Feldstirke scheiden. Aende-
rung der Polarisation ist danach Aenderung der Ladungsvertheilung
in den Molekeln, d. h. ein Stromen der Elektricitit; es liegt nahe,
ihr dieselbe Beziehung zum magnetischen Feld zuzuschreiben, wie
dem Leitungsstrom in leitenden Korpern.

Um diesen Gedanken mathematisch einzukleiden, denken wir
uns die Ladung einer Molekel aus zwei entgegengesetzt gleichen
Punktladungen + ¢ an den Orten z, y4, %4 und z_, y., x bestehend;

es =), els—y.), e — )

sind die Componenten ihres elektrischen Moments. Die Compo-
nenten I/, m, n der Polarisation finden wir durch Bildung der Mittel-
werthe dieser Grofsen fiir ein Volumelement. Nehmen wir an, es
wiiren alle Molekeln gleich polarisirt, und R sei ihre Anzahl pro
Volumeinheit, so ist

I =Ne(zy —a.)

m=Ne @y, —y-)

n =Ne (4 —z.).
Trifft diese Voraussetzung nicht zu, so ist noch nachtriiglich iiber
alle Gruppen gleich polarisirter Molekeln zu summiren, wodurch die
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Ueberlegung nicht wesentlich geiindert wird. Nun sollen sich alle
positiven Ladungen um die Strecke dz, in der Zeit dt verschieben.
Durch eine zur z-Axe senkrechte Fliche dydx treten dann alle die
Punktladungen in der positiven a-Richtung hindurch, welche vorher
in einem iiber dydx als Grundfliiche errichteten Parallelepiped von
der Hohe dz, lagen, d. h. das positive Elektricititsquantum

da,
dt

Nedydz dt;

denn N ist auch die Zahl der positiven Punktladungen pro Volum-
einheit. Verschieben sich die negativen Ladungen in der gleichen
Zeit um dz_, so tritt in derselben Richtung das negative Elektricitiits-

quantum
dao_

durch dydx hindurch. Nach der Definition der Stromdichte (§ 57)
haben diese Verschiebungen also denselben Elektricitiitstransport zur
Folge wie ein Leitungsstrom, bei dem die Componenten der Dichte

die Betriige

1 dz, do- ey . T
dydz e(_d?"' d't)dydx"%( di dt )"‘67
dy, _dy-\_dm
me(dl P :u) at
day dz_)__aﬁ
e~

haben. Figen wir diese Componenten des sogenannten Ver-
schiebungsstromes in (239) zu den Componenten w, v, w des Leitungs-
stromes hinzu, so finden wir

ON OM 4= al
e IR R T
0L 0N 4= dm
Fz—a"“r(“fw) o
OM OL 49:( + 9.
T By - AT E

In Folge dieses Zusatzes sind die Gleichungen (249) und (250)
einander sehr ihnlich geworden. Dals dem Auftreten des Leitungs-
stroms in (249) nichts entspricht, ist leicht verstiindlich, aber der
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elektrische Verschiebungsstrom -g{— ete. findet sein vollkommenes

Analogon in den Gliedern %—‘:' ete. der ersteren Gleichungen. Da-

gegen fehlt in (250) der Differentialquotient der Feldstiirke nach der
Zeit, welche in (249) auftritt.

Ziehen wir jetzt aus den Gleichungen (249) und (250) die
Folgerungen, welche sich fiir das Innere homogener Dielektrica er-
geben. In ihnen ist nach (203) und (203a)

l=kX m=kY n=kZ

A=xL p=xM wv==xN,

also gehen die genannten Gleichungen iiber in

B0 O A OF
1 (64 Odv 4n Om
. (6:4 —79“;) salis G 1) Seeh
1(0p 82\ _ 4= on
x \0z  dy) 4 0t
1 [6n Om 1+4ax 04
®\0y  Owx) | wd o of
1 [dl dn 144nx Op
'I:'(E?"FE)"_ x4 0f #o8)
1 (dm 81 l44nx Ov ;
R A oy kA Lok
Aus ihnen folgt zuniichst
144k 0 (6! dm _ dn
k9t \dz " dy % @52a)

0 (04  Op . O
_"67(3?""6?"“3?

Die links stehenden Terme sind die zeitlichen Veriinderungen der
Dichte der wahren Elektricitit und des scheinbaren Magnetismus;
die letztere ist von allen homogenen Kborpern allein in den perma-
nenten Magneten von Null verschieden, dort aber zeitlich unveriinder-

)=o.
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lich, die erstere im Dielektricum ebenfalls zeitlich constant — in
Uebereinstimmung mit diesen Formeln. Da uns ein von elektrischen
und magnetischen Ladungen herrithrendes statisches Feld, dessen
(Gesetze wir schon kennen, nicht mehr interessirt, so setzen wir im
Folgenden stets

dl  dm _ dn

Fo "9y T 0

0% - Ou . Oy 4%
T oy to ="

Im Allgemeinen wiirde sich dies Keld, da die Gleichungen (251)
und (252) linear sind, zu den jetzt zu betrachtenden Vorgingen
superponiren.

Man kann aus (261) und (252) die Magnetisirung eliminiren,
indem man die dritte der Gleichungen (2562) nach y, die zweite
nach #x differenzirt und subtrahirt, so dafs man unter Beriick-
sichtigung von (253)

d (dw
|
erhillt. Differenzirt man die erste der Gleichungen (251) nach ¢,
so findet man aber
d (av ap)

9t \dy ~ 0x) T
Also gelten fiir die Componenten der Polarisation die Differential-
gleichungen

Ax

0p
) ” (1+4m}k‘“

dy Oz,

dmx 02
A4 g’

4l

Am

dn

_4nk(l+4nx) 6%

A ot*
_ Ank(l+4x) Gm
A? LI
_4nk(l +4nx) 0%
oS A? g/

(254)

Vertauscht man in dieser Ableitung die Rollen der Gleichungen (251)
und (252), so findet man einmal

d [dn
a1 @y
das andere Mal
d [dn
7 (o

dm A
~ 8z = " dax b

&)

gy, 1 Vo xA

(I +4mx)k 0%2
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also gelten fir die Magnetisirung die entsprechenden Gleichungen:

4 _Anrk(l4+4mx) 0*2
i e U S
_dnk(l+4n%) 6*p
A* ot

_Ank(l+dnx) G
A'ﬁ at! =

Ap (254 )

Awv

Diese Gleichungen haben die Form der sogenannten Wellengleichung

1 d*g
=5 T

welche in allen Schwingungsproblemen eine fundamentale Rolle
spielt. Diejenige particuliire Losung, welche ebenen, in der posi-
tiven z-Richtung fortschreitenden Wellen entspricht, lautet:

l nff’l(:z—-al) J.=Gl($—at)
m=Fy@—a) p=G—al
n = K (z—at) v= 04z —al),

wo die willkiirlichen Functionen F,, F,, F, und G,, G,, G, wegen
(251), (252) und (253) freilich nicht von einander unabhiingig sind.
Wir gehen spiiter niiher auf die analoge Frage bei der Maxwzry'-
schen Theorie (§ 72) ein. Hier geniigt es, an dieser Lsung zu con-
statiren, dafs sich nach unserer Theorie elektrische und magnetische
Wirkungen durch Dielektrica mit der Geschwindigkeit

A
Ry i — 254 b
Varnk(l +4nx) Lh
ausbreiten.
Im Vacuum, wo k und x Null sind, und nach unserer bisherigen

Anschauung weder Magnetisirung noch Polarisation existirt, gehen
die Gleichungen (249) und (250) statt in (251) und (252) iiber in

82 0¥ < 18T
v . 0% A Ot
0X 0z __10M (251a)
0% 00 - A4 Of
0Y 60X 10N
9z~ dy 4 Ot '
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on _au_,
Gy 0z
6L ON
oM oL _,
do Oy :

Differenzirt man hier die dritte der Gleichungen (251a) nach y,
die zweite nach z und subtrahirt, so findet man noch #hnlich

wie oben:

d [N @ :
at (ag-“a? R AR
aus (202a) folgt aber im Gegensatz zum Obigen
B(QE oM _ o
ot \dy 0z !

so dals
AX w0, ATm=m0, 4Zw=0

wird. Ebenso fiberzeugt man sich leicht, dals auch
AL=0, AM=0, AN=0

ist. Die Divergenz der Feldstiirken ist entsprechend der Gleichung (253)
dabei Null gesetzt. Diese Gleichungen lassen sich nun als Wellen-
gleichungen

mit unendlich grofser Fortpflanzungsgeschwindigkeit « auffassen.
Unsere Theorie ergiebt also neben endlicher Ausbreitungsgeschwindig-
keit in ponderablen Dielektriken Fernwirkung im Vacuum, entsprechend
der schon in § 56 am Schlufs erwiihnten Auffassung.

§ 71. Uebergang zur Maxwell’schen Theorie.

Ist nun in den Gleichungen (250) die Schwierigkeit betreffs der
ungeschlossenen Strome wirklich gehoben? Man kann diese Frage
auch ohne Rechnung verneinen. In Vacuum ist ja der Zusatz
-g-i- te. Null, er niitzt bei Fehlen ponderabler Dielektrica iiberhaupt
nichts. In der That ist nach der Definition der Stromdichte das

fiir eine geschlossene Kliche gebildete Integral
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Qndsh—fff(-g}_‘_ Ov Gw —_

das zweite Fliicheninte
geschlossenen Ra.um] gl
ihrem Innern, d. b,

ff?,.ids=fff-g~:_ dwdydx + fds%‘g—-

Da dies fiir jede Fliche gilt, muls

gral gilt fir Unstetigkeitsflichen im ein-
eich der Zunahme der wahren Ladung in

o8 Ou Ov Ow
at *‘(3;+§§+F;) (55)
de
01 =~ (Gw + q4)
sein. Nach (201a) ist aber
iZre d d
- H[%(X"F dml) + ‘gs‘,*(Y+ 47w m) + B?(Z+4“n)] 2013
1
s in (€n, + 47 s,) + @€, + 47s,)],
so dafs stets die (leichungen
d d 0
'3“;(“““ ot 4“")+“a; ( + Gﬁrf”“’”"’)
0 ke ) 26ba
+ g o7 Ot 470 + [ant L 7 @t dme)] =0
qn, dn BT iy iy Ty dn ‘5‘_ s )
gelten. Dagegen folgt aus (250)
d o), 9 Om) @ ( 6”) =0
%’(“"‘a_z)"'??(” 6“)+7;w+_37 (2551)

und (vergleiche den Anfang von § 70)
(qn, + 2n) + (90, + 8a) = 0.

Die Gleichungen (250) konnen also auch noch nicht streng r%chtig
sein. Wohl aber fillt diese Unstimmigkeit fort, wenn man in ihnen

ol 10X : 4
zu den Ausdriicken u - B ete. noch T ete. hinzuaddirt.



§m UEBERGANG ZUR MAXWELL'SCHEN THEORIE. 379

Dies thut die Maxwrrr'sche Theorie, welche fiir den Wirbel der
magnetischen Kraft die Gleichungen:

ON oM 1 OX+4nl)
_.a.TJ____a_x—=I(4ﬂu+T)

e | 0(Y+ 4am) 256
_a;____a?._I(x;n g+___a.r__) [ )
oM 0L 0(Z + 4 nn)

ik ag'-T(““"“f—“a:— J

ansetzt. Die Analogie zu (249) ist jetzt, vom Leitungsstrom und
dem Vorzeichen abgesehen, vollkommen. Bezeichnet man den aus
Leitungs- und Verschiebungsstrom resultirenden Vector als elektrischen
Gesammtstrom, so gilt nach (256) der Satz: Der elektrische Strom
ist stets geschlossen; und zwar ist dies gemiils (255) nur eine neue
Formulirung des Satzes von der Unzerstérbarkeit der elektrischen
Quanten. Damit ist die Frage nach der Elektrodynamik ungeschlossener
Stréme beantwortet.

Die physikalische Bedeutung dieses Zusatzes ist leicht zu er-
kennen. Die bisher von uns benutzte, auf Poisson zuriickfithrende
Vorstellung legte Polarisation nur der Materie bei, sie macht zwischen
Vacuum und Materie den Unterschied, dalfs man es im ersteren
nur mit der Feldstirke, in dem von der Materie eingenommenen
Volumen aber aufserdem noch mit der Polarisation zu thun hat.
Die erstere gehort auch hier dem alle Materie durchdringenden
Aecther an; die letatere hat dagegen ihren Sitz allein in den Molekeln
der Materie. Nach der Farapav-Maxwernr'schen Auffassung ist
hingegen der Aether gerade so polarisirbar, wie die Materie; und

zwar betriigt seine Polarisation das ;—u-fache der Feldstirke. Die

ganze Polarisation erhiilt man erst durch Addition der Antheile des
Aecthers und der Materie, d. h. diese ist gleich dem Vector, dessen

Componenten

1 1

1 1

1 1

sind. Als Componenten des Verschiebungsstroms mufs man dann
aber consequenter Weise die Grolsen:
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1

Hg‘—(l’-{- 4 7 m), (Z+ 4nn)

., 1
Te T Frar )
bezeichnen; so entstehen die Gleichungen (256).
Es sei nochmals darauf hingewiesen, dals FArapay die Er-
klirung des Diamagnetismus in der Annahme der Magnetisirbarkeit
des Aethers suchte. Die gesammte Magnetisirung des Aethers und

der Materie ist ganz analog durch die Componenten TIE(L-{-‘:IM.),
TI;(M +4mp), %;(N + 4z v) gegeben, und die in (249) auftreten-

den Differentialquotienten --gT (& 4 4m 1) ete. lassen sich als die

Componenten des magnetischen Verschiebungsstroms bezeichnen.
Das Verhiiltnifs der Polarisation in der alten zu der in der

neuen Auffassung ist
l dnk

s X4 1 144nk

4n
Es wird 1 wenn man k iiber alle Griofsen wachsen lifst. Auf
diesem Wege mufs sich also die in § 70 vorgetragene Theorie in
die MaxwrLt'sche iiberfithren lassen. Um dies nither auszufithren,
multipliciren wir alle Werthe von % mit einer Zahl 0% alle Werthe
der Stromdichte ¢ und ihrer Componenten u, v, w, sowie der Polari-
sation s und ihrer Componenten , m, » und schliefslich die Constante 4
mit N. Die Gleichungen (249), welche sich, wenn % von Null ver-
schieden ist, auf die Form

4 (n d [m 1 O(L+4ml)
3y (T)"‘a}‘ (—)=‘"— e,

k A ot

bringen lassen, bleiben davon ebenso unberithrt, wie die Glei-
chungen (250)

ON OM 4n al

Ty e X (“+?97) =

Lassen wir nun 0 tiber alle Grenzen wachsen, so verschwinden

die Grifsen X =% ete. wie und mit ihnen der Unterschied

1

g'\" '
zwischen den Gleichungen (256) und (250), sowie der zwischen (255 a)
und (2556 b). Durch die beiden Gleichungentripel (243) und (258)
nebst den ndthigen Nebenbedingungen ist aber der Vorgang, wie
wir in § 76 zeigen werden, eindeutig bestimmt. Im Grenzfall ! = co
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geben also beide Theorien fiir die Werthe der Polarisation, Magneti-
sirung etc. dieselben Resultate.

Gegenstand der Beobachtung sind aber niemals diese Grofsen
selbst, sondern die von ihnen herrithrenden ponderomotorischen
Kriifte und die Energiequanten, welche der elektrische Strom in
einander umsetzt. Die Formeln fiir die ponderomotorischen Wirkungen
des statischen magnetischen Feldes werden nun durch die Multipli-
cation mit M nicht berithrt. Aus dem Ausdruck (210b) fir die
Dichte der elektrischen Energie

Sl S Y L Y
hebt sich nun aber N im Grenzfall N = oo wieder heraus; das-
selbe mufls deswegen auch fir die ponderomotorischen Wirkungen
des elektrischen Feldes gelten, was man am einfachsten an den
Gleichungen (217) und (217 a)

X RO
ey TR T
X,‘-‘-‘l—%?—k()f’— Y’—Z’]+§@(X’+ Y!_l_z:)’
A R L ALLL S

bestiitigt; denn @ transformirt sich wie k. Und die Gleichungen (240)
fir die Kraft, die ein Element des Stromleiters im Magnetfeld
erfithrt

. =Al(Nv — Mw)dzdydx ete.

werden von der Multiplication mit % ebenso wenig betroffen, wie
Gleichung (229 b) fiir die vom Strom producirte Energie

J-fff(xu+ Yv+Zw}dxdydz—ffdsE“qn,

da sich B, wie X transformirt. Die Uebereinstimmung zwischen
der bisherigen Theorie und der ihr zu Grunde liegenden Erfahrung
wird also durch den Grenziibergang nicht gestort.

Fihrt man ihn an den Gleichungen (217¢) durch, so ver-
schwindet die durch Spannungen mnicht vermittelte Fernwirkung,
welche sich in den Gliedern

o B 10X OF 02
—-83—5=aX—— ax+6y+6‘x)x

ete.
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ausdriickt wie s)lt

in die Maxwerr'schen Werthe (217 a) fiber.

Dafiir gehen die Spannungscomponenten X' etc.

§ 72. Ebene elektromagnetische Wellen in Dielektriken,

Wir legen von jetzt an die Maxwewnr'sche Theorie der Be-
trachtung zu Grunde, d.h. wir gehen von den Gleichungen (249)
und (256) aus:

a7z

a—y“??““iaﬁ‘“““’

Te —Gn == 4 Gi0+Amn (257)
%_%--—ljg?[l\f+4ﬂv) j
.';_‘:_%i_‘=}(4uu+%(x“wt))
g—i_% %(4uv+——(Y+4nm)) (258)
%%—%_%(4ﬂw+£(2+45ﬂ))3

Fiir homogene leitende Korper gehen sie nach (208), (203a) und
(218) tiber in

o e l14+4a% 0L
Bs e ST a
X0z l144ax0M
7 T PR R, (269)
6Y_6X=_l+4nx6‘N
T By oA )
6‘N 6M 1{ 6‘X}
(?L 6N 1 (7]
z{4nr1’+(1+4uk)-%} (260)
6M oL ] 0z
—"—*—-3{4ﬂfz+{l+4ﬂk)—a—‘“}° J
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Die letzteren sind insofern specieller als (258), als bei Verwendung
von (219) das Fehlen localer elektromotorischer Kriifte angenommen
ist. Fliir nichtleitende Substanzen (r = 0) folgt aus ihnen zuniichst
analog zu (252a)

0 (60X 6]’ 0z
0 [OL oM ON
ot (5:: Bk Oy +-3‘x—)=0

was wiederum die Unveriinderlichkeit der wahren elektrischen und
der scheinbaren magnetischen Ladungen ausspricht. Wir setzen,
um statische Felder von der Betrachtung auszuschliefsen, die

Divergenzen

0xX 0y 0z
T Ty tae =0
oL oM anN
oz T dy T o2

(261)
-0

und wollen diese Gleichungen unter Vorbehalt spiiterer Rechtfertigung
(siche § 74) auch auf leitende Korper iibertragen.

Dann wenden wir hier dasselbe Verfahren an, durch welches
wir in § 70 zu den Wellengleichungen gelangten; d. h. wir diffe-
renziren die dritte der (leichungen (259) nach y, die zweite nach x
und subtrahiren; differenziren wir ferner die erste der Glei-
chungen (260) nach ¢ so erhalten wir

4 aN 9 oxX X
Ty AX = M) o+ (1 + 4R S ,}

Vertauscht man bei diesem Verfahren die Rollen der Gleichungen (259)
und (260) mit einander, so findet man entsprechend

oY O0X Ay o x

daim odni ?E'W)“(l"'”"]a:('a_ 5
1+4ux 0'L
{4 oL ra+4nnrl,

so dafs fir die je drei Componenten der beiden Feldstirken Diffe-
rentialgleichungen von der Form

144 d o
Adg = “‘A,’”‘{mr a‘f+(1+4uk)3—‘?}} (262)

gelten.
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Zuniichst wollen wir nun die Vorgiinge in einem nichtleitenden
Medium in’s Auge fassen. Gleichung (261) geht fir z = 0 iber in
die Wellengleichung

2
e (14 4xk)(1+4ax) ¢

i FTER (262a)
welcher durch den Ansatz
X=F (x—at) L=@(z—al)
Y=F,(z— at) M = Gy(z — at) } (263)
ZBFS(:E—GI) N=Ga(a:--at)

geniigt wird. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit @ ebener Wellen
ist dabei nach (262a)
A

YT Vit dak(it+dnn
Die sechs Functionen # und G miissen nun aber noch gewisse
Relationen erfiillen, damit auch den Gleichungen (259), (260) und den

Relationen (261) geniigt wird. Die beiden letzteren gehen niimlich
fiir (268) iber in

(264)

F'=0
G,/'=0,

wo F\" und @' die Derivirten der Function F und @ nach ihrem
Argument sein sollen. X und L miissen also riiumlich und zeitlich
constant, und da wir statische Felder ausschliefsen wollen, Null
sein, Die Componenten beider Feldstirken in der Fortpflanzungs-
richtung sind Null; ebene elektromagnetische Wellen sind daher
transversal.

Die Gleichungen (259) vereinfachen sich unter diesen Umstiinden
zu den folgenden Beziehungen zwischen F,, F,, G, und Gy:

14+4nx M a p 14+4nx
Tl AN AN Oy | e

Y " 14472 ON a ) ]fl-|-4-m¢ I
E-F' -—T-a-‘—lﬂz[]*}"i“x)e' = mean

Die Gleichungen (260) liefern nichts Neues, weil sie aus (259) und
den Wellengleichungen fiir die sechs Kraftcomponenten hervorgehen.
Da nun aber keine dieser vier Functionen einen zeitlich und réum-

’

0z -
ek ek
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lich constanten Summanden enthalten darf — sonst kilmen wir ja
wieder auf statische Felder —, so muls

1+4m¢

AR (265)
” 1+ 4ax
3 14 4xk 2
oder
_____ Y N
V1 +74 mx J1 +;9rk (2654)
Vitdnx  Yi+dnk

sein. Hieraus folgt
YM+4 ZN=0;

die elektrische und die magnetische Kraft stehen auf einander
senkrecht. Nun enthiilt der Ansatz (263) immer noch zwei will-
kiirliche Functionen, #, und F,; er stellt also zwei unabhiingige,
einander fiberlagernde und, wenn wir einen bekannten Begriff aus
der Optik tibertragen, senkrecht zu einander polarisirte Wellen dar.
Um die eine davon zu isoliren, setzen wir Fy= 0. Dann ver-
schwinden Z und M und man erkennt, dals
in einer elektrischen Welle Fortpflanzungs- — Magn. keare.
richtung, elektrische und magnetische Kraft i
wie die -, die y- und die 2-Axe zu einander Elcktr Krafe,
liegen (siehe Kigur 30). /
Nach (264) ist im Vacuum die Fort- /
pflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen / o
Wellen a gleich der Lichtgeschwindigkeit im Z ezt 5
Vacuum. Dies legt den Gedanken, dals Fig. 80.
Lichtwellen nichts Anderes als elektrische
Wellen von sehr kleiner Wellenlinge (10™% c¢m) sind, #dulserst
nahe. Soll er zutreffen, so muls fiir nichtmagpetisirbare Substanzen
der Brechungsindex

—--—V1+4uk

sein. Diese von Maxwenn zuerst entdeckte Beziehung zur Dielek-

tricititsconstanten bewiithrt sich zwar bei einigen Substanzen auf-

fallend gut, bei anderen freilich garnicht, doch kann die Theorie

(sieche Band V dieser Vorlesungen) auch fiber die Abweichungen

Rechenschaft geben. Die auf Grund der elastischen Lichttheorie
H. v. Hetumonrz, Theoret, Physik., Bd, 1V, 26
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nie entschiedene Streitfrage, ob das Licht in der Polarisationsebene
oder senkrecht zu ihr schwingt, ist dann dahin zu beantworten, dals
die eine der beiden Feldstiirken in ihr?), die andere senkrecht zu
ihr liegt. Beide sind nach (265) mit einander verkniipft. Elektrische
Wellen konnen nicht ohne magnetische bestehen und umgekehrt.

§ 73. Kugelwellen in Dielektriken.

Eine andere einfache Lisung der Wellengleichung (262a) erhalten
wir, wenn wir festsetzen, dafs die Function # die Coordinaten nur
in der Verbindung

e g e JN
enthalten soll, und dann
r

r

q) =
setzen. Durch Differentiation folgt dann
do ( F 1 GF)

2l e

d*q P, 1 0F o (8F 8 8F 1 OF\,
7 i = R T W N T a—j) -
bildet man anlog die anderen beiden zweiten Differentialquotienten
nach den Coordinaten, so folgt durch Addition:
1.

gk
Andererseits ist

O _ 1 0

o~ r o’
also geht die Differentialgleichung fiir ¢

(Rl
= g? L

ok ety
iiber in

ol SRR

R T

deren eine Losung, welche einer vom Punkt r = 0 ausgehenden
Welle entspricht,

F=1F (I" _— 6‘]
lautet. Die andere

F= F(r+ at)

) Nach neueren Forschungen die magnetische, Der Herausgeber,
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ergitbe Wellen, welche nach dem Nullpunkt hin laufen. Nur dieser
selbst ist ausgeschlossen, weil wir soeben durch % dividirt haben.

Nun konnen wir aus dieser einen Liosung der Wellengleichung
durch beliebig oft wiederholte Differentiation nach den Coordinaten
und der Zeit und durch Addition solcher Differentialquotienten neue
Lisungen gewinnen. Z. B. iiberzeugt man sich leicht, dafs nach
dem Ansatz

Pop 8
1o PEIE 1e
P 144nk 0%
A e .
3z 0y i a . Oao %90y
g 14 4ak 0@
A % N e |

der Wellengleichung durch alle sechs Functionen X, ¥, Z und L, M, N
geniigt ist. Zugleich aber sind, wie man durch Einsetzen sieht,
auch die Gleichungen (259) und (260) befriedigt. Die Divergenz
der elektrischen und magnetischen Kraft ist gleich Null, wie es
sein muls, wenn aus (2569) und (260) die Wellengleichung folgen soll.
Um den Ansatz (266) zu discutiren, setzen wir in ihm

o z dg

0w r Or

e 1 dg 1 @

Gzt = Or +?(r a'f)

d*q zy 0 (1 &qv)

6:::6‘3; r Or \r Or

denn wie die Function /" ist auch ¢ nur von » und ¢ abhiingig.
Dann finden wir

Far 200 G20, (L 5352)

r Or r or \r Or

I RSN 6‘90]

r orlr dr
7=_2%% 0 (1 d¢

f Orir OF ! (266 )
L= 0

_144nk k3 g
ol 4 r 6r6¢

1+ 4zk y O¢
st A r Ordt J

25*
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Hieraus folgt
Lo+ My 4 Nx =0

d. h. die magnetische Kraft steht auf dem Radiusvector » senkrecht.
Da L = 0, steht sie auch auf der z-Richtung senkrecht, d. h. ihre
Richtung ist durch die Breitenkreise einer Kugel um den Punkt
r = ( gegeben, wenn man die Durchstolspunkte der z-Axe als die
Pole ansieht. Ferner folgt

XL+ YM+4 ZN=0;

d. h. elektrische und magnetische Feldstiirke sind zu einander senk-
recht. Dagegen ist
* > @ O
Xz + }y+Zx=-2~; v
oder anders geschrieben

2 dg ;
Man darf also die Transversalitit der elektrischen Wellen nicht
dahin mifsverstehen, dals die elektrische Kraft immer senkrecht zur
Richtung nach der Erregungsstelle wire. Vielmehr superponirt sich
zu einer in der Meridianrichtung der genannten Kugel liegenden

9
Feldstiirke, deren Componenten (‘-' - % —gf:?), Y,Z sind, die in
der z-Richtung liegende, auf der ganzen Kugel gleiche Kraft
209
r Or
Setzt man in (2664a)
z
¢ =—
80 hat man
d ¢ 1 L
Br =S
0 (1 dg 8F 3F 4, 1t
or \r _6‘?)= LI e
6’!;1 a ’ a U4
T Tl s

zu setzen, Behillt man dann nur die niedrigsten Potenzen von r bei,
so erhiilt man die folgenden Anniiherungsformeln filr grofse Knt-
fernungen vom Ausgangspunkt:
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8§ 74

X - -’i:-;is I Tiwe 0

re-r w- JrERET | o
gm = TE Ne- | L

Es gelten mit derselben Annitherung die drei Relationen
Xe+ Yy+Zx=0
Lzx+ My+ Nx=0
XL 4+ YM+ ZN=0;

Fortpflanzungsrichtung, elektrische und magnetische Feldstiirke
werden im Unendlichen wie bei einer ebenen Welle auf einander

senkrecht.

§ 74. Ebene Wellen in leitenden Korpern,

Um die Vorginge in leitenden Korpern zu untersuchen, gehen
wir zuniichst auf die Gleichungen (259) und (260)

07 _ 0¥ __ 1+4nk 0L
dy R e 1
ete.

ON OM 1 {4 8
T Tnde mx+(1+4uk)-6§}

zuriick. Kine Losung von ihnen erhiilt man, wenn man die magne-
tische Feldstiirke fir alle Zeit gleich Null setzt. Dann ist auch der
Wirbel der elektrischen Kraft Null, diese also aus einer Potential-
function ableitbar. Trotzdem ist das elektrische Feld kein statisches;
vielmehr geniigt die Componente X der Differentialgleichung

dnr X 4 (1 4 4nk)%¥= 0,
deren allgemeine Lisung
LEA

Xﬂ: 8_ l+‘n‘t‘

ist. Ebenso ist %
dnr 1
Y= Yoe—' 14dak

dmr ¢
anug_' 14 dak "
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Der Vector X, ¥,, Z, ist dabei nur der Bedingung unterworfen,
dafs er wirbelfrei ist. KEin nach den Gesetzen der Elektrostatik
itber den Leiter vertheiltes Feld klingt also, wenn es einmal be-
standen hat, nach dem Exponentialgesetz ab; und zwar ist die Zeit,
in der die Kraft auf den e-ten Theil herabgeht gleich

14+4ak
4mr

und wegen der Grofse von r bei gutleitenden Stoffen unmeflsbar
klein. Das Gleiche gilt von der elektrischen Ladung, da sie der
Divergenz der elektrischen Kraft proportional ist. Auch sie ver-
schwindet praktisch momentan; der Leitungsstrom aber, welcher den
Ladungsausgleich bewirkt, wird — dies ist der Sinn der besprochenen
Lisung — in seinen magnetischen Wirkungen vollkommen durch den
Verschiebungsstrom compensirt. Hieraus folgt unsere Berechtigung,
bei der Untersuchung elektrischer Wellen gemiils (261) auch bei
leitenden Substanzen

OX  O0Y 68z
PR IR

zu setzen. Im Allgemeinen superponirt sich noch soleh’ ein wirbel-
freies, abklingendes Feld iiber den Schwingungsvorgang.

Unter dieser Voraussetzung haben wir schon in § 72 aus (259)
und (260) die Differentialgleichung (262) abgeleitet, welcher die
Componenten beider Feldstirken gehorchen. Setzt man zur Ab-
kiirzung

A

@ = — e
YO+ dak)(l + da%)

o 4:::(1__—}— 4 m k)

A2 !
so lautet sie 5
1 2 d
T S St

Da sie linear und homogen ist und constante Coefficienten besitat, ist
@ = eirthiz (268)

eine Losung, wenn die Constanten p und s der Gleichung

et B 268
=— 5 +ibp (2684)
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geniigen. Der reelle und der imaginiire Theil von (268) giebt jeder
fiir sich eine in der z-Richtung fortschreitende ebene Welle. Dabei
gind p und s im Allgemeinen complex.. Zeitlich rein periodischen
Schwingungen entspricht ein reeller Werth von p; die Schwingungs-

dauer betriigt dann oL

-

Um den letzteren Fall nither zu untersuchen, setzen wir
g=gq+1r,

wo ¢ und r beide reell sein sollen, und finden durch Trennung der
reellen und imaginiren Glieder in (268a) die beiden (leichungen

A
Pl il } (268 b)
2qr=1bp

zur Bestimmung von » und ¢. Aus ihnen folgt (die Vorzeichenfrage
entscheidet sich dadurch, dals ¢* und »* positiv sein milssen)

Nach (268) ist aber
@ =wel®ellpttra), (2380)

Sollen die Wellen in der positiven X-Richtung fortschreiten, so mufs
also (p > 0 vorausgesetzt) » < 0 sein. Aus der zweiten der
Gleichungen (268b) geht dann auch ¢ < 0 hervor, so dals

. S
q==--—|/ I/b“ 1-1)
P 1 [bse
zu setzen ist.

Nach (268¢) ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit

(268d)

4

r

a

ey

?
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0
d. h. um so grdfser, je kleiner die Periode :pf- ist. Fiir sehr schnelle

2.4
Schwingungen, fiir welche b—P?— neben 1 fortgelassen werden kann,

nimmt sie den fiir einen Nichtleiter von gleicher Dielektricitiits-
constante 1 + 4x % und Permeabilitiit 1 4 4 x geltenden Werth a an.
Im Gegensatz zu den Wellen in Nichtleitern ist aber die durch (268c¢)
angegebene Welle gediimpft; ihre Amplitude nimmt, da ¢ < 0, in
der Fortschreitungsrichtung ab. Und zwar, da

b2 at \
@) _ p (l/: +3_:1_)_>0

n’p = 2a? 2 T
——+1

um so stiirker, je kleiner die Periode _ZI’E ist.  Dennoch bleibt ¢

auch dann endlich, wenn p fiber alle Grenzen wiichst; denn da

biat b* at
l/..___+1 =1 e Y
- P -

b

80 ist

1imq—=—--

p=m

ol ®

Mit unendlich wachsender Leitfiihigkeit ¢ wachsen auch b und ¢
in's Unendliche. In dem durch r = oo charakterisirten ,vollkommenen
Leiter konnen sich Wellen also iiberhaupt nicht fortpflanzen. Das
folgt auch unmittelbar aus der Differentialgleichung (267); ist = oo,

8o muls %i:i = ( sein, da 4 stets endlich bleibt.

Fiir sehr langsame, durch kleine Werthe von p ausgezeichnete

]
Schwingungen kann man in (268 a) af,— neben bp vernachlissigen,
oder was dasselbe sagt, in der Differentialgleichung (267) das Glied

2
El’_ -%??- . Diese geht dann in die Wiirmeleitungsgleichung
arp
gl

itber.
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§ 75. Grenzbedingungen. Die Reflexion elektrischer Wellen
am vollkommenen Leiter,

Wiihrend wir bisher nur das Innere homogener Korper der
Betrachtung zu Grunde legten, wollen wir jetzt die allgemein giiltigen
Gleichungen (249) und (256) zur Ableitung der Grenzbedingungen
an einer Unstetigkeitsfliche benutzen. Die Normale des zu be-
trachtenden Flichenelements weise in die z-Richtung; wir bilden
den Circulationswerth der magnetischen Kraft fiir den Umfang eines
unendlich kleinen, sehr lang gestreckten, von der Unstetigkeitsfliiche
halbirten Rechtecks dfd»y. Nach (256) ist er, da die auf d§ be-
ziiglichen Theile zu vernachliissigen sind:

(4, —ﬁf,)d1}=_1_.(4 w + 6(74'49”&)

)d(,: dn.  (269)
Liifst man hier d§ kleiner und kleiner werden, so findet man als
Grenzbedingung

(270)

M, = M,.
Da man genau so

N =N,

ableiten kann und wegen der Symmetrie zwischen (249) und (256)
fir die elektrische Kraft dasselbe gelten muls, wie fiir die magnetische,

go ist auch
Y=Y, Z =27. (270a)

Die tangentiellen Componenten beider Feldstiirken sind stetig. Driickt
man dies im Anschlufs an § 66 dahin aus, dafs ihr Flichenwirbel
verschwindet, so tritt besonders deutlich hervor, dafs diese Grenz-
bedingung nur ein Grenzfall der Grundgleichungen der Maxweny'-
schen Theorie sind. Ks sind dies dieselben Bedingungen, die wir
schon friiher, freilich fiir einen engeren Gitltigkeitsbereich, kennen
gelernt haben,

Nur eine Ausnahme giebt es. Die Stromdichte ¢ muls stets
endlich sein, wo es die Leitfiihigkeit r ist. Sonst wiirden nach (2294d)
unendlich grofse Energiequanten als Jourr'sche Wiirme auftreten.
Beim vollkommenen Leiter dagegen kann ¢ auch unendlich sein.
Dem entsprechend kann sich das Glied wd§ in (265) mit ab-
nehmendem d§& nicht dem Werth 0, sondern einem von Null ver-
schiedenen Grenzwert w' nithern. An die Stelle von (270) treten
dann die Bedingungen
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N LY

1 2 A
: (270 b)
T

e

wenn o analog der Grenzwerth von vd§ ist. Nun konnen aber
nach den vorigen Paragraphen Sclhiwingungen im vollkommenen
Leiter nicht fortpflanzen, es ist also M, = N, = 0 zu setzen, wenn
der Leiter auf der durch den Index 2 gekennzeichneten Seite der
Grenzfliiche liegt, Also sind

4n ,

MIBTW

i ,
M=

(270 ¢)

Wie man an den Gleichungen
im (wdEdn) = w'dy
dE=0
im (vd§ dl) = v' d{
dE=0

erkennt, sind w'dy und v'd{ die Intensitiiten der durch die Recht-
ecke dfdn und d§d{ hindurchtretenden Stréme. Ks entspricht
genau der in § 66 gegebenen Definition des Flichenwirbels, wenn
wir den durch «' = 0, »’ und ¢ als Componenten definirten Vector
als die Dichte des elektrischen Flichenstroms bezeichnet. Die
Gleichungen (270Db) lassen sich dann mit den Worten ansprechen:
Der Flichenwirbel der magnetischen Feldstirke ist gleich dem
4 x-fachen der elektromagnetisch gemessenen Dichte des Flichen-
stroms. Der letztere schiitzt das Innere des vollkommenen Leiters
vor dem Kindringen der Wellen,

Die Grenzbedingungen (270a) fiir die elektrische Kraft gehen
am vollkommenen Leiter fiber in

Y, =0, Z =0. (270 )

Dies wollen wir benutzen, um die Reflexion ebener Wellen, welche
auf die ebene Grenze eines vollkommenen Leiters senkrecht auf-
treffen, zu erdrtern.

Die Grenzebene habe die Gleichung z = 0, der Leiter erfiille
die Raumhiilfte, in welcher z positiv ist, withrend die andere Hiilfte
von einem Dielektrikum eingenommen sein soll. Der Ansatz (203)
giebt deshalb fir die Darstellung einer ebenen auf die Grenzfliche
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auftreffenden Welle, wenn man F; =0, F, = F setzt und (265)
beachtet, die Gleichungen

X=0 Y=Fwg—at) Z=0

14+4nk
Der Grenzbedingung Y = 0 fiir z = 0 ist hier, abgesehen von dem
trivialen Fall F = 0, nicht geniigt. Deshalb entsteht an der Grenze
eine neue, in der negativen 2-Richtung fortschreitende Welle, deren
elektrische Feldstiirke die der einfallenden in der Grenzebene gerade
aufhebt. Die Gleichungen

X=0 Y=—F(—z—af) Z=0

v _ i+ 4nk } (271)
geben aber eine in der negativen z-Richtung fortschreitende Welle,
weil diese zu den Richtungen der beiden Feldstirken die in Fig. 80
angegebene Lage hat. Und fiir @ = 0 ist die aus beiden Wellen
resultirende elektrische Kraft

Y= Flg—at)— F(— 2z — al)

unabhiingig von ¢ gleich Null, wiihrend die resultirende magnetische
Kraft

14+ 4ak :
N= l—m‘-x(."(z—ﬂ‘]+1"(—z—ﬂt))

dort den Betrag 2 I/%i—: L F(— at) hat. Die Gleichungen (271)

K
enthalten demnach die Darstellung der reflektirten Welle. Sie ist
an Intensitit der einfallenden gleich.
Bei periodischen Schwingungen kann man
Fl@z —al) =sins(@ — af)
setzen, die resultirenden Feldstirken erhalten dann die Betrige

Y=sins(@ — at)+ sins(z+ at) = 2sin(sz)cos(sat)

|/1+4_;.- : ;
N= 1——_1~4—::“ (sins(x — af) — sins(z + at)

14+4nk ;
=— Tias cos (sz)sin(sat).
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Es bilden sich an der reflektirenden Fliche demnach stehende Wellen,
und zwar liegen in ihr sowie in den Abstinden %, %T”’ ?—; a5 YOI
ihr Knoten der elektrischen und Bituche der magnetischen Kraft;
n 3z bm
fsl 2a’ 2"
tischen und Biuche der elektrischen Kraft.

Hemveion Herrz hat diese stehenden Wellen experimentell
nachgewiesen. Er erzeugte elektrische Wellen im Luftraum, indem
er in einem mittels des Inductoriums aufgeladenen Leitersystem
Entladungsschwingungen (siehe § 77) hervorrief. Zur Auffindung der
Lage von Knoten und Bituchen diente ihm ein kreisformiger, an einer
Stelle durch ein Funkenmikrometer unterbrochener Draht, an dem
sich die Inductionswirkung der Wellen durch Ueberspringen von
Funken kundgab. So konnte er an der Lebhaftigkeit des Funken-
spiels die Lage der Knoten und Biuche erkennen, den Abstand

dagegen in den Abstiinden .. Knoten der magne-

benachbarter Knotenebenen, d. h. die Wellenlinge ?I:E bestimmen

und nach einer Schitzung der Schwingungsdauer T zur Ermittelung
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen in Luft

R
sT
gelangen. Dalfs er dabei einen der Lichtgeschwindigkeit im Vacuum
sehr nahen Werth fand, spricht sehr fiir die Maxwrrr'sche Theorie;
denn da k und x fiir Luft sehr klein sind, stimmt dies mit Gleichung
(264) iiberein. Die in § 70 vorgetragene, die Fernwirkung im Va-
cuum beibehaltende Theorie wiirde dagegen nach (254 b) einen
sehr viel grifseren Wert ergeben.

§ 76, Das Energieprincip in der Maxwell’schen Theorie,
Eindeutigkeit der Losung der Maxwell’schen Gleichungen.

Die Gleichungen (249) wurden in § 69 fiir ruhende Kérper ab-
geleitet. Delshalb ist fiir permanente Magne %% =0 ete. zu
setzen und die Gleichungen (249) gehen fiir sie iiber in

{a‘g oY 1dL
dy 0z 40t
ete.
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Wir kinnen diese Form aber auch aus den Gleichungen (259) er-
zielen, wenn wir den permanenten Magneten den Wert x = 0
zuschreiben, wie wir es schon im § 54 taten; diese Festsetzung ist
auch notwendig, wenn die Formel (211 d) fir die magnetische Energie
gelten soll. Dann sind die Gleichungen (259) ebenso allgemein wie
(249). Wir fithren sie zur Erleichterung der nachfolgenden Rech-
nung hier noch einmal an:

92 _0Y _ l44dnx 9L
OF s 0fo  Li. WL g
00X 02z 14+4ax OM
T o T a5
oY 0X < L+dns E}E
9z Oy A at’

Der zweite Tripel unserer schlechthin als MAxwxrnr'sche Gleichungen
bezeichneten Grundformeln lautet in der analogen, noch ganz all-
gemein gilltigen Form:

ON oM 1
ij——a—z‘—‘j( nu+(l+4n L)a ]
BL oN " 1
%=_(4zv+(1+4 I,) (272)
6M ody =1

___._g_(4:rzw+{l—|-4nk) )

Diese sechs Gleichungen multipliciren wir nun mit — 1, — M, — W,
X, Y, Z und addiren sie; dann finden wir
oL 6N :

4 ON oM
—_— X e s
4“{ (631 6"“)+Y oz 9z~ 0y

a5

1
=(Xu+1’v+zm)+:{+iﬂ'—

(X* 4 12 4 29

4
ML LY SR + ).

Die linke Seite lifst sich nun leicht auf die Fopm bringen:

A
—%{athN ZM)+-ﬂ(ZL :“‘N]“I‘H(XM YL)}
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Integriren wir also iiber einen ahgeschlossenen Theil des Raumes,
so liefert die Anwendung des (GGauss'schen Satzes:

‘ %{él',;fff(l + 47 k)(X® 4 Y* 4 29dzdyds
+._81;fff(1 +4nx)(L‘+M’+N’)dzdydx}

e f f f (Xu + Yo+ Zw)dzdydx (278)

i '4%;‘ f Tds {( YN — ZM)cos(n,, )

+ (ZL — XN)cos (n,,4) + (XM — YI)cos (n,, x).}

Dabei ist Stetigkeit aller Uebergiinge vorausgesetzt. Das erste
Glied der linken Seite ist nach (210b) und (211d) die Zunahme
der Summe aus der elektrischen und magnetischen Energie pro
Zeiteinheit, das zweite die von elektrischen Strémen pro Zeiteinheit
erzeugte Energie, welche bei veriinderlichen Strémen im Gegensatz
zu stationiiren nicht fiir jedes abgeschlossene Stromgebiet Null zu
sein braucht, sondern sowohl positive als negative Werte annehmen
kann (vgl. § 69). Die rechte Seite giebt also an, wie viel Energie
in der Zeiteinheit in das betrachtete Raumgebiet durch die Ober-
fliche hineinstrémt. s ist wichtig, dals das Flichenintegral fiir
die unendlich ferne Fliche nicht immer verschwindet. Bei der
Kugelwelle z. B. zeigen die Formeln (266 b), dafs die Componenten

beider Feldstiirken im Unendlichen nur wie —}? abnehmen, die Aus-

driicke (YN — MZ) etc. also wie }:—‘ , 80 dals das fragliche Integral

fir die unendlich ferne Fliiche einen von Null verschiedenen Grenz-
werth hat. Das hiingt damit zusammen, dafs das Erregungscentrum
der Kugelwelle Energie ins Unendliche ausstrahlt.

An die Gleichung (273) kniipft sich der schon in § 70 an-
gekiindigte Beweis, dals das elektromagnetische Feld in einem Raum-
theil (der auch unendlich grofs sein kann) gemiifs den Gleichungen
(259) und (272) eindeutig bestimmt ist, wenn

1. der Anfangszustand X, Y;, Z,; L,, M,, N, fir ¢t =0,

2. die locale elektromotorische Kraft o (Componenten: «, £, 7),

3. an der Grenze die tangentialen Componenten der -elek-

trischen oder magnetischen Feldstiirke fiir alle Zeiten ¢ > 0
bekannt sind.
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Zu diesem Zweck verwandeln wir (ileichung (273) durch An-
wendung von (221) in

d (1
?T{Eff (1 + 47 k) (X2 + ¥? + 2% dwdydx
+ Sluj:[ (1 4 4 mx) (L2 + M2 + N']dmdydx}
+fff1(u'+v’+w’]dwdydz =ji/t[(uu+ﬁv+7’w)d’dydz ke

+ Tds{(l’N — ZM)co8 (n,, 2)
+ (ZL — XN)cos (n,,y) + (XM — Y L)cos (n,,2) } /

Wir bemerken zuniichst, dafs der Integrand des Flichenintegrals
nur von den Tangentialcomponenten der beiden Feldstirken abhiingt;
denn legt man die z-Axe in die Richtung von n,, so geht er tiber in
(YN — ZM). Angenommen nun, wir hiitten zwei Losungen X', Y7,
Z'y L'y M, N' und X", Y", 2"; L", M", N der Maxwerr'schen
Gleichungen, welche beide denselben unter 1., 2, und 8. angegebenen
Nebenbedingungen gentigen, so gehtren ihnen nach (221) gewisse
Werthe «, ¢/, ' und «”, v, w” der Componenten der Stromdichte
zu. Die Differenzen X = X' — X", Y= ¥ — ¥ ... um e —u"...
gentigen dann ebenfalls den Maxwerr'schen Gleichungen, aber den
Nebenbedingungen, dals

1. im Anfangszustand beide Feldstiirken Null sind,

2. die locale elektromotorische Kraft verschwindet,

3. die tangentielle Componente der elektrischen oder der

magnetischen Feldstirke an der Grenze dauernd Null sind.

Den beiden letzten zu Folge ist die rechte. Seite von (278a) gleich
Null, also da

fff—:-(u‘+u=+w*>dzdyd@0:
d 1 - g 2
"&T{E—nffﬁl + A mk) (X + TP + 2% dedyds
+_§%fff(1 +4xx)(L’+M’+N')dwdydx}§0.

Im Anfangszustand sind aber nach der Nebenbedingung 1. elek-
trische und magnetische Energie beide Null; negativ konnen sie
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nicht werden; also mufs hier das Gleichheitszeichen gelten, woraus
unmittelbar
X=X ~-X"=0
Y=Y —-Y=0
ete.,
u=u —u"=0
ete.

d, h. die Eindeutigkeit der Lisung folgt.

& 77. Das Energieprincip in der Theorie der quasi-
stationiiren Strdme.

Wir sind jetzt in der Lage, den in § 68 geforderten Beweis
zu fithren, dals die in dem ersten Theil des dritten Abschnitts dar-
gelegte Elektrodynamik zusammen mit der in § 69 entwickelten
Theorie der Induction dem Energieprincip geniigt. Im § 69 er-
withnten wir sogleich am Anfang, dals die Inductionsgesetze nicht
streng, sondern nur fiir relativ langsame zeitliche Veriinderungen
gelten kinnen, Zuniichst milssen wir fragen, wodurch die Grenze
ihres Giiltigkeitsbereichs bestimmt ist.

Die Antwort darauf lautet sehr einfach: Da wir in § 69 die
magnetische Wirksamkeit des Verschiebungsstromes nicht beriick-
sichtigten, so konnen die dort abgeleiteten Resultate nur gelten, so
lange in (272) alle vorkommende Werthe von (1 4 4ﬂk)% ete.
gegen den Leitungsstrom u, », w vernachlissigt werden diirfen. Fiir
hinreichend langsame Schwingungen muls das stets der Fall sein.
Wir bezeichnen die Strdme dann als quasistationiir, um anzu-
deuten, dals wir sie fiir ihre magnetischen Wirkungen als stationiir
betrachten. Consequenter Weise milssen wir dann in (273) die zeit-
liche Vermehrung der elektrischen Energie

_d"{‘“{';—ﬂff (14 4xk)(X2+ P2+ Z’)dmdydx}

gegen das vom Strom in Energie nichtelektromagnetischer Art um-
gesetzte Knergiequantum

fff(.Xu + Yv + Zw)dzdydx
vernachliissigen. Zugleich werden die Componenten der magnetischen

Kraft im Unendlichen wie '}lga Null, da dies fiir das statische mag-
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netische Feld stets gilt, mag es nun von Stromen oder von perma-
nenten Magneten oder von beidem erregt werden. Daher ver-
schwindet das Flichenintegral in (278) fur die unendlich ferne
Fliiche, so dafs fiir die Anwendung auf den unendlichen Raum
nur iibrig bleibt

s«,-; = lfffl+4wx)(L‘+M’+N’)dszdz=

-I-ffj (Xu + Yo+ Zw)dedydz=0;

Dafs wir bei der Theorie der Induction von der -elektrischen
Energie absahen, war also durchaus gerechtfertigt.

Fiir ein System linearer Strome I,, welche Stromkreise mit
den Widerstiinden w, und den elektromotorischen Kriiften #, durch-
flielsen, ist (vergl. § 61)

[ff@u+ Yo+ z0)dzdydz = S0} 0, — B,1).

Bezeichnet %8 die magnetische Energie des Systems, so geht (273 b)
fiber in

(278 b)

———-—-2' wde + 210w, = 0. (278 c)

Fiir den einzelnen Strom haben wir in § 69 die Gesetze der
Selbstinduction sowie die der Induction durch Verschiebung eines
Magneten aus dem Energiesatz abgeleitet. Fiir mehrere Strome
wiirde das milslingen; denn dieser Satz liefert auch fiir mehrere
Variabele nur eine Gleichung, reicht also im Allgemeinen nicht aus.
Die zu (248a) und (248b) fithrende Betrachtung war nicht, wie
der zu (248) leitende Schluls, streng, sondern beruhte nur auf Ana-
logie. Nur die Uebereinstimmung mit der Erfahrung sicherte ihr Er-
gebnis. Wohl aber muls es nachtriiglich moglich sein, die Ueber-
einstimmung unserer Inductionstheorie mit dem Energieprincip
nachzuweisen,

Dieser Nachweis ist aus dem Grunde noch nicht in dem all-
gemeinen Theorem des vorhergehenden Paragraphen enthalten, weil
wir dort nur von ruhenden Kérpern sprachen. Fiir bewegte Korper
haben wir keine allgemeine Theorie aufgestellt. Aus Stetigkeits-
griilnden konnen wir aber schliefsen, dals, wenn die Bewegungen
hinreichend langsam erfolgen, und die Strome quasistationiir sind,
aufser magnetischer Energie, Jovre'scher Wiirme und Arbeit elek-
trischer Kriifte nur noch Arbeit ponderomotorischer Kriifte in merk-

H. v. Heusuorrz, Theoret, Physik. Bd. 1V, 26
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licher Grilse auftreten kann. Diese wird aber durch die Abnahme
des Selbstpotentials P des Stromsystems gemessen, welche so zu
berechnen ist, wie wenn die Stromstiirken konstant blieben. Deuten
wir diese Bedingung durch die Schreibweise

(ﬂ)
dit I = const

an, so ist (273 ¢) zu vervollstiindigen zu der Gleichung

d% , T dPpP
Ldt_ _EEaIu-l_ZIn We — (W
Die Summationen sind iber alle Stromkreise auszufiihren. Da nach
(247¢) W = — P ist, geht sie tiber in
ar (Q)
dit dt /1= const
Dies mufs nach der Inductionstheorie eine Identitiit sein, wenn sie
und die Elektrodynamik mit dem Knergieprincip vertriiglich sein
sollen.

Nun ist bei Ausschlufs permanenter Magnetisirung die magne-
tische Energie eine homogene quadratische Function der Strom-
stiirken, da die Componenten der Feldstiirke lineare homogene Func-
tionen von ihnen sind; also

1
B=—P=y D Dpalh, ao=pe (27

) 0}
I = const

+ ZI(E -1 wa) =0. (275)

Die Constanten p,, sind die Selbstinductionscoefficienten, pa (a
verschieden von 3) die gegenseitigen Inductionscoefficienten der Strom-
kreise (siche & 69); die letzteren kinnen im Gegensatz zu den ersteren
auch negativ sein, doch ist ihnen, da 28 nie negativ und Null nur,
wenn alle I, gleichzeitig verschwinden, werden kann, die Bedingung

P Pig - By l

P o o al ey
s T8 w0

pﬂl Py v Pun
auferlegt. Die im Stromkreis von I, inducirte Kraft ist nach (248¢)

gleich —d%-(g{) , d. h. es besteht die Gleichung
d (aP

Eﬂ + EE mﬂ ) e rﬂ Wy o
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Multiplicirt man sie mit I, und summirt tiber alle Stréme, so
findet man

S dt(é!’) + S'L (B — Lwy) = 0. @17)

Nun besteht aber die Identitiit:
aP) ar dl,

dt(z“(i!) 2L dt(df L) B

und nach dem Eovrer'schen Satz fiir homogene Functionen ist

2
SLE 53.{. By

wie man an (276) leicht bestiitigt. Benutzt man diese beiden
(Gleichungen, so geht (277) tiber in

dP 2 oP dl
z%l St S L (B = Low,) = 0

und dies ist, da
oP dlL d P
= oI, dt (dt ),_m,t’

identisch mit der das Energieprincip formulierenden Gleichung (275)

df’+(dP -i-EIa(Ea“'In"’a):O-

_dnz_ F)I = const

Dieser Beweis macht implicite davon Gebrauch, dals man ein
System von elektrischen Stromen als cyclisches System betrachten
kann, Das Nihere hieriiber siehe Band I dieser Vorlesungen
8§ 75 u. f.

Nicht ganz in den Rahmen der hier besprochenen Anniiherung
passen die Entladungsschwingungen eines elektrischen Condensators;
denn wenn auch lings des Schliefsungsdrahtes der Leitungsstrom
den Verschiebungsstrom weit iiberwiegt, so fehlt der erstere zwischen
den Belegungen des Condensators ganz, und da die Summe aus
Leitungs- und Verschiebungsstrom, der elektrische Gesammtstrom,
nach § 71 stets geschlossen ist, ist der letztere hier bestimmt nicht
zu vernachlissigen. Aber weil er nur zwischen den Condensator-
platten merklich auftritt und nach (256) magnetisch gerade so wirkt

wie der Leitungsstrom, bestimmt sich das magnetische Feld, wie wenn
26*
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der Condensator keine Unterbrechung der leitenden Strombahn,
sondern nur eine Verbreiterung wiire. Aus demselben Grunde wie
oben fillt daher in der Energiegleichung (273) das Fliichenintegral
fiir die unendlich ferne Fliche fort.

Dagegen muls die elektrische Energie des Condensators durch-
aus berficksichtigt werden; sind die Schwingungen nicht zu schnell,
e!
2C
der einen Belegung, C die Capacitiit bedeutet. Aus der KEnergie-
gleichung folgt also, wenn wir die magnetische Energie mit Hiilfe
des Selbstinductionscoefficienten p berechnen,

so muls sie wie im statischen Fall gleich sein, wo e die Ladung

S AU

ailz g+ gel) + e =0,

Dabei ist von einer elektromotorischen Kraft im Schlielsungsdraht
abgesehen. Fihrt man hier die Differentiation nach ¢ aus und be-
nutzt die Relation

de
« =1,
go findet man
el Wi e
e +p1_di + Pw=0; (278)

und durch Division durch 7 und nochmalige Differentiation nach ¢

d* I dl 1
Py Wi = 0. (219)

dt C
Dies ist die Differentialgleichung gedimpfter Schwingungen; und
zwar vertritt, wenn man sie mechanisch deuten will, der Selbst-

inductionscoefficent p die Masse, é die treibende Kraft, wiithrend

das Glied mit w die Dimpfung bestimmt. Ihre vollstindige Losung
lautet

I=TIe"' +Le™,
wobei 7, und I, die beiden Integrationsconstanten, e, und e, die
Wurzeln der Gleichung

pe +we + — =0

X
0
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gind; es ist demnach

1 4
“1=?;(““’+ “”"*&E)
1ol s _4r
“s-z_p("“’ % _0)

Fiir die Discussion sind zwei wesentlich verschiedene Fiille zn
unterscheiden. Ist

w(?l/%,

o sind ¢, und e, complex und die vollstindige Lisung lautet:

1=sh

Hier ist I freilich noch complex; zwei unabhiingige reelle Lisungen
gewinnt man aber leicht, wenn man {iber die Integrationsconstanten

I, und I, so verfiigt, dafs man einmal I, = I, = -12-- I', das andere

"

Mal [, = — I, = — 21—' getzt; diese lauten

,““-;“ i iﬁ_ 3,
I=1TIeg Pcos(2pl/c we-t

I:I"a-ﬁlsin(% l/%—-w’«t).

und

Die Entladungsschwingungen sind dann periodisch, wenn sie auch

gemiifs dem Factor e~ 77" mit der Zeit abklingen. Die Periode

betriigt
AND s

ip _ o

also bei sehr kleinem, gegen 2 I/% zu vernachliissigenden Werth

des Widerstandes w P
2a)p O ;

Nach dieser Formel schitzte Herrz die Periode seiner Schwingungen
bei den in § 75 erwiihnten Versuchen, wenngleich sie dafir nur in
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roher Annitherung gelten kann, Im Allgemeinen wichst aber die
Periode mit zunehmendem Widerstand. Wird schliefslich

r

so sind e, und «, beide reell und die allgemeine Losung der
Differentialgleichung (279),

I=1 aT} (]/;j;’

L T
—w)( +I£8—§;( w --E-‘;+w)l"
zeigt, dals die Entladung aperiodisch vor sich geht.
Eine ausfithrlichere Discussion dieser Differentialgleichung findet

sich in Band I dieser Vorlesungen § 82.
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