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WSTEP

W przyrodzie i technice istnieje wielu uktadéw i1 systemow, w ktorych budowie ta-
two wyrdzni¢ przemieszczajace si¢ wzgledem siebie elementy sktadowe. Elementy
te potaczone w sposob umozliwiajacy ruch wzgledny tworza uktady kinematyczne.
Znajduja si¢ one w maszynach, pojazdach i urzadzeniach, wszgdzie tam, gdzie jest
wymagany ruch elementéw wykonawczych. Za przyktad niech postuza uktady kostne
ssakow 1 wzorowane na nich roboty i manipulatory, uktady zawieszenia kot pojazdow,
wysiegniki koparek i tadowarek.

Podstawowe wtasnosci uktadow kinematycznych nie sa zwiazane z typem maszyny
czy urzadzenia. Zarowno w przypadku dioni cztowieka, jak i chwytaka robota rodzaj
i zakres mozliwych ruchow sa zalezne od sposobu potaczenia elementéw sktadowych
oraz od wymiarow geometrycznych. Budowa robota i uktadu prowadzenia tyzki ko-
parki jest zupelnie odmienna, chociaz ruchowe potaczenia elementéw moga by¢ iden-
tyczne.

Z ruchem elementow tacza sig sity opordw uzytecznych lub szkodliwych. W poja-
zdach sa to opory toczenia i opory powietrza, w koparce sity reakcji urabianego grun-
tu, wio$larz zmaga si¢ z oporem ruchu todzi. Pokonanie sit oporéw wymaga wywota-
nia sit napgdzajacych. W pojazdach sa to sity cisnienia gazéw spalanej w silniku mie-
szanki, w koparce sity napedzajace powstaja w cylindrach hydraulicznych, sity migsni
wioslarza transformowane sa do topat wioset.

Przedstawione przyktady uktadéw kinematycznych odznaczaja si¢ wieloma roézny-
mi cechami. R6zna jest ich budowa oraz rodzaje ruchu elementow. W kazdym z przy-
toczonych uktaddéw wystapia znaczace réznice w warto$ciach rozwijanych predkosci,
przyspieszen i sit. Sa to jednak roznice ilosciowe, jednakowe sa natomiast zjawiska —
opisywane jednakowymi metodami.

Niniejsza ksiazka prezentuje kilka metod analizy uktadow kinematycznych, ukie-
runkowanych na zastosowania komputerowe. Rozwdj technik komputerowych i dostep-
no$¢ pakietow obliczen matematycznych daja nowe, znacznie szersze mozliwos$ci ana-
lizy i projektowania uktadéow kinematycznych. Ksiazka w istocie dotyczy metod opisu
ruchu poczawszy od wiasnosci ruchowych wynikajacych ze struktury, przez opis ilo-
$ciowy w sensie kinematyki i dynamiki.

Czes¢é pierwsza obejmuje zagadnienia struktury w zakresie pozwalajacym na stwier-
dzenie czy dany zespot elementow, potaczonych ze soba w okreslony sposdb ma moz-
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liwos¢ wykonywania ruchu wzglednego. Wiele uwagi poswigcono strukturalnym i ge-
ometrycznym uwarunkowaniom ruchu. Przedstawiono sformalizowane metody mody-
fikacji struktury uktadow kinematycznych tak, aby byty ruchliwe w kazdych warun-
kach wykonania. Ta cz¢$¢ umozliwia zrozumienie istoty struktury w stopniu dajacym
szansg tworczego podejscia do projektowania nowych, innowacyjnych uktadow kine-
matycznych.

W czesci drugiej przedstawiono metody opisu konfiguracji uktadéw kinematycz-
nych. Tylko bardzo proste uktady sa tatwe w opisie, wigkszo$¢ nie daje si¢ opisaé
w formie jawnych zaleznosci lub ich uzyskanie wymaga uciazliwych przeksztatcen zto-
zonych wyrazen algebraicznych. Migdzy innymi pokazano wspotczesnie stosowany opis
za pomoca tzw. wspotrzednych absolutnych. Wzglednie tatwo formutuje si¢ wtedy sto-
sowne uktady réwnan, rozwigzywane metodami numerycznymi.

Czes¢ trzecia obejmuje metody okreslania predkosci i przyspieszen. Skuteczne upo-
ranie si¢ z opisem konfiguracji sprowadza ten problem do rozwiazywania uktadéw row-
nan liniowych.

Czes¢ czwarta to dynamika opisujaca zwiazki migdzy ruchem, sitami i parametrami
masowymi elementow uktadow kinematycznych. Zaprezentowano metody dynamiki
odwrotnej, czgsto nazywanej kinetostatyka, ktora zajmuje si¢ opisem stanu sit w zna-
nym ruchu. Opisywano zwlaszcza sity oddziatywania migdzy potaczonymi ruchowo
elementami. Omdwiono tez reguly opisu sit tarcia w ruchowych potaczeniach. Wiele
uwagi po$wigcono badaniu ruchu uktadow masowych dla zadanych obciazen sitami
zewngtrznymi. Zaprezentowano metody formutowania rézniczkowych réwnan ruchu,
akcentujac te, ktore sa zorientowane na obliczenia za pomoca komputera.

Prezentowane metody umozliwiaja analiz¢ dowolnych uktadoéw ptaskich i prze-
strzennych. Dla lepszego zrozumienia poszczegdlnych metod zamieszczono wiele przy-
ktadow, czg$¢ z nich uzupetniono wynikami liczbowymi.

Ksiazka jest przeznaczona dla inzynierow praktykow zajmujacych si¢ tworczym
projektowaniem maszyn i urzadzen. Przedstawiono metody analiz wspomagajacych
wspolczesne projektowanie uktadow kinematycznych maszyn, pojazdoéw i urzadzen.
Niniejsza ksigzka powinna tez by¢ pomocna dla studentéw kierunkoéw: mechanika
i budowa maszyn oraz automatyka i robotyka, stanowiac uzupetienie wyktadow z teorii
maszyn i mechanizméw, dynamiki oraz robotyki. Jej efektywne wykorzystanie wyma-
ga znajomosci podstaw mechaniki analitycznej oraz rachunku wektorowego i macie-
rzowego w zakresie wyktadanym na wydziatach mechanicznych.



1. STRUKTURA UKLADOW KINEMATYCZNYCH

1.1. Pojecia podstawowe

Za uktad kinematyczny uwaza si¢ powszechnie dowolny zespot elementdw (czfo-
now) polaczonych ze soba (parami kinematycznymi) w sposob umozliwiajacy ich ruch
wzgledny, stworzony przez naturg lub cztowieka do wypetnienia celowych funkc;ji.

Uktadem kinematycznym jest np. uktad kostny cztowieka, ktorego cztony (kosci)
sa polaczone ze soba przegubami (stawami) i wraz z mig$niami i wigzadtami umozli-
wiaja nam chodzenie, bieganie, pokonywanie sit itp. Zbior uktadow kinematycznych
w roznego rodzaju maszynach, urzadzeniach i pojazdach stworzonych przez cztowieka
jest bardzo liczny i bardzo réznorodny.

Powszechnie uzytkowany przez cztowieka samochdd osobowy sktada si¢ z wielu prze-
mieszczajacych si¢ wzgledem siebie cztonow. Przyktadowy uktad napgedowy, bedacy
ztozonym uktadem kinematycznym przedstawiono na rysunku 1.1. Ci$nienie gazow
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Rys. 1.1. Uktad kinematyczny napgdu samochodu
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Rys. 1.2. Schemat ideowy uktadu
zawieszenia samochodu

w cylindrze 1 silnika powoduje przemie-
szczanie si¢ ttoka 2, ktore jest dalej trans-
formowane przez korbowod 3 do watu kor-
bowego 4, wywotujac jego ruch obrotowy.
Obrot watu korbowego 4 jest przenoszony
przez sprzggto 5 do skrzyni biegow 6,
w ktorej podstawowymi cztonami sa kota
zgbate, a nastgpnie przez mechanizm rozni-
cowy 7 do kot jezdnych napgdzanych.
Utrzymywanie przez kierowceg pozadanego
kierunku jazdy lub jego zmiana jest reali-
zowana za pomocg kolejnego uktadu kine-
matycznego, ktorego pierwszym elementem
jest koto kierownicy, a ostatnimi elementa-
mi kierowane kota jezdne. Komfort jazdy
po nierownych nawierzchniach wymaga,
aby kota jezdne miaty mozliwo$¢ przemie-
szczania si¢ wzgledem nadwozia samocho-

du, co wymaga kolejnego uktadu cztondw, w tym elementdéw sprezyn i thumikow, ktore
lacznie okresla si¢ jako uktad zawieszenia (rys. 1.2).

Inng grupa powszechnie znanych urzadzen ztozonych z wielu cztonow potaczonych
parami kinematycznymi sa roboty i manipulatory, stworzone przez czlowieka urzadze-
nia w celu wyrgczania go w pracach monotonnych, uciazliwych i niebezpiecznych. Spet-
nianie przez robota pozadanej funkcji wymaga $cisle zdefiniowanego prowadzenia jego
koncowego cztonu (czgsto okresla si¢ go mianem efektora), ktorym moze by¢ chwytak
(dla zadan manipulacyjnych) Iub jakie$ narzedzie, czy nawet glowica (dla zadan tech-
nologicznych). Efektor wykonuje zwykle ztozony ruch w przestrzeni, co umozliwia
celowe skojarzenie wielu cztonéw w czgsto ztozony uktad kinematyczny. Przyktad ro-

bota do prac pod woda zamieszczono na rys. 1.3.
Jedno z jego ramion wyposazono w chwytak,
a drugie pelni funkcj¢ pomocnicza, nakierowujac
uktad optyczny w okolice efektora.

W pralce automatycznej beben zamocowany
w obudowie wraz z silnikiem napgdowym réwniez
tworza uktad kinematyczny, a jako$¢ rozwiazania
przejawia si¢ w zachowaniu pralki w fazach inten-
sywnego wirowania.

Poprzestajac na oméwionych przyktadach od-
notujmy, ze uktady kinematyczne sa we wszyst-
kich tych maszynach, pojazdach i urzadzeniach,
ktorych dzialanie wymaga transformacji ruchu, za-
pewnienia przemieszczania elementow wykonaw-
czych wedtug pozadanych charakterystyk, trajek-

Rys. 1.3. Robot ptywajacy



1.1. Pojecia podstawowe 9

torii itp. Nie sa natomiast uktadami kinematycznymi, skadinad bardzo ztoZzone, mosty
wiszace, maszty stalowe czy wieze, cho¢ wszystkie takie obiekty sktadaja si¢ z wielu
elementow, ktorych ruch mozna tatwo zaobserwowac lub nawet odczué. Sa to jednak
przemieszczenia w granicach sprezystych odksztalcen elementow sktadowych, nie sa
natomiast wynikiem celowego ruchowego potaczenia elementow.

1.1.1. Cztony uktadéw kinematycznych

Na podstawie podanych przyktadéw mozna juz jednoznacznie zdefiniowaé pojgcie
cztonu jako elementu uktadu kinematycznego, ktory wchodzi w ruchowe potaczenia
z innymi cztonami. Jednoczesnie tatwo si¢ domysli¢, ze tak jak wielka jest roznorod-
no$¢ uktadow kinematycznych, podobnie wielka jest réznorodno$é¢ cztonow. Ich podzia-
ty, wymieniane w literaturze i przydatne w opisie wlasnos$ci strukturalnych, bazuja na
roéznych kryteriach.

Wyréznia si¢ na przyklad weztowosé cztonu wyrazona liczba par kinematycznych,
jakie tworzy on z cztonami sasiednimi. Przyktadowo korbowod silnika spalinowego
(rys. 1.1) taczy si¢ z dwoma innymi cztonami, ttokiem i watem korbowym, jest wigc
cztonem dwuweztowym. Ogolnie nalezy stwierdzi¢, ze im bardziej ztozony uktad ki-
nematyczny, tym wigksza weztowosc¢ jego cztonow.

Inny podziat cztonow jest zwiazany z funkcja, jakg petnig w uktadzie kinematycz-
nym. W przypadku uktadu transformujacego ruch odbywa si¢ od cztonu czynnego (na-
pedzajacego) do czlonu biernego (napgdzanego), przy czym czton czynny tylko
w najprostszych uktadach oddziatuje bezposrednio na czton bierny, najczesciej nato-
miast w przekazywaniu ruchu uczestnicza cztony posredniczqce. W tej klasyfikacji
miesci si¢ tez podstawa uktadu kinematycznego, inaczej jego korpus (obudowa). Wzgle-
dem tego cztonu zwykle opisuje si¢ ruch pozostatych.

Wiele maszyn i urzadzen zawiera w swej budowie sitowniki hydrauliczne lub pneu-
matyczne, a takze elementy sprezyste. W hamulcu samochodu dociskanie szczgk do
bebna wykonuje si¢ uktadem kinematycznym, ktorego jednym z cztonéw posrednicza-
cych w przekazywaniu ruchu jest ptyn hamulcowy. W ukladzie zawieszenia (rys. 1.2)
wystepuje sprezyna, ktora akumuluje gwattowne nadwyzki energii kinetycznej. Cechy
cztonow charakteryzuje si¢ przez wprowadzenie ich podziatu na cztony o strukturze
ciat statych i ptynnych — te ostatnie to cztony cieczowe lub gazowe.

Dominujaca grupg cztondw w rzeczywistych uktadach stanowia cztony nieodksztat-
calne, jakkolwiek ze wzgledu na wtlasnosci sprezyste ciat statych zmieniaja one
swoje wymiary. Jednak takie zmiany, o charakterze odksztatcen sprezystych, sa w wie-
lu analizach pomijane. Dla uproszczenia przyjmuje sig, ze sa to cztony sztywne,
w odroznieniu od cztonow podatnych, takich jak np. sprezyny. Pomijanie spr¢zystych
odksztatcen cztondéw jest niedopuszczalne w wielu analizach dynamicznych, w szcze-
goblnosci opis drgan towarzyszacych pracy uktadow kinematycznych wymaga uwzgle-
dnienia sprezystosci materiatu, z jakiego sa wykonane cztony. Przyktadowo badanie
wlasnos$ci kinematycznych uktadu korbowego silnika dopuszcza pomijanie faktu zmiany
dtugosci korbowodu pod wptywem obciazajacych go sit. Jednak szczegotowa analiza
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naprezen w poszezegolnych jego przekrojach moze juz wymagac uwzglednienia nawet
jego zginania wywolanego sitami masowymi.
Przyktady cztonow o réznych cechach przedstawiono na rysunku 1.4.

KORBOWAGD KOLO ZEBAT

WAHACZ

P _

tACZNIKI KRZYWKA

/L

Rys. 1.4. Przyktady cztonow

1.1.2. Pary kinematyczne

Para kinematyczna to ruchowe potaczenie dwdch (para) cztonow, potaczenie daja-
ce taczonym cztonom mozliwos$¢ wykonywania ruchow wzglednych. To niezwykle istot-
ny element uktadu kinematycznego. W sensie kinematycznym ma zapewnic¢ pozadany
ruch wzgledny, a jednocze$nie musi mie¢ zdolno$¢ przenoszenia sit towarzyszacych
ruchowi cztonéw. Pary kinematyczne dzieli si¢ wedlug roznych kryteriow, tutaj ogra-
niczymy si¢ do podziatu par kinematycznych na dwie grupy:

* wedlug liczby stopni swobody, jaka w danej parze dysponuja wzgledem siebie

cztony ja tworzace — podziat na klasy,

» wedlug rodzaju styku tworzacych ja cztonéw — podziat na pary nizsze i wyzsze,
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Klasy par kinematycznych. Podziat na
klasy jest bardzo uzyteczny ze wzgledu na
wlasnosci ruchowe uktadow kinematycznych.
Rozpoczniemy ten podziat od par kinematycz-
nych, jakie wystepuja w uktadach ptaskich,
tj. takich, ktérych cztony, w wyniku specy-
ficznych potaczen parami kinematycznymi,
poruszaja si¢ w ptaszczyznach do siebie row-
nolegtych. Mozna wtedy ruch cztondéw rozpa-
trywa¢ na jednej, wspolnej ptaszczyznie.
Wzgledne potozenie dwoch cztondéw j oraz k
mozna opisa¢ za pomocg przypisanych im
uktadom wspotrzednych prostokatnych (rys.
1.5). Dopdki nie tworza one pary kinematycz-
nej, dopoty ich wzgledne potozenie, przypisa-
nych im uktadow wspotrzednych, opisuje si¢
wektorem: Rys. 1.5. Parametry wzglednego

potozenia cztonow

q, = [jpkx jpky j@k ]T

co oznacza, ze czton k wzgledem j (i odwrotnie) dysponuje trzema stopniami swobody.
Utworzenie pary kinematycznej skutkuje ograniczeniem swobody ruchu wzglednego,
inaczej narzuceniem wigzow.

Nie trzeba wykazywac, ze dla par uktadéw plaskich liczba wigzow musi wynosié
dwa lub jeden i wtedy jeden czton wzgledem drugiego dysponuje odpowiednio jed-
nym lub dwoma stopniami swobody ( f;; = 1, 2). Liczbg dysponowanych wzglednych
stopni swobody przyjeto tutaj' jako kryterium podziatu na klasy, a numer klasy odpo-
wiada liczbie wzglednych stopni swobody cztonéw tworzacych parg kinematyczna —
pary klasy I 1 II. Przyktady najczgsciej wystgpujacych par kinematycznych uktadoéw pta-
skich zestawiono na rys. 1.6.

Identyczne rozumowanie dla par kinematycznych uktadéw przestrzennych (ruchy
czlondw nie ograniczaja si¢ tutaj do rownoleglych ptaszczyzn) prowadzi do oczywistego
whniosku, ze tym razem wzgledne potozenie dwoch cztondw j, k wyraza wektor:

J

y P, @ B V]T

q = /b Piy

Trzy pierwsze sktadowe wektora q i to wspotrzedne liniowe, trzy pozostate — kato-
we?. Tworzac parg kinematyczna, nalezy wiec wprowadzi¢ wigzy w liczbie od pigciu
do jednego. W wyniku tego cztony j, k w uktadach przestrzennych moga mie¢ wzgle-

! Mozna tez spotkaé podzial, gdzie numer klasy odpowiada liczbie nalozonych wiezow, np. [22].
2 Na przyktad katy Eulera, katy Bryanta.
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KLASA
STOPNIE SwWOBODY

SCHEMATY PAR KINEMATYCZNYCH

IDEOWY

SYMBDOL, NAZWA

{ £

, R - DBROTOWA

L
N

o0

T - POSTEPOWA

K - KRZYWKDWA

K - KRZYWKDWA

<_7
7
S

Z - ZAZEBIENIE

e

A

J = JARZMOWA

Rys. 1.6. Pary kinematyczne uktadow ptaskich
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KLASA SCHEMATY PAR KINEMAT. | SyMBOL
STOPNIE SWOBODY IDEOVY SYMBOL NAZVA
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/ POSTEPOWA
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OBROTOWA

[1 C

~
/A\ 1/\

CYLINDRYCZNA

H;’jik |
SFERYCZNA

HiPJ\ |
PLASZCZYZNDWA

Rys. 1.7. Pary kinematyczne uktadoéw przestrzennych
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dem siebie od jednego do pigciu stopni swobody ( ﬁg =1,2,...,5), tworzac tym razem
pary I, II, III, IV 1 V klasy. Najczg$ciej spotykane pary kinematyczne uktadow prze-
strzennych zestawiono na rys. 1.7.

Oprocz par kinematycznych zestawionych na rys. 1.7 wystgpuja rOwniez pary
IV 1V klasy. Parg IV klasy tworzy np. kula umieszczona w cylindrze, ktéra dyspo-
nuje wtedy trzema obrotami (jak para III klasy — sferyczna) i ruchem postgpowym
wzdtuz osi cylindra. Parg V klasy tworzy skojarzenie kuli z powierzchnia, a wzgledne
stopnie swobody to trzy obroty i dwa ruchy translacyjne. W realnych uktadach pary

KLASA WEZLY KINEMATYCZNE
I [
11 —
| | —
2R TR 2T
' |
111
] |
3R PRT cT
| i
T’
!
2RC 2C cs® (w =D
| |
| |
2RS 2CR SC

Rys. 1.8. Przyktady weztow kinematycznych — symbole jak na rys. 1.7
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kinematyczne IV 1 V klasy sa wykonywane czgsto jako wezty kinematyczne, inaczej
tancuchy cztonow tworzacych z reguty pary nizsze. Takie rozwiazania stosuje sig tez
dla innych par niz IV i V klasa — wybrane przyktady weztow kinematycznych zamie-
szczono na rysunku 1.8.

Pary kinematyczne nizsze i wyzsze. Jak juz wspomniano, wigzom, jakie naktada-
ja na siebie wzajemnie dwa cztony tworzace parg kinematyczng towarzysza sity tych
wigzow. Zdolno$¢ przenoszenia sit zalezy od wlasnosci materialow konstrukcyjnych
uzytych na wykonanie pétpar? i ich cech geometrycznych (ograniczenie wynika z do-
puszczalnych naciskéw jednostkowych). Juz pobiezna analiza par zestawionych na
rys. 1.6 1 1.7 wskazuje na istotne réznice zwiazane ze zdolnoscia do przenoszenia sit
w postaci rodzaju styku (kontaktu) cztonow. Mozna wyrdzni¢ pary, gdzie cztony kon-
taktuja si¢ powierzchniami (np. pary R, 7, S—rys. 1.7), ktore okreslane sa jako pary
kinematyczne nizsze oraz takie, ktore tworzg styk liniowy lub punktowy (np. pary K, J
—rys. 1.6), ktore okresla si¢ jako wyzsze. Pary nizsze maja wigksza zdolnos¢ do prze-
noszenia sit, a przede wszystkim wykazuja si¢ korzystniejszym rozprowadzaniem $rodka
smarujacego wspotpracujace powierzchnie. Szczegolnie korzystne cechy w tym zakre-
sie wykazuje para obrotowa R. W przypadku natomiast kontaktu liniowego lub punk-
towego zachodzi zjawisko wyciskania srodka smarujacego spomig¢dzy kontaktujacych
si¢ potpar.

Podzial na pary nizsze i wyzsze nie jest tak oczywisty, jesli rozpatruje si¢ kontakt
polpar w skali mikro. Dla pary obrotowej R, w ktorej musi wystapic¢ luz promieniowy,
styk powierzchniowy staje si¢ w istocie liniowy, podobnie jest w przypadku par poste-
powych T. Korzystniejsze cechy par nizszych w stosunku do par wyzszych sprawiaja,
ze podziat ten funkcjonuje w praktyce. Ze wzgledu na wymienione cechy przyjeto
si¢ wydziela¢ grupg uktadow kinematycznych, ktorych cztony tworza pary nizsze, okre-
slajac je mianem wukfadow dzwigniowych.

1.1.3. Lancuch kinematyczny, mechanizm, maszyna

Przedmiotem niniejszego opracowania sa uktady kinematyczne. Pojecie to obejmuje
niezwykle szeroka game bardzo roznorodnych twordw natury i tych tworzonych przez
cztowieka charakteryzujacych si¢ ruchem wzglednym elementoéw sktadowych. Dla po-
rzadku jednak przytoczmy definicje spotykanych w praktyce tworéw mieszczacych si¢
w grupie uktadow kinematycznych, takich jak tancuch kinematyczny, mechanizm
i maszyna. W literaturze spotka¢ mozna kilka nieco odmiennych definicji. Przytoczy-
my definicje przyjete przez IFToMM* [14].

Lancuch kinematyczny to zespo6t cztonéw potaczonych parami kinematycznymi.

3 Zakonczenie” cztonu uksztattowane dla utworzenia pary kinematycznej; potparami sa np. tuleja
i sworzen w przypadku pary cylindryczne;j.
4 International Federation of the Theory of Mechanisms and Machines.
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Mechanizm to:
+ system cztondow zaprojektowany do przeksztatcania ruchu jednego lub kilku czto-
néw na ruch innych cztonéow,
 tancuch kinematyczny, ktérego jeden z cztonow jest podstawa.
Maszyna jest uktadem mechanicznym, ktory wykonuje okreslona pracg, na przyktad
formowanie materiatu, z wykorzystaniem przenoszenia i transformacji ruchu oraz sit.

1.2. Wiasnosci ruchowe

Podstawowe funkcje wypetniane przez uktady kinematyczne sa zwiazane z ruchem
wzglednym ich cztonow. W tym celu sa taczone ze soba parami kinematycznymi. Roz-
norodno$¢ cztondéw i par kinematycznych pociaga za soba réznorodnos¢ uktadow ki-
nematycznych, o roznych wlasnosciach.

Z codziennych obserwacji wnioskujemy, ze niektore z uktadéw kinematycznych sa
bardzo proste, a sposob potaczenia ich cztonéw nie pozostawia zadnych watpliwosci
co do mozliwosci wykonywania ruchow wzglednych. Za przyktad mozna tutaj podac
nozyce czy przektadni¢ tancuchowa roweru. Jednak juz srubowy podnosnik samocho-
dowy, niezbedny do wymiany kota, w niektorych wykonaniach okazuje si¢ uktadem na
tyle ztozonym, ze dopiero praktycznie stwierdzamy mozliwos¢ ruchu wzglednego czto-
now. Z praktyki wnioskujemy, Ze obrot sruby skutkuje podnoszeniem samochodu. Wtedy
wszystkie cztony uktadu kinematycznego ztozonego z podnosnika i pojazdu (rys. 1.9)
wykonuja $cisle okreslone ruchy. Stwierdzamy wige praktycznie, ze:

* sposob polaczenia cztondw uktadu podno$nik—pojazd daje mozliwos¢ ruchu wzgled-

nego,

» przylozenie jednego napedu (obrét sruby) wywoluje jednoznaczny ruch cztonow.

Latwa czynno$¢ recznego wiercenia otworu wymaga odpowiedniego, ztozonego
ruchu ostrza wiertla. Ruch obrotowy wywotuje wspotczesnie silnik elektryczny, nato-

Rys. 1.9. Uktad kinematyczny podnosnik — samochod
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miast liniowe przemieszczanie wzdtuz osi otworu jest realizowane przez cztowieka. Tym
razem, nie wchodzac w szczegotowa budowe wiertarki, stwierdzamy praktycznie, ze:

» wszystkie cztony uktadu kinematycznego wiertarki wykonuja ruch,

* jednoznaczny, wymagany ruch ostrza wiertta wymaga dwoch napgdow.

Na rysunku 1.10 przedstawiono dwa rozwiazania uktadu rozrzadu silnika spalino-
wego. W obu przypadkach ruch grzybka zaworu 1 jest wymuszany za pomoca obroto-
wej, odpowiednio uksztattowanej, krzywki 2 za posrednictwem cztonu 3. Rozwiazanie
z rys. 1.10a charakteryzuje si¢ tym, ze czton posredniczacy 3 wykonuje ruch wahadto-
wy wokot stalego punktu obrotu O. Jest to koncepcja klasyczna, wykorzystywana

Rys. 1.10. Schematy uktadow rozrzadu silnika spalinowego

w silnikach przez dziesigciolecia, a jej niedogodnoscia jest potrzeba okresowej regula-
cji luzu zapewniajacego poprawna pracg. W tym uktadzie zatem stwierdzamy mozli-
wos¢ ruchu wszystkich cztonoéw, ruch ten jest jednoznaczny przy jednym napedzie —
okreslonemu potozeniu krzywki 2 odpowiadaja jednoznaczne potozenia pozostatych
cztonow. Wspotczesna koncepcje uktadu rozrzadu przedstawiono na rysunku 1.10b.
Czton posredniczacy 3 wykonuje ruch obrotowy wzgledem punktu O, ktory jest usytuo-
wany na tloczku 4. Potozenie punktu O (ttoczka) jest utrzymywane ci$nieniem oleju
z uktadu smarowania. W konsekwencji takiego rozwigzania jednoznaczne potozenie za-
woru jest zalezne nie tylko od potozenia krzywki 2, ale takze potozenia tloczka 4. Roz-
wiazanie to, jakkolwiek bardziej ztozone w sensie strukturalnym, uwalnia uzytkowni-
ka od potrzeby regulacji luzow w uktadzie rozrzadu.
Z analizy podanych przyktadowo uktadow mozna wysnu¢ dwa ogdlne stwierdzenia:
* cztony uktadu kinematycznego powinny by¢ potaczone parami kinematycznymi
tak, aby mozliwy byt ich ruch wzgledny,
* w roznych uktadach potrzebne sa rozne liczby napedoéw niezbednych do wywo-
tania potrzebnego ruchu.
Mozliwos¢ ruchu wzglednego w potaczeniu z liczba wymaganych napedow sa okre-
$lane jako wtasnosci ruchowe uktadow kinematycznych. Wynikaja one w znacznej mie-
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rze ze struktury uktadu i wiaza sig $cisle z liczba stopni swobody, jaka dysponuja czto-
ny tworzace pary kinematyczne, przyjeta wezesniej jako kryterium podziatu na klasy.
Podobnie jak para kinematyczna, réwniez uktad kinematyczny dysponuje okreslona licz-
ba stopni swobody, rozumiana jako taczna liczba stopni swobody cztonéw ruchomych
w relacji do podstawy. Latwiejsza interpretacja stopni swobody uktadu kinematyczne-
go przypisuje im liczbg ograniczen ruchu, jakie nalezy narzucié¢, aby stat si¢ on ukta-
dem sztywnym. W literaturze przyjeto si¢ okreslac t¢ liczbg mianem ruchliwosci. Roz-
roznia si¢ przy tym ruchliwos¢ rzeczywista, rozumiang jako te stopnie swobody, ktore
stwierdzamy w uktadzie realnym, w jego modelu lub, dla uktadow prostych, w sposdb
intuicyjny, ruchliwos¢ teoretyczng (strukturalng), ruchliwo$¢ lokalng oraz wigzy bierne.

1.2.1. Ruchliwos¢ teoretyczna

Rozpatrzmy ptaski uktad kinematyczny robota obrobkowego ptaskiego (rys. 1.11),
z ktorego cztonem 2 jest zwigzany wrzeciennik z elektrowrzecionem [30]. Uktad ten
pokazuje wspodtczesne tendencje w budowie obrabiarek bazujacych na zamknigtych
uktadach kinematycznych, co skutkuje wieloma zaletami w porownaniu z rozwiazaniami
konwencjonalnymi, a najwazniejsze to duza sztywnos$¢ i mozliwe duze predkosci.

Aby uzyska¢ mozliwos$¢ obrobki réznych ksztattow, o$ elektrowrzeciona powinna
by¢ prowadzona po dowolnej trajektorii. Latwo wykazaé, ze okre§lone potozenie
srodka S narzedzia (czton 2) uzyskuje si¢ przez zapewnienie $cisle okre§lonego poto-
zenia cztondéw 1 i1 4 opisanego katami ©; i ©, — w praktyce mozna to zrealizowac
za pomocg silnikéw liniowych. Cztony 1, 2, 3, 4 wzgledem podstawy 0 dysponuja tacz-
nie dwoma stopniami swobody, a jednoznaczny ruch wymaga dwéch napedoéw. W tym
przypadku zatem ruchliwo$¢ jest rowna dwa.

Omowiony uktad kinematyczny jest stosunkowo prosty i wystarczy elementarna
analiza geometryczna, aby bezbtednie okresli¢ jego ruchliwos¢. Bardziej ktopotliwa jest

SILNIKI
LINIOWE
\‘m\ /\>/
! V\\ /fv
At e )
Yo S e
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Rys. 1.11. Schemat kinematyczny robota obrobkowego (frezarki) — tancuch rownolegty
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analiza uktadu kinematycznego, nawet ptaskiego, ztozonego z wigkszej liczby cztonow.
Podobnie stwierdzenie liczby stopni swobody cztondw uktadu przestrzennego moze
nastreczaé wielu kltopotow.

W zwiazku z tym zaistniata potrzeba stworzenia metody formalnego, nie intuicyj-
nego, okreslania ruchliwosci uktadu kinematycznego. W praktyce przyjelo sig, ze wzgle-
du na ich prostote, wykorzystywac do tego celu wzory Grublera—Artobolewskiego, ktore
wiaza w formut¢ matematyczna ruchliwos¢ teoretyczna Wr, liczby cztonéw ruchomych
k oraz par kinematycznych p; i-tej klasy. Ruchliwo$¢ teoretyczna wynika z faktu, ze
jest ona wyznaczana wytacznie na podstawie parametrow strukturalnych uktadow ki-
nematycznych, tj. liczby cztondéw i par kinematycznych poszczegdlnych klas. Zalezno-
$ci te maja nastgpujace postaci:

* dla uktadow ptaskich

Wy =3k—=2p, —p, (1.1)

* dla uktadow przestrzennych

Wy =6k-> (6-i)p (1.2)

Interpretacja podanych zaleznosci jest relatywnie prosta. Dla uktadow ptaskich ru-
chliwos¢ teoretyczna W, (1.1) wynika z tego, ze:

 cztony ruchome w liczbie k przed ich potaczeniem w uktad kinematyczny dys-
ponuja tacznie na plaszczyznie stopniami swobody w liczbie 3k (kazdy czton swo-
bodny ma na ptaszczyznie 3 stopnie swobody),

* utworzenie par kinematycznych I klasy w liczbie p, oznacza, ze odbieramy czto-
nom ruchomym 2p, stopni swobody (w kazdej parze I klasy pozostaje jedna moz-
liwos¢ ruchu),

* utworzenie par kinematycznych II klasy w liczbie p, oznacza, ze odbieramy czto-
nom ruchomym p, stopni swobody (w kazdej parze II klasy pozostaja dwie moz-
liwosci ruchu),

» w uktadach ptaskich moga wystapi¢ tylko pary kinematyczne I i II klasy, gdyz
z trzech stopni swobody mozna odebrac co najwyzej dwa.

W uktadach przestrzennych rozumowanie jest identyczne, tylko liczba stopni swo-
body pojedynczego cztonu swobodnego wynosi 6, a wigc utworzenie kazdej z par i-tej
klasy oznacza zredukowanie ogdlnej liczby 6k stopni swobody kazdorazowo o (6—i)p;.

Posta¢ wzorow okreslajacych ruchliwosé teoretyczna mozna tatwo uogoélnic, wpro-
wadzajac pojecie liczby c¢,, wigzé6w natozonych na ruch wszystkich cztonow tancucha
kinematycznego. Dla uktadu przestrzennego nie wprowadza si¢ zadnych wigzéw (ruch
cztonéw moze by¢ dowolny) i wtedy c¢,, = 0, natomiast dla uktadéw ptaskich, ktorych
cztony moga wykonywac¢ w ptaszczyznie jedynie dwa ruchy translacyjne i obrot wzgle-
dem osi prostopadtej do tej ptaszczyzny mamy c,, = 3. Takie widzenie ruchu cztonow
tworzacych uktad kinematyczny umozliwia uwzglednienie takze innych uktadow niz
ptaskie i przestrzenne [6].
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Uogolniony wzdr okreslajacy ruchliwo$¢ strukturalng (teoretyczna) przybierze postac:

5-c,,

W

Wy=06-c, k-3, 06-c,—i)p, (1.3)

i=l1

Gdy oznaczymy przez s,, = 6 — ¢, liczbg stopni swobody, jaka dysponuje kazdy
z ruchomych cztondéw uktadu, wowczas ruchliwosc¢ teoretyczna wynosi:

s5,,—1

Wy =s,k— (s, —i)p; (1.4)

i=1

Podane zaleznosci daja pewien komfort w stwierdzaniu ruchliwos$ci uktadu kine-
matycznego, zwlaszcza gdy jest on ztozony lub nie dysponujemy wystarczajaca wyo-
braznia i doswiadczeniem. Z analizy uktadu kinematycznego (rys. 1.11) wynika, zZe:

o liczba cztondéw ruchomych k=4 —cztony 1, 2, 31 4,

» wszystkie potaczenia cztondow (4, B, C, D, E) sa parami kinematycznymi I klasy,

wige p, =5,

* pary II klasy nie wystgpuja, wigc p, =0,

* zzaleznosci (1.1) jest wige ruchliwos¢ W, = 2, co potwierdza wczesniejsze usta-

lenia.

Ocena ruchliwosci uktadu kinematycznego ptaskiego wedtug wzoru (1.1) jest wy-
godna, cho¢ przy niewielkiej wprawie moze by¢ dokonywana na drodze intuicyjnej,
przez badanie elementarnych cech geometrycznych. Mozliwo$¢ ruchu tatwo stwierdzic,
rozpatrujac trajektorie charakterystycznych punktow, a zwlaszcza analizujac punkty
wspoélne cztondw — $rodki par kinematycznych. Intuicja w uktadach ptaskich moze za-
wies¢ dopiero w przypadku uktadéw ztozonych z wielu cztonéw. Zupelnie inaczej jest
w przypadku uktadow przestrzennych. Analiza cech geometrycznych wymaga rozpa-
trywania nie tylko trajektorii punktow,
ale czgsto ptaszczyzni powierzchni.
Oparcie sig¢ na intuicji, a nawet do-
swiadczeniu, moze prowadzi¢ do
btednych wnioskow. Mozliwos¢ for-
malnego wyznaczenia ruchliwo$ci
z zaleznosci (1.2) nie moze wigc by¢
przeceniona. Mozna sig o tym przeko-
na¢ na przyktadzie stosunkowo pro-
stego uktadu przestrzennego przed-
stawionego na rys. 1.12, gdzie:

¢ liczba cztondéw ruchomych k=7,

 pary kinematyczne: A+F (I kla-

sy), G, H, J (Il klasy), wigc
Rys. 1.12. Schemat uktadu przestrzennego P = 6, Ps= 3,
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* pary innych klas nie wystepuja, wigc p, = p, = ps =0,

* z zaleznosci (1.2) otrzymujemy ruchliwos$¢ W, = 3.

Uktad kinematyczny z rysunku 1.12 jest jednym z szerokiej grupy tzw. manipulato-
row o strukturze rownolegtej. Czton 7 moze by¢ efektorem robota sterowanego trzema
napg¢dami (np. silniki elektryczne) wymuszajacymi ruch obrotowy cztonéw 1, 3, 5
w parach 4, Bi C.

1.2.2. Ruchliwos¢ teoretyczna uktadéw wielokonturowych

Przytoczone zaleznosci (1.1)+(1.4) sa ogolne, z zastrzezeniem, iz odnosza si¢ do ukta-
doéw, dla ktorych jest znana liczba wspolnych wigzoéw c,, nalozonych na ruchy cztonow
uktadu. Jest to tatwe do ustalenia w przypadku prostych uktadow plaskich lub prze-
strzennych. Jednak ztozonos¢ uktadow kinematycznych sprawia, ze nawet w tych gru-
pach obliczona ruchliwo$¢ W, wymaga jeszcze dodatkowej interpretacji. Dotyczy to
zwlaszcza uktadow ztozonych, ktorych cztony tworza zamknigte kontury. Moze w nich
bowiem zaistnie¢ taka sytuacja, kiedy ruchliwos$¢ catego uktadu wskazuje na mozli-
wos¢ ruchu wzglednego cztonow (W, > 0), podczas gdy w pewnych fragmentach uktad
moze by¢ sztywny (W, = 0) lub nawet przesztywniony (W, <0).

W sformalizowaniu analizy ruchliwos$ci pomocne jest wprowadzenie pojgcia kon-
turu uktadu kinematycznego, nawiazujacego do pojecia cykli grafu planarnego [12] —
jednej z mozliwych prezentacji uktadu kinematycznego, przydatnej do zapisu struktu-
ry uktadu z wykorzystywaniem komputera.

Na rysunku 1.13 przedstawiono ztozony uktad kinematyczny w postaci schematu
strukturalnego i grafu. W tym ostatnim wierzchotki (punkty) reprezentuja cztony 0+5,
natomiast krawedzie (tuki) odpowiadaja parom kinematycznym P;. Uktad ten charak-
teryzuje si¢ wystgpowaniem trzech konturow (dwa wewngtrzne K i K, oraz jeden ze-
wngetrzny K3). Z teorii grafow wiadomo, ze liczbg konturéw wewngtrznych (cykli) wy-
znacza si¢ na podstawie liczby wierzchotkow (tutaj cztondéw) 1 krawedzi (tutaj par ki-

Rys. 1.13. Uktad kinematyczny w formie schematu strukturalnego (a) i grafu (b)
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nematycznych). Odnoszac to do wielokonturowego uktadu kinematycznego, liczbg jego
konturow, wlacznie z zewnetrznym, okresla si¢ wedtug zaleznosci

L, =Y p;—k+1 (1.5)

gdzie: 2p, — taczna liczba par, k — liczba czlonéw pomniejszona o jeden.

Wiadomo tez, ze graf mozna w sposob przejrzysty zapisa¢ w formie macierzy, ktora
okresla si¢ mianem macierzy rozmieszczen, a ktora jednoznacznie reprezentuje uktad
kinematyczny i zawiera nastgpujace informacje:

 ktory czton, z ktorym tworzy parg kinematyczna,

* jakiej klasy sa poszczegolne pary.

Dla uktadu z rysunku 1.13 macierz ta ma postac:

0 1 2 3 4
0 B B 0 P|O
B0 P 0 01
MR=|P, P, 0 P, 0|2
0 0P 0 P|3
'R 0 0 P 0|4

Kazda z kolumn oraz kazdy wiersz macierzy MR reprezentuje jeden czton, kazdy
niezerowy element P, wskazuje, ze migdzy cztonami u, j utworzono parg kinematyczna
i-tej klasy, natomiast zerowy element macierzy MR oznacza brak pary kinematycznej.
Jezeli dodatkowo przyja¢ umowe, ze np. podstawa jest czton o numerze 0, to macierz
MR reprezentuje strukturg uktadu w sposob jednoznaczny i moze by¢ traktowana na
rowni ze schematem. Mozna na tej podstawie wysnu¢ wnioski o budowie konturow —
przyktadowo dla uktadu z rys. 1.13 kontury maja postac:

* kontur K: (czton) 1 —(para) Py, -2 -P,-0-P,,

e konturK,:2-P,-3-P,-4-P,-0-P,,

s konturK;:0—-P, ~1-P;-2-P,-3-P,—4-P,.

Kontury uktadu kinematycznego mozna traktowac jako poduktady, z ktérych kazdy
z osobna powinien mie¢ strukturg zapewniajaca ruch wzgledny. Mozliwos¢ ruchu ta-
two stwierdzi¢, wykorzystujac odpowiednia zaleznos¢ na ruchliwos¢, ktora do celow
analizy konturéw nalezy zmodyfikowa¢. Gdy pojedynczy kontur przyjmiemy jako
odregbny uktad kinematyczny, wowczas mozemy na podstawie (1.4) po przeksztatceniu
napisac:

5,1 s,—1

WE =skg =5, 2.0 + X ip; (1.6)
i=1

i=l1
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W kolejnych zaleznos$ciach pomijamy wskazniki sumowania. Dla pojedynczego
konturu, zawierajacego k, + 1 cztonow w mysl (1.5) jest:

kg =2p 1 (1.7)
co po podstawieniu do (1.6) daje zalezno$¢:
WTK =sw2pi—sw—sw2pi +Zipi (1.8)

ktora po przeksztatceniu stanowi prosta i dogodna formg wzoru okreslajacego ruchli-
wos¢ teoretyczna pojedynczego konturu w postaci:

wE =Y ip, -s, (1.9)

Ruchliwos¢ teoretyczna W, pojedynczego konturu, a zatem takze prostego uktadu
kinematycznego, mozna obliczy¢ z zaleznosci:

wE=>ip, -3 (1.10)
w przypadku uktadu ptaskiego lub z rownania:
W =Y ip, -6 (1.11)

w przypadku uktadu przestrzennego.

Na podstawie poduktadéw jednokonturowych mozna tworzy¢ kolejne poduktady
ztozone z kilku konturéw. Kazdy z takich poduktadow rowniez musi mie¢ strukturg
zapewniajaca mozliwo$¢ ruchu wzglednego cztondw. Zgodnie z prosta intuicja mozna
napisa¢ zalezno$¢ okreslajaca ruchliwosé teoretyczna poduktadu ztozonego z dwoch
sasiadujacych ze soba konturéw, co oznacza istnienie co najmniej jednej wspolnej dla
nich pary kinematycznej (przyktadowo dla uktadu z rys. 1.13 w sktad konturow K, i K,
wchodzi para P, utworzona przez cztony 0 i 2). Mamy wtedy [9], [11]:

Wtk = e =Y ipht (1.12)

1

przy czym pierwszy i drugi sktadnik (1.12) to ruchliwo$¢ konturéw K, i K,, a trzeci
oznacza liczbeg stopni swobody, jaka dysponuja cztony par wspdlnych dla obu kontu-
row. Rozszerzenie zaleznos$ci (1.12) na wigksza liczbe konturow poduktadu kinema-
tycznego nie nastrecza juz zadnych trudnosci.

Postugujac si¢ zaleznoscia (1.2), dla uktadu przestrzennego z rys. 1.13, stwierdza-
my, ze w skali globalnej jego cztony tworza pary umozliwiajace ruch wzgledny, gdyz
ruchliwo$¢ teoretyczna wynosi W, = 1. Jednak analiza w skali konturéw prowadzi do
wnioskow:

* z zaleznosci (1.11) kontur K| ma ruchliwo$¢ WTK '=0,

* z zaleznosci (1.11) kontur K, ma ruchliwo$¢ WTK =3,

* zzaleznosci (1.12) kontury K, i K, maja tacznie ruchliwos¢ WTK K2 o (jak z za-

leznosci (1.2)).
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Pierwszy wniosek o mozliwosci ruchu wzglednego cztonow, nasuwajacy si¢ z wy-
liczonej ruchliwosci teoretycznej Wy, okazat si¢ nieprawdziwy. W istocie cztony 0, 1,
2 (rys. 1.13), wchodzace w sktad konturu K nie dysponuja mozliwoscia ruchu i tworza
poduktad sztywny, wzgledem ktoérego moga si¢ poruszac cztony pozostate 3 i 4. Ukla-
dom, w ktorych pewne fragmenty tworza konfiguracj¢ sztywna (a nawet przesztywniona)
przypisuje si¢ ruchliwos¢ niezupetng w przeciwienstwie do ruchliwosci zupetnej, kie-
dy mozliwy jest ruch wszystkich cztonow.

Podany przyktad ilustruje konieczno$¢ postugiwania si¢ podtancuchami, tworzony-
mi na bazie konturow, w przypadku analizy ruchliwosci uktadow ztozonych, wielokon-
turowych. Jest to szczegolnie istotne w syntezie struktur, gdy poszukuje si¢ mozliwych
rozwiazan uktadow dla zapewnienia pozadanych funkcji. Mozna wtedy tatwo elimino-
wac ze zbioru rozwiazan teoretycznie mozliwych uktady zdegenerowane, ktdre cho¢
teoretycznie mozliwe powinny by¢ odrzucone jako nieprzydatne w mozliwie wczesnej
fazie projektowania. Nie trzeba wykazywacé, ze syntezg strukturalna, wlacznie z wery-
fikacja otrzymanych rozwiazan, ze wzgledu na wielo$¢ mozliwych uktadéw dogodnie
jest prowadzi¢ za pomoca komputera. Wykorzystuje si¢ wowczas, wprowadzony w tym
podrozdziale, zapis uktadow kinematycznych w postaci macierzy rozmieszczen [10].

1.2.3. Geometryczne warunki ruchu

W rozpatrzonych w poprzednim punkcie przyktadach kazdorazowo stwierdzono, ze
ruchliwos¢ teoretyczna W, odpowiada stanowi rzeczywistemu, ktory mozna opisywac
ruchliwoscia rzeczywista W,. Innymi stowy, w kazdym z rozpatrzonych uktadow
W1 W, miaty jednakowe wartosci liczbowe. Wiadomo jednak, ze struktura uktadu ki-
nematycznego ma dominujacy, lecz nie jedyny wplyw na wiasnosci ruchowe. W zwiazku
z tym ruchliwo$¢ wyznaczona na podstawie wzorow strukturalnych wymaga kazdora-
zowo weryfikacji. Poprzednio stwierdzono juz wystapienie ruchliwosci niezupetnej. Inne
mozliwe 1 czgsto wystepujace w ukladach kinematycznych osobliwe wlasno$ci rucho-
we to wspomniane juz wezesniej przypadki ruchliwosci lokalnej oraz wigzow biernych.
Maja one swe zrodto w szczegdlnych wlasnosciach geometrycznych ich cztonow. Ogol-
nie mozna postawi¢ nastgpujaca teze:

Wiasnosci ruchowe uktadu kinematycznego, rozumiane jako mozliwos¢ (lub jej brak)
wystapienia ruchu wzglednego czlonow uktadu kinematycznego zalezq nie tylko od
jego struktury (czlony, klasy par kinematycznych), ale rowniez od wymiarow czto-
now. Szczegolne wartosci wymiarow cztonow mogq zarowno zapewnic ruch w przy-
padku uktadu teoretycznie sztywnego, a nawet przesztywnionego (Wr <0), jak row-
niez spowodowac brak mozliwosci wystqpienia ruchu w przypadku uktadu teore-
tycznie ruchliwego (Wr > 0).

Do opisania tych osobliwosci ruchowych pomocne jest wprowadzenie pojecia wy-
miar6ow podstawowych cztonow.
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Wymiary podstawowe. Cechy geometryczne cztonu sa opisywane przez wymiary
liniowe i katowe w liczbie tym wigkszej, im bardziej ztozone sg ksztalty cztonow. Wszy-
stkie one sg istotne w fazie wykonywania cztonu, kiedy niezbedne jest podanie ich no-
minalnych wartosci uzupetnionych dopuszczalnymi odchytkami wykonawczymi. Nie-
ktore sposrod wymiarow maja jednak znaczenie szczegdlne, a ich wartosci sg istotne
we wszystkich fazach projektowania i wytwarzania. Decyduja one w pelni o wlasno-
$ciach kinematycznych (trajektorie, predkosci, przyspieszenia), a posrednio o cechach
dynamicznych (sity masowe, sity oddzialywania, tarcie i sprawno$¢). Ze wzgledu na
ich dominujacy wptyw okresla si¢ je mianem wymiaréw podstawowych [15]. Stano-
wig one t¢ grupe wymiarow cztonow, ktore opisuja wzgledne potozenie potpar kine-
matycznych, ktore opisywane sg punktami, osiami i powierzchniami. Nie sa natomiast
podstawowymi wymiary samych potpar. Kilka przyktadowych cztonow z zaznaczeniem
ich wymiar6w podstawowych zestawiono na rys. 1.14.

W przypadku cztonu dwuweztowego (rys. 1.14a) z potparami w postaci kuli i tulei
ich wzajemne usytuowanie opisuje tylko jeden wymiar a. Dla opisania najbardziej zto-
zonego sposrod cztondw przedstawionych na rys. 1.14 potrzebne sa az cztery wymiary
podstawowe (rys.1.14d).

a)
Y O\
\/

Rys. 1.14. Wymiary podstawowe wybranych cztonéw

W uktadzie kinematycznym, w okreslonej jego konfiguracji, wymiary podstawowe
cztonow tworza przestrzenny wielobok, ktorego opis jest rownoznaczny z opisem jego
kinematyki. Na rysunku 1.15 przedstawiono schemat ukladu przestrzennego RCSR
(sekwencja symboli par), zbudowanego z cztondw przedstawionych na rys. 1.14, ktorego
konfiguracjg¢ opisuje wielobok przestrzenny ABCDEFG.

Warto$ci wymiarow liniowych i katowych wieloboku sa funkcja wymiarow pod-
stawowych jego cztonow. Przyktadowo odcinek CB opisuje odlegtos¢ zwichrowanych
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osi potpar cztonu 2 i odpowiada wprost
wymiarowi b cztonu przedstawionego na
rys. 1.14c. Z kolei wymiar FG jest funk-
cja odpowiednich wymiaréw podstawo-
wych cztondw 1 i4. Nalezy przy tym pod-
kresli¢, ze niektore z wymiarow uktadu
kinematycznego pozostaja nie zmienione,
pomimo ze sa funkcjami wymiardéw pod-
stawowych o réznych wartosciach. Dla
uktadu z rys. 1.15 w miejsce pary obroto-
wej R, utworzonej przez cztony 1 14 moz-
na utworzy¢ pare R*. Moze to by¢ wyni-
kiem zmiany wymiaréw podstawowych
cztondéw 1 14. Jezeli jednak, pomimo tych
zmian, zachowa si¢ niezmiennos$¢ geome-
tryczna wieloboku ABCDEFG, to wtasno-
$ci kinematyczne uktadow RCSR i RCSR” pozostana nie zmienione.

Dysponujac pojeciem wymiarow podstawowych, mozna wskaza¢ kilka konkretnych
przyktadow, w ktorych wystepuje rozbieznos¢ pomigdzy wiasnosciami wynikajacymi
z ich struktury a stanem faktycznym wynikajacym z geometrii.

Rys. 1.15. Schemat uktadu przestrzennego

1.2.3.1. Ruchliwo$¢ lokalna

Jako ruchliwo$¢ lokalna rozumie si¢ mozliwo$¢ wykonywania przez czton (czasem
grupe cztonow) takiego ruchu, ktory nie wptywa na ruch catego uktadu. Oznacza to
inaczej, ze w przypadku wystapienia ruchliwosci lokalnej okreslonego cztonu moze on
wykonywac ruch przy unieruchomieniu pozostatych cztonéw uktadu, wlacznie z tymi,
ktore tacza si¢ z nim parami kinematycznymi. Przedstawiono dalej kilka przyktadow
ruchliwosci lokalne;j.

Na rysunku 1.16 pokazano dwa mechanizmy krzywkowe ptaskie. Pierwszy z nich
(rys. 1.16a) sktada sig¢ z dwoch cztonéw ruchomych, krzywki 1 i popychacza 2. Czto-

a’ >

VL;/':’

G

Rys. 1.16. Przyktady mechanizmow krzywkowych
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nem napedzajacym jest krzywka, ktorej ksztalt jest dobrany tak, aby uzyskac ruch po-
pychacza wedtug pozadanej charakterystyki kinematycznej. Nie trzeba wykazywac, ze
ruch popychacza 2 jest okreslony dla jednego cztonu czynnego, a wigc ruchliwosé
rzeczywista wynosi jeden (W, = 1) i jest rowna ruchliwosci teoretycznej (W, = 1),
co mozna potwierdzi¢ korzystajac z zaleznosci (1.1). W przypadku uktadu z rys. 1.16b
zdecydowano zamieni¢ tarcie §lizgowe krzywki i popychacza na korzystniejsze tarcie
toczne. W tym celu popychacz 2 zakonczono krazkiem 3 w taki sposob, aby nie zmie-
nia¢ charakterystyki ruchu popychacza. Intuicja wskazuje wigc rowniez w tym przy-
padku ruchliwos¢ rzeczywista rowna jeden (W, = 1), gdyz ruch jednego cztonu czyn-
nego (krzywki 1) wywotuje jednoznaczny ruch cztonu biernego (popychacza 2). Ru-
chliwos¢ teoretyczna natomiast obliczona z zaleznosci (1.1) wynosi W, = 2.

Rozbieznos¢ miedzy W, i W jest tutaj wynikiem szczegolnej geometrii. Wprowa-
dzony do uktadu element 3 (krazek) dysponuje mozliwoscia ruchu obrotowego przy
nieruchomych cztonach sasiednich krzywki 1 1 popychacza 2. Taki lokalny ruch, okre-
slany mianem ruchliwosci lokalnej cztonu 3 (W5 = 1), moze wystapi¢ dlatego ze krazek
3 ma ksztatt kotowy. Lokalny ruch cztonu, nie wptywajacy na zasadnicza funkcje uktadu
kinematycznego moze by¢ przez projektanta tolerowany. W tym przypadku zostat na-
wet wprowadzony celowo dla poprawienia wlasnosci eksploatacyjnych (tarcie toczne
zamiast $lizgowego). Obliczona ze wzoru (1.1), ktory nie uwzglednia geometrii, ruchli-
wosc¢ teoretyczna W, jest poprawna. Nie oddaje jednak stanu rzeczywistego i musi by¢
zweryfikowana. Nietrudno dociec, ze w przypadku gdyby czton 3 nie byt kotowa tar-
cza, lecz np. eliptyczna, ruchliwo$¢ teoretyczna i rzeczywista bylyby sobie rowne
(W, = Wy =2), jednoznaczny ruch wymagatby dwdch cztonéw czynnych. Odnotujmy
na koniec, ze wystapienie jednej ruchliwosci lokalnej krazka 3 skutkuje zmniejszeniem
ruchliwos$ci teoretycznej o jeden, ale uktad (rys. 1.16) pozostaje ruchliwy.

Ptaski uktad czterocztonowy (rys. 1.17a) ma za zadanie transformowanie ruchu obro-
towego’ pomiedzy cztonami 1 i 3. Poniewaz czton po$redniczacy 2 tworzy z cztonami
1 i 3 pary postgpowe, wigc przemieszczenia katowe 1 1 3 sa takie same. Mozliwos¢
ruchu tatwo wywnioskowa¢ z obserwacji, ze osie /1 /] musza w kazdym potozeniu
uktadu pozostawa¢ w statych odlegtosciach 4, i h; odpowiednio od punktow 4 i D.
W sensie geometrycznym oznacza to styczno$¢ osi /;1 /5 do okregdw L, i l5, a to moze
by¢ zrealizowane na wiele sposobéw dopdki osie /51 /) nie pokrywaja si¢ (¢, # 0). Taka
wlasno$¢ wskazuje, ze ruch cztonu 1 bedzie transformowany na ruch cztonu 3. Zupet-
nie odmienny wniosek wysnujemy dla przypadku szczegolnego, kiedy /51 /5 pokrywaja
si¢ (o, = 0). Sytuacja taka jest dla ukladéow przedstawionych na rys. 1.17b, c, d, e
i nietrudno zauwazy¢, ze istnieje tam jedynie mozliwo$¢ zmontowania uktadu w czterech
konfiguracjach. Po zmontowaniu natomiast mamy do czynienia z usztywnieniem ukta-
du, a wigc brakiem ruchu. Ruchliwo$¢ rzeczywista wynosi tutaj zero (W, =0) i jest
o jeden mniejsza od ruchliwosci teoretycznej (W, = 1). Mamy zatem tutaj rowniez do
czynienia z uktadem, w ktorym nastgpito zmniejszenie ruchliwos$ci rzeczywistej, ale

3> Na takim schemacie oparte jest sprzegto Oldhama.
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Rys. 1.17. Uktad ptaski R2TR

tym razem doprowadzito to do jego zablokowania. Czton posredniczacy 2 ma szcze-
go6lna geometri¢ (osie /1 /J pokrywaja sig), co skutkuje jego ruchliwoscia lokalna
(W, =D.

Przestrzenny uktad kinematyczny z rys. 1.18 jest ideowym przedstawieniem po-
wszechnie stosowanego, niezaleznego zawieszenia kot samochodow, znanego jako ko-
lumna McPhersona. Zwrotnica 2 takiego uktadu ma dwa rzeczywiste stopnie swobody
(W, = 2), dzigki ktorym mozliwe jest poddawanie si¢ zawieszania przy pokonywaniu
nierdwnosci na jezdni (pierwszy stopien swobody) oraz skre¢canie pojazdu (drugi sto-
pien swobody). Tymczasem obliczenie ruchliwosci ze wzoru (1.2) dla uktadow prze-
strzennych® wskazuje, ze uktad ma trzy stopnie swobody (W, = 3). W tym przypadku
obliczona ruchliwo$¢ teoretyczna W, obejmuje ruchliwos¢ lokalna cztonu 3 (W, ;= 1).
Jest to ruch obrotowy wokét osi pary cylindrycznej C i moze wystapi¢ tylko, gdy o$

¢ Pary obrotowe A'i A" potraktowano jako jedna pare I klasy (zdwojenie).
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DO UKEADU

Rys. 1.18. Schemat ideowy kolumny McPhersona

pary C przechodzi przez srodek przegubu sferycznego D. Ruchliwos¢ lokalna jest wige
tutaj takze wynikiem specyficznej geometrii i nie jest przeszkoda w prawidtowym dzia-
faniu uktadu, co wigcej czton 3 w takim wykonaniu (z para cylindryczna) jest korzyst-
niejszy technologicznie.

Na podstawie przytoczonych przyktadow stwierdzamy, ze w wypadku wystapienia
ruchliwosci lokalnej W, obliczona ruchliwos¢ teoretyczna (strukturalna) ;. nie odda-
je stanu faktycznego. Jest to cecha wszystkich uktadow, a wige w kazdym przypadku
wystapienia ruchliwosci lokalnej nalezy wprowadzi¢ poprawke okreslajaca ruchliwosé
teoretyczna i rozroznia¢ ruchliwos¢ rzeczywista W, od ruchliwosci teoretycznej W,
wedtug zalezno$ci:

Wey=W,-W, (1.13)

Sprawdzenie poprawnos$ci wzoru (1.13) dla omowionych uktadow z cztonami dys-
ponujacymi ruchliwoscia lokalna (rys. 1.16, 1.17, 1.18) jest czynno$cia elementarna
i pozostawiamy to czytelnikowi.

1.2.3.2. Wiezy bierne

Kazdy czton i kazda para uktadu kinematycznego wnosi do uktadu wigzy, tj. ogra-
nicza wzajemne ruchy cztonéw. W sensie geometrycznym oznacza to na przyktad usta-
lenie statej odlegto$ci migdzy punktami dwoch cztondw, zabranie mozliwosci ruchu
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wzglednego obrotowego itd. W pewnych warunkach wykonania istnieje mozliwos¢
zwielokrotniania niektoérych wigzow i chociaz w rezultacie uzyskuje si¢ uktady struk-
turalnie sztywne lub nawet przesztywnione, to ruch wzgledny cztonow jest mozliwy.
Kilka przyktadéw takich uktadéw kinematycznych przedstawiono na kolejnych ry-
sunkach.

Na rysunku 1.19a pokazano schemat kinematyczny czworoboku przegubowego
w wykonaniu szczeg6lnym — wymiary cztonéw dobrano w taki sposob, ze czworobok
ABCD jest w kazdym potozeniu rownolegtobokiem. Latwo zauwazy¢, ze czton BCE
nie wykonuje ruchu obrotowego wzgledem podstawy 4D, a trajektorie punktow (Srod-
koéw par) B, C i E sa okrggami o jednakowych promieniach. Latwo tez wywnioskowac,
ze srodek okregu 1, znajduje si¢ w prostym do wyznaczenia punkcie F. Poniewaz

Rys. 1.19. Przegubowy czworobok rownolegtoboczny

w kazdym potozeniu uktadu jest stata odlegtos¢ migdzy punktami £ i F, wigc mozna
wprowadzi¢ do uktadu dodatkowy czton EF o odpowiedniej dtugosci (EF = AB = CD).
Ten dodatkowy czlon (rys. 1.19b) wprowadza do uktadu wigzy bierne — ustala odle-
glo$¢ punktow E i F, ktére juz w pierwotnym uktadzie, dzigki szczegbdlnej geometrii
pozostawaty w statej odlegtosci. Ograniczenia zatem wprowadzone przez czton EF sa
wiezami biernymi.

Dodatkowy czton EF zmienia strukturg uktadu (rys. 1.19b). Jego ruchliwos¢ teore-
tyczna, obliczona jak dla uktadéw plaskich, wynosi tym razem zero (W, = 0) i wskazuje,
ze mamy do czynienia z uktadem strukturalnie sztywnym, chociaz ruchliwo$¢ rzeczy-
wista nie ulegla zmianie i dalej wynosi jeden (W, = 1). Dla oceny tego stanu wprowa-
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Rys. 1.20. Cztony o ruchu obrotowym i postgpowym

dza si¢ kolejna poprawke do wzoru na ruchliwosé¢ rzeczywista uktadu kinematyczne-
go, ktory teraz przybiera postac:

Wo=W,-W, +W, (1.14)

gdzie Wy — liczba wigzoéw biernych.

Dla uktadu kinematycznego z rys. 1.19 na podstawie (1.14) stwierdzamy wystgpo-
wanie wigzow biernych w liczbie jeden (W, = 1).

Kolejne przyktady uktadow o szczegbdlnej geometrii przedstawiono na rys. 1.20.
Tarcza 1 (rys. 1.20a) tworzy z podstawa par¢ kinematyczna obrotowa A4 (sposob to-
zyskowania zapewnia pozadany ruch obrotowy). Rozwiazanie takie nie zadowala kon-
struktora w przypadku, kiedy czton 1 jest wirnikiem (rys. 1.20b) o wymiarach i ob-
cigzeniach wymagajacych dodatkowego tozyskowania w parze B. Jezeli zapewniona
jest wspotosiowos¢ tozysk 4 1 B, to ruch obrotowy wirnika jest mozliwy. Dzieje sig tak,
pomimo ze utworzenie pary B wprowadza do uktadu dodatkowe ograniczenia ruchu
(dodatkowe, bo przeciez para 4 juz zapewnia wymagany ruch obrotowy), zatem
i w tym uktadzie wprowadzono wigzy bierne — zbgdne kinematycznie ograniczenia
ruchu. Ruchliwos$¢ tego uktadu traktowanego jak przestrzenny wynosi minus trzy
(W;=-3), czyli tym razem zgodnie z zaleznoS$cia (1.14) W, =4 — wirnik moze
si¢ obraca¢, wigc Wy = 1.

7 Sekwencja symboli par kinematycznych od cztonu czynnego do biernego.
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Podobna interpretacjg tatwo przypisa¢ uktadom prowadzenia platformy 1 (rysu-
nek 1.20c¢, d). Pierwszy z nich, w ktorym prowadnica 0 tworzy z platforma 1 parg po-
stgpowa jest kinematycznie i strukturalnie poprawny — W, = W, = 1. Wymagane dla
korzystniejszego rozktadu sit zdwojenie pary postgpowej przez utworzenie dodatkowo
pary B, mozliwe przy spelieniu oczywistych warunkéw geometrycznych, oznacza row-
niez wprowadzenie dodatkowych, zbednych kinematycznie wigzow (ograniczen ruchu).
Zabieg ten rowniez spowoduje zmiang ruchliwosci. Tym razem uktad z rysunku 1.20d,
traktowany jak przestrzenny, ma ruchliwo$¢ teoretyczna minus cztery (W, = —4), a wigc
zgodnie z zaleznos$cia (1.14) ma pie¢ wigzéw biernych (W, =5). Wprowadzenie
w uktadzie z rys. 1.20d prowadnic o przekroju kolowym, dogodniejszym technicznie,
jakkolwiek obnizy stopien przesztywnienia, to jednak ciagle jego ruchliwos¢ oblicza-
na z (1.2) bedzie rézna od oczekiwanej i wyniesie minus dwa (W, = -2), chociaz plat-
forma 1 dysponuje mozliwoscia ruchu (W, = 1), wigc zgodnie z zalezno$cia (1.14)
w ukladzie pozostana jeszcze trzy wigzy bierne (W, = 3).

Rozbieznosci migdzy ruchliwoscia teoretyczna i rzeczywista wystepuja takze w ukta-
dach z zatozenia przestrzennych. Przeniesienie ruchu obrotowego mi¢dzy dwoma wat-
kami, od cztonu czynnego 1 do biernego 3, ktorych osie sa zwichrowane, umozliwia
miedzy innymi uktad czworoboku przestrzennego R2SR’ (rys. 1.21a). Jego ruchliwo$¢
rzeczywista wynosi jeden (W, = 1), teoretyczna natomiast jest rowna dwa (W, =2).
Wystepuje tutaj tolerowana w praktyce ruchliwos¢ lokalna cztonu posredniczacego 2

o

Rys. 1.21. Uktad przestrzenny transformacji ruchu obrotowego
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(W,, = 1) — ruch obrotowy cztonu 2 wokot osi przechodzacej przez $rodki par sferycz-
nych. W wykonaniu szczegdlnym tego uktadu (rys. 1.21b), w ktorym osie cztonoéw 11 3
przecinaja si¢, mozna zaobserwowac pewne cechy szczegdlne. Jak nietrudno zauwa-
zy¢ w tym przypadku w czasie ruchu trojkat ABC jest geometrycznie niezmienny. Wia-
sno$¢ ta umozliwia modyfikacje struktury, ktora nie tylko nie zmieni ruchliwosci rze-
czywistej, ale nawet nie zmieni charakterystyki kinematycznej w relacji czton czynny 1 —
bierny 3.

Nowe ruchliwe uktady (W, = 1) uzyskane w wyniku modyfikacji uktadu R2SR
to uktady RS2R i 4R (rys. 1.21c¢c, d). W kazdym z nich nastapito zmniejszenie ruchli-
wosci teoretycznej, a wige w kazdym wystegpuja wigzy bierne:

* W,=01W,=1 dlaukladu RS2R,

s W,=-21W,=3dlauktadu 4R.

Prostota zaleznosci (1.14), wiazacej ruchliwos¢ rzeczywista W, teoretyczna W,
lokalna W, i wigzy bierne W, jest nie do przecenienia. Bardzo wazna dla konstruktora
jest niesiona przez nig informacja o wystgpowaniu w uktadzie dodatkowych, zbednych
kinematycznie ograniczen ruchu. Jak pokazuja przytoczone przyktady wystepowanie
wigzow biernych zawsze oznacza konieczno$¢ spetnienia geometrycznych warunkow
ruchu, tj. zwiazkéow funkcyjnych pomigdzy wymiarami podstawowymi cztonow.

Posta¢ tych warunkow moze by¢ rozna, czasem jest bardzo ztozona [8]. Dla oma-
wianych uktadow sformutujemy je werbalnie:

* dla uktadu zdwojonego czworoboku (rys. 1.19) wymiary czlondw musza zapew-

nia¢ w kazdym potozeniu istnienie dwoch réwnolegtobokow ABCD 1 CDFE,

* dla lozyskowania wirnika (rys. 1.20b) trzeba, aby polpary 4 i B podstawy i wirnika
byly wspotosiowe,

* dla platformy (rys. 1.20d) na prowadnicach o przekroju kolowym osie potpar plat-
formy 1 i prowadnic 0 musza by¢ do siebie rownolegte i w jednakowej odlegto-
$ci,

* dla uktadu RS2R (rys. 1.21c¢) osie potpar podstawy 0 i cztonu 3 musza si¢ prze-
cina¢ w jednym punkcie, dla uktadu 4R (rys. 1.21d) wymagane jest juz przeci-
nanie si¢ w jednym punkcie osi wszystkich par kinematycznych; w tych ukta-
dach sa wymagane tez pewne, pominigte tutaj, zwiazki natozone na wymiary
podstawowe liniowe [25].

Przedstawione uktady z wigzami biernymi raz jeszcze potwierdzaja teze, ze o rze-
czywistych wlasnosciach ruchowych, o mozliwosci ruchu wzglednego cztonéw,
oprocz struktury w znacznym stopniu decyduje tez geometria. Kazdy z uktadow jed-
nokonturowych (rys. 1.22), ktorych struktura wskazuje na brak mozliwosci ruchu
(W7 <0), w szczegolnych warunkach wykonania stanie si¢ uktadem ruchliwym.
W literaturze opisano wiele takich uktadow [1], [9], [29] — kilka z nich zestawiono
narys. 1.23.
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RUCHLIWOSE TEDRETYCZINA ()
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Rys. 1.22. Struktury uktadoéw teoretycznie sztywnych i przesztywnionych
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Rys. 1.23. Schematy uktadow ruchliwych o szczegdlnej geometrii

1.2.4. Uklady kinematyczne racjonalne

Praktyczna realizacja uktadu kinematycznego, polegajaca na wykonaniu poszcze-
gb6lnych cztondéw, jest nieuchronnie zwiazana z odchytkami wykonawczymi.
Ich warto$ci sa uzaleznione od wielu czynnikow, jak np. stanu technicznego dyspono-
wanego parku maszynowego, poziomu technicznego obstugi, zawsze jednak sa nieu-
niknione.
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Szczegdlnie wazne beda odchytki wymiaréow podstawowych, ktore decyduja o istot-
nych parametrach uktadu kinematycznego. Maja one m.in. wptyw na doktadnos¢ reali-
zowanych ruchoéw, trajektorii, potozen, a takze na wartoSci obciazen. Te ostatnie
w wyniku btedow wykonawczych moga osiagna¢ wartosci powodujace nawet zniszcze-
nie elementow uktadu. W uktadach szybkobieznych moga by¢ powodem znacznie wigk-
szych, od przewidywanych, sit dynamicznych. Efektem niedotrzymania wymiaré6w no-
minalnych moze by¢ takze wejscie w strefe samohamownosci w tych uktadach, ktore
pracuja w poblizu potozen martwych.

W przypadku uktadow z wigzami biernymi aspekt doktadnosci wykonania wymia-
row czlonow nabiera dodatkowego istotnego znaczenia. Nieuniknione odchytki wyko-
nawcze sprawiaja bowiem, ze geometryczne warunki ruchu takich uktadow moga by¢
spelione tylko z pewnym przyblizeniem. Oznacza to w praktyce, ze jeszcze przed wy-
stapieniem obciazen zewngtrznych uktadu z wigzami biernymi w parach kinematycznych
pojawia si¢ dodatkowe sity. Sa one wywotane konieczno$cia ,,dopasowywania” sig¢ czto-
noéw, oznaczajacego w praktyce sprezyste odksztatcenie (rozciaganie, zginanie itd).

Wartosci tych dodatkowych obciazen, zwiazane z warto$ciami odchytek wykonaw-
czych i sztywno$cia cztonow, zmieniaja si¢ w zaleznos$ci od potozenia uktadu. Ich kon-
sekwencja jest przede wszystkim zmniejszona sprawno$¢ mechaniczna oraz nadmier-
ne zuzycie elementow par kinematycznych. Tym samym moga nie by¢ osiagnigte za-
ktadane wartosci istotnych wskaznikow, jak sprawno$¢, zywotnos¢ i niezawodnos$é.
W drastycznych przypadkach moze nawet zachodzi¢ zmgczeniowe (dodatkowe obcia-
Zenia zmieniajg si¢ cyklicznie) zniszczenie ktoregos z cztonow.

Rys. 1.24. Geometria uktadu
czworoboku przegubowego

LA,
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W ptaskim czworoboku przegubowym (rys. 1.24a), oprocz oczywistego warunku
rownolegtosci osi wszystkich par kinematycznych (tylko wtedy jest to uktad ptaski),
wymagane jest spetnienie zaleznosci:

at+tb—-c—-d=0 (1.15)

Sytuacja idealna, tj. przy zerowych odchytkach wykonawczych, jest przedstawiona
na rys. 1.24a. W warunkach rzeczywistych, kiedy cztony wykonano z btedami, juz
w fazie montazu pojawia si¢ trudnosci. Zaktadajac montaz par w kolejnosci 4, B, C
i w ostatniej kolejnosci D, utworzenie tej ostatniej okaze si¢ niemozliwe (rys. 1.24b),
pélpary D'i D" bowiem beda od siebie ,,oddalone”, a ich wzgledne potozenie moze
by¢ opisane za pomoca parametrow A, 3, I, [". Sytuacja taka bedzie wystepowaé row-
niez przy probach utworzenia pary D (zamknigcia uktadu) dla innych potozen cztonu 4B,
chociaz warto$ci parametréw h, B, ', I” beda si¢ zmienia¢. W wypadku wystapienia
odchylek montaz ostatniej pary D jest zatem mozliwy tylko w przypadku przytozenia
zewngtrznych sit, ktore spowoduja odpowiednie, wymagane dla montazu, odksztalce-
nia cztondw. Sytuacj¢ wynikowa obrazuje rys. 1.24¢, na ktoérym cztony sa odksztatcone.
Nie trzeba dowodzi¢, ze w parach kinematycznych tak zmontowanego ,,na sil¢” ukta-
du beda w czasie ruchu wystepowaé dodatkowe, cyklicznie zmienne sity, a wywolanie
ruchu bedzie mozliwe po pokonaniu sit tarcia oraz sit odksztatcenia sprezystego czto-
now.

Wyznaczenie tych dodatkowych obciazen jest zagadnieniem ztozonym, wymaga sto-
sowania zaawansowanych metod analizy przemieszczen uktadow przestrzennych oraz
znajomos$ci materiatu 1 postaci konstrukcyjnej cztonow. Skalg zjawiska obrazuje poda-
ny przyktad.

W przeniesieniu jednego z napedow robota /Rb [23] stosuje si¢ rownolegloboczny
uktad (rys. 1.25a), stuzacy do transformacji ruchu obrotowego od cztonu 1 do cztonu 2.
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L s T
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A 22Ny 0
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{ 1f \_4_ JT sl Rys. 1.25. Efekty odchytek wymiarow
EF
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zdwojonego czworoboku
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Uktad ten spetni swoja funkcje w sensie kinematycznym takze wtedy, gdy pozbawi si¢ go
jednego z tacznikow 3 lub 4. Stosowanie dwoch tacznikdéw jest podyktowane korzyst-
niejszym rozktadem sit, powodujac jednak, ze nawet przy idealnym spetnieniu warun-
kow ptaskosci (osie wszystkich par rownolegle) jest to uktad z wigzami biernymi,
a warunki wystapienia ruchu to:

AD=BC=EF

(1.16)
AE=DF, AB=CD, o.=f3

Wykonanie z btedami wymiaréw wchodzacych w zwiazki (1.16) doprowadzi
do sytuacji, ze juz w czasie montazu, zwlaszcza w jego ostatniej fazie polegajacej np.
na wmontowaniu tacznika 4, wymagane bedzie uzycie sity. Wynika to z faktu, ze rze-
czywista dtugos¢ /. bedzie rozna od odlegtosci potpar E i F wynikajacej z rzeczywi-
stych wymiardéw czlonow 0, 1, 2 i 3. Rdoznicg tg reprezentuje odchytka A/ (rys. 1.25b),
ktorej warto$¢ zmienia si¢ w funkcji potozenia uktadu.

Przyjmujemy wymiary nominalne:

AD = BC = EF =450 mm

AE =DF = AB=CD =60mm

o= [3 =n/2
na rys. 1.25¢ przedstawiono przebieg zmian Al(¢) dla dwdch klas doktadnosci wyko-
nania /75 oraz IT8, po zatozeniu symetrycznego rozktadu tolerancji. Z wykresu widac,
Ze istnieje polozenie, w ktorym A/ = 0, a montaz w tym potozeniu nie wymaga odksztat-
cania cztonow — jest mozliwy bez uzycia sil. Jednak w czasie ruchu odchytka A/ zmie-
nia si¢ co do wartosci i znaku. Powoduje to na przemian rozciaganie i Sciskanie taczni-
ka 4, wywotujac tez odksztatcenia pozostatych cztondéw. Wartosci sit, ktére temu to-
warzysza sa zalezne od sztywnosci cztonow. Zaktadajac na poczatek, ze odksztatceniu

podlega wytacznie czton 4, wykonany ze stalowego preta o przekroju osiowym 1074 m?,
jest on obciazony sita osiowa F' o wartosciach:

Fe(-2,6, +12,7) kN dla ITS
Fe(-9,6, +44,6) kN dla IT8

Uzyskane warto$ci odnosza si¢ do stosunkowo prostego uktadu, i wyznaczone zo-
staty dla znacznych uproszczen, przez co rzeczywiste wartosci moga odbiega¢ od przy-
toczonych. W realnym uktadzie odksztatceniom ulega¢ beda przeciez takze pozostate
cztony, a wartosci sit zostana zmniejszone w wyniku wystegpowania luzow w parach
kinematycznych. Jednak juz na podstawie analizy tego prostego uktadu nalezy stwier-
dzi¢, ze rzeczywiste uktady z wigzami biernymi, ktorych cztony sa wykonywane z nie-
uniknionymi odchytkami wymiaréw, zawsze beda charakteryzowaty si¢ wystgpowaniem
w parach kinematycznych dodatkowych sit, nie przewidzianych przez konstruktora wraz
ze wszystkimi negatywnymi skutkami.
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Specyfika uktadow z wigzami biernymi, w szczegdlnosci ktopoty techniczne zwia-
zane z ich montazem i eksploatacja, spowodowata, ze nadano im miano ukladow nie-
racjonalnych. Termin ten wynika wprost z niewtasciwej, nieracjonalnej struktury, skut-
kujacej nadmierna liczba ograniczen ruchu — wigzow biernych, ktére sa wigzami bier-
nymi w przypadku spetnienia okreslonych warunkow geometrycznych nalozonych na
wymiary podstawowe cztonow.

Ogodlnie nalezy stwierdzié, ze stosowanie takich uktadow powinno by¢ ograniczane
na rzecz uktadow racjonalnych, bez wigzow biernych, w ktorych mozliwos$¢ ruchu nie
jest ograniczona zadnymi warunkami. Przedstawiono dalej wybrane przyktady uktadow
nieracjonalnych, wskazujac na geometryczne warunki ruchu oraz pokazano sposoby
modyfikacji ich struktury w celu uzyskania rozwigzan racjonalnych.

Zdwojone tozyskowanie wirnika (rys. 1.26a), korzystne ze wzgledu na wielko$¢
sit w parach kinematycznych, wprowadza jak juz wiadomo wigzy bierne. Oznacza
to, ze przy wystapieniu odchytek wykonawczych juz ze zmontowaniem takiego uktadu
beda okreslone klopoty. Sytuacje taka, z celowo wyolbrzymionymi btedami, przed-
stawiono na rys. 1.26b, ¢c. W przypadku ogdlnym osie potpar podstawy 0 sa zwichro-
wane, a ich wzgledne potozenie opisuje odlegtos¢ 4, i kat zwichrowania ¢,. Iden-
tycznie wirnik 1, wykonany z odchytkami, bedzie miat osie potpar zwichrowane —
odlegtos¢ hy, kat «,.

Wprowadzone cztery wymiary podstawowe, przypisane poszczegolnym cztonom,
umozliwiaja okreslenie geometrycznych warunkow ruchu w postaci:

hy=h,=0 oraz o, = ;=0

a)

A B

//7///% I
¥
— ODCHYLKI # 0 |—

o)

Rys. 1.26. Odchytki wymiaréw wirnika i podstawy
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Kierunek modyfikacji struktury uktadu, aby uzyskac¢ rozwiazanie racjonalne, a wigc
bez wigzow biernych, wynika wprost z zaleznosci (1.14) i (1.2).

W zmodyfikowanym uktadzie powinno by¢:

* Wy=0, brak wigzow biernych,

* W, =0, brak ruchliwosci lokalnych,

+ 2p,=2, wirnik powinien tworzy¢ z podstawa dwie pary kinematyczne,

« We=W,=1,k=1.

Po rozpisaniu rownania (1.2) mamy

W, = 6k =Sp; | “4p, | 3p; | 2p4 | —1ps
1 = 61 50| 41| 30|20 |-11
1 = 61 50| 40| 311|-=211]-10

W wyniku otrzymali$my wigc dwa rozwiazania:

* k=1,p,=1,ps=1(rys. 1.27a),
* k=1,py;=1,p,=1(rys. 1.27b).

a)
_ = = A
Y
P
(¢}
P
? Z
FRLE L SL T

Rys. 1.27. Racjonalne tozyskowanie

wirnika

Zwro¢my uwage, ze wynikiem rozwazan
sa klasy par kinematycznych, jakie ma tworzy¢
wirnik z podstawa. Moga by¢ one rowniez zre-
alizowane w postaci weztow (rys. 1.8), wazne
jest tylko, aby w okreslonym potaczeniu zapew-
ni¢ odpowiednia liczbg stopni swobody. Tak
wlasnie utworzono propozycje rozwiazan racjo-
nalnych przedstawione na rys. 1.27a, b, z ktorych
ostatnie, uzyskane w sposob formalny, jest zna-
nym tozyskowaniem za pomocag dwoch tozysk
wahliwych, przy czym jedno daje mozliwos¢
przesuwu wzdtuznego.

Wiele maszyn i urzadzen wymaga realiza-
cji ruchu przesuwnego elementu w podstawie.
Jedno z mozliwych i chetnie stosowanych roz-
wiazan przedstawiono na rys. 1.28a. Jest to
uktad z pigcioma wigzami biernymi (W, = 5),
w ktorym dwie cylindryczne prowadnice /'1 "
zapewniaja mozliwos$¢ ruchu przesuwnego czto-

nu 1, gdy sa spetnione warunki geometryczne. Oba cztony wykonane z btgdami przed-
stawiono na rys. 1.28b, c, przy takich odchytkach zmontowanie uktadu jest niemozli-
we. Osie /"1 /" prowadnic podstawy 0 oraz osie /"1 ["” polpar cztonu 1 sa odpowiednio
wzgledem siebie zwichrowane. Dla poprawnego dziatania trzeba, aby byty spetione

warunki:

oy =0y =0 oraz hy=h,
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Y

Rys. 1.28. Odchytki wymiarow elementu przesuwnego i prowadnicy

Odchytki wykonawcze wymiarow wystepuja zawsze, ich wartosci zaleza od wielu
czynnikow, ale mniejsze odchytki oznaczaja wigksze koszty. Zabezpieczenie mozliwo-
$ci wspotpracy obu elementow (rys. 1.28), nawet w warunkach niedoktadnego wyko-
nania wymaga modyfikacji w celu uzyskania rozwiazania racjonalnego, bez wigzow
biernych. Podobne rozwazania, jakie przeprowadzono dla poprzedniego uktadu
(rys. 1.26 1 1.27), prowadza do formalnego zdefiniowania wymaganych klas par kine-
matycznych. Cztery przyktady rozwiazan racjonalnych przedstawiono na rys. 1.29, gdzie
pozostawiono tylko jedna pare cylindryczna, drugie potaczenie natomiast zapewnia
w kazdym ze schematow pig¢ stopni swobody. Jednak czysta parg piatej klasy, o styku
punktowym, zastosowano tylko w rozwiazaniu ¢, w pozostalych natomiast przypadkach
zastosowano wezly, eliminujac parg¢ wyzsza, o ograniczonych mozliwos$ciach przeno-
szenia sit.

Kazdy uktad ptaski juz z definicji zawiera wigzy bierne, na ruch czlonow bowiem
natozone sa wigzy, ktore zmuszaja je do ruchu w ptaszczyznie, $cislej w ptaszczyznach
rownolegtych. Oznacza to w praktyce konieczno$¢ zapewnienia rownolegtosci i pro-
stopadtosci osi okreslonych par kinematycznych.

Rozpatrzmy dla przyktadu uktad czworoboku przegubowego (rys. 1.30a, b). Dla spet-
nienia warunku ptaskosci tego uktadu osie wszystkich par obrotowych musza by¢ pro-
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Q) b)
1 L

Rys. 1.29. Rozwiazania racjonalne uktadow, element przesuwny — prowadnica

stopadte do ptaszczyzny ruchu. Oznacza to, ze kazdemu z cztonow nalezy zapewnic
rownolegto$é osi potpar®. Obecno$é wiezéw biernych potwierdza formalne obliczenie
ruchliwosci teoretycznej (W, = —2) ze wzoru (1.2) dla uktadow przestrzennych. Wobec
tego, ze nie wystepuje tutaj ruchliwos¢ lokalna (W, = 0), zalezno$¢ (1.14) wskazuje na
istnienie trzech wigzéw biernych (W, = 3).

Uktady ptaskie wystepuja w praktyce masowo, wiele z nich to rozwiazania struktu-
ralnie nieracjonalne. Dla zwartej budowy, z zapewnieniem duzej doktadnos$ci wykona-
nia cztonoéw, uktady ptaskie pracuja zupetnie poprawnie. W kazdej parze kinematycz-
nej wystepuja ponadto luzy, ktdére w istotny sposéb moga zniwelowaé niekorzystny
wplyw ewentualnych niedoktadnosci wykonawczych.

Racjonalnos¢ struktury czworoboku przegubowego (rys. 1.30) tatwo uzyskac przez
taka modyfikacj¢ klas par kinematycznych, aby uzyska¢ ruchliwo$¢ teoretyczna dla
uktadu przestrzennego r6wna jeden (W, = 1). Pozostawiajac bez zmiany pary kinema-
tyczne utworzone przez cztony ruchome (1, 3) z podstawa 0, uzyskuje si¢ jednoznacz-
ne klasy pary B i C. Przyktadowo, najczgsciej uzywane warianty przedstawiono na
rys. 1.30c, d, rozwiazania szczegotowe natomiast, po wstawieniu szczegolnych postaci
potaczen w parach B, C prezentuje rys. 1.31a, b, c. Uktad przedstawiony na rys. 1.31d
ma ruchliwo$¢ teoretyczna rowna dwa, jednak zawiera si¢ w tej liczbie ruchliwos¢ lo-
kalna cztonu 2 (W, = 1), ktéra nie wptywa na ruch transformowany od cztonu 1 do 3.
Jest to czgsto stosowane rozwigzanie, w ktorym tacznik 2 czworoboku jest taczony
z cztonami sasiednimi 1, 3 za pomoca tozysk wahliwych.

8 Pomijamy tutaj inne, niezbedne warunki natozone na wymiary podstawowe cztonow.
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2D — =0

30— W, =4

a)d

b

Rys. 1.30. Czworobok przegubowy ptaski (a), (b) i struktury racjonalne (c), (d)

P //@

Rys. 1.31. Czworobok przegubowy — rozwiazania racjonalne



44 1. Struktura ukiadow kinematycznych

Jednym z uktadow kinematycznych umozliwiajacych redukcj¢ obrotéw jest prze-
ktadnia obiegowa — mechanizm ztozony z kot zgbatych, z ktorych niektore wykonuja
ruch obiegowy (ich osie przemieszczaja si¢ ruchem liniowym) — przedstawiona
narys. 1.32a, b. Sktada si¢ ona z kota centralnego 1 (czlon czynny) o zazgbieniu ze-
wnetrznym, drugiego kota centralnego 0, bedacego jednoczesnie podstawa oraz trzech
kot obiegowych 2 utozyskowanych w jarzmie J (czton bierny). Dla jednoznacznego
przeniesienia ruchu migdzy kotem 1 i jarzmem J wystarczy jedno koto obiegowe. Sto-
sowanie wigkszej liczby tych kot (tutaj trzech) podyktowane jest checia zwigkszenia
momentow, jakie mogg by¢ transformowane przez ten mechanizm. Jednak wprowadze-
nie do uktadu wigkszej liczby kot obiegowych jest rownoznaczne z wprowadzeniem
dodatkowych, zbednych kinematycznie, wigzow biernych. Ruchliwo$¢ teoretyczna
wynosi tym razem W, =-7, co oznacza, ze uktad jest przesztywniony, a wigc niera-
cjonalny strukturalnie.

Rys. 1.32. Przektadnia obiegowa — rozwigzania nieracjonalne (a) i racjonalne (c¢) i (d)
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Konsekwencja nieuniknionych odchytek wykonawczych moze by¢ m.in. to, ze po-
zadany jednoczesny kontakt wszystkich par zazgbien nie bedzie realizowany. Moze to
skutkowa¢ wigkszymi od zaktadanych sitami wystgpujacymi w zazgbieniach, co w skraj-
nych przypadkach prowadzi do przedwczesnego zuzycia przektadni. Nie trzeba wyka-
zywag, ze uniknigcie tych niekorzystnych zjawisk pociaga za sobg konieczno$¢ bardzo
duzych doktadnosci wykonania.

Innym $rodkiem zaradczym moze by¢ poszukiwanie drog modyfikacji struktury ukta-
du w kierunku rozwigzania racjonalnego, w ktérym wyeliminowane zostana wigzy bier-
ne. Dwa przyktady takich rozwiazan przedstawiono na rys. 1.32¢, d. Pierwsze z nich
charakteryzuje si¢ tym, ze z¢by kot obiegowych wykonano jako barytkowe, a koto cen-
tralne 1 nie jest tozyskowane sztywno — jego potozenie jest ustalane przez zgby kot
obiegowych. Przeniesienie ruchu od watu wejsciowego odbywa sig za posrednictwem
dwoch par II klasy P,, ktére w realnych uktadach sa sprzegtami zgbatymi.

W drugim rozwiazaniu (rys. 1.32d) kota obiegowe 2 majaq juz zgby proste, ale
sa faczone z jarzmem J za pomoca tozysk wahliwych (pary sferyczne III klasy P;), a koto
centralne 1 taczy si¢ z watem wejSciowym za pomoca jednego sprzegla zgbatego. Oby-
dwa rozwiazania sa racjonalne, co tatwo stwierdzi czytelnik korzystajac z wzorow (1.2)
i(1.13).

Pokazane tutaj rozwiazania racjonalne przektadni obiegowej nalezy traktowac jako
przyktadowe. Konstruktorzy stosuja wiele jeszcze innych modyfikacji [18], [25], ale
wszystkie one zmierzaja do catkowitego lub co najmniej czgSciowego wyeliminowa-
nia wigzow biernych.

Problematyka racjonalnosci uktadéw kinematycznych jest doceniana przez konstruk-
torow praktykow. Czesto calkiem nieSwiadomie, opierajac si¢ wytacznie na intuicji,
w swoich rozwiazaniach konstruktorzy stosuja takie pary kinematyczne (fozyska), ktore
nadaja rozwiazaniom cechy racjonalnosci. Jednak bazowanie wylacznie na intuicji moze
by¢ zawodne w przypadku uktadoéw ztozonych, $wiadczy o tym wiele realnych ukta-
dow zawierajacych wigzy bierne. Obserwacja wskazuje na pewna prawidtlowos¢: im bar-
dziej odpowiedzialny i zaawansowany technologicznie uktad kinematyczny, tym mniej-
sze szanse na spotkanie cho¢by fragmentéw rozwigzanych w sposob nieracjonalny.

Nie oznacza to jednak, ze stosowanie uktadow z wigzami biernymi jest z definicji
btedem konstruktora. Sa przypadki, kiedy jest to niezbedne i w petni uzasadnione, uktady
z wigzami biernymi sa tez prostsze. Decyzja o ich stosowaniu w praktyce powinna by¢
podjeta ze §wiadomoscia potencjalnych klopotow technologicznych i eksploatacyjnych.



2. KONFIGURACJA UKLADOW
KINEMATYCZNYCH

2.1. Wprowadzenie

Istota uktadu kinematycznego jest ruch cztonow. W kazdej chwili cztony zajmuja
okreslone polozenie wzgledem podstawy, a tym samym réwniez wzgledem siebie.
Wszelkie rozwazania, zarowno dotyczace kinematyki, jak i dynamiki maja za zadanie
odpowiedzie¢ na pytanie, jakie jest biezace potozenie poszczegolnych cztondw, a wige,
jaka jest konfiguracja uktadu. W kinematyce potozenie cztonow uktadu jest zalezne
wylacznie od wymuszen kinematycznych, zaniedbuje si¢ natomiast masy cztonow, sity
zewngtrzne bierne i czynne. Te ostatnie sa natomiast istotne w rozwazaniach dynamicz-
nych. Analiza dynamiczna kazdego uktadu musi by¢ zawsze poprzedzona analiza ki-
nematyczng — nie ma dynamiki bez kinematyki!

Kazdy uktad kinematyczny ztozony z okreslonej liczby cztondéw potaczonych ze soba
réznymi parami kinematycznymi jest okreslony co do ruchu, jesli znane sa wymuszenia
kinematyczne w liczbie rownej liczbie stopni swobody'. Zdecydowana wiekszo$¢ me-
chanizméw to uktady o jednym stopniu swobody, oznacza to, ze do okres$lenia ich ru-
chu wystarczy podanie jednego wymuszenia. Przyktadowo wymuszeniem kinematycz-
nym uktadu korbowego silnika spalinowego jest funkcja opisujaca przemieszczenie s
tloka w czasie s = s(¢), ktore jednoznacznie opisuje potozenie cztondéw tego mechani-
zmu, jest to bowiem uktad o ruchliwosci W= 1. W powszechnie znanych uktadach
wysiggnikowych tadowarek, ktorych ruchliwos¢ wynosi dwa (W = 2) do opisu ruchu
tyzki sa potrzebne juz dwa wymuszenia kinematyczne, na ogdt w postaci zmian dtugo-
$ci dwoch sitownikow w czasie (s, = 5,(¢) oraz s, = s,()). Jeszcze wigcej wymuszen
jest potrzebnych w analizie mechanizméw robotow. Uktady te sa tak zbudowane, aby
ostatni element (efektor) dysponowat kilkoma stopniami swobody.

Opis konfiguracji uktadu kinematycznego tylko pozornie jest najprostszym zadaniem
kinematyki, na ogot nastrgcza wielu ktopotoéw. Tylko bardzo proste uktady ptaskie lub
mechanizmy manipulatoréow o strukturze szeregowe;j sa tatwe w opisie, znakomita wigk-
szo$¢ uktadow natomiast nie mozna opisa¢ w formie jawnych zaleznosci lub ich uzy-

! Wyjatkiem od tej reguty sa uktady z wigzami biernymi i wtedy przez stopnie swobody nalezy rozu-
mie¢ ruchliwo$¢ rzeczywista.
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skanie wymaga uciazliwych przeksztatcen ztozonych wyrazen algebraicznych. Z drugiej
strony wzglednie tatwe jest sformutowanie uktadow roéwnan algebraicznych nielinio-
wych wyrazajacych zwiazki miedzy parametrami kinematycznymi uktadow. Ich roz-
wiazanie, dajace w wyniku informacj¢ o potozeniach poszczegdlnych cztondw, a tym
samym calego uktadu, mozna uzyskac¢ za pomoca uniwersalnych programow, korzy-
stajac z procedur opartych na metodach numerycznych. Trudno$ci przenosza si¢ na roz-
wiazywanie uktadow rownan nieliniowych.

Techniki opisu konfiguracji uktadu kinematycznego sa rézne i r6zne $rodki sa do tego
stosowane. Metody graficzne maja nie tylko znaczenie dydaktyczne. W zwiazku z po-
wszechnym stosowaniem programéw graficznych uzyskiwane doktadnosci metod gra-
ficznych nie ustgpuja metodom analitycznym czy numerycznym, a jednoczesnie rysu-
nek daje czytelne informacje istotne w projektowaniu. Dysponowanie na schemacie
uktadu wektorem predkosci czy przyspieszenia lub wektorem sity oddziatywania mig-
dzy cztonami w parze kinematycznej jest wazna informacja dla konstruktora, znacznie
czytelniejsza niz dwie liczby: modut sity i kat nachylenia wektora sity.

Metody oparte na rysunku maja niestety t¢ wadg, ze sa czasochtonne w razie po-
trzeby wielokrotnego powtorzenia obliczen w celu porownania wielu rozwigzan, roz-
nych w sensie geometrycznym. Nalezy wowczas stosowaé metody analityczne i nume-
ryczne. Dostgpne pakiety oprogramowania matematycznego wraz z rozwijanymi w ostat-
nich latach metodami analizy umozliwiaja badanie dowolnych uktadéw bez potrzeby
siggania po drogie, a czgsto niedostgpne oprogramowanie specjalistyczne. W przypadku
profesjonalnych programow analizy ich poprawne i efektywne wykorzystanie wymaga
znajomos$ci metod, na jakich te programy bazuja.

2.2. Wzgledne potozenie dwoch czionéw

2.2.1. Wspétrzedne absolutne — ukfady ptaskie

Opis konfiguracji uktadu wielocztonowego mozna rozpatrywac jako opis wzglednego

potozenia uktadow wspotrzednych lokalnych zwiazanych z poszczegdlnymi cztonami —
cztonowi odniesienia (podstawie) przypisuje si¢ tzw. uktad globalny. Takie podejscie

do opisu uktadu kinematycznego, jakkolwiek skutkuje wigksza liczba rownan, znako-
micie porzadkuje i formalizuje modelowanie uktadow zaréwno w zakresie kinematy-
ki, jak i dynamiki.

Na rysunku 2.1 przedstawiono dwa cztony j, k uktadu ptaskiego, ktorym przypisa-
no uktady wspoétrzednych prostokatnych {j} oraz {k}. Na czlonie k-tym obrano
punkt M, ktérego potozenie w ukladzie {k} cztonu k opisuje wektor 'rj. Ten sam
punkt M w uktadzie {j} cztonu jest opisany wektorem”r,,. Obydwa wektory opisuja-
ce potozenie punku M wraz z wektorem’p;, opisujacym potozenie poczatku uktadu {k}
w uktadzie {j} wiaze nastgpujace rbwnanie:

r,='R, “r, +'p, (2.1)
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Rys. 2.1. Wspotrzedne absolutne uktadu ptaskiego

Pierwszy sktadnik prawej strony rownania (2.1) wynika z koniecznosci transformo-
wania wektora krM (jego sktadowe sa wyrazone w uktadzie {k}) do uktadu {j}. W for-
mie macierzowej rownanie (2.1) przybiera postaé:

’:xM _ c?s ’:@k —sin ’:@k ]’:xM N ’:xk 2.2)
vy sin’@,  cos’O, || "y, Ty
Wystepujaca w rownaniu (2.1) macierz /R, w postaci:

A A A @, —sin'®
iR, =[e,. feky]:{cos ks k} 2.3)

sin’@,  cos’O,

jest tzw. macierza rotacji, a jej elementy, zestawione w kolumny to wektory jednostko-
we (wersory) e, €, osi uktadu {k} wyrazone w uktadzie {;}:

) CcoS J@k . —sin j@k
e, = e, =
kx ky

sin /0, cos’O, @4

Nalezy tutaj odnotowa¢ cickawa wlasno$¢ macierzy rotacji polegajaca na tym, ze jej
odwrdcenie jest tozsame transponowaniu:

(2.5)

IR;'=‘R =R :{ cos '@, sin j@k}

—sin '@, cos’'O,



2.2. Wzgledne polozenie dwoch czionow 49

Prawdziwos$¢ zaleznosci (2.5) mozna tatwo potwierdzié, pamigtajac ze iloczyn ma-
cierzy i jej odwrotno$ci daje w wyniku macierz jednostkowa:

IR, R = cos’.@k —sin’.@k cos’.@k sin{@k _ 1 0 1 26)
sin’®,  cos’O, ||—sin’O, cos’O, 0 1

Zaleznos¢ (2.1) mozna w prosty sposob przeksztatci¢ tak, aby z prawej strony row-
nania zamiast sumy wystapit iloczyn, co upraszcza zapis uktadow wielocztonowych.
W tym celu réwnanie (2.1) nalezy uzupetic neutralng rownoscia jedynek, uzyskujac
w rezultacie:

ir, ='A r, (2.7)
gdzie
. j j
ia, =| Re P 2.8)
00 1
a po rozpisaniu:
T Xur cos’®, —sin'O, x | “x,
Ty |=|sin '@, cos’O, Ty, || Fyy (2.9)
1 0 0 1 1

Jak wida¢ z (2.9), wektory opisujace potozenie punktu M w ukladzie wspoirzednych
maja teraz trzy sktadowe, w tym jedna neutralna jedynkg, macierz rotacji /Ry natomiast
wraz z wektorem pozycji /py tworza teraz macierz transformacji jednorodnej (homo-
genicznej) Ay o postaci:

cos’®, -sin’O, ’x,
'A,=|sin’O, cos’O, 'y, (2.10)
0 0 1

Elementy macierzy transformacji /A, sa wyrazone trzema parametrami, ktore ze-
brane w wektor:

jqk=[jp§ j@k]T:[jxk jyk j@k]T

sa okre$lane mianem wspétrzednych absolutnych? [3], [5].

2 Spotykane jest tez okre§lenie wspotrzedne uogodlnione kartezjanskie [13], [26].
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Podobnie jak w przypadku czystej rotacji istniata macierz rotacji odwrotnej
(zaleznosci (2.5), (2.6)), tak tez w przypadku macierzy transformacji jednorodnej ist-
nieje jej forma odwrotna. Jej posta¢ mozna uzyska¢ wykorzystujac dwa oczywiste
spostrzezenia:

* po odwréceniu podmacierz /R, macierzy /A, ulegnie prostej transpozycji,

* poniewaz po odwroceniu uktad {j} ma by¢ wyrazony w uktadzie {k}, wigc wek-

tor pozycji /p, musi zmieni¢ znak, a jego sktadowe nalezy teraz wyrazi¢ w ukta-
dzie {k}.
Prowadzi to, po wykorzystaniu (2.4) oraz (2.5), do nastgpujacych wyrazen:

J 2.11
0 0 1 ( )
iRT T jeix by
YA = TR g
J — "€ Py (2.12)
00 1

Korzystajac z omoéwionej formy zapisu, mozna tatwo okres§la¢ wzgledne potozenia
dowolnych cztonéw oraz ich punktow, a na ich bazie tworzy¢ zwiazki algebraiczne,
wyrazajace wigzy wynikajace z taczenia czlondw za pomoca par kinematycznych oraz
definiowa¢ kinematyczne wymuszenia ruchu.

2.2.2. Wspotrzedne absolutne — uktady przestrzenne

Podobnie jak w przypadku uktadow ptaskich istnieja zalezno$ci okreslajace trans-
formowanie wspotrzednych punktow cztondéw uktadow przestrzennych. Na rysunku 2.2
pokazano dwa czlony i przypisane im uktady wspotrzednych prostokatnych {;} i {k}.

Analogicznie do uktadow ptaskich mamy tym razem rownanie:

v, ='R, *r, +'p, (2.13)

Macierz rotacji /R , w przypadku uktadu przestrzennego ma wymiar 3x3, a rownanie
(2.13) po rozpisaniu do formy macierzowej ma postac:

I Xy kxM T xy
Ty | =R Fou || (2.14)
. .
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Rys. 2.2. Wspotrzedne absolutne uktadu przestrzennego

Kolumny macierzy rotacji /R, to wektory jednostkowe (wersory) osi uktadu {k}
wyrazone w uktadzie {j}, a poszczegolne elementy tych kolumn to inaczej rzuty we-
rsorow osi uktadu {k}na osie uktadu {j}. Poniewaz wersory z definicji maja moduty
rowne jednos$ci, wigc elementy kolumn sa wprost kosinusami kierunkowymi [20]. Przy-
ktadowo sktadowe wersora osi x uktadu {k} wyrazone w {j} wynosza:

cos(L(x;, X))
Jey, =| cos(ZL(y %)
cos(£(z,x;))

(2.15)

Jest wiec
R, =lle, e, e.] (2.16)

Macierz rotacji /R, dla uktadow przestrzennych, podobnie jak w uktadach ptaskich
(uktady sa takze ortogonalne), ma prosta form¢ odwrocong — odwracanie jest tozsame
z transponowaniem, a zatem

k _Jp-l1_JjRT _| jaT
R, =/Ri'=/R] =| /el

_ (2.17)
JeTkz
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Sposrod dziewigeiu elementow macierzy rotacji /R, tylko trzy sa niezalezne. Moz-
na si¢ o tym przekona¢ na podstawie iloczynu:

Jel 100
RUR, =1 Jel, |[Je, e, e ]=[0 1 0 (2.18)
Jel 00 1

Po wykonaniu mnozenia i porownaniu elementéw macierzy obu stron réwnania
(2.18) uzyskuje si¢ zaleznosci:

(jekx)T(jekx):l (jekx)T(jeky)zo (jekx)T(jekZ):O

Ueo) (en)=0 (e, ) ()=t (ey)le)=0 @19

0 (jekz )T (jekz)zl

W réwnaniach (2.19) wystepuje trzykrotne powtorzenie (porownaj jednakowo pod-
kreslone). Dziewig¢ elementdéw macierzy rotacji jest zatem powiazanych szescioma
roéwnaniami, a to oznacza, ze tylko trzy z nich sa niezalezne®. Oznacza to, ze znajo-
mos¢ trzech elementow macierzy transformacji pozwala obliczy¢ pozostate.

Podobnie jak w przypadku uktadu ptaskiego transformacja jednorodna (homogenicz-
na) realizuje si¢ wedtug zaleznosci:
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Il

r, =A'r, (2.20)

Po przedstawieniu w formie macierzowe;j jest to rownanie

_]xM_ Ix, _kxM_
o _| Ry Ty, “yu
T2y iz, K20 (2.21)
| 000 1 1

Macierz transformacji jednorodnej, a wigc uwzgledniajacej jednoczesnie rotacje
i translacjg, ma postac:

'R, jpk}l:jekx Tey e py 2.22)

jAk:
0 0 0 1 0 0 0 1

3 Potwierdza to powszechnie znana prawde, Ze orientacje cztonu w przestrzeni wyznaczaja trzy katy.
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Macierz transformacji odwrotnej uzyskuje si¢ podobnie jak dla uktadu ptaskiego:

_iel ip,
kA = ia-l=| R, —Je, p
A=A = j ky Pi (2.23)
- jezz jpk
0 00 1

Warto$ci elementow macierzy transformacji /A, sa tym razem zalezne od wielu
parametrow, z ktorych oczywiste sa jedynie sktadowe wektora pozycji /p,. Niestety
nie istnieja w tym przypadku niezalezne katy, ktore moga postuzy¢ do tatwego obli-
czania elementéw podmacierzy odpowiedzialnej za rotacje. Z tego wzgledu macierz
transformacji tworzy si¢ w praktyce w sposob posredni, np. przez sktadanie kolej-
nych transformacji elementarnych — translacji i rotacji wokot poszczegdlnych osi
uktadu wspotrzednych.

Przedstawiona posta¢ macierzy transformacji /A, jest ogolna i fatwo z niej mozna
wyprowadzi¢ macierze transformacji elementarnych, a mianowicie:

* translacje

1 00 'x

. . 010 /

fAk(transl:fpk)z _yk
001 /z (2.24)
0 00 1

* rotacj¢ wokot osi x

1 0 0

0

. 0 cos@, -—sin®, 0
fAk(rot:x,@x)z 0
1

0 sin®, cosO, (2.25)
0 0 0
* rotacj¢ wokot osi y
cos®, 0 sm6O, 0
N ( o ) 0 1 0 0
rot:y, =

VORI Ty ~sin@®, 0 cosO, 0 (2.26)

0 0 0 1
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* rotacj¢ wokot osi z

cos®, —sinB,
sin@, cos@,
0 0
0 0

JA,(rot:2,0_ )= (2.27)

S = O O
- o O O

Nalezy zwrdci¢ tutaj uwagg, ze katy transformacji elementarnych O, 6,, 6.
sa odmierzane zgodnie ze zwrotami poszczegdlnych osi.

Skladanie transformacji elementarnych. Jak juz wspomniano, ogélna posta¢ ma-
cierzy transformacji /A, jest czgsto trudna do zdefiniowania. Jednak mozna ja okresli¢
za pomoca macierzy transformacji elementarnych, wzglgdne potozenie bowiem dwoch
elementow (uktadow wspoétrzednych) wynika wprost z kolejnych przemieszczen ele-
mentarnych — translacji i rotacji. Wynikowa macierz transformacji bedzie wtedy ilo-
czynem transformacji elementarnych.

PRZYKLAD 2.1

Sktadanie transformacji elementarnych przesledzimy na przyktadzie (rys. 2.3) opi-
su przemieszczania elementu z polozenia &, kiedy osie zwigzanego z nim uktadu {£°}
wspotrzednych prostokatnych pokrywaja si¢ z osiami uktadu odniesienia {j} do nowego
potozenia k, uzyskanego w wyniku translacji i dwoch rotacji.

Kolejne przemieszczenia elementarne pokazane na rys. 2.3 sktadaja si¢ na przemie-
szczenie catkowite, ktore opisuje macierz:

transf ( ’Ak )= (transl: jpk )(rot:y,@y =—g)(rot:x,@x =g) (2.28)

Macierz (2.28) tatwo mozna wyprowadzi¢ przez podstawienie kolejnych macierzy
elementarnych (zal. (2.24), (2.25), (2.26)), co daje w rezultacie:

1 0 00
1 00 “x cos(—] 0 sin(—n] 0 - -
j 2 2 0 cos|—| —sin|—| O
in, = 0 1.0 7y 0 1 0 0 2 2
k .
0 0 1 7z ||—sin _r 0 cos _r 0fl0 sinE cosE 0
2 2 2 2
000 1 0 0 0 10 0 0 1
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Xy

z]? Z Qf_% X i ? "‘ y
Y : =¥
Tk o HEy e
] 3O Lk ok JURS U SR L
/ yJ / 7/ /
» » N
I (TRANSL:1p, } (ROT:v,8,) (ROT: x, 8y}

Rys. 2.3. Sktadanie transformacji elementarnych

Podstawienie wartosci funkcji trygonometrycznych i kolejne mnozenia macierzy

(1 0 0 x |[0 0 =1 0][1t 0 0 0
o [0 10 Iy flo 1 0 0ffo 0 -1 0
““loo 1 7z ||t 0o 0o offo 1 0 0

000 100 0 1[0 0 01

10 0 Jx]f0 -1 00

. 010 / 0 -10

A, = Vi

001 ‘7|t 0 00
000 10 0 01
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daja w efekcie posta¢ macierzy transformacji

0 -1 0 /x|

. 0 0 -1/

TA, = .yk
1 0 0 'z (2.29)
0 0 0 1 |

Poprawnos¢ (2.29) tatwo potwierdzi¢ wprost z rys. 2.3, pamigtajac, ze trzy pierw-
sze elementy pierwszej kolumny to sktadowe wersora osi x uktadu {k} (wektora jed-
nostkowego na osi x, ) wyrazone sktfadowymi w uktadzie {j}. Podobnie w drugiej kolu-
mnie mamy sktadowe wersora osi y, a w trzeciej kolumnie sktadowe wersora osi z uktadu
{k} wyrazone sktadowymi w uktadzie {j}.

Zgodnie z wlasno$ciami iloczynu macierzy* w przypadku sktadania transformacji
elementarnych nalezy bezwzglednie przestrzegac kolejnosci poszczegdlnych przemie-
szczen, ktore sa dokonywane w sukcesywnie zmieniajacych si¢ uktadach wspotrzed-
nych’. W omawianym przyktadzie (rys. 2.3) mieli$my:

* translacj¢ w uktadzie bazowym {j},

* rotacje w ukladzie przesunietym {k'},

+ rotacje w uktadzie obroconym {k?}.

2.2.3. Wspoétrzedne Denavita-Hartenberga — uktady przestrzenne

Duza popularno$¢ w opisie uktadow przestrzennych zdobyta sobie notacja DH®,
szczegoblnie chetnie stosowana do opisu uktadow kinematycznych robotéw (manipula-
toréw), chociaz jej pierwotna prezentacja dotyczyta uktadow kinematycznych zamknig-
tych. Dominujaca grupa praktycznie wykorzystywanych uktadéw jest zbudowana z czto-
néw tworzacych przewaznie pary kinematyczne obrotowe R i postgpowe 7. W wypad-
ku wystgpowania par o wigkszej liczbie stopni swobody mozna tatwo przeksztatcaé je
do weztow kinematycznych zawierajacych wylacznie pary obrotowe i1 postgpowe. Dwa
przyktady takich przeksztalcen, dla pary cylindrycznej C i przegubu sferycznego S, za-
prezentowano na rys. 2.4. Juz z tych dwoch przyktadow wida¢, ze zastapienie dowol-
nej pary kinematycznej odpowiednia kombinacja par obrotowych i postgpowych nie
zmienia wlasnos$ci kinematycznych uktadu.

4 AB # BA

5 Skladanie transformacji nie jest przemienne, a wigc uzyskanie poprawnej transformacji ztozonej
wymaga zachowania odpowiedniej kolejnos$ci transformacji elementarnych oraz dokonywania ich w ko-
lejnych posrednich uktadach wspoirzednych.

6 Po raz pierwszy opublikowana w pracy: Denavit J., Hartenberg R.S.: 4 Kinematic Notation for
Lower Pairs Mechanisms Based on Matrices. Transactions of ASME, Journal of Applied Mechanics,
Vol. 22, 1955.
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S=——3R

Rys. 2.4. Przeksztatcenie par CiSw wezty RT'1 3R

W uktadach zawierajacych wytacznie pary obrotowe R i postegpowe 7 mozna po-
szczegblnym cztonom przypisa¢ lokalne uktady wspotrzednych kierujac si¢ dwiema
zasadami:

* osie z; poszczegolnych uktadow sa zawsze poprowadzone wzdtuz osi par wyzna-

czajacych odpowiednio kierunek przesuwu (dla pary 7) lub o$ obrotu (dla pary R),

* osiex g poszczegdlnych uktadow sa zawsze poprowadzone w taki sposob, aby byty

prostopadte do osi z,, uktadu kolejnego.

Zgodnie z tymi zasadami na rys. 2.5 pokazano dwa uktady wspotrzednych {j} i {k}
z zaznaczeniem ich kolejnych przemieszczen. Jak juz pokazano macierz transformacji
/A, migdzy uktadami {j}, {k} moze by¢ uzyskana przez zlozenie kolejnych transfor-
macji elementarnych, tak aby przemiescié uktad {£°} tozsamy z {j} do potozenia osta-
tecznego {k} wedlug nastgpujacej sekwencji:

transf(jAk): transl(x; :a;)-rot(x; :o;)- transl(z, :d; ) -rot(z, 1 ©,)  (2.30)

Jak nietrudno zauwazy¢ catkowita transformacja bedzie zalezna od tylko czterech
parametrow zaangazowanych w kolejne transformacje elementarne, ktore wystapity
w zaleznosci (2.30). Sa nimi (rys. 2.5):

* odleglos¢ a; migdzy osiami z; oraz z,

o kat ; zwichrowania osi z; oraz z,

* odlegtos¢ d, poczatku uktadu {k} od osi X; mierzona wzdtuz osi z,,

* kat O, orientacji osi x, wzgledem X; obroconej wzgledem osi z,.
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. Oy TRANSL (1 ROT TRANSL ROT >
U IG 0 g M 2 0 25 1

Rys. 2.5. Uktady wspotrzednych usytuowane zgodnie z notacja DH

Po podstawieniu poszczegdlnych macierzy transformacji elementarnych, zgodnie
z zaleznosciami (2.24), (2.25), (2.27) mamy:

1 00 a1 0 0 0
, 0 1 0 0]/0 cosa; —siner; 0
A, =
0 01 0|0 sina; cosa; O
100 0 1]|0 0 0 1]
[1 0 0 0][cos®, -sin®, 0 O]
01 0 O0f|fsin®, cos®, 0 O
X
0 01 4, 0 0 1 0
00 0 1 O 0 0 1]




2.2. Wzgledne potozenie dwoch cztonow 59
a po wykonaniu mnozenia macierz /A, dla notacji DH uzyska nastepujaca postac:
cos O, —sin O, 0 a; |
i cosor;sin@;  cosa;cos@,  —sina; —dgsing;
k= . .
sin; sin@,  sina;cos@,  coso;  dycosa (2.31)
i 0 0 0 1 |

Zwrdemy uwage, ze struktura macierzy DH (2.31) jest taka sama jak dla wspotrzed-
nych absolutnych. Ostatnia jej kolumna zawiera skladowe wektora pozycji
/p, uktadu {k} w {j}, a pozostale elementy to wyrazone posrednio odpowiednie kosi-
nusy kierunkowe. Kolumna pierwsza, a $cislej jej trzy pierwsze elementy, to sktadowe
wersora osi x, ukladu {k} wyrazone w uktadzie {;j}, podobnie kolumna druga i trzecia
to kolejno sktadowe wersoréw osi y, iz, w ukladzie {j}.

Macierz odwrotna powstaje zgodnie z zasadami, o ktorych byta mowa w przypadku
macierzy transformacji (2.23). Wymagane jest wykonanie dwoch zabiegdéw, a miano-
wicie:

+ odwrocenie podmacierzy /R, macierzy /A, odpowiedzialnej za rotacj¢ wymaga

prostego transponowania,

* poniewaz uktad {j} ma by¢ wyrazony w uktadzie {k}, wigc wektor pozycji /p,
musi zmieni¢ zwrot, a jego skladowe nalezy teraz wyrazi¢ w uktadzie {k}, co
wymaga jego transformowania, a wigc wykonania mnozenia kRj/'p e

Prowadzi to do nastgpujacej zaleznosci:

[ cos 6, cosq;sin®; sina,;sin®; —a;cos 6y |
kAj _iadt = —sin®; COsSQ;COSO; sine;cosO;,  a;sinO;
0 —sinq; cos oL —d, (2.32)
. 0 0 0 1 |

Cztery parametry, z ktérych mozna obliczy¢ poszczegolne elementy macierzy DH
dogodnie jest zebra¢ w wektor:

A=l 6, 4]

; (2.33)

co porzadkuje i utatwia opis uktadow wielocztonowych.

Dysponujac macierza transformacji zgodna z zatozeniami DH, przeanalizujemy te-
raz znaczenie geometryczne i kinematyczne poszczeg6élnych parametrow — sktadowych
wektora (2.33). W tym celu cztonom j, k fragmentu uktadu kinematycznego przypisu-
jemy uktady lokalne {j}, {k}. Na rysunku 2.6 pokazano przypadek, kiedy cztony j, k
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Rys. 2.6. Uktady wspotrzednych dla notacji DH — para obrotowa

tworza par¢ obrotowa, na rys. 2.7 parg postgpowa. Zgodnie z reguta osie z; 12, 53 po-
prowadzone wzdtuz osi par kinematycznych, natomiast 0$ X; jest prostopadta do osi z,.
Jak nietrudno zauwazy¢ w obu przypadkach (rys. 2.6, 2.7) czlon j w sensie geometrycz-
nym moze by¢ rozpatrywany jako dwie proste zwichrowane, ktorych odlegtos¢ (mie-
rzona wzdtuz prostopadtej do tych prostych) ma warto$¢ stata i jest pierwszym elemen-
tem a; wektora (2.33). Kat zwichrowania o tych osi jest kolejnym parametrem w (2.33)
i takze ma wartos$¢ stala. Dwa pozostate parametry nalezy rozpatrywac oddzielnie dla
pary obrotowej i postgpowe;j.

W przypadku pary obrotowej (rys. 2.6) kat O, jest zmienny i wyraza przemieszcze-
nie katowe w tej parze. Dokladniej kat ©, opisuje obrét uktadu {k}, zwiazanego

2y

Rys. 2.7. Uktady wspotrzednych dla notacji DH — para postgpowa
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z cztonem k, precyzyjnie osi x; wzglgdem osi x; wokot osi z, a pomiar kata ©), nastg-
puje zgodnie z reguta Sruby prawoskretnej. Brak przemieszczenia cztonu k£ wzdtuz osi
z, wskazuje jednoznacznie, ze czwarty parametr zalezno$ci(2.33) ma w przypadku pary
obrotowej wartos¢ stata (dj, = const).

W przypadku pary postegpowej (rys. 2.7) kat ©, ma wartos¢ stala, poniewaz kon-
strukcja tej pary nie umozliwia ruchu obrotowego wzgledem osi z,. Natomiast mozli-
we jest tutaj przemieszczenie liniowe cztonu k wzgledem j wzdtuz osi z,. Odlegto$¢ d,
mierzona wzdtuz osi z, — migdzy osiami x : 1x, — wyraza przemieszczenie liniowe w parze
postepowej. Rowniez tutaj istotny jest znak tego przemieszczenia, dodatni znak d, ozna-
cza, ze od osi X; do osi x, przemieszczamy si¢ zgodnie ze zwrotem 0si z,.

2.3. Wyznaczanie konfiguracji uktadéw ptaskich

2.3.1. Rozwiazanie graficzno-analityczne

2.3.1.1. Metoda bezposrednia

Bezposrednia metoda geometryczna opisu konfiguracji uktadu kinematycznego sta-
nowi w istocie zapis analityczny kolejnych etapéw metody wykreslnej, ktora polega
na znajdowaniu potozen charakterystycznych punktow cztonow. Potozen tych punktow
poszukuje sig¢ na ich trajektoriach wynikajacych z wigzow (dtugosci, katow) narzuca-
nych przez poszczegodlne cztony i pary kinematyczne. Nalezy podkresli¢, ze obecnie,
gdy konstruktor dysponuje komputerowymi systemami graficznymi, uzyskiwane do-
ktadnosci metod graficznych nie ustgpuja metodom analitycznym.

Mozna z pelna odpowiedzialnoscia stwierdzi¢, ze wiele zalet rozwiazania graficz-
nego czgsto sktania do ich wykorzystywania w praktyce. Przede wszystkim otrzymany
schemat jest najlepszym nosnikiem informacji o wlasnosciach uktadu kinematycznego
zwigzanych z jego konfiguracja. Zasadnicza niedogodnoscia metod graficznych jest brak
mozliwosci szybkiego uzyskiwania wynikow przy jakichkolwiek zmianach wymiarow.
Metoda ta moze by¢ zatem polecana do analiz jednostkowych oraz, co zostanie uwy-
puklone w dalszej czg$ci, jako pierwsze rozwiazanie przydatne w metodach numerycz-
nych. Dalej przedstawiono przyktady analizy potozen, ktére wskazuja na metodg po-
stgpowania.

PRZYKLAD 2.2

Jako pierwszy rozpatrzmy prosty uktad jarzmowy (rys. 2.8), w ktorym czton nape-
dzajacy 1 obraca si¢ wokot punktu 4, w wyniku czego sworzen B wchodzi okresowo
w ruchowe potaczenie z cztonem napgdzanym 2, przemieszczajac si¢ w odpowiednio
uksztaltowanej szczelinie. Jak wida¢ z rysunku 2.8 przej$cie punktu B po trajektorii i,
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Ky z potozenia B do B, wywota przemie-
'/-----\ /_ szczenie cztonu 2 o skok s,. Zwré¢my
,’ \ uwage, ze po wyjsciu sworznia B ze
szczeliny cztonu 2, ten ostatni bgdzie po-
zostawal w spoczynku. Uktady tego typu
nosza miano mechanizmow przystanko-
wych — transformuja ciagty ruch cztonu
czynnego na ruch przystankowy cztonu
biernego. Sformutowanie zaleznosci ana-
litycznej wiazacej kat obrotu cztonu 1
z przesuwem czlonu 2 nie nastrgcza kto-
potow.

Rys. 2.8. Mechanizm przystankowy — rysowanie
potozenia

PRZYKLAD 2.3

Na rysunku 2.9 przedstawiono czworobok przegubowy w dwodch potozeniach
z zaznaczeniem konstrukcji graficznej znajdowania tych konfiguracji. Niezbg¢dne czyn-
nosci graficzne wynikaja wprost z cech tego uktadu. Jest oczywiste, Ze trajektoria (i,
punktu B jest okrag, natomiast punktu C uk u . okregu, co w polaczeniu ze stata dtu-
goscia cztonu BC umozliwia zakre$lenie z punktu B, tuku promieniem R = BC, ustala-
jac potozenie punktu C,. Dowolna zmiana warto$ci kata ©, jednoznacznie ustala poto-
zenie punktu B, a to skutkuje zmiang konfiguracji czworoboku.

Sposob postgpowania w metodzie geometrycznej omoéwiony na przyktadzie czwo-
roboku przegubowego (rys. 2.9) moze stanowi¢ podstawe do wyznaczenia zaleznosSci
umozliwiajacych $ciste okreslanie zmiennych konfiguracyjnych, a zadanie sformuto-
wane jest nastgpujaco:

Znalezé konfiguracje uktadu (rys. 2.10) dla zadanego potozenia cztonu napedza-
Jjacego AB (kqt ©,), co w istocie oznacza, po przyjeciu uktadu odniesienia xy,

Rys. 2.9. Czworobok przegubowy — rysowanie potozenia
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zwiqzanego z podstawq AD, koniecznos¢ zdefiniowania zaleznosci wyrazajqcych
orientacje cztonéw 2 i 3 (katy ©, i ©;) oraz polozenie punktu M (wspotrzedne
Xy 1Y)

Znane sa wymiary czlonow (rys. 2.10), a zadanie polega na wyprowadzeniu zalez-
nosci:

@2 = @2 (aﬁb?c?dﬁ@l)ﬁ @3 = @3(a9bacada@l)
xM = xM (anbacadaenﬁa@])y yM = yM (aabacadaenﬁa@])
‘ AB=ag
Yol . b BC=b

2,b c CD=c
AD=d

Rys. 2.10. Czworobok przegubowy — oznaczenia wymiaréw i zmiennych

Po przyjgciu uktadu odniesienia x y, (0§ odcigtych przyjeto wzdtuz wymiaru d pod-
stawy AD) wyznacza si¢ wspoOtrzedne punktu B:

Xz =acos 6, (2.34)
yp =asinO, (2.35)

Gdy sa juz umiejscowione punkty B i D, potozenie punktu C okresla si¢ graficznie,
kreslac do przecigcia dwa okregi (rys. 2.9) o promieniach b i ¢ — pierwszy z punktu B,
drugi z D. Odpowiada to nastgpujacym rOwnaniom:

b* = (xc —Xp )2 + ()’c — VB )2 (2.36)

cr=(x.—d) +y? (2.37)
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Dalsze postgpowanie polega juz tylko na wykonywaniu stosownych przeksztatcen.
Po wykonaniu potggowania prawych stron réwnan (2.36) i (2.37), po uwzglednieniu
(2.34) 1 (2.35), ich zsumowanie prowadzi do zalezno$ci:

L@ =d®  2ypye o 2pYc (2.38)
T o —d) 2-d) " 2, —d) '

Po podstawieniu (2.38) do (2.37) otrzymujemy rownanie kwadratowe:

2
yé+[cl—y3yc—dj —?=0 (2.39)
xp—d

z ktérego mozna wyznaczy¢ dwie warto$ci wspoirzednej y .:

—sts*—4
S (2.40)

Ye = 2

gdzie

2 —
Pt sy s=22d=C)

XB—d)2 XB—d

Dwa rozwiazania réwnania (2.40) wskazuja jednoznacznie na dwie mozliwe konfi-
guracje uktadu — punkty C'i C* oraz odpowiednio katy ©, i ©; oraz ©,* 1 ©;*. Dyspo-
nujac wspotrzednymi punktu C (zal. (2.38), (2.40)), wyznaczamy warto$ci katow opi-
sujacych orientacjg cztonow 2 1 3 z zaleznoSci:

Xe — Xp
o, = arctg(ycj (2.42)
xC - d

Wyznaczenie wspotrzednych punktu M nie stanowi juz zadnego ktopotu:

Xy =acos O, +ecos(@, + ) (2.43)

y,, =asin@, +esin(@, + ) (2.44)
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Dysponowanie analitycznym opisem potozenia uktadu kinematycznego w postaci
funkcji jawnych jest korzystne z wielu wzgledow. Jest to przede wszystkim punkt wyj-
$cia do kolejnych analiz, nie tylko kinematycznych. Z metod analitycznych otrzymuje
si¢ wyniki doktadne, a wykorzystanie najprostszego srodowiska obliczen umozliwia
wielokrotna analiz¢ dla r6znych wariantow wymiarowych.

2.3.1.2. Metoda posrednia — modyfikacji

W poprzednim uktadzie (przyktad 2.3) graficzne okreslenie potozenia sprowadzato
si¢ do prostych operacji kreslenia tukow. W innych przypadkach konieczne bedzie wy-
kreslanie stycznych do okrggow, prostych rownoleghych itp. prostych operacji graficz-
nych. Istnieje wiele uktadow kinematycznych, dla ktorych rozwiazanie zadania znale-
zienia konfiguracji jest niemozliwe do wykonania metodg bezposrednia wykorzystana
w poprzednim uktadzie. Na ogot w takich przypadkach konieczne sa specjalne zabiegi
wydzielania czgséci uktadu, wspomagajace wyznaczanie trajektorii itp. Istote takiego
podejscia ilustruje przyktad.

PRZYKLAD 2.4

Przyktad mechanizmu, dla ktorego okreslenie konfiguracji wymaga szczeg6élnych
zabiegdw pokazano narys. 2.11. Jest to uktad o pigciu cztonach ruchomych, w ktérym
mozna wyrozni¢ czworobok przegubowy ABCD oraz dotaczony do niego dwucziton EF
w postaci tacznika i suwaka. Rozpatrzmy oddzielnie dwa przypadki réznigce si¢ miej-
scem przyltozenia napedu. Cztonem czynnym begdzie w jednym przypadku czton 4B,
w drugim przypadku suwak.

Jezeli cztonem czynnym jest czton AB, to konfiguracja uktadu jest tatwa do okre-
$lenia, z rys. 2.11 widag, ze:

* punkt B porusza sig po okregu U i jego polozenie jest znane w przypadku zde-

finiowanego ruchu cztonu 4B — srodkiem okrggu jest punkt A4,

* trajektoria y punktu C tez jest okregiem, ktdrego srodkiem jest punkt D,

* trajektoria i, punktu F jest odcinkiem,

* odlegtosci pomigdzy punktami B, C oraz E, F'sa Scisle okreslone.

Podane spostrzezenia dla znanego potozenia punktu B umozliwiaja tatwe wyzna-
czenie kolejno punktow C, E, a nastgpnie punktu /. Wymagane jest wykonanie pro-
stych operacji graficznych z wykorzystaniem otéwka, cyrkla i linijki. Wielokrotne po-
wtorzenie tych operacji pozwala znalez¢ m.in. trajektorig 1, jak wida¢ krzywa zamknig-
ta o ztozonym ksztalcie.

Przypadek drugi, kiedy ruch uktadu jest wymuszany ruchem suwaka, okazuje
si¢ bardziej ktopotliwy. Jak wida¢ poprowadzenie z punktu F tuku promieniem R = EF
umozliwi rozwiazanie, jezeli wezesniej znana bedzie trajektoria (1. Jej wykreslenie wy-
maga uprzedniego roztaczenia uktadu w parze kinematycznej £ i rysowania kolejnych
potozen czworoboku ABCD, co nie sprawia zadnego ktopotu. Z rysunku 2.11 widac¢ tez,
ze nawet dysponujac trajektoria i, pojawia si¢ nastgpny problem. Luk o promieniu



66 2. Konfiguracja uktadéw kinematycznych

Rys. 2.11. Uktad szes$ciocztonowy — rysowanie potozenia

R = EF i $rodku w F przecina tor i, w dwoch punktach £ i E*, co odpowiada dwom
konfiguracjom czworoboku ABCD i AB*C*D. Wybor wlasciwej wymaga wigc znajo-
mosci ,,historii ruchu” — informacji o potozeniach wczesniejszych.

W zadaniu tym do okre$lenia konfiguracji zastosowano metod¢ posrednia, polega-
jaca na wydzieleniu czg$ci uktadu i rozpatrzeniu zadania prostszego (czworoboku
ABCD). Takie sposoby sa czgsto stosowane do znajdowania konfiguracji i szerzej
do rozwiazywania zadan kinematyki i nosza nazwe¢ metody modyfikacji [19].

Trudnosci w graficznym znajdowaniu konfiguracji przektadaja si¢ na metody anali-
tyczne. W wielu przypadkach moze to oznaczaé, ze znalezienie rozwigzania jawnego
jest bardzo ktopotliwe, czgsto niemozliwe. W rozpatrywanym przypadku, gdy znane
jest potozenie suwaka, znane sa wspolrzedne punktu F (x, y,), rozwiazanie analitycz-
ne polega na znalezieniu jawnych wyrazen na potozenie punktu E, co jak w metodzie
graficznej wymaga uprzedniego zajgcia si¢ czworobokiem ABCD. Wczesniejsze roz-
wazania dotyczace czworoboku (rys. 2.10) wykazuja jednoznacznie ztozonos¢ wyra-
zen okreslajacych wspotrzedne punktu £, a ktopoty potgguje istnienie wielu rozwigzan
(dwoch konfiguracji czworoboku ABCD dla zatozonej wartosci ©,). Zal6zmy znajo-
mos¢ tych wyrazen w postaci:

x,=x,(0,) vy =y.(0) (2.45)

Wtedy nalezy juz tylko rozwiazaé nastgpujace rownanie:

F=(z—x, Y+ =y )~ =0 (2.46)
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ZYozonos¢ i uciazliwo$¢ wymaganych dziatan algebraicznych zmierzajacych do zna-
lezienia wyrazenia okre$lajacego kat ©, nie musi juz by¢ wykazywana. Mozna tez po-
stuzy¢ si¢ metodami numerycznymi. Wtedy zadanie moze polegac na znalezieniu wia-
sciwego pierwiastka funkcji /7 (2.46), w ktorej wystepuje tylko jedna zmienna ©),.

2.3.2. Metody analityczne

2.3.2.1. Metoda wektorowa

W metodzie wektorowej opis analityczny uzyskuje si¢ z zapisu wiclobokow wekto-
réow utworzonych z odpowiednich wymiaréw liniowych cztonow. Liczba rownan we-
ktorowych — zwykle sumowanie wektorow — odpowiada liczbie zamknigtych konturow
uktadu kinematycznego. Po przyjeciu globalnego uktadu wspotrzednych prostokatnych
i przypisaniu kolejnym wektorom katéw ich zorientowania wzgledem osi odcigtych,
roéwnania sumy wektorow rzutuje si¢ na osie uktadu wspotrzednych, czego wynikiem
jest uktad réwnan algebraicznych. Tak otrzymany uktad réwnan nalezy juz tylko odpo-
wiednio przeksztatca¢ az do uzyskania wyrazen na zmienne wielkosci liniowe 1 katowe.

PRZYKLAD 2.5

Sposdb postgpowania w metodzie wektorowej przedstawiono na przyktadzie czwo-
roboku przegubowego (rys. 2.12), a zadanie sformutowane jest podobnie jak w metodzie
geometrycznej:

Znalez¢ konfiguracje uktadu dla zadanego potozenia cztonu napedzajqcego AB (kqt
0,), co w istocie oznacza, po przyjeciu uktadu odniesienia xy, zwiqzanego z pod-
stawq AD koniecznosé zdefiniowania zaleznosci wyrazajqcych orientacje cztonow
213 (kqty O, i ©,) oraz potozenie punktu M (wspdtrzedne x,,i y,,).

Znane sa wymiary czlondéw (rys. 2.12), a zadanie polega na wyprowadzeniu zalez-
nosci:
0,=0,(a,b,c,d,0,)
0, =06s(a,b,c,d,0))

xM :xM (aab,c,dae’ﬁagl)
yM = yM(a,b’cad,e,ﬁ,@])

W uktadzie czworoboku (rys. 2.12) wystepuje tylko jeden kontur ABCD, ktory za-
stapiony stosownymi wektorami daje jedno rownanie wektorowe o postaci:

atb-d-c=0 (2.47)
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Rys. 2.12. Czworobok przegubowy — wspotrzedne ,,wektorowe”
Wektory rzutowane na osie x, i y, daja uktad rownan:

acos®, +bcos@, —d —ccos @, =0
(2.48)

asin®, +bsin®, —csin®; =0
W zaleznosciach (2.48) wystepuja dwie niewiadome O, i ©;, ktérych wyznaczenie
wymaga rutynowych przeksztalcen. W pierwszej kolejnosci znajdujemy wyrazenie okre-

slajace kat ©;. W réwnaniach (2.48) wyrazy z katem €, grupujemy po ich lewych stro-
nach i podnosimy obustronnie do kwadratu:

2
bcos@, =—acos @, +d +ccos O]
. . . 2
bsin @, =—asin O, +csin @3\
otrzymujemy:

b?c0s? @, =(—acos @, +d +ccos O, )
(2.49)

b*sin* O, = (~asin @, + csin 6, )a
a po dodaniu obu rownan (2.49) stronami mamy:
b2(cos> @, +sin @, )= (—acos @, +d +ccos@, ) +(—asin@, +csin@,f  (2.50)

Wykonanie potggowania, wykorzystanie jedynki trygonometrycznej oraz pogrupo-
wanie sktadnikow daje:

b2 =a® +c? +d* —2ad cos O, +2cd cos Oy

—2ac(sin O, sin @ +cos O, cos O, ) (2.51)
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Uproszczenie rownania (2.51) polega na pomnozeniu wszystkich sktadnikow przez
1/2ac oraz wykorzystaniu wyrazenia:
(sin @, sin O, + cos @, cos O, )=cos(0, — 6;,)

Wprowadzenie statych:

2 32, 2., 52
klzi, kzzi, k3:a b*+c”+d
a c 2ac
prowadzi do zalezno$ci:
k, cos @, —k, cos O, + k; = cos(0, — 0,) (2.52)

okreslanej w literaturze powszechnie jako rdwnanie Freudensteina, szczegolnie uzy-
teczne w syntezie mechanizmu czworoboku przegubowego. W analizie dogodniej jest
postuzy¢ si¢ rOwnaniem o postaci:

k, cos ©; — k, cos O, + ky =sin @, sin O, + cos O, cos O, (2.53)
a w celu jego rozwiktania wykorzysta¢ podstawienie:

sin ® _Ziu cos® —i u=t @
1 1+u29 1 1+u2’ g 2 (2.54)

Kolejne przeksztatcenia prowadza wtedy do rownania kwadratowego:

Cltgz(@;]+ Cztg(@;]+ C,=0 (2.55)

gdzie: C, = cos O, — k, — k,cos O, + ki,
C,=-2sin0@,,
Cy=k,—(k,+1)cos©,.

Dwa pierwiastki réwnania (2.55) to:

~C,+,/C}-4C,C, (2.56)

2,

0, =2arctg

Identyczna droga prowadzi do wyprowadzenia zaleznosci okreslajacej kat ©,. Tym
razem z rOwnan (2.48) nalezy wyeliminowac kat @;. Przeniesienie sktadnikow z katem
O, na prawg strong rownan i ich podniesienie do kwadratu:

2
acos @, +bcos O, —d = ccos O

. . . 2
asin @, +bsin @, = csin O
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daje wyrazenie:

(acos @, +bcosO, —d ) +(asin @, +bsin @, ) =c*

ktore juz nie zawiera ©,. Wykonujac kolejne dziatania i stosowne przeksztalcenia, otrzy-
muje si¢ rownanie:

k,cos®, +k, cos @, + ks =cos O, cos O, +sin @, sin O, (2.57)
w ktoérym dokonano podstawien:

2 g2 2 32
klzi’ k4=£, kszc d2 ; b
a

Kolejne podstawienie wyrazen (2.54) do (2.57) prowadzi do réwnania kwadrato-
wego w postaci:

C4tg2[@22)+ Cstg [@22)+ C,=0 (2.58)

w ktorym: C, = cos O, — k| — k,cos O, + ks,
C;=-2sin@,,
Co=k, + (ky—1)cos O + ks.
Ostatecznie, podobnie jak w przypadku wyrazenia okreslajacego kat ©,, otrzymano
relacje dajaca dwa rozwiazania:

—C,+./C2-4C,C, 2.59)

2¢,

O, =2arctg
Wyznaczenie wspotrzednych punktu M wymaga juz tylko rzutowania oczywistego
roOwnania wektorowego:
r, =a+e
co daje ostatecznie:

X, =acoso, + ecos(@2 + ﬂ)

yy =asin @, +esin(0, + )
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2.3.2.2. Metoda liczb zespolonych

W metodzie tej rowniez wykorzystuje si¢ mozliwo$¢ zastapienia uktadu kinematycz-
nego odpowiednimi tancuchami wektorow. Wektory zapisuje si¢ za pomoca liczb ze-
spolonych, a otrzymane rownania po odpowiednich przeksztalceniach daja w rezultacie
roéwnania algebraiczne. Nie trzeba dowodzi¢, ze takie podejscie w efekcie koncowym
daje wyniki podobne do uzyskiwanych w metodzie wektorowe;.

Jak wiadomo liczba zespolona z reprezentuje wektor o sktadowych x, y:

Z=x+iy (2.60)

a zapisana w notacji geometrycznej (Eulera) ma postac:
z=re'® =r(cos@+isin O) (2.61)

gdzie i=+/—-1.
Modut r wektora oblicza sie z zaleznoSci:

r=yx*+y?

natomiast jego kierunek opisany jest katem mierzonym wzglgdem osi x i wynosi:

O =arctg (y)
X

W analizie za pomocg liczb zespolonych potrzebne jest jeszcze pojgcie liczby ze-
spolonej sprze¢zonej, ktora definiuje si¢ wedtug zaleznosci:

Z=re® =r(cos®—isin®O) (2.62)
oraz elementarne dzialania w postaci:
2z =re®re”® = r? (2.63)
oraz

z+7=re” +re” =r(cos@+isin @)+ r(cos@ —isin@)=2rcos®  (2.64)

PRZYKLAD 2.6

Rozpatrzmy czworobok przedstawiony na rysunku 2.13, ktérego cztony ponumero-
wano podobne jak w uktadzie analizowanym metoda wektorowa. Identyczne sa tez ozna-
czenia dtugos$ci cztondw i katy ich orientacji.



72 2. Konfiguracja uktadow kinematycznych

Punktem wyjscia jest rtOwnanie wekto-
rowe:

at+b=c+d (2.65)

W zapisie za pomoca liczb zespolo-
nych rownanie (2.65) ma postac:

i6, i,

ae” +be'® =de" +ce'®  (2.66)

Korzystajac z (2.61) po rozdzieleniu

Rys. 2.13. Czworobok przegubowy czedci rzeczywistej i urojonej mamy uklad
— wspotrzedne ,,zespolone” rbwnan:

acos@, +bcos®, =d +ccosO,

: : : (2.67)
asin@, +bsin @, =csin O,
Zastosujemy teraz liczby zespolone sprzgzone:
d=ae®, b=be ™, C=ce ™ (2.68)

W celu eliminacji kata ©, trzeba z prawej strony rownania (2.65) pozostawi¢ liczbg
o kacie orientacji ©,, a wigc b:

a—c—d=-b (2.69)

Liczby zespolone sprzgzone zestawione w rownanie identyczne z (2.69) daja row-
niez prawdziwa zaleznos¢:

§-¢—d=-b (2.70)

Po wymnozeniu stronami réwnan (2.69) i (2.70) otrzymujemy:
(a—c—d)(a—¢—d)=bb
i kolejno
ad —ci —did —ac +¢¢ +d¢ —ad +cd +dd =bb
Po podstawieniu (2.63), (2.68) i pogrupowaniu mamy:
a’+c’+d? - (daeiel +dae™® )+ (cde'_'@3 +cde™® )— (ace_i(@‘ ) 4 acei(@‘_a‘)): b?

a po wykorzystaniu (2.64) uzyskujemy relacje:

a® +c* +d* —2ad cos O, + 2cd cos O, —2accos(0, — 6,)=b* (2.71)
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Po przeksztatceniu rownania (2.65), tak aby wektor ¢ znalazt si¢ po prawej stronie,
jest mozliwe wyeliminowanie kata ©,. Otrzymamy wtedy:

a+b-d=c (2.72)

i w formie liczb sprzgzonych

a+b-d=¢ (2.73)

Po wymnozeniu stronami (2.72) 1 (2.73) jest:
ad +ba —da +ab +bb—db-ad —bd +dd =c¢

a po podstawieniu (2.63), (2.68) i pogrupowaniu uzyskujemy:

a’> +b*+d* +abe' @ — (daei@‘ +dae™® )+ abe' %) _ (dbei@2 +dbe™® ): c?
i kolejno

a’+b*+d* + (abei(ez_@‘) +abe %70 )— (daei@‘ +dae™® )— (dbei@2 +dbe ): c?
Zastosowanie (2.64) prowadzi do nast¢pujacego rownania:
a’ +b* +d* +2abcos(0, - 6,)—2dacos O, —2dbcos @, = c* (2.74)

Otrzymane tutaj zaleznosci sa oczywiscie tozsame z tymi, ktore uzyskano metoda
wektorowa dla uktadu z rys. 2.12. Mozna si¢ o tym przekonac, porownujac np. zalez-
nosci (2.71) i (2.51).

Pomimo pozornej identycznosci zapisu wektorowego i za pomoca liczb zespolonych,
te ostatnie sa chetnie i czgsto wykorzystywane zarowno w analizie, jak i w syntezie
uktadoéw kinematycznych. Popularnos¢ tego opisu w analizie wynika, jak si¢ wydaje,
z korzystnych wtasnosci liczb zespolonych, szczegolnie w operacjach rézniczkowania
i catkowania. Zachodzi bowiem zaleznos¢:

d 0© = jo®

do
a gdy kat O jest funkcja czasu mamy:

d o
— %) = (ie'®) o
U (™)
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2.3.3. Metoda wspoétrzednych absolutnych

Wspotrzedne absolutne stanowia wspolczesnie jedna z czgsciej stosowanych kon-
cepcji opisu uktadow wielocztonowych. Popularno$¢ swa zawdzigczaja z jednej stro-
ny prostocie i tatwosci sformalizowania wyprowadzania rownan, z drugiej coraz tatwiej
dostepnym komputerom.

Sformutowanie rownan opisujacych uktad kinematyczny za pomoca wspotrzednych
absolutnych wymaga znajomosci rownan wigzoéw dla poszczegolnych par kinematycz-
nych. Ponizej wyprowadzono réwnania wigzéw dla najczgsciej wykorzystywanych
w praktyce uktadow plaskich.

2.3.3.1. Réwnania wiezéw par kinematycznych

Para obrotowa. To najbardziej oczywisty przypadek i dlatego jest rozpatrywany w
pierwszej kolejnosci. Dwa cztony j, k (rys. 2.14) maja przygotowane potpary (sworzen
i tuleja), ktorych srodki — punkty M, i M — zawsze si¢ pokrywaja. Porownujac zatem
wektory opisujace potozenie obydwu punktow w uktadzie globalnym {0}, otrzyma si¢
roOwnania wigzow pary obrotowe;j.

Rys. 2.14. Para obrotowa uktadu ptaskiego

Przypisujac cztonom j, k uktady lokalne {j}, {k}, w ktorych jest opisane potozenie
punktow M, oraz M, tatwo mozna opisa¢ potozenie tych punktow w uktadzie {0}’

k
Ly =Ly =P TA Ty,

I (2.75)
r, =T, =p;+A'r,

7W kolejnych réwnaniach pomijane beda stosowane dotychczas oznaczenia — wyktadnik przed sym-
bolem — wskazujace, w ktorym uktadzie jest wyrazony wektor lub macierz. Taka zasada bgdzie stosowa-
na, kiedy uktadem odniesienia bedzie uktad globalny {0}, ktory zawsze ma numer zerowy, np. ’r,,=r,,.
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Na podstawie (2.75) rownania wigzoéw dla pary obrotowej maja postaé:
* w formie wektorowe;j:

ry-T; =0 —  p.+A/r, -p,~A'r, =0 (2.76)

* w formie macierzowe;j:
X cos®, —sin®, || “r X, cos®@, —sin®, || /r
L k k Me | || ' j Al e 2.77)
Vi sin®, cos®, || * vy Y, sin@;  cosO; || /.

Para postegpowa. W przypadku pary postgpowej cztony, ktore ja tworza, odbieraja

sobie wzajemnie dwa stopnie swobody. Na kierunku dopuszczalnego ruchu wzgledne-
go (rys. 2.15) obieramy dwa punkty M, O lezace na cztonie j oraz punkt N lezacy
na cztonie k. Punkty te wyznaczaja dwa wektory d;; oraz u, ktore umozliwiaja sformu-
lowanie rownan wigzow tej pary.

Przyjawszy uktady lokalne {j} i {k} przynalezne cztonomj, k oraz uktad globalny {0}

mozemy opisa¢ punkty N, M i O w ukladzie globalnym nast¢pujacymi rownaniami:

_ k
ry=r,+A, 'ry
— J
r, =r;+A;’r,

_ J
rQ—rj+Aj r,

Rys. 2.15. Para postgpowa uktadu ptaskiego
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Za pomoca wektoréw opisujacych polozenie punktow N, M, O mozna zdefiniowac
dwa wektory. Pierwszy wektor opisuje przemieszczenie liniowe w parze postgpowej
1 wynosi:

d, =ry-ry (2.78)
Drugi wektor opisuje kierunek ruchu wzglgdnego i ma postacé:
u=A, (er_er )
Po odwrdceniu wektora u o kat prosty uzyskuje sig:
0 -1 A A A A
ut :L O}Aj(er-er): RA ('r,~r,,) (2.79)

Pierwsze rownanie wigzOw pary przesuwnej wynika wprost z koniecznos$ci zapew-
nienia wspétliniowosci wyprowadzonych z punktu M wektorow d;, oraz u i ma posta¢:

1
d; u =0 (2.80)
Drugie rownanie musi zapewni¢ jednakowe przemieszczenie katowe obu cztonow:

0,-6, —c=0 (2.81)

gdzie ¢ = const.
Roéwnania (2.80) 1 (2.81) wraz z (2.78) 1 (2.79) sa rownaniami wigzow pary postg-
powej.

Para jarzmowa. Takie potaczenie
cztonow powoduje odebranie tylko jed-
nego stopnia swobody. Sworzen czlonu k
(rys. 2.16) opisany punktem M, musi za-
wsze pozostawaé w szczelinie cztonu j,
ktora w rozpatrywanym przypadku ma
ksztatt prostoliniowy, a jej kierunek wy-
znacza wersor e. Na osi wzdtuznej szcze-
liny obrano punkt 0 zwigzany z czlonem
J. Punkt M, jest Srodkiem geometrycznym
sworznia i nalezy do czlonu k.

Wektory opisujace potozenie punktow
o i M, w uktadzie globalnym opisuja
rOwnania:

_ J
r, —rj+Aj r,

Rys. 2.16. Para jarzmowa uktadu ptaskiego r,=r,+ Ak krM
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Odlegtos¢ migdzy punktami o 1 M,, opisujaca przemieszczenie liniowe w parze jarz-
mowej, Wynosi:
dy =ry-ry=r1; +A, "1y, —rj—Ajer (2.82)

Kierunek szczeliny na cztonie j w uktadzie globalnym wyznacza wersor e o sktado-
wych:

e=[cos(0; +0a;) sin(@;+a ;)]

Ortogonalny do wersora e wektor:

e" =RYe=[-sin(0; +a;) cos(@; +a )] (2.83)
wraz z wektorem d; okre$laja warunki wiezow dla pary jarzmowej o szczelinie pro-
stoliniowej. Punkt M, bedzie si¢ znajdowat w szczelinie, jezeli wektory djk oraz e beda
wspotliniowe, a to oznacza koniecznos$¢ spetnienia nastgpujacego iloczynu skalarnego:

e d, =0 (2.84)

Para kinematyczna ,, krzywka—krazek”. Dla tej pary (rys. 2.17) w kazdym poto-
zeniu musi by¢ zachowany kontakt krzywki 1 krazka. Oznacza to, ze punkty P i Q (pierw-
szy nalezy do krzywki j, drugi do popychacza k) musza zawsze pozostawac w statej
odlegtosci réwnej promieniowi » krazka. Ponadto wektor n wyznaczony przez te punk-
ty musi by¢ zawsze prostopadty do stycznej t do zarysu krzywki j w punkcie styku.

{1

e - {D] X

Rys. 2.17. Para krzywka—krazek uktadu ptaskiego
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Ksztatt krzywki moze by¢ zadawany funkcyjnie lub dyskretnie za pomocg promie-
nia p i kata 8. Wtedy potozenie punktu P w uktadzie cztonu j opisuje wektor:

. cos 3
rp=p in B (2.85)

co umozliwia wyznaczenie wektora /¢ lezacego na stycznej do zarysu krzywki, ktore-
go sktadowe w uktadzie {j} wynosza [26]:

. ap
. 30ty —ps1n[3+£cos[3
tziaﬂ = B I . 5 (2.86)
——sin
p cos 3B s
a w uktadzie globalnym
t=At (2.87)

Potozenie punktéw P i1 O w uktadzie {0} opisuja wektory:
r,=p;+A jj rp
k
r, =p;,+A; 1,
co umozliwia wyznaczenie wektora n
n=rP—rQ—>n=pj+Ajer—pk—Aker (2.88)
Roéwnania wigzoéw zatem maja ostatecznie postac:

n'n-r*=0

(2.89)
t'n=0

Pierwsze z rownan (2.89) gwarantuje, ze odlegto$¢ punktéow P i Q bedzie rowna
promieniowi » krazka, drugie — promien  (wektor n) bedzie zawsze normalny do zarysu
krzywki, tutaj prostopadty do stycznej t.

Para kinematyczna ,,krzywka—talerzyk”. Dla tego skojarzenia cztonow (rys. 2.18),
podobnie jak w poprzednim przypadku, oba cztony musza pozostawaé w ciaglym kon-
takcie, a dodatkowo kierunek slizgu (talerzyka) cztonu £ musi pokrywac si¢ ze styczna
t do zarysu krzywki j.

Obieramy punkt P lezacy na cztonie j i wyznaczajacy punkt styku obu elementow.
Drugi punkt Q obieramy na $lizgu cztonu £. Z punktu O wyprowadzamy dwa prostopa-
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Rys. 2.18. Para krzywka—popychacz talerzykowy uktadu ptaskiego

dte wektory n, i dkj, ktore umozliwiaja sformutowanie rownania wigzoéw. Podobnie
jak w poprzednich przypadkach mamy wektor:

d,=r,-1,=p, +A 1, -p,+A 1, (2.90)

zalezny, jak wida¢, od wspotrzednych krzywki i popychacza oraz od ksztattu krzywki.
Wektor t wyznaczajacy kierunek stycznej, opisywany jest podobnie jak dla pary krzyw-
ka—krazek (2.86), (2.87). Rownania wigzéw maja tym razem postac:

2.91
tTllk :0 ( )

Pierwsze z rownan (2.91) gwarantuje kontakt obu elementéw, drugie rownanie na-
tomiast zapewnia rownolegtosc¢ $lizgu talerzyka do stycznej t.

Dla opisanych tutaj par kinematycznych ,.krzywkowych” wyprowadzono po dwa
roéwnania wigzow, chociaz w obu przypadkach mamy do czynienia z parami klasy dru-
giej (o dwoch stopniach swobody), co sugeruje istnienie jednego warunku wigzow jak
to jest w przypadku pary jarzmowej. Zwrdé¢my jednak uwage na fakt, ze tym razem
dochodzi jedna niewiadoma w postaci kata 8 opisujaca ksztatt krzywki, ktora nalezy
réwniez wyznaczy¢ przy okreslaniu konfiguracji uktadu kinematycznego.

Para kinematyczna ,,zaz¢bienie”. Dla tego skojarzenia cztonow (rys. 2.19) zacho-
dzi toczenie sig po sobie dwoch kot tocznych, co skutkuje jednakowa predkoscia linio-
wa punktow P, 1 P, wyznaczajacych punkt kontaktu P.

Rozpatrujac ruch obu kot j i k wzgledem cztonu m (jarzma), stwierdzamy, ze dla
zazgbienia zewngetrznego (rysunek 2.19) wektory predkosci katowych maja przeciwne
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Rys. 2.19. Para kinematyczna typu zazgbienie

znaki, a wige wazne jest rownanie wyrazajace predko$¢ liniowa punktow P; i P,
w uktadzie cztonu m:

mvP :(w/ _wm)rj :_(wk _wm)rk
ktore zapisane za pomoca pochodnych katéw orientacji cztondéw j, k ma postac:
6, -6,)r;=—(6, -6,)r,
a po scatkowaniu otrzymuje si¢ nastgpujace rownanie wigzow pary typu zazgbienie:
[(0;=0,0)=(0,, =0,0)r; +[(0f = ) = (0, = 0,,0)]r, =0 (2.92)

przy czym 6,, 6, 6, to wartosci poczatkowe katow orientacji odpowiednio czlonow
J> k, m odmierzane w uktadzie globalnym {0}.

2.3.3.2. Réwnania wiezéw uktadow kinematycznych ptaskich

Przystepujac do sformutowania rownan opisujacych konfiguracje uktadu z zastoso-
waniem wspoélrzednych absolutnych, przypomnijmy macierz transformacji (2.10) mig-
dzy dwoma uktadami {;j} i {k}:

cos’O, —sin’O, Ix;
jAk =| sin j@k Cosj@k jyk

0 0 1
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Jak wida¢ elementy tej macierzy sa wyrazone trzema zmiennymi — dwie sktadowe
wektora pozycji i kat orientacji. W przypadku kiedy odnosi¢ bedziemy czton k£ w relacji
do podstawy (zawsze czton o numerze 0), dla uproszczenia zapisu sktadowe wektora
pozycji i orientacji cztonu k (uktadu {k}) wzgledem podstawy O (uktadu {0}) zbierze-
my w wektor, w ktorym pomijamy wskaznik 0:

T

qi = [xk Yk @k]
Podobnie macierz transformacji z uktadu {k} do uktadu podstawy {0} zapiszemy
jako:
cos®, —-sin®, x,
A, =A,=|sin®, cosO, y,
0 0 1

Na podstawie zatozen dla uktadu ztozonego z n cztonéw ruchomych wektor opisu-
jacy jego konfiguracje ma zatem postaé:

a=lx, » 6 x » 6, .. x, v, 6, (2.93)
lub krocej

a=la’ o .. o] (2.94)

Wobec takiej umowy tatwo stwierdzamy, ze dla jednoznacznego opisania uktadu
ztozonego z n cztondw ruchomych (rys. 2.20) potrzebna jest znajomo$¢ 3n wspoirzed-

WEZY PAR
@)

AL

Rys. 2.20. Uogolniony schemat kinematyczny
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nych absolutnych, a to oznacza koniecznos$¢ sformutowania 3n réwnan, ktore zbierze-

my w wektor rownan o postaci:
oo {@P (@ } o
= - 2.95

q)c (q’ t) 3nx1 ( )

Pierwsza grupa rownan (®F) jest konsekwencja taczenia cztonow parami kinema-
tycznymi i sa to wyprowadzone wczesniej rOwnania wigzOw par. Druga grupa roéwnan
() jest wynikiem znajomos$ci rownan opisujacych wymuszenia kinematyczne (ruch
cztonow czynnych).

Typy wymuszen. Wymuszenia kinematyczne moga by¢ rdéznego rodzaju. Najogol-
niej sa to zaleznosci zmian wielkosci liniowych lub katowych wyrazonych w funkcji
czasu. Inaczej wymuszenia kinematyczne to funkcje zmian niektorych sktadowych we-
ktora q (2.93) w czasie lub funkcje wiazace ze soba sktadowe wektora q i czas. Ten
ostatni przypadek oznacza np. wymuszanie zmian odlegtosci (sitownik) migdzy dwo-
ma punktami dwoch dowolnych cztondéw lub zalezno$¢ opisujaca zmiang wzglednej
orientacji dwoch dowolnie wybranych cztonow. Liczba wymuszen kinematycznych jest
tozsama z ruchliwos$cia uktadu.

a) b)

11} o

4

Rys. 2.21. Ilustracja najczg¢stszych wymuszen
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Przyjmijmy, ze przez f(¢) oznaczamy ogdlnie funkcj¢ opisujaca zmiang pewnej wiel-
kosci liniowej lub katowej w czasie. Najczgstsze rodzaje wymuszen dla opisu uktadu
za pomoca wspotrzednych absolutnych zestawiono na rys. 2.21. W przypadku kiedy
wymuszamy ruch cztonu k£ wzgledem podstawy {0}, zmieniajac potozenie lub orienta-
cje przypisanego mu uktadu lokalnego {k}, rownania wymuszen kinematycznych maja
postaé (rys. 2.21a):

x,—f.()=0
@ =1y, - f,1)=0 (2.96)
O, = fo(®)=0

Dla ruchu wzglednego dwoch cztondéw j i £, liniowego lub katowego, rGwnania wy-
muszen z wykorzystaniem wspotrzednych uktadéw {j} oraz {k} sa opisane zalezno-
$ciami (rys. 2.21b):

Xk _xj —fx(t):()
Vi=y;—f,(0)=0 (2.97)

(I’C

Stosunkowo czgsty przypadek (rys. 2.21¢) wymuszenia ruchu uktadu za pomoca
zmiany dtugosci sitownika (ogdlnie cztonu zmiennej dtugosci) implikuje rownanie
W postaci:

@ =(x,, —xy ) + [y =3y ) = £2()=0 (2.98)

W tym przypadku nalezy pamigtac¢, ze wspotrzedne punktéw M i N sa wyrazone
w uktadzie globalnym {0}, a wigc do ich wyrazenia stosuje si¢ rownanie (2.7). Dla punk-
tu M na cztonie k oraz dla punktu N na cztonie j otrzymujemy réwnania:

- .
Ty =AkkrM - M}:Ak[k M]

L Ym Ym
. X iy (2.99)
ry =A;’ry — N}A/[/ N]
L YN YN

W niektorych sytuacjach moze zachodzi¢ potrzeba wymuszania ruchu uktadu przez
przemieszczanie punktu, np. M przynaleznego do cztonu £ (rys. 2.21d). Wtedy, podob-
nie jak w przypadku cztonu zmiennej dlugosci (rys. 2.21c), wspotrzedne punktu M na-
lezy transformowa¢ do uktadu {0} podstawy wedtug (2.99). Tego typu wymuszenie
bedzie zatem zapisywane rOwnaniami:
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o xk+kxMcos@k—kyMsin@k—fx(t)=0
@ = (2.100)

Vi +kxM sin ©, + kyMcos@k -/, (=0

Dla wymuszenia w parze kinematycznej obrotowej utworzonej przez cztony j i k
wzgledne usytuowanie katowe przypisanych im uktadoéw lokalnych {j} i {k}, zmienne
w czasie wedtug zalezno$ci f(f) oznacza, ze rObwnanie wigzOw ma w tym przypadku
postac:

O =0,-0,-f()=0 (2.101)

Roéwnanie opisujace wymuszenie kinematyczne cztonow j i &, tworzacych parg po-
stgpowa latwo sformutowaé wedtug rys. 2.15. Przemieszczenie w parze postepowe;j
(ruch wzgledny) opisuje wektor d e ktorego modut wyrazony w funkcji czasu daje row-
nanie wigzOw pary postgpowej:

- f()=0 (2.102)

Na podstawie rownan wigzoéw, wynikajacych z taczenia cztonow parami kinema-
tycznymi, w sposéb jednolity dla réznych typoéw uktadéw mozna tatwo formutowaé
uktady réwnan, ktére sa opisem konfiguracji. Ponizej przedstawiamy szczegotowo
wyprowadzenie rownan wigzow dla wybranych uktadéw kinematycznych.

PRZYKLAD 2.7

Jako pierwszy rozpatrzmy uklad jarzmowy (rys. 2.22). Dziatanie jego polega

na transformowaniu ruchu obrotowego

8, / korby 1 na ruch ptaski cztonu 2. Uklady

lokalne {1} 1 {2} przyj¢to tutaj w sposob

szczegoblny, aby uzyska¢ mozliwie najpro-

stsze rownania wiezow.

Z rysunku 2.22 wida¢, ze punkt A4 ($ro-

dek geometryczny pary 4) w uktadzie {0}
zwiazanym z podstawa 0 ma sktadowe:

r,=[0 wl" (2.103)

natomiast w uktadzie {1} cztonu 1 punkt
A wyznaczaja sktadowe:

Rys. 2.22. Uktad jarzmowy 'r, = [0 O]T (2.104)
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Na podstawie (2.103) i (2.104) potaczenie cztonow w parg 4 daje nastepujace row-

nania wiezow:
0 X A 0 0 X 0
= =+ - =
" N o - wl |y, (2.105)

Punkt B transformowany z cztonu 1 (uktadu {1}) do cztonu 0 (uktadu {0} ) ma wspot-

rzedne:
X cos®, —sinf, |la
r, = +| (2.106)
Y sin®, cos®, ||0
Punkt B transformowany z cztonu 2 do cztonu 0 opisuja wspotrzedne:
X, cos®@, —sin6, (|0
Iy = +| . (2.107)
Y, sin®, cos®, ||b
Na podstawie (2.106) i (2.107) para B generuje wigzy zapisane rOwnaniami:
X, acos 6, X, —bsin O,
+ . - - =0 (2.108)
Y asin 6, Y, bcos O,

Para jarzmowa wymusza ruch punktu C w szczelinie o kierunku osi x,. Jak widac,
na rys. 2.22 punkt C pokrywa si¢ z poczatkiem uktadu lokalnego {2}. Wektor pozycji
uktadu {2} opisuje jednoczes$nie zatem punkt C w uktadzie {0}:

P, =TI¢ :[x2 Y2]T

Posta¢ rownania wigzow pary jarzmowej C dla tak przyjetego uktadu lokalnego {2}
nie wymaga wyprowadzen. Punkt C bedzie zawsze znajdowal si¢ w szczelinie (na osi
x,), jezeli bedzie spetnione rownanie:

y,=0 (2.109)

Identyczny wynik uzyska si¢ z zaleznos$ci (2.84). Mamy bowiem w tym przypadku
(rys. 2.22):

et=[0 1]” djk:rcz[x2 yz]T
co ze wzoru (2.84) daje:
Xy

b)

et-d, =0 ﬂ{

réwnanie tozsame z (2.109).

:|:O - y2:O
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Wszystkie wigzy par uktadu jarzmowego z rys. 2.22 tworza uktad rownan:

X
w=y
®" =| x, +acosO, —x, +bsin @, |=0 (2.110)
y, tasin®, -y, —bcos O,
L Y2 |

Podany przyktad wskazuje na pewien automatyzm w uktadaniu réwnan wigzow,
wynikajacych z kojarzenia cztonow w pary kinematyczne. Na kolejnym przyktadzie
pokazemy, ze sposob postgpowania jest taki sam dla uktadéw zamknigtych i otwartych.
Ta cecha sprawia, ze wspoirzedne absolutne chetnie stosuje si¢ w tworzeniu systemow
komputerowych analizy uktadow kinematycznych.

PRZYKLAD 2.8

Rozpatrujemy ptaski uktad manipulatora szeregowego (rys. 2.23), ktory umozliwia
przemieszczanie punktu K efektora 2 (chwyta-
ka) po dowolnej trajektorii. Poczatki uktadow
lokalnych {1} i {2} umieszczono na czlonach
w §rodkach mas. Wywotuje to nieco bardziej
ztozona posta¢ rOwnan wigzow, ale w zamian
upraszcza zapis dynamiki.

Réwnania wigzow pary kinematycznej 4 sa
oczywiste 1 przytaczamy je tutaj bez wyja-
$nien:

X, cos®, -—sinoO, ||—a
- =0 (2.111)

bz sm@;  cosO, 0
Srodek pary kinematycznej B w ukladzie {0}
opisuja wektory uzyskane przez transformowa-

nie wspotrzednych punktéw B odpowiednio
z uktadu {1} 1 {2}:

X, cos®, —sin®, ||b X, cos®, —sin®, ||-c
rp, = + r, = —+
g Vi sin®, cos®, ||0 g YV sin®,  cos®, 0

Rys. 2.23. Manipulator ptaski
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Poréwnanie tych wektorow prowadzi wprost do rownan wigzow pary kinematycznej B:

X, cos®, -—sin®, (la X, cos®, —sin®, ||-c
n - - =0 (2.112)
Y sin®, cos®, |[0 Yy sin®,  cos O, 0
Wigzy par uktadu z rys. 2.23, na podstawie rownan (2.111) 1 (2.112), tworza uktad
czterech rownan:

X, —acos 0O,

Yy, —asin 6,

C
~
I
I
(el

X, +acos®, —x,+ccosO,

| Y +asin®, —x, +csin0, |

Zapis konfiguracji uktadow kinematycznych za pomoca wspotrzednych absolutnych
jest stosunkowo prosty, ale niestety mamy za to zwigkszona liczbg réwnan. Zwro¢my
uwagg, ze dla uktadu ztozonego z k cztondéw ruchomych liczba réwnan wigzéw wyno-
si 3k. Jezeli w dwoch poprzednich przyktadach liczba rownan nie robi jeszcze wraze-
nia, to juz w kolejnym przyktadzie jest inaczej — pamigtajmy, ze mamy do czynienia
z rdbwnaniami nieliniowymi.

PRZYKLAD 2.9

Uktad ptaski, przedstawiony na rys. 2.24, sktada si¢ z czterech cztonéw ruchomych
i charakteryzuje si¢ dwoma stopniami swobody (ruchliwos¢ W = 2). Ruch ptaski czto-
nu 2 moze by¢ wykorzystywany do przemieszczania elementu e/ po réznych trajek-
toriach. Dzigki tej wlasnosci, wymagajacej jednak dwoch cztonow czynnych, uktad
nabiera cech elastycznosci. Moze np. obstugiwac¢ lini¢ automatyczna, w ktorej za-
chodzi potrzeba zmiany trajektorii przemieszczania elementu e/ w zalezno$ci od zmie-
niajacego si¢ asortymentu produkcji. Pozadany ruch cztonu 2 mozna w tym przypad-
ku uzyska¢ przez zastosowanie do napedu korby 1 konwencjonalnego silnika o state]
predkosci katowej, natomiast ruch cztonu 4 wymuszany powinien by¢ za pomoca
serwonapedu. Uktady takie mieszcza si¢ w szerokiej grupie uktadéw mechatronicz-
nych.

Dla uktadu z rys. 2.24 w sposoéb systematyczny, w celu utatwienia $ledzenia
kolejnych krokow, wyprowadzono rownania wigzo6w poszczegdlnych par kinema-
tycznych.



88 2. Konfiguracja uktadéw kinematycznych

Rys. 2.24. Mechatroniczny generator trajektorii

W przypadku pary kinematycznej 4 prostota rownan wynika wprost z przyjetych
uktadow wspotrzednych. Uktad globalny {0} pokrywa si¢ ze srodkiem pary 4. Podo-
bnie jak w poprzednim przyktadzie mamy:

X cos®;, -—sin@, ||—a 0
Y sin O, cos O, 0 (2.113)
Srodek pary B w uktadzie {0} opisuja wektory uzyskane przez transformowanie
wspotrzednych punktow B odpowiednio z uktadu {1} 1 {2}:

B cos®, —sin@,|[a
rg = +
i B2 sin@,  cos@, || 0

_xz} |:cos@2 —sin@z_l:—b} (2.114)
rp=| |+

| V2 sin@,  cosO, || ¢,

Porownanie rownan (2.114) daje rownania wigzow pary B w postaci:

X cos®, —sinb, ||a X, cos®, —sin®, ||—b
+ - - =0 (2.115)
i sin 6, cos®, || 0 Vs sin @, cos®, || ¢,
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Srodek pary kinematycznej C w uktadzie {0} opisuja wektory uzyskane przez trans-
formowanie wspotrzednych punktow C odpowiednio z uktadu {2} 1 {3}:

X, | [cos®, —sin®, } {— b}

Vo | | sin®,  cosO, || ¢

[x; | [cos®; —sino, {d} (2.116)
ro = +

|3 ] | sin®;  cosBs || 0

Wigzy pary C wynikaja z porownania (2.116):

X, cos®, —sin®, |[—b X, cos®, —sin6, ||d
+| . - - . =0 (2.117)
Vs sin®,  ¢cosO, || ¢ Vs sin®;  cos®; || 0
Srodek pary kinematycznej D w uktadzie globalnym {0} opisuja wektory uzyskane
przez transformowanie wspotrzednych punktow D odpowiednio z uktadu {3} i {4}:

x; | [coso, —sin@ﬂ{—d}

| y3| [sin@;  cosO;, 0

[x,] [cos®, =-sin@,|[e (2.118)
r, = +

|4 | [ SInO, cos®, || 0

Wigzy pary D wynikajace z poréwnania (2.118) to:

X, N C(.)S@3 —sin®; || -d B c?s@4 —sin@, || e _0 (2.119)
V3 sin®;  €osO, 0 |y, sin®, cos®, || 0
Srodek pary kinematycznej E w uktadzie globalnym {0} opisuje wektor uzyskany

przez transformowanie wspotrzednych punktu D z uktadu {4}, natomiast wspotrzedne
punktu D w uktadzie podstawy sa oczywiste. Daje to dwa rownania w postaci:

Xy cos®, -—sin@, ||—e h
rp; = + , S
: V4 sin®, cosO, 0 E g (2.120)

Wigzy pary E wynikajace z porownania (2.120) maja postac:

h Xy cos®, -sin@, |[-e .
-g Va sin ®, cos O 0 B (2.121)
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Lacznie rownania wigzé6w par mechatronicznego generatora trajektorii (rys. 2.24)
maja postaé:

X, +acoso,

Y, +asin®,
X, +acos® —x, +bcos®, +c,sinO,
Y, +asin®, —y, +bsinO®, —c, cos O,

X, —=bcos®, —c,sin®, —x; —d cos O,

S
~
[
I
(e}

Y, —bsin®, +¢,cos®, — y, —dsin O,
x;—dcos®, —x, —ecosO, (2.122)
y;—dsin®; -y, —esin®,

h—x,+ecosO,

-g-y,tesin®,

W uzupehieniu opisu zauwazmy, ze ruch tego uktadu wywotuja cztony czynne 11 4.
Jezeli ich przemieszczenia katowe sa wyrazone funkcjami f,(t) oraz f,(t), to rownania

wymuszen maja postac:
Qc_|:®l_fl(t)] 0
= = 2.123
0, — f4(0) ( )

2.3.4. Rozwigzanie réwnan nieliniowych

Opis analityczny konfiguracji uktadu kinematycznego sprowadza si¢ do zmudnych
przeksztalcen rownan algebraicznych, az do uzyskania jawnych zaleznosci okreslaja-
cych zmienne wielko$ci konfiguracyjne katowe lub liniowe. Znajomos¢ takich zalez-
nosci jest niezwykle pozadana, zwlaszcza ze wzgledu na uzyskiwane doktadnosci obli-
czen. Trzeba jednak podkresli¢, ze:

» dla wielu uktadow uzyskanie zalezno$ci jawnych jest niezwykle ucigzliwe,

a otrzymywany rezultat, teoretycznie zawsze mozliwy, w postaci wielomianow
wysokich stopni mozna rozwiaza¢ tylko metodami numerycznymi,

* istnieje wiele uktadow, zwlaszcza wielokonturowych, dla ktorych brak jest rozwia-

zania jawnego 1 wowczas korzystanie z metod numerycznych jest koniecznoscia.

Wobec wymienionych trudnosci wspoétczesne metody analizy polegaja na sformu-
towaniu uktadu réwnan opisujacych konfiguracje¢ i nastgpnie ich rozwiazaniu za po-
moca metod numerycznych. Rownania opisujace konfiguracje uktadu sa w zasadzie,
poza nielicznymi wyjatkami, rownaniami nieliniowymi.
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2.3.4.1. Algorytm Newtona-Raphsona

Jedna z powszechnie stosowanych metod w przypadku uktadow kinematycznych jest
metoda Newtona—Raphsona [2]. Metodg zilustrowano dla funkcji jednej zmiennej f(x)
— wtedy znana jako metoda Newtona. Jak w kazdej metodzie numerycznej, wymagane
jest oszacowanie przyblizonej wartosci x(!) poszukiwanego pierwiastka x, (f(x,)=0).

Niech ta przyblizona (oszacowana) warto$¢ wynosi x(I (rys. 2.25). Wtedy za po-
moca linearyzacji funkcji f(x) w punkcie x(1) mozna przyjaé, ze funkcja w punkcie
x@ = x(U + Ax, ma postaé:

a

S = f(xD)+
dx

(I)Ax (2.124)
X

Wowczas punkt przecigcia stycznej ¢ z osia odcietych (x), oddalony od x(V) o war-
to$¢ Ax, wyznacza si¢ z zaleznosci:

df _ f(x(l))
0=fl®M )+ Ax — Ax=—2L%/
A ( ) dx o af (2.125)
dx X(l)
Kolejna warto$¢ pierwiastka x® funkcji f{x) wynosi:
2@ =x + Ax (2.126)

Nastepny krok w omawianej metodzie jest juz oczywisty i polega na wyznaczeniu
warto$ci funkcji dla nowej wartoéci pierwiastka x(), a $cislej na sprawdzeniu warunku:

S| <e (2.127)

b #(x)

AX

Y x

/xo K2

Rys. 2.25. Idea metody Newtona—Raphsona
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wskazujacego, czy otrzymana wartos¢ funkcji jest wystarczajaco bliska zera — warto$¢ €
nalezy przyjmowac z umiarem, gdyz przyjecie zbyt matej warto§ci moze niepotrzebnie
zwigkszy¢ liczbg iteracji, a tym samym niepotrzebnie wydtuzy¢ czas obliczen. Gdy
warunek (2.127) nie jest spelniony, nalezy wykona¢ kolejna iteracje, korzystajac z za-
leznosci (2.125) 1 (2.126). Ogodlny zatem algorytm znajdowania pierwiastka funkcji /(x)
sktada si¢ z nastepujacych krokow:

1. Przyjmij i = 1, warto$¢ €.

2. Oszacuj warto$¢ pierwiastka x(1,

3. Podstaw x@ = x(V),

4. Oblicz Ax z zalezno$ci:

daf
dx

g™ 7x®)

RO
5. Oblicz x(*D 7 zaleznoéci:

¥ = x4 Ax

6. Sprawdz warunek (2.127):
‘f(x(iﬂ))‘ <eg

7. Jesli (2.127) jest spelniony, to przyjmij x, = x{*D, jesli nie, to idZ do punktu 8.

8. Podstaw i =i + 1, x® = x(""D i wro¢ do punktu 4.

Latwo zauwazy¢, ze dla funkcji majacej wiele rozwiazan niezbgdna jest znajomos¢
ich liczby, a wyznaczenie kazdego pierwiastka wymaga powtdrzenia kolejnych krokéw
podanego algorytmu. Trzeba tez wyraznie podkresli¢, ze koniecznos¢ szacowania pierw-
szej warto$ci rozwiazania moze prowadzi¢ do otrzymania rozwiazania nickoniecznie
najblizszego oszacowanej wartosci. Zilustrowano to na przyktadzie rozwiazywania wie-
lomianu trzeciego stopnia, a wigc o pierwiastkach tatwych do wyznaczenia wedlug zna-
nych wzorow.

PRZYKLAD 2.10

Zatozono, ze rownanie f(x) ma postaé
f(x)=éx3—x2+4=0 (2.128)
Pochodna f{(x) to

ﬁ=lx2—2x

2.129
dx 2 ( )
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Pierwiastki rownania (2.128) zestawiono w wektor: x = [5,0642  2,6946 —1,7588]"
— wykres funkcji f(x) przedstawiono na rys. 2.26.

Korzystajac z zaleznosci (2.125) i (2.126), wyznaczamy pierwiastki rOwnania
(2.128), przyjmujac kolejno jako wartosci poczatkowe x =[2; 0,3; —1], a rezultaty otrzy-
mane w kolejnych krokach zestawiamy w tabeli 1.

Rys. 2.26. Wykres funkcji (2.128)

Tabela 1
(@) x® Sy dfldx Ax XD = x0 + Ax
1 2,00000 1,33333 -2,00000 0,66667 2,66667
2 2,66667 0,04938 -1,77778 0,02779 2,69444
3 2,69444 0,00026 —-1,75887 0,00015 2,69459
4 2,69459 0,00000 —-1,75877 0,00000 2,69459
1 0,30000 3,91450 -0,55500 7,05315 7,35315
2 7,35315 16,19391 12,32812 -1,31357 6,03958
3 6,03958 4,24062 6,15910 —0,68851 5,35107
4 5,35107 0,90308 3,61482 —-0,24983 5,10124
5 5,10124 0,10198 2,80884 —-0,03631 5,06493
6 5,06493 0,00204 2,69691 —-0,00075 5,06418
1 -1,00000 2,83333 2,50000 -1,13333 -2,13333
2 -2,13333 -2,16928 6,54222 0,33158 -1,80175
3 -1,80175 -0,22115 5,22666 0,04231 —-1,75944
4 —-1,75944 —-0,00339 5,06669 0,00067 —-1,75877

Nalezy zwrdci¢ uwage na wartos¢ pierwiastka x = 5,06418, ktora uzyskano przy osza-

cowaniu jego wartosci na 0,3. Z wykresu na rys. 2.26 wida¢ wyraznie, ze blizszy war-
tosci 0,3 jest pierwiastek x =2,69444. Powyzszy przyktad wskazuje, Ze szacowaniu
wartosci pierwiastkoOw nalezy poswigci¢ nalezyta uwage.
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Przytoczone rozwazania, i podany przyktad, dotyczyly numerycznego znajdowania
pierwiastkow funkcji jednej zmiennej. Identyczne reguty dotycza uktadow rownan
F(x) =0 wielu zmiennych i wtedy dotychczasowy pierwiastek x nalezy rozumie¢ jako
wektor pierwiastkow x =[x, x, ... x,]7, ktory jest rozwiazaniem uktadu n réwnan nieli-
niowych, a sposob ten jest znany jako metoda Newtona—Raphsona. Podobnie wekto-
rem staje si¢ poprawka Ax, a pochodna funkcji jest teraz macierza jakobianowa JF/dx
(2], [22].

PRZYKLAD 2.11

Rozpatrzmy uktad kinematyczny o ruchliwosci dwa (rys. 2.27), ktérego zadanie po-
lega na przemieszczaniu punktu M po zatozonej trajektorii ,,. Ksztalt trajektorii ,,
zalezy od wymuszeh w postaci ruchu obrotowego czlonu AB, opisanego katem ¢,
i zmiany dtugosci sitownika CD o dtugosci ¢,. Zadanie polega na wyznaczeniu konfi-
guracji uktadu, zwlaszcza wspotrzednych punktu M, ktora zajmie uktad dla znanych
warto$ci wymuszen ¢, 1 g,. Jak tatwo zauwazyc, obliczenie warto$ci wspotrzednych x,,
1y,, wymaga wczesniejszego wyznaczenia orientacji cztonu BCM opisanej katem x;.

Stosownie do przyjetych na rys. 2.27 oznaczen obowiazuje rownanie wektorowe:

a+b-c-q,=0

ktore skutkuje dwoma réwnaniami nieliniowymi (rzuty na osie uktadu wspétrzednych)
0 postaci:

fi=acosq, +bcosx;, —c—q,cosx, =0
f, =asing, +bsinx; —q, sinx, =0 (2.130)

Dla uogolnienia metody funkcje f; i f, mozna zapisaé tacznie jako F = [f] f>] T,
a w rozpatrywanym uktadzie jako:

F(%:szxl-xz)zo

HFum
L

Rys. 2.27. Generator trajektorii o ruchliwo$ci dwa
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przy czym, zgodnie z zalozeniem, jest:

* 4, 4, — zmienne niezalezne (znane wymuszenia),

* X,, X, — zmienne zalezne (niewiadome),
a pozostate wielkosci stanowig state.

Analogicznie do zaleznosci (2.124) w przypadku uktadu rownan F(x) wielu zmien-
nych mamy:

AX
<«

F(x(#) =F(x)+ %F
ox

Poprawke Ax okresla zaleznos¢:

0= F(x("))+a—

Ax
d Ax — Ax=| @ |=- oF
X () Ax, ox

-1
} F(x®)  (2.131)

o)

Poprawka oszacowanego wektora rozwiazania prowadzi do nowej wartosci:

x" =x" 4 Ax (2.132)
Potrzebny w obliczeniach jakobian wyznacza si¢ z zaleznoS$ci:
AN
JF _|dx; dx,
ox |9y dfy (2.133)
ox, ox,

W przypadku omawianego przyktadu (rys. 2.27) jakobian ma postac:

oF —bsinx, ¢q,sinx,
P

bcosx, —gq,cosx,

Zgodnie zatem z (2.131) mamy dalej poprawke:

Ax, —bsinx, g,sinx, - fl(x("))
Ax, | beos X —qy008x%, | [ f, (x(") )
i kolejne przyblizenie pierwiastka z zaleznosci (2.132).

Wspotrzedne punktu M w przyjetym uktadzie wspdtrzednych, dla wartosci zmien-
nych zaleznych x; oraz x,, wyznacza si¢ z zaleznoSci:

X, =acosq, +dcos(x1 +B)

Yy =asing, +dsin(x1 +ﬂ)
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Z podanego przyktadu wida¢, ze tatwo t¢ metodg uogdlni¢ na przypadki uktadow
rownan o wielu niewiadomych — zaleznos$ci (2.131), (2.132), (2.133) sa og6lne. Waz-
ny dla praktyki wniosek nalezy wyciagna¢ z analizy zaleznosci (2.131), w ktdrej wy-
stgpuje operacja odwracania macierzy jakobianowej. W zwiazku z numerycznymi kto-
potami z odwracaniem macierzy roéwnanie (2.131) rozwigzuje si¢ innymi metodami (np.
metoda eliminacji Gaussa [2]). Jednak zastosowany zapis wskazuje, ze dla pewnych
wartosci elementdw macierzy jakobianowej jej odwrocenie jest niemozliwe. Wystepu-
je wtedy, gdy jej wyznacznik jest rowny zeru. Jak wiadomo macierz o takiej wlasnosci
okresla si¢ mianem macierzy osobliwej. W przypadku realnego uktadu kinematyczne-
go wystapienie takiej wtasnosci oznacza, ze uktad przyjat pewna szczegdlna konfigu-
racje, ktora rowniez okresla si¢ mianem konfiguracji osobliwej [26].

2.3.4.2. Konfiguracja poczatkowa i krok analizy

W metodach numerycznych rozwigzywania uktadow rownan nieliniowych istotnym
problemem jest wlasciwe oszacowanie wektora rozwiazania poczatkowego. Doktadnos¢
tego szacunku jest tym istotniejsza, im liczniejszy jest uktad rownan. W wigkszoSci przy-
padkow praktycznych, kiedy uktady licza trzy, czasem pig¢ cztondw ruchomych, osza-
cowanie wektora poczatkowego mozna oprze¢ na schemacie uktadu narysowanym w
podzialce. Potrzebne wielko$ci mozna wowczas odczyta¢ wprost z rysunku. W wielu
sytuacjach wazne bedzie obranie takiego potozenia poczatkowego uktadu, aby mozna
bylto postuzy¢ sig prostymi zalezno§ciami trygonometrycznymi.

Metoda iteracyjna (graficzno-analityczna). Rozwiazanie graficzne mozna tez usci-
$li¢ bardzo prosta metoda iteracyjna, ktora przedstawiono na przyktadzie czworoboku
przegubowego. Uscislimy wartosci zmiennych ©, i @5 zmierzonych z rysunku wyko-
nanego w podzialce (rys. 2.28). Zmienna niezalezng jest kat ©.

Roéwnanie zamknigcia wieloboku wektorow (rys. 2.28a) w postaci:

a+b+c—d=0 (2.134)

Rys. 2.28. Uktad 4R — katy poprawne (a) i z odchytkami (b)
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sprowadza si¢ do sumy rzutéw na osie globalnego uktadu wspotrzednych {0} :

Ji=acos®, +bcos®, +ccosO; —d =0

f, =asin®, +bsin O, +csin®; =0 (2.135)

Dla doktadnych wartosci katow rownania (2.135) sa spetnione. Inaczej w przypadku,
kiedy zmierzone warto$ci katow ©,( i @,(1) sa obarczone odchytkami, co wystepuje
w przypadku odczytania ich z nawet bardzo starannie sporzadzonego rysunku. Wtedy
rownanie wieloboku wektorowego nalezy uzupei¢ o wektor odchyltek &:

a+b+c—d=39 (2.136)

ktorego sktadowe sa miara popetnionego bledu w rysunku i pomiarze katow, a obliczane
z zaleznosci:

fi=acos®, +bcosO +ccos®) —d =86,
. . . 2.137
f, =asin @, +bsin 0" +csin 6 =0, ( )
Otrzymane z rysunku wartosci katow O,V i @,() nalezy wigc skorygowaé w taki
Yy ry o) 3 y
sposob, aby &, i 5y miaty warto$ci zerowe. Nowe zatem poprawione wartosci katow
powinny wynosic:

0l =0 + A0,

2 1 (2.138)
o =6" + Ao,
co umozliwia obliczenie poprawek AG, i A@, z ponizszych rownan:
acos B, +bcos(0) +AB,) +ccos(O) + AB,)—d =0
(2.139)

asin ©, +bsin(0{" + AB,) +csin(0O) + AB,) =0
Korzystamy ze wzoréw na sinus i kosinus sumy katow

cos(® + A®)= cos O cos AO —sin A@sin O
sin(0 + A®)=sin © cos A® +sin AO cos ©

a takze przyjmijmy dla uproszczenia, ze dla matych wartosci katow zachodzi:

sin A® = AO, cos A® =1
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co skutkuje

cos(6 +A®)=cos© — AOsin O

2.140
sin(© + A®)=sin © + AG cos O ( )
Po podstawieniu (2.140) do (2.139) uzyskuje si¢ zaleznosci:
acos®, + b(cos o) —A®, sin O )+ c(cos 0{) — A, sin O )— d=0
(2.141)

asin ©, + b(sin @gl) +A®, cos @gl) )+ c(sin @3(1) +A®, cos @3(1) )= 0

ktoére po uporzadkowaniu, zapisane w postaci:

—bsin @él) —csin 63(1) A0,
A6,

{—acos ©, —bcos @él) —ccos 83(1) +d]

beos ®  ccos @Y —asin®, —bsin O —csinoV
2 3 1 2 3

umozliwiaja wyznaczenie poprawek A@, i A@; wedhug relacji:

-1
l:A@Z } {_ bsin®  —csin O } {— acos® —bcosO®f) —ccosO +d

ro, | } (2.142)

bcos @S) ccos @3(1) —asin @, —bsin @gl) —csin @3(1)

Poprawione wedlug zaleznosci (2.138) wartosci katow 0, i ©,) wstawiamy po-
nownie do wzorow (2.137), a w razie uzyskania niesatysfakcjonujacych wartosci od-
chytek 6 i 0 ) przeprowadzamy kolejna iteracj¢. Metoda ta jest bardzo efektywna i juz
w kilku krokach daje wyniki zupetnie wystarczajace dla praktyki inzynierskie;j.

Metody numeryczne. Postugujac si¢ pomocniczo rysunkiem, mozliwe jest tez wy-
korzystanie do uscislenia rozwiazania algorytmow optymalizacji — poszukiwania mi-
nimum funkcji wielu zmiennych — rozpoczynajac od warto$ci zmierzonych wprost
z rysunku. Wtedy dla uktadu 4R z rys. 2.28 funkcja celu ma postac:

F(e,0{") = f;* + f,* — min (2.143)

Korzystajac ze znanych algorytméw optymalizacji, wartosci poczatkowe katow O,
i ©,() mozna poprawi¢ stosownie do zakladanego dopuszczalnego bledu .

Problem okreslenia pierwszej konfiguracji uktadu kinematycznego jest szczegdlnie
istotny w przypadku wystapienia duzej liczby réwnan (niewiadomych), na przyktad
w przypadku opisu uktadu za pomoca wspotrzednych absolutnych. Wtedy zagrozeniem
dla poprawnosci wyniku moze by¢ np. istnienie dwodch, czasem wigcej konfiguracji.
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Przypomnijmy tutaj wyprowadzone wczesniej rownania wigzow (2.122), opisujace uktad
mechatroniczny z rys. 2.24 (przyktad 2.9):

X, +acos®,

Y, +asin,
X, +acos®, —x, +bcos®, +c, sinO,
y,+asin®, -y, +bsin®, —c, cos O,

x,—=bcos®, —c, sin®, —x; —dcos O,

S
~
I
I
(el

Y, —bsin®, +¢, cos O, —y, —dsin O,
Xy —dcos®; —x, —ecosO,
Yy —dsin®; -y, —esin0®,

h—x,+ecos®,

-g-y,+tesin0®,

Mamy tutaj uktad dziesigciu réwnan nieliniowych, a wektor q niewiadomych
ma postac:

a=[x » x v 6, . x y] (2.144)

Tym razem minimalizowana funkcja moze mie¢ postaé:

[®"(q)]" ®" (q) = min (2.145)

Jednak dla zapewnienia pozadanego rozwiazania, bliskiego oszacowanemu, a opi-
sanego wektorem startowym q(!) zaleca si¢ wprowadza¢ modyfikacje (2.145) i mini-
malizowaé wyrazenie

[a-94" 1 [qa-q"]-[@" ()] ®"(q) = min (2.146)

Jak wida¢ z funkcji (2.146) jej pierwszy sktadnik ,,utrzymuje” rozwiazanie w poblizu
konfiguracji pozadanej, opisanej wektorem q.

Krok analizy. Wyznaczanie konfiguracji w kolejnych chwilach wymaga wielokrot-
nego stosowania algorytmu rozwiazywania uktadu réwnan nieliniowych (np. algoryt-
mu Newtona—Raphsona). W kazdym kroku wymagana jest oczywiscie znajomos$¢ po-
czatkowego wektora rozwiagzania. W sposob naturalny nasuwa si¢ tutaj pomyst wyko-
rzystania w kolejnym kroku wektora rozwiazania poprzedniego. W wielu prostych
uktadach jest to podejscie prawidtowe, dajace poprawne wyniki. Zagrozenie co do po-
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prawnosci wystepuje wtedy, gdy dwie konfiguracje uktadu sa ,,bliskie” siebie. Taka sy-
tuacja moze wystapi¢ szczego6lnie w przypadku uktadéw o wielu stopniach swobody.

Podobnie w przypadku rozwiazywania duzej liczby rownan nieliniowych algorytm
Newtona—Raphsona moze wykazywaé brak zbieznosci. W obu przypadkach, kiedy dwa
rozwiazania sg bliskie siebie oraz dla duzej liczby rownan, pomocne jest wprowadze-
nie poprawki wynikajacej z przyjetego kroku analizy Az. Korzystajac z szeregu Taylo-
ra, wektor poczatkowy w chwili 7,,, mozna wyznaczy¢ z zaleznoSci:

o1 ..
Qi =4, +AQ; + A, (2.147)

gdzie t,,, =, + At.

Takie podejscie nie tylko prowadzi do wtasciwych wynikdw, ale takze znakomicie
skraca czas analizy. Jak widac¢ z zaleznosci (2.147) okreslanie konfiguracji powinno by¢
prowadzone tacznie z wyznaczaniem predkosci q i przyspieszen (.

2.4. Wyznaczanie konfiguracji uktadéw przestrzennych

Uktady kinematyczne przestrzenne sa rzadziej wykorzystywane w praktyce. Najlicz-
niejsza grupg stanowig uktady kinematyczne robotow. Ich zespoty mechaniczne — ma-
nipulatory — maja najcze¢sciej strukture szeregowa, tworzac tzw. otwarte tancuchy ki-
nematyczne. W ostatnich latach intensywnie rozwijane sg tez manipulatory o strukturze
rownolegtej.

Jest oczywiste, ze uktady przestrzenne, jako zespoty polaczonych ze soba cztonow
dogodnie jest rozpatrywac jako zespot lokalnych uktadéw prostokatnych, przypisanych
poszczegdlnym cztonom. Wtedy ruch cztondw mozna rozpatrywac jako ruch uktadow
wspotrzednych. Ponizej przedstawiono metode opisu konfiguracji uktadow przestrzen-
nych szeregowych i zamknigtych z wykorzystaniem notacji DH.

2.4.1. Uktady o strukturze szeregowe;j

Jak juz wspomniano opis uktadu przestrzennego polega na przypisaniu kolejnym
cztonom lokalnych uktadéw wspotrzednych i rozpatrywaniu ich wzajemnych potozen,
predkosci i przyspieszen.

Zgodnie z regulami opisu wedtug notacji DH poszczegdlne uktady lokalne musza
by¢ usytuowane w sposob szczegolny (p. 2.2.3).

Na rysunku 2.29 przedstawiono uogélniony k-cztonowy uktad przestrzenny o struk-
turze szeregowej. Dla opisania polozenia cztonu k wzgledem podstawy 0 potrzebna jest
znajomo$¢ macierzy transformacji °A, o postaci zgodnej z (2.22):
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Poszczegdlne elementy tej macierzy sa
zalezne od:

* geometrii czlonow 0, 1, ..., k—1,

* rodzaju par kinematycznych,

» wzglednego potozenia czlonow two-

rzacych pary kinematyczne.

Jak wiadomo opis uktadu z wykorzy-
staniem notacji DH wymaga, aby cztony
tworzyty pary obrotowe R i/lub postgpo-
we 7. Wystgpowanie innych par kinema-
tycznych wymaga ich uprzedniego zasta-
pienia parami R i 7. Po spekieniu tego
warunku kolejnym cztonom nalezy przy-
pisa¢ uktady lokalne, poczynajac od pod-
stawy 0, ktorej przypisuje si¢ uktad nie-
ruchomy {0}, a kolejnym cztonom kolej-
ne uktady lokalne — ostatniemu uktad {k}
(rys. 2.29).

Dysponujac uktadami lokalnymi, mozemy zdefiniowa¢ kolejne macierze transfor-
macji /A, zgodnie z (2.31), ktore zawierajq informacje o orientacji i pozycji kolejnych
cztonow wzgledem siebie, a po wykonaniu odpowiednich mnozen macierzy transfor-
macji o orientacji i pozycji kolejnych cztonow wzgledem podstawy. Czton k (uktad {k})
wzgledem podstawy 0 (uktad {0}) jest opisany macierza:

Rys. 2.29. Uktad szeregowy przestrzenny

°A, ="AAA, A, (2.148)

Zalezno$¢ (2.148) umozliwia ponadto okreslenie wspotrzednych punktu M naleza-
cego do cztonu k£ w uktadzie podstawy {0} z rownania:

or, = "A'r,, (2.149)

PRZYKLAD 2.12

Jako przyktad analizy rozpatrzymy uktad przestrzennego trojcztonowego manipu-
latora (rys. 2.30).

Zgodnie z regutami przyjmujemy nastepujace uktady wspotrzednych:

* 0§z, uktadu {1} zwiazanego z cztonem 1 jest poprowadzona wzdhuz osi pary ki-
nematycznej utworzonej przez cztony 0 1 1, podobnie wzdhuz osi kolejnych par
prowadzimy osie z, i z;,

* 0§ x; ma przecina¢ o$ z, i by¢ do niej prostopadta, co wyznacza poczatek ukta-
du {1}, a tym samym 0§ y,,
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Rys. 2.30. Uktad kinematyczny manipulatora

* 0S x, ma przecinac o$ z, i by¢ do niej prostopadta, co wyznacza poczatek ukta-

du {2}

* poczatek uktadu {3} zwiazanego z cztonem 3 mozna przyja¢ dowolnie na osi z;,
podobnie istnieje dowolno$¢ w przyjeciu kierunku osi x, — tutaj przyjgto x; rOw-
nolegle do osi x,, co upraszcza zapis kinematyki,

 uktad nieruchomy {0} zwiazany z podstawa mozna przyja¢ dowolnie — tutaj dla
prostoty zapisu przyjeto wspotosiowos¢ z i z;.

Przyjmujac oznaczenia wielko$ci geometrycznych jak na rys. 2.30, mozemy juz zde-

finiowa¢ parametry DH niezbgdne do wyznaczenia poszczegdlnych elementow macie-

rzy transformacji:

a

a

D PAL="A

a,=b |
3n

2A3

[98]
Ol\)‘:] o

_d3 =43

(2.150)
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Etap ten wymaga szczego6lnej starannos$ci, poprawne bowiem okreslenie parametrow
DH jest podstawa poprawnosci wszelkich analiz, ktorych dalsze etapy beda polegaly
juz tylko na przeksztatceniach algebraicznych. Ztozonos$¢ otrzymywanych zaleznosci
w ogolnym przypadku sprawia, ze mozliwo$¢ weryfikacji, jakkolwiek mozliwa, jest

jednak bardzo ograniczona.

Poszczegdlne macierze transformacji, zgodnie z (2.31), maja postaé:

[cos q, —sing, 0 0]
sin oS 0 0
0A, = g g (2.151)
0 0 1 A
| 0 0 0 1]
[cos g, -—sing, 0 b]
0 0 1 ¢
A, =] (2.152)
sing, —cosg, 0 O
. 0 0 0 1]
1 0 0 0]
0 0 1
24, = o (2.153)
0 -1.0 0
00 0 1]
Kolejne mnozenia daja macierze transformacji poszczegolnych cztonow do uktadu
podstawy:
[cos g, —sing, 0 0] cos q, -—sing, 0 b]
singg cosq, 0 O 0 01 ¢
0A,=0A'A,=| " !
0 0 1 h||sing, —cosg, 0 0
| 0 0 0 1] 0 0 0 1]
cosg,cosg, —cosg,sing, -—sing, bcosq, —csing,
0A — sin ?1 cosg, —sing,sing, cosq, bsing +ccosgq, (2.154)
sing, —C08 ¢, 0 h
0 0 0 1
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A, ="A'A,°A, = A, %A, =

[cosgq,cosq, —cosg;sing, —sing, bcosq,—csing, |[1 0 0 0]
sing, cosg, -—sing,sing, cosq, bsing +ccosq, ||0 0 1 ¢,
sing, —c08q, 0 h 0 -1 0 0
i 0 0 0 1 J10 0 0 1]
0A3 —
[cosq cosq, sing; —cosq,sing, —gq;cosq,sing, +bcosq, —csing, |
sing, cosq, —cosq, —sing,sing, —qysing,sing, +bsing, +ccosgq,
= . (2.155)
sing, 0 —C08¢, —(q5c08¢q, +h
i 0 0 0 1 ]
Wspohrzedne punktu M w uktadzie podstawy {0} opisuje iloczyn:
cosg,cosq, sing; —cosq,sing, —g;cosq,sing,+bcosqg, —csing; ||0
sing, cosq, —cosq, -—sing,sing, —q;sing,sing,+bsing, +ccosq, ||0
sin ¢, 0 —C08 ¢, —q;c08q, +h /
0 0 0 1 1
Po wymnozeniu otrzymujemy:
[—lcosq,sing, —q; cosq, sing, +bcosq, —csing, |
0. _ —Ising;sing, —g5sing, sing, +bsinq, +ccosgq,
v =
—lcosg, —q,cosq, +h (2.156)
1
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2.4.2. Uklady zamkniete

Na rysunku 2.31 przedstawiono ogo6lna posta¢ jednokonturowego uktadu przestrzen-
nego zamknigtego. Kolejnym cztonom przypisano uktady lokalne, na cztonie 0 obrano
punkt M.

fn—1}

Rys. 2.31. Uogdlniony jednokonturowy uktad zamknigty

Opiszmy wspotrzedne punktu M w kolejnych uktadach lokalnych:
* w uktadzie cztonu n

n _n 0
ry, ="A, Ty
e w uktadzie cztonu n-1
n—1 _n-1 n _n-l1 n 0
£, ="A, ", ="A A Ty

» w uktadzie cztonu 1

* w uktadzie cztonu 0

0 _ 0 1 n—1 n 0
r,= A A,.."A A, T,
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Otrzymana powyzej zalezno$¢ daje tzw. rownanie zamknigcia® konturu uktadu prze-
strzennego w postaci

A 'A, AT =T (2.157)

Roéwnanie (2.157) stanowi podstawe analizy kinematycznej. Jego wykorzystanie
w sposob formalny prowadzi do réwnania macierzowego, ktére umozliwia zdefinio-
wanie rownan algebraicznych. Réwnanie (2.157) mozna tez rozwiazywaé¢ metodami
numerycznymi bez potrzeby dokonywania zmudnego mnozenia macierzy.

PRZYKLAD 2.13

Jako przyktad analizy zamknigtego uktadu przestrzennego rozpatrzmy uktad czte-
rocztonowy o szczegdlnej geometrii, ktdrego cztery pary obrotowe przecinaja si¢ w jed-
nym punkcie (rys. 2.32). Znany jest on w wykonaniu przedstawionym na rysunku jako
przegub uniwersalny, a potocznie jako sprzg¢gto Cardana. Dzigki szczegblnej geometrii
uktad ten ma mozliwo$¢ transformowania ruchu obrotowego migdzy watami, ktorych
osie przecinaja si¢ pod pewnym katem, przy czym bardzo korzystna cecha tego sprzg-
gla jest mozliwos$¢ zmiany kata 3 w czasie pracy. To sprawia, ze jest ten uktad czgsto
wykorzystywany w napgdach maszyn i pojazdow. Cztonem czynnym jest wat 1.

Do analizy postuzono si¢ tutaj notacja DH, co wymagato spetnienia obowiazuja-
cych w tej metodzie regul. Osie z, poszczegdlnych uktadow wspotrzednych poprowa-
dzono wigc wzdtuz osi poszczegélnych par kinematycznych, osie x; sa prostopadte
do osi z,,,. Zgodnie z (2.157) dla zamknigtych uktadow jednokonturowych obowiazu-
je robwnanie:

A, 'A, PAL A =T
ktore dla utatwienia przeksztalcono do postaci:
'A, %A, A =("A)! (2.158)

Wstawienie poszczegdlnych parametrow DH zestawionych ponizej

[a] o] [o] T[o] [o]

a B 3 3 i3
: OA, 'A,| 2 |2A,] 2 |PA,| 2 |=T

@1 @2 @3 @0

| d | o] (o] |oOo] O]

8 Podobne réwnanie mozna uzyskaé tatwo dla uktadéw ptaskich.
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Rys. 2.32. Przegub uniwersalny — sprzggto Cardana

do ogdlnej postaci macierzy DH (2.31) daje w rezultacie nastgpujace macierze trans-
formacji:

C@l _S@l O O CQZ _S@z O O
N cBs®, cfcO, —-sB 0 A, = 0 0 1 0
sBse, sPcO, cf 0O -50, —-cO, 0 0
L0 0o 0 1] 0 0 0 1]
5 0 0 1 0 0 0 -1 0
A, = A, =
_S@3 _083 0 O S@3 083 0 O
0 0 0 1] 0 0 0 1]

gdzie oznaczono: s6, = sin @, cO. = cos O,.
Kolejne dziatania na tych macierzach skutkuja zalezno$ciami:
[ cO5c0, —cOy50, 56, 0]
56, €O, 0 0
—50,c0, 50,50, cO, 0
0 0 0 1

3
2A0A, =
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€O,cO;c0) —50,50; —cO,c0,50) —50,c0, cO,50,

0
—50;¢0, NOAICH cO, 0
0

'A,’ACA, = (2.159)

_562063060 _CQZS@O 562063560 _062060 _562563
0 0 0 1

[ co, cfso, sPs6, 0]
—56, cfcO, spcO; 0
0 -sB B O (2.160)
0 0 0 1

( 0A1)71 =

Zgodnie z (2.158) poréwnanie odpowiednich elementow macierzy (2.159) i (2.160)
daje zalezno$ci okreslajace katy opisujace konfiguracjg uktadu. Wyrazy 2,3 (wiersz 2,
kolumna 3) oraz 1,3 macierzy (2.159) i (2.160) daja rdbwnania umozliwiajace oblicze-
nie katow 0, i ©; dla zadanej wartosci O, potozenia cztonu czynnego w postaci:

cos®, =sin B cos O, c0s ), sin O; =sin fsin O,

Poréwnanie natomiast wyrazow 2,1 i 2,2 macierzy (2.159) 1 (2.160) daje nastgpuja-
ce zaleznoSci:

—sin @, cos O, =—sin O, sin @, sin O, = cos 3 cos O,

ktore po podzieleniu przez siebie stronami daja zalezno$¢ wiazaca przemieszczenie ka-
towe watu napedzanego 3 w funkcji przemieszczenia watu napedzajacego 1:

I tgo,
tg®, cosf

o tgotgd, =cos (2.161)

Rozwigzanie numeryczne. Pokazane na przyktadzie przegubu Cardana wykorzy-
stanie notacji DH doprowadzito w konsekwencji przeksztalcen do jawnych wyrazen
umozliwiajacych wyznaczanie przemieszczen w poszczegolnych parach uktadu. Jed-
nak uzyskanie tych zaleznosci byto mozliwe dzigki temu, ze rozpatrywany uktad ma
bardzo szczeg6lng geometrig, w ktorej parametry DH maja warto$ci zerowe (d; = 0) lub
szczegblne, kiedy sinus lub kosinus kata ¢, wynosi odpowiednio 1,1 lub 0. W og6lnym
przypadku uzyskanie takich jawnych zaleznos$ci w uktadach przestrzennych zamknig-
tych jest trudne, a nawet bywa niemozliwe. Mozna si¢ wtedy uciec do rozwiazania nu-
merycznego, ktdrego ideg przedstawiono w pracy [8].
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Jak nietrudno zauwazy¢ rownanie macierzowe:
'AVA, LA A =T (2.162)

bedzie spetnione, jesli znany bedzie wektor q,, zmiennych parametrow DH. W przypadku
gdy przyjmiemy ich warto$ci z pewnym przyblizeniem, uzyskamy po wymnozeniu
macierzy:

A'A, A A =H T (2.163)

Macierz H bedzie tym blizsza macierzy jednostkowej I, im lepiej oszacujemy we-
ktor rozwigzania q,. Miara poprawnosci rozwiazania moze by¢ funkcja celu /" w postaci:

F=YSu (2.164)

gdzie: wu; =h; dlai#j
uy=1=h; dla i=j, (h;- elementy macierzy H).

Dla tak sformutowanej funkcji celu jej minimalna warto$¢ rowna zeru odpowiada wek-
torowi q, ktory spetia rownanie (2.162) i jednoznacznie okresla konfiguracjg uktadu.

Zadanie minimalizacji funkcji celu (2.164) mozna rozwiaza¢ jedna z wielu znanych
metod programowania nieliniowego. Jedna z nich, ktora skutecznie wykorzystano do
znajdowania konfiguracji uktadow kinematycznych przestrzennych [8], jest metoda
gradientowa DFP (Davidon-Fletcher-Powell) [2]. Podstawowa zaleta tej metody, po-
twierdzona wieloma eksperymentami numerycznymi, jest przede wszystkim brak ko-
nieczno$ci doktadnego okre$lania rozwigzania poczatkowego w postaci wektora q,, co
jest cecha nie do przecenienia w przypadku uktadow przestrzennych. Metoda DFP wy-
maga obliczania w kolejnych krokach gradientu G minimalizowanej funkcji celu F
W postaci:

G{@F oF E)FT
dg, 9dq,  Og,

gdzie g, — sktadowe wektora q. Klopotliwy zabieg wyznaczania pochodnych mozna
zastapi¢ warto$ciami przyblizonymi wedlug zaleznosci:

aiz F(qz‘ +qu‘)_F(%)

g, Ag;

1

lub
oF _ F(qz‘ +qu‘)_F(qz‘ _qu‘)

g 2Aq;

Dla takiej koncepcji uproszczenia obliczen wielokrotnie uzyskano praktyczne po-
twierdzenie, uzyskujac wyniki z zadowalajaca doktadnoscia.



3. PREDKOSC | PRZYSPIESZENIA

3.1. Wprowadzenie

Gdy znamy wielkosci opisujace konfiguracj¢ uktadu kinematycznego, mozemy
przystapi¢ do opisu ruchu w zakresie predkosci i przyspieszen, ktore definiujemy jako
kolejne pochodne przemieszczenia wzgledem czasu. Oczywiscie, przemieszczeniu li-
niowemu s(7) punktu K odpowiadaja predkos¢ i przyspieszenie liniowe:

ds . dv d?s
VK:SK:_K’ aK:SK :—K: ZK
dt dt dt

(3.1)

a przemieszczeniu katowemu 6,(#), odnoszonemu do cztonu &, odpowiadaja predkos¢
i przyspieszenie katowe:

d
6, =%

: da)k dz@k
5 E @ ==
k dt k

ar T at

Wy (3.2)

Na podstawie zaleznosci (3.1) 1 (3.2) mozna stwierdzié, ze dla znanej konfiguracji
uktadu, opisane jawnymi zalezno$ciami zmienne w czasie przemieszczenia liniowe
i katowe, umozliwiaja obliczenie ich pierwszych i drugich pochodnych wzgledem cza-
su, dajac kolejno wyrazenia okreslajace predkosc¢ i przyspieszenie. Jednak juz w przy-
padku analizy potozen pokazano, ze dla wielu uktadéw znalezienie takich jawnych funk-
cji jest bardzo ktopotliwe, a czasem nawet niemozliwe. Jak si¢ jednak okaze, jawne
zaleznos$ci nie sa niezb¢dne do wyznaczania predkos$ci i przyspieszenia. Ponadto,
w przeciwienstwie do analizy potozen, gdzie na ogdt zachodzi potrzeba rozwiazywa-
nia uktadu réwnan nieliniowych, w przypadku wyznaczania pr¢dkosci i przyspieszenia
mamy do czynienia z uktadami réwnan liniowych.

Sa rozne metody wyznaczania parametréw ruchu, wiele z nich wynika wprost z metod
opisu konfiguracji. Do wyznaczania predkosci i przyspieszen wykorzystuje si¢ wige
wspotrzedne wektorowe, liczby zespolone, wspotrzedne absolutne i inne. Oméwione
zostang wybrane z nich, jednak takie, ktore umozliwiaja wykonanie analizy dowolne-
go uktadu, ptaskiego i przestrzennego. Skrotowo zostana tez omowione metody gra-
ficzne.
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3.2. Metody graficzne — uktady ptaskie

Pracg inzyniera wspomagaja komputery osobiste i wielorakie oprogramowanie, na-
suwa si¢ wigc pytanie o zasadno$¢ zamieszczania w podrecznikach i programach wy-
ktadéw metod analizy inzynierskiej opartych na rysunku. Dotyczy to rowniez graficz-
nych metod wyznaczania predkosci i przyspieszen, dla ktorych kiedy$ nie byto alterna-
tywy. Metody graficzne wymagaja przeciez zmudnego, wielokrotnego analizowania
uktadu w kolejnych potozeniach, a uzyskiwana doktadnosc¢, szczegdlnie w przypadku
przyspieszen pozostawia wiele do zyczenia. W niniejszym opracowaniu zdecydowano
jednak zamiesci¢ podstawowe informacje o metodach graficznych w stopniu umozli-
wiajacym rozwigzywanie prostych uktadow, a argumenty za tym przemawiajace to:

* metody graficzne maja niezaprzeczalny walor dydaktyczny i pomagaja lepiej zro-

zumie¢ ruch cztonow uktadu kinematycznego,

* postugiwanie si¢ wektorami predkosci i1 przyspieszenia znakomicie wspomaga
wyjasnienie nie tylko elementow kinematyki, ale takze statyki i dynamiki,

* umiejetnos¢ graficznej analizy uktadu kinematycznego umozliwia zweryfikowa-
nie wlasnych procedur bazujacych na metodach analitycznych, a takze popraw-
no$ci modeli tworzonych z wykorzystaniem profesjonalnych programow analizy
uktadéw kinematycznych.

Szczegotowe rozwazania analityczne, stanowiace podstawe metod graficznych mozna

znalez¢ w wielu podrecznikach mechaniki [24], [27], [28]. Ponizej podano, bez dowo-
dow, tylko te informacje, ktore sa niezb¢dne do rozwiazywania uktadow ptaskich.

3.2.1. Srodki obrotu chwilowego

Czlony ptaskich uktadéw kinematycznych moga wykonywacé ruch postgpowy (wte-
dy wszystkie punkty maja jednakowe predkosci), ruch obrotowy wokot nieruchomej
osi oraz ruch ptaski bedacy ztozeniem ruchu postgpowego i obrotowego. W tym ostat-
nim przypadku, dla zrozumienia istoty ruchu, pomocne jest wprowadzenie pojecia rodka
obrotu chwilowego.

Ruch ptaski cztonu k& w uktadzie podstawy O (rys. 3.1), opisany predko$ciami v, i v,
punktow A i B (wektory predkosci sa styczne do odpowiednich torow), mozna przy-
rownac do ruchu obrotowego wokot punktu S, ktérego potozenie znajdujemy na prze-
cigciu prostych prostopadlych do wektorow predkosci v, i v, poprowadzonych z punk-
tow A i B. Proste prostopadte sa jednoczesnie normalnymi do trajektorii 11, i tg. Otrzy-
many punkt S, jest srodkiem obrotu chwilowego cztonu & w ruchu wzgledem podstawy 0.
To bardzo przydatny element analizy kinematycznej (i nie tylko). Umozliwia tatwe obli-
czenie predkosci katowej cztonu k ze wzoru:

_ V4 _ Vp
AS,, BS,’

(O] V4 =0OXr (3.3)
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Rys. 3.1. Srodek obrotu chwilowego

Dla rysunku wykonanego w podzialce wyrazenie okreSlajace predkos¢ katowa @,
jest w sensie geometrycznym tangensem kata ¢, pod jakim ze $rodka obrotu chwilo-
wego widziane sa wektory predkosci:

_ V4 _ Vp
AS,y  BSy

Whasno$¢ ta utatwia wykreslenie wektora predkosci kazdego innego punktu czto-
nu k, ktory tez jest widziany z punktu S, pod tym samym katem.

Rozpatrzony przypadek (rys. 3.1) dotyczyt ruchu cztonu k& wzglegdem nieruchome;j
podstawy 0, co znakomicie utatwia analiz¢. Jednak w uktadzie kinematycznym sytua-
cja jest bardziej ztozona. Mamy bowiem do czynienia z wigksza liczba czlonow,
z ktorych kazdy porusza si¢ wzgledem podstawy, ale jednocze$nie obserwujemy ruch
czton6w ruchomych wzgledem siebie. Ogélnie liczba srodkéw obrotu ig wynika z faktu,
ze kazdy czton z kazdym pozostaje w ruchu wzglednym, a zatem w uktadzie ztozonym
z n cztonow, wlacznie z podstawa, jest:

. n) n(n-1)
’sz[sz 21 (3.5)

Taka sytuacja wystepuje juz w prostym uktadzie czworoboku przegubowego
(rys. 3.2), w ktorym zgodnie z (3.5) wyrdézniamy sze$¢ §rodkow obrotu — zebrane
w tablice dla uktadu z rys. 3.2:

W =1g¢; (3.4)

[Nrcz. 0 1 2 3
0 X Sy Sy Ses
1 X X 8, S; S; =8
2 X AP

| 3 X X |
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Rys. 3.2. Czworobok przegubowy — srodki obrotu chwilowego

Potozenie czterech z nich jest oczywiste — tworzac pary obrotowe A4, B, C, D fizycznie
zmuszono cztony 0, 1, 2 i 3 do wzglednego ruchu obrotowego i odpowiednie $rodki
leza w $rodkach geometrycznych par (patrz rys. 3.2). Wobec tego, ze ruch cztonu 2
wzgledem podstawy 0 mozna rozpatrywac jako ruch punktow B i C, ktorych trajekto-
rie sa kotowe, Srodek obrotu chwilowego S, lezy na przecigciu si¢ normalnych do to-
row punktu B i C, a wigc na przedtuzeniu cztonéw 1 1 3.

Nieco bardziej ktopotliwe moze si¢ wydawac okreslenie potozenia srodka obrotu
chwilowego S5, ktory wynika z ruchu wzglednego cztondéw 1 i 3. Mozna tutaj, przez
analogi¢ do ruchu wzglednego cztonu 2 w uktadzie cztonu 0, obserwowacé ruch cztonu
3 w uktadzie cztonu 1, lokujac si¢ (jako obserwator) na cztonie 1. Wtedy okaze sig, ze
przedtuzenie kierunkow cztondéw 0 i 2 daje na przecigciu potozenie S, ;.

Z analizy schematu uktadu z rys. 3.2, z naniesionymi §rodkami obrotu, wynika pewna
prawidtowo$¢ — po trzy srodki obrotu chwilowego leza na liniach prostych poprowa-
dzonych wzdtuz kolejnych cztonow:

prosta BC: S;; S, Su indeksy [1,2,3]
prostadD: S,; S, S indeksy [1,3, 0]
prosta 4B: S, S, S, indeksy |1, 2, 0]
prosta CD: S,y Sy Sy, indeksy [2,3,0]

Zauwazmy, ze na kazdej prostej leza po trzy srodki obrotu, jakie tworza ze soba trzy
czlony, ktérych numery dla kolejnych prostych zestawiono w nawiasach kwadratowych.
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Taka prawidlowos¢ jest w kazdym uktadzie ptaskim i znana jako twierdzenie o trzech
srodkach obrotu':

Jezeli trzy czlony k, [, m uktadu plaskiego znajdujq sie w ruchu wzglednym, to wy-
stepujqce wtedy trzy Srodki obrotu S, S;,,, S,,, zawsze lezq na jednej prostej — zatem
potozenie dwoch z nich wyznacza prostq, na ktorej musi leze¢ trzeci.

Podana reguta utatwia znajdowanie srodkdéw obrotu w bardziej ztozonych przypad-
kach, o czym mozna si¢ przekona¢ juz na przyktadzie prostego uktadu jarzmowego
z rys. 3.3. Poszukujac predkosci punktu K suwaka 2, dogodnie jest postuzy¢ sig srodkiem

Rys. 3.3. Uktad jarzmowy — $rodki obrotu chwilowego

obrotu §,, ktérego potozenie okreslimy z przecigcia sig dwoch prostych poprowadzo-
nych przez inne, ktérych potozenie jest oczywiste. Podobnie jak w przypadku uktadu
poprzedniego, w wyniku utworzenia par kinematycznych 4, B i C, cztony 110, 112
oraz 3 i 0 sa zmuszone do wzglednego ruchu obrotowego, tworzac $rodki S, S}, 1 Sy,

! Twierdzenie Aronholdta—Kennedy’ego.
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Czlony 2 i 3 poruszaja si¢ wzgledem siebie ruchem postgpowym, co jest wymuszo-
ne parg postgpowa. Predkos¢ wzgledna v,, w parze postgpowej lezy na kierunku czto-
nu 3, a prostopadta do v,; wyznacza kierunek, na ktérym w nieskoficzonosci lezy $ro-
dek S,;. Postugujac sig twierdzeniem o trzech srodkach obrotu:

S 1S
10 | 12 } 58,
Sy 1 Sy

znajdujemy zatem S,,. Dla znanej predkosci katowej @, cztonu 1 wyznaczamy pred-
ko$¢ punktu B:

Vp =@ X T p

Predkosci punktow B i K, ktore naleza do cztonu 2, widziane sa ze srodka S, pod
jednakowym katem ¢,, co wynika wprost z rOwnan:

Vp =0, XX p Vp Vi
602 = -

Vg =0y XIFg) g BSyy  KSy

W uzupetnieniu dla uktadu z rys. 3.3 znaleziono tez srodek obrotu Sj,, kreslac dwie
proste na podstawie twierdzenia o trzech srodkach obrotu:

Informacje dotyczace srodkdw obrotu wymagaja jeszcze uzupetnienia odnoszacego
si¢ do uktadow z parami wyzszymi. Znane powszechnie skojarzenie, w ktorym wyste-
puje toczenie bez poslizgu nie wymaga wyjasnien — srodek obrotu lezy w punkcie sty-
ku. Odmienna sytuacja jest w przypadku skojarzenia dwoch cztonow para wyzsza w taki
sposob, ze w punkcie styku wystepuje po-
slizg (rys. 3.4). Wtedy S, lezy na prosto-
padtej do predkosci poslizgu v, ,. Ponie-
waz w wyniku utworzenia par obrotowych
polozenie Srodkéw obrotu S, 1.5, jest
oczywiste, wigc z reguly o trzech $rodkach
obrotu mamy druga prosta:

S 1 Sy — Sy

na ktorej rowniez lezy S,,. Punkt przecig-

cia tych prostych wyznacza zatem S|, jed- Rys. 3.4. Mechanizm krzywkowy — $rodki
noznacznie. obrotu chwilowego
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3.2.2. Uktady réwnowazne kinematycznie

Analiza kinematyczna, z zastosowaniem metod graficznych, opiera si¢ przede wszy-
stkim na réwnaniach wektorowych wiazacych predkosc i przyspieszenie punktéw. Row-
nania te sa jasne i zrozumiate dla tych uktadow, ktorych cztony tworza pary niz-
sze — obrotowe (R) lub postepowe (7). Kiedy cztony tworza parg wyzsza, oczywiste sa
rownania wiazace wektor predkosci, natomiast dla przyspieszenia napotykamy trudno-
$ci interpretacyjne. W zwiazku z tym do celéw analizy kinematycznej dogodnie jest
postugiwac¢ si¢ uktadami réwnowaznymi kinematycznie, ktore powstaja przez zastapie-
nie par wyzszych dodatkowymi cztonami i parami nizszymi. Okazuje sig, ze taka mo-
dyfikacja uktadu kinematycznego jest mozliwa w kazdym przypadku i jakkolwiek skut-
kuje zwigkszona liczba cztondéw uktadu, to w zamian procentuje przejrzystoscia row-
nan okres$lajacych predko$¢ i przyspieszenie.

Tworzenie uktadow rownowaznych kinematycznie opiera si¢ na dwoch regutach.
Pierwsza dotyczy eliminowania par wyzszych i mowi, ze w miejsce skojarzenia dwoch
cztondw para kinematyczng wyzsza, utworzona w uktadach ptaskich przez dwa krzy-
woliniowe segmenty, mozna wprowadzi¢ dodatkowy czton dwuweztowy, ktory wiaczony
jest w uktad pierwotny parami [ klasy R lub 7. Jezeli krzywizny obu segmentow maja
skonczone wartos$ci, dodatkowy czton z parami obrotowymi taczy srodki obu krzywizn.
Jesli jedna z krzywizn ma $rodek w nieskonczonosci, to jedna z par jest postgpowa.
Druga z regut dotyczy mozliwosci przemieszczania pary kinematycznej postgpowe]
o dowolna wartos¢, jezeli tylko zachowamy réwnolegtos¢ kierunku ruchu wzglednego
cztonow ja tworzacych.

Na rysunku 3.5 przedstawiono uktad transformujacy ciagly ruch obrotowy krzywki 1
na wahadtowy popychacza 3, charakteryzujacy si¢ dwoma przystankami. Postdj czto-
nu biernego 3 jest wtedy, kiedy krazek 2 wspolpracuje z krzywka 1 na segmentach dc
i ae. W potozeniu przedstawionym na
rys. 3.5 wspotpraca krzywki i krazka
oznacza stata odlegtos¢ srodkow krzy-
wizn O, i O,. Wyeliminowanie pary
wyzszej przez zastapienie jej dodatko-
wym cztonem O,0, nie zmienia cha-
rakteru ruchu, a waznos$¢ tego uktadu
zastgpczego rozciaga si¢ na caly seg-
ment ab. W tym potozeniu zamiast
rozpatrywac kinematyke mechanizmu
krzywkowego (z para wyzsza 1-2)
dogodniej jest prowadzi¢ analizg row-
nowaznego uktadu dzwigniowego
AO,0,B. Jezeli w takim ukladzie be-
Rys. 3.5. Mechanizm krzywkowy R —R dziemy wymusza¢ ruch cztonu 40,

i uktad rownowazny kinematycznie W sposob tozsamy z ruchem krzyw-
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ki 1, to uzyskany ruch cztonu O,B jest tozsamy z ruchem popychacza 3 uktadu rze-
czywistego. \

Latwo zauwazy¢, ze na ogét wymiary ukladu zastgpczego beda si¢ zmienia¢. Dla
ukladu z rys. 3.5 w fazie kontaktu krzywki i krazka na segmencie ae $rodek krzywizny
krzywki lezy w punkcie A4 i czton 40, ma dtugo$¢ zerowa, co skutkuje przystankiem
popychacza 3.

Przypadek utworzenia pary wyzszej z dwoch segmentéw, z ktoérych jeden ma zarys
prostoliniowy (promien krzywizny réwny nieskoficzono$¢) pokazano na rys. 3.6. Uktad
réwnowazny powstaje przez wprowadzenie dodatkowego cztonu z jedng para postepo-
wa. Prostoliniowy fragment popychacza 2 wspétpracujacy z krzywka 1 pozostaje w kaz-
dym polozeniu mechanizmu w statej odleglosci od $rodka kotowej tarczy 1 umocowa-
nej w podstawie obrotowo w punkcie 4.

Analize mechanizmu krzywkowego prowadzimy na rownowaznym ukiadzie dzwi-
gniowym — na rys. 3.6 naniesiony linig przerywana.

Na rysunku 3.7 pokazano schemat mechanizmu jarzmowego, ktérego zadanie pole-

ga na przemieszczaniu punktu M po trajektorii 4,,, przy czym ruch ukladu jest wymu-
szany obrotem cztonu 1. Wigzy czlonu

3 nalozone na ruch czlonu 2 zabezpie-
czaja stata odleglos¢ linii BM od punk-
tu D — $rodka pary obrotowej utworzo-
nej przez cztony 01 3.

Identyczne wigzy — stata odleglo$¢
linii BM od punktu D — zapewnia ukfad
narysowany linig przerywana, w ktorym
para postgpowa zostata przeniesiona
do punktu D z zachowaniem pierwotne-
go kierunku ruchu wzglednego cztonow
21 3. Dla wigzow nie zmienionych uzy-

Rys. 3.6. Mechanizm krzywkowy R—R
i rownowazny uktad dzwigniowy

skany uktad bedzie realizowat iden-
tyczna transformacje ruchu obroto-
wego czionu 1 na ruch punktu A,
a analiza ukladu zastgpczego, zwla-
szcza na etapie okreslania przyspie-
szenia, jest zdecydowanie prostsza.

Przedstawione reguty eliminowa-
nia par kinematycznych wyzszych
prowadza kazdorazowo do uktadu
dzwigniowego. Nie oznacza to, ze
analiza kinematyczna uktadoéw z pa-
rami wyzszymi zawsze wymaga ta-

) ) ) Rys. 3.7. Mechanizm jarzmowy i uktad
kiego zabiegu. Sugerowane tutaj po- réwnowazny kinematycznie
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stgpowanie nalezy traktowac jako propozycje utatwienia analizy, a zwtaszcza jednoli-
tego traktowania wszystkich uktadow jako dzwigniowych. Zwro¢my przy tym uwagg,
ze czasem w ukladach zastgpczych zostanie wyeliminowany jaki$ czton (np. krazek 2
narys. 3.5), a tym samym pozbawiamy si¢ mozliwosci analizy jego ruchu. W razie ta-
kiej potrzeby przejsciowe stosowanie uktadu zastepczego moze mie¢ funkcje pomoc-
nicza.

3.2.3. Réwnania wektorowe, plany

Wobec poczynionych sugestii eliminowania par wyzszych w uktadach kinematycz-
nych podlegajacych analizie kinematycznej przedstawiamy rownania wektorowe wig-
zace predkos¢ 1 przyspieszenie punktow cztonow ptlaskich uktadow kinematycznych.
Aby zaleznosci takie byly prawdziwe, punkty, ktorych one dotycza, musza spetniac je-
den z warunkow:

» obydwa punkty naleza do jednego cztonu,

* punkty naleza do dwoch cztonéw tworzacych pare postepowa? i pokrywaja sie.

Ruch wzgledny punktéw jednego czlonu. Rozpatrujac ruch ptaski (rys. 3.8), zwrdé-
my uwage, ze mozemy go rozpatrywac jako ztozenie ruchu postgpowego i obrotowego.
Thumaczy to schemat przemieszczania cztonu MN od potozenia M,N, do M,N,. Faza
pierwsza to ruch postepowy do potozenia M,N,", po ktorej punkt M juz zajal swoje
polozenie M,, a druga to ruch obrotowy wokoét M,, tak aby N,” przemiesci¢ do potoze-
nia ,.

Rys. 3.8. Ruch zlozony ptaski cztonu MN

Przechodzac od przemieszczenia do predkosci i przyspieszenia, mozemy dla ruchu
ztozonego ptaskiego napisa¢ rownania wiagzace parametry ruchu punktéw M i N jedne-
go czlonu (rys. 3.8).

* Dla predko$ci mamy:

Vy =V, tVauy, (3.6)

2 Istnieja tez zwiazki miedzy punktami ,,w styku” dwoch cztonéw tworzacych pare wyzsza.
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Pierwszy sktadnik prawej strony réwnania (3.6) jest konsekwencja ruchu postgpo-
wego cztonu k, drugi jego ruchu obrotowego (obrot punktu N wokot ,,nieruchomego”
punktu M). W tej sytuacji oczywiste jest powiazanie wektora predkosci wzglednej li-
niowej v,,, z predkoscia katowa w, cztonu k

Vo =0, XTIy (3.7)
* Dla przyspieszenia mamy:
a, =a, +a,, =a, +a}, +al, (3.3)

Analogicznie do predkosci drugi sktadnik prawej strony rownania (3.8) jest wyni-
kiem obracania punktu N wokoét ,,nieruchomego” M. Przyspieszenie wzgledne a,,, roz-
tozone jest na dwie skladowe — normalna i styczna® — powiazane w sposob oczywisty
z predkoscia katowa w1 przyspieszeniem katowym €, zalezno$ciami:

2
al, =0, x(®,xr,, )=-0lT,, (3.9)

aly,, =& Xr,, (3.10)

Sktadowa normalna a},, wektora przyspieszenia wzglednego a,,, jest skierowana
od punktu N do M, sktadowa styczna a',, ma kierunek zgodny z wektorem predkosci
wzglednej vy, (rys. 3.8).

Ruch wzgledny punktéw dwdch cztonow. W przypadku punktéw dwoch cztonow
istnieja analogiczne zwiazki wiazace predkosé i przyspieszenie, przy czym to ostatnie
jest uzupetnione o sktadowa przyspieszenia Coriolisa [27]. Dwa przypadki skojarzenia
cztonow j, k para postgpowa pokazano na rys. 3.9. W pierwszym przypadku mamy wa-
riant og6lny z prowadnica lukowa (promien p), w drugim prowadnica jest prostolinio-
wa. Punkty J i K naleza odpowiednio do cztonow j i k.

Dla pary z prowadnica tukowa i prostoliniowa mamy réwnanie predkosci:

Vo=V, vy (3.11)

Predkos¢ wzgledna v, jest w obu przypadkach styczna do toru punktu K w ukfadzie
prowadnicy j. Zwrdé¢my uwagg, ze w przypadku prowadnicy tukowej mamy do czynienia
z ruchem obrotowym czlonu £ wzgledem cztonu j — czton k obraca si¢ wokot srodka
krzywizny 0, Predkos¢ katowa /m , cztonu k w uktadzie cztonu j i predkosé wzgledna
liniowa v, sa powigzane rOwnaniem:

Vi ='0, xp (3.12)

3 Istnieje tutaj spér z terminologia mechaniki klasycznej, gdzie przyspieszenie styczne i normalne
jest przypisywane ruchowi punktu w uktadzie nieruchomym, natomiast w ruchu wzglednym operuje
si¢ czgsto, cho¢ nie zawsze, przyspieszeniem obrotowym (tutaj styczne) i doosiowym (tutaj normalne).
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Zalezno$¢ wiazaca przyspieszenia dwdch punktow K i1 J dla prowadnicy tukowej
(rys. 3.9) to:

a, =a, +a,, =a, +a}, +a\, +a%; (3.13)
a skladowa normalng a%,; przyspieszenia wzglednego a,, wyraza réwnanie:
al, =jmkx(jkap)=—jm§p (3.14)

Ruch obrotowy czlonu k w ukladzie cztonu j laczy sie z przyspieszeniem katowym
stycznym /g, powigzanym z przyspieszeniem wzglednym stycznym zalezno$cia:

(4

a, =g, xp (3.15)

Rys. 3.9. Ruch suwaka & w prowadnicy j

Trzecia sktadowa przyspieszenia wzglednego a,, jest przyspieszeniem Coriolisa,
bedacego wynikiem obracania sig cztonu j z predkos$cia katowa unoszenia ; 1jest obli-
czane z zaleznosci:

ag, =20, XV, (3.16)
W przypadku prowadnicy prostoliniowej, najczesciej wystgpujacej w uktadach rze-
czywistych, w rdGwnaniu okre$lajacym przyspieszenie nie wystepuje sktadowa normal-

na przyspieszenia wzglednego ay, (P = 0) i wtedy:

a, =a, +a,, =a, +a}, +a%, (3.17)
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Plan predko$ci i przyspieszen. Analiz¢ kinematyki metodami graficznymi prowa-
dzi si¢ dla jednego potozenia uktadu, rozwiazujac kolejno rownania predkosci i przy-
spieszen. Rysujac wektory predkosci (przyspieszenia) punktow jednego cztonu w taki
sposob, aby ich poczatki pokrywaty sig, uzyskujemy tzw. plan predkosci (przyspieszen)
cztonu wyznaczony przez konce tak poprowadzonych wektorow. W obu przypadkach
konce wektoréow predkosci (przyspieszenia) punktow wyznaczaja figure geometrycz-
nie podobna do tej, jaka wyznaczaja te punkty na cztonie. To bardzo pozyteczna cecha
planu predkosci i przyspieszenia. Majac bowiem wyznaczong predkosc (przyspiesze-
nie) dwoch punktéw jednego cztonu, mozemy bez uciekania si¢ do rownan wyznaczy¢
predkos¢ (przyspieszenie) kazdego innego punktu tego samego cztonu. Mniej wazna
cecha planu predkosci jest to, iz jest on figura obrocona w stosunku do odpowiadaja-
cej jej na cztonie o kat prosty w kierunku zgodnym z predkoscia katowa.

PRZYKLAD 3.1

W uktadzie przedstawionym na rys. 3.10 jest zadany ruch korby AB, ze stala pred-
kosScia katowa ,, co okresla predkos¢ i przyspieszenie cztonow i ich punktow, ktore
wyznaczymy na podstawie wprowadzonych rownan wektorowych. Zadanie rozwiazu-
je si¢ w okreslonym potozeniu.

Sposrod cztonow uktadu tacznik 2 wykonuje ruch ptaski, ktory do wyznaczenia pred-
kosci dogodnie jest rozpatrywaé jako ruch obrotowy wokot srodka obrotu chwilowe-
g0 S,,. Wyznaczenie jego potozenia mozna wesprze¢ twierdzeniem o trzech srodkach
obrotu lub prowadzac proste prostopadie do oczywistych kierunkéw predkosci punk-
tow B 1 C cztonu 2. Dla znanych wymiaréw i zadanego ruchu cztonu 1 predkos¢ punk-
tu B wyznacza roéwnanie:

Vp =0, XI,p (3.18)

Znajac potozenie Srodka S, korzystajac z zasady, ze predkos$¢ wszystkich punktow
cztonu 2 w ruchu wzgledem podstawy 0 widziana jest pod tym samym katem ¢,, mo-
zemy juz znalez¢ predkosé punktéw C i M czionu 2. Predkos¢ punktu C wyznacza tez
predkos¢ cztonu 3 o ruchu postgpowym. Predkosé punktow B, C, M cztonu 2 i jego
predkos¢ katowa sa powiazane rOwnaniami:

Vp =@y XTg g, Ve =@y XTg e Vi =@y XTIy y

Inny sposob wyznaczenia predkos$ci jest oparty na rownaniach wektorowych (3.6).
Po wyznaczeniu wektora predkosci punktu B (3.18) otrzymujemy rownanie:

Ve=Vp+Vep (3.19)

Gdy znamy wektor v, (podwojne podkreslenie) oraz kierunki v oraz v, (jedno
podkreslenie), graficzne rozwiazanie rownania (3.19) jest oczywiste i pokazane
narys. 3.10b — trojkat m,bc. Wyznaczenie wektora predkosci punktu M jest mozliwe
teraz na dwa sposoby.
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Rys. 3.10. Predko$¢ uktadu korbowo-wodzikowego

Sposob pierwszy polega na rozwigzaniu graficznym ukladu réwnan wektorowych:

= VM (3.20)

Vi =Ve+ Ve

Na podstawie poprzednio wykreslonego trojkata z,bc wystarczy tylko zgodnie

z réwnaniami (3.20) poprowadzi¢ znane kierunki mc i mb predkosci wzglednych v,
1v,,, odpowiednio prostopadte do bokéw MC i MB czlonu 2. Analizujac kierunki bo-
kow trojkatow bem i1 BCM, stwierdzamy, ze sa one do siebie wzajemnie prostopadte,
a to oznacza ich podobiefistwo geometryczne (Abem ~ ABCM). Prosta konsekwencja
podobienstwa jest rtownos¢ katow ¢, i ¢ figur BCM i bem. Tréjkat bem wraz z biegu-
nem 7, tworza plan predkosci cztonu BCM. Na schemacie predkosci mozna wyrdznié
tez plan predkosci dwoch pozostatych cziondéw uktadu. Odcinek ab jest wiec planem
predkosci czionu 4B (punkt @ pokrywa sig z 7, gdyz jego predkosé jest zerowa), nato-
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miast planem predkosci cztonu 3 — suwaka
o ruchu postepowym — jest punkt ¢, gdyz
predkosci wszystkich punktéw suwaka 3 sa
jednakowe. :

Gdy dysponujemy wektorami predko-
§ci, mozemy przystapi¢ do wyznaczania
przyspieszen. Algorytm postgpowania jest
doktadnym powtérzeniem kolejnych faz
wyznaczania predkos$ci z wykorzystaniem
réwnan wektorowych rozwiazywanych gra-
ficznie*. W pierwszym kroku wyznaczamy
przyspieszenie punktu B, ktére ma tylko
sktadowa normalna:

ap=a} +ah
n o_ 2
Ap =~w| Typ
ajh =g xr,; =0 (©, =const— ¢, =0)

Kolejne réwnanie wektorowe, podobnie
do (3.19), to:

(3.21)

W réwnaniu (3.21) dwa wektory sa zna-
ne (podwojne podkreslenie), dwa pozosta-
te sa znane co do kierunkéw, wigc rozwia-

Rys. 3.11. Przyspieszenie ukladu
korbowo-wodzikowego

zanie graficzne jest mozliwe (rys. 3.11b). Po wyznaczeniu planu przyspieszenia czlo-
nu 2, na razie tylko w formie punktéw 7 bc, dalsza analizg¢ mozna oprze¢ na, zaobser-
wowanym juz w przypadku predkosci, twierdzeniu o podobienstwie planu przyspie-
szef i cztonu. Gdy mamy katy @, i @ na cztonie 2, wowczas mozna przeniesc¢ je na
plan przyspieszen, okre§li¢ potozenie punktu m, a odcinek 7,m wyznaczy wektor przy-
spieszenia punktu M (rys. 3.11b). W uzupetnieniu analizy przyspieszenia zauwazmy
jeszcze, ze przyspieszenie katowe czlonu 2 wyznacza rownanie:

¢ _
Acp =&y XTIy

4 Taka zasada obowiazuje zawsze, jezeli przy wyznaczaniu predkosci nie positkujemy sig¢ $rodkami
obrotu lub innymi sposobami wyznaczania kierunkéw wektoréw predkosci, np. trajektoriami.
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3.2.4. Uklady zlozone ptaskie

Przedstawione rownania wektorowe predkosci i przyspieszen, zastosowane w przy-
ktadzie 3.1, umozliwiaja analiz¢ zdecydowanej wigkszosci uktadéw kinematycznych
w praktyce. Juz w trakcie omawiania topologii zwrdcono uwage na liczno$¢ zbioru
mozliwych rozwiazan uktadow kinematycznych. Rézne sa liczby cztonéw i struktura
polaczen parami kinematycznymi. Posrod wielu mozliwych uktadow sa takie, ktore
wymagaja szczegolnego podejscia w analizie predkosSci i przyspieszen prowadzonej
z wykorzystaniem rownan wektorowych. Ich bezposrednie wykorzystanie nie prowa-
dzi do rozwiazania, a przeszkoda okazuje si¢ brak wystarczajacych informacji o kie-
runkach lub modutach niektorych wektorow.

Istotna jest umiejgtno$¢ rozpoznawania takich uktadéw. Mozna sig tutaj wesprzeé
klasyfikacja wedtug Assura [16]. Nie rozwijajac tutaj tego zagadnienia, zwrocimy tyl-
ko uwagg, ze rozpoznanie takich uktadow jest jednak stosunkowo proste na etapie spo-
rzadzania schematu uktadu. Jesli przy graficznym wyznaczaniu konfiguracji uktadu trze-
ba pomocniczo wyznacza¢ trajektorie wybranych punktéow lub modyfikowac uktad,
zmieniajac jego czlon czynny, to z cata pewnoscia przetozy si¢ to na trudnosci w anali-
zie predkosci 1 przyspieszenia. Mozna przypomnie¢ uktad z rys. 2.11, dla ktoérego wy-
znaczenie konfiguracji wymagato wykreslania pomocniczej trajektorii. W klasyfikacji
Assura, po zalozeniu, ze czton czynny to suwak (punkt F) uktad z rys. 2.11 jest mechani-
zmem III klasy. Analiz¢ kinematyczna innego uktadu I1I rozpatrzono na przyktadzie 3.2.

PRZYKLAD 3.2

Na rysunku 3.12 przedstawiono schemat uktadu, ktérego czton 3 (CEF) wykonuje
ruch ptaski, ograniczony statymi odleglosciami punktow E i D oraz F'i G. Czlonem
czynnym jest sitownik 4AC, ogdlnie czton zmiennej dtugosci. Juz narysowanie tego ukta-
du dla znanej dtugosci sitownika wymaga szczegdlnych zabiegdéw. Tutaj odnotujmy
tylko, ze w kazdym potozeniu punkty C, E, F' cztonu 3 musza znajdowac si¢ na tukach,
przy czym tuk, na ktorym znajduje si¢ punkt C zmienia swoj promien. W przyktadzie
bedziemy rozpatrywa¢ predkos¢ i przyspieszenia po zalozeniu predkosci v, , z jaka si-
lownik zmienia swoja dtugosc.

Przed przystapieniem do analizy zauwazmy, ze w miejsce sitownika mozna wprowa-
dzi¢ cztony 1 i 2, uzyskujac uktad rownowazny kinematycznie. Czton 1 reprezentuje cylin-
der, czton 2 ttok z ttoczyskiem. Taka modyfikacja znakomicie utatwia analize, umozliwia-
jac bezposrednie korzystanie z wprowadzonych regut formutowania rownan wektorowych.

Zauwazmy, ze predko$¢ wysuwu v, w zmodyfikowanym uktadzie jest predkoscia
wzgledna v, w parze postegpowej suwak 1—czlon 2, a $cislej predkoscia v, punktu B,
co wykazuja rownania:

} — Vp=Vpy (3.22)
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Rys. 3.12. Predkosc i przyspieszenie uktadu 111 klasy (wg Assura)

Dysponujac predkoscia v,, mozemy zapisa¢ tylko jedno rownanie:

Ve=Vp+tVe (3.23)
ktorego rozwiazanie wymaga znajomosci kierunku wektora predkosci v, poniewaz je-
dyna informacja o wektorze v, to jego kierunek prostopadty do BC. Znalezienie kie-
runku predkosci v nie jest szczego6lnie klopotliwe, jesli odwota¢ sig do srodkow obro-
tu chwilowego — tutaj pomocny bytby srodek S;,. Mozna tez pomocniczo wykresli¢ frag-
ment trajektorii punktu C, do ktorej styczna wyznacza kierunek v .. Podejmiemy jednak
zadanie analizy predkosci, nie positkujac si¢ ani srodkiem obrotu ani trajektoria, gdyz
takie rozwiazanie oznacza wyznaczenie ,,Sciezki” analizy przyspieszen.
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Przyjmijmy, Ze na cztonie 3, w nieokre§lonym jeszcze potozeniu, znajduje sig¢
punkt H, wtedy mozna napisaé nastgpujace rownania:

VH=VC +VHC

VC=Vl+VCB _ — ( : )

Z prawej strony rownania (3.24) wystepuja dwie predkosci wzgledne vz 1 vy,
ktorych kierunki sg prostopadte do odcinkéw CB i HC. Dotychczas zaktadano jedynie,
ze punkt H lezy na cztonie 3, teraz umiejscowimy go w takim miejscu, aby wektory
Vep 1 Ve mialy jednakowy kierunek. Nie trzeba wykazywac, ze bedzie to spetnione,
jezeli punkt H bedzie lezat na przedtuzeniu odcinka AC. Wtedy otrzymamy:

Vg =Vp+ Ve + Ve (3.25)
Z drugiej strony, idac od punktu £ do H mamy:

VH = VE + VHE
> Vg =Vp+Vpptv
Ve=Vp+Vgp #—_D " TED T THE (3.26)
a obierajac punkt / na kierunku DE wektory v, 1 v, towniez beda mialy wspolny
kierunek:

Vy =V + Ve, + Ve (3.27)
Whioskujemy zatem, Ze obierajac potozenie punktu H na cztonie 3 na przecigciu
kierunkow AC 1 ED sumy wektoréw predkosci wzglednych:

Ve +Vye Oraz Vi, +Vyp
umozliwiajg wyznaczenie pomocniczo predkosci punktu H z uktadu réwnan:

VH =VB +VCB +VHC
- = — (3.28)
Vi =Vp tVgp + Vg

Wychodzac od znanego wektora v, rozwigzanie graficzne (rys. 3.12b) prowadzi do
trojkata m bh. Zwré¢my uwagg, ze nieznane sa predkosci wzgledne rownan (3.28),
a znamy tylko ich sumy. Poniewaz punkty H i F naleza do cztonu 3, wigc jest upraw-
nione kolejne rbwnanie w postaci:

Ve=Vy +Vpy (3.29)
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ktorego rozwiazanie daje na planie predkosci (rys. 3.12b) wektor v,. Znana jest wigc
teraz figura 7 bhf , ktora jest podstawa do znalezienia punktow e, ¢ — koncow wekto-
row predkosci v i v.. Mozna je znalez¢ z zasady podobienstwa cztonu i jego planu,
korzystajac ze znanych katéw ¢,, 1 ¢, a nastepnie 3.1 B lub postugujac si¢ rowna-
niami:

VE:Vl+VEF VC=VH+VCH

- — Vg oraz — V¢ 3.30
Ve =Vy+Vey Ve=Ve+Ver (3.30)

Predkosci katowe poszczegdlnych czlondw wynikaja z oczywistych zwiazkow

Vg =0, XTpp Vp =05 XIgp
oraz
Vep =0y XTpe Vg =03 XTyp
Wyznaczenie przyspieszen wymaga podobnej jak dla predkosci drogi postgpowa-
nia. W tym celu zapisano kolejne rownania, ktorych graficzne rozwiazanie przedstawio-

no na rysunku 3.12c¢. Zatézmy stata predkos¢ wysuwu sitownika v, = v, = v, = const.
Zwiazek przyspieszen punktow A i B w parze postepowej wedtug (3.17) to:

_ t C
ap=a, t+ap, tag,

c
a,=0 — ap=ap, =20, XV
A B=2py 1 X Vg4 (3.31)
vy, =const »af, =0

Rownanie wiazace przyspieszenia punktéw B, C cztonu 2, analogicznie do (3.23)
na podstawie (3.8) to:

a. =a,+ay, +ag, (3.32)

Rozwiazanie graficzne tego rownania, podobnie jak rownania (3.23) w analizie pred-

kosci, nie jest mozliwe, gdyz brak jest informacji o przyspieszeniu punktu C. Korzy-
stajac jednak z wprowadzonego pomocniczo punktu A otrzymujemy rownania:

_ n t
Ay =ac +aApc +tapc ; w
ac=ag+aly; +ag, = = = — —= .

aH :aE +a}11_]E +a3_]E

— —all n t t
. : %aH—aED+aHE+aHE+aE (3 34)
aE:+aE+aE B E— :
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Zwroéémy uwage, ze podobnie jak predkos¢ wzgledna (3.28) rowniez sume dwoch
wektorow wzglednego przyspieszenia stycznego:

aly,. +ay, oraz ay, +aj

mozna przejSciowo traktowaé jako dwa wektory. Dzigki temu mozliwe jest graficzne
rozwiazanie uktadu rownan:

_ n n t t
aH —al+aCB +aHC +aHC +aCB

— — (3.35)
—all n t t
aH —ai+aHE +aHE +ai

Wystepujace w (3.35) przyspieszenie normalne oblicza si¢ z zaleznosci (3.9):

no_ 2 no _ 2
Acp =0T Apc =~03Tcy
n o _ 2 n _ 2
Ap ==, Tpg Apyp = 03T gy
Otrzymane rozwiazanie graficzne rownania (3.35) daje w wyniku wektor przyspie-

szenia punktu / — na planie odcinek 7/ (rys. 3.12c). Kolejne rOwnanie wiaze przyspie-
szenia punktéw F i H:

n t n t
ap +ap =a, +ag +ag, (3.36)

a sktadowe normalne oblicza sie ze wzorow:
n __ 2 n  _ 2
Ap =—WsTgp Apy =Wy,

Po wyznaczeniu przyspieszenia punktu /' — maly punkt fna planie wyznacza koniec
wektora a,, z zasady podobienstwa wykreslamy odcinki fc pod katem ¢ i hc pod ka-
tem ¢,,. Znaleziono w ten sposob punkt c, ktéry wyznacza koniec wektora a .. Sposob
wyznaczenia na planie punktu e jest rowniez oczywisty wobec podobienstwa trojka-
tow CEF i cef — determinuja go katy B i 8. W ostatniej fazie wyznaczamy przyspie-
szenia katowe poszczegodlnych cztonow, ktore wynikaja z oczywistych zwiazkow:

o __ o __
a, =g, xXry; a, =&, Xrgp
oraz

r r _
Acp =&, XTIy Apy = &3 XTyp € =8,
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3.3. Metody analityczne

Metody analityczne wyznaczania predkosci i przyspieszen, liniowych i katowych,
bazuja na rownaniach opisujacych konfiguracj¢ uktadu kinematycznego, przy czym
mozliwe jest wykorzystanie wszystkich dostgpnych form zapisu konfiguracji. W przy-
padku uktadéw plaskich najczestszym sposobem jest opis za pomoca wspotrzednych
wektorowych. To najbardziej inzynierskie podejscie, w mniejszym stopniu wykorzy-
stuje si¢ liczby zespolone, ktére koncepcyjnie sa tozsame z zapisem wektorowym. Kiedy
dysponujemy systemowym oprogramowaniem do rozwiazywania roznego rodzaju za-
gadnien matematycznych, popularno$¢ zdobywa zapis we wspotrzednych absolutnych.
Jakkolwiek cechuje go wigksza liczba réwnan, to jednak trud wtozony w analizg kine-
matyczng zwraca si¢ prostota opisu dynamiki. W przypadku uktadow przestrzennych
duza popularnos$¢ zyskata notacja Denavita—Hartenberga (DH), zwlaszcza do zapisu
uktadow kinematycznych robotéw. W niniejszej pracy zaprezentowano zapis kinema-
tyki z uzyciem wspomnianych wspotrzgdnych wektorowych, absolutnych oraz w nota-
cji DH.

3.3.1. Ruch we wspoéirzednych wektorowych - uklady ptaskie

Jak juz pokazano w przypadku opisu konfiguracji zapis wektorowy wymaga zasta-
pienia cztonow uktadu kinematycznego tancuchem wektoréw, ktore skutkuja réwna-
niami wektorowymi, a w konsekwencji rzutowania wektorow na osie globalnego ukta-
du wspotrzednych, uktadem rownan algebraicznych. Jedne wektory maja state modu-
ly, inne zmieniaja si¢ co do kierunku i modutu. Wyznaczenie ich pochodnych wzgledem
czasu prowadzi do uktadu rownan wiazacych predkosci, a po kolejnym roézniczkowa-
niu przyspieszen. Od strony metodologicznej sposdb postgpowania jest oczywisty. Po-
chodna przemieszczenia liniowego jest predkoscia liniowa, katowego — predkoscia ka-
towa. Podobnie z przyspieszeniami. Podane przyktady powinny przyblizy¢ czytelniko-
wi sposoOb postgpowania i utatwic¢ adaptacje¢ do analizy innych uktadow.

PRZYKLAD 3.3

Jako pierwszy rozpatrzmy uktad czworoboku przegubowego (rys. 3.13), ktorego
konfiguracj¢ opisano w przyktadzie 2.5.

Dla wieloboku wektorowego utworzonego z cztonow uktadu rownanie wektorowe
(2.47) w wyniku rzutowania na osie uktadu globalnego {0} skutkuje uktadem rownan
algebraicznych (2.48), ponownie przytoczonych:

acos®, +bcos®, —d —ccos O, =0
asin®, +bsin @, —csin @, =0
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Rys. 3.13. Czworobok przegubowy — dane do analizy kinematycznej

W réwnaniach tych state sa dtugosci cztonow (moduty wektordw a, b, ¢, d), nato-
miast wszystkie katy €, sa zmienne w czasie. Rozniczkowanie (2.48) wzgledem czasu
daje uktad rownan wiazacych predkosci katowe poszczegolnych cztondow w postaci:

—a®, sin®, —b6, sin O, +cO, sin O, =0
‘ 1 1 ‘ 2 2 ‘ 3 3 (3.37)
a®, cos O, +bO, cos O, —cO, cos O, =0

Rozpatrywany uktad ma ruchliwos¢ jeden, a wigc jego ruch bedzie jednoznaczny
przy znanym ruchu jednego z cztonoéw. Przyjmijmy, ze elementem napgdzajacym jest
czton 1 — znana jest funkcja ©,(¢) opisujaca zmiang potozenia cztonu 1 w czasie. Roz-
wigzanie uktadu rownan (3.37) wzgledem predkosci katowych cztonow 2 i 3 wymaga
uporzadkowania do postaci:

—asin®, | . —-bsin®, csin O, @2
0, + =0
acos 0, bcos®, —ccosO, || O,
a po przeksztatceniu otrzymuje si¢ wyrazenie na predkos¢ katowa cztondéw 2 1 3:
@2 —bsin®, csinO, - —asin®, | .
== 0, (3.38)
0, bcos®, —ccos O, acos O,
Rézniczkujac (3.37) wzgledem czasu ¢, otrzymujemy:

- aél sin @, — a@f cos 0, —bé2 sin @, — b@22 cos 0, + cé3 sin O + c(~;)32 cos®, =0

a®, cos O, —a®? sin O, + b6, cos ©, —bO? sin O, — O, cos O, +cO2 sin O, =0
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a po uporzadkowaniu:

{—asin@l —acos@l} 0, | [-bsin®, csino; |6,
+

acos® —asin®, || 62 bcos®, —ccosO, || 6,

—bcos®, ccosO, |62
+ ] ] =0
—~bsin®, csinO, @32

i przeksztatceniu otrzymuje si¢ wyrazenia okreslajace przyspieszenie katowe cztonow
213 w postaci:

bcos®, —ccosO, @22
0, —bsin®, csin O, || bsin®, —csin6; Ch ' 339
6, | beos ©®, —ccoso, asin®, acoso, || 6, o
" —acos®, asin®, @12

150
™
\g‘ 140 :
T

120

0 100 200 300 0 100 200 300
9, [deg] 6, [deg)
Rys. 3.14. Wyniki analizy uktadu z rys. 3.13 — ruch cztonow 21 3
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Korzystajac z (2.48), (3.38) 1 (3.39), wykonujemy przyktadowe obliczenia dla ukta-
du z rys. 3.13, ktérych wyniki przedstawiono na rys. 3.14.

Przyjeto nastepujace dane:

e wymiary [m]: a =0,2; b=c=0,6;d = 0,8,

* wartosci poczatkowe katow: ©, = /2; @, =7/3; @, = 21/3,

« predkos¢ katowa cztonu 1: @, = 10 s7.

3.3.2. Uporzadkowanie macierzowe — uklady ptaskie

Rozpatrzony uktad byt stosunkowo prosty — do opisu kinematyki wystarczyty dwa
rownania, ruch byt okreslony przy jednym napedzie. W praktyce wyst¢puja rowniez
uktady bardziej ztozone, w ktérych wystepuje wigcej zmiennych, a wigc wymagajace
tez wigkszej liczby réwnan. Ich pozyskiwanie jest mozliwe przez zastgpienie uktadu
kinematycznego wiclobokami wektorowymi. W takich przypadkach dogodnie jest upo-
rzadkowa¢ procedure wyznaczania predkosci i przyspieszen, korzystajac ze znanych
form zapisu macierzowego.

Jezeli mamy do czynienia z uktadami o ruchu zdeterminowanym, to liczba rownan
algebraicznych do opisu kinematyki musi odpowiada¢ liczbie niewiadomych. Ogoélnie
wige, dla m zmiennych niewiadomych bedziemy w stanie zapisaé¢ m rGwnan o nastgpu-
jacej postaci:

/i =f](w1, S 11N DU/ B S ,xm)=0
/5 =f2(w], R 11N DU/ B S ,xm)=0

(3.40)
o =fm(w1, S 11 DS/ B S ,xm)=0
Roéwnania te mozna zapisa¢ w postaci wektorowe;j:
f(w,q,x)=0 (341

gdzie: w — wektor wymiarow cztondéw (liniowych i katowych),
q — wektor znanych wspotrzednych wektorowych (zmienne niezalezne, napedy),
x — wektor nieznanych wspotrzednych wektorowych (zmienne zalezne).

Poniewaz zmienne wspotrzedne wektorowe sa funkcjami czasu:
q=q(), X =x()
wige zrozniczkowanie (3.41) wzgledem czasu daje rownanie predkosci:

Ay M M=o (3.42)
dt ox  dq
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Przyjmujac oznaczenia:

I
dx, ox, ox,,
A=| ..
IS S Iu
_8xl ox, axm_
x=[x, %, ]
o, ai o,
dg, 9q, 9q,
B=-
o, O, o,
_aql 99, a9,
a=lg, ... ¢,

rownanie predkosci (3.42) mozemy wowczas zapisaé nastgpujaco:
Ax=Bq (3.43)
Wektor predkosci zaleznych okresla rownanie:
x=A"Bq (3.44)
Wyznaczenie niewiadomych przyspieszen:
k=[x, .. %]

wymaga znajomosci wektora przyspieszen niezaleznych (przyspieszenia czlonow czyn-
nych):

i=lGg . 4l
Po zrézniczkowaniu rownan (3.43) wzgledem czasu ¢ otrzymuje si¢ zalezno$¢:
Ax+Ax=Bq+Bg (3.45)

ktora skutkuje nastepujacym rownaniem okreslajacym przyspieszenie zmiennych za-
leznych:

X=A"(-Ax+Bq+Bj) (3.46)
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gdzie [4]:
p ay ap Aim
Azi =
dt
'ml dm2 dmm
of, & 9f n 92 f,
i~ 4 9, :2 /i X+ —qy
dt dx; }Z0x ;dx; jo1 0x ;0q
J by, by, by,
B="B=-—
dt . . .
bml bm2 bmn
of, o 9%f, n 92 f,

’ dt dq; 199 ;0x; k=194 ;09 ‘

Otrzymane réwnania macierzowe (3.44), (3.46) w stosunku do zaleznosci otrzyma-
nych wprost z rbwnan opisujacych konfiguracj¢, maja tylko warto$¢ porzadkujaca. Ich
forma jest przystosowana do tatwej implementacji w dowolnym pakiecie obliczen ma-
tematycznych.

PRZYKLAD 3.4

Jako przyktad rozpatrzmy uktad ptaski o dwoch stopniach swobody przeznaczony
do realizacji dowolnej trajektorii punktu M (rys. 3.15). Mechanizm ten byt juz rozpa-
trywany w poprzednim rozdziale, gdzie opisano jego konfiguracjg.

Otrzymane rownania, powtorzone tutaj dla wygody czytelnika, wynikaja wprost
z rdbwnania wektorowego:

atb-c—-q,=0

ktore skutkuje dwoma rownaniami nieliniowymi (rzuty na osie uktadu wspotrzednych)
0 postaci:

f_l:fl }_l:acosq1 +bcosx, —c—q, cosx, B
g
W rozpatrywanym uktadzie, obok statych a, b, ¢, wyréznimy:

* q,, 9, —zmienne niezaleZne (znane wymuszenia),
*X,, X, —zmienne zalezne (niewiadome).

asin g, +bsinx, — g, sin x,
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L
;0. c
Rys. 3.15. Generator trajektorii o dwoch stopniach swobody

Sformutowanie rownania predkosci (3.43) wymaga okreslenia macierzy A i B, ktore
w tym przypadku maja postac:

A

of —bsinx, ¢,sinx,
==

bcosx, —gq,cosx,

B of _{—asinq1 —cosxz}

Jq acosg, —sinx,

Pochodne zmiennych zaleznych i niezaleznych wzgledem czasu to odpowiednie pred-
kosci zebrane w wektory:

x=[t, ] a=la, &l

Rownanie predkosci ma wige postac:

. . . -1 . .
|- bsinx, g,sinx, asin g, c?s X || 4y (3.47)
X, bcosx, —g,cosx, —acosq, sinx, |4,

Do wyznaczenia przyspieszen (3.45) wymagane sg kolejne pochodne, a mianowicie:

A d A_{—fclbcos;cl G, Sin X, 4+ X,q, COS X, }
= A=

—Xbsinx, —g,cosx, +X,q,snx,

B="B=

d g,acosq, —Xx,sinx,
dt

g,asing, X, cosx,
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Przyspieszenie zmiennych zaleznych x i niezaleznych q:

T T

"i:[xl 552] q:[ijl ‘72]

Ostateczna forma rownania przyspieszenia ma postac:
. . . -1 . . . . .
X —bsinx;  g,sinx, —xbcosx;  G,sinx, +X,q,C08x, || X;
X, bcosx;, —g,cosx, —X,bsinx; —¢,co8x, +X,q,sinx, || X,

qacosq, —x,sinx, ||q, asing, cosx, || ¢
o . |t . . (3.48)
qasing,  X,cosx, ||¢,| |—acosq, sinx, | ¢,
Dla analizy uktadu z rys. 3.15 przyje¢to dane (wymiary liniowe w [m]):
e wymiary: a=0,2;6=0,5;,¢c=0,4;,d=0,2; f=1/4,

* ruch cztondéw czynnych:
— obrét cztonu 1:

; AB, =5—n
18

. 2mt
q,=0,,+AO, sm(; J; O =

(SR

— wydhuzanie sitownika 3,4:

(2
Gy =y +0q, sm[;t ); Gy =032  Ag, =008

* wartoSci poczatkowe zmiennych zaleznych: x, = 121/180; x, = 741/180,
» czas jednego cyklu 7= 10 s.

Wyniki obliczen przedstawiono na rys. 3.16.
Wyznaczenie parametrow ruchu punktu M jest oparte na rownaniu wektorowym

r, =a+e
ktore daje wyrazenia okreslajace potozenie punktu M

l:xM } _|:acosq1 +ecos(x, + f3)

Yu asing, +esin (x; + f8)
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G 2 4 & .} 10 0 2

t [s]
0,4
L }
% 0,2
L]
—
i O
0 2 4 & B 10 o 2 4 ] 8 10
1 Cal t Lol
Rys. 3.16. Wyniki analizy uktadu z rys. 3.15 — ruch cztonéw 2 oraz 3, 4
jego predkosé

Xy —agq,singq, —ex, sin (x, + )
Yy ag, cos q, +ex; cos(x; + fB)
i przyspieszenie

X —ag, sing, —aq’ cosq, — ¥, sin (x, + B)— ex? cos(x, + )
Vs ag, cos ¢, —aq’ sinq, + ex, cos (x, + f) —ei?sin (x, + )

Wyniki obliczen przedstawiono na rys. 3.17.
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XyLms=]

t [s] t [s]]

Rys. 3.17. Wyniki analizy uktadu z rys. 3.15 — ruch punktu M

3.4. Ruch we wspétrzednych absolutnych — uktady ptaskie

Jak juz stwierdzono dla jednoznacznego opisania ukladu zlozonego z k czlonow
ruchomych potrzebna jest znajomo$¢ 3k parametréw, a to oznacza konieczno$¢ sfor-
mulowania 3% réwnan, ktére tworza wektor rownan w postaci:

P
o=@ |, (3.49)
@ (q,2)

Pierwsza grupa rownan & jest wynikiem laczenia czlonéw parami kinematyczny-
mi, druga grupa réwnan &€ opisuje wymuszenia kinematyczne — ruch cztonéw czyn-
nych (napgdzajacych). Réwnanie (3.49) jest podstawa do znalezienia konfiguracji uktadu
opisywanej wektorem:

q=[x, n 6 x ¥y 6, .. ox w @k]T
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lub krocej
a=[la] a; - q;l”

gdzie ql_T=[x,. yi 6]
Po zatozeniu znajomosci konfiguracji uktadu kinematycznego wyznaczenie pred-
kosci:
g=1x, ¥, O, X, Y, O, .. X y, O, (3.50)
i przyspieszenia

q:[xl V0, X, Y, 0, .. X V; @k] (3.51)

nie stanowi juz problemu i wymaga jedynie operacji rézniczkowania rownania (3.49)
wzgledem czasu, co daje:

87(1,_’_82@:0
Jt  dq dt
lub krocej
D +®,q=0 (3.52)
gdzie
- T
D D D
D, = 90 9, 9Py (3.53)
| ot ot ot
[ 0D, 0D, 0D, |
o4 g, 93
o, = .. (3.54)
0P, 0Dy, 0P,
| 9q, 99, 993 |

Wyrazenie okreslajace predkos¢é ma wige postaé:
q=—0,'0, (3.55)

Kolejna pochodna réwnania predkosci wzgledem czasu prowadzi do rownania
okreslajacego przyspieszenie. Z rdwnania predkosci (3.52), przeksztatconego do postaci:

@ q=—®

t
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otrzymamy po obliczeniu pochodne;j

(q)qqq+q)qt)q+q)qq :_q)tqq_q)tt (356)
gdzie
@, :iq)q @, :2®q D, =i(1)t
aq ot aq
Poniewaz jednak
®,4q= (q)q q)q
oraz

o, =D,
wigc ostateczna postaé rownania okreslajacego przyspieszenia ma postac:
®,i=-(®,q)q-20,4-®,=a (3.57)
Po przeksztatceniu otrzymamy
§=@,[~(®,q),q-20,4-P,]=Da (3.58)

Dla dowolnego cztonu mamy wigc jednoznaczny opis ruchu w postaci predkosci
i przyspieszenia poczatku uktadu lokalnego {i} oraz predkosci i przyspieszenia kato-
wego tworzacych tacznie wektory:

0=l 3 of

q; = [xi Yi @i]
Wyznaczenie predkosci i przyspieszenia dowolnego punktu M cztonu i wymaga obli-
czenia pochodnych wektora potozenia punktu M cztonu i w uktadzie globalnym {0}

r, =R, 'r, +p,
co daje
i, =R, 'r, +p, (3.59)
Pochodna macierzy rotacji R ; ma postac:

d | cos®;, —sino; . |—sin®; —cos6, .
= = ®i ) =0.B.
dt|sin®; coso, cos®;, —sino,
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wigc skrocone rownanie predkosci punktu M ma postac:

f, =OB.r, +p, (3.60)

Roéwnanie okreslajace przyspieszenie punktu M w uktadzie globalnym {0} wynika
z réwnania okreslajacego predkosc (3.60):

I, =éiBi ', +@iBi ), + D, (3.61)
Poniewaz
d|—sin®, —cos®, . |—cos®, sino, .
B, =— . =0, . =-0,R,;
dt| cos®, —sin®, —-sin®;, —coso;

wigc przyspieszenie punktu M wyraza rownanie:
Iy, = éiBi Ty - éiZRiirM +P; (3.62)

Identyczne relacje otrzyma si¢ z rownania okreslajacego macierz A, transformacji
jednorodnej (2.9), gdzie wektor wspotrzednych punktu ma trzecia sktadowa réwna je-
den. Potozenie punktu M w uktadzie podstawy {0} opisuje rbwnanie:

r, =A.'r,

ktore po wyznaczeniu pochodnej daje zaleznos$¢ okreslajaca predkosé:

i, =AT, (3.63)
gdzie

- @,- sin®; — @,- cos®; X;

1

) d . S .

A, =EAI. =| ©,cos6, —0;sinO,
0 0 0

Podobnie przyspieszenie punktu M wyznacza rownanie:

i, =A'T, (3.64)
gdzie
~0,sin®;, -6 cos®;, —6;cos0, +67sin®, i
A, :EA,. =| 6,c0s0; —07sinO, —0,sinO, —OF cosO; ¥,
0 0 0
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PRZYKLAD 3.5

Na rysunku 3.18 przedstawiono schemat uktadu jarzmowego, w ktorym uktady lo-
kalne {1} i {2} zwiazane z czlonami 1 i 2 maja poczatki w odpowiednich srodkach
mas. Spehienie tego warunku skutkuje uproszczeniem rownan dynamiki.

Zgodnie z przyjetymi regutami rownania wigzOw par zapisane w postaci funkcji
wektora ®F (3.49) maja nastepujaca postac:

X, —acos 0,
Y, —w-—asno,
®" =|x, +bcos®, —x, —ccos®, |=0 (3.65)

Y, +bsin®, —y, —csinO,

vy, —dsin®,

Dwa pierwsze rownania (3.65) wynikaja z potaczenia 4 cztonu 1 z podstawa 0, dwa
kolejne reprezentuja wigzy pary kinematycznej obrotowej B, a rOwnanie ostatnie wy-
musza potozenie punktu C (sworznia) na osi x,, (w szczelinie). Zatl6zmy dalej, ze cztonem
napedzajacym jest korba 1, ktora porusza si¢ ze stata predkoscia katowa ;. Wobec
tego rownanie wymuszen, opisujace kat @, odmierzany od wartosci poczatkowej O, »
w czasie ¢, dla rozpatrywanego uktadu ma postac:

®(q,1)=[6,-6,, —ayt]=0 (3.66)

Roéwnania zatem wigzoéw dla uktadu z rys. 3.18 o znanym ruchu cztonu 1:

X, —acos o,
Y, —w—asin @,

X, +bcos® —x, —ccos O,

D= ) ] =0 (3.67)
Y, +bsin® -y, —csin®,
Y, —dsin®,

Konfiguracja uktadu jest opisana za pomoca wektora wspotrzednych absolutnych:

q= [xl w 6 x oy @2]T
W tej sytuacji sktadowe rownania predkosci (3.55):

q :—(I);](I)t
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7777 Xq
;O

\_

Rys. 3.18. Uktad jarzmowy

majg zgodnie z (3.53) i (3.54) postac:
@ =0 000 0 -]

1 0 asin® 0 O 0
0 1 —-acos® 0 0 0
& = 1 0 -bsin® -1 0 <¢sin®,
10 1 bcos® 0 -1 —ccos®,
0 0 0 0 1 -dcos®,
(0 0 1 0 0 0 ]

Wystepujace w rownaniu przyspieszenia (3.58):

o -1 . . :
=0, [(?,9,9-2®,9-D,]

odpowiednie pochodne i sktadniki to

%, +a®,sin @,
7, — a0, cos 6,

X, —bO,sin®, — %, + cO,sin O,
P, +b6,cosO, — 5 — O, cos O,
Y, —d0, cos O,

6,
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0 0 a®cos® 0 0 0
0 0 aB;sin® 0 0 0
((qu) _ 0 0 —b(?1 cos®, 0 0 c(?2cos@2
10 0 —-bO;sin®, 0 0 cO,sino,
0 0 0 0 0 do,sin6,
0 0 0 00 0 |
®,=0,=0

Predkoscé 1 przyspieszenie punktu M cztonu 2 w uktadzie globalnym {0} opisuja réw-
nania (3.60) 1 (3.62):

- 2 .
r, =0,B,°r, +p,

LA 2 ) 2 .
r, =0,B, ‘r, —0,R,"r, +p,

0.8 H 0,24 : : ‘
E 0.7 : : : 5
|_|= 0,8 - N ;ﬂ.zz
X 05

0,4 o

0 0,2 0.4 0.6
t [s]

fms]

Xy

0 D.‘Z 0;4 0,6 0 0,2 0.4 0.6
1 [=] t (sl

Rys. 3.19. Wyniki analizy uktadu z rys. 3.18 — ruch punktu M
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Wyprowadzone zalezno$ci wykorzystano do analizy przyktadowego uktadu jarzmo-
wego (rys. 3.18), przyjmujac nastgpujace dane (wymiary liniowe w [m]):

e wymiary: a =0,07; b=0,11; ¢c=0,37; d = 0,25; w=0,2; 2rM =[0,23 0,217,

+ ruch cztonu czynnego 1: @, = 107!,

» wektor opisujacy konfiguracje poczatkowa uktadu (z rysunku)

q,=[0.05 025 w4 044 013 1518

Na rysunkach 3.19 i 3.20 przedstawiono przebiegi wybranych parametrow potoze-
nia, predkosci 1 przyspieszenia punktu M oraz cztonu BC. W kolejnych krokach i+1
analizy przyjmowano, ze konfiguracja poczatkows jest ta, ktora zostata wyznaczona
w kroku i-tym.

1] 0,2 c.4 0,6 4] 0.2 0,4 0.6
t [sl] t Cal

Rys. 3.20. Wyniki analizy uktadu z rys. 3.18 — ruch cztonu CB
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3.5. Ruch we wspoétrzednych DH - uktady przestrzenne

3.5.1. Uktady o strukturze szeregowe;j

Zapis uktadow przestrzennych za pomoca wspotrzednych DH zaktada, ze czlony
uktadu tworza wytacznie pary obrotowe R i/lub postgpowe 7. W uktadach o strukturze
szeregowej ruchliwos¢ jest wtedy rowna liczbie par kinematycznych, a dla uzyskania
jednoznacznego ruchu potrzeba, aby w kazdej z tych par okreslony byt ruch wzgledny
cztonow ja tworzacych.

Predko$¢ przestrzennego ruchu cztonu £ jest okreslona przez wektor predkosci li-
niowej v, poczatku ukladu lokalnego {k} oraz wektor predkosci katowej ®,. Zwykle
obydwa wektory sa wyrazone w uktadzie globalnym {0}. Jak wiadomo, wyrazenia okre-
slajace predkosc¢ otrzymuje si¢ przez rozniczkowanie wzgledem czasu funkcji opisuja-
cej przemieszczenie. Jednak w przypadku zapisu notacja DH (2.31) istnieje tylko funkcja
opisujaca wektor polozenia cztonu £, a $cislej poczatku uktadu {k} w uktadzie podsta-
wy {0}. Natomiast orientacja cztonu k jest dana macierza R, kosinusow kierunkowych
1 wprost nie sa znane katy, ktorych pochodne sa predkosciami katowymi [33]. Trud-
no$¢ t¢ mozna przezwycigzy¢, gdy pamigtamy, ze ruch cztonu £ jest ztozeniem ruchu
cztonu poprzedniego ;j i ruchu wzglednego w parze utworzonej przez te dwa cztony.

Rozpatrzmy ruch wzgledny cztondw j oraz k (rys. 3.21) w uktadzie globalnym {0}
podstawy. Rodzaj par jest jeszcze nieokreslony, wiadomo natomiast, ze w notacji DH

Rys. 3.21. Uktad szeregowy uogolniony
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0§ z, jest wyznaczona przez kierunek ruchu wzglednego (o$ pary R lub 7). Wzgledne
potozenie cztondow opisuje macierz (2.31):

Cos O, —sin O, 0 a;
j j . o o
N _[ R, pk]_ cosq; sin @, cosa;cosO, —sina; —d;sina,

00 0 1 sine; sin®;  sin; cos®, cose;  d,cosq;

i 0 0 0 1 ]

W zaleznosci od typu pary kinematycznej zmiang potozenia czlonu k£ wzgledem j
opisuje kat ©, dla pary obrotowej R lub odcinek d, dla pary postgpowej 7, natomiast
predkos¢ wzgledna cztonu k& w relacji do j opisuje predkos¢ w postaci:

. wk’j:@.k - dlaparyR
Gk = (3.68)

vk’j:dk — dlaparyT

Zatozmy znajomos¢ ruchu cztonu j (wektora predkoscei liniowe;j v, i katowej ;) oraz
odpowiedniej predkosci wzglednej i okreslmy na ich podstawie predkosci cztonu £
w uktadzie podstawy. Wprost z rysunku 3.21 piszemy oczywiste rOwnanie wektorowe
w uktadzie globalnym {0}:

opk :opj +0(jpk):0pj 40 Rjjpk (3.69)

przy czym sktadowe wektora /p, sa elementami czwartej kolumny macierzy transfor-
macji /A, (2.31):

/pkz[aj —d; sinq dkcosocj]r (3.70)

Wiadomo, ze odlegtos¢ a; i kat a; sa w kazdym przypadku statymi, a odcinek ; ma
warto$¢ stata dla pary R i zmienna dla pary 7. To rozroznienie skutkuje réznymi zalez-
nosciami okreslajacymi predkos¢ dla par obrotowych i postgpowych.

Predkos¢ — para obrotowa R. W takim przypadku predkos¢ liniowa poczatku ukta-
du lokalnego jest wynikiem rozniczkowania zalezno$ci wektorowej (3.69) i wynosi:

°p,="; +°R,’p, (3.71)
gdzie /p, = const.

Pochodna macierzy rotacji jest zrozumiata, jesli przypomnie¢, ze jej kolumny
sa wektorami jednostkowymi:

0 _[0 0 0 ]
R;=[e;, ‘"e; ‘e
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co zgodnie z definicja pochodnej wektora o stalym module daje zalezno$¢:

. d d d d
0 0 0 0 0
R.=—{"R;|J=|—"¢e, —"e. — e,
J dt( J) [dt odt Y dr Jz:l

0 0 0 0 0 0 0 0 (3.72)
=[(1)J>< ejx (,l)J>< ejy 0)]>< ejz]= o)JX R]
Wobec tego rownanie predkosci liniowych (3.71) ma teraz postac:
0e _ 04 L0 (o j ) 373
pi=p;+ o, xR, p; (3.73)

Predkos¢ katowa @, cztonu & jest natomiast suma wektorowa predkosci katowych
czlonu j w ukfadzie podstawy @, i predkosci wzglednej @, ; w parze obrotowej. Zwro¢-
my uwagg, ze predkos¢ wzgledna @, J jest mierzona wzdtuz osi z;, a wigc jej wyrazenie
w uktadzie podstawy wymaga transformacji z uktadu {k} do podstawy {0} za pomoca
macierzy rotacji “R . W rezultacie otrzymujemy:

G ="wr; = 0= ;+RJ0 0 4] (3.74)
lub w formie skrocone;j:

‘0, = o; + Rye.q, e.=[0 o 1]" (3.75)

Predkos¢ — para postepowa 7. W tym przypadku rézniczkowanie zaleznos$ci (3.69)
po uwzglednieniu (3.72) daje rownanie:
De="p; + Oc’jx(oRijk)*' "R,’D, (3.76)

Dla tej pary, inaczej niz dla obrotowej, wektor/p, (3.70), opisujacy pozycje {k} w {j},
jest zmienny, a jego pochodna wynosi:

a; 0
. _d 4 si N .
pk—z - kSan{j = —San!j qk
dy coso; cosa;

oniewaz d, = q,, a,= const, o. = const.
k= 9 9 J
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Dla uproszczenia zapisu zauwazmy, ze istnieje relacja:

0 cos O, —sin O, 0 0
—sinq; |=|cosq;sin@; cos;cos®, —sina; ||0|= R,e.
cosa; sin;sin @, sina;cos®;  cosar; || 1
co oznacza dalej, ze ostatni sktadnik réwnania (3.76) wynosi
°R.p, ="R/Re 4, ="Re.q, (3.77)

Ostatecznie rownanie predkosci liniowych dla pary postgpowej ma postaé:

0.

P.= Opj + O(Dj X(ORj ' )+ ()RkCZQk (3.78)

Poniewaz w parze postepowej 7 mamy tylko ruch wzgledny postepowy, wigc pred-
kosci katowe sa w tym przypadku jednakowe

o, ;=0 > ‘o, ="0, (3.79)
Gdy znamy zalezno$¢ okreslajaca predkos¢, mozna, korzystajac z identycznej regu-
ly sktadania ruchéw, wyprowadzi¢ rownania na przyspieszenia. Rowniez dla przyspie-

szen niezbgdne jest oddzielne rozpatrzenie par obrotowych i postgpowych.

Przyspieszenie — para obrotowa R. W takim przypadku przyspieszenie liniowe
poczatku uktadu lokalnego jest wynikiem rézniczkowania wyrazenia (3.73) okreslaja-
cego predkosé

0p, = opj + O(bj X(()Rjjpk )+ ‘o, X(()Rjjpk )
co po wykorzystaniu (3.72) daje:
"B, ="p, + 0, X(()Rjjpk )+ "o, x [O(Dj X(()Rjjpk )] (3.80)
Przyspieszenie katowe jest wynikiem rozniczkowania (3.75) i wyraza si¢ rownaniem:
O(bk _ 0de +0Rkezq-k +0Rkezék
Po uwzglednieniu (3.72) rownanie przyspieszen katowych ma postaé:

‘o, = Od‘)j +'o, X(()Rkezék )"'O R.e.q, (3.81)
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Przyspieszenie — para postepowa T. W tym przypadku r6zniczkowanie zalezno$ci
(3.78) po uwzglednieniu (3.72) daje:
0 _ 0, 0- Op J 0 0 Op J 0 O /o
Pr="P;t wjx( Rjjl’k)+ wjx[ wjx( Rjjpk)] + wjx( Rjjl’k)
+"Re.q, +Re. i, (3.82)
Wystepujaca w czwartym wyrazie prawej strony rownania (3.82) pochodna wekto-
ra /p, pozycji {k} w {j} zgodnie z (3.77) przeksztalca ten wyraz do postaci:
‘0, xR, p,)="0,x("R /R,e.4, )"0, x('R.e.q,) (3.83)
Zalezno$¢ okre$lajaca natomiast pochodna macierzy rotacji °R, zgodnie z (3.72)
wyraza rOwnanie:
ORk =Owk XORk — Owj XORk
poniewaz %@y = ‘.

Wobec tego piaty wyraz (3.82) przeksztatca si¢ do postaci:
oy .0 (OR . )
Rkezqk - (’Oj X kezqk

ijest tozsamy z czwartym wyrazem. W rezultacie poczynionych przeksztatcen rowna-
nie przyspieszenia liniowego dla pary postgpowej ma postac:

Oﬁk :Oﬁj +O(,')J- X(ORJ- jpk)+ OOJJ- xlob)j X(ORJ' jpk)J
+2% ; X(ORkezqk )"‘ "Rye. g, (3-84)

Przyspieszenia katowe cztonow j oraz k sa jednakowe, co wynika wprost z rownania
(3.79):

o, =0-"0,="0, (3.85)

Predkosé¢ i przyspieszenie punktu M na czlonie k-tym. Gdy mamy predkosé
1 przyspieszenia cztonu k (predkos¢ i przyspieszenie liniowe poczatku uktadu {k} oraz
predkosc i przyspieszenia katowe cztonu k), wowczas mozna wprost napisa¢ rOwnanie
predkosci i przyspieszenia punktu M na cztonie k, przy czym polozenie punktu M
w uktadzie {k} opisuje wektor *r,, (rys. 3.22). Analogicznie do zaleznosci (3.69), (3.73)
i (3.80) mamy zatem réwnanie potozenia:

o, =p, + 'R, 'r,, (3.86)
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Rys. 3.22. Uktad szeregowy — predkos¢ i przyspieszenie punktu M

predkosci

°%, =p, + o, x(°R,*r, ) (3.87)
i przyspieszenia
0

i, =%, + 0, x('R,‘ry + "o, x[" 0, x(°R,"r, )] (3.88)

PRZYKLAD 3.6

Jako przyktad zastosowania wyrazen okreslajacych predkosc dla uktadu o struktu-
rze szeregowej bedziemy kontynuowac analiz¢ uktadu manipulatora (przyktad 2.12).
Wykorzystamy tutaj wyprowadzone zwiazki opisujace konfiguracj¢ uktadu. Analizo-
wany uktad przedstawiono ponownie dla wygody czytelnika na rys. 3.23, z zaznacze-
niem wektoréw predkosci w parach kinematycznych.
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Rys. 3.23. Manipulator o strukturze szeregowej

Oprocz znanych wymiarow cztonéw dysponujemy teraz predkosciami wzglednymi
w poszczegblnych parach kinematycznych zebranymi w wektor

a=la, ¢ 4¢1"

oraz macierzami transformacji °A, °A,, °A, oraz 'A,, ?A;, z ktorych wykorzystamy
odpowiednie podmacierze /R, opisujace rotacje i wektory pozycji /p,. Znany jest tez
wektor 3r,, opisujacy polozenie punktu M w ukladzie cztonu 3.

Czton 1 wykonuje wzgledem podstawy ruch obrotowy. Predkos¢ katowa tego ru-
chu z uwagi na szczego6lnie dobrane uktady wspotrzednych {0} 1 {1} jest oczywista.
Jednak dla formalnosci na podstawie (3.73) napiszemy:

°p,="py + e, x"R,’p, )=0 (3.89)
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a na podstawie (3.75), po wykorzystaniu (2.150):

cosq, —sing; 0|0 0
%w, =0, + “Rie.g, =| sing, cosq, 0]|0|¢,=|0 (3.90)
0 0 1|1 q
Predkos¢ poczatku uktadu {2} cztonu 2 wedtug (3.73) wynosi:
"p.="p, +'0,x('R/'p,) (3.91)
Korzystajac z (2.150) 1 (2.151) mamy zatem:
0 cosq, —sing, O0||b
%p,=0+| 0 |x||sing, cosq, Ol|c (3.92)
q 0 0 1{|0
a po wykonaniu kolejnego mnozenia jest
0 | |bcosg, —csing, —§,(psing, +ccosq, )
%p, =| 0 |x| bsing, +ccosq, |=|—¢,(bcosq, —csing,) (3.93)
q 0 0

Na podstawie (3.75) mamy wyrazenie okreslajace predkos¢ katowa cztonu 2
W postaci:

‘o, = "o, + ()Rzezqz (3.94)
Po zastosowaniu (2.154) rownanie (3.94) otrzymuje postaé:

0 —sing, —g,sing,
0 . .
0)2 =0 +| €Os 91 |92 =| 49> COSql (395)
Q 0 q
Czton 3 wykonuje wzgledem cztonu 2 ruch postgpowy. Zgodnie z (3.76) mamy wigc
wyrazenie okre$lajace predkosc liniowa w postaci:

0.

p,=p, + ‘@, x("R,%p, )+ R.e.4, (3.96)
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Znalezienie prawej strony wyrazenia (3.96) wymaga korzystania ze wzorow (2.153),
(2.154) 1 (2.155) 1 wykonania kolejnych mnozen:
[cosq, cosq, —cosq,sing, —sing, |[ 0
'R, ’p; =|sing,cosq, -—sing sing, cosq, ||q;

sing, — 0S¢, 0 0

[~ g5 cosg, sing,

=| —g¢sing, sing, (3.97)
—{3C08¢q,
[—g,sing, | [—g;cosq;sing,
0 (0 2 )_ . . .
0, X{"R,p3)=| ¢,€08¢q, |X| —g5sing,sing,
q —g3C05¢,

— ({45 C08q; €0S q, +§,q; Sin g, sin g,

= 4,45 Sin g, COsq, +§,q; Cos g, sin g, (3.98)

| §2q3 5in g, sin g, sin g, + ¢,q5 COS g, COs g, sin g,

— ({4 c08q, sing,
'R,e_g, =| — ¢, sing, sing, (3.99)

- q3 CoS q,

Ostatecznie z zaleznosci (3.93), (3.98) 1 (3.99) mamy:

[— g, (bsing, +ccosg,)| [—g,q5 08, cosq, +¢,q;55in g, sing,
99, =| —g,(bcosq, —csing, ) |+| ¢,q;sing, cosq, +d,q; cosq, singq,
0 4295 8inq,

—§3cosg;sing,

+| — gy sing, sing, (3.100)

—q3€08¢,
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Poniewaz cztony 2 i 3 nie wykonuja wzgledem siebie ruchu obrotowego, mamy:

—¢,sing,
0)3,2 =0 —> 0(03:0(02: qZCOSql (3101)
4
Predkos¢ punktu M okreslamy na podstawie zaleznosci (3.87):
%k, =, + "0, x ("R,’r,, ) (3.102)

Pierwszy sktadnik (3.102) jest juz okreslony rownaniem (3.100), a drugi wyzna-
czono nastgpujaco:

cosg,cosq, sing, —cosgq,sing, (|0 —lcosq, sing,
OR,’r,, =|sing,cosq, —cosq, —sing,sing, ||0|=|—Ising,sing,
sing, 0 —cosgq, [ —lcosgq,

—g,sing, | |—Icosqsing, | |—q,/cosq,cosq, +q,/sing,sing,
=| g,cosq, |X|—Isingsing, |=|—q,/sing,cosq, —qg,/cosg,sing, | (3.103)
q, —lcosq, q,lsing,

Na podstawie (3.102) i (3.103) mamy:

(=g, (bsing; +ccosq;)] [—qaq;cosq, cos g, +¢yq; sing; sing,
“fy =| =41 (beosq —csing, )| +| gq5sing, cosq, +,q; cosgy sing,
L 0 4293 8inq,
[~ gy cosq,sing, | [—g,lcosq, cosq, +q,lsing,sing,
+|—¢;3sing, sing, |+|—¢,/sing, cosq, —q,/cos g, sing, (3.104)
— 43 ¢08¢, qylsin g,

Poprawnos¢ (3.104) moze by¢ zweryfikowana przez rdézniczkowanie wzglgdem czasu

trzech pierwszych wierszy macierzy (2.155) opisujacej potozenie punktu M w uktadzie
podstawy {0}.
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3.5.2. Uktady o strukturze zamknietej

W punkcie 2.4.2 oméwiono reguty opisu konfiguracji uktadu zamknigtego przestrzen-
nego z wykorzystaniem wspotrzegdnych DH. Otrzymane tam ogdlne rownanie (2.157)
zamknigcia jednokonturowego uktadu kinematycznego

A 'A, L TA A =T

moze stanowi¢ podstawe do ilosciowej analizy kinematycznej — wyznaczenia predko-
$ci i przyspieszen. Dla przypomnienia przytaczamy ogdélng posta¢ macierzy transfor-
macji (2.31):
cos O, —sin O, 0 a;
N coso;sin @ cos;cosO; —sina; —d;sina;
k=] . .
sing;sin®; sine;cos®, cosa;  d;Ccosq;

0 0 0 1

Dla uproszczenia zapisu przyjmujemy, ze czton odniesienia ma numer k (reguta
w tym opracowaniu jest, ze czlon odniesienia — podstawa — ma numer 0). Ponadto po-
miniemy gomne indeksy macierzy transformacji. Wobec takiej umowy rownanie zamknig-
tego uktadu kinematycznego opisuje zaleznos¢ (tozsama z (2.157)):

A A, LA =T (3.105)

Rys. 3.24. Uktad 3D uogoélniony z parametrami DH
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Wyznaczenie pochodnej rownania (3.105) wzgledem czasu prowadzi do oczywistej
zaleznosci:

AA, . A, +...+A ..A A +. . +AA,...A =0 (3.106)

Wystepujace w réwnaniu pochodne macierzy transformacji sa zalezne od tego, jaka
par¢ kinematyczng reprezentuja. Ogolnie jest:

A, :iAi (3.107)
dt

lecz dla pary R (zmienna ©(f)) mamy:
A,=AQ"6, (3.108)

Macierz Q® to operator rozniczkowania dla pary obrotowej R w postaci:

0 -1

0 0
1 0 00
Q) = " 0 0o (3.109)
0 0 0 0

Podobnie jest w przypadku pary postgpowej 7 (zmienna d(?)):
A =AQ"g, (3.110)

a operator rozniczkowania dla pary postgpowej 7 ma tym razem postac:

0 0
0 0
(3.111)
0 0
0 0

[0
0
0

_O i

Ogolnie wigc, przyjmujac jednakowy symbol zmiennej ¢; dla kazdej macierzy trans-
formacji, otrzymujemy:

A, szi —AQ.q, (3.112)
t
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Przy takiej umowie zalezno$¢ (3.106) przyjmuje postac:
AQA,. . Ag+..+A, ... AQ,.. A g +..+AA,..A,Q,4, =0 (3.113)
lub po wykonaniu mnozenia macierzy dla kolejnych predkosci otrzymamy:
Bg +B,q, +...+Bg,+...+B,q, =0 (3.114)

Zalézmy, ze mamy do czynienia z uktadem zamknigtym o ruchliwosci jeden,
a cztonem czynnym jest element o numerze 1. Wtedy zmienna ¢, i jej pochodne deter-
minuja ruch uktadu. W tej sytuacji obliczane zmienne zalezne to:

a9, =lg...q-q. ] (3.115)

a rownanie predkosci (3.114) przyjmuje postac:
B,g,+...+B,g, +...+B,q, =-Bq, (3.116)

Macierze B, maja wymiar 4x4, dysponujemy wigc formalnie szesnastoma réwna-
niami, z ktorych nalezy wyznaczy¢ co najwyzej 6 niewiadomych. Cztery sposrdd 16
rownan sg trywialne 1 wynikaja z porownania wyrazow ostatnich wierszy. Jednoznacz-
ne rozwiazanie natomiast uzyskamy z szesciu rownan powstatych z porownania wyra-
z6w macierzy lezacych powyzej gtownej przekatnej. Forma macierzowa tych szesciu
roéwnan to

Bq, =C,q, (3.117)
gdzie:
—b2,12 bi,lz bk,lz |
b2,13 bi,l3 bk,13
B= b2,14 bi,14 bk,14 Bn =[bni-]
b .o b o b &
2,23 1,23 k,23 (3 118)
b2,24 bi,24 bk,24
_b2,34 o bi,34 o bk,34 i

T
CV=_[bl,12 b1,13 b1,14 b1,23 b1,24 b1,34] (3.119)
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Wobec tego predkosé¢ oblicza si¢ z zaleznoSci:

q,=B"'Cyq, (3.120)

W przypadkach szczegdlnych, kiedy mamy do czynienia z uktadem z wigzami bier-
nymi, liczba cztonow k£ moze by¢ mniejsza niz 7. Tak jest w przypadku przegubu uni-
wersalnego Cardana (rys. 2.32). Wtedy liczba cztonow, a wige takze liczba niewiado-
mych jest mniejsza i wykorzystanie rownania (3.102) wymaga jego przeksztatcenia do
postact:

BTBQZ = BTqu.l
co umozliwia wyznaczenie predkosci z zaleznosci:
1, =B"B)'B’C,g
q,=(B v (3.121)

Kolejne zrézniczkowanie rownania predkosci (3.114) daje rownanie wyjs$ciowe dla
wyznaczania przyspieszenia w postaci:

B4, +B,G,+B,q, +B,j, +...+B,4, +B,j. +...+B, 4, +B,j, =0 (3.122)

gdzie
. d .
B, =E(A1...Al.Ql....Ak)=A1Q1...Al.Ql....Akql 4.
k .
+A; . AQQ, A+ A LAQ; . AQ G =D DV, (B-123)
j=1
natomiast
DY) = ALAQ.AQ A
Wobec (3.123) po uproszczeniu mamy:
. . k .
B,g, = Dz(l)q.lq.i +"'+Dz(l)q.iq.i +"'+Dz(k)q.kq.i = ZDz(‘J)q.jq.i (3.124)

J=1

Grupujac w rownaniu (3.122) wyrazy z nieznanymi przyspieszeniami z lewej stro-
ny, po wykorzystaniu (3.124) otrzymujemy:

B,g,+...+B,g, +...+B,g, =-B,g, +D (3.125)
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gdzie

k k '
D=-33 D44,
i=1 j=1

Zauwazmy, ze lewa strona roéwnania (3.125), podobnie jak w przypadku predkosci
(3.116), po wykorzystaniu sze$ciu rownan powstatych z porownania wyrazé6w macie-
rzy lezacych powyzej gtéwnej przekatnej (3.118) ma postac:

B,g, +...+B.g; +...+B, g, =Bq, (3.126)
Prawa strona (3.125) natomiast jest znana i zalezy od konfiguracji uktadu, okreslo-

nego juz wezesniej wektora predkosci oraz przyspieszenia w parze czynnej (cztonu glow-
nego 1), a mianowicie od:

a=[4...¢...q)" oraz g

Pierwszy wyraz prawej strony (3.125) jest iloczynem macierzy B, oraz przyspie-
szenia cztonu czynnego, przy czym macierz B, jest tozsama z macierza, jaka wystapita
w réwnaniu predkosci (3.116). Po uporzadkowaniu i pogrupowaniu wyrazow z prawej
strony rownanie przyspieszenia mozna doprowadzi¢ do postaci:

Bi,=C,j +D, (3.127)

przy czym macierz kolumnowa D , zawiera elementy macierzy D lezace powyzej gtow-
nej przekatnej i ma strukturg podobng jak wektor C, (3.119), a mianowicie:

DA:_[dl2 d13 d14 dzs d24 d34]T

W przypadku gdy k < 7, wyznaczenie wektora przyspieszen zaleznych wymaga prze-
ksztatcenia (3.127) do postaci podobnej jak (3.121)

i, =(B"B)'B"(C,,+D,) (3.128)

Nalezy podkresli¢, ze wyprowadzone roéwnania odnosza si¢ wyltacznie do uktadow
zamknigtych jednokonturowych, w ktorych wystepuja tylko pary obrotowe i/lub po-
stgpowe. Uklady ztozone przestrzenne wymagaja innego podejscia.



4. ELEMENTY DYNAMIKI
UKLADOW KINEMATYCZNYCH

4.1. Wprowadzenie

W poprzednich rozdziatach rozpatrzono ruch cztondéw uktadéw kinematycznych, nie
interesujac si¢ przyczynami tego ruchu. W kinematyce zaktadano ruch cztonu (czto-
néw) czynnego, co skutkowato okreslonym ruchem pozostatych. Tymczasem z ruchem
cztonow nierozerwalnie sa zwiazane opory uzyteczne (sity bierne), opory tarcia itd.
W uktadzie napedowym pojazdu sa to opory toczenia i opory powietrza. W uktadzie
kinematycznym koparki sity oporu wynikaja z reakcji urabianego gruntu itd. Pokona-
nie sil biernych wymaga, aby do uktadu dostarczy¢ energi¢ z zewnatrz w postaci sit
czynnych przylozonych do przemieszczajacych si¢ cztondw czynnych. W pojazdach
sa to sily wynikajace z ci$nienia spalanej w cylindrze silnika mieszanki, we wspo-
mnianej koparce sity oporu sg transformowane do cylindréw hydraulicznych uktadu
wysiggnika.

Oprocz sit czynnych i biernych wystepuja jeszcze opory tarcia wynikajace z prze-
mieszczania wzgledem siebie cztonow tworzacych pary kinematyczne — migdzy czto-
nami wystepuja sity oddzialywania. Przemieszczanie $srodkéw mas cztonow w pewnych
fazach przeciwstawia sig¢, w innych pomaga ruchowi. Niezwykle istotny udziat iloscio-
wy w uktadach kinematycznych maja sity wynikajace z tego, ze w rzeczywisto$ci mamy
przeciez do czynienia z przemieszczaniem si¢ cztondw masowych. Przyspieszenie li-
niowe $rodkow mas skutkuje wigc sita bezwtadnos$ci, przyspieszenie katowe momen-
tem bezwtadnosci.

Dynamika uktadéw kinematycznych to rozlegta dyscyplina zajmujaca si¢ opisywa-
niem zwiazkdéw miedzy ,,iloscia” ruchu (q(?)), sitami wywolujacymi ten ruch (sity czynne
(F ) 1 sitami oporu (sily bierne (Fy), sily tarcia (F,)), masami cztonow wraz z ich roz-
lozeniem na cztonach (M), czasem (¢) i geometria czlondw (w). Opisanie takiej zalez-
nosci w postaci funkcji:

f(q(t),Fc,Fy,F,,M,t,w)=0
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umozliwia uzyskanie odpowiedzi na dwa podstawowe pytania, w sposob naturalny
zwiazane z ruchem uktadu kinematycznego:

* jaki jest ruch uktadu dla znanych sit czynnych F . i biernych F?

* jaka sita czynna F . jest potrzebna, aby wywola¢ oczekiwany ruch q(7)?

Dziat zajmujacy sig poszukiwaniem odpowiedzi na pierwsze pytanie jest okreslany
dynamikq prostq, na drugie dynamikq odwrotnq, czgsto kinetostatykq. Oprocz tych pod-
stawowych pytan w dynamice interesujemy si¢ tez sitami oddziatywania w parach ki-
nematycznych, niezbgdnymi do konstrukcyjnego ksztattowania elementow par i czto-
néw. Istotne w praktyce sa tez zagadnienia tarcia w parach kinematycznych skutkujace
nie tylko stratami, ale rowniez ograniczeniem mozliwych zakresé6w ruchu — w wyniku
tarcia potozenia martwe przechodza w strefy potozen martwych itp.

Za przyktad ilustrujacy istot¢ analiz dynamicznych niech postuzy uktad korbowy
silnika spalinowego (rys. 4.1). Jego funkcja kinematyczna polega na transformacji ru-
chu liniowego ttoka 3 na ruch obrotowy korby 1. Obrotowi korby 1 (watu silnika) prze-
ciwstawia si¢ moment bierny M. Jego pokonanie zapewnia sifa czynna F'. dzialajaca
na tlok 3.

Przekazywanie sily F. faczy si¢ z oddzialywaniem sit Fyw parach kinematycznych.
Ich wartosci s zalezne nie tylko od sity F. i momentu M,. Musza one uwzglgdnia¢
przemieszczanie si¢ masowych cztonow (m, I,), wywolujace sity bezwtadnosci £, od
przyspieszenia liniowego i momenty bezwtadnosci M,, od ruchu obrotowego.

SlkA TARCIA T
_—
03

S A MOMENT
—_—
BEZWL ADNOSOI BEZWEADNOSC!
MOMENT
TARCIA
MOMENT
—_— OODZIALYWANI A

Rys. 4.1. Uktad korbowy silnika spalinowego
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Wartosci sit bezwladnosci moga w wielu przypadkach by¢ znaczace. Przyktadowo
dla uktadu korbowego z rys. 4.1 sita bezwtadnosci F, korbowodu moze osiaga¢ war-
tos¢ rzedu 10 kN, a moment bezwladnosci okoto 1 kN-m (podane warto$ci dotycza da-
nych: AB=0,2 m, m,= 0,2 kg, I, = 0,01 kg'm?, @, = 500 s~!). W niektorych ukfadach,
jak np. mechanizmy krzywkowe, sity bezwtadnosci moga by¢ jedynym realnym obcia-
zeniem, natomiast opory ruchu moga by¢ pomijalnie mate. Wobec przytoczonych
przyktadow nalezy stwierdzi¢, ze sity masowe stanowia bardzo znaczace obcigzenie
uktadow kinematycznych, a ewentualne ich pominigcie powinno by¢ zawsze poprze-
dzone szczegdtowa analiza. Wzajemne oddziatywanie czlonow sitami F; skutkuje si-
fami Ty lub momentami M ]Tk tarcia (rys. 4.1) i moze istotnie zaburzy¢ uktad sil, jaki
wystepuje przy zatozeniu braku tarcia.

Zjawiska towarzyszace ruchowi masowych uktadéw kinematycznych, szczegdlnie
dynamiki prostej, sa opisywane rownaniami rézniczkowymi. Ich rozwiazanie jest na ogot
ktopotliwe, a w postaci jawnej mozliwe tylko w przypadkach najprostszych. Obecnie
do rozwiazywania rownan rézniczkowych dynamiki aplikuje si¢ i intensywnie rozwija
réznorodne metody numeryczne. Trzeba jednak podkresli¢, ze modele dynamiki ciagle
sa jeszcze niedoskonate, a otrzymywane wyniki nierzadko odbiegaja od realnych, uzy-
skiwanych z pomiaréw. Sktada si¢ na to wiele czynnikow, a najwazniejsze wynikaja
z niedoskonatosci modeli tarcia, trudno$ci w modelowaniu luzow w parach kinematycz-
nych czy podatnosci cztonow.

Wiele zaawansowanych probleméw dynamiki, takich jak numeryczne metody roz-
wiazywania réwnan ruchu [7], [26], badania ukladéow zawierajacych cztony podatne
i uwzgledniajace tarcie [31], [32] wykracza poza ramy tego opracowania. Zostang tutaj
omowione jedynie wybrane zagadnienia dynamiki o istotnym znaczeniu praktycznym.

4.2. Parametry masowe cztonu, sity bezwladnosci

4.2.1. Masa cztonu i masowy moment bezwtadnosci - ruch ptaski

W ruchu ptaskim wszystkie punkty cztonu poruszaja si¢ po torach rownolegtych do
pewnej ptaszczyzny. Podczas ruchu pojedynczego elementu masowego (rys. 4.2) dm
z przyspieszeniem a nalezy uwzgledni¢ zwigzang z tym elementarng sit¢ bezwladnosci
dF,. Dla wielu mas elementarnych sktadajacych si¢ na czton oznacza to obciazenie czto-
nu polem elementarnych sit masowych. Dla rownowagi globalnej cztonu pole sit ele-
mentarnych zast¢puje si¢ sila i momentem bezwtadnos$ci. Ich wyznaczenie wymaga
znajomosci parametrow masowych cztonu, tj. potozenia §rodka masy S na cztonie, ma-
sy m cztonu i masowego momentu bezwtadnosci /. Ostatni parametr niesie informacje
o0 roztozeniu masy na cztonie.

Potozenie srodka masy S opisuje si¢ wedtug zaleznosci (rys. 4.2):

xsziixdm, yszi;[lydm
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Rys. 4.2. Czlon uktadu ptaskiego — parametry masowe

korzystajac z pojecia momentow statycznych [27], natomiast masowy moment bezwtad-
nosci wzgledem osi z, obliczany jest z rOwnania:

1, :J.()c2 +y2)dm

Przesuwanie osi odniesienia rownolegle do z,, np. do $rodka masy, wywotuje zmia-
ne masowego momentu bezwladno$ci wedhug relacji':

I,=Ig+m(x3+y3}) (4.1)

Podane zalezno$ci majq przede wszystkim znaczenie definicyjne. Ich praktyczne
wykorzystanie jest ograniczone do cztonow o bardzo prostych ksztattach (dla elemen-
tarnych figur i bryt mozna poshuzy¢ si¢ gotowymi wzorami). Bardzo pomocne sa wspot-
czesne $srodowiska graficzne wspomagajace projektowanie, ktore sa standardowo wy-
posazone w moduly wyznaczania srodka masy i momentéw bezwladnosci dowolnie zto-
zonych elementéw — wystarczy dysponowac rysunkiem, $cislej modelami brylowymi
cztonoéw. W przeciwnym przypadku nalezy wspomoc si¢ pomiarem — np. metoda wa-
hadta fizycznego, metoda drgan skretnych [20].

Masy skupione. W pewnych przypadkach dogodnie jest, zamiast postugiwac
si¢ cztonem o ciaglym rozktadzie masy (parametry m, /), zamodelowa¢ czton uktadem
mas skupionych potaczonych ze soba bezmasowymi pretami. Uzyskuje si¢ wtedy ko-
rzys$¢ na prostocie rownan dynamiki, co jest np. wykorzystywane w opisie warunkoéw
wywazania uktadow kinematycznych. Zastapienie cztonu uktadem mas skupionych jest

! Twierdzenie Steinera—Eulera.
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mozliwe, jezeli sg spetnione oczywiste warunki dynamicznej ekwiwalentnosci cztonu
i modelu w postaci (rys. 4.3):

* masy czlonu i modelu sg jednakowe,

» $rodki mas cztonu i modelu pokrywaja sig,

* masowe momenty bezwltadnos$ci cztonu i modelu sg jednakowe.

by,

g

Rys. 4.3. Czton i rownowazny uktad mas skupionych

Wymienione warunki, dla modelu A~-masowego, przetozone na réwnania przyjmuja
postac:

k
Zmi =m (4.2a)
1
k
Zmixi =mxg (4.2b)
1
k
Zmiyi =myg (4.2¢)
1
k
Zmi(xi2+yi2)=m(x§ +y§)+[S (4.2d)
1

Uktad k-mas skupionych jest opisywany liczba 3k parametrow (x, y, m;), co w zwiaz-
ku z dysponowaniem czterema roOwnaniami (4.2) oznacza, ze sposrod 3k parametrow
mozna dowolnie przyjmowaé p parametroéw, przy czym p = 3k — 4. Daje to np. swobo-
d¢ w wyborze umiejscowienia mas w takich punktach, ktore sa tatwe w opisie ruchu.
Dysponujac modelem mas skupionych w analizie dynamicznej, bedziemy interesowac
si¢ juz tylko przyspieszeniami punktow—mas, pomijajac przyspieszenie ruchu obroto-
wego.
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4.2.2. Tensor bezwladnosci - ruch przestrzenny

Rozpatrzony przypadek odnosit si¢ do ruchu ptaskiego. Parametry masowe wystar-
czyto opisa¢ tylko dwiema wielko$ciami, masa i masowym momentem bezwtadnosci.
Bardziej ztozona jest sytuacja ruchu ogolnego w przestrzeni. Wtedy oprocz masy m jej
roztozenie opisuje tensor (macierz) bezwladnosci. Jego postac jest podobnie jak
w przypadku ruchu ptaskiego zalezna od uktadu odniesienia. Latwo zauwazy¢ (rys. 4.4),
ze definiowanie rozktadu masy cztonu & w uktadzie odniesienia {0} oznacza ciagla zmia-
ne wektora ’r w czasie ruchu czlonu, co musi skutkowaé ciagla zmiana warto$ci mo-
mentow bezwladnosci. Pokonanie tej niedogodnosci polega na definiowaniu parame-
trow roztozenia masy cztonu k£ w jego lokalnym uktadzie wspotrzednych {k}. W takim

Rys. 4.4. Czton w 3D i uktad w $rodku masy S i przesunigty

przypadku w czasie ruchu cztonu wartosci elementow macierzy bezwtadnosci nie ule-
gaja zmianie, co znacznie upraszcza obliczenia. Macierz bezwladno$ci ma postac:

]x Xy Xz
i- 43
I=\1, I, I, (4.3)
]zx zy ]z

gdzie:
* momenty bezwtadnosci

Ixz'[(y2+zz)dm, Iyz'[(x2+22)dm, Izz'[(x2+y2)dm,

m m

* momenty dewiacji

I, =1, Z—J.xydm, I =1_ :—J.xzdm, I,=1I, =—Iyzdm
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Wartos$ci elementow macierzy bezwtadnosci (4.3) sa zalezne od potozenia uktadu
wspotrzednych. Staje si¢ ona diagonalna przez szczegdlne usytuowanie uktadu wspot-
rzednych, takie aby momenty dewiacyjne miaty wartosci zerowe — osie xyz sa wtedy
nazywane gtdéwnymi osiami bezwladnosci. Jesli dodatkowo poczatek takiego uktadu
umiesci¢ w $srodku masy cztonu, méwimy o gldéwnych centralnych osiach bezwtadno-
$ci [24].

Przesunigcia i obroty osi uktadu lokalnego skutkuja zmiana wartosci elementow ten-
sora bezwladnos$ci. Przydatna w praktyce, w opisie dynamiki uktadow przestrzennych,
translacja uktadu wspotrzednych od srodka masy S do dowolnego punktu o wektor
P =[Py Py p,]" skutkuje zmiang elementow tensora bezwladnosci (4.3) wedtug zalez-
nosci:

Ixx ISxx pi-’_pzz Ixy ISxy pxpy
1, |=|1s, [+m| p;+p? I, |=|1g. |-m| PP, (4.4)
[zz [Szz p)% +p)21 Iyz [Syz pypz

gdzie I odnosi si¢ do uktadu lokalnego o poczatku w $rodku masy S.

4.2.3. Wypadkowa sit bezwtadnosci - ruch plaski

Zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona dziatanie wypadkowa F sil zewngtrz-
nych na czton o masie m wywotuje ruch jego srodka masy S z przyspieszeniem a we-
dhug réwnania:

F=ma (4.5)
Dla elementu obrotowego o masowym momencie bezwtadnosci /g (wzgledem osi
przechodzacej przez §rodek masy S) moment M (od sit zewngtrznych liczony wzgle-

dem $rodka masy S) wywoluje natomiast ruch obrotowy z przyspieszeniem katowym
zgodnie z rownaniem:

M= (4.6)
Przeksztalcenie rownan (4.5) i (4.6) do postaci?:
F-ma=0F+F,=0 M-I4e=0>M+M,=0 4.7

sprowadza zagadnienie dynamiczne do quasi-statycznego, a iloczyny masy m i przy-
spieszenia a oraz masowego momentu bezwladnosci /i przyspieszenia katowego € sa
nazywane odpowiednio sila F, i momentem M, bezwtadnosci. Dzigki temu przyktada-
jac do ruchomego cztonu sitg/moment bezwtadnosci, problem dynamiczny moze by¢
rozwigzywany metodami statyki.

2 L. d’Alembert (1717-1783)
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Na rysunku 4.5a przedstawiono sil¢ i moment bezwtadnosci cztonu w ruchu ptaskim.
Jezeli zastapi¢ moment M, para sit F—FM o ramieniu A, a nastepnie przyjac, ze sity F¥
maja moduty jak F, to wynikiem dziatania sity i momentu bezwtadnosci jest tylko jedna
wypadkowa sit bezwtadnosci (rys. 4.5b) przesunigta wzgledem srodka masy o wielko$¢
h liczona z zalezno$ci:

M, M, I

= = 4.8
FM F,  ma (*43)

b)

Na podstawie rozpatrzonego ruchu
ptaskiego tatwo mozna przejs¢ do ruchu
obrotowego czy postgpowego. Reguly
postgpowania sg identyczne, a przypadek
ruchu postgpowego upraszcza si¢ — brak
obrotu oznacza, ze M, = 0.

Postugiwanie si¢ pojeciem wypadko-
wej sit bezwladnosci znakomicie utatwia
interpretacje zjawisk dynamicznych.
Jako przyktad niech postuzy uktad strze-
pywacza zastosowany do usuwania py-
1ow z elektrod zbiorczych elektrofiltrow.
Pomijajac szczegdly budowy (rys. 4.6)
wzbudzanie drgan elektrod uzyskuje sig
przez cykliczne uderzenia bijaka 2 w bel-
ke 3, podwieszona na pionowych elektro-
dach — ruch belki 3 jest poziomy. Ciagle

KSZTALT /S obracanie korby 1 z predkoscia katowa
OPTYMALNY ®, powoduje wynoszenie w gore bija-
Rys. 4.6. Bijak strzepywacza elektrofiltrow ka 2, ktory w pewnym potozeniu punk-
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tu B rozpoczyna spadek i w koncowej fazie — potozenie 2” — uderza w belke 3 z sita F.
Dalszy obrot korby 1 ponownie wynosi bijak 2 i cykl si¢ powtarza.

Sita F'jest oczywiscie wynikiem powstania sit masowych w zwiazku z gwaltownym
zahamowaniem ruchu bijaka, co skutkuje duzym przyspieszeniem. Jest oczywiste, ze
najlepsza skutecznos$¢ urzadzenie uzyska wtedy, gdy sita F' bedzie maksymalna. Ozna-
cza to, ze bijak powinien by¢ tak uksztaltowany, aby sita F' byta wypadkowa sit bez-
wladnosci. Zwroé¢my uwage, ze powyzszy warunek zapewnia jednocze$nie minimali-
zacje sity oddziatywania w parze B, co przyczynia si¢ do zwigkszenia zywotno$ci uktadu.
Wymienione warunki spetnia optymalny ksztaltt bijaka [21], zmieniony w stosunku
do stosowanego ksztattu cylindrycznego, pokazany na rys. 4.6.

Na zakonczenie rozwazan o sitach masowych zwr6¢my uwage, ze dla rozwazan
prowadzonych metodami analitycznymi redukcja sit bezwtadnosci do jednej wypad-
kowej nie daje istotnych korzysci. W uktadach ptaskich postugujemy sig najczgsciej
sktadowymi zaréwno sit, jak 1 parametréow ruchu, a to skutkuje sktadowymi sit bez-
wiadnosci.

4.3. Rownowaga kinetostatyczna

Jednym z podstawowych zadan dynamiki jest okreslanie wartosci sit zewngtrznych,
na 0got czynnych, potrzebnych do utrzymania rownowagi uktadu obcigzonego sitami
biernymi w zdefiniowanym ruchu. Wymaga to oczywiscie uwzglednienia sit masowych
wynikajacych z ruchu poszczegodlnych cztondw, ktore w tej analizie traktuje sig jak sity
zewngetrzne. Znajomo$¢ sit czynnych jest niezbedna w doborze napedow.

Kolejnym zadaniem analizy kinetostatycznej jest okre$lanie sit oddzialywania
w parach kinematycznych. Ich znajomo$¢ jest konieczna w obliczeniach konstrukcyj-
nych cztondéw i par — wymiarowanie przekrojow cztonéw z warunkoéw wytrzymatoscio-
wych, dobdr i obliczenia sprawdzajace tozysk itp. W zwiazku z przemieszczaniem si¢
elementow par kinematycznych niezbgdna jest w tej analizie umiejetno$¢ uwzglednie-
nia tarcia, ktore w niektorych sytuacjach moze istotnie znieksztalci¢ obraz uzyskany
z analizy pomijajacej tarcie.

Istnieje wiele metod rozwiazywania tak postawionych zadan, jednak wszystkie oparte
sa na oczywistym spostrzezeniu, ze rownowaga catego uktadu oznacza tez rownowage
kazdego cztonu, a takze dowolnie wydzielonej grupy cztonow. Tok analizy opiera si¢
na rozwiazywaniu rownan rownowagi odpowiednich sit i momentow.

4.3.1. Sily oddziatywania w parach kinematycznych

Para wyizsza — krzywkowa. Na rysunku 4.7 przedstawiono skojarzenie dwoch po-
wierzchni krzywoliniowych. Brak tarcia oznacza, ze przemieszczanie si¢ cztonow wzgle-
dem siebie wzdtuz stycznej ¢ nie napotyka zadnych oporéw. Ruch wzgledny cztonow j
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oraz k w kierunku normalnej # jest natomiast zabroniony, co oznacza,
n 0 r -
malnej:

* sita F;; oddziatuje czton j na czton £,

+ sita F; oddziatuje czton & na czton j,
przy czym ij = —ij.

Gdy znana jest geometria cztonéw, wow-
czas sita oddziatywania w kazdej parze wy-
zszej (tj. parze Il klasy) jest okreslona co do
punktu styku i kierunku dziatania (kat ) — nie-
znany jest tylko jej modul.

Para obrotowa. Rozpatrujac parg obroto-
wa w powigkszeniu (rys. 4.8a), stwierdzamy,
ze w istocie czop cztonu k£ w skojarzeniu z pa-

Rys. 4.7. Para krzywkowa, sity

b)

a)

Rys. 4.8. Para obrotowa, sity

newka cztonu j tworza parg wyzsza, jak na rys. 4.7. Wobec tego sity F;, i F; oddzialy-
wania cztonéw na siebie wzajemnie rowniez leza na kierunku normalnej do obu okre-
gdéw wyprowadzonej w punkcie styku. Niestety punkt styku czopa i panewki nie jest
znany. Jest on zalezny od stanu obciazenia cztondéw j i k.

Zwroémy jednak uwage, ze zawsze, bez wzgledu na obciazenia, sita oddziatywania
w parze obrotowej przechodzi przez jej srodek geometryczny. Mozna zatem sitg w parze
obrotowej przenies¢ do jej srodka geometrycznego, co uwalnia nas od wnikania w szcze-
goly rozwiazania konstrukcyjnego. Rozbicie sity Fj; na dwie skladowe Fj; i Fy,
(rys. 4.8b) informuje, ze tym razem wektor sity oddziatywania w parze obrotowej wnosi
dwie niewiadome — znany jest punkt jej przytozenia (srodek pary).
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Para postepowa. Parg taka tworzy prowadnica j oraz przesuwajacy si¢ po niej su-
wak k (rys. 4.9a). Rozpatrujac szczegotowo wspotpracujace elementy, stwierdzamy, ze
w wyniku obciazenia na powierzchniach styku wystepuja naciski, ktorych rozktad
jest zalezny m.in. od sztywnos$ci prowadnicy i suwaka. Okreslenie rzeczywistego sta-
nu sit oddziatywania w takiej parze wymaga kazdorazowo ztozonej analizy stanu na-
prezen, np. metoda elementow skonczonych.

Rys. 4.9. Para postgpowa, sity

Do celéw praktycznych modeluje sig t¢ parg, bazujac na mozliwosci zastapienia pola
sit naciskow sitami skupionymi F7; i F7, . Oznacza to wprowadzenie modelu (rys. 4.9b),
w ktorym suwak ma mozliwos¢ kontaktu z prowadnica w punktach 4, B, C, D. Na pod-
stawie doswiadczenia przyjmuje sig, ze rozstaw sit F/'.k i F;;{ , a wlasciwie rozstaw punk-
tow styku na suwaku wynosi /, = 2//3 lub 3//4.

Wprowadzony model zapewnia odwzorowanie uktadu sit, jaki wystgpuje w realne;j
parze, a w kazdym punkcie styku sytuacja sitowa odpowiada tej, jaka wystepuje w parze
wyzszej (rys. 4.7). Nie oznacza to, ze cztony tworzace t¢ parg zastgpcza kontaktuja si¢
ze soba jednoczes$nie w czterech punktach. Na ogot beda sig styka¢ w dwoch sposrod
czterech punktow 4, B, C, D, a w przypadku szczegdlnym nawet w jednym. Ostatni przy-
padek bedzie wtedy, gdy F7, =0 1lub F} =0.

Zwrdémy uwage na to, ze jakkolwiek o punktach styku beda decydowac zwroty sit,
to linie ich dziatania sa zawsze niezmienne — jedna sita F_;k dziata na linii wyznaczo-
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nej przez punkty 4 i B, druga F;;{ na linii wyznaczonej przez punkty C i D. Dla zwro-
tow sit FJ; i F;;{ przyjetych na rys. 4.9b jest oczywiste, ze suwak z prowadnica kon-
taktuje siew 41 D.

Zaréwno w parze realnej (rys. 4.9a), jak i w modelowej (rys. 4.9b) mozna mowic
o wypadkowej sile oddziatywania Fy. ktorej linia dziatania jest zawsze prostopadta
do osi prowadnicy i zdefiniowana np. odlegtoscia e mierzona od $rodka suwaka. Dla
rownowagi globalnej wygodnie jest postugiwac si¢ wylacznie catkowita sitg oddzia-
tywania w parze postgpowej. Wtedy niewiadomymi sa modut sity i ramig e — rys. 4.9c.

PRZYKLAD 4.1

Dla przedstawionych informacji o sitach oddzialywania w parach rozpatrzmy row-
nowagg przyktadowego ukladu (rys. 4.10a). Zaktadamy na tyle powolny ruch uktadu,
ze mozliwe jest pominigcie sit bezwladnosci. Jedyne obciazenie stanowi wigc cigzar
O, cztonu 1, ktéry jest rownowazony sita F,; w sitowniku 4. Warunki rownowagi i sily
oddziatywania okres$limy droga graficznego rozwiazywania rownan wektorowych sit.

Rys. 4.10. Rozktad sit w uktadzie ptaskim

Znana sifa Q, sugeruje na poczatek rozpatrzenie rownowagi cztonu 1, co wymaga
spetnienia nastgpujacego rownania:

&+F21 +F, =0 (4.9)

Sity F,, i F;; w parach obrotowych sa znane jedynie co do punktu przytozenia (Srodki
par 4 i B), a to nie wystarcza do rozwiazania rownania (4.9). Kazda z par cztonu 1 wpro-
wadza po dwie niewiadome, a rownan roéwnowagi cztonu w uktadzie ptaskim mamy
do dyspozycji trzy (dwie sumy sit i suma momentéw). Podobnie cztery niewiadome
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wprowadza czton 2 — po dwie w parach C i D. Jednak wobec braku obcigzen zewngtrz-
nych cztonu 2, poza sitami w parach, rOwnanie rOwnowagi w postaci:

F,, +F, =0 (4.10)

prowadzi do oczywistego wniosku, ze sity F,, i F,, musza leze¢ na jednej prostej, ktora
wyznaczaja srodki geometryczne par kinematycznych C i B. Podobny wniosek wynika
z analizy sit zewngtrznych sitownika 4, ktory moze by¢ rozwazany jak czton dwuwe-
ztowy — sity zewngtrzne sitownika leza na linii MN.

Znany kierunek, a nawet linia dziatania sity F,, a wigc takze sity F,, pozwala wroci¢
do réwnania (4.9). Poniewaz geometrycznym warunkiem rownowagi trzech sit obcia-
zajacych element jest ich przecinanie si¢ w jednym punkcie (zapewnia to zerowy mo-
ment od tych sit), linia dziatania trzeciej sity F;; rOwnania (4.9) musi przechodzi¢ przez
punkt K. Umozliwia to rozwiazanie rownania (4.9), co pokazano na rys. 4.10b.

Rozpatrujac teraz rbwnowage cztonu 3, stwierdzamy, ze rdwnanie rownowagi sit
zewngtrznych

F,; +F;; +Fp; =0 4.11)
bedzie spetnione pod warunkiem ich przecinania si¢ w punkcie L, stad linia dzialania
sity F, 1 graficzne rozwiazanie na rys. 4.10c. Znajomos¢ sity F,; wynika wprost
z rdwnania (4.10) i trzeciej zasady dynamiki Newtona F,=-F,.

Réwnowage uktadu z rys. 4.10a okreslono na podstawie analizy rownowagi poszcze-
gblnych cztonow. Bylo to mozliwe wobec szczegdlnego, w istocie uproszczonego, sta-
nu obciazen zewngtrznych nie uwzgledniajacego sit bezwladnosci ani nawet cigzarow
cztonoéw 2 1 3.

4.3.2. Statyczna wyznaczalnos¢ uktadéw kinematycznych

Uproszczenie, ktore umozliwito proste rozwiazanie rownowagi uktadu z rys. 4.10,
a polegajace na pominigciu sit masowych, w przypadku wielu innych uktadow jest nie-
dopuszczalne. Tak begdzie w przypadku uktadéw szybkobieznych. Przyktadowo pomi-
nigcie sity bezwtadno$ci korbowodu silnika spalinowego oznacza inny, w stosunku do
realnego stan obciazen tozysk, w mechanizmach krzywkowych czgsto sity masowe sa
jedynymi, ktore obciazaja uktad. Z drugiej strony, w wielu uktadach, nawet o powol-
nym ruchu, btedem jest pominigcie sit cigzkosci. Przyktadem moze by¢ tutaj zespot
cztonow wysiggnika koparki albo zurawia wypadowego.

W takich sytuacjach, kiedy analiza rOwnowagi poszczegolnych cztondw nie prowa-
dzi do okreslenia stanu rownowagi, nalezy sigga¢ po wigksze, kilkucztonowe fragmen-
ty uktadow. Z uktadu nalezy wydziela¢ te fragmenty, ktérych rozwiazanie jest mozliwe
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za pomoca metod statyki. Nosza one nazw¢ grup statycznie wyznaczalnych. Sformali-
zowanie sposobu wydzielania takich grup wynika wprost z koniecznos$ci zapewnienia
jednakowej liczby mozliwych do utozenia réwnan statyki i liczby niewiadomych.
Dla kazdego cztonu uktadu ptaskiego mozna utozy¢ dwa rownania sumy sit (XF, = 0,
XF,=0) oraz réwnanie momentow (XM = 0), co dla zespotu u cztonowego oznacza dys-
ponowanie liczba 3u réwnan. Z drugiej strony wiadomo, ze:
* kazda para kinematyczna II klasy wnosi 1 niewiadoma — znana jest linia dziata-
nia wektora sity, nieznany modut (rys. 4.7),

 kazda para I klasy wnosi 2 niewiadome — dla pary obrotowej (R) znany jest punkt
przytozenia, nieznane obie sktadowe; dla postgpowej (7) nieznany jest modut i
linia dziatania (rys. 4.8 1 4.9).

Whnioskujemy zatem, ze tacznie jest:

Liczba _ . .
Grupa statycznie niewiadomych = Liczba réwnan “.12)
wyznaczalna: 2p, + p, : 3 .

Podany warunek (4.12) statycznej wyznaczalnos$ci wskazuje na mozliwo$¢ zesta-
wienia grup statycznie wyznaczalnych dla kolejno przyjmowanych wartosci liczby czto-
néw u. Najprostsze grupy zestawiono na rys. 4.11.

Liczba mozliwych grup, dla uzasadnionej praktycznie liczby cztondéw u, jest skon-
czona, a dla kazdej z nich istnieje prosta procedura okreslania warunkow rownowagi
[16] — tutaj pokazujemy tylko przyktadowe, uzupetnione rozwiazaniem graficznym.

Dla grupy RRT (rys. 4.12) przyjmujemy obciazenie cztonow 2 i 3 sitami F, i F,,
ktore reprezentuja wypadkowe sit zewngtrznych, sit bezwladnosci i sit cigzko$ci. Spo-
sob rozwiazania polega na roztozeniu nieznanej sity F,, na dwie sktadowe — styczng

a) - a;) ay)
o
b} b, ) b,) by}
I
I
I

Rys. 4.11. Przyktady grup statycznie wyznaczalnych — uktady ptaskie
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t
F1 2
Pl
F2
FJ

Rys. 4.12. Uktad sit w grupie statycznie wyznaczalnej RRT

i normalna — prostopadle i wzdtuz cztonu AB. Takie podej$cie umozliwia wyznaczenie
sktadowej stycznej z rownania momentow dla cztonu 2 wzgledem punktu B

Fyh
YME=0 - Fh-F, -4B=0 — Fl’2=% (4.13)

a wtedy rownanie rownowagi sit zewngtrznych grupy cztonéw 2 i 3
F/, +F,+F, +F, +F,; =0 (4.14)

jest juz rozwiazywalne?, co pokazano na rys. 4.12b.
Poniewaz kazdy z cztondéw grupy takze ma by¢ w rownowadze, wigc rownania

F,+F,+F;, =0

Fy; +F;+F,; =0

jednoznacznie wskazuja na konieczno$¢ przecinania si¢ w jednym punkcie wypadko-
wej sit zewngtrznych cztonu 2 (punkt K) i w drugim dla cztonu 3 (punkt L). Konse-
kwencja jest jednoznacznie ustalona linia dziatania sity F ;.

Poprzestajemy na opisanej procedurze rozwigzywania grupy 2RT, odnotujemy, Ze nie
nalezy tego sposobu, jak i innych, traktowaé jako jedynie mozliwy. Sa to procedury,
ktére w sposob najprostszy prowadza do rozwigzania, a w kazdym przypadku nalezy
si¢ kierowa¢ regutami statyki.

3 Wektory dwukrotnie podkreslone sa znane, jednokrotnie znane co do kierunku.
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PRZYKLAD 4.2

Rozpatrzmy uktad z rys. 4.13, w ktorym nalezy okresli¢ sity i momenty stanu réw-
nowagi, a zwlaszcza momenty napedowe M, i M, oraz sily oddziatywania w parach.
Dla cztonu 2 obciazenie stanowia sity O, 1 Q,, oraz sita i moment bezwladnosci. Dla
cztonu 3 pominiemy site cigzkosci, natomiast uwzglednimy sity masowe.

Rys. 4.13. Przyktad uktadu mechatronicznego

Rownanie rownowagi sit cztonu 2 w postaci:

&+Qe,+lk+F12+F32=0 (4.15)

nie znajdzie rozwiazania wobec czterech niewiadomych wnoszonych przez sity w pa-
rach obrotowych B i C. Identyczny wniosek wynika z analizy rownania rownowagi sit
cztonu 3

Fp; +Fy;+F; =0 (4.16)

Niezbedne jest wydzielenie grupy statycznie wyznaczalnej. W tym przypadku jest
to dwuczton BCD (cztony 2, 3), ktory przedstawiono na rys. 4.14a. Czton 2 jest obcia-
zony znang sita F,, ktéra jest suma wektorowa

F,=Q,+Q, +F,, (4.17)

przy czym sita F,, jest wypadkowa sil bezwtadnosci cztonu 2 (uwzglednia moment bez-
wladnosci M, ,). W przypadku cztonu 3 uwzglednia si¢ tylko wypadkowa sit bezwtad-
nosci F,;, zakladajac, ze cigzar jest pomijalny.
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Rozwiazanie dwucztonu z trzema parami obrotowymi opiera si¢ na odpowiednim
rozlozeniu zewngtrznych sit grupy F,, 1 F,; w parach B, D na sktadowe styczne
i normalne — rys. 4.14a. Wtedy suma wektorowa sit zewngtrznych to

ZF=0—>F;;+F{2+2+2+F=;3+F_;§=O (4.18)

Wektory dwukrotnie podkreslone sa tatwe do okreslenia, dla cztonéw 2 1 3 bowiem
stuszne sa rownania momentow wzgledem srodka pary C w postaci:

Fyh
YM{ =0 - Fh-F,BC=0 — F,=-22
BC
C t t Fb3h3
YM{ =0 > —Fhy +F;DC=0 — Fiy=—c

2

Rys. 4.14. Rozwiazanie uktadu z rys. 4.13
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W réwnaniach powyzszych uwidacznia si¢ sens rozbicia sit F, i F,; na sktadowe
wzdhuz i prostopadle do cztonéw 2 i 3 — sktadowe normalne nie wchodza do réwnan
momentow.

Graficzne rozwiazanie rownania (4.18) przedstawiono na rys. 4.14b. Dodatkowo
znaleziono sit¢ oddziatywania F,, w wewngtrznej parze C i rozwigzano rownanie wy-
razajace sumg sit zewngetrznych dla czionu 2

>F=0 > F,+F,+F;, =0

Pelne rozwiazanie uktadu wymaga jeszcze wyznaczenia wartosci sit w parach kine-
matycznych 4 i E oraz momentéw M, i M, potrzebnych do realizacji ruchu wedtug funk-
cji ©,(t) 1 ©,(7). Uzyskuje sig to przez rozpatrzenie rownowagi cztonow 11 4, wycho-
dzac od znanych juz sit F,, = -F,, oraz F,; = -F;, i rozwiazujac oczywiste rOwnania
sit i momentow:

e dla cztonu 1 (rys. 4.14c)

F, +F;, =0, Fy,hy—M,=0
* dla cztonu 4 (rys. 4.14d)

Fy, +Fy, =0, Fyyhy =M, =0

4.3.3. Macierzowy zapis sit

Przedstawione sposoby oparte na rozwiazywaniu kolejnych cztonéw lub grup sta-
tycznie wyznaczalnych moga by¢ rowniez prowadzone metodami analitycznymi. La-
two wykazac, ze kazdy uktad poprawny strukturalnie, bez wigzoéw biernych, jest sta-
tycznie wyznaczalny. Wobec tego mozliwe jest tez jednoczesne rozwiazywanie catego
uktadu przez napisanie réwnan réwnowagi wszystkich cztonéw i taczne ich rozwiaza-
nie. W takich sytuacjach jest wskazane macierzowe uporzadkowanie uktadu roéwnan
najbardziej dogodne do zastosowan komputerowych.

PRZYKLAD 4.3

Dany jest uktad czworoboku przegubowego (rys. 4.15a) o znanych parametrach
masowych m, I.. Ruch jest opisany funkcja zmiany kata ©,(7), a obciazenie zewngtrz-
ne stanowi moment M. Nalezy okresli¢ sity oddzialywania w parach kinematycznych
oraz zewngtrzny moment rownowazacy M,. Cigzar czlondw pomijamy.
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Rys. 4.15. Uktad sit w czworoboku

Rownania rownowagi zostang napisane dla poszczegolnych cztonéow i uporzadko-
wane do zapisu macierzowego. Na poczatek przypomnijmy zapis momentu M sity F
dziatajacej na ramieniu r:

rx FX
M=rxF < M= X - M=rF —-rF,
7 F yooy

Rownania rownowagi dla cztonu 1 to sumy sit:

Foix + Fyy + Fpy =0

F01y+F21y+Fb 0

(4.19)

ly:
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i momentdéw wzgledem $rodka masy S, cztonu 1
M, +M,, +(~ag)xF, +(a—ag)xF, =0
co daje
M, + My, +[-(Fy;,agco80,)+(F, agsinO))]

ly 1x

+[(a—ag)cos O F,, —(a—ag)sin O F;, ]=0 (4.20)

gdzie: M, =—1,¢, =—1,6,.
Dla cztonu 2 suma sit daje rownania

Fioo+ o +F,y, =0 & —F) —Fy +F, =0

(4.21)
Fipy +Fy, +F,, =0 & —F), —F;, +F,, =0
a suma momentow wzgledem srodka masy S,
M,, +(=bg )xF, +(b_bS)XF32 =0
i dalej
M,,+ [—(—F21yb5 cos @, + F,, bgsin0,)]
+[=Fyy, (b bg)cos O, + Fyy (b bg)sin©,]=0 (4.22)
gdzie: M, =—1,&, =—1,0,.
Réownowaga cztonu 3 daje rownania sit
Fgy + Foz + Fi3, =0
(4.23)
Fo, +F, +F, =0

03y 23y b3y

i momentéw wzgledem Srodka masy S,

M, +M,, +(—cS)><F03 +(c—cS)><F23 =0
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a nastgpnie

M3+ My, + [_ (Fo3ycS c0s0; — Fy, 5 5in O )] (4.24)

+[F2 (c—cS )cos@3 _F23x(c_cs )sin@3]:0

3y

gdzie: My, =—1,&, =-1,0,.

Uzyskane dziewig¢ rownan (4.19)+(4.24) przeksztalcamy w taki sposob, aby z le-
wej strony pozostawi¢ jedynie wielkosci znane, tj. sity i momenty bezwtadnosci oraz
znane obcigzenie zewngtrzne w postaci momentu M. Uzyskujemy wtedy w wyniku
réwnania:

Fyy ==Fore = Foyy (4.25)
Fbly :_me _F21y (4.26)

My =-M, + Fy a5 cos O, — F, agsin O
= Fyy, (a—ag)eos®, +Fy, (a—ag)sin 6, (4.27)
By = Fo + Fys, (4.28)
Fypy =Fy, +Fy, (4.29)

My, ==F,;,bs c0s O, + Iy, b sinO,

+ Fyy, (b= bg )cos@, — Fy (b—bg )sin O, (4.30)
Bz ==Fog, = Fos, (4.31)
Fb3y :_F03y _F23y (4.32)

My + My = Fyy c5 c080; — Fy g sin O

— Iy, (c—cS )COS@3 + Fys, (c—cS )sin 0, (4.33)
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Rownania rownowagi (4.25+4.33) zapisane w formie macierzowe;j:

Fblx -1
Mbl _aS Sin@l
Fb2x 0
Fb2y = 0
Fb3x 0
Fb3y 0
M;y+My; | | 0

| 0

I

| 0

I

i 0

| 1

I

I

i 0

I

i —(b—bg)sinO,

I

| -1

I

i 0

I

I

I

(c—cg)sin®,

W formie skrotowej mamy zatem

0 10 -1 | 0
-1 i 0 i 0 i -1
ag cos®, i -1 i (a—ag)sin®, i —(a—ag)cosO,
0 i 0 i 1 i 0
0 10! 0 | 1
0 i 0 i by sin@®, i —bg cos O,
0 i 0 i 0 i 0
P i
0 Lo ! 0 ! 0
0 i 0 i 0 i 0
0 : 0 L0 [ Fo |
S R T | V¥
0 0 0 ||IMm,
0 A T | A
1 0 10 Fy,
(b—bg)cosO, i 0 i 0 Fys,
0 i -1 i 0 Fys,
L N S B P
—(c—cg)cosB, E —cg sin O, icS cos 0, || Fos, |
F, =GF, (4.35)

gdzie: F_, — wektor sit znanych (sity masowe i obciazenie zewngtrzne M,),
G —macierz wspolczynnikéw znanych dla znanej konfiguracji uktadu,
F. — wektor sil okreslanych (sity oddzialywania w parach, moment M,).
Rozwiazanie rownania (4.35) nie stanowi juz problemu, dla formalno$ci zapiszmy

F.=G'F,, (4.36)
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4.3.4. Metoda prac przygotowanych

Prace przygotowane (wirtualne) sa efektywnym narzedziem analizy sit w sensie sta-
tycznym i quasi-statycznym, kiedy sity bezwtadno$ci, wynikajace ze znanego ruchu,
potraktowac¢ jak sity zewngtrzne. Jak wiadomo praca sity F na przesunigciu s jest dana
iloczynem skalarnym

L =JF -ds ='[F(cos B)ds

gdzie kat f3 jest mierzony migdzy sita F i przemieszczeniem ds w plaszczyznie utwo-
rzonej przez te wektory.

Podobnie praca wykonana przez moment M na drodze katowej © dana jest rowna-
niem:

L= JM -dO = '[M(cos 7)d®
o o

gdzie kat yjest wyznaczony przez wektor M 1 0§ obrotu chwilowego.
Praca przygotowana (wirtualna) L odnoszona jest natomiast do tzw. przemieszczen
przygotowanych 671 06, a stosowne wyrazenia to

OL=F-0r=F(cos f)os

SL=M-560= M (cosy)50
Zasada prac wirtualnych mowi, ze:

Uktad kinematyczny, w okreslonej konfiguracji (potozeniu), znajduje sie w rowno-
wadze statycznej lub quasi-statycznej, jezeli suma prac przygotowanych wykonana
przez sily i momenty zewnetrzne, w tym rowniez przez sily i momenty masowe, na
odpowiadajqcych im przemieszczeniach przygotowanych jest rowna zeru.

Zapisujemy to rOwnaniem
ZFk-5rk+ZMj-5®j=O (4.37)
& F; :

w ktorym w wektorach sit mieszcza si¢ silty zewngtrzne i sity masowe. W formie ma-
cierzowej dla uktadow plaskich mamy

k ky

F
Z{[&,ﬁx 5rky][F'“D+Z(6@,M,)=O (4.38)
J
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Przemieszczenie przygotowane jest w istocie wielko$cia wirtualna (pomyslana), ktora
nie wystgpuje w rzeczywistosci. Dla przyblizenia tego pojgcia rozpatrzmy prosty uktad
ptaski czworoboku przegubowego w odmianie rownoleglobocznej (rys. 4.16) i przyj-
mijmy, ze jego konfiguracja jest ,,zamrozona”, po czym dokonajmy nieskonczenie ma-
tego przemieszczenia 0O cztonem 4B, co bedzie skutkowalo przemieszezeniem punk-
tow B, C, K. Opisujac potozenie punktu K w uktadzie podstawy {0} wektorem r, jego
przemieszczenie wirtualne wyznacza Or . Zwro¢my uwagg, ze te elementarne przemie-
szczenia realizuja si¢ na kierunkach wektoréw predkosci, jakie moga wystapic¢ w ,,za-
mrozonym” potozeniu uktadu. W uktadzie z rys. 4.16 jest to spostrzezenie oczywiste,
dodatkowo z uwagi na szczegodlna geometri¢ uktadu przemieszczenia wirtualne punk-

Rys. 4.16. Czworobok rownolegtoboczny — przemieszczenia wirtualne

tow B, C, K sa jednakowe jak ich predkosci. Taki wniosek rozciaga si¢ na wszystkie
uktady kinematyczne — przemieszczenia wirtualne realizuja si¢ na kierunkach odpowie-
dnich predkosci liniowych 1 katowych. W kazdym jednak uktadzie ich warto$ci sa ze
soba powiazane.

W sensie matematycznym przemieszczenia wirtualne sa wariacjami funkcji [24],
a ich wyznaczanie jest tozsame z rozniczkowaniem. Poniewaz rozpatrujemy uktad za-
mrozony, wigc czas jest stala (f = const), natomiast zmiennymi sa wszystkie wielkosci
geometryczne (kinematyczne), ktore zmieniaja si¢ w czasie ruchu uktadu. Ogolnie wigc
mamy dla funkcji w postaci jawnej:

2= 2(pt) = 5= 50y Eogy (4.39)
Ox oy
i w postaci uwiktanej
flryza)=0 sy 5 5 O 5 (4.40)

ox oy 0z
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Powracajac do uktadu z rys. 4.16, bez trudu opisujemy potozenie punktu K w ukta-
dzie {0} podstawy

Xg =acos®@+b
Yg =asin®+c¢
co w oczywisty sposob (4.39) prowadzi do zaleznosci

O0xy =—a(sin®@) o0

O0yy =a(cos0) 50 (4.41)
Dla tego uktadu zgodnie z (4.38) mamy
FX
[— a(sin @)5@ a(cos @)5@] F +00-M =0 (442)
y

co po przeksztatceniach daje wyrazenie na moment w postaci
M =a(sin ®)F, —a(cosO)F,

Uktad z rys. 4.16 jest bardzo prosty, natomiast na 0ogét mamy do czynienia z ukta-
dami ztozonymi, gdzie okreslanie rbwnan przemieszczen i w $lad za tym przemieszczen
wirtualnych, jest bardziej ktopotliwe. Przekonuje o tym kolejny przyktad.

PRZYKLAD 4.4

Dla ilustracji metody prac przygotowanych rozpatrzmy uktad jarzmowy (rys. 4.17),
w ktorym poszukujemy warto$¢ momentu M na czlonie 1, potrzebnego dla zrownowa-
zenia sit bezwladnosci i cigzaru cztonu 2. Masg¢ m, czlonu 1 pomijamy.

Rys. 4.17. Mechanizm jarzmowy
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Czlonem czynnym jest korba 4B, ktorej ruch opisuje kat ©,(¢). W okreSlonym cza-
sie uktad zajmuje $cisle okre$long konfiguracje, a wszystkie predkosci i przyspieszenia
traktujemy jako znane. Sity masowe i ci¢zar cztonu 2 wyrazajq zaleznoS$ci:

F,. m, 0 0]Xg
Fy, |=- m, 0 || ¥ G=-m,g (4.43)
M, 0 0 1,6,

Suma prac przygotowanych sit zewngtrznych wyraza si¢ rbwnaniem:

Fbx

[6xg Sys 0,]| F,, +G|-66,M =0
Mb

(4.44)

Jak wida¢ z rysunku wspoétrzedne srodka S masy cztonu 2 opisuja wspotrzedne:
Xg rcos @,
Vs | rsin o,

OXxg —-rsin®, 50
Oyg - rcos O, ? (4.45)

Po podstawieniu (4.45) do (4.44) rownanie prac przygotowanych ma postac:

a ich wariacje to

[— F, rsin®, + (Fby + G)rcos o, + Mb] 00, -6O0,M =0
co po przeksztatceniu daje rownanie na moment M:

M = [— F, rsin@®, + (Fby + G)r cos®, + M, ]k@ (4.46)

o0
dzie kg =22,
gdazie ) 5@
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a po wstawieniu wyrazen z (4.43) mamy:

M= [mzjés’”sin 0, —m, (i + g)reos O, ‘Izéz]k@ (4.47)

Aby wyznaczy¢ wspolczynnik kg, nalezy rozpatrzy¢ rownania konfiguracji uktadu.
Wielobok wektorow daje rownania:

dcos®, —a—ccos®, =0
d-a-b-¢c=0 -

dsin®, —b—csin®, =0 (448)
Po zrozniczkowaniu, zgodnie z (4.40), mamy tutaj:
0d cos 0, —do0,sinO, +c56,sin®, =0
0dsin @, +do0, cos®, —cd6, cosO, =0 (4.49)
a po elementarnych przeksztatceniach i uproszczeniu otrzyma sig:
k,cos@, —kgdsin®, +¢sin®, =0
k,sin @, + kgd cos @, —ccos®, =0 (4.50)
gdzie k, = ;(;ll

Rozwiazanie uktadu rownan liniowych (4.50) — dla przypomnienia rozpatrujemy
uklad ,,zamrozZony”, w ktorym wszystkie zmienne (tutaj ©,, ©,, d) maja okreslone war-
tosci — nie sprawia juz ktopotu. Dla zastosowan numerycznych dogodna jest np. postaé:

k, cos@, —dsin®,] [ csin®,
ke B sin®, dcos@, —ccos @, @.5)

Po wyznaczeniu k, wracamy do rownania (4.47) i wyznaczamy wartos¢ momentu M.

W tych przypadkach, kiedy chcemy uniknaé¢ zmudnych przeksztatcen, a zwlaszcza
gdy analiza sit zostata poprzedzona analiza kinematyczng i dysponujemy na przyktad
planem predkosci, mozna sie uciec do tzw. metody dzwigni Zukowskiego [16], opartej
na zerowaniu si¢ mocy sit zewngtrznych.

Przyjmijmy dla uproszczenia, ze przy okresleniu rownowagi ,,zewngetrznej” w miejsce
momentdw zewngtrznych, w tym momentow bezwladnosci, bedziemy postugiwac si¢
rownowaznymi parami sit. Prowadzi to do uproszczenia zaleznosci (4.37) do postaci:

SF, o1, =0 (4.52)
k
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ktora po podzieleniu przez elementarny czas ¢ przeksztatcamy do postaci:

Fk%=sz-vk =3 F,v, cos(£(Fy,v;))=0 (4.53)
k k k

Otrzymalismy zatem warunek rownowagi (4.53) w postaci sumy iloczynow mocy
sit skupionych dziatajacych na cztony uktadu.

Rozpatrzmy czton k (rys. 4.18) w ruchu ptaskim zastapionym obrotem wokoét srod-
ka obrotu S, z ktorego wyprowadzamy wektory predkosci obroconych w stosunku
do rzeczywistych o kat prosty. Wielkos$ci rysunkowe predkosci obroconych narysowa-
no w takiej podziatce, aby ich konce wypadty odpowiednio w punktach 4, B, C.

Rys. 4.18. Czton w ruchu plaskim — moc sity skupionej F

Elementarna analiza geometryczna pokazuje, ze
Fvcos(F,v)=Fvcosf=Fh (4.54)

Wobec tego warunek rownowagi kinetostatycznej uktadu, sprowadzony do zerowania
si¢ sumy mocy od sit zewngtrznych, mozna zapisa¢ jako sumg¢ momentow sit przytozo-
nych do odpowiednich punktéw planu predkosci obroconych wzglgdem bieguna tego
planu:

S Fovy cos(F, v, )=0 < Y F, -h =0 (4.55)
k k

Sposob postgpowania zilustrowano ponizszym uktadem, identycznym z wykorzy-
stanym do ilustracji metody analitycznej (przyktad 4.4).
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PRZYKLAD 4.5

Analizowany uktad kinematyczny (rys. 4.19a), narysowany w podziatce, uzupeliono
sitami, ktore przytozono do poszczegolnych cztonow. Okreslenie sit bezwtadnosci wy-
maga, pomijanego tutaj, wyznaczenia odpowiednich przyspieszen.

Wartosci sit masowych obliczamy jak w przyktadzie 4.4 wedtug (4.43), natomiast
moment bezwtadnosci M, cztonu 2 oraz poszukiwany moment M zastgpujemy para-
mi sit:

M, =CS-F" M =A4B, - FM (4.56)

al

ko)

Fb"!L

Rys. 4.19. Uktad jarzmowy, dzwignia Zukowskiego



190 4. Elementy dynamiki uktadéw kinematycznych

Wszystkie sily przyktadamy do cztonéw w odpowiednich punktach — sity F™*
w punktach C1iS, sity F* w punktach A4 i B,, sktadowe sity bezwtadnosci w $rodku
masy S (rys. 4.19a). Dla znanego ruchu cztonu 1 obrocony plan predkosci obréconych
(vh) (rys. 4.19b) powstaje z rozwigzania oczywistego rownania:

N L
VB2 —VB1 +VBZBI

Z podobienstwa planu i cztonu mamy:

[0\ cs CS
——=— = cs=——cb,
CB, «c¢b, CB,
co daje punkt s — koniec wektora obroconej predkosci punktu S.

Po narysowaniu planu obréconych predkosci (rys. 4.19b) w odpowiednich punk-
tach — koncach wektorow predkosci tych punktow — przyktadamy wszystkie sity obcia-
zajace uktad.

Roéwnanie momentow:

SM® =0 — e FY —mF, +h(F, +G)-ab - F" =0 (457

daje po przeksztalceniu wyrazenie na wyznaczenie sity FM reprezentujacej poszuki-
wany moment M:

FY = s ¥ i E, iy (Fy, +G)) (4.58)
ab,

Ostatnia faza to okreslenie warto$ci momentu M z rownania (4.56) (rys. 4.19¢).

Uwazna analiza przyktadu 4.5 sktania do nast¢pujacych uwag o charakterze ogol-
nym. W réwnaniu rownowagi (4.57) wystapity dwa sktadniki, iloczyny ramion i sit:

*

cs- FMo =M, ab - FM =M" (4.59)
Zwrdéémy uwage, ze poroOwnanie rownan (4.56) 1 (4.59) daje odpowiednio:

Ml;k:cs-FMb}

* cS
- M =M,
M, =CS-FM P (4.60)

cS
oraz

M™ =ab, - FM .
l o= 4.61
M = A4B,-FM (4.61)
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Prowadzi to do wniosku, ze zamiast rozktadania momentdéw na pary sit, mozna ope-
rowa¢ momentami M przyktadanymi wprost do planu predkoséci obréconych po ich
przeliczeniu (4.60) uwzgledniajacym podziatke planu. Moga tutaj jednak wystapic roz-
nice w znakach momentow, o czym tatwo mozna si¢ przekonac, rysujac plan obrécony
w stosunku do aktualnego o 180°.

Kolejna istotna uwaga to mozliwos$¢ obracania sit i przyktadania ich w odpowie-
dnich punktach planu rzeczywistego. Jest oczywiste, ze wszystkie sity nalezy obracac
w jednym kierunku. Zwré¢my tez uwage, ze w analizie statycznej (pomijamy wtedy
sity bezwtadnosci), kiedy nie dysponujemy opisem ruchu, nalezy zatozy¢ ruch w do-
wolnym kierunku, przyjmujac za czton czynny ten, ktory umozliwia najprostszy spo-
sOb rozwiazania.

4.3.5. Tarcie w parach kinematycznych

Fakt kontaktu i towarzyszacego mu oddziatywaniu sitowego w potaczeniu z ruchem
wzglednym (poslizgiem) dwoch elementow tworzacych parg kinematyczna skutkuje w
uktadach rzeczywistych wystgpowaniem sit tarcia, ktoére w wielu przypadkach musza
by¢ uwzglednione w analizie dynamicznej uktadu.

Podstawa informacji o tarciu jest wspotczynnik tarcia p, wyrazony ilorazem sity tar-
cia T do sity normalnej N, ktorego warto$¢ zalezna jest od wielu czynnikow. Najistot-
niejsze z nich to rodzaj stykajacych si¢ powierzchni, predkos¢ poslizgu i nacisk jedno-
stkowy. Czynniki dodatkowe to stan powierzchni, ich smarowanie, temperatura i inne.

Na rysunku 4.20 przedstawiono przebiegi sily tarcia T, tylko w funkeji predkoscei
poslizgu v, Najprostszy i najbardziej rozpowszechniony jest model tarcia Coulom-
ba—Amontosa (rys. 4.20a — prosta 1) [22]. Model ten rozwinigto przez wprowadzenie tar-
cia statycznego i wiskotycznego (rys. 4.20a — prosta 2). Wspodlczesne zaawansowane me-
tody opisu zjawisk tarcia bazuja na modelu Coulomba—Morina—Striebecka (rys. 4.20b).

Modelowanie tarcia w parach kinematycznych jest ogélnie trudne. Szczegdlnie fra-
pujace badawczo jest okreslanie tarcia w fazach przejscia od spoczynku do poslizgu.

a) b)

Jl-l:ik /_a Tﬁ‘
: 1 efekt

Strivecka
Vik Vik

Rys. 4.20. Przebiegi sity tarcia w funkcji predkosci poslizgu
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Wystepuje to w parach kinematycznych wielu uktadéw, gdzie w czasie ruchu pred-
kos$¢ wzgledna zmienia znak. W niniejszym opracowaniu przyjmuje sig, ze wspot-
czynnik tarcia w kazdej fazie ruchu uktadu jest znany. Wystgpowanie tarcia, co
oczywiste, stwarza nowa sytuacje w rozktadzie sil oddzialywania w parach kine-
matycznych.

Para wyzsza — krzywkowa. W rzeczywistej
parze wyzszej (rys. 4.21) w wyniku poslizgu
z predkoscia Vi pojawia sig sita tarcia Ty, co skut-
kuje odchyleniem catkowitej sity oddzialywania
z tarciem F /.2 o kat tarcia p, przy czym:

H= 1 p =arctg
N’ a
Relacja pomigdzy sktadowymi i calkowita sita
tarcia jest oczywista

FL= N2 4T3 =Nl 2 (4.62)

Rys. 4.21. Para krzywkowa — sity

oddzialywania z tarciem Nalezy tutaj (rys. 4.21) zwrdci¢ uwage na

zgodnos¢ zwrotdw predkosci poslizgu v, 1 sily
tarcia 7. Ta reguta tylko pozornie mija sig z po-
wszechnie znana zasada o przeciwstawianiu si¢ tarcia ruchowi. W przypadku uktadoéw
kinematycznych, gdzie w parach mamy do czynienia z ruchem wzglednym przemie-
szczajacych si¢ wzgledem podstawy elementow, indeksowanie wektorow predkosci i sit
tarcia jest ze wszech miar polecane.

Para obrotowa. Uktad sit z tarciem w parze wyzszej tatwo przetozy¢ na parg obro-
towa i1 postgpowa. Uktad sit w parze obrotowej przedstawiono na rys. 4.22. Podobnie
jak w parze wyzszej catkowita sita uwzgledniajaca tarcie jest odchylona od normalne;j
o kat tarcia p’, ktory uwzglednia fakt kontaktu powierzchni cylindrycznych o niemal
jednakowych $rednicach. Warto$¢ wspotczynnika tarcia y” w parach obrotowych jest
skorygowana w stosunku do t wedlug zalezno$ci:

o 1’ =1,27u dla par dotartych,

e 1/ = 1,57u dla par niedotartych.

Rozpatrywanie kazdorazowo pary obrotowej w skali mikro jest niewygodne. Zwroé-
my uwage, ze w wyniku tarcia pojawia si¢ moment tarcia M7, ktéry mozna wyrazi¢ na
dwa sposoby (rys. 4.22):

M =hFy =rT, (4.63)
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Rys. 4.22. Para obrotowa — sity oddziatywania z tarciem

Ramig / catkowitej sity z tarciem, po wykorzystaniu (4.62), okresla zaleznos$¢:

rT. N, 1
S A LA . (4.64)

Fi N \/1 +(u)?

bardzo uzyteczna w zastosowaniach praktycznych. Wynika z niej, ze sifa z tarciem F ;
w parze obrotowej jest zawsze oddalona od $rodka czopa o ramig /, a ogdlnie;j jest stycz-
na do tzw. kota tarcia o promieniu /. Uzupehiajaca informacja mowi (rys. 4.22), ze
catkowita sita z uwzglednieniem tarcia F ; tworzy wzgledem $rodka czopa moment

tarcia M/.Tk, ktorego zwrot jest zgodny ze zwrotem predkosci katowej Wy

Para postepowa. Sity oddziatywania w parze postgpowej modelowej z uwzglednie-
niem tarcia sa prosta konsekwencja sytuacji w parze wyzszej, co dla przyktadowego
ruchu wzglednego zilustrowano na rys. 4.23.

Analiza rownowagi uktadow z uwzglednieniem tarcia rowniez wymaga rozpatry-
wania rownowagi poszczeg6lnych cztonéw i dowolnie wydzielonych fragmentow ukta-
dow. Bardziej ktopotliwe jest wtedy wyznaczanie linii dziatania sit z tarciem i zawsze,
nawet w analizie pomijajacej sity bezwladnosci niezbgdna jest znajomo$¢ ruchu. Wo-
bec tych trudnosci zaleca sig, aby okreslanie sit z tarciem poprzedzi¢ analiza bez tar-
cia. Sposob postgpowania zilustrujemy przyktadem.
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Rys. 4.23. Para postgpowa — sity oddziatywania z tarciem

PRZYKLAD 4.6

W uktadzie z rys. 4.24a sitownik 2—-3 wymusza ruch cztonu 1. Sita w sitowniku musi
pokonac opor zewngtrzny w postaci sity F oraz opory tarcia w parach kinematycznych.
Zaktadamy znajomo$¢ kata tarcia w parze postgpowej 0—1 oraz promieni h,; i hy, kot
tarcia.

o)

F21

For :
Fos

Rys. 4.24. Analiza sit z uwzglednieniem tarcia
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W pierwszym etapie poszukujemy warunkoéw rownowagi bez tarcia. Dla cztonu 1
wymagane jest spelnienie rownania rownowagi sit w postaci:

£+F_(')]+F_(')']+&:O (4.65)

Rozwiazanie rownania (4.65) jest mozliwe, poniewaz znany jest wektor sity zewng-
trznej F oraz linie dziatania pozostatych sit: F,, dziala w osi sitownika, Fy, i Fj; wzdtuz
linii wyznaczonych punktami 4,B oraz C,D. Rozwiazanie graficzne, wykorzystujace
prosta Culmanna c, przedstawiono na rys. 4.24b. Sita F,, jest oczywiscie sila, jaka na-
lezy wywota¢ za pomoca sitownika 2-3, wektor sity F jest przeciwny do F,,.

Wyznaczenie sit oddziatywania Fj, i Fj; miedzy podstawa 0 i czlonem 1 pozwala
juz na jednoznaczne okreslenie punktow styku obu cztonéw — tutaj cztony 0 i 1 kon-
taktuja si¢ w punktach B i C. Poniewaz zalozono wymuszenie ruchu sitownikiem, wigc
zwrot wektora v, jest oczywisty. Do ustalenia stycznosci sit w parach obrotowych po-
trzebna jest znajomos¢ zwrotow wektorow wzglednych predkosci katowych @,; 1 @5,
w parach 2—1 i 3—0. W tym uktadzie mozna to ustali¢ intuicyjnie, rozpatrujac myslowo
kolejne potozenie uktadu. Skracanie si¢ sitownika spowoduje przesunigcie srodka
pary 1-2 w lewo. Sitownik zajmie potozenie bardziej zblizone do pionu, a wigc obraca
si¢ w prawo i taki jest zwrot predkosci katowych @, 1 @5, gdyz:

_ ®=0 _
My =Wy = — D, =W,

gdzie @, = ®,,

Ustalenie linii dziatania sit F;{ i Fj;/ polega na zalozeniu, ze sity normalne Ny,
i N§; maja zwroty jak sity F, i Fg) bez tarcia. Po dodaniu sit normalnych N, i N{
i sif tarcia T, kierunek odchylenia sit z tarciem jest okreslony jednoznacznie. Stycz-
nos$¢ sit z tarciem w parach obrotowych wynika ze zgodno$ci zwrotéw wektorow mo-
mentow tarcia i odpowiednich predkosci katowych. W parze 2—1 sita F;, daje moment
o zwrocie zgodnym z predkoscia @,,, w parze 3—0 rowniez mamy zgodnos¢ sily F3TO
z predkoscia @y,

Po ustaleniu linii dziatania sit z tarciem mozliwe jest rozwiazanie rownowagi czto-
nu 1, ktére dla przypadku z tarciem ma postac:

1T nT T _
F+F) +Fj +&—0

Wielobok sit z tarciem przedstawiono na rys. 4.24c¢. Na obu planach sit (b) i (c) ce-
lowo dobrano identyczne dtugosci wektora zadanej sity F. Dzigki temu mozna stwier-
dzi¢ jak znacznie, zarowno w sensie modulow, jak i kierunkow, zmienity sig sity po
uwzglednieniu tarcia.
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4.3.6. Tarcie w ujeciu analitycznym

Przedstawione reguly okreslania sit z uwzglednieniem tarcia w parach kinematycz-
nych, zilustrowane przyktadem, wskazuja jednoznacznie na ztozono$¢ zagadnienia.
Nawet rozwiazanie wspierane metodami graficznymi wymaga rozpatrzenia réznych
wariantow stycznosci sit do kot tarcia w parach obrotowych, kierunkéw odchylenia
w parach wyzszych i postgpowych.

Analityczny opis rownowagi kinetostatycznej z uwzglednieniem tarcia napotyka
te same problemy jak rozwiazanie graficzne. Natomiast podejscie uproszczone, w ktorym
przyjmuje sig, ze sily bez tarcia sg sktadowymi normalnymi sit z tarciem w wielu przy-
padkach jest btedne i doktadnos$¢ uzyskiwanych wynikéw jest niezadowalajaca. Takie
uproszczone podejscie, nawet dla uktadow wytacznie z parami obrotowymi, czgsto nie
nadaje si¢ do opisu pelnego cyklu pracy. Jest to szczegdlnie istotne w poblizu tzw. po-
lozen martwych, gdzie uzyskiwane rozbieznosci w zasadzie dyskwalifikuja takie pode;j-
scie. Obecno$¢ par kinematycznych postepowych trudnosci te poteguje.

To powoduje, ze w praktyce inzynierskiej, w wielu uktadach wplyw tarcia jest po-
mijany. Projektant kierujac si¢ intuicja i do§wiadczeniem dba tylko o staranny dobor
lozysk, a przede wszystkim o zagwarantowanie stosownej, ,,bezpiecznej” odlegtosci od
potozen, w ktorych wystepuje zagrozenie zablokowania mechanizmu.

Para krzywkowa. W parze krzywkowej (rys. 4.25) w punkcie styku sita normalna
N, wywoluje silg tarcia T}, . Rozpatrujac sktadowe sity normalnej i sity tarcia w glo-
balnym uktadzie odniesienia stwierdzamy, ze poniewaz znany jest kierunek sity nor-
malnej — kat f— poszczegolne jej sktadowe wynosza

N .
[ - ]: N, [Cosﬁ ] (4.66)
Ny, sin B

Kazda ze sktadowych sity normalnej skutkuje w wyniku wystapienia tarcia sktado-
wymi sity tarcia na kierunkach osi uktadu globalnego {0}, przy czym

T]kx = sign(vjkx )‘Lt‘Njk sin ﬂ‘ (4.67)
oraz
Ty =Sign(v jo, ) N cos B (4.65)

Lacznie wigc mamy sktadowe sity oddziatywania z tarciem w postaci:

Fio | [N | [T
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Yo

{o}

Rys. 4.25. Sity tarcia w parze krzywkowej

co po wykorzystaniu (4.67) i (4.68) daje wyrazenie:

[Fjix} {cos ﬂ:l Sign(V jiy )‘Njk sin ﬂ‘
pr |

sin 8 sign (v, )‘Njk cos ﬂ‘ (4.69)

T
Jky

Zauwazmy, ze oddziatywanie w parze wyzszej krzywkowej, podobnie jak to byto
bez uwzgledniania tarcia, opisuje tylko jeden parametr, tym razem w postaci modutu
sity normalnej Ny Co oczywiste widaé tez, ze rozpatrywanie sit tarcia musi by¢ zin-
tegrowane z opisem kinematyki, gdyz w kazdym potozeniu niezbgdna jest znajomos¢
sktadowych predkosci v, i v, . Ten najprostszy przypadek kojarzenia cztonéw ukta-
dow ptaskich zostanie Wykorzystany dalej do analizy sit tarcia w parach obrotowej
i postgpowe;.

Para obrotowa. W parze obrotowej (rys. 4.26a) w kazdej chwili ustala si¢ jeden
z punktow styku S Tub S@, panewki i czopa o promieniu 7, w zaleznosci od uktadu
sit. W kazdym z potencjalnie mozliwych punktdéw styku oddziatywanie sila N na kie-
runku normalnym do kontaktujacych si¢ powierzchni mozna sprowadzi¢ do dwoch skta-
dowych Ny, i Ny, w globalnym ukfadzie wspotrzgdnych {0}.

Kazda ze sktadowych sity normalnej skutkuje w wyniku wystapienia tarcia sktado-
wymi sity tarcia na kierunkach osi uktadu globalnego {0}, przy czym

T(’) =51gn(v(’)

(4.70)
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a) N

(2) 2) *
Vi ™~ T{J-

Yo
Vv
D kTN vk
ED% X, Jaxt
Rys. 4.26. Sily tarcia w parze obrotowe;j
oraz
(1) _ o (1) 7| a7 (D)
Tj,‘fy _51gn(vj’ky ) Nj;cx (4.71)
Z kinematyki wiadomo, ze predkos¢ poslizgu w punkcie styku wynosi:
vg’k) =0 X r
co po rozpisaniu daje:
(1) _ ()
Yk || TN (4.72)
V%z ro Jk
Po wykorzystaniu (4.72) sity tarcia wyrazone sg dalej rownaniami:
T =sign(-rVo, ) u|N )] (4.73)
oraz
T =sign(rw )u' N (4.74)

Zwroémy uwage, ze zarowno dla punktu styku SO, jak i §© wektory sit normal-
nych i promieni maja przeciwne znaki, a mianowicie:
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sign (N/(.gc ): —sign(r)fi)) sign (N/(,’C; ): —sign (ry(i))
Wobec powyzszego z (4.73) i (4.74) mamy
Ti) =sign(N) 0, )y’\N},fy) \ (44.75)
oraz

Tji’y) = sign(—N},g ey

(@)
NG

(4.76)

Bez wzgledu na punkt styku zaleznosci na sktadowe sit tarcia sg identyczne, co po-
zwala na pominigcie wyktadnika (7) w kolejnych réwnaniach

Ty =sign(@y ) u' Ny,
oraz
Ty, =—sign(@; )u'Ny,

Dla uproszczenia analizy dogodnie jest zredukowacé obie sity normalne N oraz sile
tarcia Ty do $rodka geometrycznego pary kinematycznej, wprowadzajac uzupehiajacy
moment M, od sily tarcia wzgledem $rodka pary kinematycznej. Taka modyfikacja
upraszcza rownania rownowagi cztonow. Lacznie dla pary obrotowej mamy zatem

z uwzglednieniem tarcia (rys. 4.26b):
* sile dziatajaca w $rodku pary kinematycznej o sktadowych

F’% = [Njkx } + [Tjkx } = [Njkx } +sign(w;, )4 [ N } (4.77)
T " - Jk _ 77
Fio | [N | T ] [N N

* moment tarcia

MTjk :sign(a)jk)y'r,[sz,OC +Nj2ky (4.78)

Sytuacje sitowa w parze obrotowej jednoznacznie opisuja ostatecznie dwie sktado-
we sity normalne;j N 1N/ky Niezbedna jest tez znajomos¢ ruchu wzglednego — pred-
kos¢ katowa @y

Para postepowa. W parze postgpowej 7 uwzglednienie tarcia wiaze si¢ z bezwzgled-
na koniecznos$cia zamodelowania pary do postaci zastepczej (rys. 4.27a) i dysponowa-
nia wymiarami konstrukcyjnymi /) i b oraz wspotczynnikiem tarcia i, a takze wekto-
rem predkosci wzglednej v

Dla rozpatrzenia sit oddziatywania dogodnie jest postuzy¢ si¢ uktadem lokalnym
{jT} pary postgpowej T, ktory jest przypisany czlonowi j, a jego osie zorientowane sa jak
na rys. 4.27a — 0§ x;7 wyznacza kierunek ruchu wzglednego i pokrywa sig z osia geo-
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Rys. 4.27. Sity tarcia w parze postgpowe;j

metryczng pary, o$ y,, jest poprowadzona wzdtuz jednej z linii dzialania sit normal-
nych N,. W ukladzie {jT} predkosci wzglednej v, o zwrocie zgodnym z osia x;r. przy-
pisuje si¢ znak dodatni, podobnie dodatnie sity Ny i Ty maja zwroty zgodne odpowie-
dnio z osiami iji X Przyjmujac podane ustalenia, sprowadzimy sity oddziatywania
w parze postepowej do dwdch sit normalnych Njki sily tarcia Ty, wszystkie odniesione
do uktadu {jT}.

W wypadku wystapienia ruchu wzglednego w punktach styku cztonow j, k pojawiaja
si¢ sity tarcia, ktorych warto$ci wyznacza sig z zaleznosci:

T =sign(v,) LN T =sign(v;) NP 4.79)
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Sity te mozna przenie$¢ do osi pary kinematycznej (0$ Xir)s wprowadzajac dwa do-
datkowe momenty M, liczone wzgledem poczatku uktadu {jT} (rys. 4.27b). Po przy-
jeciu dodatkowo, ze czton o numerze j jest cztonem ,,zewngtrznym” obejmujacym
czton k, dodatnia sita normalna oznacza styk w punkcie ponizej osi Xir i sita Ty daje
moment na ramieniu —b. Sila normalna ujemna oznacza natomiast styk powyzej osi X
i wtedy silta tarcia dziata na ramieniu +b. Momenty obu sit tarcia (4.79) formalnie wy-
razone rownaniami:

MY =sign(v,) ub‘Nj.}Q , M =sign(v,) ub‘Nj.,?
mozna w tej sytuacji zapisa¢ jako

M) =sign(v,) ubNy)

e M =sign(v,) ubNY (4.80)

Po takiej redukcji zauwazmy dalej, ze dla globalnej rownowagi mozliwe jest zasta-
pienie sumy momentow

2
My =My +M P (4.81)

para sit N,/ dziatajacych na liniach dziatania sit normalnych N, przy czym

M . M.
1 jk 2 Jjk
Ny =-—= N =5 (4.82)
o o
Lacznie mamy dla pary postgpowej z uwzglednieniem tarcia:
* na kierunkach normalnych do ruchu wzglednego dwie sity
1 1 1 1
N || [N;P } R, ey w{‘l —1} Nyl
2) |~ 2 - 2 Jk 2 (4.83)
W@ | v v NPV
* na kierunku ruchu wzglednego dziata sita
T, =sign(v,) u(INY| + INP|) (4.84)

Zwrdéémy uwagg, ze podobnie jak w przypadku sit oddziatywania bez tarcia mamy
dla pary postgpowej dwie niewiadome sily normalne N,. Nalezy jednak podkreslic,
ze sily normalne wyrazone zalezno$cia (4.83) nie sa realnymi sitami w parze postgpo-
wej, a jedynie utatwiaja opis rownowagi uktadow z uwzglednieniem tarcia. Okreslenie
sit rzeczywistych wymaga procedury odwrotne;j.
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Wyprowadzone zaleznosci dla par kinematycznych uktadow ptaskich pozwalaja na
okreslanie warunkow rownowagi kinetostatycznej z uwzglednieniem tarcia. Podobnie
jak w analizie uproszczonej, z pominigciem tarcia, wystarczy postugiwac si¢ wyltacznie
prawami statyki. Jest oczywiste, Zze konieczna jest znajomos$¢ ruchu, a uzyskiwane wyni-
ki sa na tyle doktadne, na ile doktadnie jestesmy w stanie okresli¢ wspotczynniki tarcia.

4.4. Dynamiczne réwnania ruchu

W ostatnich dziesigcioleciach nastapit intensywny rozwoj metod opisu ruchu ukta-
dow kinematycznych pod dziataniem znanych sit. Metody te, bazujace na prawach me-
chaniki analitycznej, rozwingly si¢ w zwiazku z postgpem w technikach komputero-
wych. Metody analityczne, ktorych ztozono$¢ dla uktadéw wielocztonowych wymu-
szala stosowanie bardzo uproszczonych modeli, sa wypierane przez metody numeryczne.
Umozliwiaja one znaczne poszerzenie mozliwego zakresu badan dynamiki, np. bada-
nie standw przejsciowych, uwzglednianie podatno$ci cztonow itd. Przystosowane do
metod numerycznych sformutowania dynamiki umozliwiaja tworzenie coraz bardziej
szczegotowych modeli. Na ich bazie powstaly komercyjne komputerowe systemy ana-
lizy uktadéw kinematycznych.

Dostgpne na rynku oprogramowania srodowiska obliczen matematycznych stwarzajq
dzi$§ szansg na tworzenie wtasnych modeli analizy dynamicznej i rozszerzenie zakresu
analiz pomocnych w projektowaniu uktadow kinematycznych. Wymaga to, podobnie
jak efektywne wykorzystywanie systemow komercyjnych, znajomos$ci wspotczesnych
metod opisu dynamiki. Podstawowe z nich, z pominigciem wyprowadzen, przedstawiono
W sposob syntetyczny w niniejszej pracy. Czytelnik zainteresowany podstawami moze
siggnac po dostgpne opracowania mechaniki analitycznej [23], [27], [28].

4.4.1. Rownania Newtona-Eulera

Ruch plaski. Dal przyjetych sktadowych wypadkowej sit zewngtrznych (F, F )
i momentu (M) wzgledem $rodka masy S oraz sktadowych przyspieszenia liniowego
(a,,a,) i przyspieszenia katowego € rownanie dynamiki Newtona—Eulera dla ruchu pta-
skiego cztonu o parametrach masowych (m, ;) ma postac:

F, m 0 0|la,
F,1=10 m 0 (|a, (4.85)
M 0 0 I |l ¢

Ruch ogélny (przestrzenny). Przyjmijmy, ze macierz bezwtadnosci (4.3), oznaczona
teraz I, jest odniesiona do ukfadu lokalnego {j} cztonu j, a dodatkowo poczatek ukta-
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du {/} pokrywa sig ze Srodkiem masy (S = O;). Wtedy dla ruchu obrotowego moment
M sit zewngtrznych dziatajacych na czton j wzgledem uktadu lokalnego powiazany jest
z parametrami ruchu @ i € rownaniem Eulera [33]:

M; = Ige + 0 (I;0) (4.86)

ktore po wykorzystaniu operatora iloczynu wektorowego przyjmuje forme¢ macie-
rzowa:

0 -0 o,
MS =IS8+(7)IS(D o= , 0 -, (4.87)
-0, 0, 0

Wystepujace w rownaniach (4.86) i (4.87) parametry ruchu ® i € sa wektorami
o sktadowych wyrazonych w uktadzie lokalnym {;}:

. . . - . . . I
mzfmz[fa)x ‘o, fa)z] 8=]8=[jé‘x e, fgz] (4.88)

Jak widac¢ istnieje tutaj wyrazna roznica pomigdzy opisem ruchu obrotowego czto-
néw uktadow ptaskich i1 przestrzennych. Niezmienne jest natomiast rownanie Newtona
opisujace ruch liniowy $rodka masy. Analogicznie do (4.85) rownania Newtona—Eule-
ra dla ruchu ogo6lnego cztonu w przestrzeni przyjmuja postac:

' _ME3 0|2 0 FZ[Fx Fy Fz]T
{MJ{ 0 IJL}{@IS(J azlo, a, o (4.89)

y

gdzie E, jest macierza jednostkowa 3x3.

Podane rownania, w polaczeniu z zasada d’Alemberta, stanowia jasna koncepcyj-
nie podstawe rownan dynamiki uktadéw wielocztonowych. Zauwazmy jednak, ze row-
nania (4.85) lub (4.89) odnosza si¢ do pojedynczych cztonow. Oznacza to, ze taczna
liczba rownan dynamiki dla uktadu kinematycznego jest znaczna i stanowi wielokrot-
no$¢ liczby cztonow. W uktadach zawierajacych & cztonow ruchomych dysponujemy
liczba 3k rownan dla ptaskich i 6k dla uktadow przestrzennych. Kolejna istotna niedo-
godnoscig jest to, ze w rownaniach dynamiki wystgpuja nieznane sity oddziatywania
w parach kinematycznych.

Pomimo tych niedogodnosci metoda Newtona—Eulera zyskata popularno$¢ szcze-
gblnie w badaniu dynamiki manipulatorow. Sposob postgpowania ilustruje przyktad.
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PRZYKLAD 4.7

Dla transformacji ciagtego ruchu obrotowego na ruch posuwisto-zwrotny mozna za-
stosowa¢ mechanizm jarzmowy przedstawiony na rys. 4.28. Wymiary uktadu naniesiono
na rysunku, znane sa masy m,, m, i masowy moment bezwtadnosci /. Zakladajac zna-
ne potozenie uktadu oraz sity zewngtrzne w postaci momentu czynnego M i sity oporu
F (zawsze przeciwnie skierowanej do predkosci cztonu 2), nalezy sformutowac row-
nanie ruchu uktadu, postugujac si¢ metoda Newtona—Eulera. Nalezy sformutowac pro-
cedure okreslania przyspieszenia katowego cztonu 1, ktérego catkowanie doprowadzi
do wyznaczania ruchu uktadu.

*.Va

m, I,

Rys. 4.28. Mechanizm jarzmowy

W pierwszym etapie okreslamy zwiazki kinematyczne. Wspotrzedne $rodka masy

S, cztonu 1 opisuja rownania:
Xg, acos @
Vs, |asin® (4.90)

ktore po zrozniczkowaniu daja predkosé i przyspieszenie:

Xs, —aOsinO X, —aBsin®-aO?cosO
e . LT .. . 491
Vs, a®cos@® Vs, a@cos®—aB?sin® @91
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Czton 2 porusza si¢ tylko w kierunku osi odcigtych, a ruch Srodka masy S, opisuja
roéwnania polozenia, predkosci 1 przyspieszenia w postaci:

xg, =bcosO+ f (4.92)

Xg, =-bOsin@, iy =-bOsin@-bO’cosO (4.93)

W drugim etapie sformutujemy rownania ruchu dla obu cztonow. Dla cztonu 1 mamy
réwnanie ruchu srodka masy w kierunkach osi prostopadtych x i y:

F,,, +Fy zml(— a®sin O — a®? cos@) (4.94)

Fyy, —mlgzml(a@Cos@—a@2 sin@) (4.95)

oraz rownanie ruchu obrotowego:
acos® Fo, ) ..
- X ~F, (b—a)sin®@+M=1,6

asin @ Fou,
ktore po rozpisaniu iloczynu wektorowego daje:
Fyy,asin® — Fy, acos® — F, (b—a)sin® + M =1,0 (4.96)
Dla cztonu 2 rowniez dysponujemy trzema rOwnaniami w postaci:

—Fy + F=m,(-b@sin@-p02cos®)  F=-sign(v,)F,  (4.97)
FO+FY —my,g=0 (4.98)

Fylle—n)+bsin®l+ Fh+ EY (c~ f —bcos®)+ FS) (c+d — f —bcos@)=0 (4.99)

Otrzymany uktad szeSciu rownan zawiera tylez niewiadomych, z ktérych jedna jest
przyspieszenie katowe cztonu 1.

Analizowany mechanizm jest stosunkowo prosty i kolejne przeksztalcenia dopro-
wadza do uzyskania pozadanego rownania na przyspieszenie katowe © cztonu 1. Po-
nizej przedstawimy jednak zalecany sposob wykorzystujacy macierzowe uporzadko-
wanie uktadu rownan. W tym celu po lewej stronie rownan (4.94)+(4.99) nalezy pozo-
stawi¢ wielkosci znane, a z prawej wszystkie sktadniki zawierajace niewiadome.
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Prowadzi to do réwnania macierzowego w postaci:

F. =GF (4.100)

zn X

gdzie: F_ — wektor sit znanych — sity masowe i obciazenia zewnetrzne,
G - macierz, ktorej elementy zawieraja parametry masowe i geometryczne,
F, — jest wektorem wielkosci nieznanych.
Poszczegodlne macierze przedstawiono ponize;j:

anz[mla@zcos@ —m1g+m1a@zsin@ M F+m2b@2008@ myg Fh]T

-1 0 -1 0 0 -masin®]
0 -1 0 0 0 muacos®
G- —asin® acos® (b—a)sin® 0 0 I,
0 0 1 0 0 —mybsin®
0 0 0 1 1 0
0 0 —(e—h)-bsin® g, ges 0o |
8es =—C+ f+bcos® 8¢s =—C—d+ f+bcos®

) .
Fx=[Fou me Fy, Fo(zl) Fo(z) @]f

Zwr6¢my uwage, ze elementy wektora wielkosci nieznanych F, to sily oddziatywa-
nia w parach kinematycznych oraz przyspieszenie katowe cztonu 1. Rozwiazanie row-
nania macierzowego (4.100) otrzymuje si¢ w sposob oczywisty wedlug zaleznosci:

F =G7'F,, (4.101)

Ostatnim elementem wektora F, jest przyspieszenie katowe O cztonu 1. Takie pode;j-
$cie pozwala na wyznaczanie ruchu, np. metoda numeryczna Rungego—Kuty [2].

Wyprowadzone zaleznosci postuzyty do wykonania przyktadowego badania ruchu
uktadu z rys. 4.28. Do obliczen przyjgto:

* parametry geometryczne [m]:a =f=0,1;b=10,3; ¢c=0,45;d=h=0,05;¢=0,15;

+ parametry masowe [kg], [kg'm?]: m;=1;m,=5;1,=0,1;

* sila oporu F' = 2sign(v,) [N],

* moment czynny: M =4 [N'm],

* potozenie poczatkowe: © = 1/2,

» predkosé poczatkowa: Op =1i10[s].
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Rys. 4.29. Wyniki symulacji uktadu jarzmowego
(@p =1 s — linia przerywana, @p =10 s™! — linia ciagta)

Wyniki catkowania dla dwoch wariantow predkosci poczatkowej uktadu przedsta-
wiono na rys. 4.29.

4.4.2. Zasada zachowania energii kinetycznej
4.4.2.1. Modele ukladéw typu Ri T

Zdecydowana wigkszos¢ uktadow wielocztonowych spotykanych w praktyce ma
ruchliwo$¢ rowna jeden. Badanie ruchu takich uktadéw poprzez analizg ruchu wielu
cztonow dogodnie jest sprowadzi¢ do badania ruchu tylko jednego cztonu. Jak wiado-
mo znajomo$¢ ruchu jednego cztonu uktadu o ruchliwos$ci jeden jest rownoznaczna ze
znajomoscia ruchu cztonéw pozostatych. Realizuje sig to przez zastapienie uktadu mo-
delem jednocztonowym, ktory jest jednym z cztondéw uktadu, tzw. cztonem redukcji.
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Rys. 4.30. Uktad kinematyczny i modele dynamiczne typu R i T’

Na rysunku 4.30a pokazano schemat uktadu korbowego, w ktorym wszystkie czto-
ny sa masowe, a obciazenie zewngtrzne stanowig sita /'y oraz moment M. Stan ruchu
tego uktadu w kazdej chwili moze by¢ opisany, np. ruchem korby 1 lub suwaka 3. Prze-
prowadzenie takiej analizy, sprowadzonej do analizy ruchu jednego cztonu, wymaga
zastapienia uktadu modelem dynamicznym. W przypadku uktadu z rys. 4.30 rolg taka
moze peti¢ np. suwak 3 lub korba 1. W pierwszym przypadku (rys. 4.30b) mamy do
czynienia z modelem o ruchu postgpowym (typ 7), w drugim (rys. 4.30c) z modelem
o ruchu obrotowym (typ R). Czlon reprezentatywny dla badania ruchu uktadu, tutaj su-
wak 3 lub korba 1, okre$lany jest mianem cztonu redukc;ji.

Aby uzyska¢ model dynamiczny uktadu, nalezy przypisa¢ mu pewna bezwtadnosc¢
w postaci masy zredukowanej m_. dla modelu o ruchu postgpowym (rys. 4.30b)
i zredukowanego masowego momentu bezwtadnosci 7, dla modelu o ruchu obrotowym
(rys. 4.30c). Obciazenie zewngtrzne okresla sita zredukowana F, = F' lub moment zre-
dukowany M_, = M odpowiednio dla ruchu postgpowego i obrotowego.

Roéwnania ruchu dla obu przypadkow wynikaja z zasady zachowania energii, ktora
dla uktadow kinematycznych mowi, ze w okreslonym przedziale czasu praca oL sit ze-
wnetrznych wywoluje zmiang energii kinetycznej 0F. Sprowadza si¢ to do ogolnego
roOwnania:

0L = 0E
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ktére prowadzi wprost do rézniczkowych réwnan ruchu o postaci:
* dla modelu o ruchu postgpowym (rys. 4.30b)

mv? ds
Fds=d| — |, =—
S ( 5 v dt (4.102)
* dla modelu o ruchu obrotowym (rys. 4.32¢)
Io? de
MdO=d| = |, ===
( 5 ] @ dt (4.103)

Dla przejrzysto$ci analizy sil¢ i moment zredukowany czgsto dzieli si¢ na wielko-
Sci czynne (F, M) i bierne (Fy,., My, ), powiazane zaleznoSciami:

zr°
F:Fzr:FCzr_FBzr M:Mzr:MCzr_MBzr (4104)

Przed przystapieniem do analizy rownan ruchu (4.102), (4.103) okre$limy reguly
adekwatnosci uktadu i modelu, przypisujac im odpowiednie parametry masowe i sity
zewnetrzne.

4.4.2.2. Redukcja mas

Redukcje parametréw masowych poszczegolnych cztonow wykonuje sig, porownujac
ze soba energie kinetyczne uktadu i modelu. Energia kinetyczna uktadu sktadajacego
si¢ z k cztondw ruchomych jest suma energii kinetycznych poszczegdlnych cztonow.
Dla ruchu ptaskiego i-tego cztonu nalezy zsumowac ruch postegpowy srodka masy z pred-
koscia v, oraz ruch obrotowy z predkoscia @, co daje:

2 2
g =mvi | Lo (4.105)
2 2
a dla catego uktadu
k k 2 2
E:ZEizz[’"iZ"i +Iig),-} 4106
i=1 i=1
Dla modelu energia kinetyczna E,, wyraza sig¢ rownaniem:
* dla modelu o ruchu postgpowym (rys. 4.30b)
mv?
E, = (4.107)
2
* dla modelu o ruchu obrotowym (rys. 4.30c)
Io?
E -1? (4.108)
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Z poréwnania réwnan (4.106), (4.107) oraz (4.106), (4.108) otrzymamy po prze-
ksztatceniach:
* dla modelu o ruchu postgpowym (rys. 4.30b)

k v, )’ o\
m=mzr=[§l mi(?j +][(7j (4.109)

* dla modelu o ruchu obrotowym (rys. 4.30c):

k v, 2 o, 2
bl

Odwotujac si¢ do uktadu z rys. 4.30, zastapionego modelem o ruchu obrotowym,
a wigc sprowadzajac badanie uktadu do analizy ruchu korby 1, wyrazenie na catkowita
energi¢ kinetycznag jest suma energii poszczegolnych cztonow:

(1, T ) (1 5 1 5 (1,
E—(Elel +511(01 ]+(Em2vz+512a)2 + §m3V3 (4.111)

gdzie v, — predkosci Srodkéw mas poszczegdlnych cztondw, a ostatni sktadnik wyraza
energi¢ kinetyczng suwaka 3, ktéry wykonuje ruch postgpowy.
Z pordéwnania (4.108) i (4.111) otrzymuje sig:

2 2 2 2
Izr=1=m1(ﬁj +11+m2(V—2) +12(&j +m3(ﬁj (4.112)
w w [0 (4]

gdzie: =0, v = o,.

W zaleznosci (4.112) parametry masowe m;, I, sa mnozone przez kwadraty ilora-
z6w odpowiednich predkosci. Z analizy kinematycznej wiadomo, ze ilorazy te, w zwigz-
ku z liniowa zaleznoscia predkosci sa zalezne wylacznie od potozenia uktadu, nie zale-
7a natomiast od wartos$ci predkosci. Oznacza to, ze zredukowany masowy moment bez-
wladnosci zalezy od potozenia uktadu — w uktadzie zrys. 4.30 mamy 7, = I, (m,, I, ©).

W przypadku zastgpowania uktadu korbowego z rys. 4.30 modelem o ruchu postg-
powym, czyli suwakiem 3, otrzymamy z porownania (4.107) 1 (4.111) zalezno$¢:

2 2 2 2
®
mzr:mzml(—vlj +I{—wlj +m2(_V2J +12(—2J +my (4.113)
\% \% \% \%
gdzie v =v;.

Rowniez w tym przypadku obserwujemy zmiennos¢ wartosci masy zredukowanej
w funkcji potozenia uktadu, m_, = m_(m, I, s).
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Zmiennos¢ zredukowanego momentu bezwtadnosci /. (zredukowanej masy m_,) nie
jest cecha wszystkich uktadow kinematycznych, a jedynie tych, w ktérych obserwuje-
my zmienne przetozenia. Jednak w wypadku wystepowania zmiennosci Z,,, m_. W sposob

zr?

istotny wptywa to na trudno$ci w rozwiazywaniu rownan ruchu (4.102) i (4.103).

4.4.2.3. Redukcja sit

Kolejna wielkoscia istotna dla ruchu modelu dynamicznego jest sita zredukowana
F_, = Fimoment zredukowany M, = M odpowiednio dla ruchu postgpowego i obroto-
wego. Wartosci tych sit mozna okresla¢ dwiema metodami. Pierwsza korzysta z zasady
prac przygotowanych, w mysl ktorej suma prac przygotowanych od sit zewngtrznych
jest rowna pracy przygotowanej zredukowanej sity /= F, lub momentu M = M_ . Zgo-
dnie z definicja prac przygotowanych, dla uktadéw ptaskich, mamy zatem z jednej strony
sumy:

> SL=) 6r,-F,+> M50, (4.114)
a z drugiej — prace przygotowane sily zredukowanej i momentu zredukowanego:
oL, =0osF, oL =MoO (4.115)
Poréwnanie warto$ci prac przygotowanych
D> 6L=05L,, (4.116)

daje po przeksztatceniach:
* dla modelu o ruchu postgpowym (rys. 4.30b):

F=F, =5i(25r,.-F,.+ZM,.5@,.) (4.117)
s
* dla modelu o ruchu obrotowym (rys. 4.30c):
M=M, =£(Z&,F,.+ZM,.5@,.) (4.118)
Dla uktadu z rysunku 4.30 suma prac przygotowanych od sit zewngtrznych wyraza
si¢ rOwnaniem:
Y 6L =F;6s5+M,50,

ktore po wykorzystaniu (4.116)(4.118) daje:
* dla modelu o ruchu postgpowym (rys. 4.30b):

50
F=F, =F+M,~—*
os

gdzie 8s = Os;.
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* dla modelu o ruchu obrotowym (rys. 4.30c):

M=M_ =M +F—
00
gdzie 60 =050,.

Drugi sposob okreslania zredukowanej sity i momentu wynika wprost z zasady prac
przygotowanych sprowadzonej do zasady rowno$ci mocy rozwijanej przez sity zewng-
trzne i odpowiednia wielko$¢ zredukowana. Podobnie jak w przypadku prac przygoto-
wanych mamy teraz z jednej strony od sit zewngtrznych sumy:

D N=Y6v;-F+> Mo, (4.119)

a z drugiej moce rozwijane przez sit¢ zredukowang i moment zredukowany

N, =Fv, N, =Mo (4.120)
Poréwnanie warto$ci mocy
Y N=N,, (4.121)
daje po przeksztalceniach:
 dla modelu o ruchu postgpowym:
1
F=F,=—(3 v, F+Y Muw,) (4.122)
v
 dla modelu o ruchu obrotowym:
1
M=M,=—(3v; F+3Mow) (4.123)
w

Dla uktadu z rysunku 4.30 suma mocy rozwijanych przez sity zewnetrzne daje row-
nanie:

ZN =F3V3 +M1a)1

ktore po wykorzystaniu (4.121)(4.123) daje:
 dla modelu o ruchu postgpowym (rys. 4.30b):

[0
F=F,=F+M,“L (4.124)
\'

gdzie v =v,.
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* dla modelu o ruchu obrotowym (rys. 4.30c):
V3
M:Mzr=M1+F3; (4.125)

gdzie 0 = .

Z analizy rownan (4.124) i1 (4.125) wynika podobny wniosek do tego, ktory sfor-
mulowano po interpretacji zaleznosci (4.112 ) i (4.113) na zredukowane wielko$ci
masowe. Rowniez sita i moment zredukowany na ogoét sa zalezne od potozenia ukta-
du. Stanowi to realne utrudnienie w catkowaniu rownan ruchu, ktore dodatkowo po-
glebia fakt czgstej zaleznosci sit od predkosci. Przyktadem tego jest np. zmienno$é
momentu napgdowego silnika elektrycznego w funkcji predkosci. Od predkosci za-
leza tez czgsto sity oporu uzytecznego — np. sity skrawania, sity oporu powietrza, silty
tarcia itd.

4.4.2.4. Analiza ruchu, nierbwnomiernos¢ biegu

Przytoczone wnioski o wystgpujacej na ogoét zmiennosci zredukowanych parame-
trow masowych (m_,, I, ), zmiennosci zredukowanej sily (#,) i momentu (J/,) stano-
wig istotne utrudnienie w praktycznym wykorzystaniu rownan ruchu (4.102) i (4.103).
Jawne rozwiazanie rownan mozna uzyska¢ tylko w przypadkach bardzo prostych. Dla
analizy uktadoéw zlozonych z pomoca przychodza coraz tatwiej dostgpne gotowe pro-
cedury numerycznego rozwiazywania rownan rézniczkowych.

Dalsze rozwazania przeprowadzimy juz tylko dla modelu o ruchu obrotowym
(rys. 4.30c). Taki model ma powszechne zastosowanie, co wynika z faktu dominujace;j
roli napedu obrotowego, przewaznie w postaci silnika elektrycznego — wtedy caty uktad
kinematyczny redukuje si¢ najczesciej do watu silnika. Podobienstwo analizy obu mo-
deli jest oczywiste i wszystkie wnioski dla modelu obrotowego tatwo mozna przeniesé¢
na model o ruchu postgpowym.

Po zatozeniu, ze moment zredukowany M i zredukowany masowy moment bez-
wladnosci / sa funkcjami polozenia, dla modelu obrotowego otrzymamy:

d ( Io* do 1 ,dl
M@O)=—| — |=lo"—+—0*—
(©) d@( 2] e 2" de (4.126)
a po kolejnych przeksztatceniach
do 1 2 dl
M@@)=1"=+_—0> =
(@) 7 2% 70 (4.127)

Rownanie (4.127) jest rozwinigeciem rownania Eulera dla ruchu obrotowego, ktore
uwzglednia zmienno$¢ bezwladnosci uktadu — drugi sktadnik prawej strony rownania
(4.127).
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Powrd¢émy jeszcze do rdwnania ruchu w postaci (4.103), rozktadajac moment M
na czgS¢ reprezentujaca sity czynne M., i sity bierne M,_, co daje:

I 2
(M, ~Mp,)dO=d (%] (4.128)

W wyniku catkowania (4.128 ) od pewnej wartosci poczatkowej e, do koncowe;j
O, otrzymamy réwnanie:

@k 2 2

I, o I,
J.(MCZV _MBzr)dQZ(kzk]_( pzp} (4129)
e

P

w ktérym /[, @, oraz I;, @, opisuja zredukowany moment bezwladnosci i predkos¢ ka-
towa w polozeniach opisanych katami ©,i 6. Dla znanych przebiegow M, (©O)
1 My, (6) oraz wartosci zredukowanych momentow /, oraz [, z rwnania (4.129) moz-
na wyznaczy¢ predkos¢ koncowa @, badanego przedziatu:

I 2 O
wl?:_pa)127+_ (MCzr_MBzr)d@
[k k@p

Pobiezna analiza ruchu wskazuje, ze w ogdlnym przypadku wykorzystanie rowna-
nia ruchu (4.128) mozliwe jest tylko droga numerycznego catkowania. Ten rodzaj row-
nan spetit na pewnym etapie rozwoju pozyteczng rolg¢ w analizie ruchu z wykorzysta-
niem technik wykre§lnych [16], obecnie metoda ta jest rzadko stosowana.

Po pewnych uproszczeniach rownanie ruchu (4.129) w sposob zwarty 1 przejrzysty
wykorzystuje si¢ natomiast do opisania zjawiska tzw. nierownomiernosci biegu. W wielu
maszynach i urzadzeniach z napgdem o ruchu obrotowym, nawet w ruchu ustalonym,
obserwujemy zmienno$¢ predkosci katowej cztonu napedzajacego — np. watu silnika.
Jest to spowodowane wlasnie zmienno$cia bezwladnosci uktadu, a $cislej zmiennoscia
zredukowanego momentu bezwtadnosci, co zachodzi zwlaszcza w uktadach, w ktorych
wystepuje przemieszczanie si¢ sSrodkow mas i zmiennos¢ przetozen kinematycznych.

Drugim, jeszcze bardziej istotnym czynnikiem powodujacym zmiennos$¢ predkosci
katowej jest obserwowana na og6t zmiennos¢ sit biernych, a czasem i czynnych. Sity
bierne sa czgsto zmienne ze swej natury. Tak jest np. w uktadach sprezarek, prasach,
trakach do przecinania blokow skalnych. Zmiennos¢ sit czynnych jest oczywista
w silnikach spalinowych, gdzie sita czynna napgdzajaca ttok ma charakter impulsowy.
Zjawisko nierownomiernego biegu jest niekorzystne, gdyz zmienna predkosé czgsto
pogarsza jako$¢ realizowanego procesu technologicznego, a zawsze jego konsekwen-
cja sa obciazenia dynamiczne i ich niekorzystne skutki (drgania, hatas).
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Jako miar¢ nierownomiernosci przyjeto si¢ uzywaé wspotczynnika 6 definiowane-

go na podstawie wartosci ekstremalnych @,

nax 1 @, odniesionych do warto$ci Sredniej

oy, wedtug zaleznosci:
5 = P i (4.130)
Wy
W rozwazaniach praktycznych przyjmuje sig, ze
0, = Lmax = Prmin (4.131)

2

Sposrdod sposobdw eliminowania lub ograniczenia niekorzystnego zjawiska nierow-
nomiernego biegu [16], [22] najbardziej rozpowszechniony polega na sztucznym zwigk-
szeniu bezwtadnos$ci uktadu, dzigki czemu staje si¢ on mniej wrazliwy na wspomniane
zmienno$ci sit czynnych i biernych. Technika ta znana jest jako wyrownywanie biegu
za pomoca kota zamachowego. Jego wielko$¢, a sciSlej jego moment bezwtadnosci /.,
mozna wyznaczy¢ z rdwnania ruchu w postaci (4.129):

O

I(Mczr ~Mp, )d@ =

0,

Przyjmijmy nastgpujace zalozenia:

* rozpatrujemy ruch ustalony o znanej
predkosci Sredniej @y,

* przebiegi momentdéw zredukowanych
M, (O)i Mg, (O) sa znane,

» zmienno$¢ zredukowanego momen-
tu bezwtadnosci jest pomijalna, tj.
1= const.

Juz pobiezna analiza wskazuje, ze dla
znanych przebiegéw momentow M., (O)
1My (0O) (rys. 4.31a) tatwo przewidzie¢
zmienno$¢ predkosci katowej (rys. 4.31b).
W pierwszej fazie pojedynczego cyklu ru-
chu ustalonego obserwujemy przewage
momentu czynnego M. nad momentem
biernym M, . Dla statej warto$ci masowe-
go momentu bezwtadnosci / musi to ozna-
cza¢ zwigkszenie predkosci katowej spo-
wodowane nadwyzka pracy AL. W drugiej
fazie cyklu wida¢ natomiast nadwyzke
momentu biernego, co skutkuje spadkiem

Lo} B Ipa);
2 2
a)
LN
\\_l MBzr MCzr
v
1
\
K \
\
N
LY
AL/‘ \“""'t
b) T (1 CYKL)
$e _L/'ﬁf s
?\: :;
&‘Lﬂﬂi I
f‘"min ‘ t

Rys. 4.31. Momenty zredukowane (a)
i predkos¢ katowa ruchu ustalonego (b)



216 4. Elementy dynamiki uktadéw kinematycznych

predkosci katowej. Jest oczywiste, ze najwicksza warto$¢ pracy sit zredukowanych:

o
AL = I(MCzr _MBzr)d@

Oy

(4.132)

spowoduje zmiang energii kinetycznej od minimalnej do maksymalnej. Dla zatozonej
stalej bezwtadnos$ci uktadu (/ = const) oznacza to, ze potozeniom opisanym katami e,
1 ©, musza odpowiada¢ ekstremalne predkosci katowe:

@, = O » @) = O pax (4.133)

Wynikajaca z (4.133) modyfikacja rownania (4.129) daje:

1 (3 2
AL = El(a)max - Wi ) (4.134)

Korzystajac z rownan (4.130) i (4.131) mamy:

0 =—"= min > Opax — Opin = 5a)s'r

@sr - a)ﬁlax —a)ﬁlin =26wé2r (4.135)
D rmax + Dpin
Wy = B > Opy T Oy = 2a)s'r
co prowadzi do zaleznoS$ci
AL
_ 2 _

AL—Ié‘a)sr —> 5—1a)2 (4136)

Ny

Roéwnanie (4.136) umozliwia okre$lenie wspotczynnika nierdbwnomierno$ci . W wy-
padku konieczno$ci jego zmniejszenia do warto$ci pozadanej 0”< 8, z rbwnania (4.136)
widaé, ze mozna to uzyskac¢ przez zwigkszenie momentu bezwtadno$ci /. Wymaga to
dodania do uktadu kota zamachowego o momencie bezwtadnosci /., ktérego wartos$¢
na podstawie (4.136) wynosi:

o AL - 1 _ AL -1
(I+IKZ)a)s'2r KZ 5,wé2r (4.137)

Koto zamachowe peini rolg mechanicznego akumulatora energii. Akumuluje ja
w tych fazach ruchu, kiedy sity czynne przewazaja nad biernymi i zwigkszaja predkosé
uktadu i oddaje w fazach przewagi sit biernych, kiedy uktad ma tendencj¢ do zmniej-
szenia predkosci. Uwazna analiza rownania (4.137) wskazuje wprost na jeszcze inna
mozliwo$¢ zmniejszenia wspotczynnika nierdwnomierno$ci przez wptywanie na zmniej-
szenie pracy AL [16].
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4.4.3. Réwnanie Lagrange’a

Z rozwazan strukturalnych i kinematycznych wiadomo, ze minimalna liczba para-
metrow opisujacych ruch uktadu jest rowna jego ruchliwosci. Parametry te przyjeto si¢
nazywaé wspotrzednymi uogélnionymi. Przyktadowo ruch uktadu korbosuwu (rys. 4.30)
mozna opisa¢ katem potozenia korby, ale tez np. przemieszczeniem suwaka — kazda
z tych zmiennych moze by¢ wspolrzedna uogdlniona. Jednoznaczny opis potozenia efek-
tora (np. chwytaka) robota wymaga podania wigkszej liczby wspotrzednych uogélnio-
nych. Dla robota uniwersalnego obstugujacego przestrzen ruch efektora opisuje na ogoét
sze$¢ wspotrzednych uogdlnionych.

Koncepcje wspotrzednych uogdlnionych wykorzystuje metoda zaproponowana przez
Lagrange’a® najcze$ciej spotykana w postaci uktadu s rownan Lagrange’a I rodzaju:

d( OE OE
—|—|-—=0,, k=12,..s
dt(é’q’k] O (4.138)
W rownaniu (4.138) E oznacza energi¢ kinetyczng uktadu, a kazdej z s wspotrzed-

nych uogélnionych g, przypisuje si¢ sit¢ uogoélniona Q,. Z sity O, mozna wydzieli¢ czg$¢
O pochodzaca od sit potencjalnych i cze$¢ O, pochodzaca od sit pozostatych. Ponie-
waz w takim przypadku pierwsza z sit wyrazona jest rOwnaniem:
_oP

g

gdzie P jest energia potencjalna uktadu, kolejna wigc postacia rownania (4.138) jest:

Qkp =

=0, (4.139)

d(JE | OE N oP
dt| 9, dq, 9q;

Jest to czesto spotykana i wykorzystywana forma rownania Lagrange’a Il rodzaju.
Czasem jest ona upraszczana do postaci:

AN g, (4.140)
dt\ 94, | 9q,
po wprowadzeniu tzw. potencjatu kinetycznego L w postaci:

L=E-P (4.141)

Aplikacje tej metody do sformutowania rownan ruchu wybranych uktadow przed-
stawiono w przyktadach 4.8 1 4.9.

4 Ludwik Lagrange (1736-1813); Mecanique Analytique, 1788.
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PRZYKLAD 4.8
a) Mg Wykorzystajmy rownanie (4.139) do
_ analizy ruchu uktadu mechanicznego mie-
3 85=8 szadta zamocowanego na kole obiegowym 2

przektadni planetarnej (rysunek 4.32). Dru-
ma.l gie koto przektadni (centralne) jest nieru-
chome. Koto obiegowe 2 jest napedzane
jarzmem 1, ktorego ruch jest wymuszany
silnikiem S i zblokowana z nim przektadnia
harmoniczna PH.

Elementy uktadu poruszaja si¢ w pta-
szczyznie poziomej, masowe momenty bez-
wladnos$ci elementéw przekltadni harmo-
nicznej sa uwzglednione w momencie bez-
wladnosci silnika /g oraz w momencie /;
bezwtadnos$ci jarzma 1. Dane geometrycz-
ne i umiejscowienie srodkow mas przedsta-
wiono na rysunku 4.32.

Za opory ruchu przyjeto stata sit¢ / opo-
ru ruchu liniowego i staly moment oporu M
ruchu obrotowego mieszadta wokot whasnej
osi. Okreslimy ruch uktadu po skokowo
wlaczonym napigciu U zasilania silnika pra-
du statego, ktorego moment napgdowy wy-
Rys. 4.32. Uklad kinematyczny mieszadta razony jest rOwnaniem:

Mg=M,-kOg, U= const (4.142)

Uktad ma jeden stopien swobody — jako wspotrzedna uogodlniona przyjmujemy kat
© = O obrotu watu silnika — ruch uktadu opisywany jednym réwnaniem o postaci:

0. (4.143)

d(OE) oF P _
di\o®) 06 66

gdzie: E, P — odpowiednio energia kinetyczna, potencjalna,
O, - sita na kierunku wspoétrzednej uogolnionej (reprezentuje wszystkie sity
zewngtrzne).
Rozpatrzmy na poczatek zaleznosci kinematyczne. Pregdko$¢ jarzma 1 okresla relacja:

O,=0i, (4.144)

gdzie i, — przetozenie przektadni harmonicznej PH.
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Poniewaz srodek obrotu kota 2 wzgledem podstawy 0 lezy w punkcie styku obu kot,
oczywista jest relacja:

7 =@1(R+r)=@2r

co daje po uwzglednieniu (4.144):

i (4.145)

Energia kinetyczna catego uktadu jest suma energii kinetycznych poszczegdlnych
cztonow:

E=Eg+E +E,

a wiec
1 32 1 2 1 32 1 2
E= EIS@ + 511@1 + 512@2 +§m2VB (4146)

Po uwzglednieniu zaleznos$ci kinematycznych (4.145) oraz wyrazenia na moment
bezwtadnosci tarczy (dla kota 2):

1
energia kinetyczna cztonu 2 jest Wyralz%)n_afén\x;l{aniem:

11 o -R+r. V ) 2
EZ:E Emzr ©® . iy +m2(@lH(R+r))

i dalej
13 2.0 |-
s == =my(R+r)if |67 (4.147)
22
Po podstawieniu i uporzadkowaniu otrzymujemy:
1 2 3 2.2 |52
E_E IS+111H+5m2(R+r) iy @ (4.148)
a po kolejnym podstawieniu:

o, 3 .
I,=1Ig+1i} +§m2(R+r)zz£, (4.149)
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mamy

1 .
E=§IZ@2 (4.150)

Wyznaczenie sity uogélnionej O, opieramy na rownosci prac wirtualnych. Mamy
zatem

SL=Mg 50 -M 560, — F(R+r)56, (4.151)
oraz
SL=0Q.50 (4.152)

Przemieszczenia wirtualne otrzymujemy z zaleznos$ci kinematycznych (4.144)
i(4.145):

R+r.
Iy (4.153)

r

Z poréwnania relacji (4.151) 1 (4.152) oraz po wstawieniu wyrazenia (4.142) na mo-
ment silnika otrzymujemy wyrazenie na sil¢ uogolniona:

szMo—ké)—MR:riH—F(R+r)iH (4.154)
co zapisujemy krotko
0. = A— kO (4.155)
gdzie
A=My-M i PR+, (4.156)

Kolejne pochodne potrzebne do sformutowania réwnania Lagrange’a wynosza:

;_@E:;_@(%[ZQZ ):Iz@ (4.157a)
2@2): 1,6 (4.157b)
OE

9%k _y 4.157
0 ( c)
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Energia potencjalna P jest pomijana, poniewaz zalozono pracg uktadu w ptaszczyznie
poziomej, co daje:

oP
20 " (4.157d)

Podstawienie (4.155) i (4.157) do (4.143) daje:

1,0=4-k0O (4.158)
a po przeksztatceniu otrzymamy:
de
1 -=dt 4.159
T ( )

Calkowanie zaleznosci (4.159) prowadzi do rownania:

—%12 In(4-k6)=t+C (4.160)

Stata catkowania C wynosi:
. 1
t=0 > 0=0 > —zlzlnA:C
i rownanie (4.160) przyjmuje postaé:
1 : 1
—— I, (4—kO)=t——1I,In4 (4.161)
k k
Kolejne przeksztalcenia (4.161) daja:

—%Z lin(4 - k6)—1n 4]=¢

ln(l—@J:—it =—ut
A

l-—=¢
W wyniku koncowym réownanie predkosci katowej silnika ma postac:

@:%(l—e_”’) (4.162)
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Po wstawieniu zaleznosci (4.156) na stata 4 otrzymamy
-1 R+
@:E(Mo—M-—JHH—FQLHJ%]@—fW)
r

Podana zalezno$¢ pokazuje przyrost predkosci, ktora teoretycznie ustali si¢ po upty-
wie czasu ¢t. W praktyce juz po niewielkim czasie, zwykle utamkach sekundy, osiagana
jest predko$¢ ruchu ustalonego (¢ = «0) wyrazona zaleznos$cia

-1

@:_(MO _MR+r_

zH—F@+ﬂ%j

k r

Rozpatrzony w przyktadzie 4.8 uktad charakteryzuje si¢ wzglednie prosta budowa,
dzigki czemu proste sg zalezno$ci kinematyczne niezbedne do wyprowadzenia rownan
energii kinetycznej i sity uogolnionej. Z kinematyki wiadomo, ze w wielu przypadkach
roOwnania te sa ztozone, czg¢sto trudne do przedstawienia w postaci jawnej. Dodatko-
wym utatwieniem byt fakt, ze cztony uktadu przemieszczajq si¢ w ptaszczyznie pozio-
mej, co zwolnilo nas z zajmowania si¢ energia potencjalna. Jest to cecha szczegolna,
rzadko wystgpujaca w praktyce.

Ztozonos¢ opisu kinematyki stanowi istotne ograniczenie stosowania rownan La-
grange’a do analizy uktadow kinematycznych. Wyjatkiem od tej zasady sa uktady otwar-
te, o budowie szeregowej, czgsto wykorzystywane w robotach. Prosty uktad manipula-
tora ptaskiego o strukturze szeregowej, pokazujacy jedynie technike wyprowadzania
rownan ruchu, rozpatrzono jako kolejny przyktad.

PRZYKLAD 4.9

Rozpatrzmy uktad ptaskiego manipulatora o dwoch stopniach swobody (rys. 4.33).
Kazdy z czlonéw ma zdefiniowane parametry masowe (masy m, im, oraz masowe
momenty bezwtadnosci /, 1 1,). Nalezy wyprowadzi¢ zaleznoSci opisujace ruch uktadu
dla znanych momentow napedowych M, i M -,.

Jest oczywiste, ze dla uktadu o dwoch stopniach swobody opisanie ruchu wymaga
dwoéch rownan Lagrange’a:

d| oL oL
= - ==0,, i=1,2
diﬁ@] 26, 9; (4.163)
Zalezno$ci opisujace energig kinetyczna E i potencjalna P czlonu 1:

1 1. .
E, =§m1a12@12 +§Il@12’ P =m,ga,sin O, (4.164)
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Rys. 4.33. Manipulator ptaski dwucztonowy

Dla cztonu 2 wyznaczenie energii poprzedzamy analiza kinematyczna w celu opi-
sania ruchu $rodka masy cztonu 2. Wspohrzedne $rodka masy cztonu 2 wyrazone sa
réwnaniami:

e b, c0s @, +a, cos(0, + 6, )
52 b,sin@®, +a, sin(®, + 06, )

Ys2
a jego predkosci
: Xg) —0,b;5in 6, - (@1 +0, )a2 sin(6, +6,)
Tsa=| . |7 . s 4.1
g Vs2 O,b, cos O, + (@1 +0, )a2 cos(@l + @2) (4.165)
Energia kinetyczna i potencjalna cztonu 2 wyrazona jest rOwnaniami:
| 1 : -\
£, =§m2r§2r52 +51h (@1 +@2) (4.166)

P, =myg(bsin©, +a,sin(0, +6,)) (4.167)
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Dla uproszczenia zapisu dokonujemy podstawien:
sin @, = §; sin(0, +0,)=S5,,
cos®, =C; cos(0, +0,)=C,,

Wystepujacy w (4.166) kwadrat predkosci srodka masy cztonu 2 znajdujemy
z iloczynu skalarnego:

i1k, = [-0bsin 0, - (6, + 6, Ju,sin (6, + 0, )|

+ [@'b1 cos®, + (@1 +0, )a2 cos(@, + 0, )]2

. . v . . .
I, = (@ b ) (@1 + @2) a; +26, (@1 +0, )azbl (8,85, +C,Cp5)
Po wykorzystaniu relacji na sinus i kosinus sumy katow:
S8, +CC, =6,
mamy
. . v . . .
ik, =65, ) + (6 +6,) a2 +26,6, + 0, )a,h,C, (4.168)
Po wstawieniu (4.168) do (4.166) otrzymamy energi¢ kinetyczna cztonu 2:

E, =%m2[(@1b1)2+(@1 +@2) a3 +20,(© ( +6 )a blcz}+ ;I (@1 +@'2)2 (4.169)

Uproszczona relacja na energi¢ potencjalng cztonu 2 ma postac:
Py =myg(b,S, +a,5,,) (4.170)

Potencjal kinetyczny L (4.141) dla tego uktadu, na podstawie (4.164), (4.169)
i(4.170) wynosi:

L=E +E,—P —P,

L= ;mlal 62+~ I 62+~ 3 mz[(@b ) (@1 +@2)2a§ +20, (@1 +@'2)a2b1C2}

~1,(6,+6,) ~mga,S, ~mg(bS, +a,5,) (4.171)
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Kolejne pochodne (4.171) to:

%—mlal@ +1,0, +— mz[Z@ b + (2(*:)1 +2@2)a§
1
(4.172a)
+2(2@ +@2)a2b1C2]+12( +@z) )
i({%} ma?0, + 1,6, + my 0,67 + (6, + 6, Ja3 + 26, + 6, Jayb,C,
N N o . . (4.172b)
~0,020,+6,),b,5, |+ 1,6, + 6,)
(%Z_mz[( +0, a2 +6,a,h,C, |+ 1,(6,+ 6,) (4.172¢)

i(a—.LJ |6, +6,)a2 +6,a.8,C, -6,0,a,0,8, [+ 1,6, +6,)  “.1724)

dt\ 00,
oL
1
oL . . .
a?:_mz@l (@1 +0, )azblsz —myga,Cy, (4.172f)
2

Po podstawieniu (4.172) do (4.163) otrzymujemy rownania ruchu cztonow 11 2:
2 2,2 5
[mla1 +1,+m, (bl +aj +2a,b,C, )+ [2] 0,

+ [m2 (a22 +a,b,C, )+ [2] 0, —m,a,b,S,0% —2m,a,bh,S,0,0,
+m,ga,C, +m2g(blcl +a2C12): M,

[mzaz2 +m,a,b,C, +12] @1 +[m2a22 +1, ]@2 +m2a2b1S2@12

+myga,C, =M,
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Roéwnania Lagrange’a, jedne z najczesciej stosowanych w opisie zjawisk dynamicz-
nych, okazuja si¢ niestety mato efektywne do opisu ztozonych uktadow o strukturze
zamknigtej. Wymagaja zmudnego wyprowadzania rownan opisujacych energi¢ kine-
tyczna i ich rézniczkowania, a algorytmizacja tych zabiegow jest trudna. Sktonito
to wielu badaczy do odchodzenia od rownan Lagrange’a i siggania po inne metody me-
chaniki klasycznej, lepiej ukierunkowane na zastosowania komputerowe [3], [7], [13].

4.4.4. Réwnania ruchu we wspétrzednych absolutnych

4.4.41. Réownanie ruchu cztonu

Ruch cztonu uktadu kinematycznego moze odbywac si¢ tylko zgodnie z wigzami
narzuconymi przez inne cztony i pary kinematyczne. Musi to znalez¢ odzwierciedlenie
w rownaniach ruchu. Zatozmy (rys. 4.34), ze ze
srodkiem S masy m cztonu j pokrywa sig¢ pocza-
tek uktadu lokalnego {j}. Do poczatku uktadu
lokalnego {j} odniesione sa tez wypadkowa sit
F i wypadkowy moment M obcigzen zewngtrz-
nych, wlacznie z sitami w parach kinematycz-
nych i sitami grawitacji.

Ogolne rownanie mechaniki dla ruchu pta-
skiego ma wtedy postac:

ol b, -Flr50,[1,6,-m] =0 4.173)

ijest rozszerzeniem zasady d’Alemberta interpre-
{0} towanej jako ,,suma prac przygotowanych nie-
zrownowazonych sit i momentow bezwladnosci

Rys. 4.34. Czton uktadu kinematycznego jest réwna zeru”.

4.4.4.2. Sita uogélniona

Roéwnanie ruchu (4.173) mozna zapisa¢ w zwartej formie:

5} M i, -Q, ] =0 (4.174)
Wektor przemieszczen przygotowanych ma postac:

5q" =lsx, 5y, s0,]
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natomiast parametry masowe ujmuje macierz:

m; 0 0
M;=[0 m, 0 (4.175)
0 0 Iy

Wektor Q jest sita uogolniona o sktadowych:

Q,=lo. 0, oul (4.176)

ktory mozna wyznaczy¢ na podstawie rownosci prac przygotowanych sit zewngtrznych
F, M iuogo6lnionych Q. Mamy zatem:

SL=6piF+60,M, 5L=6q5Q;

co w wyniku poréwnania daje:

- 0,
l, @’j]{F{x:lwaij:[&j &, 50,] 0, 4.177)
W O
Roéwnanie ruchu ma wige postaé:
m; 0 0% O
o, &, s0, ]| 0 m 0|5 |- 0, ||=0 (4.178)

0 0 Ig||O; Oim
Zwrdéemy uwagg, ze jesli ruch cztonu j jest swobodny, bez zadnych wigzow, czyli
dx;, 6y;, 1 6 ©; moga by¢ dowolne, to (4.178) jest rownowazne réwnaniom Newtona—
Eulera:

m; 0 0 []X; 0,
0 m; 0 1Y =9y

0 0 I4]|0;| |Qy
Napisanie rownan wszystkich cztonow uktadu kinematycznego wymaga znajomo-
$ci przypisanych im sit uogoélnionych. Tutaj opisano kilka najczg$ciej spotykanych
przypadkow.
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Sila uogélniona od sitly zewnetrznej. Na ry-
sunku 4.35 pokazano czton obciazony sita zewng-
trzng F. Zal6zmy, co wystepuje najczesciej, ze
jej sktadowe sa wyrazone w uktadzie globalnym
{0}. Wychodzac z zasady rownoSci prac przygo-
towanych, mamy réwnanie:

0L =58q"Q=dr(Fy (4.179)

Gdy znamy wyrazenie (2.7) na wektor opisu-
jacy punkt zaczepienia sity F

= J
rge=p,;, +R;/rg

Rys. 4.35. Redukcja sity zewngtrznej gdzie R, dane rownaniem (2.3),
do uogdlnionej / ) )
fatwo uzyskamy rownanie przemieszczen przygo-
towanych
= (C) 0 Ire = OB/ 4.180
6rK_§pj+§ b %AJ rK—§pj+§ ]B] rK ( )
J

gdzie B; dane réwnaniem (3.60).

Po podstawieniu (4.180) do (4.179) otrzymujemy

SL=67[F, =(0p, +56,B, 'r; ) Fy =5p"Fyc +56, 'r[BTF, =5q7Q
a nastgpnie wyrazenie na sil¢ uogdlniona, zastepujaca dziatanie sity /.
Fy
Q:[frngFK] (4.181)

Jezeli sita Fy, jest zadana sktadowymi w uktadzie lokalnym, to jest wymagana jej
transformacja do uktadu globalnego oczywistym réwnaniem:

FK:R.

JFy (4.182)

i wstawienie (4.182) wprost do réwnania (4.181) daje
R F,

Q=| . . (4.183)
/riB (AJ.JFK)
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Sila uogolniona od wymuszenia silowego (STS liniowy). W uktadach kinematycz-
nych moga wystapic¢ elementy o zmiennej dtugosci (rys. 4.36) w postaci sprezyny, ele-
mentu thumiacego i sitownika (STS). Sztywnos$¢ sprezyny wynosi k, wspotczynnik thu-
mienia ¢, a sitownik rozwija sit¢ F' bedaca w najogdlniejszym przypadku funkcja dtu-
gosci [, predkosci [ i czasu . Ogdlnie sita wzdtuzna elementu STS zmiennej dtugosci
Wynosi:

f=k(=1,)+ci+F(,i.t) (4.184)

W zaleznosci (4.184) moga wystapi¢ wszystkie trzy sktadniki, dwa lub jeden. Kon-
sekwencja dziatania sity /'sa odpowiednie sity uogélnione Q; i Q, na czlonach j ik.
Sity te mozna wyznaczy¢ za pomoca rOwnosci prac przygotowanych, a przytoczone tutaj
kolejne kroki traktujemy jako jeszcze jeden przyktad zastosowania tej interesujacej
i efektywnej metody analizy sit.

Praca przygotowana od sity w elemencie o zmiennej dtugosci wyraza si¢ iloczynem:

SL=—f3l (4.185)

Znak minus odpowiada sytuacji, kiedy sita f jest ,,$ciagajaca” — usituje zblizy¢
do siebie punkty J, K cztonow j i k — a jej warto$¢ f * jest wtedy dodatnia. Wykorzystu-
jac wspoétrzedne absolutne cztonow, wektor d; opisuje zaleznos¢:

d; =p.+R,rc -p, -R; 1, (4.186)

Rys. 4.36. Wymuszenie sitowe — STS liniowy
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ktora wyznacza dtugo$¢ / rOwnaniem:
I? d i i (4.187)
Po zrézniczkowaniu (4.187) wzgledem czasu otrzymamy:
i .

co wprost daje zalezno$¢ na przemieszczenie przygotowane 0 /:
8l = d ¢ (9 +56,B, "1 —p,; - 56,B,r)) (4.188)

Macierze B ji B, sa pochodnymi macierzy rotacji wzgledem odpowiadajacego kata
orientacji o) 1 O, (patrz zal. (3.60)). Z drugiej strony praca przygotowana sit uogélnio-
nych Q; i Q, wynosi:

SL=5q7Q, +5q[Q, (4.189)

Z pordéwnania (4.185) i1 (4.189), po wykorzystaniu (4.188) i uporzadkowaniu otrzy-

muje si¢
(£ 4 ALY
Qj _( / ]|:d5kB] er:| Qk - ( / ]|:d§kBk er:| (4190)

Sita uogdlniona od wymuszenia momentowego (STS katowy). Ide¢ takiego na-
pedu ilustruje rysunek 4.37. Moment wzgledny » moze pochodzi¢ od sprezyny o sztyw-
nosci k,, thumienia o wspétczynniku c,, i od sitownika katowego rozwijajacego mo-
ment M, zalezny od kata @jk, predkosci katowej @jki czasu t. Lacznie moment n rozwi-
jany przez STS katowy wyraza rownanie:

n=ky(@, —0,)+co®, +M(©,.6,.1) (4.191)
Moment 7n skutkuje sitami uogoélnionymi na cztonach j, k, rowniez obliczanymi

z zaleznosci wynikajacych z pordwnania prac przygotowanych, a tutaj podanymi bez
wyprowadzenia:

=0 0 x], Q,=-o 0 ] (4.192)
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Rys. 4.37. Wymuszenie momentowe — STS katowy

4.4.4.3. Réwnanie ruchu uktadu wielocztonowego

Na podstawie réwnan ruchu jednego cztonu mozemy sformutowaé réwnania ruchu
dla uktadu £ cztonow, powiazanych parami kinematycznymi. Na poczatek zaktadamy,
ze sity uogdlnione Q reprezentuja wszystkie obciazenia, tacznie z sitami w parach. Punk-
tem wyjscia jest zerowa warto$¢ sumy prac przygotowanych sit zewngtrznych dla
wszystkich cztonow, co wedtlug (4.174) zapisujemy jako:

k
Z&LT [Miiii _Qi]: 0 (4.193)
i=1
gdzie: q =[q! qf ... q[]" — wektor wspotrzednych absolutnych,
M =diag[M;, M, ..M, ] — macierz parametréw masowych,
Q =[Q Qf .. Q1" — wektor sit uogdlnionych.

Rozdzielmy w sitach uogoélnionych cze$¢ pochodzaca od sit zewnetrznych Q7 i czeéé
od sit w parach kinematycznych QF, czyli

Q,=Q7 +Q/ (4.194)

Po takim rozréznieniu rownanie (4.193) ma postaé:

k 2 k
> oq] V.4, -7 ]—25(1fo =0 (4.195)
i=1 i=1
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Drugi sktadnik réwnania (4.195) ma wartos¢ zerowa. Jest to bowiem suma prac
przygotowanych sit oddzialywania w parach kinematycznych. W kazdej parze kinema-
tycznej dziataja dwie sity oddziatywania — sita Fy oraz F;=—F,. Poniewaz przemie-
szczenia przygotowane dla obu tych sit sa jednakowe, wigc prace przygotowane maja
przeciwne znaki, a wigc prace przygotowane sit wewngtrznych (oddziatywania, reak-
cji) zeruja si¢. RoOwnanie (4.195) mozna wigc zapisa¢ w postaci:

sq” [1g-Q7] =0 (4.196)

ktorego rozwiazanie wymaga znajomos$ci wektora przemieszczen przygotowanych.
Zgodnie z rozwazaniami w rozdz. 2 wektor funkcji wigzow @ dla okreslonej konfigu-
racji uktadu (czas ¢ jest stala) daje rownanie:

®(q,t)=0 —> @, 5q=0

Ruch uktadu wielocztonowego mozna wigc opisa¢ rOwnaniami wariacyjnymi o po-
staci:

sq” M- Q7 =0

®,6q-0 (4.197)

PRZYKLAD 4.10

Na podstawie wariacyjnych rownan dynamiki, z zastosowaniem wspotrzednych ab-
solutnych, wyprowadzimy roéwnanie ruchu bardzo prostego uktadu — jeden czton rucho-
my (rys. 4.38). Oczywiscie, taki sposob opisu stosowany do tego uktadu nie jest celo-
wy. Rownanie ruchu mozna znacznie prosciej zapisa¢ innymi metodami. Zataczony przy-
ktad ma umozliwi¢ zrozumienie istoty metody i fizyczna interpretacjg rownan.

Do opisu ruchu korzystamy z uktadu réwnan (4.197):

sa” [Mi-Q7 J=0
D, 5q=0
Wystepujace w nich macierze mas, wektor przyspieszen i wektor sit zewngtrznych to:

m 0 0
M=M,=|{0 m O
0 0 1,
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@%%,<L 13
0

Rys. 4.38. Prosty uktad dwucztonowy

q= [xl 2] él]T

Q*=[0 -mg o]

Dla wyprowadzenia rownan wigzow niezbgdne jest okreslenie wspotrzednych punk-
tow 4 i B w uktadzie podstawy 0. Ich postac to:

X, X a X, +acos@,
= +Al = .

V4 A2 0 ¥, +asin@,

X X -b x, —bcos®

Vg A2 0 ¥y, —bsin®,

Jak wida¢ z rysunku punkt 4 musi si¢ zawsze znajdowac na osi y,,, punkt B nato-
miast zawsze na osi x, co mozna okresli¢ dwoma réwnaniami wigzéw w postaci:

Xy x, +acos®,
(] = ' =0
Vg ¥, —bsin O,
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Ich rézniczkowanie wzglgdem zmiennych absolutnych q daje:

1 0 —asing,
® =
10 1 —bcoso,

Korzystajac z podanych zalezno$ci, otrzymujemy:

m 0 0]]% 0
[5?51 Sy 5@1] 0 m Oy |=|-mg||=0
0 0 1,]|6 0
ox;
1 0 —asinG,
oy, | =0
0 1 —bcosO,
1

a po wymnozeniu uzyskujemy uktad trzech rownan:

ox,m, X, + 0y, (mlj}l + m]g)+ 5@111@1 =0
ox; —00,asin®, =0
oy, —60,bcos O, =0
Ich elementarne przeksztatcenia prowadza do rownania ruchu w postaci:
m i, (asin @, )+ (m, 3, +m,g)(bcos®,)+ 1,60, =0
Z rysunku 4.38 wynika, zZe:
(asin @l)zhy, (bcos@l)zhx
co sprowadza rownanie ruchu do postaci:
mljélhy + (mlj}1 + mlg)hx + 11@1 =0
Otrzymane rownanie ruchu jest w istocie rOwnaniem rownowagi momentow wzgle-
dem punktu K (rys. 4.38), ktory lezy na przecigciu linii dziatania sit Fy, , i F)), ; oddzia-

lywania podstawy 0 na czton 1. Dzigki temu sity te nie wystgpuja w otrzymanym row-
naniu ruchu.
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Roéwnania (4.197) sa rzadko stosowane w praktyce. Stanowia one natomiast pod-
stawe do wyprowadzenia kolejnej formy rownan ruchu dla uktadéw wielocztonowych.
Uzyskuje si¢ ja przez wprowadzenie tzw. mnoznikoéw Lagrange’a A [13], [26]:

Mij + @)1 = Q” (4.198)

Zaleznos¢ (4.198) jest sumowaniem sit dziatajacych na poszczegdlne cztony, zre-
dukowanych do $rodkéw mas, a mianowicie:

. I\N/Iij — wektor sit bezwladnosci,
. (I)g A — wektor sit (zredukowanych) w parach kinematycznych,

+ Q7  —wektore sit (zredukowanych) zewnetrznych.

Nalezy jeszcze zwroci¢ uwagg, ze wszystkie te sity sa przytozone w srodku mas po-
szczego6lnych cztondw, gdzie rowniez maja swoj poczatek uktady lokalne cztondw.
Mozliwo$¢ rozwiazania rownania (4.198) wymaga uzupetnienia go o dodatkowe, wy-
nikajace z kinematyki, rownanie przyspieszen (3.57):

®,i=-(0,q) 4-20,4-®, =a

Do opisu ruchu uktadow wielocztonowych stosuje si¢ zatem rownanie ruchu w po-

staci:
1’\7[ (DT . 7
[ Q}H:[Q } (4.199)
(I)q 0 ||A a

Uktad rownan (4.199) umozliwia rozwiazywanie dwoch typowych zadan dynamiki:

» okreslenie warunkow rownowagi kinetostatycznej — sit czynnych potrzebnych
do realizacji zaktadanego ruchu oraz sit oddziatywania w parach kinematycznych
przy znanych sitach zewngtrznych (biernych),

 okreslenie ruchu uktadu dla znanych sit zewngtrznych — czynnych i biernych.

Zadanie kinetostatyki sprowadza si¢ do rozwigzania rownania:

Mq + <I>qT A=Q?
wzgledem wektora A, co wymaga elementarnego przeksztatcenia do postaci::
1 iy
3= (@7 )'[Q7 - Mq] (4.200)

lub po wykorzystaniu rownania przyspieszen (3.57):

r=(07) o7 -M(@'a)] (4.201)



236 4. Elementy dynamiki uktadéw kinematycznych

Zadanie kinetostatyki dotyczy ruchu zdeterminowanego, kiedy liczba réwnan two-
rzacych wektor @ rownan wigzow jest rowna liczbie wspotrzednych absolutnych (licz-
bie elementéw wektora q), a to oznacza, ze macierz @ q jest kwadratowa.

Bardziej ztozone jest natomiast okreslanie ruchu uktadu dla znanych obcigzen ze-
wngtrznych. Wtedy w rownaniach (4.199) niewiadomymi sa:

» wektor przyspieszen ¢,

 wektor mnoznikow A.

Formalne rozwiazanie jest stosunkowo proste i wymaga kilku przeksztatcen. Pierwsze
z rownan (4.199) umozliwia wyznaczenie wektora przyspieszen wedtug relacji

q=Q*M!'+ M '@} (4.202)

Po podstawieniu (4.202) do (3.57) mamy roOwnanie
-7 -
oM Q" -dM D Lr=a (4.203)

z ktoérego mozna juz wyznaczy¢ wektor mnoznikow Lagrange’a

A=(@,M '@ ) ([@®,M'Q7 -a) (4.204)

Po wyznaczeniu wektora mnoznikéw A mozna skorzysta¢ z rOwnania (4.202) i cal-
kowa¢ wyrazenie okreslajace przyspieszenie. Mozna tez pomina¢ wektor A i podsta-
wi¢ (4.204) do (4.202), a nastepnie scatkowac rownanie:

i=M"Q7 -M"'®! (@ M@’ | ([®,M'Q” -a) (4.205)

Catkowanie rownania (4.205) wymaga stosowania specjalnych metod. Wynika
to z tego, ze mamy tutaj do czynienia z duzym wymiarowo uktadem rownan réznicz-
kowo-algebraicznych. Zagrozenie wiazace si¢ z catkowaniem (4.205) polega na tym,
ze w konsekwencji wielu krokow obserwuje si¢ zjawisko ,,naruszania wigzow”. Ozna-
cza to w praktyce, ze uzyskany w n-tym kroku catkowania wektor konfiguracji q nie
spelnia warunkéw wigzow ®@. Problemy catkowania tego typu rownan sg przedmiotem
wielu badan, nie tylko dla poprawienia efektywnosci numerycznej profesjonalnych ukta-
dow analizy wielocztonowych uktadéw kinematycznych [3], [5].

4.4.4.4. Mnozniki Lagrange’a i sily oddziatywania

W réwnaniu ruchu (4.198) wystepuja mnozniki Lagrange’a zestawione w wektor A.
Zwrdéémy uwage, ze sa to wielkos$ci Scisle powiazane z sitami oddzialywania w parach
kinematycznych, co potwierdza rownanie napisane dla czlonu £:

.. z T
M,q,=Q;f —...— (@q(jk)/i(jk) )pwy o T (4.206)
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Pierwszy wyraz prawej strony tego rownania jest wektorem sit zewngtrznych uo-
golnionych (zredukowanych do poczatku uktadu lokalnego {k}). Jako sity zewngtrzne
rozumie si¢ wszystkie sity, z wyjatkiem sit oddziatywania w parach kinematycznych,
jakimi na czlon k dziatajq cztony tworzace z nim pary kinematyczne. Ostatnie, kolejne
sktadniki (4.206), sa wynikiem wigzow par i nalezy je rozumie¢ jako sily wystepujace
w parach kinematycznych, takze zredukowane do poczatku uktadu lokalnego {k} (Srodka
masy czlonu k).

Zapiszemy rownanie (4.206) w innej postaci:

M, =Qf +..+Q +... (4.207)

gdzie Q- wektor sit wigzow pary kinematycznej jk (rys. 4.39).

[QluQ.ky]T

P _P.T
[Fiex Pyl

{0t

Rys. 4.39. Czlon uktadu i sily w parze kinematycznej £y

Po przejsciu do sktadowych wektora sity uogélnionej Q;, mamy:

0,
Qi =| Oy |==PyimAom (4.208)
O ik

Jak juz wspomniano wektor Q; okresla sity, jakimi czton j oddziatuje na czton k —
sa to sity zewngtrzne dla cztonu k. Mozna zatem na podstawie znajomosci wektora sit
Qj, okreslac realne sity oddziatywania w parze kinematycznej, odnoszac je do dowol-
nie obranego punktu P na cztonie £.
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Zbierzmy te sity w wektor F ﬁ{ (sity sktadowe na kierunku osi x,, iy, uktadu global-
nego {0} oraz moment):

a
S (4.209

Do okreslenia relacji migdzy wektorami F ﬁ{ oraz Q postuzymy sig pracami przy-
gotowanymi od obu sit, ktére powinny by¢ sobie rowne. Mamy zatem:

Fix Ok
51'; JP + 5@ijjl:M = 5[)/{ + 6@ijkM (4210)
Fiy Qjty

Z zaleznosci geometrycznych (rys. 4.39) w uktadzie {0} mamy:
_ k
rp =P, +R,rp
co po przeksztalceniu daje:

_ k
P =rp —R, "1

i zwiazek przemieszczen przygotowanych w postaci:
Sp, =6r,-80,B,"r, (4.211)

gdzie B, jak w (3.60).
Korzystajac z (4.211) rownanie (4.210) przeksztatlcamy do postaci:

O jior

FP
sl [ ff‘] + 8O F =St} [Q
Jky

Q.
}_5@1(](1';]31{[ W} +00, 01y
Jky

Jky

z czego sktadowe wektora sit oddziatywania w parze jk odniesione do punktu P leza-
cego na cztonie k wynosza:

F}Zx ijx
P
FL, |= Qi (4.212)

F? o
M ijM—krgB/f[ ’ ]
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Dla przyblizenia sposobu postgpowania rozpatrzmy uktad z rys. 4.38, dla ktorego
okreslimy sity oddziatywania podstawy 0 na czton 1 w parze B. Poniewaz dla tego uktadu

jest (przyktad 4.10):
1 0 —asin®,
® =
10 1 —bcosO,

wige dla cztonu 1 réwnanie (4.207) ma postac:

M,G=Qf +Qq, + Q5

a po rozpisaniu:

- 0% 0 1 0
my Vi |F|l-mg |- 0 Ay - 1 A
0 1, ]| 6, 0 —asin®, —bcos O,

Mnoznik A, wynika z wigzoéw w parze A, natomiast A, jest konsekwencja wigzow
w parze B. Korzystajac z (4.208) mamy w tym przypadku dla pary B:

Qle 0
Qs = QOly =7 1 Ay
Qo1 —bcos O,

Pomocnicze wielko$ci do napisania rownania (4.212):

I} = -5 0]
—sin®, —cos®, —sin O, cos O,
Bl = . — B{ = )
cos®, —sin®, —cos@, —sin6,
co daje (4.212) w postaci:
FOZix 0
FOny = _/12

EB —-sin@,  cos@, || 0
o ] 1 bA,cos@ —[-b 0] o o, || 4,
—cos®; —sin@ || -4, ||
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a po wykonaniu mnozenia mamy:

B
FO]x

0
Follgy = _2’2
0

B
Foim

Jak nalezato oczekiwaé — w parze B wigzy uniemozliwiaja ruch sworznia (punktu

B) w kierunku pionowym — mnoznik A, przektada si¢ na sil¢ oddziatywania podstawy 0

na czton 1, ktora z definicji ma zawsze kierunek pionowy (kierunek osi y,)), przy czym
F, =-A
01 2

PRZYKLAD 4.11

Na podstawie rownan dynamiki opisanych za pomoca wspotrzednych absolutnych
przeprowadzona zostanie analiza dynamiczna uktadu jarzmowego (rys. 4.40). Uktad ten
byt juz analizowany w rozdz. 3 (przyktad 3.5) i niektore z wyprowadzonych wtedy row-
nan postuza nam w analizie dynamicznej. Tutaj rozwiazemy dwa zadania dynamiki:

1. Dla zadanego ruchu uktadu okreslimy przebieg momentu czynnego M. niezbed-
nego do realizacji tego ruchu. Dodatkowo wyznaczone zostang przebiegi sit od-
dziatywania w parach kinematycznych.

2. Dla zadanego momentu czynnego M . wyznaczony zostanie ruch uktadu.

W obydwu zadaniach znane sa wymiary cztonow i ich parametry masowe.

L
7777 ¢ Xq
o

Rys. 4.40. Uktad jarzmowy
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Zadanie 1. W rozwiazaniu zadania 1 postuzymy si¢ rOwnaniem:
Mg + @72 =Q”
Z analizy kinematycznej (przyktad 3.5) znane sa rownania wigzow (3.67):

X, —acos@,

Y —w—asino,

q)zlq)”(q) :|= x, +bcos®, —x, —ccosO, o
®(q,¢)| | M +bsin® —y, —csin6,
Y, —dsin®,
0,-6,,—wt

Ostatnie réwnanie wektora @ opisuje wymuszenie kinematyczne, a $cislej wartos¢
kata ©, odmierzanego od warto$ci poczatkowej O, oW funkcji czasu . W wyniku ana-
lizy kinematycznej dysponujemy trzema wektorami potozen ¢, predkosci q i przyspie-
szenia q — ostatni z nich przytaczamy ponizej:

q:[xl 2 @1 Xy Vs, éz]T

Transponowana macierz Jacobiego tego uktadu ma postac:

[ 1 0 1 0 0 0]
0 1 0 1 0 0
@ - asin®, —acos® —bsin®, bcosO, 0 1
! 0 0 ~1 0 0 0
0 0 0 -1 1 0
| 0 0 csin®, —ccos®, —dcos®, 0
Macierz mas:
[m, 0 0 0 0 0]
0O m 0 0 0 O
~ |M;, 0 0O 0 7, 0 0 O
M= [ 0 M2:| o o0 o my, 0 0
0 0 0 0 m O
|0 0 0 0 0 1,]
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Wektor obciazen zewngtrznych to wytacznie sity cigzkosci cztondw 1 12 dziatajace
na kierunku osi y, uktadu globalnego {0} zapisane w kolejnosci odpowiadajacej ele-
mentom wektora q:

Q%Z=[0 -mg 0 0 —myg 0]

Wektor mnoznikow Lagrange’a to:

;\Z[ﬂq b N Ay A ie]T

Kazdy z mnoznikéw A, reprezentuje sitg wigzow korespondujaca z rownaniami wig-

zo6w @. W rozpatrywanym ukladzie sq to:

* A, A, —sktadowe sity w parze kinematycznej A odpowiadajace dwom pierwszym
rownaniom wektora @,

* A, A, — sktadowe sity oddziatywania w parze B odpowiadajace rownaniom wig-
zO6w pary B — rownanie trzecie i czwarte wektora @,

* As—sita oddziatywania w parze C — odpowiada rownaniu piatemu,

* A¢— moment M. niezbedny do wywotania pozadanego ruchu cztonu 1 z zaktada-
na predkoscia katowa @, — koresponduje z ostatnim, szostym rownaniem wekto-
ra wiezow ®@.

Na podstawie powyzszych zaleznosci (4.198) mozna wyznaczy¢ wektor mnozni-

kow A z rownania (4.200):

(@) (o - 1)

Znajac wektor mnoznikow A, mozemy juz okresli¢ sity oddziatywania w parach ki-
nematycznych. Rozpatrzymy tylko sity w parze B, ktore powiazane z mnoznikami A, i A,,
sa konsekwencja wigzow zapisanych trzecim i czwartym rownaniem wektora wigzow ®.
Dla cztonu 2 rownanie (4.207) ma postac:

M,q, = Qg + Q125 +Qp2c

Po rozpisaniu mamy:

m, 07[ %, 0 -1 0 0

. 7N
my Yo |=|—m& |~ 0 -1 - 1 )‘5
0 1, |6, 0 csin®, —ccos@, —dcos 0,
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Zgodnie z (4.208) (dla pary kinematycznej B) mamy:

Qle -1 0 1 13
3
Qi = QlZy == 0 -1 { = Ay
0 csin®@, —ccos® ! —cly8in @, + cly €Os O
12M 2 2 3 2T Cy 2

Korzystajac z (4.212) mamy rownanie:

Figx )L3
A3, |= A

5 A
Fou (—c/’[3 sin®, + cA, COS@Z)—Zl’ng[)\j:l

Z poroéwnania trzecich wierszy mamy

—-sin®, cos®, | A
FB =(—cAsin®, +cA, cos@, )—[c 0
120 ( 3 2 4 P ) [ ][_ c0s@, —sin®, :l[)l4

a po wykonaniu mnozenia, zgodnie z oczekiwaniem, uzyskujemy ostatecznie:

Flgx )l3
F 1§y = )‘4
F llng 0

Bez szczegdtowego wyprowadzenia zapiszmy sity oddziatywania cztonu 0 na 2

w parze kinematycznej C:

c

F02x 0
c

F02y = _/15

C
FOZM 0
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Dla cztonu 1 rownanie (4.207) ma postac:

Mg, =Qf +Qos +Qyp

Po rozpisaniu mamy:

ot 1 0 O A -4
Qs = QOly =7 0 1 0(4 [= -4
Ooiur asin®, —qacos®, 1||A | |—aAsin®, +ah, cos® — A

Korzystajac z (4.212) otrzymujemy:

FO/fx _)ll

Fo/lly = _AZ
Fyl - 1 —A
o | | (~a) sin®, +ak, cos®, - A) ~"r B 5
—

Poniewaz zgodnie z rysunkiem 4.40 jest

—sin® cos O
" -La 0} Bf{ | }

—cos®; —sin®,

wigc po wykonaniu mnozenia otrzymujemy:

FOIilx _)“1
Fo/lly = —)12 > Fo/llM =M¢
Fiin | 1=

Na podstawie wyprowadzonych zalezno$ci dokonano analizy kinetostatycznej uktadu
z rys. 4.40, przyjmujac nastepujace dane:

* wymiary jak w analizie kinematycznej (przyktad 3.5),

+ predkosc katowa cztonu 1 @, =10s7!,

* parametry masowe: m, = 0,6 kg, m, = 1,45 kg, I, = 0,004 kg'm?, 1, = 0,01 kg'm?.

Wyniki analizy przedstawiono na rysunku 4.41.
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Fore =2 [N]
FEH,':_AZ [N]

~4% 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
1 [s] 1t [s]
E
Z
ol
i
14
-
0 0,2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0,6
1t [s] t [s]

Rys. 4.41. Uktad jarzmowy — wykres sit w parach 4, C oraz moment czynny M.

Zadanie 2. Do okreslenia jest ruch uktadu w postaci przebiegow predkosci ()
i przemieszczenia (#) dla znanych wektorow stanu poczatkowego q, i . Znany jest
ponadto moment czynny M. oraz jak w zadaniu 1 wektor obciazen zewnetrznych Q7.

Rozwiazanie tak postawionego zadania wymaga juz wykorzystania uktadu rownan
(4.199):

1\7[<I>qT i| [Q*
D 0 ||A

q a

Nalezy tutaj zwroci¢ uwage, ze w tym przypadku, inaczej niz w zadaniu 1, rbwna-
nia wigzo6w wynikaja wyltacznie z potaczenia cztondw parami kinematycznymi — brak
jest wymuszenia kinematycznego. Mamy zatem (3.65) rownania wi¢zow par:

x, —acos @,
Y, —w—asin0,
x, +bcos® —x, —ccosO, [=0

v, +bsin®, —y, —csin®,

| vy, —dsin®,
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W zwiazku z tym inna niz w zadaniu 1 bedzie tez posta¢ macierzy Jacobiego:

1 0 gsn® 0 0 0

0 I —agcos® 0 0 0

® =1 0 —psin® -1 0 ¢sinB,
0 1 bcos® 0 -1 —ccosO,

10 0 0 0 1 -dcosO, ]
1 jej transpozycja

[ 1 0 1 0 0 ]

0 1 0 1 0

asin®, —qacos®, —bsin®, bHcosO, 0

o’ =

K 0 0 -1 0 0

0 0 0 -1 1
| 0 0 csin®@, —ccos®, —dcosO, |

Wykorzystujac znane z kinematyki wyrazenie na przyspieszenie (3.57)
a=—(®,4) 4-20,4-0,
mozemy juz wyznaczy¢ wektor mnoznikdéw A (4.204)
-1 Y! -l Z
}”z(q)qM q)q) ((I)qM Q —a)
i zalezno$¢ na przyspieszenie (4.205)
- _v-loZ _vi-l ([ M-’ b M-loZ
i=M"'Q7 -M"'®! (@ M@ | ([®,M'Q” -a
Catkowanie ostatniego rownania daje w wyniku wektor predkosci q i wektor opisu-
jacy konfiguracje uktadu q.
Analizg ruchu przeprowadzono dla danych geometrycznych i masowych jak w za-
daniu 1, przyjmujac dodatkowo:
* moment czynny zmieniajacy si¢ wedlug zaleznosci: M =3 — 5¢, N'm,

* potozenie poczatkowe uktadu opisane wektorem (w jednostkach uktadu SI):

q,=[0,049 0,249 w/4 0,441 0,132 148r/180]"
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« predkos¢ katowa cztonu 1 @, = 1057,
» wektor predkosci poczatkowych (w jednostkach uktadu SI):

q,=[-0,49 049 10 -1,745 0,513 -2,417]"

Wielkosci opisujace ruch w chwili poczatkowej przyjeto z analizy kinematycznej
(przyktad 3.5), moment czynny natomiast odwzorowuje, z pewnym przyblizeniem, prze-
bieg momentu, jaki jest niezbgdny do utrzymania ruchu czlonu 1 ze stata predkoscia
o, =10 s7". Jak wida¢ z rys. 4.41 w pierwszej fazie (= 0+0,1 s) ma on charakter li-
niowy. Wyniki analizy zestawiono w formie wykreséw na rys. 4.42.

120
TR L] (SO FUVIE SPPE AP 100 oo e e
et -
~— m ..................
*® 40,5 §
LTS R
10 : H . ! 4-0 M : N :
0 0.2 004 006 008 0 0 002 004 006 008 01
1t (s] t (s] '
5] - "
'r:\ —1.5 " T H !
i
E
et
[ ]
-0,4

- 0 0.02 0.04 o‘m O'w 0.1 0 0.02 0.04 O.M 0.08 031
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B
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Rys. 4.42. Uktad jarzmowy — parametry ruchu dla zadanego momentu czynnego M-

Metoda opisu dynamiki uktadu kinematycznego, oparta na wspotrzednych absolut-
nych (pozycja i orientacja uktadu lokalnego cztonu), charakteryzuje sig¢ duza liczbg row-
nan. Konsekwencja tego jest duzy wymiarowo uktad rownan rézniczkowo-algebraicz-
nych. Pojeciowo sg to rOwnania dynamiczne cztondw z uwzglednieniem obcigzen wy-
nikajacych z par kinematycznych (sit oddziatywania) oraz wigzow par kinematycznych.
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Duza liczba réwnan, co jest niewatpliwie wada, procentuje w zamian wieloma korzy-
$ciami, z ktorych najwazniejsze to:

* rownania ruchu sa klasycznymi rownaniami Newtona—Eulera dla poszczegdlnych
cztondéw z uwzglednieniem sit w parach kinematycznych,

* réwnania wigzow par wyrazone sa tylko za pomoca wspotrzednych absolutnych
cztondéw tworzacych dang parg, co umozliwia tworzenie biblioteki par i przypi-
sanych im rownan,

* metoda jest jednakowa dla uktadow o strukturze zamknigtej (wszelkie mechani-
zmy), otwartej (manipulatory) i mieszanej,

* w wyniku rozwiazania rownan ruchu uzyskuje si¢ jednoczesnie wielkosci opisu-
jace ruch oraz sity w parach kinematycznych (mnozniki Lagrange’a).

Metoda nadaje si¢ zwlaszcza do zastosowan komputerowych, jej cechy sprawiaja,
ze mozliwe jest tworzenie uniwersalnych algorytmow utatwiajacych modelowanie r6z-
norodnych uktadéw kinematycznych — na takiej metodzie oparty jest np. system DADS
[13].
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