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1. WSTEP
1.1. Definicja supermanewrowsci

Stowo ,supermanewrow¢d” pojawito sii w literaturze dotyczej mechaniki lotu na
pocatku lat osiemdziegtych. Samolot supermanewrowy charakteryzuje tgm, ze przez
diuzszy czas (przynajmniej przez kilka sekund) zmoleci€ Ilotem sterowanym na
nadkrytycznych ktach natarcia oraz manewroiva bardzo dioymi predkosciami katowymi
(rzedu radiana na sekugd[61, 62].

Podstawowym sposobem zapewnienia supermanewcowgest zastosowanie
wektorowania cgu lub inaczej — sterowania wektoremgti, polegajcego na zmianianie jego
modutu oraz odchylaniu kierunku dziatania w ptagzore pionowej, poziomej, lub w obu
ptaszczyznach jednocgee.

Podstawowe znaczenie w realizacji supermanewsowcsamolotu za pomac
wektorowania cigu ma zwtkszenie pgdkosci katowe] wzgkdem osi bocznej samolotu, tj.
zwickszenie szybk&i zmiany lgta natarcia, co oznacza zk$zenie sterowrigi podiuznej.
Podczas lotu na nadkrytycznycht&ch natarcia ,wektorowanie agiu” zapewnia zachowanie
sterowndci samolotu. Pozwala to na wykonywaniezmgch ewolucji (nieosigalnych dla
samolotéw konwencjonalnych), ciasnych zééw i zwrotow — bez niebezpieamtwaslizgu na
skrzydto, a take na gwaltowne zmiany gikosci lotu. Manewry tego rodzajua sszczegolnie
uzyteczne w walce powietrznej. Urdaviaja np. wczéniejsze zajcie pozycji dogodnej do
odpalenia rakiety lub otwarcia ognia z dziatek poldwych, wykonywanie unikdw obronnych
przed pociskiem rakietowym odpalonym przez przettanzwickszap Szang na przeniknjcie
obrony przeciwlotniczej.

Zachowanie sterowrdoi podiwznej na daych nadkrytycznych d&ach natarcia stanowi
podstaw do wykonywania ciasnych zajtéw i zwrotdw bojowych w bardzo krétkim czasie.
Przydatna jest wowczas rownienozliwos¢ poprawienia sterowroi kierunkowej, co réwnie
mozna uzyska poprzez ,wektorowanie ggju”. Technika wykonywania ciasnych zeldw i
zwrotow jest szczegolnie wma podczas atakowania z matej wysakocelow naziemnych
(potrzeba skrécenia czasu ich wykonywania).

~Wektorowanie cigu” pozwala take na skrocenie rozbiegu podczas startu samolotu ora
dobiegu podczasidowania, co pozwala nazycie bojowe samolotow z lotnisk o krotkim lub
uszkodzonym przez dziatania przeciwnika pasie @tgnn. Sterowanie wektorem agu w
ptaszczynie ,pionowej]” mana wykorzystywa do zapewnienia sterowfm podiuznej w
pierwszej fazie startu lub w celu uzyskania doda#josity nanej w kaacowej fazie startu oraz
podczas wznoszenia.

W pocatkowej fazie startu, gdy ster wysakmo jest nieskuteczny, sterowdtopodtuzna
moze zapewnd pionowa skltadowa agu, uzyskiwana dzki odchyleniu do gory strumienia
wylotowego silnika (silnikéw). Pozwala to na podsianie przedniego kota, a ngstie dalsze
zwickszanie Kta natarcia przy matych gikosciach samolotu. Wczesne zkszenie kta
natarcia, a tym samym sily §mej, odciaza podwozie — zmniejszgj opory toczenia, co
umazliwia skrocenie rozbiegu. W kaowej fazie rozbiegu (przy dostatecznieejuyredkosci), a
takze podczas wznoszeniag¢sisamolotu, strumie wylotowy mana odchylé do dotu,
zwickszapc w ten sposob sitnosna, — przy czym kt odchylenia zakey od maliwosci
wywazenia momentu pochykgego.

Alternatywa dla skrécenia startu samolotu jest:
» zwigkszenie udwigu uzbrojenia;
» zastosowanie silnikbw o0 mniejszynagu;



e zZmniejszenie powierzchni Be;.

Podczasadowania samolotu bardzo wa rol¢ odgrywa rewersor (odwracaczhgu —
jeden z elementéw systemu sterowania wektoreaguci Poza sw normalr funkcja —
skracaniem dobiegu po przyziemieniu — zamoby uzywany w czasie podchodzenia do
ladowania do regulacji ggu (za pomog specjalnych kierownic) — od wakm zerowej do
maksymalnej, przy statej g@ikosci obrotowej silnika. Pozwala to na zlikwidowanigéagu
szcatkowego wydhiajacego hdowanie oraz skrécenie do utamka sekundy czasuzegimiego
na zwekszenie cigu (odwrdéconego) po przyziemieniu. Takie wykorzyspie rewersora ggu
umazliwia znaczne skrécenie categmglbwania. Ponadto rewersor peoby¢ stosowany podczas
lotu do gwaltownego hamowania samolotu (manewr miy@rzed pociskami rakietowymi).

1.2. ,Wektorowanie ciagu” — metody i rozwigzania konstrukcyjne

Prace dotycxe sterowania wektorem agu rozpoczto na Zachodzie stosunkowo
niedawno: opracowanie teoretyczne na ptiar lat osiemdziegtych a badania w locie na
przetomie lat osiemdziegych i dziewigcdziesatych XX wieku. Niemate réwnolegte prace
badawcze prowadzono w éwczesnym Zzkiu Radzieckim.

~Wektorowanie cigu” w samolotach supermanewrowych zapewniysze wylotowe
posiadajce maliwos¢ zmiany kierunku wyptywu strumienia spalin (powzetn spalin). Zmiana
ta maze by¢ oshgana na kilka sposobow:

» przez umieszczenie w dyszy wylotowej mechanizaciépustnic, kierownic), ktr
maozna sterowé za pomog odrebnego uktadu;

e za pomog trzech-czterech ruchomych ptyt zamocowanych nanzewdyszy;

* przez zmian ksztattu dyszy (rozwzanie najczsciej stosowane).

Pierwszy sposob stosowany bytzjod dawna w niektérych typach rewersoréw.
Pracowano tale nad koncepgj samolotu pionowego startu pdowania, ktorego silniki
wyposaone byly w dé¢ ztozony uktad wylotowy umgliwiajacy kierowanie strumienia spalin
do dyszy, ktérej © symetrii byta w przyblieniu réwnolegta do osi wirnika lub do dyszy o osi
prostopadtej do osi podtnej samolotu (rysunek 1.1).

PRIEPUSTNICA

Rys. 1.1 ,Wektorowanie ggu” za pomog wewretrznej mechanizacji

Urzadzenie skfadare st z trzech wychylnych ptyt rozstawionych co 120%wdocie z
silnika przedstawia rysunek 1.2. Nie jest ono wadage dysz i przeznaczone byto do badaa
samolotach dwiadczalnych (X-31, F/A-18). Pozwalalo ono w stdsmmo prosty sposob
odchyla wektor cagu w obu ptaszczyznach, ale jedynie w zakresie.+10°



Od chylenie ciagu w plaszczyinie pionowej Czesciowa rmiana odchylenia przez
zmienia pochylenie Zréinicow anie ciggu

Zmiana adchylenia przez edchykenie dyszw

Zmiana przechylenia przez viinicowe wychylenie -

dysz w plaszczyinie pionowej

Rys. 1.3 Wptyw zmiany kierunku wyptywu spalin w salotie dwusilnikowym umaiwia sterowanie w trzech
osiach

Na rysunku 1.3 przedstawiono wpltyw zmiany kierundmiatania wektora ggu na
powstawanie dodatkowych sit i momentéw stgeygh samolotem.

Podstawowe znaczenie dla zastosowania w samolo@errmanewrowym wektorowania
clagu ma wyposzenie go w komputerowy, zintegrowany system sterdavg@owierzchniami



aerodynamicznymi, sitciagu oraz kierunkiem jej dziatania. Uktad taki uthwia sterowanie
samolotem tylko za pomedrazka sterowego lubzlvigni steruacej (fly-by-wire). Z pewnym
uproszczeniem nmma powiedzié, ze systemy sterowania stosowane w samolotach
supermanewrowych unitiwiaja wykonywanie zamierzonych przez pilota manewrovkAga
startéw i hdowah) bez jego ,bezpaedniego” udziatu. Pilot daje jedynie sygnat do wyknia
okreslonego manewru, ktory przekazywany jest do cend@in komputera pokladowego.
Przetwarza on sygnaly wejowe wg programow opartych na prawach mechanita, lma
komendy wykonawcze dla elementéw stecygh lotem, silnikiem i wektorem agiu. W czasie
podchodzenia doatlowania zintegrowany system sterowania glimga pilotowi niezalena
zmiarg kata toru podejcia i prdkosci po torze, co zwksza precyzj i bezpieczéastwo
ladowania.
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\_‘ \\ . . I
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Rys. 1.4Wspétczynnik przeaizenia normalnega w funkcji predkosci katowej zaketu
i predkaosci lotu (cf. [59, 71, 115])

Zalety samolotéw supermanewrowych z wektorowaniergu; w poréwnaniu z
klasycznymi, przedstawia rysunek 1.4. Zaznaczononma obszary midiwych predkaosci
katowych zaketu i predkosci lotu w zalenosci od wspoétczynnika przegienia i wspoétczynnika
maksymalnej sity ninej. Samoloty klasyczne musavykonywa zakkt z prdkoscia katowa
lezaca ponizej tzw. ,naraa prdkosci”. Samoloty supermanewrowe mpgykonywa zakkt ze
znacznie wikszymi pedkosciami katowymi. Na rysunku tym zaznaczono iekparametry
kinematyczne samolotu wykorgego ,Kobek” oraz ,Manewr Herbsta” [62]. Mdiwos¢
zmniejszenia mdkosci poprzez wyjcie na dae nadkrytyczne &y natarcia umgiwia znaczne
powickszenie pgdkosci katowej zaketu, co z kolei prowadzi do zmniejszenia promiera&rgu
(w przypadku samolotow ndgwskich ma to ogromne znaczenie).

1.3. Teza i cel pracy

Pojawienie s samolotow supermanewrowych spowodowato powstanoevyoh
probleméw zwizanych z ich aerodynamiki dynamily lotu [4, 57, 59, 115]. Lot na
okotokrytycznych ktach natarcia zwrany jest z szeregiem groych zjawisk dynamicznych,
takich jak wing-rock, buffeting skrzydet i usterzgnniestatecznig spiralna itp. Powanym
zagraeniem staje gizmniejszenie skuteczém sterow. Sterowni@ samolotu ména poprawd
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poprzez zastosowanie ,wektorowaniaagti”’, polegajcego na takim zaprojektowaniu dysz
wylotowych silnikow, by maliwe stato s¢ odchylanie kierunku wektoraagju. Odchylanie to
jest whczone w uklad sterowania samolotem.

Samoloty supermanewrowe majskrzydta pasmowe Ilub skrzydta delta. Cgch
charakterystyczn takich skrzydet jest wytwarzanie ukfadu silnychraw krawedziowych
zwickszapcych sik nasna na duych katach natarcia. Korzystny uktad wiréw na skrzydtéego
typu mae przybierd rozne formy niesymetryczne,ckaé lub by uktadem niestabilnym.
Asymetria uktadu wirowego powoduje pojawienig gioblemow ze stateczéma samolotu.

Ze wzgkdu na nieliniowé¢ rownar ruchu opisujcych dynamik lotu samolotow super-
manewrowych oraz wygbowanie zjawiska histerezy wspoéiczynnikow aerodyicanych, nie
moga by¢ w tym przypadku stosowane dobrze opracowane metmti@ dynamiki lotu
samolotéw konwencjonalnych. Dlatega tealezy poszukiwg nowych metod analizy dynamiki
lotu takich samolotéw. Jednz propozycji jest zastosowanie metod teorii uki®do
dynamicznych i teorii bifurkacji do analizy dynami&tu samolotu supermanewrowego.

Literatura dotyczca bifirkacyjnej analizy dynamiki lotu jest bardbmgata. Pierwsze
prace publikowane w ogdélnodephej literaturzeswiatowej pojawity s¢ na pocatku lat
osiemdziesitych ubiegtego wieku. Dotyczyty one gtdwnie problamniestateczrii spiralnej,
oscylacji typu wing-rock, wprowadzenia w korkagioraz dynamiki ptaskiego korkagu
(mozna tu wymient prace Guicheteau [55], Avanziniego i de Matteigg Ananthkrishnana z
zespotem [80], Carolla i Mehry [18], Mehry z zesput[108], Cummingsa [22], Lowenberga z
zespotem [11, 20, 23, 82, 88 - 91, 131], Gomanaspatem [2, 45 — 49, 74, 168], Igbala [66],
Jahnke [69], Jahnke i Cullicka [68], Liebsta [84iitleboya [86], Macmillena [93, 94], Patela z
zespotem [85, 120 - 122],Apgadty [33] a take prace [10, 125, 135, 136, 139 -145]. W tym
nurcie prac mena take znaléc¢ artykuty dotycace problemdéw aerosgtystasci. Mozna tu
wymienic wykonar, w IPPT PAN pra¢ habilitacyjra J. Grzdzinskiego [53], péwiccom
bifurkacyjnej analizie flatteru samolotu. Analizg@wanej literatury wykazujeze zastosowanie
teorii bifurkacji do badania osobliwa lotu na nadkrytycznychakach natarcia jest wydajnym
narzdziem, pozwalacym na efektywne badanie dynamiki lotu samolotopesmanewrowych.

Nalezy jednak podkrédi¢, ze dynamika sterowanych lotow nazgah okotokrytycznych i
nadkrytycznych itach natarcia jest stosunkowo mdodziedzira mechaniki lotu. Na wiele
istotnych pytéd dotycacych stateczrimwi i bezpieczéstwa lotu nie uzyskano dmt
zadawalajcych odpowiedzi.

Dlatego teé postawiono tez
Teoria uktadoéw dynamicznych i teoria bifurkacji dostarczaja narzedzi analizy dynamiki
lotu samolotu supermanewrowego w pelnym przedzialezmian eksploatacyjnych
parametrow lotu.

Celem niniejszej pracy jest zastosowanie teoriadé&tv dynamicznych i teorii bifurkacji

do analizy osobliwgci dynamiki lotu samolotu na dych okotokrytycznych i nadkrytycznych
katach natarcia i wykazanie stusznbprzedstawionej powgj tezy.
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2. MODELOWANIE DYNAMIKI LOTU SAMOLOTU SUPERMANEWROWEGO
2.1. Zasady budowy modeli fizycznych i matematyczmp samolotow

W pracy przez pojecie modelu (od tawodus- miara, obraz, sposobgdiziemy rozumieli
zarowno ukiad materialny (model rzeczywisty), jakiktad abstrakcyjny (np. ukiad rowia
matematycznych), ktéreasw pewnym sensie podobne do modelowanego uktadu pod
okreslonym wzgkdem. Model odzwierciedlag modelowany przedmiot jest zdolny zgsiwat
go w ten sposohze badanie modelu pozwala na sprawdzenie infornzgnych i dostarcza
nowej informacji o przedmiocie badania [151,152]]17

Modelowaniem bdziemy nazywali catoksztatt czyniw stuzacych do utworzenia
modelu. Przy tworzeniu teorii w technice i w naukg@eczyrodniczych paerie model oznacza to,
do czego dana teoriagsodnosi i co opisuje. Model me tu oznacza urzadzenie, na ogot
zmniejszone, za poma&térego mana otrzyma informacje staace do otrzymania informacji o
obiekcie rzeczywistym.

Model maze oznaczé takze pogcie stzace do matematycznego opisu badanego
zjawiska w kategoriach abstrakcyjnych. W tym semsi@na méwt o modelu fizycznym i
odpowiadajcym mu modelu matematycznym.

Czynna¢ polegagca na wyodebnieniu istotnych elementéw z rozieaego zjawiska
rzeczywistego, poleg&a na ustaleniu celu modelowania, praw fizycznyahdzacych
zjawiskiem, cech jaki@iowych i charakterystyk ikriowych obiektu oraz cech jakmowych i
charakterystyk sygnatow wigjowych nazywa gimodelowaniem fizycznym.

Etap procesu modelowania polegaj na stworzeniu sformalizowanego opisu modelu
fizycznego nazywa simodelowaniem matematycznym.

Modelem matematycznym nazywamy uktad rowr@pisupcych badany proces oraz
wszystkie relacje opisage ograniczenia i uproszczenia [5, 152, 171].zyhen przede
wszystkim do oblicz& lub symulacji komputerowych. Model matematycznwptaje w wyniku
zastosowania praw fizyki, przy uwzgdhieniu istniegcych ograniczé do przygtego modelu
fizycznego.

Model algorytmiczny powstaje w wyniku zastosowaniatematycznego opisu praw
mechaniki do przgtego modelu i zawiera:

- réwnania ruchu;
— roéwnania zwazkow kinematycznych;
— réwnania opisujce otoczenie, w ktérym odbywas ot (atmosfeg, wptyw wiatru, itp.).

Wyzej wymienione rownania powinny stan@wpetny ukiad rowna rozniczkowo-
algebraicznych opisagych ruch samolotu.

Model matematyczny jest kompromisem edry dokiadnécia analizy teoretycznej
problemu fizycznego, skomplikowaniem rowinamatematycznych, daginymi $rodkami
technicznymi a nagz umiegtnoscia i intuicja. Zbudowanie petnego modelu fizycznego i
matematycznego ruchu samolotéw jest sprazkozona, poniewa ruch w atmosferze jest
Zwigzany z oddziatywaniem #dych procesow i zjawisk fizycznych. W zwku z tym przy
budowie modelu fizycznego konieczng @roszczenia, ktére zabke od rodzaju zamierzonych
bada. W przypadku konstruowanego w pracy modelu fizggasamolotu przyjo na przyktad
nastpujace zataenia:

- samolot ma konwencjonalnsymetrycza i zwart budowe;

- stanowi sztywny uktad mechaniczny o&ze stopniach swobody;

- porusza siruchem przestrzennym w atmosferze ziemskiej;

- pocatek uktadu odniesienia do opisu ruchu samolotuzesin sztywno zwjzany;

- $rodek sit aerodynamicznych oraz jegodek masy leg w ptaszczynie symetrii samolotu.
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Schemat funkcjonalny i wzajemne pawania pomgdzy kolejnymi modelami obiektu

bada przedstawiono na rysunku 2.1.

BADANIA
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Rys. 2.1 Schemat funkcjonalny i wzajemne p@ania pomidzy kolejnymi modelami obiektu bagl§l52]
2.2. Model fizyczny samolotu

Ogodlne modele dynamiki ruchu samolotu zostaly razpwane i opisane w wielu
publikacjach (mena tu m¢dzy innymi wymiené prace: [3, 4, 13, 27, 36, 42, 43, 96, 97, 100,
118, 119, 139, 146, 147, 170]) i w wielu kontekhtez zastosowaniemadych podej¢ i stopni
uproszcza. Jednak modele te, aby mogly dostatecznie wieodewierciedlé dynamile
rzeczywistego, konkretnego typu samolotu, wymagajkreslenia i zweryfikowania
doswiadczalnego (zarbwno poprzez badania w tuneludgaamicznym jak i w locie) wielu
charakterystyk aerodynamicznych i parametrow azamych ze sterowaniem, co wymaga
ogromnego nakiadu pracy i kosztow.

W wielu publikacjach i w Internecie moa znale¢ opisy modeli ruchu i charakterystyki
aerodynamiczne phych samolotow poaavszy od lekkich sportowych, a nazweh samolotach
liniowych skaxczywszy. W pracy zdecydowang; sia przeanalizowanie przypadku konkretnego
samolotu, ktérego wiarygodne charakterystyki zmoo byto pozysk& i w przyszigci
zweryfikowa doswiadczalnie. Takim samolotem jest samolot F-16,rdd0 charakterystyki
zostaly § opublikowane w dospnej literaturze (np. w raporcie NASA TP-1538 [1)12]



Na rysunku 2.2 przedstawiono schemat przebiegmad§g w procesie modelowania
dynamiki lotu samolotu.

O — )
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Rys. 2.2. Identyfikacja sygnatléw zyganych z modelowaniem dynamiki lotu samolotu
2.3. Uktady odniesienia i ich transformacje

2.3.1. Zastosowane konwencje

W celu usystematyzowania pojawieych se w procesie modelowania ruchu samolotow
opisow wielu ra@norodnych wielkéci fizycznych, rozpatrywanych w #aych ukiadach
odniesienia, w pracy prayjp pewne konwencje utatwigle analiz.

Wszystkie stosowane uktady prztg jako ortogonalne i prawosftne. Pocatek ukladu
oznaczano di litera O a osie ukladu — matymi literamj y, z Dolny indeks przy oznaczeniach
pocztku uktadu i jego osi o0znacza mnemonicnazwe uktadu.

Definicja uktadu polega na oldleniu jego pocatku i co najmniej dwoch osi. Trzecid o
wynika z ortogonalngi prawosketnego uktadu wspotednych.

Oznaczenia wielkéri wektorowych

W pracy wszystkie wektory oznaczono literami pogoagmi. Uktad wspotrzdnych, w
ktorym wyraone & wspotrzdne wektora oznaczono za pomomdeksu dolnego. Do
rozdzielenia indeksowayto nawiasu sZeiennego obejmagego oznaczony wektor.
Przyktadowe zapisy w tej konwencji mgjosta: { R}, — promiex wektor okrélajacy potazenie
punktu P wzgidem inercjalnego ukfadu wspoddnych F (o wersorach osi, j1, ki). Wektor
ten jest reprezentowany w uktadzigvir postaci:
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R= Xi1+yj1+ﬂ(1, (218.)
{Q}s — wektor pedkosci katowe] uktadu F zwizanego z samolotem wzgdgem uktadu
inercjalnego E Skiadowe wektoraasprzedstawiane w uktadzie Zwiazanym z samolotem (o
wersorach odi, j, k). Wektor ten jest reprezentowany w ukitadzie F staoi:

Q=Pi +Qj +Rk (2.1b)

{ac}s—wektor przyspieszenia liniowegoodka masyC samolotu wzgidem inercjalnego ukiadu
wspohzdnych F zwiazanego z powierzchqiZiemi. Skladowe wektoragsprzedstawiane w
uktadzie F zwazanym z samolotem.

a_ =Ui+Vj +Wk (2.1c)

Takie oznaczenie wektorow, pozwala na unjki@ nieporozumig i bledow przy
ustalaniu transformacji wiellkoi wektorowych przy przégiach pom¢dzy raznymi uktadami
wspotrzdnych.

2.3.2. Uktady odniesienia stosowane do opisu lotarsolotu

Ruch obiektu latacego jest opisany za pompwspotrzdnych i czasu w przestrzeni
zdarzé (zwanej te przestrzeni konfiguracji), w ktérej poteéenie obiektu jest jednoznacznie
wyznaczone wspoteinymi katowymi i liniowymi.

Rys. 2.3 Przyjte uklady odniesienia - wspotune ktowe, pedkaosci liniowe i predkosci katowe

Do modelowania dynamiki ruchu samolotu wykorzystamast¢pujace ukitady
wspotrzdnych (uktady odniesienia):

- F1 - nieruchomy uktad grawitacyjny (inercyjny) zwany z ziemi O;x1y1z1 (rysunek 2.3);

- Fy - uktad grawitacyjnyOgxgyqgZy ZWiazany z poruszagym sk obiektem (bez obrotu), zawsze
rownolegty do uktadu F znajdupcy sk w ustalonym ruchu pogtowym (rysunek 2.3);

- F - ukladOxyzsztywno zw4zany z poruszagym st samolotem, o pogiku O w dowolnie
przyjetym punkcie. @ Ox ukltadu F pokrywa si z podhina osk symetrii obiektu
(rysunek 2.3);

- F5 - uktad pedkosciowy OaxayaZa ZWiazany z kierunkiem optywu powietrzas @x, posiada
kierunek szybkgci optywu i przeciwny zwrot (rysunek 2.4);



- Fa - ukiad pedkosciowy laboratoryjny OgXayaiZza Zwiazany z kierunkiem przeptywu
powietrza omywajcego obiekt, & Ox, posiada kierunek i zwrot zgodny z kierunkiem i
zwrotem optywu (rysunek 2.5)

Potazenie samolotu w chwili opisuje wektoR(t) zaczepiony w punkci®; (rysunek 2.3).

Ya

Rys. 2.5 Uktad wspétednych wagi aerodynamicznej. Sity i momenty sit agmamicznych samolotu zapisane w
uktadzie wspoétrgdnych wagi aerodynamicznej

2.3.3. Transformacje uktadow wspoétrednych
W opisie dynamiki lotu samolotu bardzo istptrole odgrywaj zaleznosci pomidzy
uktadami wspotrzdnych, gdy wielkosci wektorowe takie jak pof@nia, pedkosci czy sity
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moga by¢ zwiazane fizycznie z rinymi ukladami odniesienia, g@rzy ich sumowaniu musimy
je odnost do jednego uktadu odniesienia.

Pewne zalenosci miedzy uktadami g proste, gdy $ statyczne i polegajtylko na
prostym obrocie osi jednego uktadu wagm drugiego o statyak Wyskpuja jednak obroty
uktadow, w ktorych kt obrotu jest funkg czasu.

Przy analizie tych zaklmosci w pierwszej kolejnéci nalezy rozpozna przypadek
stacjonarny, tzn. taki, w ktérym uktady FF, w danej chwili czasuaszamragone wzgédem
siebie. Mana wéwczas okgli¢ transformagj T, 1, ktora kedzie przeksztalcala reprezentac]
dowolnego wektorar w jednym uktadzie wspétezinych (np. k), oznaczoa jako {v}i, na
reprezentacje tego samego wektora w drugim uklagdgmdtrzdnych (F), oznaczonjako {v}..
Transformagj ta, zwara transformat podobiéstwa, mana opisa réwnaniem:

{V}2=To{V}:1

lub w rozwinktym zapisie macierzowym:

VXl VX2 t11 t12 t13
{V}l = Vyl {V}2 = Vy2 T2,l = t21 t22 t 23 (22)
VZl V22 t31 t32 t33

Macierz transformacjir, 1 mazna wyznacz§ jednym z trzech sposobow opisanych w
literaturze (np. w doskonalym padzniku B. Pamadiego [119]): za pomocosinusow
kierunkowych, za pomackatow Eulera lub za pomacparametrow Eulera - Rodriguesa
(kwaternionow) (por. par. 2.3.5).

Transformacije uktadow rowna liniowych
W przypadku, gdy zajdzie potrzeba przedstawienidadik réwna liniowych
wyrazonych na przykiad przez maciekzw uktadzie wspotrzdnych F:

{y}1=A{x}1 (2.3)

w uktadzie wspotrzdnych F, koniecznym bdzie znalezienie reprezentacji macierzy
transformacyjnej uktadu rowhavyrazonego w uktadzie &

Poniewa znamy macierz podohistwaT ; przy przejciu z uktadu r do F, i wiemy, ze kada

ze stron (2.3) jest wektorem wymnym w uktadzie E mazna zatem uktad ten obustronnie
przetransformowado uktadu k otrzymupc:

Todyr1={y}2=T2A{X}1 (2.4)

Teraz stosuc zabieg matematyczny, poleggy na wstawieniu macierzy jednostkowej: T, 1
pomidzy A oraz {}; otrzymamy:

(Y 2= T2AT21 ' Toa{x}1= T2 AT 217 {X}2= AxX}2 (2.5)
a std mamy macierz transformaciji uktadu rowina uktadzieF ,:
A2 = T2’1AT211_1 (26)
Wspotrzdne kgtowe i liniowe

Najbardziej ogdlny ruch obiektu w przestrzeni jelstzeniem przemieszczenia i obrotu.
Ruch obiektu z unieruchomionym jednym punktem (fnpdkiem masy) mina przedstawi
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jako obrot wokot pewnej osi przechadej przez ten punkt. Zaréwno przesuome jak i obrot §
transformacjami liniowymi i mog by¢ przedstawione za pompenacierzy. Take potaenie
uktadu zwiazanego z obiektem wzglem uktadu inercyjnego, moa przedstawijako ziazenie
przesungcia i obrotu odpowiednich uktadéw wspddnych. Istotne znaczenie ma sposdb
(kolejnas¢), w jaki dokona si ztozenia tego obrotu.

W mechanice lotu i innych zastosowaniach lotnibzgto konstruowania przeksztatces
przestrzeni przyjo sie stosowa quasi-Eulerowskie dty Bryanta, zwane gtami lotniczymi lub
samolotowymi. Okrédaja one jednoznacznie paienie ukfadu odniesienia F (rys.2.6)
zwiazanego na state z obiektem, watgm uktadu grawitacyjnegaq,Fo pocatku w srodku masy
obiektu i rownolegtego do nieruchomego ukitadu iggrego i za pomog trzech lgtéw obrotu:

- kata odchylenia¥,
- kata pochylenia,
kata przechyleniab.

TRAJEKTORIA

7 501

Rys. 2.6 Kty Bryanta

Obroty przy przéjciu z jednego uktadu do drugiego powinny loppkonywane w
nastpujacej kolejnaci:
| obrét - o kyt W wokét 0siOz z prdkoscia katowa W,
Il obrét - o kat © wokoét 0siOy z predkoscia katowa O,
1l obrot - o kat @ wokot 0siOx z prdkoscia katowa @ .
Katy te beda 0znaczane za pompwektora:o=[® © W]’
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Y2 Y2= Y3

y1 d
)
\ X3= X
X3
0 'o __—) 0
X2 v . X .
X, A ev\v
A \

Rys. 2.7 Kolejné¢ katéw Bryanta

Po wykonaniu kolejno trzech vigj wymienionych obrotow wspokdne wektorav
wyrazone w ukiadzie inercyjnym transformujsic do zwhzanego z samolotem uktadu
nieinercyjnego nagpujaco:

{v}. =T, (w,0,0){v}, =T, (0){v}, (2.7)
gdzie: macierz przeksztatcenig(o) ma posté&

T,(¥,0,9)=T,(0)=
cos¥ co© si¥ cd® - sfd
=| cosW sirD sinb— sitV cod cld obst Hh &@n &in  ©os dsin
cosW si® coP+ si¥ s s sth ods- &s &in Gos d©

(2.8)

Elementy macierzy przeksztatcenia sieliniowymi funkcjami ktéw potazenia,
posiadajcymi osobliwgci zwigzane z ich charakteremthwym. Nieliniowaci te pojawiag Si¢
takze przy przeksztatcaniu wektoréwepkosci katowych.

Kierunek i zwrot wektora naptywu strug powietrzaglkezlem uktadu F (rysunek 2.4),
sztywno zwizanego z obiektem, oldlaja katy a — kat natarciaS — kat $lizgu.

Wspbtrzdne liniowe okrélaja jednoznacznie po#nie bieguna uktadu odniesieixyz
Zwigzanego z poruszgjym sk samolotem wzglbdem nieruchomego ukiladu inercyjnego
O1X1y1z1 ZWigzanego z Ziemaj

{R}, =xi+yj+ %k (2.9)

wspotrzdna potaenia z opisuje wysokéc lotu obiektuh, przy czym przyjmuje sih jako
wartas¢ dodatna: h = -z, .

Punkty przytaenia sit grawitacyjnych, aerodynamicznych agti oraz momentdéw tych sit w
ukitadzie odniesienia F wyznaczajastpujace wektory:

* wektor potaeniasrodka masy obiektu:

re=Xi+yj+%x (2.10)
« wektor potaenia bieguna redukcji sit aerodynamicznych A dzaghgch na caty obiekt:

(= X0+ Y+ 2K (2.11)



2.3.4. Zwizki kinematyczne
Chwilowa prdkos¢ liniowa V,, w uktadzie odniesienia F zgaanym z obiektem posiada

skiadowe:U (sktadowa podina),V (sktadowa boczna)\WV (sktadowa pionowa, wznoszenia) i
jest okrglona wzorem:

V, =Ui +Vf +WK (2.12)
Chwilowa prdkos¢ katowa Q w uktadzie odniesienia F zgdanym z obiektem posiada
skladowe wektorowP (katowa prdkos¢ przechylania)Q (katowa prdkos¢ pochylania) iR

(katowa pedkos¢ odchylania) i jest okéona wzorem:

Q=Pi+Q+ K (2.13)

z

v
Rys. 2.8 Sktadowe wektoréw chwilowejgplikasci liniowej Vg i katowej Q w uktadzie wspotrgdnychOxyz
Zaleznoé¢ migdzy skiadowymi pgdkosci liniowe] %,y,z, mierzonymi w uktadzie

inercyjnym F, a skiadowymi pgdkosci U, Vi W w ukitadzie odniesienia F zg#anym z
obiektem okréla tzw. zwizki kinematyczne i jest dana ngstijaca zaleznoscia:

U X
V |=T,(0)| % (2.14)
W Z

lub po podstawieniu rozwigtia z (2.8):
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U cos¥ co® si¥ cdd -S| X
V |=| sin®codV si® -sit¥ cod sih g din+ ebs Hos BN @qsy, (2.15)
W/ |cosd cosV si®+ si s cds < $sh -d9in Hbs @os AP,

Przeksztatcenie odwrotne realizowane jest przezermaodwrotn, T, (o)™

X, u
Vi =T H(0)| V (2.16)
2 W

Sktadowe chwilowej mdkosci katowej P, Q, R s liniowymi zwiazkami pedkosci
uogélnionych®, ©®, ¥ o wspdtczynnikach zataych od wspétrzdnych uogolnionychd, ©, W
I wyrazaja Si¢ hastpujacymi zwiazkami (rysunki 2.5. 2.6 i 2.7)

P ®
Q=T (0)g, czyli Q|=T,(0)| © (2.17)
R P
gdzie:
1 0 - sin®
T,(0)=|0 cosP sindb co® (2.18)
0 -sin® cosb co®
Pl [1 O -sin@ || &
Stad: Q|=|0 cosP simd co® || O (2.19)

R| [0 —-sin® cosp co® || W

Zaleznosci odwrotne otrzymamy w postaci:

d P 1 sind tam® co® ta®|[ P
©|=T'(6)|Q|=|0  cosP -sird Q (2.20)
0 R| |0 sindse® co® s&| R

Macierz T, (o) jest nieosobliwa i spetnia zal®oi¢:
T, (0) =T, (0) (2.21)

Macierz T (o ) posiada osobliwi dla © = %T+ krr, kO C ispetnia zalenosé:

T, (0)#T,(0) (2.22)

Katy natarcian i kat slizgu 3 sa zdefiniowane nagpujaco:
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* kat natarcia: a= arctan\(J—v (2.23)

* Kkatslizgu: L= arcsin\% (2.24)
0

gdzie: Vo = U% + V? + WP

e liczba Macha jest wyrana zalenacscia:
Ma = Yo (2.25)
a

gdzie:a jest prdkaoscia dzwieku na danej wysokui.

Symulacja numeryczna wielu przestrzennych manewvgkionywanych przez samoloty

(i niektore typysmigtowcdw) (np. ptli, beczki, zwrotu bojowego, ,Kobry” itp.), ze zgakami
kinematycznymi zdefiniowanymiakami Bryanta, jest trudna do zrealizowania w okpligta
pochylenia ©=9( . Istnienie punktéw osobliwych zmusza do stosowap@wytow”
numerycznych pozwalagych na omirgcie osobliwdci (np. poprzez zmianwspoétrzdnych).
Nalezy jednak podkrdi¢, ze pomimo wysipowania osobliwgci katy Bryanta g ciagle szeroko
stosowane w algorytmach cyfrowej symulacji lotuvghie ze wzgidu na ich prost fizyczm
interpretac.

2.3.5. Parametry Eulera - Rodriguesa

Z twierdzenia Eulera wynika, ze obiekt w trojwynuase] przestrzeni mma
przeprowadzi z dowolnego potzenia pocatkowego do danego patenia kacowego za
pomoa jednego tylko obrotu wzgllem odpowiednio dobranej osi. Zatem dla zdefiniawan
przestrzennej orientacji uktadu wsp@unych zwiazanego z samolotem wzgem ukiadu
inercyjnego wystarczy podatrzy cosinusy kierunkowe osi obrotu i waxtokata obrotu
wzgledem tej osi (rysunek 2.9).

Rys. 2.9 Q obrotu i cosinusy kierunkowe (parametry Eulerd)nilg ace potaenie przestrzenne bryly
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Szersze omowienie tej kwestii tm@a znale¢ w na przyktad sigajac dozrodtowych prac
Eulera (np. [37-40]). Zdefiniowane w ten sposolenzticzby nazywaneasparametrami Eulera.
Parametry Eulera mag by¢ zapisane w postaci kwaterniondw. Kwaternionowy igzap
parametrow Eulera po raz pierwszy zostat podang£0Iprzez Rodriguesa [134]adtczsto g
one nazywane parametrami (kwaternionami) EulerarBoedsa. Prawie pédziesat lat temu
Robinson [133] szczegbtowo uzasadnit kdciywynikajace z zastosowania parametrow Eulera-
Rodriguesa. Robinson wkisza¢ swoich obserwacji poczynit na maszynach analogbwgte
wyciagnicte przez niego wnioskiasprawdziwe take w epoce maszyn cyfrowych. Natomiast
sformutowania wykorzystage cosinusy kierunkowe i kwaterniony, ¢h@olne od osobliwgci
wystepujacej w transformacji 6w Bryanta (zobacz zaleosci 2.18 — 2.20), dcza Si¢ z
trudnaciami z ich interpretagj fizyczma. Osobnym problemem asbledy zwiazane z
catkowaniem numerycznym zywkow kinematycznych (problem ten zostat dobrze
udokumentowany w pracach [9, 15, 41, 50, 70, 1@8, 123, 132, 161]). Jakeswydaje
najkorzystniejsgz cechy sformutowania kwaternionowego w poréwnaniu ze rsigtowaniem
katow Bryanta jest zwkszenie pgdkosci obliczen (por. prace [67, 105, 106, 119]). Catkowanie
numeryczne dziewciosktadnikowego sformutowania za pomamsinuséw kierunkowych jest
niewatpliwie bardziej czasochtonne w poréwnaniu z cz&tadnikowym sformutowaniem za
pomoa parametrow Eulera-Rodriguesa. Z drugiej stronk&jmtrygonometryczne wystujace
w macierzy transformacji gtdw Eulera (porownaj zateos¢ 2.15 i 2.20) powoduyj ze czas
obliczen jest dhizszy w poréwnaniu z liniowym sformutowaniem kwatempwym. Dlatego te
wykorzystanie kwaternionOw jest bardzo korzystrexdwno ze wzgdu na czas jak #ei na
doktadnad¢ obliczer. Jednak mimo to, w wielu pakietach programéw pmaezonych do
cyfrowej symulacji lotu wykorzystywaney garowno kity Bryanta jak te cosinusy kierunkowe
(np. prace [3, 50, 104, 123, 133, 135, 136, 138 43145, 155]). Czasami, stosowane jest
jedynie sformutowanie klasyczne - za pomé&gtow Bryanta (np. prace [28 — 32, 36, 57, 76, 77,
96, 97, 100, 146, 147, 170]). Przypuszczalnie dzig tak ze wzgidu na to,ze czéc
spotecznéci mechanikéw lotu uwea, ze sformutowanie kwaternionowe jest w sensie fizyoan
nieczytelne. Nakgy jednak podkrdi¢, ze nawet ignorujc osobliwgci w wyskpujace w
transformacjach &6w Bryanta, kwaternionowe sformutowanie zmkéw kinematycznych jest
znacznie lepsze od klasycznego (za pamkatow Bryanta lub cosinuséw kierunkowych) ze
wzgledu na wydajnéc obliczeniova.

Sformutowanie zwizkow kinematycznych za pompparametrow Eulera — Rodriguesa

Jezeli poprzezd: oznaczymy kt obrotu wiasnego, ZgprzezEy Ey, i E; - kartezjaskie
sktadowe wektora jednostkowego skierowanego wzdisi Eulera (lub Bryanta), wowczas
maozna wprowadzi nastpujace parametry:

&, :cosi g=E sini
2 2 (2.26)
_ . O _ . O
ez—Eysm7 g = Elsmj

Zdefiniowane powyej cztery liczby g nazywane symetrycznymi parametrami Eulera -
Rodriguesa lub kwaternionami siazonego obrotu.
Parametry Eulera - Rodriguesa mauspetnid@ dodatkowe réwnanie wiace

&+eg+ g+ é=1 (2.27)



Pochodne wzghdem czasu parametrow Eulera - Rodriguesa spstmagtpujaca zaleznosé
(por. prace: [4, 9, 50, 70, 119, 123, 133, 1341164

& 0P Q RJ[eg

@-_1-P 0 -R Q8 (2.28)
el  2/-0 RO -P|le :
& -R -Q P 0] | ¢,

Uktad rowna rozniczkowych (2.28) stanowi formeit zwiazkéw kinematycznych,
pozwalajcych na okrélenie przestrzennego pdlenia samolotu w funkcji czasu. Zygki
kinematyczne okigajace potaenie srodka masy statku latgjego dane & przy tym
nastpujacymi zalenaosciami:

% U
Vi |[= AL IV (2.29)
2 W

gdzie:

e§+q2_§_é 2(?? @& 2( £.8 1@8
Aq = 28t €6) é_ %—F 39_ 239 2( g€ (g€ (2.30)

2

2@e-886) 2(ge £ & e e’

Podstawowym problemem obliczeniowym w modelu kwaterowym jest spetnienie
rownania wizacego (2.27). Aby spelaito rownanie stosujegtzw. ,poprawianie” parametrow
Eulera - Rodriguesa. Algorytm tego poprawiania rostg@ ([119]):

& | (0P Q R][g] Kl
' -P 0 -R
.el :—l Q Hl 4 =1 NI E (2.31)
& 2-Q R 0 -P||¢g 8
& -R -Q P 0| &, | 6]
gdzie:
! - staty wspotczynnik (dobierany gleiadczalnie)
/1 - wskanik naruszenia rownania g#acego (w idealnym przypadkd=0):
N=g+g+€+g-1 (2.32)

Jak juw wspominano zastosowanie parametrow Eulera-Rodsa@uysowoduje pewn
trudna¢ w ich interpretacji fizycznej, gdysa one zwizane z orientagjosi obrotu, a nie z
orientacji samego statku powietrznego. Dlatega, tela wigciwej interpretacji wynikéw
obliczen mazna zastosowa transformagj tych parametrow na aky Bryanta, ktore $
naturalnymi wspotrzdnymi okrelajacymi potazenie statku powietrznego w przestrzeni. Ada
tego dokoné&za pomog nastpujacych zwiazkow:
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O = arcta{%} ©= arcsih (eg-¢gg)] ¥= arcta{%} (2.33)

Testowe obliczenia wykazyj ze dla dilugotrwatych symulacji numerycznych
sterowanego lotu samolotu (w tymzniorodnych manewrow samolotu) celowe jest zastosmwvan
parametrOw Eulera-Rodriguesa. Jednakbwpwiazki kinematyczne opisane z ponaoc
parametrow Eulera-Rodriguesa prowadio mniej zrozumiatych postaci wektoréw wiasnych.
Trudno jest w oparciu 0 nie przeprowadmiterpretacje fizyczqn Dlatego te, mimo wad opisu
za pomog katow Bryanta (wysipowanie punktéw osobliwych) modele zbudowane w cipaw
nie lepiej nadaj sic do analizy modalnej. Parametry Eulera-Rodriguega natomiast
dogodniejsze w budowie modeli matematycznych stasgwh w algorytmach przeznaczonych
do dlugotrwatej symulacji manewrowego lotu (zwlaszma stacjach roboczych lub super-
komputerach). Unika si wéwczas osoblivi wystpujacych przy okréleniu orientacji
przestrzennej statku powietrznego za poariatdw Bryanta.



3. ROWNANIA RUCHU SAMOLOTU
3.1. Sity i momenty sit zewegtrznych dziatajacych na samolot
Sity zewrgtrzne F i momenty sit zewegirznych M dziatapce na samolot w locie

przestrzennym (rysunek 3.1), wyome w uktadzie wspoterinych F mana zapisa w postaci
uogolnionego wektorg, nastpujaco [36, 100]:

F
— -

Rys. 3.1 Sity i momenty sit dziakgje na obiekt w locie w uktadzie wspaidnych zwizanych z obiektem.

Wektor sit zewrtrznych F o skladowych: podiinej X, bocznejY i pionowejZ ma
post&:

F=Xi+Y+X (3.2)

Wektor momentéw sit zevatrznych M o sktadowych: przechylagej L, pochylajcej M
I odchylapcejN ma postéa:

M=L+M +N (3.3)

Wektory sit zewrtrznych F i momentow sit zewgtrznych M dziatapcych na obiekt
(rysunek 3.1) pochodz od sit i momentéw sit grawitacyjnych, sit i momémt sit
aerodynamicznych oraz sit i momentow eady silnika i wyraaja si¢ zaleznosciami:
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F=F,+F,+F (3.4)
M =M M M (3.5)

gdzie:
F,,M - sity i momenty sit grawitacyjnych;

F,,M - sity i momenty sit aerodynamicznych;
F,,M. — sity i momenty sit zespotu nagowego.

Sily i momenty sit grawitacyjnych

Rys. 3.2. Sita grawitacyjna dziadap na samolot

Sity grawitacyjnych w uktadzie F (rysunek 3.2) mppst&:

Xg -sin®
F,=mgA,=| Y, |= mg cosO sind (3.6)
Zg cos© cosp
zas ich sktadowe:
X, =-mgsin®
Y, = mgcosO sin® (3.7)

Z, = mgcos© cosp

Sktadowe momentéw sit grawitacyjnych w ukfadzimbja posta:

i j k L,
My=roXF = X Yo % |=| M (3.8)
xg Yg ZQ Ng

zas ich skladowe:
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L, =Z,Y, ~ Y, 3= mgycosO cosb— mgzco® si®
M, =X,z — Z,% =—mggsin@ - mgcow sird (3.9)
N, =Y, %~ X, ¥ = mgxcosO sind+ mgysir®

gdzie: m — masa obiektu.
Sity i momenty sit od zespotu nagoweqo

Sity i momenty sit od silnika zatg od modutu i poteenia wektora eigu T oraz wartéci
momentu giroskopowedd 4 i wyrazone § wzorami:

X; Cosy, Co,

F. =| Y; |=T| cosg, sing, (3.10)
Z, -sing,
i ]k Ly
MT =rTXFT-H\/I gr | X Yr 4 H T(DTXQ: I\/lT (3.11)
X; Y Z N,

gdzie: ltar — kret zespotu: turbina + wat + sprarka silnika
@, - kat odchylenia osi dziatania sityagu silnika od osDxw ptaszczynie Oxy,

@, - kat odchylenia osi dziatania sityagu silnika od osDxw ptaszczynie Oxz
r. - promieh wektor hczacy srodek masy samolotu z punktem przgaia sity cagu

Sity i momenty sit aerodynamicznych

Sity i momenty sit aerodynamicznychs shajistotniejszymi, dziatagymi na obiekt
latajacy oddziatywaniami  zewgtrznymi. Przygto szacowanie wpltywu oddziatywania
aerodynamicznego poprzez olemie charakterystyk aerodynamicznych obiektu.

Wyznaczenie wspoétczynnikdw sit i momentoéw sit agmaimicznychstanowi proces
niezmiernie skomplikowany i kosztowny. Ogélna prwea polega na dwiadczalnym
wyznaczeniu bezwymiarowych wspotczynnikow aerodyieamych dla calego obiektu poprzez
przeprowadzenie bafa tunelowych Ilub bada w locie (identyfikacja charakterystyk
aerodynamicznych) [3, 4, 13, 28 — 32, 34, 45, &, %, 101, 112, 113, 115, 127, 128, 156,
167], wykonanie obliczetych wspétczynnikéw metodamignierskimi- [36, 76, 77, 92, 119,
139, 146, 147, 155, 170], metodami pasmowymi [189],1 zaawansowanymi metodami
panelowymi [71] lub korzystag z zaawansowanych technik cyfrowych — ragmjac rownania
Naviera—Stockesa

! Mozna tu wymient metody USAF DATCOM - "The USAT stability and cookDATCOM” AFFDL-TR-79-

3032, 1979; , lub DATA SHEETS - ESDU (Engineerirgedce Data Unit): Aerodynamic sub-series, Royal
Aeronautical Society, 251-259 Regent Street LonddiR 7AD, England

2 W chwili obecnej stosowanie zawansowanych techpifowych (polegajcych na wykorzystywaniu metod
Cyfrowej Mechaniki Ptynéw) bezgeednio podczas catkowania réwnaichu, ze wzgidu na niezmiernie dtugi
czas oblicz# jest niewykonalne (np. wg opublikowanepwaurnal of Aircraftpracy panow Y. Riska oraz K. Gee Pt.
~Unsteady simulation of viscous flowfield around&dircraft at large Incidence jeden krok obliczé (jedna
iteracja) modelu Naviera-Stokes’a optywu samolotlBa superkomputerze CRAY-YMP przekracza 11 sek).
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W pracy wykorzystano wspoétczynniki samolotu F-16iblikowane w raporcie NASA
TP-1538 [112]. Wartéri tych wspotczynnikdw zapisane w postaci wielondarprzedstawiono
w Zafaczniku 3.

Nie wnikapc w szczegoly wyprowadaegorzyjmujemy,ze bezwymiarowe wspotczynniki
aerodynamiczne sit i momentow sit zaled: katow natarciaa i slizgu £, wlasndci atmosfery
w miejscu przebywania samolotu i jegagkosci, (poprzez liczby Reynoldsa Re i Macha Ma),
katow wychylenia sterow aerodynamicznyely (wychylenie steru wysokai), 4 (wychylenie
lotek), & (wychylenie steru kierunku) oraz od szyb&iaemiany kita natarciad .

C.(Re,Mag B8 P QRJ & 4
C,.(Re,Mag B PQ.RQ, I 9 ) (3.12a)
C,.(Re,Mag 8 P Q,R3, I &)
=G, (Re,Mag 8 P QRS d, &)
a=Cma(Re,Mag ¢ 8 PQ RS 3 4,) (3.12b)
C,.=C.(Re,Mag B P QRS & 4,)

C
C
Cza
C
C

Mozemy przypé, ze dla matych liczb Macha (Ma<0,5), przy wyznaczambchzen
aerodynamicznych samolotu ma przya¢ zasad superpozyciji, w m§l ktorej sity i momenty
aerodynamiczne nioa przedstawiw postaci [139]:

- dla sit aerodynamicznych:

X, = X,s(Ma,Reqa B)+ z X% ( Ma,Rey )3, +z X5 ( Ma,Re, B) x+

+22x” (Ma,Reg B)x x +Z X* ( Ma,Rez ) x+z X ( Ma,Re, B)x (3.132)
Y, = YaS(Ma, Rea B)+>. Yo ( Ma,Rey ﬁ)5n+z Y ( Ma,Re, B) x+
+ZZY§" (Ma,Reg ,ngg +Z Y ( Ma,Rey ,Ia) ’?<+Z Y ( Ma,Re, B)» (3.130)
Z, —ZaS(Ma Rega B) 22‘5 ( Ma,Rey f3)J, +Z Zi( Ma,Re, B) x+
+ZZZ“ (Ma,Reg B)x x +Z Z: ( Ma,Reg f3) x+z Z ( Ma,Re, B) ¥ (3.13¢)
- dla moment6w sit aerodynamicznych:

L, =L,s(Ma,Reqa B) ZL" ( Ma,Rey f3)J, +ZD Ma,Re;, B)x +
+ZZ LY* (Ma,Reg B)xx +Z L ( Ma,Reg 3) X*Z 1 ( Ma,Re, B)% (3.139)
M, =M_(Ma,Req B)+> M7 ( Ma,Rey ﬁ)5n+ZM *( Ma,Re;, B)x +

" ' (3.13¢)

+2, 2. M7 (Ma,Rea B)xx +3 My ( Ma,Rey f) %+, My ( Ma,Re; S)x



N, = N,s(Ma,Rea B)+> N7 ( Ma,Rey ﬂ)5n+z N$( Ma,Re, B)x+

. 3.13f
+ZZN;X"(Ma,Ren B)x % +Z N’ ( Ma,Rey ,8)'>i<+z N'( Ma,Re;, B)¥ ( )

Indeks ( )s 0znacza,ze wartd¢ sity jest liczona dla warunkéw statycznych,)” oznacza
pochodi uogdlnionej sity aerodynamicznej wzdem kolejnych sktadowych wektora staxyu
( ). oraz( ). oznaczaj pochodne uogdinionej sity aerodynamicznej wdgh pierwszych i
drugich pochodnych (wzgllem czasu) wektora stahwogélnione sity okrdone réwnaniami
(3.13a-f) przedstawiajklasyczne uproszczenie stosowane w dynamice bnobtéw i zaleg
liniowo od ktow wychylen sterow a nieliniowo od skiladowych wektora stanyego
pochodnych. W pracy wgze pochodne skladowych sity aerodynamicznej i nmme
aerodynamicznego liczone wzgem wychylé steréw zostaty pomigie.

W locie ustalonym, w przypadku gdy biegun redulsdji momentowA nie pokrywa si z
pocztkiem ukladu odniesieni®, sity i momenty sit aerodynamicznych (rysunek 3midj
posta:

— sity aerodynamiczne:

F.=[Xa Y 2] (3.14)
— momenty sit aerodynamicznych:

M, =1 F M =[L,M N ] (3.15)

Mozna przypé, ze skladowe sit i momentdéw sit aerodynamicznych vagzone w
laboratoryjnym uktadzie gpdkosciowym (rysunek 2.5) wytaja Sic zaleznosciami:

- opor aerodynamiczny P. =%p8\62 Go(Re,Mag 5,Q (3.16)
- sita boczna P :%,03\42 G.(Re,Mag B ,P,Rj,) (3.17)
- sita néna P, =% pSV C,(Re, Maa , Qd,,) (3.18)

- moment przechylagy L, :%pS\éz bG, (Re, MaB g o ,R B (3.19)

- moment pochylary M, :%pS\{f G G.(Re,Mag g 9,,,Q (3.20)
- moment odchylagy N, :%,08\62 bG,(Re,Mas g, ,P, R (3.21)

gdzie:
Vo — predkosc lotu;
S— powierzchnia nma,
b — rozpetos¢ skrzydet,
ca —Srednia ceciwa aerodynamiczna,
©— estas¢ powietrza na danej wysoka;

% Pochodne teasnazywane pochodnymi aerodynamicznymi
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ra — promie wektor hczacy pocatek zwazanego z samolotem uktadu wspéttaych F
z punktem przyfenia wypadkowej sity aerodynamicznej samolotu.
Sktadowe sit aerodynamicznych dziatajch na obiekt w uktadzie odniesierxyz sa
nastpujace:

Xa:—%pS\gz(C;acos,B cor+ G, sif cas— G, sim ) X, C (3.22)
Y,=-2pSY(G,Snf- G0 ) Y B Y (3.23)
Zaz—%pS\gz(C;acosﬁ sir + G, sin3 sim+ G, cos 9 Z,( (3.24)

gdzie:

Xo, Ye, Yr, Zo 52 pochodnymi sit aerodynamicznycks, Ya, Za wzgledem pedkosci
katowychP,Q, R.

Réwnania sit aerodynamicznych w zapisie macierzowynazna przedstawi
nastpujaco:

c.] [0 x, o][P] [x
=S PSET @A G|+ Y 0 Y|P Q= ¥ (3.25)
C 0 Z 0 R z

za

gdzieTq(a,p) jest macierz transformacji z uktadu aerodynamicznego laborgnego do uktadu
samolotowego.

—cosf comr - siB cos Sim
T,(a,B)=| -—sing cosl 0 (3.26)
—cosp sir - sinB sim - cos

Sktadowe momentéw sit aerodynamicznych obiektu waddie odniesieniaDxyz w
postaci ogllnej majposta:

L, :—%pS\{){ yA( GaC0sB sina + G, sing sim— C, cozs)+
—ZA(Cxasin,B— C,, cosB )Fg G cog cas+ G, sii cast (3.27)
-C_ sina j } L"P+ LR

Ma:—%pS\{){ 4( G.cosB comr + G, siB cas— G, sitm)+
—xA(Cxacos,B sim+ C,, sing sim+ C,, coa)+ c{ C sig+ (3.28)

-C_cosf j } M2Q+ M"W
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Nf‘%pS\é{ %( G.sinB- G,cosB)- y{ G, co cas+

+C,,singcoxr —C,, simr j+g( Coxa COF sia+C, . sii sin+ (3.29)

+C_ _cosa j } N”P+ N¥R

LP, LR, M2 ..., N, N® s3 pochodnymi sktadowych momentéw aerodynamicznych
L.,M_,N, wzgledem pedkaosci katowychP, Q, R

Réwnania momentow aerodynamicznych w zapisie memigym mana przedstawi
nastpujaco:

1
-=b 0 0
1 0 -z, v, Ca 2 G
Ma=§pS\{fUa(a,ﬂ) z 0 —-x|fG|+ 0 -g O Ga| [+ (3.30)
~Ya A 0 Cza 0 0 _l'b Qa
L 2
> o L*|[P] [0 0O o0O]U L,
+ 0 M? 0|0Q+ 0 0 M,||V|=|M,

N O NF[|R|/ |0 O O|W N,
Predkos¢ optywu Vo przy braku wiatru rowna jest gatkosci lotu samolotu co do waroi i

kierunku, lecz posiada przeciwny znak.

3.2. Modelowanie niestacjonarnych obazen aerodynamicznych jako funkcji zmiennych
stanu

Jak juz weczeniej wspomniano, pojawieniegssamolotow supermanewrowych wraz z ich
mozliwosciami operowania na nadkrytycznycht&ch natarcia w oczywisty sposob wykazato
braki konwencjonalnego sposobu modelowania sit m@atéw aerodynamicznych opartego na
przyjmowaniu liniowej zalenosci migdzy obcazeniami aerodynamicznymi a sktadowymi
wektora stanu (tzw. pochodne stategonolub pochodne aerodynamiczne), jako metody
reprezentacji tych obgien w réwnaniach ruchu samolotu. Szczegdlnej uwagi aganobecrni@
waznych efektow niestacjonarf@ obchzen aerodynamicznych (a w szczegd&oiowptywu
przyspiesze na pochodne aerodynamiczne. €hmefekty po raz pierwszy zostaty zauaae w
latach 1950-tych, w wkszasci przypadkéw nie mialy wkszego znaczenia podczas analizy
statecznéci i sterowndci konwencjonalnego samolotu (lateggo na relatywnie niskichatach
natarcia i przy matych amplitudach zmian parametrétanu). Jednake, w przypadku
samolotéw supermanewrowych charakteryeygh st mozliwoscia operowania na dych
(nawet nadkrytycznych) skach natarcia, metoda pochodnych aerodynamicznykiodzi.
Samoloty te charakteryzyj sig bowiem wysoce nieliniowymi charakterystykami
aerodynamicznymi. Dlatego Aepowszechnie uwa sk, ze jednym 2z najistotniejszych
problemow wspotczesnej dynamiki lotu jest opracawameliniowych modeli matematycznych
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obciazen aerodynamicznych jako funkcji zmiennych stanut gegadanie niezwykle istotne nie
tylko ze wzgédu na okrélenie poziomu obaien aerodynamicznych wygtujacych w czasie
lotu, ale take ze wzgtdu na analig stateczngci i sterowndci lotu (w szczegolnei chodzi tu

0 zapobieenie przypadkom utraty sterowdod podczas lotu).

W przecagu ostatnich kilkunastu lat opracowano szereg ti&chmodelowania
nieliniowych, niestacjonarnych charakterystyk agraimicznych. Niestety, byly to gtéwnie
badania akademickie, prowadzone w oderwaniu odzyrastych obiektéw i, jak giwydaje, nie
nadajcych s¢ dozadnych praktycznych zastosawaVicksza¢ badaczy oceniato swoje modele
pod kitem tego, jak & one bliskie odzwierciedleniu eksperymentalnie zaolvowanych
efektéw. Bardzo niewielu z nich koncentrowal@ sia rozwaaniu praktycznych zastosowa
opracowanych modeli nieustalonego optywu samoldadziwiapco niewiele opublikowanych
w dostpnej literaturze prac zauwa w ogole ten problem. Jedriekukazato si kilka publikacji
[2, 4, 45, 97, 112, 115], ktorych autorzy przeamwliali efekty whczenia pochodnych
aerodynamicznych  liczonych  wzglem  przyspies#ze (uwzgkdniajpcych  efekty
niestacjonarnei optywu) na dynamiczne charakterystyki samold¥yniki cytowanych pracas
niejednoznaczne. Mma je podsumowa stwierdzeniem,ze ,zaleey to od samolotu i od
manewru”. Niedawno, ukazatoegednak kilka prac, ktorych autorzy ocenili efekigliniowego
modelowania obgien aerodynamicznych samolotu poditém przydatnéci w procesie
projektowania praw sterowania samolotem [47, 48, 8Y. Autorzy tych prac zauwmgli, ze
nieuwzgkdnienie efektéw niestacjonarod obcihzen aerodynamicznych zazwyczaj prowadzi do
zmniejszenia efektywrici dziatania autopilota. Przedstawione w cytowanygyrej pracach
badania pozostaly oparte w cabna symulacjach.

Nie udato st jednak znalg&t zadnej pracy opublikowanej w dephej literaturze, ktora
weryfikuje zaawansowane, niestacjonarne modeledgaeoniczne samolotu badaniami w locie,
(chat jak sk wydaje déwiadczenia Rosyjskie [2, 45] sugetujze zastosowanie modeli
nieustalonych charakterystyk aerodynamicznych zmaczpolepsza wierrid modeli
matematycznych samolotu stosowanego w symulatdaaglstosowanych w procesie szkolenia
pilotéw).

W procesie modelowania niestacjonarnych i@t aerodynamicznych niezwykle
interesujce (z praktycznego punktu widzeniag proby zmodyfikowania i/lub poszerzenia
konwencjonalnego modelu pochodnej aerodynamicBaeflzo czsto, w celu odzwierciedlania
nieustalonych efektow aerodynamicznych, klasyczmdeh ,pochodnych aerodynamicznych”
rozszerza giprzez dodanie pochodnych sit i momentoéw wdghm przyspiesze

W zagadnieniach niestacjonarnych wprowadz@a c&ksto aproksymagj transformat
funkcjami wymiernymi, co prowadzi do modelu, w Ktdr zdefiniowane zostajdodatkowe
(aerodynamiczne) zmienne stanu ukfadu i dodatkowdeniczkowe) rownania ruchu. W
przypadku daych katdw natarcia, gdy wyspuja optywy z oderwaniem, do wyznaczenia
nieustalonych sit aerodynamicznych potrzebng&empiryczne modele nieliniowe. Mapne
zwykle postéd dodatkowych (nieliniowych) réwma rozniczkowych, zawieragych
wspotczynniki, ktore s wyznaczane na podstawie wynikowsaiadcze. Przyktadem mize by
model ONERA [111, 124] zaproponowany do wyznaczasMaaerodynamicznych w czasie
ruchu topatysmigtowca.

Dla matych liczb Macha (Ma<0,5), przy wyznaczanibciazen aerodynamicznych
samolotu mena przypé¢ zasad superpozycji, w mdt ktoérej sity i momenty aerodynamiczne
mozna przedstawiw postaci:

Q. =Qus(Ma,Rea B )3 Q) (Ma,Rey 3 §,+3, Qi( Ma,Re, £)x+

+Y 3 Q)" (Ma,Rea B)xx + G ( Ma,Rey 4) x+>. ¢ ( Ma,Re, £) x (3.31)



gdzie:
Qa 0znacza uogdlniansite aerodynamicz (()a=Pxa Pya, Pza La, Ma, Na), indeks ( As

oznacza,ze wartd¢ sity jest liczona dla warunkéw statycznyck, ), oznacza pochodn
uogolnionej sity aerodynamicznej wezdem kolejnych skladowych wektora stanx
(np.x=V, a, B, P, Q, B; ( ),oraz( ), oznaczaj pochodne uogdinionej sity aerodynamiczne;

wzgledem pierwszych i drugich pochodnych (wgtgm czasu) wektora stanu [27, 119, 120].

Sita okrdlona rownaniem (3.31) przedstawia klasyczne upmsze stosowane
w dynamice ruchu obiektéw latgych i zaley liniowo od ktéw wychyler powierzchni
sterowych oraz nieliniowo od skiadowych wektoransta jego pochodnych. Pomgto tu
wyzsze pochodne sity aerodynamicznej liczone wagin wychylé powierzchni sterowych.

Poniej zostanie przedstawiona metoda pozvwiakjna uzyskanie (i wprowadzenie do
procedur obliczeniowych) nieliniowych modeli aerodyicznych pozwalagych na
przedstawienie obgten aerodynamicznych jako funkcji sktadowych wektaimns.

W dynamice lotu istnigj rozne metody budowania modeli wspdétczynnikéw
aerodynamicznych. W wielu przypadkach sity i momgeagrodynamiczneagrzedstawiane jako
liniowe przyblizenie rozwingcia w szereg Taylora. Jest to dobrze znane podeprowadzce
do pochodnych stateczswd i sterowania. Ta metoda jest wystargzaj doktadna dla
przeptywow bez oderwania, na matychérednich lgtach natarcia (zazwyczaj do ok. 15-20
stopni). Na przykiad, wspotczynnik momentu pochydago mana przedstawiw nasg¢pujacej
postaci:

C,=Cy (@)+Cy (ac/ ¥)+ G, (a e/ W)+ G, (9.) (3.32)

Ale w zakresie wikszych ktow natarcia, w przypadku gdy ngstije oderwanie
przeptywu, pojawia si przeptyw wirowy, zastosowanie zatesci (3.32) jest obarczone tak
dwym blkdem, ze jej praktyczne zastosowanie jest nigliwee. Wartagci nieustalonych
wspotczynnikbw obcizen aerodynamicznych zalg w duwzym zakresie od amplitudy i
czestotliwasci oscylacji samolotu.

Innym, bardziej poprawnym podejem pozwalagcym na wyznaczenie olagen
aerodynamicznych samolotu wykoacggo dowolne manewry jest tzw. metoda
charakterystycznej reakcji pmizona z zasadsuperpozyciji:

C=|A(t-7)hdr (3.33)

[ S——

gdzie:

c=[c, G C, G G, G] jest wektorem wspéiczynnikéw sit i momentéw
aerodynamicznychA=[A£ﬂjest macierz funkcji charakterystycznej reakcji dla krokowej
wariacji parametréw kinematycznych, takich jakt knatarcia i$lizgu, prdkosci katowe
przechylenia, pochylenia i odchylenia, wychyleniawgerzchni sterujcych, ktdre ména
przedstawd w postaci wektord =[a, 5,P,Q, R, .0, I.] -

To podejcie jest bezsprzecznie wydajne, ale aczenie takiej reprezentaciji
funkcjonalnej obcizen aerodynamicznych do réwhauchu nie jest tatwe. Natg zaznaczy, ze
taka reprezentacja olgen aerodynamicznych nie réwnie zost& rozszerzona na przypadki

nieliniowe, (uwzgédniajpjce oderwane warstwy prayiennej). Ale w tych przypadkach
uzywanie powyszego opisu stajeesinacznie bardziej skomplikowane.
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W niektorych przypadkach do budowania modeli mi@osych obcizen
aerodynamicznych nie réwnie: zosta uzyta funkcjonalna analiza Fouriera.

Opis wariacji nieliniowych charakterystyk aerodgmeznych zwazanych z histosi
ruchu samolotu jest réwniemazliwy przy uzyciu zwykltych réwna rézniczkowych. W celu

opisania charakterystyk aerodynamicznych zmiermr@ksperymentalnié:(t)DD6 uzywany
jest nastpujacy rodzaj dynamicznego uktadu eep-wyjscia:

k m
p|cd Al n(p S dh
dt dt dt at” (3.34)

coo®, hOoo®, i=12,..6

gdzie:

Di, N sa pewnymi gtadkimi nielinearnymi funkcjami, ktore gozost& zidentyfikowane
za pomog odpowiednich technik opisanych np. w pracach: 4,

Ta metoda jest wygodna do rozgywania problemow dynamiki lotu, poniewva
zawarcie niestacjonarnej aerodynamiki w pesaej formie prowadzi tylko do wzrostu liczby
rownar opisupcych lot samolotu, przy czym zachowana jestimms¢ badania stateczia
ruchu przy pomocy klasycznych metod.

Poniej, w oparciu o prac Gomana i Khrabowa [45], zostanie szerzej omoéwione
podegcie opisywania stanu przeptywu jako funkcji zmiedmystanu. Stan jest bardzo amgm
pojeciem pozwalajcym na opis jakiegokolwiek ukiadu dynamicznego, ymtprzypadku
aerodynamiki samolotu. Dostarcza informacji wymagdéindo ustalenia bigcych i przysztych
wartasci charakterystyk aerodynamicznych. Wetvane zmienne stanu m@ady¢ traktowane
albo w sposéb formalny, albo mpmie¢ dobrze zdefiniowane znaczenie fizyczne.

Istnieje bliski zwhzek pomedzy reprezentagj przestrzenni stanu i zastosowaniem
metody funkcji reakcji charakterystycznej. W przgha liniowym funkcja reakcji
charakterystycznej nie by przyblizona przez skiczom liczbe lub funkcje wyktadnicze. To
przyblizenie jest rownowae z uyciem zestawu pierwszagdowych réwnéa wyktadniczych.
Otrzymane w rezultacie pierwszedowe rownania wyktadnicze, opigag nhieustalom
aerodynamilk, mog zostd tatwo dodane do rowmauchu samolotu.

Aproksymacja charakterystyk aerodynamicznych w girzeni zmiennych stanu
opisupca nieustalony optyw profilu dla przypadku linioveedoptyw bez oderwg zostata
zaprezentowana w pracy [9], gdzie to péde zostato myte jedynie do opisu opdienia
powodowanego wptywem sptyvagjych wirow.

Na duwych katach natarcia oderwanie przeptywu wokoét ptatéw nilkakdodatkowych
wiasciwosci dynamicznych, takich jak:

- op&nienie konwekcji (unoszenia) warstwy pfziennej;

- przyleganie warstwy prZgiennej;

- przesuwanie punktu oderwania warstwy gcignnej.
Niektore z tych zjawisk wplywajna warunki pojawiania sii znikania oderwania przeptywu.
Inne @ powiazane z rozwiriciem s¢ oderwanego przeptywu i procesami pfzejwymi.
Chwilowe potaenie punktu oderwania zaleod wszystkich tych efektéw. Wakt catkowitej
sity aerodynamicznej i momentu aerodynamicznegoezzalz kolei od parametrow
kinematycznych ruchu i patenia oderwania przeptywu. Zatem, padaie punktu oderwania
moze w tym przypadku zostapotraktowane jako wewitrzna zmienna dynamiczna. W celu
uzyskania modelu matematycznego potrzelangd®nania dynamiczne gdzace zachowaniem
punktu oderwania w zataeosci od parametréw kinematycznych ruchu profilu, kzéazalenos¢
catkowitej sity aerodynamicznej od parametrow kiagyanznych i pot@enia punktu oderwania.



Podobne procesy aerodynamiczneadez wirowym oderwanym przeptywu wokot
skrzydta delta o matym wydheniu. W tym przypadku poienia punktu gkania wiru mog by¢
traktowane jako wewgirzne zmienne dynamiczne. Ghprocesy aerodynamiczne dla pfata i
skrzydta delta znagzo sk rdznia, cechy dynamiczne sit aerodynamicznyghpardzo podobne.

Biorac pod uwag powyzsze cechy, mma zaproponowa model matematyczny, w
ktorym wewrgtrzne zmienne dynamiczne (wektor w przyblizeniu opisuj stan oderwanego i
wirowego przeptywu wokot samolotu. Te zmienaedsdatkowymi informacjami wymaganymi
w danym momencie czasu dla obliczenia sit i momena&rodynamicznych (wektdt) z
danych wejcia (wektorh) — zalenaosci (3.33), (3.34). To pod&gie maze zosta zapisane przy
uzyciu nasgpujacego uktadu dynamicznego:

P =t (xh)
dt (3.35)
C=g(x,h)

0 5 0 5 20 25 adeg

Rys. 3.3 Ustalony i nieustalony wspétczynnik sifsnej w funkcji potéenia punktu oderwania (cf. [45])

W ztozonym przeptywie powietrza wokot samolotu nazglth katach natarcia wyspuja
zarobwno zjawiska oderwania jak ¢hania wirdw. Dynamiczne wiaiwosci tych zjawisk mog
zosta& opisane za pomaadwnania:

rl%+x= % (a-10) (3.36)

gdzie r; jest stad czasow. Uogodlniona wewetrzna zmienna stanuw tym przypadku nie ma
okreslonego znaczenia fizycznego. Funkcja g w rownafd185) w przypadku ogolnym musi
zost& okreslona przez zastosowanie technik identyfikacji, var@u o dane eksperymentalne.
Ostatecznie wspotczynniki sity sioej i momentu pochylagego przyjm posta:
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n C ac
szcz'(a,x)+thV—OA+ qt A+%5
(3.37)
cm=c21(a,x)+c?%tQ +c”m A+c J
VO VO

Réwnanie (3.37) musi By spetnione zaréwno dla ruchow oscylacyjnych o nidkie)

amplitudzie, jak te dla dowolnych ruchéw, w tym prowagta/ch do dynamicznego agihiecia
duzych katéw natarcia i oscylacji o dej amplitudzie.

a[deg] [

60.0 |-

40.0 |-

20.0 ’—

0.0t

220. 1 1 1 L 3 A
0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 tfs]

_Cz eksperyment

55 === == model matematyczny
.5 |-

2.0 |

15 | =
X
1.0 p——— 1.0
. xa(“))
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V/

0 20.0 40.0 . 60.0 o[deg]

Rys. 3.4 Wspoéiczynnik sity Baej na daych katach natarcia, dla dych amplitud zmian &a natarcia (cf. [45])

Nieliniowe wspdtczynnikiC}' (a, x) orazC (@, X) mog by¢ przedstawione w postaci:

Cz (a.%)
Ch (@.%)

gdzie:C, (a), C, (a) orazC, (a), C, (@) sa, odpowiednio, zalse od wsptczynnikovcz i
Cm dlax =1 orazx = 0.

Funkcje C, (a), C,, (@) s obwiedni krzywych zbioru wspétczynnikéwCz i Cr,
uzyskanych dla rhych dodatnich pdkosci pochylania. Funkcja g odgrywa ro¢
znormalizowanej funkcji wagj(x)0[0,1],x0[0,, co pozwala na wyienie uproszczonej

C,(a)g(N+ G, (a)[1- o 3]

C,(@)g(X+C, (a)[1-9o( ¥] (3:38)

zaleznoici od x. Funkcg g(X) mazna przedstawiw postaci:g(x) = x+ ax( x-1), wartci¢ statej
aD(—l ]> jest identyfikowana za metadnajmniejszych kwadratow. Przyktadowe zmiany
wspotczynnika sity nénej obliczonej4 metod, sa przedstawione na rysunku 3.4.
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3.3. Réwnania ruchu samolotu

Zwykle do reprezentacji rowharuchu w lotnictwie wybiera siuklady zwazane na
sztywno z obiektem (samolotowe) lub zmane z naplywem strug powietrza oraz ich
kombinacje. Réwnanie sit wynikgje z zasady zachowaniado H samolotu wzgjdem uktadu
Zwigzanego z Zienmi przedstawione w samolotowym nieinercyjnym uktadaipotrzdnych F
mozna wyrazé jako [3, 42, 43, 44, 52, 100, 118, 136]:

dH
~—— +QxH =F
m (3.39)

gdzie: H=mVy, - ped samolotu;
Q=[P, Q, R " — wektor pedkaosci katowej samolotu w uktadzie samolotowym F;
m— masa samolotu;
Vo =[U, V, W™ — prdkos¢ srodka masy obiektu wzgllem uktadu F wyrazona w
uktadzie samolotowym F;
F=[X,Y, 47 =F, + Fy+ F— suma sit zewgirznych dziataggcych na samolot;
Fa— sita aerodynamiczna,
Fy — sita grawitacyjna;
Fr —ciag silnika (wystpuje tylko dla samolotu i rakiet).

Podobnie réwnanie momentow wynike¢ z zasady zachowaniaelr samolotu
wzgledem uktadu zwizanego z Ziemii przedstawione w samolotowym nieinercyjnym ukiadz
wspotrzdnych F mana wyrazt jako [3, 42, 43, 44, 52, 100, 118, 136]:

dK
—+QxK =M
dt (3.40)

gdzie: K= JoQ - kret samolotu liczony wzgtem pocztku uktadu wspotrednych;
Jo— tensor bezwtadroi obiektu okrélony jako:

Jx _‘]xv _sz

Jo =] "Iy Jy  —dy; (3.41)
—Jy; vz J;

Jx , ¥, &z - momenty bezwiadrioi obiektu;

Jxv, Kz, Jyz - momenty dewiacji obiektu;

M =[L, M, N" = Mo+ Mg+ Mt - wypadkowy moment sit zewtrznych dziatajcych na
obiekt liczony wzgtdem pocatku uktadu;

M. — moment sit aerodynamicznych;

Mgy — moment sit grawitacyjnych;

M+t — moment cigu silnika (wysgpuje tylko dla samolotu i rakiet);

Mozna pokazé, ze iloczyny wektoroweQ xH i QxK wyskpujace we wzorach mima

zastpi¢c mnazeniem odpowiednich wektorow przez tzw. uogolmiomacierz pgdkosci
katowych Q , okreslong jaka:
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0 -R Q
Q=R 0 -P (3.42)
-Q P O

Czyli @xH=QH oraz QxK =QK . Zalenoici te mana latwo wyprowadzi
wykorzystupc reprezentagjtensorovy iloczynu wektorowego za pomgsymbolu Riccieg@ij:

QxH ={g, Q'H"} ={O, HY (3.43)

gdzie przygto Q, =£ijk§~2j , CO po rozpisaniu daje poétanacierzowy iloczynu wektorowego.
Wykorzystupc w rownaniach (3.39) i (3.40) zaleosci (3.42), (3.43) oraz uwzglniajac, ze:

H = mVe (3.44)
oraz
K =J0Q, (3.45)
otrzymamy:
mdvt0 + MV, =F (3.46)
dQ ~
JOH‘FJOQQ =M (3.47)

Nalezy zauway¢, ze czlony z macierz @ w réwnaniach mana interpretow@jako sity i
momenty sit bezwitadrioi obserwowane w ukfadzie nieinercyjnym samolotuvifynikajace z
istnienia pedkosci katowej samolotlQ w uktadzie inercyjnym F zwigzanym z Ziemny.

Wprowadzajc oznaczenia kropkowe pochodnych po czasie:

dVO R . . AT

F'V" =[U V W] (3.48)
aQ . . . AT

E=Q=[P Q R (3.49)

oraz wykorzystyjc rozwinkta posté Q (3.42) i przedstawiag w rozbiciu na sktadowe
wektory F=[X, Y, 47 i M=[L, M, NI", otrzymujemy uktad zwyczajnych réwhadézniczkowych
[3, 42, 43, 44, 52, 100, 118, 136]:

m(U+QW- Ry = X
m(V+ RU- PW= Y (3.50)
m(W+ PV- QU= Z



LP-(L-3)QR J(Q PR- L R PR X @ R
3Q-(J,- PR J(P QR- J{ R PO X °R °p= (3.51)
‘]ZR_(‘]X_‘L) PQ- ‘1<Y(Q|- PIR- “lz(P OR xu R ZQ:

W przypadku typowych samolotéwgdacych obiektami symetrycznymi, réwnania te
ulegap uproszczeniu (momenty dewiacji takich samolot@wdévne (lub bliskie) zerudyy =Jvz
=0,Jxz 0)

m(U+ QW- Ry = X

m(V+ RU- PW= Y (3.52)
m(W+ PV- QU= Z

I P=(L-J)QR= L

J,0-(J,- J,) PR= M (3.53)
J,R-(3 - J)PQG= N

Wprowadzajc wektorX zawieragcy wspotrzdne pedkaosci liniowych i katowych
X=[UV,W,PQR, (3.54)

macierz bezwiadrigi B zawierajca masy i momenty bezwitadém samolotu o postaci:

m O 0 0 0 0]
O m O O 0 O
o 0 m ©0 0 O
B= (3.55)
o 0 0 J -3, -J,
0 0 0 -J, J, -J,
0 0 0 -3, -3, I, |

oraz wprowadzap uogOlniom macierz pgdkosci P zawierajca wspoétrzdne pedkosci
liniowych i katowych o postaci:

O -R Q 0 0 0
R 0 -P 0 0 O
p=| Q@ P 0 0 00 (3.56)
0O W V 0 -R O
W 0 -U R 0 -P
v U 0 -Q P 0

a nastpnie wprowadzac uogolniony wektor, sit i momentow sit zewgtrznych okrélony
wzorem (3.1), uklad (3.50) i (3.51) mma zapis& w formie rownania macierzowego,
reprezentujcego réwnania ruchu samolotu:
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BX +PBX =F,, (3.57)

Opisane wyej rownania ruchuasrézniczkowymi rownaniami nieliniowymi pierwszego
rzedu. Naley podkréli¢, ze kade z réwnéa ukfadu (3.57) zaley od zmiennych, ktoreas
opisane innymi réwnaniami z@iczkowymi. Analityczne rozwazanie takich réwna nie jest
Zznane i musimy je rozwkywa metodami numerycznymi. Z réwnania macierzoweg&g.
mozna poprzez mn@nie przez macierz odwretnB™ wydzieli¢ po lewej stronie réwnania 6-
elementowy wektor pochodnycK . Posté taka jest tatwa do catkowania numerycznego. W
rezultacie otrzymujemy:

X =B™*(F, —PBX) (3.58)

Poniewa wektory sit i momentéw sit zewitrznych przedstawione po prawej stronie
rownair ruchu (3.57) i (3.58) posiadagkladowe zaleme od ktoéw Bryanta (pochyleni@®,
przechylenia® i odchylenia¥), konieczne jest datzenie do ukfadu rowma(3.58) 6 rowna
okreslajacych tzw. zwazki kinematyczne (2.16) i (2.20).

[ & ¥] =T}()[P Q R (3.59)

[% % z] =T 'e)ju v W' (3.59b)

lub, w przypadku stosowania kwaternionowego zapvgiazkow kinematycznych:

[0 P Q R
P 0 -R Q
-Q RO -P
-R -Q P 0

N~

(3.59c)

S 0D LD
4D D D D

| |é+é-6-¢é 2(ee gp 2( of Qe
V. |=| 2(ee+ee) B Br B P 2( & Qe | (3.59d)
21 2(%%_ %?) 2( £ 26393 2oe 21e 22'e 23

Zatem rownania ruchu samolotu traktowanego jakdockgztywne § rownaniami
rézniczkowymi opisugcymi zachowanie w czasie 12 podstawowych zmienmgibupcych lot
samolotu. Zmiennymi tymias
- sze&c¢ sktadowych wektorow: pdkosci liniowej Vo oznaczonych jakdJ, V, Wi predkosci
katowej Q oznaczonych jak®, Q, R

— trzy quasi Eulerowskie gy ®, ©, W (zwane lotniczymi ktami Bryanta) opisuage
transformagj obrotu uktadu samolotowego F wzdém lokalnego uktadu grawitacyjnegg F
lub w przypadku kwaternionowego zapisu gzkiow kinematycznych, cztery parametry

[eo, €, 6, g]T, przy zalgeniu, ze musz one spelia réwnanie wizace:
gre+ e+ €=1;

- trzy wspohrzdne wektora potzeniasrodka masyR oznaczone jakas, Y1, 21, przedstawione
w ukiadzie kr zwiazanym z Ziem.
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Te 12 zmiennych tworzy tzw. wektor staxiu

X
x=| 6 |=[UV.W,PQRYO D, Xy 7 (3.60)
R
lub w przypadku zastosowania kwaternionowego zapisazkow kinematycznych:

3
x=[UV,W,PLQRE £ £ £ XY ]]E . przy czymZ_Ol ‘e (3.61)

Réwnania (3.58, 3.59, 3.60) rozwano wykorzystuyjc procedury obliczae
aerodynamicznych, biblioteki matematyczne kwliadczalne charakterystyki aerodynamiczne
samolotu F-16 (ktore zostaty podane w afahikach 2, 3, 4). Rozwzania uzyskano
numerycznie, wykorzystag metod Rungego-Kutty 4-rgdu. Krok wykonywania oblicze
ustalono wsgpnie na 20 ms, co pozwolito wykonywabliczenia w programie symulatora-
analizatora lotu w czasie zitinym do rzeczywistego.
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4. MODELOWANIE MODULARNE RUCHU SAMOLOTU
4.1. Wskp

Modelowanie lotu samolotu nalgdo bardzo ztgonych i interdyscyplinarnych obiektéw

bada i obejmuje nagpujace elementy:

- podsystem modelggy dziatanie pilota;
podsystem modelowania zabutzgmosferycznych;
podsystem modelowania rggu samolotu;
podsystem modelowania uktadow automatycznej nawjiig sterowania;
podsystem opisagy dynamik ruchu samolotu.
W badaniach systemowych gtébwny akcent kladzie sa badanie catgiowych,
integrupcych wiaciwosci badanego obiektu, ujawnieniu i uwegdpieniu catej rénorodndci
sprzzen i struktur wewsgtrznych systemu, jak rownieiwzgkdnieniu oddziatywania otoczenia
na ten system. Np. takie wawosci samolotu, traktowanego jako system, jak steréémay
osiagi nie powstaj w wyniku prostego sumowania wiwosci jego elementow sktadowych. W
wyniku catej zil@ondsci wzajemnych oddziatlywa nagdu samolotu, jego aerodynamiki i
dynamiki, zespotéw sterowania oraz pilota (lub ailtda) wspomaganego przez ukiad
pomiarowy, powstaj catgsciowe, zintegrowane wiaiwosci samolotu-systemu jakoiowo
rézne od widciwosci wymienionych elementéw sktadowych. Tymi wdavosciami interesuje
sie¢ przede wszystkim badacz, a rastie wytkownik. Charakterystykami poszczegdlnych jego
elementéw, np. doskonaida aerodynamicznczy mo@ rozwijam przez napd, interesuje gio
tyle, o ile mag one wptyw np. na osgi samolotu jako cakei.

Badania systemowe odgrywajvicc wazna role zarowno przy projektowaniu systemu,
jak réwniez w nastpnych fazach jego istnienia, to jest przy wytwaraanuzytkowaniu; tym
wazniejsz, im bardziej ztaony jest system, a ta& bardziej nowoczesny i niekonwencjonalny
w swych rozwizaniach. Nie poparte badaniami systemowymi, acwdas¢ przypadkowe
pofaczenie zespotdéw-elementow, nawet sprawdzonych wcimrsystemach, nie gwarantuje
dobrych rozwiazan. Szanse uzyskania konstrukcji optymalnych pzy tym niewielkie, a
doskonalenie tak zaprojektowanego systemu w droeksperymentalnej jest niezwykle
kosztowne i diugotrwate.

Teoretycznie dowolny obiekt badania #eo by nazwany systemem, &aproces
poznawania takich obiektow charakteryzuje systemséwiBodstawowymi formami, w ktorych
przejawiaj sic systemowe badania to:

» Ogollna teoria systemow
» Wyspecjalizowane teorie systemow (techniczne, papcficzne, biologiczne itp.)
» Ujecia systemowe.

Najkorzystniejsz forma bada systemowych dla potrzeb badanych uktadéw, ze guzg|
na zt@onds¢ i interdyscyplinarné¢ zada badawczych jest efie systemowe w patzeniu z
metodami i pajciami stosowanymi w cybernetyce.

Dzisiaj nikogo nie trzeba przekonywaco do maliwosci i zakresu zastosowa
modelowania komputerowego. Jedaalkalety i maliwosci symulacji komputerowej magoy¢
w pelni wykorzystane tylko w przypadku stosowanig@ slo pewnych zasad i metod
modelowania.

Ze wzgkdu na ztaonas¢ opisu matematycznego badanego obiektu, w tymnmistiosci
I nieciagtosci, wszystkie znane metody analityczne Wbadsy catkowicie nieprzydatne.
Systemow&¢ w badaniach tych procesow neo skt realizowa tylko przy zastosowaniu
rozwiazah numerycznych tj. przy wykorzystaniu odpowiedni@godelowania komputerowego.
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Nalezy podkréli¢, ze podstaw efektywndci symulacji jest odpowiednio doktadny
model matematyczny. Oldlenie stopnia dokladsoi opisu matematycznego, jest
nierozerwalnie zwizane z celem bada Tak wkc, r&znorodnd¢ zada stawianych przed
modelem w ranych fazach rozwoju i dziatania systemu steroweast@yia réne wymagania co
do struktury i doktadnizi opisu modelu.

Zatem, jeeli budowany model ma umliwia¢ rozwiazywanie rénych zada
badawczych, to niezldne jest przyjcie odpowiedniej metody modelowania. Metoda ta powi
umazliwi ¢ odpowiedna modyfikacg struktury m.in. dla uzyskania zatme] dokiadnéci
wymaganej przy rozweywaniu r@nych zada badawczych, a tak umaliwi¢ badanie w
szerokim zakresie warunkoéw otoczenia oraz uedtgé zmiany struktury systemu wynikaie
na przykfad z jego udoskonalania.

4.2. Zasady modularnej metody symulacji ruchu samoitu

1) Podstaw modularnej metody symulacji jesbgiziat badanego uktadu na odpowiednie,
mozliwie  typowe, jednostki  funkcjonalno-konstrukcyjneo  ujednoliconych,
standardowych sygnatach ,wejowych” i ,wyjsciowych”. Jednostki te nazywane s
modutami. Stopig szczegotowsci podziatu uktadu na elementy sktadowe jest umowny
moze sk zmienig& w zaleznosci od zadanych celow badawczych i petgj koncepcji
rozwiazania problemu. Np. na@ odrzutowy jako jeden z elementéw samolotwenbyt
traktowany jako jeden modut z odpowiednimi sygnatagwejsciowymi” i
Wyj sciowymi” lub np. jako uktad dwoch modutéw, np. tadtu sterowania ngdem i
silnika, z tymi samymi sygnatami ,waiowymi” i ,wyjsciowymi”. Zasad jest, ze
moduty musa charakteryzow@sig fizycznie rozrgnialnymi funkcjami.

2) Wszystkie elementy — moduty uktadu i wielkp,wejsciowe” do modelu cyfrowego, tj.
parametry uktadu, warunki pagkowe, a take zmienne ,wyjciowe”, np. zmienne stanu
elementéw uktadu, powinny niidezpdrednk interpretagj fizyczm.

Umazliwia to odpowiedni interpretagi wynikbw w procesie modelowania, np.
weryfikacji wiarygodndci i dokladndci wynikbw na podstawie rezultatow bada
eksperymentalnych. Drgg wazna cech takiego modelowania jest mavosc
koncentracji badacza podczas symulacjiawghie na celach badawczych, a nie np. na
metodach matematycznych wykorzystywanych w model#&clzatem zapewnia ono
tatwaos¢ interpretacji fizycznej wynikow bada

3) Otwartd¢ i mozliwos¢ rozwoju modelu poprzez modyfikacjstruktur elementéw
skladowych, a tate wykorzystanie modelu uktadu w jego bardziej rougiej wersji.

4) tatwas¢ budowy modeli catej klasy badanych uktadow poprasygkorzystanie
powtarzagcych sé gotowych modeli lub powtarzgjych st elementéw wyspujacych
we wczéniej opracowanych modelach. Na przyktad, w modsfoathiki lotu samolotu
mozna wykorzysté gotowe (i sprawdzone) modele samolotu, silnikadata, uktadow
sterowania, ukladow wykonawczych, automatycznegttgyi pilota — operatora,
turbulencji atmosfery itp.

Podziat na moduty funkcjonalne odpowiada nejciej podziatowi na odpowiednie bloki na
schemacie uktadu (systemu) (zob. rysunki 4.3,49),
W zastosowanej metodzie badaasada wymieniona w pkt. 4 peoby realizowana w
czterech fazach [114]:

1) Wyodrbnione w badanych systemach powtayzggh sé elementow struktur, a w
stosowanych procedurach badpowtarzajcych sé elementéw operacji badawczych;
modele tych elementoéw — modutdw nazwano standardowy
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2) Stworzeniebioru modeli standardowych.

3) Budowa modeli uktadédw z maksymalnym wykorzystami zbioru modeli
standardowych.

4) Ujednolicenie i usystematyzowanie procesu hayanulacyjnych.

Proces budowy modeli do komputerowej symulacji lotozna przedstawi za pomog
schematu przedstawionego na rysunku 4.1.

BADANY WARIANT SYSTEMU

h 4

PODZIAL SYSTEMU
NA BLOKI FUNKCJONALNE

CZY ISTNIEJE NIE
ODPOWIEDNI MODEL
STANDARDOWY BLOKU?

A

MODELOWANIE BLOKU

TAK

ZBIOR MODELI STANDARDOWYCH |«

A

h 4

WARIANT MODELU SYSTEMU
NIE CZY MODEL SYSTEMU TAK

ODPOWIADA CELOM
BADAWCZYM?

h 4

MODEL SYSTEMU

Rys. 4.1Proces budowy modeli do komputerowej symulacji dét& dynamicznych [114]

W procesie budowy modelu zgodnie z zasadami metoalyularnej ména wyodebni¢
nastpujace etapy:
1) identyfikacja i podziat na moduty funkcjonalnadanego obiektu (uktadu) z typowymi
sygnatami ,wejciowymi” i ,wyj sciowymi”;
2) modelowanie matematyczne;



3) budowa ogodlnej sieci dzid@gprogramu symulacji;
4) budowa modelu cyfrowego.

4.3. Zasady budowy logicznej sieci dziafaprogramu symulacji dynamiki lotu

Logiczna sié dziatlax obrazuje graficznie struktgifogiczm przyjetego do badamodelu
uktadu. Przedstawia ona upadkowany cig czynndci wykonywanych w modelu uktadu (w
tym przypadku supermanewrowego samolotu)zhorozréni¢ siet ogolm i sieci szczegbtowe
dziataa programu. Poziom szczego6towy wyczegmaj informuje o sposobie realizacji procesow
sterowania [14, 114, 146, 148, 158, 159, 169, 170].

Modutem nazwano element struktury systemu odpowigdajblokowi na schemacie
blokowym lub strukturalnym. Schemat blokowy lub ugturalny skiada si z symboli
graficznych przedstawionych i zdefiniowanych naunjau 4.2.

- pocatek, koniec symulaciji;

- wprowadzenie parametréw i warunkéw pgikawych
wyprowadzenie wynikéw symulaciji;

- przetwanie;

>
[/
<> - punkicgeyjny;
<>
]
O

- modyfija;

- moni@ranie zmiennych, zapis/odczyt zmiennej do gami

acknik
Rys. 4.2. Symbole graficzne sieci dziata

Moduty, ktére wymagaj dodatkowego opisu, np. algorytméw przetwarzarniagoza si
cyframi i opisuje w odpowiednim komentarzu.

Logiczna sié dziataa programu symulacji odgrywa istatmole w modularnej metodzie
symulacji, poniewa na tym etapie symulacji dokonuje: siasadniczych operacji zyzanych z
modyfikach modelu. Ponadto na tym etapie budowy modelu pmepiza si czgsciowa
weryflkacp wiarygodndci modelu. Badania te magprawdzé:

na ile logiczna siedziatar wyraza koncepgj modelu i jego bada

- czy si€ dziala jest petna i realizuje funkcje we wkawe| kolejnaci;

- czy rownania matematyczne poszczegoélnych elementthodutow realizuj funkcje w
sposOb wiéciwy pod wzgédem formalnym i zgodnie z interpretacjfizyczm
elementow;

- czy wartdci parametrow uktadu i symulaci &ompletne i wiarygodne.

Nalezy podkréli¢ waznos¢ logicznej sieci dziaka jako podstawy modularnej budowy
modelu symulacji. Logiczna siedziatan musi by zgodna z przygtymi celami i koncepe@
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bada. Tak wkc, jest to etap modelowania, ktoéry musi¢bwykonany przez specjalist—
badacza znagego obiekt badai zasady modelowania.

Nastpny etap, tj. budowa modelu cyfrowego (inaczej paogowanie), moe by
wykonany przez odpowiednio wykwalifikowanych proguiatéw przy ograniczonym udziale
specjalisty — badacza. Ma to szczegOllne znaczenipracach zespotowych nad agmi
projektami.

4.4. Model matematyczny systemu cztowiek- samolot

Zatozono, ze podziat na jednostki funkcjonalne (bloki lub mbduw logicznej sieci
dziataa programu symulacji jest zgodny ze schematem blgkowwrzedstawionym na rysunku
4.3.

4.4.1. Samolot

Przygty do bada model samolotu unidiwia badanie sterowanego lotu samolotu
traktowanego jako bryta poruszea s¢ ruchem przestrzennym (6 st. swobody).

Model systemu symulacji sterowanego lotu samoloitat przedstawiony na schemacie

blokowym (rysunek 4.3) i obejmuje nagtijace moduty:

- pilota (autopilota),

- ukfadoéw wykonawczych sterowania odchyleniem, gteiem, przechyleniem,

- napdu (silnika lub silnikdw) - jako uktadu wykonawczegterowania pdkoscia lotu,

- ukladu aerodynamicznego samolotu (charakterystgkbdynamiczne samolotu),

- uktadu dynamicznego samolotu (rownania ruchu tazkv kinematyczne),

- otoczenia (model atmosfery z uwegdshieniem podmuchow, turbulencji i innych

zjawisk atmosferycznych, np. uskoku wiatru).

system sterujacy

1
! 1
! 1
1 |
I I
| i
! I
| ¥ Uklad wykonawezy 8!( :
: = sterowania |
| odchyleniem :
! |
: zadane I
! stany :
: (e AU Uklad wykohawezy Bw |
| » sterowania !
i pochyleniem : p{H}.O’.H. Tw
| | -
| Pilot l -
! {autopilot) I
| 1 -
; .
! 7 Uklad wykonawezy 8, | samolot
3 g sterowania L iako obiekt .
| I przechyleniem : {sjterowania} Otorzenis
i )
! |
|
I —_—
| 5 Xg, ¥, Zq| H=2Z,
| ';V b k: - Q(H}
I - al ot
; RE LTsMTsNT l S
: »
: & T :
| |
: V,%H, V : pH -TH
! |
| I
| |
I

rzeczywiste stany lotne

Rys. 4.3 Schemat blokowy systemu symulacji stera@gariotu samolotu [99]
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Pomkdzy ww. modutami zachodzskomplikowane relacje (oznaczone strzatkami) op#sye
ilosciowo przez przedstawione na schemacie istotne adygiumieszczone przy strzatkach).
Kazdy obiekt otrzymuje na wjiu zestaw sygnatow wajiowych i na wygciu wystawia zestaw
sygnatbw wygciowych. Sposéb przetworzenia tych sygnatdbw w ezaspisuj réwnania
matematyczne wynikage z budowy fizycznej danego obiektu i z obiektyamypraw fizyki
(biologii w przypadku pilota-cztowieka).

4.4.2. Model pilota

Pilot jako element systemu sterowania obserwuje hglc wartosci zmiennych
pomiarowych (np. dostarczanych przez pragyz poktadowe) od wartei zadanych i poprzez
odpowiednie operowanie organami stecymi (pedatami /orczykiem/, dltkiem sterowym
/wolantem/, dwignia mocy silnika) dzy do minimalizacji tych odchytek (uchybéw). W pracy
wykorzystano liniowy model cziowieka — operatorasapy w pracach [13, 63, 102]. Struktura
tego modelu zostata przedstawiona na rysunku 4.4.

UKLAD
NERWY ALY NERWY NERWOWO
oKO DOSRODKOWE i ODSRODKOWE -MIESNIOWY
K -T S A
S(S) T - e Y
Ts TS stl+s _-T1.S -T . m
— Koe 0 —>Kdoe d < e —>K0de od S > K -mmmmmm-- —

uchyb

n m
Ts+l T s+l WYCHYLENIE
DZWIGNI

STEROWANIA

i=l,w,k,v- indeksy kanatéw sterowania (przechylenia, pochylenia,
kierunku i predkosci)

Rys. 4.4 Schemat strukturalny liniowego modelu widdka — pilota [63, 102]

Ogolm transmitangj pilota ma@zna zapis&w postaci:

K.
y(s) Lo
w| 22 =K S g (4.1)
£(s) (T.s+D(T,s+1)
gdzie:
K, =K, Ky, (K, K K, - 0golne wzmocnienie reakcji pilota;
T, - stata czasowaniczkowania sygnatu uchybu w [s];
K, =_|_1 -T - stata raniczkowania sygnatu uchybu w [s];
T - stala czasowa reakcji centralnego systemu
nerwowego w [s];
T, - stata czasowa uktadu nerwowo e¢niowego w [s];
T, =T, 4Ty +T +T4+T - catkowite opénienie reakcji pilota w [s].

Dokonupc odwrotnej transformacji transmitancji pilota, gegeakcje w poszczegdélnych
kanatach opisudjzaleznosci:
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W kanale odchylenia

d?y, d R de
TnK I:rmKT}?-F(TnK +TmK) CJi/tK +yK = pK(‘gK +T d: + KIKngdtj

(4.2)
Vi) = Vi = 750)
gdzie:
T Tk - state czasowe w kanale odchylenia;
K ok Ter Kic - odpowiednio:
wspotczynnik wzmocnienia,
stata czasowa rdiczkowania,
wspotczynnik catkowania w kanale odchylenia;
T - catkowite opénienie reakcji pilota w kanale odchylenia;
E=B,-B=-0F - uchyb zapewniagy minimalizacg kataslizgu tj. 5, =0
W kanale przechylenia
2 * *
L S S /A P K £ dt
dt dt dt (4.3)
yL(t) = Vi(t - TpL)
gdzie:
T.,.T. - state czasowe w kanale przechylenia;
Koo T, K - odpowiednio:
wspoétczynnik wzmocnienia;
stata czasowa zbiczkowania;
wspotczynnik catkowania w kanale przechylenia;
To - catkowite opénienie reakcji pilota w kanale przechylenia;
& =¥Y,-v - uchyb sterowania kursem;
jezeli <@ toe=0, gdzieg, <90 jest dopuszczalnym przechyleniem samolotu.
W kanale wysoksri
2, * t
an |:I_mw d };W + (an +me) dyw = KPW ‘gw +Tc dgw + Kingwdt
dt dt dt 5 (4.4)

V) =Vt =Tp)
gdzie:

T

nw’

K

T
T

cw!?

state czasowe w kanale wysékn
odpowiednio:

wspotczynnik wzmocnienia,
stata czasowa zdiczkowania,
wspotczynnik catkowania w kanale wyseégip
Tow - calkowite opaénienie reakcji pilota w kanale wysoda;

E,=H,-H - uchyb sterowania wysokaia lotu, gdzieH= -z;;

Kiw

pw?



W kanale pedkaosci

dzy\; dy\; _ de, t
TnV EI_mV dtz + (Tnv +TmV)F - va £’V +T¢F + Kiv'!:‘gvdt (45)
w®)=Kt-1,)
gdzie:
Ty T - state czasowe w kanaleggkosci;
Kovi Tev s Kiy odpowiednio:

wspoétczynnik wzmocnienia,
stata czasowa rniczkowania,
wspotczynnik catkowania w kanalezgkosci;
Ty - catkowite opanienie reakcji pilota w kanale ¢gtkosci;

& =V,-V - uchyb sterowania pakoscia lotu;

4.4.3. Modele uktadéw wykonawczych sterowania: odgteniem, przechyleniem

i pochyleniem

Do uktadéw wykonawczych sterowania lotem zaliczawgzystkie mechanizmy
przenoszce ruch od sterowania do odpowiednich sterow aeraaiycznych dcznie z tymi
sterami.

Zatozono, ze samolot wypos@any jest we wszystkich kanatach w gnizenia
wspomagajce - serwomechanizmy elektrohydrauliczne.

Sygnatami ,wejciowymi” sa w poszczegolnych kanatach wychylenia sterownic
pilotazowych: v,,y.,Yyw - ti. odpowiednio kty: wychylenia pedatow (orczyka) oraz
przechylenia i pochylenia glika sterowego. Natomiast na ,wgju” otrzymuje s¢ odpowiednie
katy wychylenia sterébw aerodynamicznyal, J,, g, - tj. odpowiednio wychylenia steru

Kierunku, lotek i steru wysokoi.

Model uwzgtdniajacy kinematyl i dynamike ruchu zespotu oraz przeptyw cieczy
roboczej tworzy ztpony uktad nieliniowych rownardzniczkowych i algebraicznych [3, 23, 36,
119, 170].

Dla potrzeb analizy wkziwosci samolotu jako zamketiego uktadu sterowania raca
przyja¢ uproszczone modele uktadéw wykonawczych sterow#msiltupc je jako elementy
inercyjne 1 rgdu, czyli:

do

TWi E + 5| - Kwiyi (4-6)
gdzie:
Kwis Twi - wspotczynnik wzmocnienia i Stata czasowa
i-tego kanatu sterowania;
i=K,LW - indeks kanatow odchylenia, przechylenia i wys@ko

4.4.4. Napd jako uktad wykonawczy sterowania [150]
Sygnatamiwejsciowymi dla napdu s
¥, - kat wychylenia dwigni sterowania naglem (przy jednosilnikowym napzie);
p,, T, - cisnienie i temperatura powietrza na wlocie dagsgrki zalene od wysokeci i
predkosci lotu.
Wielkoscia wyjsciowa, za pomog ktorej steruje si predkoscia lotu V, jest cag silnikaT
o skltadowychXr, Yt i Zr. Z powoddw technicznych bezggednia kontrola eigu silnika nie jest
mozliwa. Std uktad sterujcy kontroluje pedkos¢é obrotows silnikan, a wiec zmienn mierzalry
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wplywajaca na warté¢ ciagu silnika. Ponadto nag wytwarza momenty: przechyialy L,
pochylapcy Mt i odchylapcy Nt spowodowany efektem giroskopowym zespotu turbina-
sprzarka, mimg@rodowdscia wektora caigu, oraz mechanizmami wektorowaniaagti
(opisanymi w rozdziale 1).

Naped skiada si z dwdch podstawowych elementéw: ukladu st@efjo napdem oraz
turbinowego silnika odrzutowego.

Turbinowy silnik odrzutowy, pracuje w znacznie Iszgm zakresie &nienia wlotowego
niz silnik ttokowy. W ustalonych warunkach pracy wyelatpaliwaQ jest funkcj predkosci
obrotowejn oraz temperatury; i ci$nienia powietrzg,, zmieniajcych s¢ w bardzo szerokich
granicach w zaleosci od aktualnej wysoldi lotu H i predkosci lotu V (Ma). Uktad zasilania
silnika paliwem musi reagowana te wielkéci. W trakcie przyspieszania uktad paliwowy musi
dostarczad wigcej paliwa nt w ustalonych warunkach pracy, sz@rzy zwalnianiu musi
dostarcza mniej paliwa, ale na tyle, aby wydatek paliwa zadeczyt utrzymanie ptomienia w
komorze spalania.

Predkos¢ obrotowan silnika w stanie ustalonym jest okiena potaeniem dwigni
sterowania namglem. Wydatek paliwaQ odmierzany przez ukfad sterowania w stanach
ustalonych jest funkgj

K — kata wychylenia@vigni sterowania;

p1 — cisnienia powietrza na wlocie do sparki;

T, — temperatury powietrza na wlocie dogarrki,

co mana symbolicznie zapigsa

kR gy 4.7
Q ncﬁ {ﬁ} (4.7)

gdzie:

e — sprawné¢ spalania;

k — staty wspéitczynnik.
Obok odmierzania odpowiedniej $ld paliwa dla ustalonych stanéw pracy silnika, dnug
istotnym zadaniem uktadu stegoggo jest zapewnienie odpowiednich przebiegow @ee
przegciowych, przy przyspieszaniu i zwalnianiu pracyii.

Przyspieszanie (akceleracja) silnika

Celem tego sterowania jest uzyskanie jak najkratszzasow przégia do wybranych
wyzszych wartéci predkosci obrotowej, poprzez takie dozowanie paliwa, by kilvedego stanu
przegciowego warté¢ wydatkuQ byta maliwie duza, lecz jeszcze dopuszczalna ze waglina
ograniczenie maksymalnej temperatury gazow i olosge@tecznej pracy sgrarki. Odmierzanie
nadmiaru paliwa w stosunku do waito ustalonego wydatku dla danejegkosci obrotowej
powinno odbywa sig wzdlwz krzywej wyznaczone] przez wagto maksymalnych
dopuszczalnych temperatur i granicy statecznejyspgzarki (pompau).

Zwalnianie (deceleracja) silnika

Procesem prz&giowym ,odwrotnym” do przyspieszania silnika jestzechodzenie z
warunkéw zapewniagych wyssze obroty i eag do niszych ich wartéci, czyli zwalnianie
silnika przy ,sciaganiu” diwigni sterowania, co skutkuje odpowiednim zmniefsem
przeptywu paliwa podawanego do komory spalania. syialalny zakres zmienda pracy
silnika przy zwalnianiu polega na prgap od maksymalnej dopuszczalneggicosci obrotowe;j
do tzw. biegu luzem. Z uwagi na tee silnik jako inercyjny obiekt sterowania ped za
zmianami przeptywu paliwa z pewnym dgodeniem, szybkiemu zmniejszaniu przeptywu paliwa
nie odpowiada tak szybka zmianacqkosci obrotowej, a wic i przeptywu powietrza
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dostarczanego do komory powietrza. Przy nagltym ejsnéniu doptywu paliwa do silnika skiad
mieszanki paliwowo-powietrznej w komorze meoby zuba@ony ponkej granicy zapalnii,
powodujc zganiecie silnika. Ze wzgldu na bezpieczstwo lotu i trudnéci zwiazane z
ponownym rozruchem w locie, szczegdlnie naydh wysokdciach, uklad sterowania musi
zabezpieczasilnik przed zgsnieciem. Waze sk to z ograniczeniem minimalnego przeptywu
paliwa.

Na rysunku 4.5 przedstawiono przyktadowy przebmg krzywych wydatku ustalonego
Q, dopuszczalnego nadmiaru pali®g oraz krzyvs niedomiaru paliweQqy w funkcji predkosci
obrotowejn silnika. Krzywe te $ wyznaczane daviadczalnie i zazwyczaj podawane w postaci
wielomianow.

|5
1200 4 h

11004

Q, =1401010° (1’ - 21[h + 240

10004 Q = 1,38910°° [h? - 2,0930h + 1045

9004 Q, = 456[10° (h* -1018[h+586

8004+

7004 zakres niestatecznej pracy

silnika (pompa z)

6004

krzywa nadmiaru
(granice pompowania)
50C¢

40C¢ wydatek ustalony

zdmuchni ecie
krzywa

ptomienia
niedomiaru )

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

300+

Rys. 4.5 Przykltadowa zaleos¢ wydatku paliwa od mdkosci obrotowej
dla warunkéw normalnych

Jezeli pominie s¢ inercyjnag¢ uktadu sterujcego, to zalenos¢ wydatku paliwaQ od
wychylenia dwigni sterowaniay, w warunkach énieniap; oraz temperatury;, mazna zapisé
W postaci:

Q= (K, )P, () [@4(T) (4.8)
Jeeli Q>Q,(n, n,T), to Q=Q,(n, n. T)

Jeeli Q<Q,(n,,p,T,), to Q=Q/(n. n.T)
gdzie:
Q=Q, (n, p, T) - wartas¢ wydatku paliwa wyznaczona z krzywej nadmiaru daythny, py,
T, (rysunek 4.5);
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Q=Q, (nl, pl,Tl) - warta¢ wydatku paliwa wyznaczona z krzywej niedomiaru déaychn;,
p1, T1 (rysunek 4.5).

Silnik

Do bada dynamiki lotu samolotu traktowanego jako uktadkiérym nagd jest jednym
Z jego elementow (poduktadow), tma wykorzystd model eksperymentalny negu, ktory
umazliwi wyznaczenie sygnatdw wsgiowych (sktadowych sity agu i momentow sity aigu)
silnika jako funkcji pot@genia dwigni sterowania w catym zakresie aiavych warunkéw pracy
tego napdu. Model taki powinien w miardokiadnie uwzgldniat charakterystyki statyczne
silnika, natomiast dynamgktylko w takim stopniu, w jakim jest to niegiine do wyznaczenia
wiasciwosci dynamicznych samolotu jako systemu. Ze wdglna duay zakres zmian stanow
pracy silnika i oddziatywania warunkow zegtrznych, model dynamiki silnika, nawet przy
duwzych uproszczeniach jest nieliniowy.

Ts a

5]

T n | 200
. . . ———— min

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 x 1000

Rys. 4.6 Zalenos¢ statej czasowej silnika od gatkosci obrotowej w warunkach normalnych
(przy p=const,T,=const.)

Przyjmuje st, ze uklad wychylania wektora ggu (wektorowania) jest spgzony z
ruchami steréw, ,wzmacnigj” ich dziatanie. Oznacza tag wychylenia orczyka i pochylenie
drazka sterowego powodujautomatyczne odchylenie i pochylenie wektorggej przy czym
odchylenie i pochylenie wektoraagu jest funkcj katow wychylenia sterownic pilot@wych

Yo Yoo Yw -

Jak ju wspomniano, z powoddéw technicznych bezpdnia kontrola eigu silnika nie
jest maliwa. Std uktad sterujcy kontroluje pedkos¢ obrotows silnika, a wec zmienn
mierzalry wptywajaca na wartd¢ ciagu silnika.

Przy opisie dynamiki silnika zatono,ze przefciowe procesy termodynamiczne¢inie
z przeptywem i spalaniem paliwa w silniku, zachpda tyle szybkoze mana pominc ich
wptyw na dynamik silnika. W zwazku z tym mana przypé¢ zatazenie, ze silnik mae by
potraktowany jako element inercyjny pierwszegediz Std predkosé obrotowy silnika mana
opis& zaleznoscia [83, 150] :

TS +n=K, ()@ (4.9)
gdzie:



T.(n) - stata czasowa silnika zafe od pedkosci obrotowe; silnika,

K.(n) - wspétczynnik wzmocnienia silnika.
Wspotczynnik wzmocnienia silnika moa wyznaczy z wykresu (rys. 4.5) opisagego
zalezno$¢ wydatku paliwaQ od pedkosci obrotowej dla stanéw ustalonych. Z zalesci (4.9)

otrzymamy:

K (n)= " (4.10)

u

O

Cigg silnika

Ciag silnika jest funkgj trzech zmiennych: pdkosci obrotowejn silnika, cknieniap;
oraz temperaturylT; powietrza na wlocie do sgrarki. Poniewa cisnienie i temperatura
powietrza zalga od pedkosci i wysokaci lotu, stad cig mazna przedstawi jako funkcg
predkosci obrotowejn oraz pedkaosci V i wysokasci H lotu samolotu.

Jezeli predkas¢ lotu wyrazimy za pomagliczby Macha a) to wielkas¢ wektora cagu
T, jako funkcji trzech zmiennych: gakosci obrotowejn, liczby MachaMa i wysokaci lotu H
mozna rozitayé w szereg Taylora w otoczeniu najéziej wyskpujacych warunkow: np.
przelotowej pgdkosci obrotowejn,. oraz przelotowe] pdkaosci Vp, i wysokaci lotu Hp, Przy
zatazeniu, ze szereg jest szybkohigy i ograniczajc sk do pierwszych wyrazow szeregu,
otrzymamy [83, 150]:

T=Tp+[a—T} An{a—q AH+[6—T} AMa (4.11)
on |, oH |, oMa |,
gdzie:
Tp — chg dla warunkéw przelotowych:
n=np, Ma=Ma, i H=H,,
An=n-n, - odchytka pedkosci obrotowe] od wartei
przelotowej,
AH =H-H, - odchytka wysokgi lotu od wartéci przelotowej,
AMa = Ma-Mag, - odchytka pedkosci lotu od wartéci przelotowej
(wyraona przez liczb Macha Ma),
[a—T} [O—T} [O—T} - pochodne cstkowe wielkdci sity ciagu T
on |, [0H ], [0Ma |,

wzgkdemn, H i Ma w otoczeniu warteci
przelotowych tych zmiennych.

Aproksymacja funkcjiT(n,Ma,H) za pomog funkcji (4.11) w otoczeniu jednej wakm
zmiennych nalgy do najprostszych i nmima ja stosowa przy stosunkowo niewielkich
odchytkach zmiennych od waém przelotowych.

W przypadku szerokiego zakresu zmian zmiennychzegginie pgdkosci obrotowej
silnika, naley funkcje T(n,H,Ma) rozwira¢ w otoczeniu wikszej ilasci zmiennych.

Przyktadow zaleznos¢ ciagu T od wysokdci lotu H i liczby MachaMa dla polskiego
silnika odrzutowego SO-3 przedstawiono na rysunkii Matomiast zaleos¢ ciagu T od
predkosci obrotowejn, dla tego samego silnika SO-3 przedstawiono nanis 4.8.
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Rys. 4.7 Zalenos¢ ciagu od liczby Macha i wysokaoi lotu przy przelotowej mdkosci obrotowej silnika
n,=14500 obr/min.
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Rys. 4.8 Zalenos¢ ciagu od pedkaosci obrotowej silnika w warunkach normalnych
tj. T.= To=288K, p,= po=1,01310° [Pa].

4.5. Momenty pochodgce od silnika

Zasadniczym przyczynami powodaymi powstanie momentowasmimasrodowasé
ciagu opisana wektoremy, wychylenie wektora ggu oraz efekt giroskopowy od wiagych
mas silnika, tj. zespotu turbina-gparka. Sid sktadowd_t, My, Nr momentuM + wytworzonego
przez silnik wzgidem osi wiasnych samolotu przy zadaiu obrotow turbiny i sggarki w
prawo, mana opisa zaleznosciami (3.10) oraz (3.11):



X; cosg, Cosy,
F =| Y; |=T| cosg, sinp,
Z —sing, (4.12)
oraz
i j Kk i j kK L,
Mp=rosF o H o xQ=| Xp yr Z |+ Kp Ky Ky |=| M; (4.13)

X % zl|Pp Q@ R|LN

gdzie:
| ;@; - kret wirujacych mas silnika (zespotu turbina + gf@rka) dany jest zateoscia:

KTX = ITX a)rX _I TXYa)T _I TXZa)TZ
Ky ==l @+l =11 @ (4.14)
KTz =-l Tyz wrx ~| Txva)TY + Tza)Tz

4.6. Samolot jako obiekt sterowania

Model dynamiki samolotu zostat przedstawiony w puiek 3.3. Ruch samolotu
traktowanego jako ciato sztywne o 6 stopniach swgbonazna opiséa za pomog 12
elementowego wektora starw postaci

x=[UV,W,P,QR¥YO®,X,y, 4 (4.15)

Biorac pod uwag zalenosci zwiazkdéw kinematycznych (2.16, 2.17, 2.28, 2.29, 2.88z
réwnania ruchu (3.58, 3.59, 3.60, 3.61) réwnaniehwisamolotu mina zapis& w postaci
nastpujacego uktadu rownarézniczkowych:

d
d_f =f (x,u(t)) (4.16)

Przy czym wektorf (x,u (t)) ma sktadowe:

—qS( GaCospB comr + G, siB cos— C, sirm)+ X Q& X% 0,~ mgsd+ T

f,=—QW+ RV+
m
—gS infB - + VY P R YO .+ ® sip+ T
( =_RU+ pws IS GaSINB= GuoosB)+ Y P ¥ R YO+ mgod i+
m
-gS cosp singx + sin@ simr + cos |+ J0,+ mgc@® cost+
(= —pw+ Qs S GaCOSB ST+ G, Sinp siar+ G, cos)+ Z, & Z 8w+ Mg 1
m
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f4 =(‘Jx -J; _ szz j%_,_(l_ - ‘]xj Jyz PQ+
Jy JyJ,) D J, J, D

,.asb {C (a,5)+%C Rb, 9G 5, 3G {aq{azcmazc ﬁbﬂ I3b}+ A

J,D| ™ OR2\V, 95, = 95, © |oP (" aP2y/)|2y[] J D

_ ) -
+JXZqu{C%(a'ﬂ)wLacn Rb, 9C, » ,9C, 5 +Fcn J{a C, 5, 9°C, Pbﬂﬂa}+ IN.

OR 2\ 95, - 040, oP | aPB" aPB2v)|2v] JarC

_qSCA acmw aCm bg aCm M "}_ ‘;|< ‘J(Z -
R {C”b(a"g)+avv\é+65 2y, aa, }+JY+ i, Py ReP)

( =( 32, J,- ij PQ_{ J,- Jz_lj 3. QR,
33, 3, )b | 3 J,D

P {C, (a',ﬂ)+a(i ﬁb+6C, o+ oG O _{6(_; +{az_¢,8+az_¢ Isbﬂ F)b}+JXZLT +
JyJd, | ° 0R 2\ 99, 09, 0P (0B~ odB2Yy)|2y J )

_ ) -
. qu{Cno (a,5)+ 2o RD,9C, 5 0C, 5 +{acn +(a C, 5, 9°C, Pbﬂib}Jr N,

Y

J,D OR2\V, a3 - a5, < | oP \aPB" oPB2V,J|2v[ 1D
f,=P+Qsin® tan®@ + Rcosh ta®
f; =Qcosd -R sind
f,=Psin® se®@+ R co® sdd
f, =U(cosP cosV si®+ si¥ si)+V( cas sh sih- dn BOstW  @os @
f,=U(sin®cosd si®- sit¥ cod)+V( sh s di cbs BYHW  Bin @
f,=Ucos¥ co®©+V si¥ cad-W s

(4.17)
Przy czym:
J%, - : 1 .,
D =1-—2*%£ | oraz cinienie dynamicznej ZE'OVO
X z

Dane geometryczne i masowe, waciowspoétczynnikdw sit i momentow aerodynamicznych,
oraz pochodnych aerodynamicznych samolotu F-16mmdastaty w Zaicznikach nr 2 i 3.

4.7. Logiczna sié dziatan programu symulacji ruchu samolotu

Na rysunku 4.9 przedstawiono og#®logiczm siet dziatax programu cyfrowej symulaciji
ruchu samolotu Podziat na moduly odpowiada podziatom przedstawionya schematach
blokowych poduktadéw opisanych w rozdziatach ad @b 4.4
Parametry przebiegu symulacji lotu samolotu obegmuj

a) parametry modelowanego systemu obejoriparametry poszczegoélnych blokow;

b) parametry otoczenia, tj. waéth przyspieszenia ziemskiego oraz wzory opisejzmiany
parametrow z wysokaia;

c) parametry symulacji (czas symulacji, krok catlowa i wymagane doktadéa obliczen).
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Rys. 4.9 Schemat ogdiny logicznej sieci dziadgmulacji ruchu samolotu [158, 159, 166, 170].

w stan uktadu
wykonawozego D
2 sterowania w
IRI
B

Warunki pocztkowe (modut 2) okrdaja stan pocatkowy poszczegolnych blokow na
pocatku symulacji dla=to.

Modyfikacja czasu (modut 3) odbywagska pomog procedury bibliotecznej, ktéra
posiada algorytm doboru krokuAt] catkowania odpowiednio dazadanej doktadngci
catkowania.

Stan otoczenia (modut 4) opisywany jest zatéciami dla atmosfery wzorcowej
okreslonymi w normie PN-78/N-03100, oraz odpowiednio otym modelem turbulencji
atmosferycznej (wybrano model Dryden).

Stan pilota (modut 5) w poszczegoélnych kanatachnagzany jest z rowng4.2)-(4.5).

Stan napdu w chwilit, (modut 6) w oparciu o algorytmy zapisane w kodzigtowym
(zakhcznik Z 4.1).
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Stan uktadow wykonawczych sterowania (modut 7) veyza si w poszczegolnych
kanatach ze wzoréw (4.6).

Stan aerodynamiki dla samolotu (modut 8) wyznaczaparciu o algorytmy zapisane w
kodziezrodiowym (zadcznik Z 4.2).

Stan dynamiki samolotu (modut 9) wyznaczazsuktadu rowna 4.16.

Po zaprogramowaniu logicznej sieci dztajaogramu w ¢zyku FORTRAN [170] oraz
srodowisku MATLAB [169, 179] otrzymano cyfrowy modedlynamiki lotu samolotu. Dgki
modularnej budowie programu istnieje theos¢ elastycznego wykorzystania poszczegolnych
modutéw do ranych procedur badawczych.

4.8. Weryfikacja modelu symulacyjnego samolotu F-16

Opracowane w oparciu 0 zamieszczone w rozdzia®cl3, i 4 modele: fizyczny,
matematyczny i algorytmiczny programy komputerowevgalaj na obliczenie parametrow lotu
samolotu w bardzo szerokim obszarze stanow lotacashc w to stany graniczne, a tak
pewne przypadki transgresji parametréow eksploatycyy (np. kta natarcia). Obliczenia
przeprowadzano w oparciu o dane samolotu F-16.

W celu jednoznacznej oceny waito uzytkowej tych programow, natg uzyskane za
ich pomoa przebiegi parametrow (w funkcji czasu) skonfroridwz wartgciami
zarejestrowanymi w trakcie lotu samolotu. Niestety, chwili obecne] uzyskanie takich
informacji z poktadowych rejestratoréw lotu okazaie niemaliwe (pierwsze samoloty F-16
przyleciaty do Polski kilka tygodni przed zalazeniem pracy). Dlatego Zgpostanowiono, by
weryfikacg programow obliczeniowych przeprowaélzv oparciu o dane uzyskane z dpsie]
literatury.
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Rysunek 4.10 Przechylanie z prawego na lewe skozydlumna lewa wyniki symulacji. Kolumna prawa badh
w locie (na podstawie raportu NASA TP-1538 [112])
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Rysunek 4.11 Beczka. Calkowite boczne przechyldnigka sterowego.
Wysokas¢ lotu 9000 m.

Samolot F-16 ma dé boga# bibliografig, niestety wikszas¢ publikowanych wynikow
bada&a w locie tego samolotu dotyczy wersji F-16XL (saotolz zupetnie innym,
»ostrolukowym?” skrzydtem). Wyjtkiem jest tu cytowany juwczesniej raportNASA TP-1538
[112]. Wyniki dziatan opracowanych pakietéw programow skonfrontowan@migszczonymi
W cytowanym powyej raporcie przebiegami w czasie wybranych parametfotu. Na
rysunkach 4.10 oraz 4.11 zamieszczono wyniki syojiulgybranych manewréw z wynikami
bada w locie (dla samolotu F-16A). W celu utatwieniaalimy wyniki obliczer podano w takiej
samej formie jak wyniki opracowanych w NASA pomwmardw lewej kolumnie — wyniki
obliczen, w prawej — wyniki z badaw locie. Analiza wykresOw pozwala na stwierdzerie,
przebiegi w czasie parametrow lotumodobne zaroéwno ifgiowo jak te jakosciowo.

Doktadniejsza konfrontacja wynikow badaymulacyjnych z wynikami pomiaréw w
locie wymaga przeprowadzenia dalszych hads®/ chwili obecnej jest to praktycznie
niemaliwe. Prawdopodobnie, w miauptywu czasu eksploatacji samolotéw F-16 badeaakaet
okaza sig oshgalne. Rdzie wowczas mdiwa dalsza weryfikacja modelu obliczeniowego i w
miarg potrzeb jego udoskonalenie. k@ zatem stwierdgj ze na potrzeby wepnej analizy

osobliwaci dynamiki lotu samolotu F-16, opracowany modelicaeniowy jest wystarczago
doktadny.
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5. ZASTOSOWANIE TEORII UKLADOW DYNAMICZNYCH W BADANIACH
DYNAMIKI LOTU SAMOLOTOW SUPERMANEWROWY CH

5.1. Supermanewrowé¢ i metodyka badai transgresyjnych

Jak ju wspomniano we wgpie, samolot ,supermanewrowy” charakteryzujetgm, ze
przez dhiszy czas (przynajmniej przez kilka sekund) zemmdeci€ lotem sterowanym na
nadkrytycznych itach natarcia oraz manewroiva bardzo diymi predkosciami katowymi
(rzedu radianéw na sekupd Klasyczne podégie mechaniki lotu zakladaze: parametry
wyjsciowe zalea prawie liniowo od parametrow wejowych, ruchy podine (odbywajce se
w plaszczynie symetrii samolotu) nie maw ptywu na ruchy antysymetryczne, a réwnania
ruchu samolotu dajsie uprascic do rowna liniowych. Powyszych uproszcze nie mana
zastosowa dla samolotow supermanewrowych, ktdre charaktggygik sprzzeniami ruchow,
silng nieliniowadscia charakterystyk aerodynamicznych oraz ogddtrukturalm nieliniowascia
ich modelu matematycznego. Dlatege $tato s¢ konieczne opracowanie nowego pédeg w
celu rozwazywania problemow dynamiki lotu tego typu statkGewgetrznych.

Analiza osobliwgci lotu samolotéw supermanewrowych Kue sie w szerokim
kontelscie bada w warunkach granicznych, charakterymyich s¢ szeregiem wspdlnych cech i
osobliwaci zwiazanych z dzialaniem w pobli ograniczé. Zakres tych badamiesci sic w
pojeciu transgresfi

Pogcie transgresji ma ogolne zastosowanie do uklad@nowanych i okrda pewry
teorie stanowica podstaw metody badatych uktadéw w warunkach granicznych. Teoria ta w
szczegolnéci dotyczy obecnai granic funkcjonowania ukiadu i ich wplywu na rstéego
ukiadu; sterowania uktadem w pahli granic; okrélenia granic, ich wzajemnego paénia i
charakteru. Metoda bafigpolega na probie przeprowadzenia ukladu przezjrnelgranice i
prébie powrotu do warunkéw nominalnych (normalnegpmoataciji). W badaniach tych nzje
uwzgkdniat fakt, ze samolot jest skomplikowanym uktadem dynamicznyenosvanym przez
cztowieka [7, 29, 30, 66, 99, 100, 121, 153]. Mglprzy tym pamitac, ze sterowanie odbywa
sic w warunkach ekstremalnych, esto na granicy mdiwosci struktury ptatowca i jego
elementow. Jest to szczegdlnie istotne dla sameladpermanewrowych, ktore nierzadko
musz by¢ uzytkowane w pobliu ograniczé eksploatacyjnych [139, 142]. Zmusza to ich zatogi
do precyzyjnego sterowania oraz uwzilienia konsekwencji i ryzyka przekroczenia
dopuszczalnych granic eksploatacyjnych.

Wyodrebnienie isciste okrdlenie obszaru badadynamiki lotu statku powietrznego i
jego zespotéw z uwzgtinieniem przypadkow przekroczenia granic eksplgogiigch jest zatem
niezwykle istotne zarébwno z poznawczego, jak itepraktycznego punktu widzenia [153].
Mozna wyr&ni¢ rézne przyczyny transgresjiaimi:

— biledy sterowania;

— przypadkowe, wymuszone sytuacjub bkdem pilota przekroczenia przepiséw (np.
instrukcji wytkowania w locie);

— celowe przekraczanie przepisow (np. loty na nagkgtych ktach natarcia);

— awarie w systemach ptatowca lub zespotucdaprego;

— inne przypadki przekrocae ktore mog mie¢ miejsce podczas eksploatacji w sytuacjach
ekstremalnych.

Poghdowo przyjmujc, ze przebiegi czasowe procesu sterowarna ilgstrowane
krzywymi 1, 2, 3, .... poszczegoblne granice i obszatgrowa maozna scharakteryzowa
nastpujaco:

4 Transgressio- stowo ladhskie oznaczafe przekraczanie, w szerszymaiji 0znacza przekraczanie granic, tamanie przepiséw
i norm, a take przekraczanie wtasnych atiovosci i ogranicz@.
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1) obszar normalnej eksploatacji;

2) granice i obszary ryzyka, gdzie bligkogranicy w sposéb istotny wpltywa na dynamik
I parametry ruchu, powodig, ze Sposob sterowania musi uwatjtiac jej bliskas¢;

3) obszary dopuszczalne — w przypadku przekroczgranicy mana za pomaog specjalnego
sterowania powré¢ido kontynuowania lotu;

4) obszary awarii — po przekroczeniu granicy ¢@age uszkodzenie w strukturze ptatowca,
jego systemach lub zespole rdpwym, lecz poprzez specjalne sterowanie awaryjoene
bezpiecznie powrdéido obszaru dopuszczalnego, lecz kontynuacja latgkbnanie zadania
sa juz niemaliwe (mozna bezpiecznie wytowa);

5) obszar katastrofy — po przekroczeniu tej gramsi@tek powietrzny jest niesterowalny, a lot
konczy sk jego rozbiciem. Problematyktransgresji ilustruje rysunek 5.1 zaczegniz
pracy prof. Szumaskiego [151].

parametry lotu

g 1,2,3,... etapy procesu cu__/"'

copyright KaMro Cza S
Rys. 5.1 Schemat ideowy przebiegéw transgranicz /s8]

Celem niniejszej pracy jest wykazanige teoria ukladow dynamicznych i teoria
bifurkacji dostarczaj narzdzi analizy dynamiki lotu samolotu supermanewrowag@etinym
przedziale zmian eksploatacyjnych parametréw lotu.

Jako podstawowyy metod bada przyjeto podejcie symulacyjne umidiwiajace
stosunkowo szybkie pogdienie wiedzy o przebiegu i wspétzatesci zjawisk zwiazanych z
osobliwaciami ruchu samolotu w warunkach transgresji otabwiajace interpretaej fizyczma
zachodzacych zjawisk. Symulacyjne badania dynamiki lotu ektdw pozwalai na
przeledzenie wiasnai ich ruchu w ranych warunkach aytkowania, w tym na ocen
zachowania gi w warunkach granicznych. W wielu przypadkach baaymulacyjne mog
ograniczy, a nawet zagpi¢ kosztowne i czsto wysoce niebezpieczne eksperymenty w locie.

5.2. Podstawowe peicia stateczndci ruchu
Pierwszym etapem analizy statecamaiktadu mechanicznego jest ustalenie, co rozumie
sie¢ pod pogciem stateczrii, istnieje bowiem wiele definicji statecziwd ruchu i zwazanych z

nimi metod jej badania. W przypadku ruchu uktadéwchanicznych najezciej stateczng
rozumiana jest w sensie Lapunowa.
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Stateczné¢ w sensie Lapunowa [56, 92]
Niech ruch uktadu mechanicznego jest ékmey przez uktad réwnarézniczkowych
zwyczajnych w postaci:
dx
ot f(x,t) (5.1)
Badana ma hystateczn& ruchu, naley wigc ustalé, jaki ruch (rozwazanie uktadu
rownai) bedzie badany. Zaldny, ze istnieje rozwgzanie(t) dlatd <tp, o), ktdrego stateczré
ma by badana. 3 wszystkie rozwazaniax(t) uktadu (5.1) spetniage warunki:

[(x(t) - (to))]| <7 (5.2)
i dlat/Ato, o):
[x(t)-&(t)|<e (5.3)

(¢ - dowolna liczba rzeczywista dodatnia) to rogzzminieg(t) jest stateczne w sensie Lapunowa.
W rozwaanym przypadku wytgenie (5.1) odpowiada zapisowi wektorowemuaakdw
tworzacych uktad nieliniowych réwnarozniczkowych zwyczajnych opisagych ruch obiektu
latajacego (np. samolotygmigtowca czy te rakiety).
Na ogot prawe strony rownania (5.1) nigjawnymi funkcjami czasw. Rozwijapc je
w szereg Taylora wzgllemx w otoczeniu punktdy otrzymamy:

%= (%) + Rx+W (x) (5.4)

2]

aW(x) jest wektorem wyrazow ¢dow wyzszych od pierwszego.

Mozna wykaza [33], ze przy spetnieniu prze#/(x) pewnych dodatkowych warunkéw, o
statecznéci uktadu nieliniowego (5.1) mimma wnioskowé na podstawie badania statec&mo
uktadu zlinearyzowanego.

Twierdzenie to ma fatwinterpretagj fizyczma. Uklad zlinearyzowany zazwyczaj opisuje
.mate” odchylenia od stanu rownowagi.zé8 te odchylenia &da stateczne, a wptyw wyrazéw
wyzszego rzdu nie lzdzie wprowadzat wzmocnienia zabufiz¢o lxda stateczne tate ,duwze”
odchylenia od stanu réwnowagi opisywane przez uktatiniowy.

Twierdzenie to ma wane znaczenie praktyczne, gdwnaliza stateczdoi uktadow
liniowych jest prostsza nianaliza stateczioi uktadow nieliniowych.

Przyjmupc, ze cztonyW (x) sa mate, uktad rown@a(5.4) mana zapis&w postaci:

Xx-Rx=0 (5.6)

gdzie tak zwana macierz staRulana jest zafoscia (5.5).
Ogodlne rozwizanie uktadu réwna(5.6) ma posta

x=xe" (5.7)

gdzie:R jest macierz postaci:

gdzie:x, — wektor wtasny.
Wstawiapc (5.7) do (5.6) otrzymamy:

[Al -R]x,=0 (5.8)

gdziel jest macierz jednostkow, a/ jest tak zwam wartascia wiasr macierzy stanir.
Uktad (5.8) ledzie miat nietrywialne rozwizanie, gdy:



Al -R|=0 (5.9)

Liniowy ukfad jednorodny postaci (5.6) ze stahaciera wspotczynnikow jest stateczny
w sensie Lapunowa, gdy wszystkie wacdiowtasneA; macierzy stanu majniedodatnie a&ci
rzeczywiste:

ReA <0, i=12,.n (5.10)

a wartgciom wilasnym o zerowych egiach rzeczywistych odpowiadajproste dzielniki
elementarne.

MacierzR ma w ogolnym przypadku wymiar x n, wigc po rozwingciu wyznacznika
(5.9) otrzymamy réwnanie algebraicznéego stopnia wzghem A, czyli kazda ze skladowych
wektorax bedzie zawierata w ogolnym przypadkuskiadnikow. Jeeli wszystkie wartéci A s3
rézne, to np. wspoétnax wektora stanx bedzie rowna:

=

X =%+ x '+ .+ x &= S X€ (5.11)
=1

Wielkosci A; moga by¢ rzeczywiste lub parami zespolone. Przyktadowzelje
A =¢ -ily, oraz A, =&, i, (5.12)
gdzie:
§=6u=ReA =Rel .y, 7 == Imh = Iy i=y-
to odpowiednie sktadnikk map post&:
X; ek = X éjt(cosqj t isim l) (5.13a)
oraz:
)gjﬂe(fmﬂ@m)t — )6+léj[ﬁ(cog7j t |S|n7J 1) (513b)

W teorii réwna rozniczkowych jest dowiedzioneze jezeli dwie funkcje §
rozwiazaniami réwnania mhiczkowego liniowego, to ich dowolna kombinacjaidina tez jest
rozwiazaniem tego rownania, a¢ei wyrazenia (5.11) mogby¢ przedstawione np. w postaci:

efim(acosqj t+ bsimj_t)z &"A sir‘qi t Y) (5.14)
gdzie wielkdci a, b, Ai Y sa nowymi statymi bezwymiarowymi zagtujacymi statex; i x,, ,
przy czym:
A=+a’+b’ oraz Y =arctan(b/a)

Wartas¢ w nawiasach (5.13), (5.143 ekresowymi funkcjami czadii przy czym okres:

T, =2mln,, (5.14a)
a CZStac:

f,=1/T, =n, /121 (5.14hb)

W przypadku istnienia wielokrotnych waftd A;, postd wyrazenia (5.11) ulega
odpowiedniej zmianie, np.,4eli A, = A,, to (5.11) przybiera form

X = (X, + X, 1) €+ ) & +..+ x & (5.15)

Kazdej wartdci A; odpowiada wgc okrelony charakter ruchu (rogoy lub malejcy,
oscylacyjny lub monotoniczny) oraz okleny zbior skitadowych wektorag, czyli tak zwana
post& ruchu.
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Dla kazdej zn wartasci wiasnych; mazna okrali¢ stosunekn-1 sktadowychx,; don-tej,
czyli tak zwane sktadowe unormowane wektora wiasnggodpowiadaicego wartéci wiasnej
A

Przyktadowo, wstawiag w (5.9) x =x =1 i rozwigzujac dla A =Am, otrzymamy
nastpujaca posta& wektora wiasneggom, 0 skladowych unormowanych wegem x, :

335 %), )] e

przy czym zespolonym wakcom A, w ogolnym przypadku odpowiadagespolone wartei
sktadowych.

Aby okreli¢ ogllm post&g ruchdow wiasnych (np. samolotu po zaburzeniu lotu
ustalonego), naly wyznaczy wektory wiasnexq dla wszystkichn wartasci wiasnych 4;,
a nasgpnie znajc zaburzenia poakowe wyznaczy n wartasci wektora stanw.

5.3. Linearyzacja rownan ruchu wzgledem matych zaburzé lotu ustalonego [92]

W wielu praktycznie spotykanych przypadkach lotmsbtu, np. wejcie w podmuch,
a take do celéw badania stateczoip wystarczy rozpatrywaruch samolotu w wyniku matych
zakléceh jednostajnego lotu prostoliniowego.

Oznaczajc indeksem ,1” wielké¢ przed zaktoceniem, a maalitera maty przyrost tej
wielkosci, chwilowe wartéci parametrow lotu mma wyrazé w postaci:

U=U,+dU, V=V +dv, W= W+ dW
P=P+dP, Q=Q+dQ R R dR (5.17)
0=0,+dO, ®=0,+dd

oraz r@niczki:

du=u,..,dR=r,....db=¢,.d=7F
: : . . (5.18)
du =q,...,dR=1,..,.db=¢,.. .=
Pamkttajac, ze dla matych ktow ¢: sing = ¢, cosgp = 1 otrzymamy:
sin® = sin@®, +¢ ) sinb, +¢ co9, (5.19)
cos® = cosP, +¢ Y1 co®,-¢ sip, '
Gdy lot ustalony jest prostoliniowym ruchem jedr@grsym:
P=Q=R=0, ¥,=0, L=M=N=0 (5.20)
oraz na mocy (3.6):
X, = mgsin®,
Y, = —mgcosO, sind, (5.21)

Z, =—-mgcosO, cospb,

Zapisupc pochodne aerodynamiczne w s&pony sposob:



OX oy Moy Ny, (5.22)
EY OR x,

oraz uwzgtdniajac (5.17) — (5.20) i pomijag mate drugiego i wyszych rzdow, np.:uv, pg,
rd¢, ogélne rownania (4.17) ruchu samolotuzme zapis& w nastpujacej zlinearyzowanej
formie:

m(u+Wa- V- X - Xv X w X p Xd§ X nfgoso, = C
m(v+Ur-Wp-Yu Yv Yw Y P Yq, %r

+mgd s@®, sfh-m@ cBs abs= O
m(w+Vp-Ug-Zuw Zv Zw Zp Z9 Z¥

+mgJ cosP, sir®,— mg co®, sip,= 0
Lp-l,d-1J-Lpy-Ly-Lw-L p-Lg-Lr=0
L,g=1)-M W-Mp-My-Mw-M p-Mg-Mr=0
lr=1 p-1 g-Ny-Ny-Nw- N p- Na N~O
$ —qcosd, +r sind, = 0
$cosO, - p coH,—q si®, siP,—rcosh, simM,= 0

(5.23)

Zwiazki (5.23) twora uktad égmiu liniowych rowna rézniczkowych zwyczajnych o
statych wspétczynnikach. Niewiadomymi funkcjami g, v, w, p, g, r, 7, ¢.

Zgodnie z przytoczappowyzej definicp statecznéci w sensie Lapunowa, ukiad rowna
opisupcy zaburzony lot samolotu (5.23) jest niestatecipgli przynajmniej jedno z rozwkan
jest niestateczne, czylijeli chocia jedna warté¢ wiasnaA; ma dodatri czes¢ rzeczywist,
nawet dowolnie mat W praktyce spetnienie warunku statecmid.apunowa mge okaza si¢
trudne lub niemgiwe, a czsto take niepotrzebne, albowiem w przypadku gdy wzrostizzd
lotu jest na tyle wolnyze pilot zdizy to zauway¢ i przeciwdziatg, lot jest maliwy, a samolot
moze by dopuszczony do eksploatacji. Jednak zawsze, gthdykst niestateczny w sensie
Lapunowa, zachodzi koniecz§talosciowego okrélenia wszystkich warkei wkasnych.

W praktyce stosowanej w mechanice lotu waotovtasneA przedstawia gi czgsto
kreslac czsci urojone Img@) oraz cazsci rzeczywiste Rel) wartasci wkasnych dla rénych
wartasci parametruy (np. kata natarciaa), w sposob pokazany na rysunku 5.2. W wyniku
rozwiazania zlinearyzowanych wokét paenia rownowagi réwnaruchu samolotu otrzymuje
si¢ sz&¢ zespolonych wartei wikasnych oraz dwie rzeczywiste waitowltasne. Oznacza tae
po zaburzeniu lotu ustalonego samolotdde wykonywat dwa ruchy aperiodyczne
(Im(A1)=Im(A2)=0), oraz trzy ruchy oscylacyjne. Analiza rzeczstwch wartéci wtasnych
pozwala na stwierdzenigge jedna z tych warfoi wtasnych jest ujemna i odpowiada silnie
ttumionemu ruchowi przechylania samolotu. Drugazeceywistych wartéci wiasnych dla
pewnych wartéci kata natarcia przybiera wadt dodatnie. Ta wartgé witasna odpowiada
aperiodycznym ruchom odchylenia spranych z przechylaniem. Odpowiagey tej wartgci
wiasnej ruch mgna zidentyfikowd jako spiralny ruch samolotu. Dwie ngste zespolone,
sprzzone wartéci wtasneAs 4 odpowiadaj ruchowi samolotu, nazywanego holendrowaniem.
Holendrowaniem nazywamy stosunkowo powolne ruchgylasyjne samolotu poleggje na
skojarzonych z przechylaniem odchyleniaclkkAykowanie samolotu). Cztery naphe wartdci
wiasne g zespolone i parami sprone. Odpowiadajone podienym ruchom samolotu. Jedna
para pierwiastkbw ma da, ujemne warkei cze¢$ci rzeczywistej i odpowiada silnie ttumionym
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oscylacjom kta natarcia. Druga para waitd wikasnych odpowiada ruchom fugoidalnym
samolotu, czyli stabo tlumionym ruchom oscylacyjnypolegajcym na kojarzonym ze
zmianami wysokgci wahaniom pgdkosci i kata pochylenia.

. T T T T T T T Y T
[in(A4) : holendrowanie ._ j ; ; '

ruch krétkookresowy
2+ -fszbkottumione smiany k.

=

. ruch fugoidalny (wolne slabo i

natareic) - S ~
P oa=21.5

igne oscylacje)

U prmomss e e
silitie thunioene proychylanie samoloti ~

L(ruch aperiodyezny)’. . . ruch spiralfiy (aperiodyciiiy - |
= . H
=2 ruel Rrétka-ukresoﬂj' el

(szbkotlumione zmiany kgta natarcia)

lolendrowaitie

-1.2 -0.8 -0.4 0 0.4

Rys. 5.2. Klasyczna analiza statec@ialynamicznej samolotu

Ze wzgkdu na to,ze dla ktéw natarciaa>21.5 pojawiaj sie dodatnie rzeczywiste
czeSci wartasici wkasnych rozwgzania uktadu réwna opisupcych zaburzony od potenia
rownowagi ruch samolotu, uktad ten (w przedzial®w natarcia wikszych ni 21.5) jest w
sensie Lapunowa niestateczny.

Opisana powjej metoda badania stateczoiodynamicznej samolotu byla wystarcas
w przypadku analizy wiasgoi ruchu samolotow konwencjonalnych. Pojawienigssimolotéw
supermanewrowych magych przez dhaszy okres czasu operoiwaa duych i nadkrytycznych
katach natarcia stworzylo potrzghkanalizy ich wilasnéi dynamicznych w calym zakresie
uzytkowym, w tym na zakresie nadkrytycznycftdw natarcia. Nie magby¢ w tym przypadku
stosowane dobrze opracowane metody analizy modébeejwzgédu na silma nieliniowosé
rownai opisupcych dynamik lotu). Pojawita si potrzeba opracowania nowej metody badania
statecznéci ruchu samolotu uniiwiajaca badanie jego wiasém dynamicznych w catym
zakresie gytkowych lkatow natarcia (islizgu). Taka metogl jest zaproponowana w latach
osiemdziesitych ubiegtego wieku metoda kontynuacyjna opartéeark bifurkacji i teort
uktadoéw dynamicznych.

Pierwsze prace publikowane w ogolnodpsij literaturze swiatowej dotycace
bifurkacyjnej analizy dynamiki lotu samolotu pojdyvisic na pocatku lat osiemdziestych.
Dotyczyly gtownie problemow niestatecZeo oscylacji typu wing-rock, niestateczud
spiralnej, wprowadzenia w korkag i dynamiki ptaskiego korkoggu oraz problemow
aerospgzystaosci. Przegdd prac dotycacych tego zagadnienia zamieszczony zostat wepiest
pracy. Dynamika lotéw sterowanych nazglch okotokrytycznych i nadkrytycznychatach
natarcia jest stosunkowo mipddziedzipa mechaniki lotu. Analiza cytowanej literatury
wykazuje, ze zastosowanie teorii bifurkacji do badania osotdov lotu na nadkrytycznych
katach natarcia jest wysoce wydajnym nr@zem, pozwalacym na efektywne badanie
dynamiki lotu samolotow supermanewrowych.
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5.4. Globalna analiza stateczrizi potozen rownowagi samolotu

Ruch samolotu opisywany jest za pomocktadu silnie nieliniowych réwna
rozniczkowych zwyczajnych. Dla klasycznego modelu dleztalcalnego samolotu z
ruchomymi powierzchniami sterowymi réwnania ructane § zaleznosciami (4.17).

Teoria uktadow dynamicznych pozwala na aratzzwiazan uktadu silnie nieliniowych
rownax rézniczkowych zwyczajnych opisagych ruch samolotu w zaieosci od powolnych
zmian parametrow (tzw. parametrow bifurkacyjnycWy. przypadku analizy dynamiki lotu
samolotu przyjmuje gj ze parametrem bifurkacyjnym jest sktadowa wektoeaostania (np. &
wychylenia lotekd).W teorii uktadoéw dynamicznych pierwszym krokiemadizy nieliniowego
uktadu réwna rézniczkowych jest ocena statecZnpstandw ustalonych uktadu réwna

d
< =T (eu() (5.24)

przy czym wektor stanu jest dany zalescia:
x=[UV,W,P,QR¥Y O ®, X,y 4 (5.25)

wektor sterowania jest rowny:
.
u=[d & 9 @ @, T] (5.26)

Przygto, ze odchylenia wektora gju @ sprzzone z wychyleniami steru wysod@ |
steru kierunku w taki sposébe odchylenia teasproporcjonalne do wychyhesterow. Zataono,
ze zakres odchylenia wektoragiu mieci sic w przedzialet35°. Sktadowe funkcji wektorowe;j
f dane g zaleznosciami (4.17).

Stan ustalony jest wyznaczony poprzez przyrowndaieera pochodnych i rozgzanie
uktadu réwna algebraicznych:

f(x,u(t))=0 (5.27)

Na podstawie twierdzenia Hartmana-Grobmanamactwierdz, ze lokalna stateczié
jest zdeterminowana poprzez wyznaczenie wartovtasnych zlinearyzowanego wokot
potozenia rownowagi uktadu #diczkowych réwna ruchu (np. str. 234 w pracy Wigginsa
[163]). Jeeli chocia jedna z wartéci wkasnych ma dodatmiczesé rzeczywiss, wowczas
potozenie réwnowagi jest niestateczne. Ma udowodni, ze jezeli zlinearyzowany ukfad
rownai jest nieosobliwy, wéwczas stan ustalony systemnadycznego jest ggta funkcja
parametrOw stanu. Zatem stany ustalone rdédwaopisupcych ruch statku powietrznega s
ciagtymi funkcjami wychylé powierzchni sterowych. Zmiany stateczciovystapia wtedy, gdy
przynajmniej jedna z warfoi wilasnych zlinearyzowanego ukiadu rowinauchu statku
powietrznego zmieni swoéj znak. Zmiany stategznstanu ustalonego prowaddo jakgciowo
réznej odpowiedzi systemu § gwane bifurkacjami. Granice stateczcianog by¢ wyznaczone
poprzez poszukiwanie stanOw ustalonych posiggah przynajmniej jednwartaé¢ wiasm z
Zerowy CzescCia rzeczywish.

5.4.1. Numeryczne metody teorii bifurkaciji

Metody numeryczne stgce do rozwizywania probleméw bifurkacyjnych pojawityesi
stosunkowo niedawno i stanawizupetnienie analitycznych agnig¢ w tej dziedzinie. Ména
wyrozni¢ nastpujace podstawowe trud§aoi, napotykane przy stosowaniu tych metod:
a) numeryczne niestabilfm zwiazane z obliczeniami w bliskim otoczeniu punktowbiacii;
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b) problemy zwizane z parametryzacjw sasiedztwie punktéw bifurkacji i punktow
granicznych
c) konstrukcje gaki bifurkacyjnych;
d) ustalenie, czy bifurkacja rzeczyeaie zachodzi;
e) problemy zwgzane ze zbiaoscia metody Newtona w punktach osobliwych.
Jak ju wspomniano, teoria bifurkacji nieliniowych rowhaozniczkowych zwyczajnych
zajmuje s¢ uktadem réwna rézniczkowych pierwszego ¢du:

%ﬂ(x,u), xOoO", pOO™, (5.28)

zaleenym od wektora parametrow i opisupcym ruch uktadu dynamicznego mwymiarowej
przestrzeni euklidesowgj". Zaktadamy przy tymze opisany réwnaniami (4.17), (5.24), czy te
5.28) uktad rowna rozniczkowych ma asymptotycznie stabilne rogzanie stacjonarn&=0.
Oznacza toze dla wszystkickx(0) nalezacych do tego otoczenia spetniorewgarunki:
a) trajektoriax(t) spetnia warunekx(t)(e dla t>0

Rozwigzanie problemu polega na znalezieniu odpowiedzi pgtanie, jak zmiana
parametryuJu wptynie lokalnie na otoczenie punkke0. Ze wzgtdu na toze dla wszystkich
L spetnione jest rownanie:

f (O,u) =0, (5.29)
rownanie to ména zapisaw postaci:

x(t) =H x+f(x, 1), (5.30)

przy czymH, =D, f (0, ,u) jest kwadratow macierz charakterystyczno elementach danych
rownaniem:

_o1,(0.1)
[H.], = rvt (5.31)

J

a nieliniowa funkcja wektorowa f spetnia warunki:
f(o,u4)=0, D, f(0u)=0. (5.32)

W procesie badania statecZoiostacjonarnego rozwaania rownania (5.28)x€0) ma
zastosowanie przytoczone twierdzenie Hartmana-GaolainStanowi onaze jezeli wszystkie
wartcsci wtasne macierzy charakterystyczej zlinearyzowanego uktadu (5.30pdew lewej
potptaszczynie zespolonej, tj.:

Re(A;)< 0, dlaj=1,2,3,...n (5.33)

to wéwczas istnieje pewnaagta, homomorficzna transformacja zmiennych sprowpada
lokalnie nieliniowy ukfad rowna (5.40) do uktadu liniowego. Oznacza #e, jezeli stacjonarne
rozwiazanie zlinearyzowanego ukladu rouingest asymptotycznie stateczne, to rownie



stateczne jest rozwzanie ukladu nieliniowego. Z twierdzenia Hartmanaf@nana wynika
rowniez, ze kada jak@ciowa zmiana charakteru rozwen ukladu nieliniowych rowna
opisupcych uktad dynamiczny jest wskazywana przez pojawiest zerowych czsci
rzeczywistych wartai wtasnych macierzy charakterystyczhj uktadu zlinearyzowanego.

W celu przyblkenia tematyki zostanie rozawiane zadanie wyznaczenia punktow
(potozen) réwnowagi. Sprowadza ¢siono do rozwizania uktadu rowna algebraicznych
nieliniowych:

gdzie xOO", xO0*. Ogodlnie rzecz biac, uktad réwna (5.34) mae mig wiele rozwazan,
mo to by rozwiagzania izolowane i na koniec m® ich nie by wcale. Niestety, nie istnieje
teoria, na podstawie ktorej rma bytoby ustali, z ktorym przypadkiem mamy do czynienia.
Dlatego te zagadnienie to nie nalg do fatwych, poniewaprzy wyciu metod numerycznych
ciagle jest aktualne pytanie, czyzjuwszystkie rozwizania zostaty znalezione. Spadd wielu
metod, w przypadku gdy funkcjesd gtadkie, najcgsciej stosowana jest metoda Newtona.

Rys. 5.3 Okno dialogowe programu XPPAut

W chwili obecnej dosgpnych jest kilkangcie pakietow programéw komputerowych
przeznaczonych do analizy nieliniowych uktadéw dwinych. Najbardziej znanym (i
zarazem najbardziej wszechstronnym) programem k@npuym przeznaczonym do
bifurkacyjnej analizy nieliniowych uktadow dynamiozrh jest opracowany w Concordia
University, w zespole prof. Euzebiusa Doedla, palidTO°®. Opis tego pakietu nina znalé¢
w pacy [24]. Dos{pna jest przy tym wersja podstawowa AUTO97 (kodidtowy pakietu jest
napisany w¢gzyku FORTRAN), oraz wersja AUTO2000 (kadddtowy napisany wegzyku C).
Oba pakiety AUTO pracuajw srodowisku systemu operacyjnego UNIX. Zatem koraysta
nich wymaga dosgpu do stacji roboczych (np. SUN). Ostatnio ukazatgednak wersja pakietu
AUTO pracujca wsrodowisku WINDOWS (od wersji 96 po XP)Obszerny opis tego pakietu,

® Przeghd dostpnych na rynku pakietéw komputerowych przeznaczbmjaanalizy bifurkacyjnej uktadéw
dynamicznych mzna znalé¢ na stronie internetowdittp://www.enm.bris.ac.uk/staff/hinke/dss/?indemht
Strona zawiera tale adresy dogpu do wielu opisanych tam pakietéw.

® pakiet jest produktem typu ,freeware” i jest ogéldostpny pod adresem internetowym:
http://indy.cs.concordia.ca/auto/

" Program ten jest rownigroduktem typu ,freeware” i mma go pobraze strony internetowej:
http://www.math.pitt.edu/~bard/xpp/xpp.html
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wraz z instrukej znajduje si w podeczniku prof. Barda Ermentrout'&imulating, analyzing,
and animating dynamical systems. A guide to XPPfddTesearchers and studentf35].

Istnieje take pakiet programéw komputerowych (opisany w prgdé]), opracowany
przez prof. M. Gomana i dr. A. Khramtsovskiego, ydedvany specjalnie bifurkacyjnej analizie
dynamiki sterowanego lotu samolotu.

W pracy do analizy nieliniowych réwnhapisupcych dynamik lotu zastosowano pakiet
XPPAut, stanowicego pracujca w srodowisku WINDOWS XP wergj Unixowego pakietu
AUTO98. Program AUTO (lub jego wersja XPPAut pracaj wsrodowisku Windows) pozwala
na numeryczpanaliz rozwiazan ukladu réwna rézniczkowych typu (4.16, 4.17) w zaleosci
od zmian parametru bifurkacyjnego (w przypadku gegcy — zmian skiadowych wektora
sterowania). Program oblicza stany ustalone razwic numerycznie réwnania typu (5.28) w
zalenosci od zmian parametru bifurkacyjnego, analizujetestand¢é standw ustalonych
numerycznie linearyzag rownania ruchu w punktach réwnowagi, wyszykufetiiacje, okréla
ich typ, a take znajduje orbity okresowe, podajich amplitudy. Przyktadowe okno dialogowe
programu przedstawia rysunek 5.3.

5.4.2. Metodyka bada bifurkacyjnych nieliniowych zagadnien dynamiki lotu

Biorac pod uwag, doswiadczenia wielu bada(bazupcych na analizie bifurkacyjnej i
technice kontynuacyjnej) sformutowano rg@sijacy, trojstopniowy schemat badaieliniowego
ruchu samolotu.

1. Podczas pierwszego kroku ustakaweszystkie parametry systemu. Zasadniczym zadaniem
jest zbadanie wszystkich mavych stanéw réwnowagi i orbit okresowych, orazakra ich
lokalnej stateczriei. Badanie to powinno liybardzo doktadne. W efekcie petlich bada
powinna zosta ustalona globalna struktura przestrzeni stanu (oprtrety fazowe)
wszystkich odkrytych atraktorow (stanow ustalonyickamknitych orbit). Przyblkone
graficzne reprezentacje oblicz@dgrywaj tu wazna rolg, pozwalagc na diagnozowanie
otrzymanych wynikow.

2. Podczas drugiego kroku, na podstawie informaawolucji portretow fazowych wraz ze
zmiarg parametrow, przewidywane jest zachowanig sistemu. Nagpnie, w oparciu
o wiedz o typie wystpujacych bifurkacji oraz bigcej pozycji parametrow systemu
w odniesieniu do obszarow statecznych przewidywjase dalsze zachowaniegsstatku
powietrznego. Dla tych analiz i prognoz istotngtakze informacje o zakresach zmian
parametrow. Obserwowaneg dakze szybsze zmiany parametrow ic¢lkgze ranice
pomidzy stanami ustalonymi a przejowymi.

3. Trzeci krok polega na symulacji numerycznej, palzgce] na weryfikagj
przewidywanego zachowania ¢sistatku powietrznego. Otrzymywanea sprzebiegi
charakterystyk przégiowych systemu dla dych zmian parametrow stanu, przy zmianie
parametrow systemu.

W oparciu o dane samolotu F-16A oraz réwnania rugfredstawione zateosciami
(4.16) i (4.17), wykorzystar pakiet XPPAut wykonano cykl oblicagpozwalajcych na oceg
statecznéci standw ustalonych samolotu.

Ze wzgkdu na to,ze parametr bifurkacyjny jest wektorem sterowaniaszeciu
sktadowych (wychylenia steru wysdlap, steru kierunku, lotek, waré wektora cagu, oraz
katy odchylenia wektora ggu w ptaszczinie poziomej i pionowej), badania stanow ustalonych
przeprowadzono wg nagtujacej procedury:

- ustalane swszystkie wartéci wektora sterowania za vwagkiem jednej;

- dokonywane s obliczenia w przedziale od minimalnej do maksyreplwartgci tej
sktadowej, ktéra zostata uzmienniona;

- w podobny sposob przeprowadza sbliczenia dla pozostatych skladowych wektora
sterowania;
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- otrzymuje st w ten sposob obraz wszystkich standéw ustalonya guasi-ustalonych)
ruchu samolotu.

W literaturze angielskiej ten proces obliszekreslany bywa terminem ,global analysis”
(por. prace: [46, 49, 55, 66, 88, 90, 94]. Dlatégjotego rodzaju analiza lotu samolotedbhie
nazywana ,globalp analizy potazen rownowagi”. Oczywdcie ,klasyczne stany” okéjace
statecznéci ustalonego prostoliniowego lotu samolotujednym z punktéw wyznaczanych w
trakcie globalnej analizy stateczco potazen rownowagi, i w tym sensie analiza ta jest
uogolnieniem klasycznej analizy statecaigamolotu.

Przyktadowe wyniki oblicze przedstawiono na rys. 5.4. Rysunek ten przedstataiay
ustalone i quasi-ustalone w funkcji wychyletek &, i steru kierunkwy. Okrelenie ,stan quasi-
ustalony” oznacza warunki lotu w czasie wykonywamanewrow ze statymi padkosciami
katowymi. Linie pogrubione odpowiadgjstatecznym stanom ustalonym. Wacio katow
wychylenia steréw w stopniach, golkos¢ katowa P w [deg/s]. Obliczenia wykonano dla
samolotu F-18.

Rys. 5.4 Stany quasi-ustalone dlamgch lkatéw wychylenia steru kierunku i lotek.

Rysunek 5.5 przedstawia analigtan6w ustalonych dla zdych wartdci kata natarcia
samolotu w funkcji zmian parametru bifurkacyjnegav-tym przypadku &a wychylenia steru
wysokaci. Widoczne jest kilka gaki rozwiazan. Gahz 1 odpowiada ,klasycznym” stanom
ustalonym lotu prostoliniowego ze stadredkoscia. Przedstawione na niej stany rownowagi s
stateczne. Dla warfoi kata wychylenia steru wysokoi 8, =10° (odpowiadajcy tej wartgci d,,
kat natarciaa=18,6) pojawia s¢ bifurkacja Hopfa, a zatem dla gkiszych wartéci kata
wychylenia steru wysokgi | wyzszych wartéci kata natarcian pojawia s¢ cykl graniczny
(okresowa galz 1) odpowiadajcy oscylacjom typu ,wing rock”. Pogikowo orbity oscylacji
niestateczne (dla 186a <22,8), potem pojawia sistateczny cykl graniczy, by naphie, dla
wartasci kata natarcian>34,8 przepé¢ z powrotem w cykl niestateczny.

Pozostate stany ustalone to inne warunki rownowghtfiwnie odpowiadagce r@&nym
stanom korkoaigu). Gahz 4 odpowiada warunkom lotu na bardzozyktth, nadkrytycznych
katach natarcia ¢sto migdzy innymi warunki pangpe w trakcie wykonywania manewru
Kobra).
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Rys. 5.5 Przykiad globalnej analizy statecmi@amolotu F-16

Poniej zostan przedstawione przyktadowe wyniki globalnej analimozen rownowagi
samolotu (na przyktadzie danych samolotu F-16A).

5.4.3. Bifurkacyjna analiza granicznych stanow lotu
W przypadku, gdy rozwania dotyczace globalnej analizy obszaréw eksploatacyjnych
stanéw lotu samolotu zostarsprowadzone do analizy wspoéizaiesci katdbw natarciaa i

wielkosci wektora pedkosci katowej samolotu Q = P?+Q°+ R mazna zauwayé, ze

krytyczne stany lotu samolotu znajsie w dwu obszarach — obszarze beczki bezwigtlowej i
obszarze korkoggu (rys. 5.6) (por. Goman, Zagainov, KhramtovskyjJ49
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;';;ii‘z.‘“mu § %
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obszar
normalnej
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Rys. 5. 6 Obszary krytycznych stanéw laxf(a)

Samolot wprowadzony jest w obszar beczki bezwit&ciowe] w momencie utraty stateczco
przechylania. Ta utrata stateczoiomaoze mi& charakter tagodny lub gwattowny, &zauch
samolotu po jej utracie me by sterowalny lub niesterowalny. Sytuacja takazenek zdarzy



np. podczas niesymetrycznego pragniccia skrzydet lub w trakcie manewrow wykonywanych
z duzymi predkosciami katowymi przechylania. Obszar ten obejmuje stany Weykonywane na
superkrytycznych wartgiach parametrow stanu (w szczegdmaluwzych katach natarcia oraz
znacznych pdkosciach latowych przechylania samolotu). W umownym obszareezki
bezwladnéciowe] znajdowa sig moze take beczka autorotacyjna, lubztenieoczekiwana
odpowied na impuls sterowania (np. rewers lotek).

Drugi obszar krytycznych stanow lotu dotyczy okaigicznych i nadkrytycznychatow
natarcia oraz diych predkosci katowych samolotu. Zostat on nazwany obszarem koskgev.
Podatné¢ samolotu na wtargetie na zakresy krytycznych stanéw lotu, odpéénma wygcie z
zakreséw krytycznych oraz analiza sposobow stetop@zwalagcych na wyprowadzenie z
obszaréw krytycznych, to jedne z najistotniejszyafjadnié bezpieczastwa lotu.

Istnieje wiele form utraty stateczéw lotu (zaréwno podinej jak bocznej). Wikszai¢ z
nich jestscisle zwiazana z pajciem przecignigcia samolotu (por. [47]). Mma tu wymient
migdzy innymi:

nagte zwekszenie kta natarcia (“pochwycenie samolotu”) zdaszaj st na umiarkowanych
i duzych katach natarcia, ktdre spowodowane jest nielinigmiep charakterystyki momentu
pochylapcego;

ruch o charakterze cyklu granicznego, poleggjna samowzbudnych oscylacjachtek
pochylania samolotu, ktore wypuja na duych katach natarcia i & spowodowane
rozwojem oderwania strumienia na elementach ptaaowctzw. “brykanie samolotu”,
angielskie okréenie — “bucking”;

petne obroty w ruchu pochylgym — tzw. “koziotkowanie”, angielskie oldlenie —
“tumbling”;

rozbiezne (aperiodyczne) zwekszanie Kta przechylenia — tzw. “zwalenie na skrzydto”,
angielskie okréenie — “wing drop” lub “roll off”, lub rosyjskie kreslenie — “waliezka”.
Ruch ten jest powodowany asymetrycznym momentenecpgtapcym powstajcym na
skutek asymetrycznego oderwanie przeptywu na skaeicl

rozbiezne (aperiodyczne) zwkszanie kta slizgu — tzw. ‘$cinanie nosa” lub “zerwane
odchylanie”, angielskie okékenie — “nose slice” lub “yaw off”. Ruch taki jespowodowany
aperiodycza niestatecznizia odchylania, lub pojawieniem ¢si asymetrycznego
odchylapcego momentu aerodynamicznego;

ruchy oscylacyjne polegaje na przechyleniach samolotu skojarzonych z odcigi,
wystepujace na daych katach natarcia — tzw. “kotysanie skrzydel”, anietskikrelenie —
“wing rock”;

utrata stateczr$oi ruchu spowodowana dziataniem pilota, np. podgaasby stabilizacji
wysokasci lotu, czy te podczassledzenia celu. $to tzw. ,oscylacje wzbudzane przez
pilota”, angielskie okrdenie — “PIO” (pilot induced oscilations).

Oprocz przytoczonych povirgj “zargonowych” okrélen niestatecznixi lotu
wystepujacych na daych katach natarcia, w dynamice lotu stosowange takze bardziej
precyzyjne definicje pozwalkgje na opis zachowaniagssamolotu po przegjnieciu. S to
okreslenia: wirowanie po przeggnigciu, korkocag oraz gtbokie przecigniccie.

Wirowanie po przeagnieciu jest przejciowym ruchem samolotu poprzedgmajm
.,fozwiniecie” si¢ korkochgu. Korkochg jest stanem lotu oraz autorotacyjfigura akrobacji
lotniczej, w przebiegu ktérej kadtub samolotu wykfn obrét po linii sSrubowej w dot. W
korkociagu skrzydta znajduajsie na zakresie nadkrytycznychtlw natarcia (nagpuje na nich
zerwanie strug). W trakcie wykonywania tej figurkr@bacji nasipuje znaczna utrata
wysokasci. Os, wokot ktérej obraca sisamolot, znajduje sinajczsciej przed dziobem i jest
zwrocona w kierunku, w ktorym wykonywany jest kockm. Pojedynczy, petny obrot wokot tej
osi, hazywany jest zwitk Korkociag maze przyjmowa najré&znorodniejsze postacie. Me by
ustalony lub nieustalony, ptaski lub stromy, prodtp odwrécony. Ponadto korkag
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nieustalony mge odbywa si¢ przy regularnych lub nieregularnych oscylacjachapeetrow
lotu.

Przecagnigciu samolotu nie towarzysaobroty, z& jego przebieg zaky w duzej mierze
od typu samolotu, na ktérym nagtije — w tym, od ksztattu biegunowej (lub nielinigvczsci
charakterystyki &=f(a)). W przypadku gwattownego przebiegu pragoiccia spowodowanego
najczsciej ostrym zatamaniem charakterystyki,(@ po przekroczeniu krytycznegoati
natarcia, mee wystpi¢ trudna do skompensowania sterami tendencja doclpylania st
samolotu na skrzydto. Poniewawykle oderwanie strug napuje niesymetrycznie (na jednym
skrzydle nieco wczmiej niz na drugim) ptatowiec zwala ¢sina skrzydto, co przy braku
wiasciwe] reakcji pilota powoduje wajie w korkocag. W miak zblizania s¢ do pedkosci
przecagniccia, stery trag swa efektywna¢, w wyniku czego mize wystpi¢ — w zalenosci od
przebiegu przeggniecia — czs$ciowa lub catkowita utrata sterowst samolotu. Wpadgcie w
korkociag maze réwnie: nastpié, jesli przecigniecie nasipi w przechyleniu (np. w momencie
wykonywania zakgtu). Dlatego istotne jest zachowanie stosownegommad prdkosci w
zakrcie, co jest szczegolnie wrze w warunkach turbulencji, kiedy to, przy niezashaiu
zapasu mdkaosci, nagly powiew wiatru mge spowodowa utrat: sity nasnej na wewrtrznym
skrzydle, czego wynikiemghlzie korkocag. Zaobserwowano tak przypadki utraty stateczéw
i sterowndci samolotu spowodowane duni predkosciami katowymi przechylania. Zjawisko to
jest okrdélane mianem problemu sgEn bezwitadnéciowych przechylania. Jest ono
szczegOlnie niebezpieczne dla samolotéw madickowych charakteryzagych sg wydtuzona
elipsoidy bezwiladnéci oraz dua boczr statecznécia aerodynamiczn i wystkpuje w
przypadku zaistnienia istotnych sgren ruchow bocznych z podiaymi. Zjawisko to jest
nazywane szybk beczk bezwiladnéciowa lub autorotacyjnym obrotem samolotu. Tor lotu
samolotu w przypadku wygtienia niestateczioi tego typu jest w przybieniu poziomy z&
kat natarcia jest mniejszy od krytycznego. Charakiehu samolotu jest zklbny do obrotéw w
nieustalonym korkoggu, z& samolot nie reaguje na proby przeciwdziatania immno
wychyleniami lotek i steru wysokoi. Zaréwno korkocag, jak i szybka beczka
bezwladnéciowa, g autorotacyjnymi ruchami samolotu. Eica polega na tdej naturze
momentéw podtrzymagych ten ruch.

Wszystkie typy opisanych powigj ruchow samolotuaswynikiem cech jaké&ciowych
réwnai algebraiczno - riniczkowych opisujcych ruch samolotu, tj. #he stany ustalone ruchu
samolotu oraz wyspujace bifurkacje zmieniajwarunki stateczriwi samolotu.

Bifurkacyjna analiza podtgnego ruchu samolotu

Wzajemne oddziatywanie posatizy ruchami fugoidalnymi a zmianamatl natarcia
bardziej znacxe podczas lotu z matymi qatkosciami. W tym przypadku die zmiany kta
natarcia mog by¢ spowodowane zaburzeniami toru lotu.

Obszar przyeigania dla zakresu ¢dokiego przeeagnigcia dynamicznego jest w
ogolnym przypadku znacznie bardziej zday, w poréwnaniu z przeanalizowanym pa)i
przypadkiem. W celu biszej analizy wzajemnego oddziatywania ruchéw fuglyich z ruchami
krotkookresowymi, uktad autonomicznych, nieliniolmyzwyczajnych rownarézniczkowych
(4.16 1 4.17) uprécic mazna do uktadu opisagego jedynie ruch ptaski samolotu. Oznaczaedo,

wektor stanu zredukowany zostanie do postaci;[U W Q G]T, a:arctar(U NV)8.

8 Rownania ruchu uktadu (4.16) i (4.17) dla czterowgmwego przypadku przyppposta:
U :—QW+[qS( G.sina- Gcoxr)+ % @ XJ,~ m@ird+ ;Ij /' m
W:QU+[—qS( G.sina+ G,coxr)+ Z @ Z0,+ MEo® cod+ ;Ij /

Q=[ase{ G, (@.h)+ G W v+ ¢ & Q2 Y+ Gof+ M/ 3
6

(5.35)



Zaktadamy przy tymze zakres zmian warloi katow a oraz© nalery do przedziatu [7 73.
Uproszczenie takie pozwala na analibszaru stateczia dla wektora stanu czwartegogdz,
co z kolei umaliwia zastosowanie dwuwymiarowych przekrojéw preeshi stanu - co w
znaczny sposoOb upraszcza amalibzwiazan (por. [114]). Rysunek 5.7 przedstawia portret
fazowy obrazujcy zmiany pedkosci katowe] pochylania w funkcji #a natarcia. Na rysunku
tym zakreskowano obszar przygania dla zakresu krytycznych parametrow lotu: kigjb
beczki bezwladn@iowej i gkbokiego przeecigniccia dynamicznego. Linia Wprzedstawia
portret fazowy Q=f§) rozwiazar uproszczonego uktadu rowing.35). Przedziad; odpowiada
statecznym potaeniom rownowagi samolotu na matycité&ch natarcia, przedziab odpowiada
zakresowi utraty stateczém podiuznej na daych, okotokrytycznych #&ach natarcia
(odpowiada on zakresowi dodatniej wadiopochodnej @m/da — szkic w gornym, prawym
rogu rysunku 5.7). Przedziat; odpowiada statecznym patniom réwnowagi na gboko
nadkrytycznych ktach natarcia. Taki przebieg zmian stateéznojest zwazany z
charakterystycznym ,tkoksztaltnym” przebiegiem funkcjC=f(a) (por. szkic tej funkciji
przedstawiony w gérnym, prawym rogu rysunku 5.7hie. W ograniczaj obszar przyeigania
atraktorow dla zakresu szybkiej beczki bezwiadiawej i gkboko nadkrytycznych dtow
natarcia (przedstawionych na rysunku 5.6).
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0 5 30 45 @[]

Rys. 5. 7 Portret fazowy dynamiki lotu w warunkagébokiego przeeigniecia dynamicznego

Przyktadowy wynik opisanej powgj dwuwymiarowej analizy rozwkan przedstawiono
na rysunku 5.8. Zobrazowano na nim dwaned przekroje obszaréw przygania na zakresie
gtebokiego przecigniecia dynamicznego, tj. w przedziale statecznych mnmarametréw lotu
a3, (rys. 5.7). Rys. 5.8 przedstawia zaburzenia wzmaynie kata pochylenia® oraz pedkosci

lotu V =+/U? +W? . Przygto, ze wartgci dwu pozostatych zmiennych starwidentyczne dla
wszystkich punktow przekroju. W pierwszym przypadkoznaczonym na rys. 5.8 litem),

przyjeto, ze kat natarcia dla stanow ustalonych jest mniejszy dykznego (punkt rownowagi
0=01), oraz pedkos¢ katowa pochylania® = 0. Drugi przypadek obliche(oznaczony na rys.
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5.8 litera b) obejmuje rejony diych nadkrytycznych &6w natarcia (punkt rownowagi = 03)
oraz zerow wartas¢ kata pochylania® = 0. W kadym punkcie rozwzanych przekrojow &
pochylenia toru lotu mima obliczy z zalencosci: y = © - a. Obszary zakreskowane defiriuj
punkty pocatkowe wefcia na zakres gbokiego przeaignigcia dynamicznego — przedziad na
rysunku 5.7. W przypadku (b) prawdopoddisievo wegcia na zakres gbokiego przecigniccia
jest znacznie wisze nk w przypadku (a). Podsumowdgj mazemy stwierdz, ze wykonanie
wielu przekrojow wielowymiarowego obszaru rozman rOwnar ruchu samolotu dostarcza
bardzo bogatych ,globalnych” informacji o dynamgaamolotu.
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Rys. 5. 8 Przekréj obszaréw sstatecgzndla warunkéw gihokiego przecigniccia dynamicznego
(a3 —narys. 5.7). (Za zgagrof. Gomana, na podstawie [46, 49])

Zasadnicz cechy analizy bifurkacyjnej jest toze nawet w przypadku aproksymacji
charakterystyk aerodynamicznych funkcjami liniowyratrzymuje s¢ dla wybranej wartéi
parametru bifurkacyjnego (npata wychylenia lotek) wiele rozwzan standéw ustalonych, takich
jak punkty rownowagi lub orbity okresowe. Dzieje tak na skutek strukturalnej nieliniokey
rownar ruchu samolotu. Analiza bifurkacyjna wszystkictargiw ustalonych, pgt¢zona z
analiz ich lokalnej i globalnej stateczém maoze wskazé na przyczyny utraty stateczun, oraz
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w wielu przypadkach wygai¢ przyczyny niejednokrotnie bardzo dziwnej reakgm®lotu na
zaburzenia ruchu.

Nalezy przy tym zauway¢, ze wspotczynniki rowna ruchu samolotu (4.16 i 4.173 s
silnie nieliniowymi funkcjami czasu. Dlategoztave wszystkich przypadkach zmniejszenia lub
utraty stateczriwi stanow ustalonych wnioski wynik@ie z asymptotycznej stabiléw
rozwiazah w sensie Lapunowa (dla— ), mog okaz& si¢ bicdne, gdy w miar uptywu
czasu zmieniaj si¢ takze wspotczynniki tych réwma Z podobnym problemem moa s¢
spotk& w przypadku zaburzenia lotu krotkotrwatymi imputgasterowania. Dlatego zeanaliza
rozwiagzah za pomog analizy bifurkacyjnej mze by bardziej spdjna w przypadku, gdy
rozwazane stany ustalone cechugic duzym marginesem asymptotycznej stabditio Nalezy
podkreli¢, ze w kazdym przypadku rozwizania numeryczne uktadu rownapisupcych ruch
samolotu stanowikoncowy etap weryfikacji analizy bifurkacyjnej.

Bifurkacyjna analiza sprezen bezwtadngéciowych

Aby zademonstrowiamazliwoséci metodyki przeprowadzono bifurkacyjmraz globala
analiz sprzzen bezwladnéciowych przechylania (szybkiej, nieustalonej beczki
bezwtadnéciowej). Rozwaono dwa przypadki. Pierwszy dotyczyt analizy rucibywapcego
sig na wysokéci H=0, przy pedkosci pocatkowej V = 250 m/s (prdkos¢ poddwigkowa).
Drugi przypadek dotyczyt analizy ruchu samolotwésgo na wysokii 20000 m, z mdkoscia
V = 760 m/s (przypadek gukosci naddwickowej). Ze wzgtdu na ré@ny charakter przebiegu
momentéw tlumicych, otrzymano w kalym z tych przypadkdéw inne postacie warunkow
rownowagi.
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Rys. 5. 9 Stany réwnowagi ¢atkosci katowej przechylanid dla ré&nych wariantéw wychylenia
steru wysokéci oy oraz lotekd, .

W pierwszym przypadkuH = 0, V = 250 m/s) wszystkie stany rownowagi twprz
pojedyncze, aigte powierzchnie, cechage st kanoniczm postaci osobliwgci widoczry na
ptaskiej mapie powierzchni rownowagi otrzymanej Hiturkacyjnych parametrow sterowania
Ow, O.. Takie postacie przypomirgjopisywane w teorii katastrof osobliwm “katastrofy
wierzchotka” lub “katastrofy motyla”. Pomimo tegie teoria katastrof zostata opracowana dla
ukladéw dynamicznych typu gradientowego, opisan@i@j osobliwgci wyskpuja takze w
autonomicznych uktadach dynamicznych. MNgleprzy tym podkréi¢, ze rysunek 5.7
przedstawia ogolny schemat standéw rownowagi. Wieleprzedstawionych tam stanéw
rownowagi zaley od wychylé powierzchni sterowych. Przyktadowa pdstakich zalenaosci



zostala przedstawiona na rysunkach 5.9 oraz 5.h@liZujac te rysunki ména zauway¢, ze
wychylenia steru wysokoi do géry powoduj pojawienie si “katastrofy wierzchotka”.
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Rys. 5. 11 Stany rownowagi dlagpkosci katowej przechylania (przypadek lotu zgkoscia nadd:wiekowa)

Rysunek 5.11 przedstawia przykladowy wynik analiloju odbywagcego st z
predkoscia naddwigkowa (H = 20000 m,V= 750 m/s). Mana zauway¢ dwa ré&ne typy
subkrytycznych typéw krzywych wychoglzych z punktltR = 0, . = 0. Poruszag sk w strore
gakzi dla n > 0, natrafimy na stany “utraty sterows#ed polegapcej na tym,ze zwikszanie
momentu stergcego nie przejawia &i zwickszeniem pydkosci  katowe] samolotu
(nieoczekiwana reakcja na wychylenie lotek). Drug@zina warunkow rownowagi znajduje Si

pomigdzy prdkosciami krytycznymi P, i Pg oraz obszarem zewtnznym warunkow
rownowagi, gdzie:

_a B - [, -1
FL= -Cm' FE;: & iq=|2 IX, ir: y X
\/ Iy \f I l, I,

Mozna zauway¢, ze obroty autorotacyjne wygiuja dla n = 0, -1, -2, oraz istnigjdla
wszystkich lgtow wychylenia lotek.




6. PRZYKLADY ZASTOSOWA N TEORII BIFURKACJI DO ANALIZY PROBLEMOW
NIELINIOWEJ DYNAMIKI LOTU SAMOLOTOW SUPERMANEWROWYC H

6.1. Bifurkacyjna analiza oscylacji typu ,wing rock”

Typowym zjawiskiem wysfpujacym w trakcie lotu na diych katach natarcia jest tzw.
~wing rock” (kotysanie s} skrzydet). Jest to zjawisko samowzbudne, ktére animmwystpuje
juz na podkrytycznych #&ach natarcia, me by ze wzgédu na silnie nieliniowy charakter
zaliczane do zjawisk towarzygz/ch supermanewrowoi. Ze wzgtdu na fakt,ze ,wing rock”
jest na ogo6t zjawiskiem niebezpiecznym, celowe jggd blizsze rozpoznanie tego zjawiska.

Badania dynamiki tego ruchu podejmowane byly w wigtacach (mina tu wymient
klasyczne prace Carola i Mehry [18, 108], Jahnk@ullicka [68] oraz péniejsze badania
Liebsta [84], Mcmillana [93], Maryniaka i Pyrza [1)) Zagainova i Gomana [168]. We
wszystkich cytowanych pracach przyjmowano quagsiistame charakterystyki aerodynamiczne
samolotu. Jednak, ze wzdu na oscylacyjne zmianyata natarcia wyspujace na daych,
okotokrytycznych i nadkrytycznychakach natarcia, oczywistym jest wggbwanie zjawisk
Zwigzanych z niestacjonarfa optywu (wtym ze zjawiskami histerezy). Paoai
przedstawiono prab zastosowania niestacjonarnej aerodynamiki, opiegajst o model
ONERA gkbokiego przeaigniccia dynamicznego opisany w pracy [124]) oraz klasyc
metod; pasowd, do analizy zjawiska ,wing rock” (por. prace: [@2, 94, 101, 142]).

Pierwszym krokiem analizy ,wing rockdyto zbadanie stateczém standéw ustalonych
samolotu. Wyniki tej analizy, uzyskane w oparciudane samolotu F-16A ze skrzydiem
pasmowym, przedstawiono na rysunkach 6.1 — 6.6.

‘+ cykl graniczny —— gataz stateczna - X- -gataz niestateczna © bifurkacja Hopfa‘
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Rys. 6.1 Stany ustalone — umiarkowangy knatarciag=f(Jdy)

Stany ustalone prezentowangmzez krzywa ciagta, krzywa przerywana z ,gwiazak
odpowiada stanom nieustalonym, krzyweygée otaczajce stany nieustalone reprezeatuj
amplitudy cykli granicznych. Warunki rownowagi sdota odpowiadajce danemu wychyleniu
steru wysokéci mog by¢ okreslone poprzez wykrdenie pionowej linii odpowiadagej
danemu wychyleniu steru. Kdy punkt przecicia tej linii z krzywymi stanu ustalonego okiae
wszystkie maliwe stany ustalone samolotu. Analiza pasgych rysunkéw pozwala na
stwierdzenie,ze dla ktoéw wychylenia statecznikady wickszych od —10 stany ustaloneas
stateczne. Kty wychylenia steru wysokoi nalezace do przedzialu <-10, —13> wyznhaezaj
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obszar niestatecznych stanow ustalonych. Zmiantecztadci nastpuje na skutek dwu
bifurkacji Hopfa (dlady = -10 i &, = —13)). Bifurkacje Hopfa prowadgdo pojawienia i cykli
granicznych. Ruchy tego typu $rzedstawione na rysunkach 6.7 — 6.16. Przedgtawize
wyniki cyfrowej symulacji ruchow typu ,wing rock”.Zaburzenie ruchu polegalo na
przemieszczeniu steru wysakd od —7 do —¢. Spowodowato to przemieszczenie samolotu w
obszar niestatecznych stanéw ustalonych. Skutkego pojawity s§ stopniowo narastage
oscylacje, przechodze w cykl graniczny o okresie ok. 2,8 sekundy. @trane wyniki §
jakosciowo zgodne z wynikami uzyskanym dla samolotu FpiZedstawionymi w pracy [18,
68].
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Rys. 6.2 Stany ustalone — umiarkowantykatarciaP=f( dy)
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Rys. 6.3 Stany ustalone — umiarkowantykatarcia R=f( dy)
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\+ cykl graniczny - X- -galaz niestateczna © bifurkacja Hopfa —— gataz stateczna
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Rys. 6.6 Stany ustalone — umiarkowantylnatarcia W=f(dy)
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Rys. 6.10 Symulacja oscylacji ,wing rock” przebieg pochodnej
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Rys. 6.11 Symulacja oscylacji ,wing rock” —
przebieg kta przechylenia

150 200 250 300 350 400 450 500

100

t [s]

Rys. 6.12 Symulacja oscylacji ,wing rock” —

przebieg kta pochylenia
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Rys. 6.13 Symulacja oscylacji ,wing rock” —

przebieg kta odchylenia
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Rys. 6.14 Symulacja oscylacji ,wing rock” —

przebieg pgdkosci katowej przechylania
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Rys. 6.15 Symulacja oscylacji ,wing rock” —

przebieg pgdkosci katowej pochylania
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Rys. 6.16 Symulacja oscylacji ,wing rock” —
przebieg pgdkosci katowej odchylania

[’/s]

d gt

d wrdt [/s]

Rys. 6.18 Symulacja oscylacji ,wing rock’'mapy Poincaré

W wyniku wepcia samolotu w obszar niestatecznych standw ustelopojawity sg¢
charakterystyczne oscylacje. Oscylacje te polegi@jwnie na kotysaniu samolotu ze skrzydta na
skrzydto. Kotysania te majamplituct okoto 42 (dla kata przechylania), ©dla kata natarcia i
slizgu. Perdkos¢ lotu praktycznie jest stata. Natomiast okres gyl odpowiadajcych
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zmianom lgta pochylenia samolotu jest rowny okresowi ruchdugaoidalnych samolotu.
Oscylacje te majcharakter drgao cyklu granicznym.

Na rysunkach 6.17 i 6.18 przedstawiono mapy Poincdrzymane dla oscylacji typu
~wing rock”. Mapy te maj charakterystyczny obraz dla przebiegéw chaotydanyc

6.2. Bifurkacyjna analiza manewru Kobra

Jednym z nowych manewréw wykonywanych przez sampmadopermanewrowe jest
Kobra, ktéra w ostatnich latach budzita szerokieteaesowanie specjalistow i byta badana oraz
wykonywana na kilku samolotach wojskowych. Maneen toyt wykonywany nie tylko na
samolotach MiG-29 i Su-27, ale rownibyt badany w USA na samolocie F-16 i w Izraelu na
samolotach F-16 oraz Lavi. Rozpatrzonoz&aknaliwosci wykonania tej figury na innych
samolotach (por. [4, 7, 29, 30, 34, 61, 62, 98, 135, 138, 145, 168]).

Kobra jest wykonywana w zakresie nadkrytycznychtéw natarcia, znacznie
przekraczajcych wartdci stosowane w zwyklych warunkach eksploatacji. iRgn
przedstawiono wyniki bifurkacyjnej analizy tego neamu, a take wyniki numerycznej analizy
(na przyktadzie samolotu F-16).

Rysunki 6.19 — 6.24 przedstawiagtany ustalone podinych manewréw samolotu
mysliwskiego F-16 na umiarkowanych i Zgch katach natarcia. Stany ustalone przedstawione
na tych rysunkach ukazujwarunki rownowagi ruchu podinego i rozbienosci spiralnej.
Mozna stwierdzi, ze praktycznie dla wszystkich wychylesteru wysokéci samolot osiga
stateczne i niestateczne warunki rownowagi. Waruékinowagi dla danegoata wychylenia
steru wysokéci mazna odczytd, prowadzac pionows lini¢ reprezentujca dary wartasé
wychylenia steru; kaly punkt przecicia tej linii z krzywa standéw ustalonych okila mazliwy
do osagniccia stan ustalony lotu samolotu. Na przykiad, pwadlinia reprezentgpa kit
wychylenia steru wysokai &y =4° przecina trzy stany ustalone. Dwa z nighstateczne, jeden
jest niestateczny. Oznacza t® samolot mee osagna¢ kazdy z przedstawionych warunkéw
rownowagi. Jeden z nich oznacza warunki réwnowagistpliniowego, ustalonego lotu
poziomego P=Q=R=0). Dwa pozostate punkty réwnowagi odpowiadaprunkom wyrwania i
spirali.
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& bifurkacja typu widly O bifurkacja Hopfa

Rys. 6.19 Stany quasi ustalone — umiarkowanee daty natarcia,

a=f(daw)
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Rys. 6.20 Stany quasi - ustalone — umiarkowanee daty natarcia,
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Rys. 6.21 Stany quasi - ustalone

f(aw)
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Rys. 6.22 Stany quasi - ustalone — umiarkowaneé ¢ty natarcia,

P=f(4)
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Rys. 6.23 Stany quasi - ustalone — umiarkowanee daty natarcia,

Q=f(dw)
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Rys. 6.24 Stany quasi - ustalone — umiarkowaneé d¢aty natarcia,
R=f(Jw)

Przedziat niestatecznych stanéw ustalonychicnisic przedziale ktow wychylenia steru
wysokdaci pomidzy 20,2 a -8,8, oraz 7,2 a 12,2. Jest to wynik wyspienia czterech
bifurkacji typu Hopfa oraz bifurkacji typu widly. itirkacje te wystpuja przy nasgpujacych
wartasciach wychylenia steru wysoka: —20,5 (bifurkacja typu widty), —20,1 (bifurkacja
Hopfa), —8,8 (bifurkacja Hopfa); 7 (bifurkacja Hopfa), oraz 12}1(bifurkacja Hopfa).
Schemat manewru Kobra zostat przedstawiony na kys@r25 [137]

Rys. 6.25 Schemat manewru Kobra [137]

. Manewr jest wykonywany w kilku etapach oznaczdngchematycznie cyframi od 1 do 9.
Etap wejcia w figure oznaczony jest cyframi 1-4. Pochylenie samoloigasi120°. Etap
nastpny to ,podtrzymanie” (5-7). Etapy oznaczone cyfr&al to wypcie z figury



Z prostych rozwzan wynika, ze wykonanie manewru Kobra bez zmiany wysakdotu
bedzie maliwe, gdy rzut na kierunek pionowy sumy sit zestrenych dziatajcych na samolot
w czasie lotu jest rowny zeru. Jednak ze wdglna to,ze obliczeniowa warkg sity ciagu w
chwili poczatkowej miata wartéci ujemne, przyjto, ze samolot zaczyna wykonywananewr z
minimalnym cagiem. Zalaono réwnieg, ze w trakcie wykonywania manewruagi zaley od
roznicy katow pochylenia samolot® i natarciaa oraz pedkosci lotu V (por. [29, 30]). Wyniki
symulacji Kobry przedstawiono na rysunkach 6.26566

40 Wychylenie wektora ciggu

[

30 1 Wychylenie steru wysokosci ~

20

10{77777777 T T -\ """ """">"">">">"">">"~"~>"”>"”"”>"” "~

01—

E .
-10 +
-20}\ ****************************************

-30

-40

=& —0n ¢~ o ts]
Rys. 6.26 Wptyw wektorowaniasggju na przebieg manewru Kobra —
przebieg zmian&ow: wychylenia steru wysokoi é,, oraz pochylenia
wektora cagi @r,
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t [s] 25

Rys. 6.27 Wptyw wektorowaniasgju na przebieg manewru Kobra —
przebieg zmian pdkosci lotu V=f(t)

Rysunki 6.26 — 6.31 obrazuyvptyw wektorowania eigu na zmiaa w czasie wybranych
parametrow lotu. Zalmno, ze kat pochylenia wektora ggu jest proporcjonalny do wychylenia
steru wysokéci. Rozpatrzono trzy warianty wspoétzatesci kata pochylenia wektora agu od
kata wychylenia steru wysokoi (rysunek 6.26). W przypadku pierwszynmt kpochylania
wektora cigu zmienia si w przedziale+35°, w wariancie drugim przedziat zmiamté
pochylenia wektora ggu migci sie pomidzy +10°. W przypadku trzecim wektor agiu nie
pochyla s¢, co oznaczaze mamy samolot z klasycznym uktadem sterowania \{lektorowania
ciagu). Zat@ono,ze prdkos¢ wprowadzenia w manewr wynosi 140 m/s
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Rys. 6.28 Wplyw wektorowaniaggju na przebieg manewru Kobra —

Q[°/s] 60
40

20

przebieg zmian &a natarcian=f(t)

77777 V| — - lll wariant sterowania wektorem ciggu
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— | wariant sterowania wektorem ciggu

t [s]

Rys. 6.29 Wplyw wektorowaniaggju na przebieg manewru Kobra —
przebieg zmian pOkosci katowej pochylanigQ=f(t)
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Rys. 6.30 Wptyw wektorowaniaggju na przebieg manewru Kobra —

przebieg zmian kata pochyler@s=f(t)
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Rys. 6.31 Wplyw wektorowaniaggju na przebieg manewru Kobra —
przebieg zmian wspétczynnika prze@nian,=f(t)
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Rys. 6.32 Wplyw wektorowaniaggju na przebieg manewru Kobra —
przebieg zmian wielkii ciagu T=f(t)
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Rys. 6.33 Symulacja manewru Kobra (dla dwedgosci wprowadzenia w
manewr). Przebieg w czasiet& natarcia samolotu=f(t)

Na rysunkach 6.33 — 6.38 przedstawiono przebieggs@ze zmian parametréw lotu w
manewrze Kobra dla dwu zdych pedkosci wprowadzenia w manewr (120 m/s i 200 m/s).
Zatozono pierwszy wariant zmianata pochylenia wektora ggu w funkcji kata wychylenia
statecznika ptytowego.
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Rys. 6.34 Symulacja manewru Kobra (dla dwedgosci wprowadzenia w
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Rys. 6.35 Symulacja manewru Kobra (dla dwedgosci wprowadzenia w

manewr). Przebieg zmian w czasie wspotczynnikagizenian,=f(t)
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Rys. 6.36 Symulacja manewru Kobra (dla dwedgosci wprowadzenia w

f(t)

manewr). Przebieg zmian w czasieghkosci katowej pochylania
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Rys. 6.37 Symulacja manewru Kobra (dla dwedgosci wprowadzenia w
manewr). Przebieg zmian w czasigekpochylania®=f(t)
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---V=120 m/s
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Rys. 6.38 Symulacja manewru Kobra (dla dwedgosci wprowadzenia w
manewr). Przebieg zmian w czasiegkosci lotu samolotu

Przedstawione powgj wyniki symulacji Kobra przeprowadzono przy zagoiu, ze
samolot w wysokim stopniu jest stateczny spiralnieie jest wraliwy na ruchy typu
.wing rock”. Niestety, przy digych katach natarcia samoloty wypasese w skrzydta pasmowe
cechuj si¢ niestateczngia typu ,wing rock” oraz g niestateczne spiralnie. Jest to gzeine z
wystepowaniem bifurkacji stanow ustalonych (por. rysl®%.— 6.24 oraz wyniki oblicze
zamieszczone w pracach: [98, 139, 145]). \bfyisinie bifurkacji Hopfa, a tade bifurkacji typu
widty powoduje radykala zmiare odpowiedzi samolotu na zaburzenia jego ruchu.

Rysunki 6.39 — 6.56 przedstawaagezultaty cyfrowej symulacji manewru Kobra, przy
uwzgkdnieniu pojawiania sicykli granicznych. Na podstawie analizy tych wydde mana
stwierdzt, ze podczas wykonywania Kobry wszystkie parametryu letiegaj istotnym
zmianom, zwgkszapc przy tym swoje warkxi. Stosujc terminolog¢ Teorii Ukladow
Dynamicznych mgna stwierdat, ze Kobra jest niestateczna ze waiyl na wysipienie
bifurkacji Hopfa (przy kcie wychylenia steru wysokoi dw = —20,%) i bifurkacji typu widty
(dla &y = —20,5). Rysunki 6.52 — 6.56 przedstawiapapy Poincaré wybranych parametrow
lotu. Mozna stwierdzi, ze w przypadku uwzgtnienia niestacjonardoi (histerezy)
wspotczynnikdw aerodynamicznych uzyskano zaeeznieregularrkei rozwiazan réwnai
ruchu samolotu, ktére magharakter rozwizan chaotycznych.
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Rys. 6.41 Symulacja nieustalonego manewru Kobra.
Przebieg zmian w czasiegaikosci katowej przechylani#.




t [s]

Rys. 6.42 Symulacja nieustalonego manewru Kobra.
Przebieg zmian w czasieepikosci katowe] pochylania.
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Rys. 6.43 Symulacja nieustalonego manewru Kobra.
Przebieg zmian w czasiegpikosci katowej odchylaniaR.
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Rys. 6.44 Symulacja nieustalonego manewru Kobra.

Przebieg zmian w czasiatk przechylaniab.
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Rys. 6.45 Symulacja nieustalonego manewru Kobra.

Przebieg zmian w czasiatlk pochylania.
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Rys. 6.46 Symulacja nieustalonego manewru Kobra.
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Rys. 6.47 Symulacja nieustalonego manewru Kobra.

Przebieg zmian w czasiegoikosci lotu V

97



™ N -

t [s]

Rys. 6.48 Symulacja nieustalonego manewru Kobra.
Przebieg zmian w czasie wspétczynnika prgeaiian,
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Rys. 6.49 Symulacja nieustalonego manewru Kobra.
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Rys. 6.50 Symulacja nieustalonego manewru Kobra.
Przebieg zmian w czasigtk wychylania steru wysokoi dy,.
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Rys. 6.53 Nieustalony manewr Kobra.
Mapy Poincaré wybranych parametrow lotu



© [deq]

Rys. 6.54 Nieustalony manewr Kobra.
Mapy Poincaré wybranych parametrow lotu

P [deg/s]

@ [deq]

Rys. 6.55 Nieustalony manewr Kobra.
Mapy Poincaré wybranych parametrow lotu
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Rys. 6.56 Nieustalony manewr Kobra.
Mapy Poincaré wybranych parametrow lotu

Nalezy podkrali¢, ze w modelu symulacyjnym samolotu uwadhiono fakt,ze na
dwych katach natarcia samolot jest niestateczny spiralnmeai tendengj do wykonywania
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oscylacji typu ,wing rock”. Podczas wykonywania reamu kyty natarcia i pochylenia samolotu
gwaltownie zwekszap sie oshgajpc maksymalne warkgi rzedu 100 (dla kata natarciaq) i
11@ (dla kata pochylenia®). Na rysunku 6.44 przedstawiono etizy innymi zmiany kta
przechylenia®. Widoczny jest rozwoj oscylacji typu ,wing rockOkres tych oscylacji wynosi
ok. 3,5 s. Nalgy zwréck uwag, ze amplituda i cgstas¢ tych oscylacji g nieregularne. Przebieg
tych zmian nosi cechy ruchoéw chaotycznych, o czyoredwiadczy wyglad map Poincare

wybranych parametrow lotu (npr. =f (d) —rys. 6.52;5 =f (,8)— rys. 6.530Q=f(®) — rys. 6.54;
P=f(®) — rys. 6.55R=f(V¥) — rys. 6.56).

6.3. Bifurkacyjna analiza korkociagu

Korkociag samolotu jest szczegalnfigura pilotazu wykonywam na zakresie
nadkrytycznych ktow natarcia, w warunkach autorotacji skrzydia. teggac sk opisam
metodylky pracy, modelem matematycznym i zmodyfikowametod, pasows obliczania
charakterystyk aerodynamicznych samolotu na nagézyych lkatach natarcia, przeprowadzono
cyfrowa symulacg korkochgu samolotu F-16A.

Przyktadowe wyniki analizy bifurkacyjnej stanow né@wagi samolotu F-16A na dych
nadkrytycznych ktach natarcia przedstawiono na rysunkach 6.57 -0.6Bysunek 6.57
przedstawia globain analiz statecznéci dla katdbw natarcia mieszaeych sg w
przedzialea(-15, 90°), parametrem bifurkacyjnym jesttkwychylenia steru wysokai d,
pozostate parametry bifurkacyjne sowne 0. Na rysunkach 6.57 — 6.60 dinkreskowg
zaznaczono niestateczne paoia rownowagi, liri ciagla potazenia stateczne. Punkty
oznaczone kwadrami odpowiaddpifurkacjom typu siodto-wzet, lub widly. Literami H i F
zaznaczono bifurkacje Hopfa, (F bifurkacja subkeytya). Ling punktowam przedstawiono
cykle graniczne. Cykl graniczny wysglujacy po subkrytycznej bifurkacji Hopfa F1 odpowiada
warunkom korkocigu.

Rysunki 6.61 — 6.69 przedstavgayyniki symulacji nieustalonego korkagu samolotu.
Widoczne g duze, nieregularne wahania parametréw lotu charaktgzse dla tego typu

figury.
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Rys. 6.68 Symulacja korkegju nieustalonego: sterowanie

Analiza bifurkacyjna pozwala na ,dopasowanie stenoa&”’ umaliwiajacego na wyjcie
z krytycznych standw lotu. Szkic metody ,bifurkacggo dopasowywania sterowania”
przedstawiono na rysunku 6.69. Powierzchnia rowmgpwwadkosci katowych przechylanid®
oraz wykres bifurkacyjny na ptaszczye wychylé steru wysokéci &y oraz lotekd, ukazup
obszary krytyczne autorotacji (ydzapc korkochg oraz szybk beczk bezwladnéciowa).
Trajektorie wyprowadzenia napotykajna ,katastrof wierzchotka”. Przeskok przezg t
osobliwa¢ pozwala w “gltadki” sposdb agima¢ pazadany punkt zerowej pdkosci
przechylania.

Rysunki 6.70 — 6.79 przedstawiajvyniki symulacji manewru wygia z korkocigu.
Metoda wyprowadzenie z korkagu zostata dopasowana metoprzedstawioa na rysunku
6.69 i polegata na przemieszczeniu pefopowierzchni sterowych poza obszar niestatecznych
potozen rownowagi i cykli granicznych. Analiza wynikow syacji pokazuje skuteczté®
metody “bifurkacyjnego dopasowywania sterowania”.
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Rys. 6.69 Schemat bifurkacyjnego dopasowywaniast@nia pozwalajcego na wyjcie z zakresu krytycznych,
autorotacyjnych stanéw lotu (przeskok przez tzvatéistroé wierzchotka) (cf. [45], za zgagdprof. Gomana)
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Rys. 6.78 Wyprowadzenie z korkagu — przebieg wysokai lotu
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Rys. 6.79 Wyprowadzenie z korkagu — przebieg zmiangkow
wychylenia powierzchni sterowych (przebieg ustgloretod

Lbifurkacyjnego dopasowywania sterowania”)
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7. PODSUMOWANIE

Celem pracy bylo wykazanieze teoria uktadéw dynamicznych i teoria bifurkacji
dostarczaj narzdzi pozwalajcych na badania osobliva lotu samolotéw charakteryzigych
sig podwyzszora manewroweécia. Badania zostaly przeprowadzone metadodelowania
matematycznego, numerycznych metod teorii uktad@wachicznych i teorii bifurkacji oraz
cyfrowej symulacji lotu. Podje zagadnienia dotyczyly analizy dynamiki lotu sémho w
ekstremalnych, granicznych warunkach eksploatatgikres pracy ok} teoretyczne ujcie
problemu i polegat na przeprowadzeniu, za panmaracowanych modeli matematycznych i
programéw komputerowych, szeregu ,eksperymentéwaryoznych” pozwalajcych na oceg
wlasngci i osobliwagci ruchu samolotow w tiych granicznych stanach lotu. Symulacyjne
badania dynamiki lotu pozwalainiedzy innymi na poszukiwanie nowych manewréw bojowych
(np. na podstawie baflasymulacyjnych Herbst [103] przewidziat mivos¢ wykonywania
manewréw bojowych na nadkrytycznych at&ch natarcia). Pog¢lfie numerycznych
eksperymentow dotyazych granicznych stanow lotu jest bardzo istotnavzgledu na wysoki
stopier ryzyka przeprowadzenia odpowiednich préb w locie.

Wykonywanie licznych zada przez wspoiczesne samoloty wymaga maksymalnego
wykorzystania ich wtasrigi lotnych. Bardzo ogto loty, szczegdlnie w trakcie wykonywania
misji bojowych, odbywaj sie na malych wysokiziach oraz na zakresie granicznych
parametrow eksploatacyjnych (maksymalnycigéw silnikdw, duych prdkosci i przechzen,
okotokrytycznych i gtboko nadkrytycznychdtéw natarcia itp.). Manewry wykonywane na tym
zakresie parametrow eksploatacyjnycitzh sie z calym szeregiem osoblid@, w tym z
mozliwoscia ,nieoczekiwanego zachowania’sisamolotu. W rezultacie odruchowe (zgodne z
wyuczonymi nawykami) dziatania pilota mpgkaz& si¢ nieprawidiowe i mog doprowadzi
do katastrofy. Jeeli, leac na duych i érednich wysokéciach, pilot zazwyczaj ma czas na
koreke nieprawidtowego dziatania, to w trakcie wykonywahotu tw przy ziemi tego czasu z
reguty nie posiada. Dlatego ztevskazane jest nie tylko doktadne rozpoznanie agzaf
eksploatacyjnych oraz ich zateosci od r&nych parametrow, lecz ta& ocena madiwosci i
skutkéw wyfcia poza te ograniczenia (np. [33, 105]).

Wspotczesne samoloty sligvskie mogy wykonywa w petni sterowane loty naggoko
nadkrytycznych ktach natarcia znacznie przekrageggh 30°. Manewry wykonywane na takich
katach natarcia majduze znaczenie bojowe [83], [233]. Zdoktowykonywania w peini
sterowanego lotu na nadkrytycznychtdch natarcia okéa sk pojcciem super- lub hiper-
manewroweci.

W pracy, postugujac sie zmodyfikowanymi danymi samolotu F-16, przedstawioa
wyniki globalnej analizy stateczndci lotu w pelnym zakresie zmian parametrow
bifurkacyjnych — katow wychylenia lotek, steru wysokéci, oraz sprzzonych z
wychyleniami steru wysokdci pochyleniami wektora chagu. Opracowano trojstopniowa
metodyke badan polegapca na globalnej analizie statecznéci ruchu samolotu,
wyznaczaniu i identyfikacji wystepujacych bifurkacji oraz przeprowadzeniu badai
symulacyjnych w punktach wysepowania bifurkacji. Przeprowadzono przyktadowe analizy
oscylacji typu ,wing rock” wystpujacych na duaych, okotokrytycznych #&ach natarcia,
manewru Kobra oraz korkagu, wykazugc przydatné¢ opracowanej metody bafla

Nalezy podkrégli¢, ze jaka&ciowa zmiana ruchu statku powietrznego zmozosté
zdeterminowana poprzez okienie liczby i typu bifurkacji. Bifurkacje, dla ktgch wigcej niz
jedna rzeczywista wardé wtasna, lub wgcej niz jedna zespolona waib wlasna, ma zeroyv
cze$¢ rzeczywisy prowadza do bardzo skomplikowanego ruchu. W takim przypadkozna
spodziewa sic nawet wysipienia zjawiska chaosu. Istothnym zagadnieniem gelpiowied na
pytanie, kiedy otrzymane rozawanie ledzie posiadato cechy chaotyczne.

11C



Srodowisko mechanikéw lotu odnosi ¢sido maliwosci wyskpowania chaosu
deterministycznego w dynamice lotu zzduezerva. Ze wzgkdu na stosunkowo krotki czas
symulacji lotu, szczegolnie na zakresach parametaiw charakteryzagych se znacznymi
nieliniowosciami, trudno jest jednoznacznie sprawglzczy kryteria wysipowania chaosu
pozwoh na stwierdzenie tego zjawiska w dynamice lotu. Wi tmiejscu mena przytoczy
opini¢ jednego z pionierow bifurkacyjnych badasobliwgci dynamiki lotu P. Guicheteau,
ktory w swojej pracy Bifurcation theory: a tool for nonlinear flight dgmics stwierdza:
“...Finally, it can be noticed that chaotic motion femall aileron deflections was not
demonstrated. This result is due to the short danaodf spin tests and to the absence of great
differences between the orbits in presence, asiqusly mentioned. Nevertheless, this
phenomenon was known by the pilots who experiahcaad who knew that it was impossible to
achieve similar flight tests with such deflectiéng32], str. 2189). Dynamika ruchu statku
powietrznego jest opisywana za porpagktadu silnie nieliniowych réwmnarozniczkowych
pierwszego rgdu, dlatego t& mazna s¢ spodziewd, przy pewnych warkziach parametrow
lotu, wystpowania ruchéw chaotycznych.

Bifurkacyjna analiza nieliniowych zagadhidynamiki lotu samolotow jest naviecie z
powodzeniem stosowanazjod potowy lat siedemdziegych ubiegtego stulecia (0 czym teo
swiadczyt bogata literatura przedmiotu cytowana w pracy)litaturze krajowej tego typu
analizy byty podejmowane w pracachspiocconych zagadnieniom flatteru samolotow (np. [87],
[116]), dynamiki lotu samolotéw (np. [33, 98, 13B}1, 142. 144, 145]), a ta& smigtowcow
[139, 140, 142]. Jak siwydaje, podijty problem bifurkacyjnej analizy dynamiki lotu dtaw
powietrznych jest w Polsce podejmowany w pracy digitiej] po raz pierwszy i jest godny
dalszych opracowa Zakres podjtych badéa w dziedzinie bifurkacyjnej analizy nieliniowych
zagadnié dynamiki lotu obgt opracowanie metodyki i algorytmoéw wyznaczanianéta gasi-
ustalonych w dowolnym punkcie toru lotu dlamgch wartdci sktadowych wektora sterowania
i dla r&nych parametréw lotu, identyfikacji zmian ,stanOwatecznéci’ (charakteru
statecznéci) jako bifurkacji i okrélenie ich typu. Uzyskane wyniki wskazauyge zastosowanie
teorii uktadoéw dynamicznych oraz teorii bifurkacjostarcza interesagych narzdzi badania
osobliwaici  nieliniowe] dynamiki lotu, w szczegélda dynamiki lotu samolotow
supermanewrowych.

Analiza modalna jest od prawie stu lat standardowsiementem oblicze projektu
samolotu. Peten wyktad dotygzy analizy stateczrioi samolotu mana medzy innymi znalé¢
w opublikowanej ju w 1911 roku ksizce angielskiego pioniera lotnictwa G. Bryan'a pt.
“Stability in aviation” [16]. Analizie stateczr@i lotu pdwiccona jest take monografia
francuskich matematykow, profesoréow P. Painlav& &aBorela pt. Theorie und Praxis der
Flugmechanik” (autor miat dos{pp do niemieckiego wydania pracy, oryginat francuski
opublikowano w 1910 roku) [118]. Stosowana dosdaezwymiarowa analiza stateczob
dynamicznej samolotu zostata opracowana przez @Ghawe latach dwudziestych ubiegtego
stulecia [42]. Niezwykle interesage aspekty historyczne badarozwoju obliczé statecznéxi
dynamicznej samolotu mina znale¢ w bardzo ciekawej ksice prof. Abzuga i Larrabee’go
“Airplane stability and control, a history of theckleologies that made aviation possibl]).
Niestety, w przypadku istnienia silnych nieliniogow opisie matematycznym ruchu samolotu
klasyczna analiza statecacodynamicznej zawodzi. Stosowanie metod op#esajh s¢ wprost
o analiz stabilngci uktadu nieliniowych rown@a rozniczkowych jest zteona oraz ze wzgtlu
na trudné¢ uzyskania odpowiednich uogdlhieotrzymanych wynikbw — mato przydatna w
praktyce imynierskiej. Teoria uktadow dynamicznych oraz teobdurkacji s nowym
narzdziem analizy stabilri@i rozwiazan réwna rézniczkowych opisujcych lot samolotu,
pozwalajcym na analig statecznéci w catym zakresie parametréw eksploatacyjnyckt (je
tzw. “globalna” analiza stateczém ruchu samolotu). Pewnym mankamentem tej metesiyjg]
znaczy stopie komplikacji (istniejce programy obliczeniowe wymagapd wytkownika nie
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tylko gruntownej wiedzy na temat dynamiki lotu saoto, lecz take dobrego przygotowania
matematycznego). Interegog uwagi na ten temat rma znale¢ w pracy Macmillena i
ThompsonaBifurcation analysis in the flight dynamics desfgocess? A view from the aircraft
industry’ [93]. Autorzy zastanawiajsic had praktycza mozliwoscia wprowadzenia tej bardzo
wyrafinowanej metody badania nieliniowych rouingdzniczkowych do praktyki projektowej
biur konstrukcyjnych, dziet sk swymi ddwiadczeniami z prac obliczeniowo -
konstrukcyjnych podczas modernizacji samolotu Harida wstpie cytowanej pracy pigz
“Since 1977, various studies have been conductezhtédyse the dynamics of aircraft by using
continuation schemes and bifurcation analysis. tHe@nique has not, however, been adopted as
an engineering tool in the industry. After reviewiprevious work, we apply bifurcation analysis
to an industrial-scale aircraft model. The techregs shown to locate and identify key changes
in the dynamic behaviour of the aircraft as itglfii controls are varied. The issues facing the
aircraft industry in implementing this techniqueearaised and a set of software improvements
suggested. With these improvements the techniqud be made into an engineering tool with
important benefits to industry.’Swop prag zakaczyli za& stowami: We have found that
bifurcation analysis provides an insight into arrcaaft's dynamic characteristics which is
different from, but complementary to, nonlinear ation. The technique has clear abilities to
trace out all the trim states of an aircraft, anocate and identify qualitative changes in its
dynamics. These abilities may be used to reducarttaint of simulation time required to clear
an aircraft for flight. They may also be useful saith control law design. However, suitable
software is required to implement these technicgefeégently in an industrial environment. A
software ,specification” has been ofered to meet tieeds of industry. Due to the large cost of
both flight-clearance and control-law design, thésen incentive to develop the techniques and
software in order to provide such a tool for indysiAfter two decades, it is time for the industry
to have an input into the future developmen of tdehnique and its software, to assess the
technique, and hopefully benefit fronf Mozna zatem stwierdégj ze potwierdza poczynion
wyzej uwag, iz powszechne wprowadzenie opisywanej w pracy metmmba do praktyki
inzynierskiej wymaga opracowania odpowiedniego, p@zygo dla #ytkownika,
oprogramowania. Pierwszym krokiem w tym kierunkuzmdy opracowany przez zespoét
specjalistdw z CAGI, na zlecenie Brytyjczykéw, petkiprograméw KRIT. W kierunku
adaptacji dla potrzeb bifurkacyjnej analizy dynainhitu samolotu pakietu AUTO97 szly tak
wysitki autora tej pracy.

Praca migci si¢ tematycznie w grupie prac fwicconych problemom modelowania oraz
dynamiki lotu samolotéw. Stanowi préhcatagsciowego ugcia najistotniejszych probleméw
zZwigzanych z matematycznym modelowaniem dynamicznycsmwdci ruchu samolotow w
réznorodnych, granicznych stanach lotu. Jako podstawmetod bada przyjgto metodyk
teorii uktadéw dynamicznych i teeri bifurkacji umaliwiajacych stosunkowo szybkie
pogkbienie wiedzy o przebiegu i wspotzahesci zjawisk zwiazanych z osobliwaciami ruchu
samolotu w warunkach transgresji oraz ufatydej interpretagj zachodacych zjawisk.
Uzyskano szereg oryginalnych wynikéw potwierdegch fakt, ze bifurkacyjna analiza
nieliniowej mechaniki lotu samolotu umavia zbadanie whasri@i jego ruchu w rénych
warunkach gytkowania, nie wykluczag warunkéw granicznych.

Do oryginalnych rozwizan zamieszczonych w pracy zaliézmazna:

- opracowanie trojstopniowej metodyki badaosobliwgci dynamiki lotu (przydatnej
szczegolnie do analizy dynamiki lotu nazglch, nadkrytycznychdach natarcia), bazagej
na elementach teorii uktadoéw dynamicznych, teafurkacji oraz cyfrowej symulacji lotu;

- zastosowanie teorii bifurkacji do analizy oscyillagpu ,wing rock”, manewru Kobra oraz
korkocigu;

° Opis pakietu KRIT mana znalé¢ na stronie:
http://www.cse.dmu.ac.uk/STRL/research/software/KR¢aflet.pdf
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wykazanie przydatrgi opracowanej metodyki baflalo caldciowej analizy stateczioi

samolotu w peinym zakresie zmian wychylenia povaerz sterowych oraz pochylenia
wektora cigu (dla samolotéw z wektorowanienagu;

uzyskanie rozwizan 0 charakterze chaotycznym w cyfrowej symulacjhuwsamolotu.

Podsumowuyc mazna stwierdzi, ze teza postawiona na wpte pracy, z ,teoria
uktadow dynamicznych i teoria bifurkacji dostarczaja narzedzi analizy dynamiki lotu

samolotu supermanewrowego w petnym przedziale zmiagksploatacyjnych parametrow
lotu” zostata udowodniona.
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ZAL ACZNIK 1
Podstawowe pagcia teorii bifurkaciji *°

Zachowanie s&i ukladu dynamicznego zazwyczaj m@ opisé ukladem rowna
rézniczkowych zwyczajnych:

Lo, @)
dt

gdzie: x, p OB, a B oznacza przestraeBanacha. Ggto wygodnie jest podziéliukiady

dynamiczne ze wzgtlu na wymiar przestrzemd. W przypadku, gdy przestizeBanacha ma

skaaczony wymiar, tj.B = 0" (0" oznaczan - wymiarowy przestrzé Euklidesovs) wowczas

uktad dynamiczny jest dyskretny. W przeciwnym wykadkiad dynamiczny dulzie ukladem

ciagtym.

Uktad réwna rézniczkowych (Z.1) mee by reprezentowany przez pole wektoroXe zas
jego rozwizaniem jest potok fazowl: 0" x 0" - 0", gdzieF(x,t) = x(t) przy warunkach
poczatkowychx = x(0). Krzywex(t) nazywaj si¢ orbitami lub trajektoriami potoku.

Przyjmupc, ze ruch uktadu dynamicznego jest opisany przez strglkozbicia przestrzeni
fazowej na trajektorie, bifurkacyinwartcécia o parametrup nazywa si taka wartas,

w poblizu ktorej istnieje taka wargé W;, ze potokiFyi F| sa jakosciowo r@ne.

Kazdemu elementowi wektora parametrqw odpowiada pewien ukfad dynamiczny z
okreslona struktug rozbicia przestrzeni fazowej na trajektorie, pigym struktura rozbicia
zalezy od wektora parametroy. Przestrzé parametrowd mazna rozbé na podprzestrzenie
odpowiadajce r&nym strukturom przestrzeni fazowej. Hiperpowieraehmozdzielajce te
obszary odpowiadajbifurkacyjnym wartéciom parametréw. Przy prZeju przez nie z jednego
obszaru w drugi zachodlzpewne zmiany w strukturze rozbicia przestrzeniovegy w
jakosciowym uktadzie trajektorii fazowych. Wybrane bikacje portretow fazowych as
przedstawione na rysunkach Z.1 — Z.6. Na rysunku pbkazano trzy kolejne etapy zmian
uktadu krzywych fazowych podczas bifurkacji typodio-wezet. Punkt siodtowy réwnowagi i
wezet najpierw zbija si¢ do siebie, nagpnie pokrywag, a potem znikaj[54].

Rys. Z.1 Bifurkacja typu siodto-4zet. Punkty wztowe™: a) zblizaja sic do siebie, b) pokrywajsic c) znikaj

a) B b)

10 Rozdziat opracowano na podstawie podnikéw i monografii: Awrejcewicza [8]; Guckenheiraei Holmsa [54]; Holmsa,
Lumleya i Berkooza [64]; loosa i Josepha [65]; i@i{157] oraz Wigginsa [163].

1 Rysunki wykonano wirodowisku MATHEMATICA® za pomog pakietu programéw DynPac 10.71 dgstych
pod adresem internetowyihnttp://www.me.rochester.edu/%7Eclark/dynpac.html
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Rysunki Z.2 oraz Z.3 przedstawgdyzy kolejne fazy przeégia do orbit okresowych: jednej
statecznej, a drugiej niestatecznej. W tym przypadkbity krytyczm jest podwdjny cykl
graniczny. Kolejne fazy powstawania statecznej tgrbokresowej (statecznego cyklu
granicznego) z krzywej separowanej wychgug z punktu siodtowego i powragagj do tego
samego punktu przedstawiono na rysunki Z.3.

W ogoéinym przypadku bifurkacje moa podziek na statyczne i dynamiczne. Bifurkacje
statyczne zachodzwowczas, gdy badana jest zades¢ potazenia rownowagi ukiadu od
wybranych parametréw. Bifurkacje dynamiczne ®ifurkacjami wys¢pujacymi poza
potozeniem rownowadgi.

7 Tl feny
(@ ; /

c)
Rys. Z.2 Bifurkacja prowadza do dwoch orbit okresowych: a) stateczne ogrisije s¢ niestateczne, b) powstaje

stateczna orbita okresowa, c) stateczna orbitessolwa staje siniestateczna i powstaje druga stateczna orbita
okresowa

a) b) c)

>)) | L@

Rys. Z.3 Fazy powstawania statecznego cyklu graeiga: a) rozmaiei stateczne i niestateczne punktu
siodlowego nie zamykajsie, b) powstaje orbita okresowa z punktem siodlowgympowstaje cykl graniczny nie
zawierajicy punktu siodtowego, d) przyktad — boczny ruch shtu
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W przypadku zagadnienia statycznego zadanie spmavsil do wyznaczenia zer rodziny
£:0"- 0" Méwiac inaczej - do wyznaczenia rozwen stacjonarnych réwnaalgebraicznych
nieliniowych:

f(x,p)=0 (Z2.2)
gdzie wektom jest znany. Wymiar parametpunazywany jest wymiarem bifurkaciji.

i

Rys. Z.4 Globalny wykres bifurkacji

Na rysunku Z.4 przedstawiono przyklad globalnegoagchmu bifurkacyjnego
(wyznaczonego dla przypadku jednowymiarowegeu0%). Skiada si on z oznaczonych na
rysunku matymi literami gaki rozwiazan i punktow rozgadzien (oznaczonych diymi
literami). Gatzia rozwiazan jest zalenos¢ x(u). Zaleznos¢ x(U) oznacza,ze dla arbitralnie
wybranej wartéci parametrua O (Uo, 1) mazna wyznacz§ liczbe A > 0 taky, ze nie istnieje
rozwigzanie spetniace warunek X[i) — X(Ho)|| <A. Moga istniet jednak punkty, dla ktérych
warunek jednoznacziao przestaje by spetniony. Takie punkty krytyczne nazwiemy punktami
rozgatzien, ktére z kolei meemy podziek na pierwotne i wtorne. Na rysunku Z.4 ukazano dwa
pierwotne punkty rozgatrien: A (punkt graniczny) i B (punkt bifurkacji). Pozate punkty g
rozgatzieniami wtérnymi (D - punkt styczny, C - punkt grezny, E - punkt bifurkacji, F -
wielokrotny punkt bifurkacji).

W celu przeprowadzenia dalszych analiz przyjmieneyx jest wielkdcia skalarm, x 007,
natomiast-co < X < oo oraz—o <\ < oo, Zatem f§,u) jest nieliniova funkcja dwoch zmiennych.
W przypadku, gdy wszystkie pochodnestkowe pierwszego i drugiegoedu funkcjif istniep
| sa ciagte, teoria bifurkacji opiera sha teorii funkcji uwiktanych.

Przy stosowaniu metod analitycznych wygodnie jezgprowadzi redukcg zagadnienia do
wspotrzdnych lokalnych. Zakiadag, ze przedmiotem rozwan jest analiza bifurkacji
w poblizu pewnego, arbitralnie wybranego rozmania x(to), rozwiazanie to musi speinta
rownanie:

dx(44,)
dt

=1, (X (1), o) (2.3)
Inne rozwazaniex(tp) + £, lezace w pobliu poprzedniego, musi ta& spetniéa réwnanie:

d(x(,uo)+£)

e f,(x (1) + & it5) (2.4)
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Odejmupc (Z.3) od (Z.4), otrzymuje si

de

E=fl(x(,uo)+g, 'UO)_fl(X('UO)"UO) (2:5)

Zatem zagadnienie sprowadza do wyznaczenia punktéw osobliwych réwnania:

f(ue)=0 (Z.6)
przy czym:
f=f, (X (1) + & o) =F o X(14), 1) (Z.7)

Rozwigzania réwnania (Z.6) maghy¢ sklasyfikowane w nagbujacy sposoéb:
Punkt regularny - jest to taki punkt, w ktérym#f O lub £ = 0(wskaznik na dole oznacza
pochodna, np. £ = 0f/dg). Po zastosowaniu twierdzenia o funkcji uwiklamapzna
wyznaczy krzywa (&) lub g1).
2. Punkt regularny graniczny - oznacza taki pumktktorym pochodngys(e) zmienia znak
i fa(u,é) £ 0.
3. Punkt osobliwy - jest to taki punkt krzywejf€), w ktorym §=f.=0
4. Punkt podwojny (bifurkacji) - oznacza taki purddobliwy, w ktérym przecinajsie dwie
krzywe o r@nych stycznych.
5. Podwdjny punkt osobliwy (bifurkacyjno-granicznyjest to taki punkt podwajny, w ktérym
pochodng zmienia znak.
6. Punkt styczny- oznacza punkt kontaktugey krzywymi, w ktérym maj one t samy
styczn.
7. Punkt osobliwy wiszego rzdu - jest to taki punkt osobliwy, w ktérym znikayszystkie
pochodne drugiego ¢du.

=

AX
a c d ¢ g
i J k- l
i ‘.l:I _.o:.- o = =
m n 0 P q

Rys. Z.5 Stateczr6 rozwiazanh w otoczeniu punktéw rozgatien: a, b, ¢, d - punkty regularne graniczrél(d%);
e, f, g, h - punkty bifurkacyjne podwéjne{C0Y); i, j, k, | - punkty bifurkacyjno-granicznes (00%);
m, n, 0, p, q -X 009, (k> 1)
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W analizowanym przypadka O macierz Pyf(x, A)] ma tylko jedm rzeczywist wartaié
wlasra. Zmiana stateczioi rozwiazah maze pojawt sie tylko wowczas, gdy ta warké wiasna
przechodzi z lewej potptaszczyzny Gaussa na jejypsirore, co mae nasipi¢ tylko w punkcie
zero. Wowczas jest spetniona rowaadD.f(0, 0)=0, co z kolei definiuje punkty regularne
graniczne, bifurkacyjne i bifurkacyjno-granicznetefa stateczrig punktow rownowagi mie
ulec zmianie tylko w tych punktach (rys. Z.4). Ryseld Z.5 ilustruje ina terminologe
spotykam w teorii bifurkacji, z& na rys. Z.6 podane zostaty typowe przyktady bidejk
superkrytycznej, subkrytycznej i transkrytycznej.

{ :

A
X

—

~

ke B b
*

& Se

’

L ’

Rys. Z.6 Przyktady bifurkacji: a — superkrytycznej- subkrytycznej, ¢ - transkrytycznej

Bifurkacje lokalne potozen réwnowagi'?

Twierdzenie o rozmaitfi centralnej i postd normalna

Wprowadzenie pe@fia rozmaitéci umazliwia geometrycza interpretagi topologicznych
wiasnagci uktadow dynamicznych (przykladem rozmadiomaoze by¢ przestrzeé liniowa, okig,
sfera lub torus). Na podstawie obserwacji potokiofeego generowanego przez uktad réfvna
rézniczkowych mana wycagna¢ pewne wnioski dotycge globalnej dynamiki analizowanego
uktadu. Przez stateczmiezmiennicz rozmaité¢ W °pewnego punktu statego rozumiany jest
zbior wszystkich punktowdalacych pocatkowymi wartgciami trajektorii fazowych takimize
z uptywem czasu trajektorie tazd do tego punktu statego.

Niestatecza niezmiennicz rozmaitécia W " pewnego punktu statego nazywany jest zbioér
wszystkich punktow ddacych pocatkowymi wartgciami trajektorii fazowych takichze dla
t— —oco daza one do tego punktu.

Dodatnie cgzsci rzeczywiste wart@i wiasnych odpowiadaj wektorom witasnym
tworzacym niestateczn rozmait@é, natomiast wektory odpowiadage wartéciom wiasnym,
ktorych cz$ci rzeczywiste $ rOwne zeru, wyznaczajcentralm rozmaitgé. Centralna
rozmaitd¢ ma fundamentalne znaczenie, gdyyznacza ona grargcmiedzy rozmaitéciami
statecznymi i niestatecznymi. K@e z rozwazar szczegoélnych réwnia rézniczkowych
liniowych o statych wspétczynnikach @by przedstawione w postaci:

(t)=e*g (Z.8)

12 Rozdziat opracowano na podstawie pmanikow i monografii: Awrejcewicza [8}; Guckenheimaei Holmsa [54]; Holmsa,
Lumleya i Berkoza [64]; loosa i Josepha [65]; Vil@ii57] oraz Wigginsa [163].
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gdzie A« jest wartdcia wtasm odpowiadajca wektorowi wtasnemu.

Jezeli jests wartasci whkasnych o ujemnych egciach rzeczywistychy wartcsci wkasnych
majacych dodatnie ggci rzeczywiste oraz wartasci czysto urojonych, to zachodzi zmek
s+tu+c=n, gdzie n jest liczlka rownar pierwszego rau. Wobec tego istnigj trzy
podprzestrzenie:

S

= spangy,... &
= spans+1,... Ss+u}
= span{es+u+1,.-- Es+u+ct

E
E u
E Cc

Rozwigzania, ktére startaj z punktdw nalgzacych do rozmaitéci E°, zmierzaj
asymptotycznie do potenia rownowagi (punktu statego). Rozmania, ktérych punkty startu
naleza do podprzestrzent", oddalaj sic od potaenia réwnowagi. O zachowaniu punktow
nalezacych do centralnej podprzestrzétfi decyduj cztony nieliniowe.

Ze wzgkdu, ze ogoOlne postacie analityczne rozman uktadu rowna rézniczkowych
nieliniowych nie istnigj, naley postwy¢ sie innymi metodami bada Pomocne $ tu dwa
fundamentalne twierdzenia gwarantg lokalne istnienie i jednoznaczdorozwiazan, co
najmniej w bliskim otoczeni punktu= to (ponizsze twierdzenia zamieszczono za pi&g).

Twierdzenie Z1.1 (Hartmana-Grobmana).Jesli Jakobian dF/dk w punkcie xnie ma wartgci
wilasnych rownych zeru lub czysto urojonych, toiegnw pewnym otoczeniu U punkf X
homeomorfizm h (ggle odwzorowanie mage odwzorowanie odwrotné"hzawarty wewtrz
przestrzeni fazowej", ktory przeksztatca lokalne trajektorie uktadu mé@ivego w trajektorie
uktadu liniowego i ktéry zachowuje ich charakteatetzngci.

Zgodnie z twierdzeniem Hartmana-Grobmana, oméwiooeeimiej trzy podprzestrzenie
uktadu liniowego, tjE®, E" i E®, odpowiadaj statecznym rozmaifciom 23:, i niestatecznym

rozmaitgciom 237, ukfadu nieliniowego.

Twierdzenie Z1.2 Niech x% bedzie hiperbolicznym punktem statym uktadu autonomeigo
x=f(x). WoOwczas stateczne i niestateczne rozgwitay;, (%) i 20 (x) O wymiarach

odpowiednio s i ngrézniczkowalne tyle razy, co funkdie i sg one styczne odpowiednio do
rozmaitgci E°, EY ukladu zlinearyzowanego w tym punkcie. Ponadtdrae®j rozmaitdci
20, odpowiada centralna podprzestrzg©.

Jeili badamy lokalne otoczenie punktu stalego ramwmego ukltadu dynamicznego
nieliniowego, to celowe jest maksymalne zredukowamymiaru rozwaanego ukfadu, tak, aby
jego wiasnéci topologiczne byly zachowane. Proces ten odbywapszy wykorzystaniu
twierdzenia o centralnej rozmaitn. Nastpnie staramy si zwykle dokona liniowej badz
nieliniowej transformacji wspoteinych w taki sposob, aby po transformacji nowy diieyt
moazliwie najprostszy. Realizujeesto przy wyciu postaci normalnych.

Dalsze rozwaania kzda prowadzone na podstawie rowinaieliniowych autonomicznych:

x =1 (x) (2.9)

Zaktadajc, ze uktad dynamiczny opisany rownaniem (Z.9) ma pehie réwnowagi
w punkciex = 0, to zgodnie z twierdzeniem Hartmana-Grobmanayaypadku gdy wszystkie
czesci rzeczywiste wartei wikasnych odpowiadagych temu rozwgzaniu g rézne od zera,
istnieje topologiczna ekwiwalentfi® miedzy ukladem nieliniowym i jego aproksymacj
liniowa. W celu rozstrzygrcia, co st bedzie dzialo z potokiem fazowym w otoczeniu
rozwiazania odpowiadagego punktowi typu niehiperbolicznego, ma skorzysta z teorii
dotyczcej centralnej rozmaitaoi dla potokéw fazowych.
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Ponizej podamy twierdzenia, stanawe szkielet teorii rozmaifoi centralnej (nie
zamieszczag ich dowoddw). Twierdzenia te zostaty podane zagra Awrejcewicza [8] oraz
Guckenheimera i Holmsa [54]).

Twierdzenie Z1.3.Niech % bedzie statym punktem (pdteniem réwnowagi) uktaduk =f (x).
NiechE ° E " i E © bedg odpowiadagcymi podprzestrzeniami wyznaczonymi przez wektory
wilasne macierzy Jakobieg{@f/ax] obliczonej w tym punkcie. def O C", to wéwczas istnigj
stateczne i niestateczne rozméii®y° 0 C, 25 0 C i 20° 0 C™*, ktére & styczne odpowiednio

do podprzestrzenE °, E Y i E © w punkcie xi ponadto g niezmiennikami tego potoku.
Niezmiennicz& jest tu rozumiana w ten sposébe |&li trajektoria trafi do danej
podprzestrzeni, to juw niej pozostaje przez caly czas.

W celu zilustrowania, jak korzysia twierdzenia o centralnej rozmditoi jednoczénie w
celu uproszczenia wywodow zajany, ze 20" jest zbiorem pustym e uktad (Z.9) moe by
sprowadzony do postaci:

X, = AX +f (XX

Xs :Asxs+g(x c’X s)
gdzie k., Xs) 0 0 x O° W réwnaniach (Z.10) przsfo, ze macierzA; o wymiarzec x ¢ zawiera
tylko wartcici wkasne majce zerowe agci rzeczywiste, natomiast maciekig 0 wymiarzes X s
ma wart@ci wtasne o ujemnych e¢gciach rzeczywistych. Ponadto zakilada, ge nieliniowe
funkcje f i gsa co najmniej klasy &i przyjmuja wartaici réwne zeru dla zerowych argumentéw.

(2.10)

Twierdzenie Z1.4 (o istnieniu rozmaitdci centralnej).
Dla uktadu (Z. 9) istnieje centralna rozmaitof zdefiniowana przez funkcks = h(xc) gdzie
Ix]< & natomiasth jest funkaj co najmniej dwukrotnie thiczkowal. Potok fazowy na

centralnej rozmaitéci mae by w pelni opisany przez c-wymiarowy ukiad o postaci
%, =AX +f(x,h(x.), xOO°

Twierdzenie Z1.5 (o ekwiwalentnéci).
J&li rozwigzanie trywialne uktadux, =Ax,+f(x,h(x,)), X,OO° jest lokalnie asymptotycznie

stateczne (lub niestateczne), to ragzanie trywialne uktadu (Z. 9) jest rownidokalnie
asymptotycznie stateczne (lub niestateczne).

Nastpne twierdzenie dotyczy obliczania funkcjixj( Po podstawienixg(t) = h(x.(t)) do
drugiego rownania uktadu (Z.10) otrzymuje:si

oh
X, =AXHG(X X J=—X Z11
s sXs g( c s) aXC ( )
W powyzszym rownaniu po uwzglinieniu pierwszego réwnania ukfadu (Z.10), otrzyensi:

doh

K(ACXCH‘ (xeXxo))=Ah(x J-g(x ,hx J=0 (2.12)
przy czym spetniony jest dodatkowy warunek:
oh

h(0)=—(0)=0 Z.13

(9=5(0 213)

Rownanie raniczkowe czstkowe (Z.11) generalnie nie ma rozmania analitycznego i
dokonamy jego linearyzacji przy wykorzystaniu sgerd aylora. W tym celu do aproksymacji



funkcji h uzyjemy funkcji ®. Poniewa ® nie jest rozwiazaniem dokladnym, to zamiast zera po
prawej stronie rownania (Z.11) pojaw¢ giewna warté¢ Rrozna od zera o postaci:

R(¢(&))=Z¥Z(Ac>@+f(w( x)))-A @( x)-g( % hy (z.14)

Doktadna¢ przyblizenia za pomacfunkcji @ okresla podane riej twierdzenie.

Twierdzenie Z.1.6 (0o aproksymaciji).Jesli zatozymy, ze funkcja®(x;) spetniagca warunek
®(0) = A&b/k(0) = 0 mare by wyznaczona take RP(x)) = O(Cx.[F) dla pewnej liczby pl
przy x — 0, to wowczas aproksymacja h jest rowénetego rzdu, tzn.

Ih(x)-@(x)|=0f| x|} diax0-0
Ponizej zostanie opisane kilka typow bifurkaciji.

Bifurkacija typu siodto-vezet
Bifurkacja typu siodlo-wzet zostanie opisana za pomocprostego przykiadu
jednowymiarowego. Zaldny, ze dlaA = Ay potozeniu réGwnowagix = X, odpowiada wart&
wiasna rownania charakterystycznego réwna zeru. riaemie o rozmaitei centralnej pozwala
na redukaj problemu dox O 0%, czyli umaliwia znalezienie dwuwymiarowej centralnej
rozmaitgci S O O x O* przechodzcej przez punkbg, Ag), 0 nasgpujacych wiasnéciach:
a) ptaszczyzna styczna do rozm&iioS w punkcie X, Ag) jest rozpostarta na wektorach
wiasnych, odpowiadagych wartdci wkasnejo= 0 i wektorze réwnolegltym do o4i

b) dla dostatecznie matego otoczenia purfk§u)o) rozmaitgé S jest klasy & gdziek jest
dowolm liczba naturaln;

c) pole wektorowex=f(x,p) jest styczne do rozmakc S;

d) istnieje otoczeni® punktu(xo, (o) w (O* x O%) takie,ze wszystkie trajektorie zawarte w
otoczeniuU przezcaty czas przebywajw rozmaitdci S.

Rys. Z.7 llustracja bifurkacji typu siodioezet dlax0*. Wykres wykonano wrodowisku MATHEMATICA® za
pomog pakietu DynPac v.10.71

Wobec tego, zagadnienie analizy uktadu réaviia.9) mae by zredukowane do analizy
jednowymiarowej krzywej. Bifurkacja tego typu jestpetni scharakteryzowana przez rownanie

x=Ax— X a wykres bifurkacyjny przedstawiono na rysunku.ZKferunki strzatek na tym
rysunku wytyczaj ruchx (t).
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Bifurkacija transkrytyczna
Bifurkacja tego typu mge by scharakteryzowana rownanies=Ax-x. Po obliczeniu
pierwiastkow réwnania algebraicznego (powstategévnania x=Ax- ¥ oraz przygciu x= 0
najpierw wyznacza gigakzie punktow osobliwych, a naginie badana jest ich stateczéio
1

0.75¢

0.5}

-0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

Rys. Z.8 Wykres przedstawigly bifurkacg transkrytycza. Wykres wykonano wrodowisku MATHEMATICA®
za pomog pakietu DynPac v.10.71

Bifurkacija typu widty
Najprostsze rownanie zaiczkowe opisujce bifurkacg typu widly ma posta x=Ax— X.

1 T T T T T T T

0.75¢

0.5

-0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

Rys. Z.9 Wykres przedstawigly superkrytycza bifurkaci typu widly. Wykres wykonano irodowisku
MATHEMATICA® za pomoa pakietu DynPac v.10.71
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-0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

Rys. Z.10 Wykres przedstawial supbkrytycza bifurkacg typu widly. Wykres wykonano \érodowisku
MATHEMATICA® za pomoa pakietu DynPac v.10.71

Dla A < 0 mamy jeda gahZz rozwiazania, podczas gdy dla > 0 mamy ich trzy (dwie
stateczne i jednniestateczag). W punkcied = 0 nastpuje bifurkacja, co ilustruje rysunek Z.9.
Analogicznie do przypadku poprzedniego, rownietaj rozwiazanie niestateczne zaznaczono
linia przerywam

Bifurkacja Hopfa
Ponizej oméwiono nieco szerzej jegrz najistotniejszych w dynamice lotu bifurkacji —
bifurkacj Hopfa. W celu opisu i analizy tej bifurkacji zatkast, ze dany jest potok fazowxo

w poblizu punktu réwnowagi Xxo oraz ukiad réwnai(:fv(x) zastipimy ukladem

zlinearyzowanymdn/dt =[D, f, (X,)In, przy czym elementy macierzpff (xo)] zaleza w sposob

ciagly od parametry.. Zatem wartéci wiasne macierzylf (xo)] takze zalea w sposéb cigly
od parametry. Jezeli ze zmian parametrys jedna rzeczywista ward wkasna przekraczaso
urojors, wtedy talg bifurkacg nazywamy rzeczywist Przypadek bifurkacji rzeczywistej byt
rozwazany wczéniej. Obecnie zostanie przeanalizowany przypadekirkacji zespolonej
(zespolone wartei wlasne przy zmianie parametru przechpgezez ¢ urojors). Rozwamy
sytuacg, gdy przez & urojomm przechodzi jedna para zespolonych spsmaych wartdci
wiasnych. Bifurkacja tego typu nazywana jest bifu Hopfa.

W uktadach fizycznych przy zmianie pewnych paratetrzwiazanych z warunkami
zewretrznymi lub wewrtrznymi uktadéw, stan stacjonarny peoutracé stateczn&t. W poblizu
takich krytycznych parametrow pojawqagic niegasace drgania o matej amplitudzie. Zjawisko
to okrelane jest mianem bifurkacji Hopfdest ono zwizane z przégiem przez © urojorg pary
zespolonych spezonych wartéci wiasnych. Potzenie réwnowagi istnieje nadal, jednak staje
si¢ niestateczne i praktycznie jest nierealizowalagdznie.

Powstanie rozwizan okresowych ze standéw stacjonarnych zemozachodz rowniez
w uktadach opisanych réwnaniamizmiczkowo-catkowymi lub czstkowymi.

Poniej (w oparciu o prace [5] oraz [51]) podane zosamvierdzenie Hopfa dotyaze
powstania rozwizan okresowych w uktadzie autonomicznym, opisanym réwami

rézniczkowymi zwyczajnymi o postaeqd:—)::f(x,y) gdzie x O 0", a u jest parametrem

rzeczywistym z przedziahl.



Niech uktad rowna rozniczkowych (Z. 9) ma izolowane rozyzianiex = Xo(t), przy czym
macierz Jacobiego okilena wzorem:

afvi Xo\H): H .o
A(1)=[D,f, (%o (1), )] { ( a°x( ) )} 0, j=12.n (.15)
j
ma wartéci wiasne:
M) =2, (1)=& (p)+i g (k) (.16)
takie,ze dla pewnej warkei parametry=/[1J 3 spetnione warunki:
(k) = ¢> 0, $(te) =0 (Z.173)
M £0 (Z2.17b)
du

Jeili pozostate wartéci wikasne macierzyA(14) map ujemne cgsci rzeczywiste, to warunek
(Z.17a) oznaczae po przejciu parametry/przez wartéé krytyczm rozwigzanie stacjonarne
staje st niestateczne.

Jeeli X=x—xo(t), XO0O", n=u—t, to po uwzgidnieniu réwna (Z10) w réwnaniu (Z.9)
otrzymamy:

dX _
P (X, 1) (2.18)

gdzie: f (X, u)=f, (X +Xo (7 + 1), K, +/7). Zatem mana powiedzié, ze uktad rowna (Z.18)

ma rodzir rozwiazar okresowychpojawiapcych seé w punkcieX=0 i parametryzowanych za
pomoa ¢ [ (0, &), i ma amplitud, ktora maleje do zera przy - 0

Twierdzenie Z1.7 (Hopfa).Niech kedgq spetnione nagpujgce warunki:
1. F(0,n) = O0dla kaédego parametrwy [1J.

2. Fjest funkgj analitycziy wzgkdem zmiennycK oraz; w pobliu punktu(0,0)w O"xO*,
3. Macierz A(n) = [D«F(0,7)] ma pae zespolonych spgzonych wartéci wtasnychA i A,

takich, ze A(u)=¢&(u)+id(u), gdzie {0) =¢ >0, 0)=0, a’=0 i a'= dc;—gu)jest

pochodiy wzgkdem parametry..
4. Pozostate n - 2 wartai wtasnych macierzf(0) ma ujemnie g&ci rzeczywiste.
Woéwczas uklad rowma(Z.18 ma rodzig rozwigzai okresowych, lub inaczej, istnieje taki

parametr & i taka funkcja analitycznau" (e):z,ui £ dla0 < £< &, ze dla kadego

£0(0,4y) uktad (Z.18) ma rozwizanie okresowecft). Okres T\(&) tego rozwizania jest funkgj

analityczmy opisary zalenasciq: T" (&) =2—ﬂ{1+z ri”ei} dla0<e&< & i dla kazdegoN>2 7ay
) i=2

istniejg przedziatyQ (F (X)=0 O Qi 4=0 [ J) takie,ze jedynymi rozwizaniami okresowymi
rownai (Z.18) o okresie mniejszym i lezgcymi w przedzial€), sg elementy rodzinpg(t), dla
ktorych ¢'(€) = i, dlae O (0, &).
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POINTS, u>0
STABLE FIXED

POINTS, u<0

UNSTABLE FIXED
POINTS, u> 0

a) b)
Rys. Z.11 Wykres ilustragy bifurkacje Hopfa: a) superkrytycgnb) subkrytycz

Na rysunku Z.11 przedstawiono ilustradjifurkacji Hopfa. Wecej informacji na temat
bifurkacji Hopfa mana znalé¢ miedzy innymi w pracach: [6, 8, 54, 58, 64, 65, 78, B, 162,
163]

Bifurkacje cykli granicznych

Zatozmy, ze dany jest uktad nieautonomicznych rowmnézniczkowych:
x=f(x,pt) (2.19)
gdziex O O" jest wektorem stanu orem]D" jest wektorem parametrow. Zahy, ze ukitad
(2.19) ma rozwizanie okresowex=p,(t) o okresieT(L), tj. pAt+T(L))=p,t). Wtedy pole
wektoroweF (X, t) ma zamkngta orbitg y, ={x =p, (t) tDD} w przestrzenil" .

Przedmiotem rozwan bedzie:
1) zmiana stateczioi rozwiagzania okresowego towarzygego zmianom wektora;
2) powstawanie albo znikanie rozgania okresowego przy zmianach wektpra
3) pojawianie s rozwiazan subharmonicznych o okregid, n = 2,3,...;
4) powstawanie niezmienniczego torusa - regania quasi-okresowego.
Po linearyzacji uktadu (Z. 9) otrzymamy:
x=A,(t)X (2.20)

Wyktadniki Floguetah zaleza od parametryy, tzn. A(L)=&)+in(). Ponadto wszystkie
mnazniki p(y) leza we wretrzu kota jednostkowegaplk 1. Zatem rozwjzanie jest opisane
wzoremx,(t)=-expQ (L)t)=-exp((&()+in(L)t). Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy gk0 jeden z
mnaznikOw znajduje s na okegu jednostkowym, a pozostatezdew jego wretrzu. Mazliwe s3
trzy rozwhzania:

1. p(0)=l, co oznacza,e A(0)=2k71, czyli x(t+T)=x(t). Wtedy istnieje rozwizanie o okresid.

2. p(0)=-l, co oznaczaze A(0)=ir&#2k7i, czyli x(t+T)=-x(t) lub x(t+T)=z(t), co oznaczaze
pojawia s¢ subharmoniczne rozedanie o okresie 2 '

3.p(0) = é“ co oznaczaze A(0)=iaw, czyli x(H)=€“°'x/(t). Funkcja &*' ma okres27mw,
natomiast okresem funkc§(t) jestT. J&li 27wy oraz T s wspotmierne, to istniejtakie
dwie liczby catkowitem i n,ze jest spetniona réwrio m2way=nT. W tym przypadku mamy
do czynienia z rezonansem i funkgja) ma okreaT, gdyz:

x(t+nT) =0 % ¢t 1) = Xt (Z.21)
W przeciwnym wypadku(t) jest funkcy quasi-okresow

Rozwaymy teraz jeda z gakzi rozwiazan okresowych. Stateczid tych gakzi moze sk
zmieni& ze zmiag parametrys. Ze zmiaml parametryu jeden lub dwa mnimiki moga opuscic¢
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koto jednostkowe. 3& jeden z mnanikOdw przekracza olkg jednostkowy w punkciel, to
wyjsciowe rozwizanie okresowe traci stateczfoi pojawia s¢ rozwiazanie o okresie R
(rys.Z.12). W zalenosci od kierunku zmian parametru bifurkacja raoby¢ superkrytyczna
(rys.Z.12a) lub subkrytyczna (rys.Z.12b). sllewyjsciowe rozwazanie okresowe jest
niestateczne, to nowe rozwanie bifurkacyjne jest rownieniestateczne (rys.Z.12c). Warto
podkreli¢, ze ten schemat bifurkacji me powtarzé si¢ wielokrotnie (rys.Z.12d). Prz&jiu
mnaznika przez wart& +1 odpowiada sytuacja przedstawiona na rysunk@eZ.Po przagiu
dwoch zespolonych spgzonych wartéci wilasnych przez okg jednostkowy wyciowe
rozwigzanie okresowe traci statecZfd pojawia s¢ rozwiazanie na torusie lub rozgaanie
okresowe.

Rys. Z.12 Bifurkacje rozwizan okresowych:
a)bifurkacja super-krytyczna typtl, b)bifurkacja subkrytyczna typtl,
c)bifurkacja od niestatecznego rozmania typu-l, d)bifurkacja typu podwojenia okresu, e)bifurkatypu +1
A -amplituda drga, ——rozwigzanie stateczne, - - - - roz®anie niestateczne

Z powyzszych rozwaan wynika, ze bifurkacje orbit okresowych o wymiarze réwnymal s
bardziej skomplikowane w poréwnaniu do analizy tkacji potazen rownowagi o takim samym
wymiarze. W przypadku analizy numerycznej zagadeiesprowadza si najpierw do
znalezienia orbity okresowej, a ngstie zdefiniowania pewnego odwzorowania punktowego
(mapy Poincarego) i wyznaczenia punktow statychotegdwzorowania. Punkty state
odwzorowania tragstateczné& i zachodzi bifurkacja, i wartosci wtasne Jakobianu obliczone
w tym punkcie g rowne —-I, +1 lub % urojone sprgzone i spetnigj rowna¢ |g|=1 (por.
Guckenheimer i Holmes [54]).

.

_

Okrag jednostkowy \

Amp

Rys. Z.13 Schemat ilustrgy podstawowe bifurkacje orbity okresowe;j

Bifurkacja towarzyszca przejciu wartgci wiasnej przez warté +1 jest analogiczna do
bifurkacji potazenia rownowagi z wartgia wlasm réwra zeru. Dwuwymiarowa centralna
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rozmaitd¢ umazliwia pelny opis zjawiska bifurkacji i jest topolmgnie réwnowana
jednoparametrowej rodzinie oktenej przez odwzorowanie:

Fix, ) =x+y-X (2.22)

I opisupcej bifurkacje typu siodto-ezet.

Bifurkacja orbity okresowej, zwkana z przégiem wartdci wtasnej przez wartgé —I, nie
ma analogii do bifurkacji pof®nia rownowagi. Prowadzi ona do podwojenia okresu
I pojawienia st rozwiazania subharmonicznego.

Trzeci podstawowy przypadek (prggp pary zespolonych sgrmnych wartéci wkasnych
przez okgg jednostkowy) jest analogiczny do bifurkacji Hogfetazenia rownowagi. Mgliwe
bifurkacje orbity okresowej zilustrowano na rysunkul2. § one zwizane z przégiem
jednego multiplikatora przez adg jednostkowy w punkciel, +1 lub z opuszczeniem tego
okregu przez parwartasci zespolonych spezonych.

Bifurkacje potazer rownowadi

Jeli dla pewnych wartéci dwoch kontrolnych parametréw, paenie réwnowagi lub
rozwiazanie okresowe spetnia jednogzie dwa warunki bifurkacji oméwionych povwsj, to
taka bifurkacja jest nazywaréfurkacjg o wymiarze rownym 2.

Analiza tego typu bifurkacji zostanie przeprowadzoi przyktadzie rownania o postaci:

X=1n,—n,x+ X (Z2.23)

Powyzsze rownanie opisuje dynamikednowymiarowego pola wektorowego. Przyjauyj
ze x=0 a nastpnie r&niczkupc prawa strore rOwnania ze wzgbu na zmieng X oraz
eliminujac z otrzymanego uktadu dwéch réowinamienmy x, otrzymuje s¢ zbidr parametrow
bifurkacyjnych

a3+ 27a4),= 0 (Z2.24)
)3
—poe—
W7/
— P O
0 ) g

Rys. Z.14 Portret fazowy z krzywymi bifurkacyjnymiptaszczynie (171, 170)

Na rysunku Z.14 zostat przedstawiony portret fazowgtadu (Z.19) zzaznaczeniem
krzywych bifurkacyjnych wykrdonych na podstawie réwnania (Z.20). Zbiér bifurkagy
skltada st z dwoch gadzi krzywej i ze wzgldu na specyficzny ksztatt bifurkacja ta jest
nazywanabifurkacjz typu ostrzaNa kadej z dwdch gaki zachodzi bifurkacja typu siodto-
wezet 1 dla parametréow #cych na tych krzywych istnigj dwa potaenia rownowagi.
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Natomiast po obu stronach tych krzywych istniegngelub trzy potaenia réwnowagi. Obydwie
krzywe spotykaj sic w punkciesn; = 17, = 0. Punkt ten stanowi zbioér bifurkacyjny paramaetro
wymiarze rownym 2. Prawa strona rownania (Z.19ypr&nana do zera tworzy powierzchni
d(X,n1, 1) przedstawioana rys. Z.14.

Bifurkacije orbit okresowych
ZatGzmy, ze Xg jest statym punktem odwzorowania:

X(T, %) —Xo=0 (Z2.25)
gdziex(t) jest rozwazaniem uktadu rownmarézniczkowych zwyczajnych nieliniowych, Bjest
okresem analizowanej orbity, i nieghl] 02 bedzie parametrem kontrolnym. Zatay, ze dlas
= 1o tylko dwie wartdci wiasne (kada z nich odpowiada bifurkacji orbity o wymiarzewrdym
1) leza na okegu jednostkowym ptaszczyzny zespolonej o promiestfiugasci 1. Ponadto
zalemy, ze w otoczeniu parametrgy, mate zaburzenia topologiczne bifurkacji o wymiarze
rownym | nie zmieniaj jakosciowo tych bifurkacji.

Ponizej podano sz8 mazliwych bifurkacji o wymiarze rownym 2:
1) Podwdjna bifurkacja zwrana z przégiem wartdci wlasnej przez warté +1

(bifurkacja typuT?).

2) Podwdjna bifurkacja podwojenia okresu - pieigy dwoch wartéci whasnych
jednoczénie przez warté | (bifurkacja typuP?).

3) Podwédjna bifurkacja Hopfa (typtf).

4) Bifurkacja zwizana z jednoczesnym prggpm wartdci wkasne przez warfo -l i przez
wartas¢ +1 (typuTP).

5) Bifurkacja zwazana z przégiem wartdci wkasnej przez warkg +1 i pary sprzzonych

wartasci zespolonych przez alg jednostkowy (typd H).

6) Bifurkacja zwazana z przégiem jednej wartéci wlasnej przez warké -l i pary

sprzzonych wartéci zespolonych przez odg jednostkowy (typuH P).

Zgodnie z twierdzeniem Liouville'a iloczyn wszystki warté¢ wihasnych
odpowiadajcych punktomxg jest dodatni (Awrejcewicz [8], . Guckenheimer i ks [54], loos
i Joseph [65], Wiggins [163]). Tylko w ukladziewymiarowym teoretycznie magwystpic
wszystkie wyej wymienione bifurkacje. W ukiadzie tréjwymiarowyme mog pojawi Sig
bifurkacje typéwH Pi H

Metody numeryczne wyznaczania krzywych bifurkacgmyo wymiarze réwnym 2 as
oparte na wyznaczeniu punktu statlegonap Poincarego np. za pomauetody Newtona lub jej
odmian jednoczmie ze spetnieniem warunku bifurkacji o wymiarzevngm 2. Zagadnienie
sprowadza gido rozwiazania jednoczmie ukladu rowna (Z.25) koniecznych do wyznaczenia
punktu stategog razem z dodatkowym uktadem dwaoch réwiséanowicych warunki bifurkacji
0 wymiarze rownym 1.

Jeli rownanie charakterystyczne odpowiagta punktowi statemuy ma posté:

R(%./7.1,0)=0"+a g™ +......... ra, og+a, = ( (Z.26)
to warunki bifurkacji odpowiadage przypadkom od | do 6 sformutowano peji
« Bifurkacja typuT? pojawia st wéwczas, gdyR(1) = 0; ?(1) =0;
o

« Bifurkacja typuP? pojawia s§ wéwczas, gdy: R(-1) = 0; ?(_1) =0;
o

« Bifurkacja typuH? pojawia s wéwczas, gdy:R(éel) =0 oraz gdzie@ i & sa katami
okreslajacymi potazenie par wart€ci zespolonych spezonych na okggu jednostkowym;



« Bifurkacja typuTP pojawia s¢ wowczas, gdyR(1) = O;R(-I) = 0;
* Bifurkacja typuTH pojawia s¢ wowczas, gdyR(1) = 0, R(_e'e) =0;
« Bifurkacja typuHP pojawia st wéwczas, gdyR(1) = 0R(€®) = 0.

Powyzsze warunki zagia bifurkacji o wymiarze rownym 2 pozwadapa konstruke

algorytméw numerycznych do ich wyznaczenia i ¢asie sporadzenia portretow
bifurkacyjnych analizowanych uktadéw dynamicznych.
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ZAL ACZNIK 2
Schemat konstrukcyjny, dane geometryczne i masowarmmolotu F-16

Samolot F-16 jest zbudowanym w ukiadzie klasyczriyednioptatem wypos@nym w
skrzydto pasmowe. Schemat konstrukcyjny samolol6 [przedstawiono na rysunku Z2.1.

Rys. Z2.1 Schemat samolotu F16

Dane geometryczne i masowe samolotu F-16

Masa samolotu przyjmowana w obliczeniach: m=929% [k
Momenty bezwladrgei:
J=12.875 [kgn]
J=75.674 [kgni]
J=85.552 [kgn]
J-=1331 [kgni]
Masy samolotu i podstawowe wskeki

Masa samolotu pustego: m=7384 [kqg]

Masa startowa (z uzbrojeniem) m=12032 [kg]
Maksymalna masa startowa m=17003 [kg]

Ciag T=120 [kN] / 106 [kN]

Wspbiczynnik przeaizen dopuszczalnych: +/- 9 (100% paliwa) (7.33 — 80%wzg
Wymiary skrzydta

Rozpktosc: b=9,144 [m]
Powierzchnia: S=27,87 fin
Srednia céciwa aerodynamiczne: (s.c.a)=8.45 [m]
Potazeniesrodka masy 0,35:ds.c.a)
Profil: NACA 64A204

13 Na podstawie: USAF series aircraft F-16C/D BloBR£52 Lockheed Martin Corporation T.O. 1F-16CJ-1;
F 33657-88-C-0037; F33657-99-C-0031



Schemat geometryczny zarysu skrzydta samolotu F-J§zedstawiono na rysunku Z1.2.

-« 3268 1494

11,29¢

4,015

,
Z

3.36

<
l

,0,65¢

2,941

Rys. Z2.2 Zarys powierzchni sroych samolotu F-16 (dane w metrach)
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ZAL ACZNIK 3

Wspotczynniki aerodynamiczne samolotu F-16

CJ[\ﬁVspc')’fczynniki aerodynamiczne samoloty F-16 zostayedstawione w nagiujacej
postact™

C, =, (@d,)+ 3 (@) Q
C,=C,(8.5.5,)+ C(a) P+ Ci(a) F
c3(@)Q

C=G(a.8)+G (a) P+ C(a) R ¢ (a.8)q + ¢ (a.8)& (23.1)

C,=C,(a,B,9,)+

C,,=C,(@.5,)+ C2(a) @+ C,(0,35-%,)

C,=C,(a.8)+C;(a) P+ C(a) Rr G (a.8)d.+ G (a,8)d,- Q(O,BS—‘)S(()(C—SJ

gdzie:

— Pb —~ Qc, = Rb . .

P=—"': Q=""A: R=—— - bezwymiarowe mdkosci katowe samolotu
Y Q =Y Y y &d al

Funkcje przedstawione w zatesciach (Z3.1) ména przybliy¢ wielomianami.

Przedzialy wartéci zmiennych niezalaych, struktug wielomiandw oraz warkei
wspotczynnikébw  wielomianow aproksynagych przedstawiono w tablicach Z323.3
umieszczonych pome;.

Tablica Z3.1. Przedzialy wada zmiennych niezalenych w wielomianach
aproksymujcych wspétczynniki aerodynamiczne samolotu F-16

Kat Oznaczenie| Jednostkg——— Wartai¢
minimalna maksymalna

Natarcia q radian -0,1745 0,7854
deg -10 45

Slizgu B radian -0,5236 0,5236
deg -30 30

Wychylenia steru radian -0,4363 0,4363
WysoKaCi Ow deg -25 25

: radian -0,3752 0,3752

Wychylenia lotek o deg 215 215

Wychylenia steru 5 radian -0,5236 0,5236

kierunku K deg -30 30

14 Charakterystyki aerodynamiczne i wspétczynnikiloaianéw aproksymacyjnych na podstawie pracy: E. A.
Morelli: “Global Nonlinear Parametric Modeling witlpplication to F-16 AerodynamicsDynamics and Control
Branch, NASA Langley Research Cenkgampton, Virginia
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Tablica Z3.2. Struktura wielomianéw aproksygmjch wspétczynniki aerodynamiczne samolotu 216

Funkcja

Struktura wielomianu

Cx(a.d)
(

a, ta,a +a,0; +a,0, +a,ad, +aa’ +a.a’

CR(a) b, +ba +b,a® +ba®+b,a’

C, (B,3.,0,) | CB+Cd,+C,4,

cy (a) d, +d,a +d,a®+d,a°

c*(a) & +tea+ea’ +ea’

C,(a.8.3,) |(f,+ta+t,a%+ 0%+ f,a'fi- B2)+ f.0,

CJ(a) 0, +9,0+9,0°+g.,a°+g,a*

C(a.B)  |hB+hap+ha’f+hp*+hap’+ha’B+ha’f+ha’s
C’(a) i, +i,a+i,a’+ia°

Ci(a) ot ha+i,a’+j.a*+j,af

C (a,B) k, +ka+k,B+ka’ +k,aB +ka’B+ka’

c* (a,B) l, +ha+,B+.aB+,a°B+.a° B+ 5

C,(a.d,) m, + ma +m,J,, +mad, +m,3> +ma’d, +mJ; +mad;
Cl(a) n, +na+na’+na’+na*+na®

C,(a.B) 0,8+0,a8 +0,5° +0,aB° +o,a’B +o.a% % +0,a°

C’(a) P, + pa+ p,a’ + p,a’+p,a’

c*(a) Go + G +0,a°

ca (a,p) r,+ra, +r,8+naB+r,a’B+r.a’f+ra’ +r,a° +r,8° +r,05°
Cx(a,B) |Stsa+sB+saf+sa’f+sa’

>E. A. Morelli: “Global Nonlinear Parametric Modetj with Application to F-16 AerodynamicsDynamics and
Control Branch, NASA Langley Research Certtmpton, Virginia
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Tablica Z3.3. Wart&i wspotczynnikow wielomiandw aproksynagych wspotczynniki aerodynamiczne samolotu

=

O T IO ===

LEnni e S B AN A A D A o e e E

F-16'°

ao —1,943367E-02 go —3,054956E+01 lo 2,635729E-0R po 2,677652E-02
a 2,136104E0] g1 —4,132305E+01 |1 -2,192910E-02 p1 —3,298246E-0
a —2,903457E-Q1 g2 3,292788E+( |I2 —3,152901E-03 p2 1,926178E-0]
a3 —3,348641E-03 g3 —6,848038E+02 I3 -5,817803E-02 p3 4,013325E+0(
as —2,060504E-Q1 g4 4,080244E+Q 4 4,516159E—0fL ps —4,404302E+0
as 6,088016E9 ho —1,058583E-01 Is —4,928702E-01 oo —-3,698756E—-0
as —9,035381E—01 h1 —5,776677E-01 Is —1,579864E-02 o1 —-1,167551E-0
bo 4,833383E0| h2 —1,672435E-) mo —2,029370E-02 o —7,641297E-0
b1 8,644627E+ hsa 1,357256E01 m: 4,660702E-0R ro —3,348717E-0
b2 1,131098E+ ha 2,172952E01 m2 —6,012308E-01 r1 4,276655E—02
bs —7,422961E+01 hs 3,464156E+0 ms —-8,062977E-02 r2 6,573646E—0!
ba 6,075776E+ he —2,835451E+00 ma 8,320429E-0P r3 3,535831E-0]
co —1,145916E+00 h7 —1,098104E+00 ms 5,018538E—0fL r4 —1,373308E+0
c1 6,016057E9| io —4,126806E—-01 ms 6,378864E—0L 5 1,237582E+0(
c2 1,642479E9| i1 —1,189974E-01 m7 4,226356E—-0[L r6 2,302543E-0]
do —1,006733E-01 i2 1,247721E+d no -5,159153E+00 r7 —2,512876E-0
d1 8,679799E9| i3 —7,391132E-01 m1 —3,554716E+00 rs 1,588105E-0]
d2 4,260586E+| jo 6,250437E087 n2 —3,598636E+0] ro —5,199526E—-0
ds —6,923267E+00 j1 6,067723E08]1 ns3 2,247355E+0R —8,115894E—-0
e 8,071648E9| |2 —1,101964E+00 na —4,120991E+02 s —1,156580E-0
el 1,189633EQ| |3 9,100087E+(d ns 2,411750E+0R = 2,514167E-0]
e 4,177702E+ |4 —1,192672E+01 oo 2,993363E-0l s3 2,038748E-0]
es —9,162236E+00 ko —1,463144E-01 o1 6,594004E-0p s —3,337476E-0
fo —1,378278E-01 k1 —4,073901E-02 o2 —2,003125E-01 s 1,004297E-0]
f1 —4,211369E+00 k2 3,253159E02 o3 —6,233977E-02

f2 4,775187E+| k3 4,851209E01 o4 2,107885E+0D

f3 —1,026225E+01 ka 2,978850E0] o5 2,141420E+0D

fa 8,399763E+ ks —3,746393E-01 06 8,476901E-0fL

fs —4,354000E-01 ke —3,213068E-0

Dane niezbdne do wyznaczania wielomianow aproksyaeygh wspotczynniki aerodynamiczne

otrzymano na podstawie badanodelu samolotu w tunelu aerodynamicznym labonator
NASA Ames. Dane te przedstawiono w rapoiidi@SA TP-1538112].

18 E. A. Morelli: “Global Nonlinear Parametric Modej with Application to F-16 Aerodynamicddynamics and

Control Branch, NASA Langley Research Certtampton, Virginia
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ZAL ACZNIK 4
Kod zrédtowy (w FORTRANIE) programéw symulacyjnych dynamiki lotu samolotu F-16

Z4.1. Model silnika.

Dane zapisane w procedurachyka FORTRAN)

FUNCTION TGEAR(THTL)
C Relacje pomiedzy pol. dzw. mocy a ciagiem
IF(THTL.LE.O.77) THEN
TGEAR = 64.94*THTL
ELSE
TGEAR =217.38*THTL-117.38
END IF
RETURN
END

FUNCTION PDOT(P3,P1)
C PDOT= wsp. zmiany ciagu
IF (P1.GE.50.0) THEN
C P3= ciag, Pl= impuls sterowania
IF (P3.GE.50.0) THEN
T=5.0
P2=PI
ELSE
P2=60.0
T=RTAU(P2-P3)
END IF
ELSE
IF (P3.GE.50.0) THEN
T=5.0
P2=40.0
ELSE
P2=P1
T=RTAU(P2-P3)
END IF
END IF
PDOT=T*(P2-P3)
RETURN
END

FUNCTION RTAU(DP)
C zastosowanie funkcji PDOT

IF (DP.LE.25.0) THEN
RTAU=1.0
ELSE

IF (DP.GE.50.0)THEN
RTAU=0.1

ELSE
PTAU=1.9-.326*DP

END IF

RETURN

END

FUNCTION THRUST(POW, ALT, RMACH)
C Model silnika
REAL A(0:5,0:5),B(0:5,0:5),C(0:5,0:5)
DATA A/
+ 1060.0, 670.0. 880.0, 1140.0, 1500.0, 1860.0,
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+ 635.0, 425.0, 690.0, 1010.0, 1330.0,
+ 60.0, 25.0, 345.0, 755.0,1130.0,
+-1020.0, -710.0, -300.0, 350.0, 910.0,
+-2700.0, -1900.0, -1300.0, -247.0, 600.0,
+-3600.0, -1400.0, -595.0, -342.0, -200.0,
DATA B/
+12680.0, 9150.0, 6200.0, 3950.0, 2450.0,
+12680.0, 9150.0, 6313.0, 4040.0, 2470.0,
+12610.0, 9312.0, 6610.0, 4290.0, 2600.0,
+12640.0, 9839.0, 7090.0, 4660.0, 2840.0,
+12390.0, 10176.0, 7750.0, 5320.0, 3250.0,
+11680.0, 9848.0, 8050.0, 6100.0, 3800.0,
DATA C/
+20000.0, 15000.0, 10800.0, 7000.0, 4000.0,
+21420.0, 15700.0, 11225.0, 7323.0, 4435.0,
+22700.0, 16860.0, 12250.0, 8154.0, 5000.0,
+24240.0, 18910.0, 13760.0, 9285.0, 5700.0,
+26070.0, 21075.0, 15975.0, 11115.0, 6860.0,
+28886.0, 23319.0, 18300.0, 13484.0, 8642.0,

H = .0001*ALT

I = INT(H)

IF(.GE.5)I=4

DH = H-FLOAT(I)

RM = 5.0‘RMACH

M = INT(RM)

IF(M.GE.5)M=4

DM= RM-FLOAT(M)

CDH=1.0-DH
S= B(I,M) *CDH + B(l+1,M) *DH
T= B(I,M+1)*CDH + B(l+1,M+1)*DH
TMIL= S + (T-S)*DM

IF(POW .LT.50.0 ) THEN
S= A(I,M) *CDH + A(I+1,M) *DH
T= A(I,M+1)*CDH + A(1+1,M+1)*DH
TIDL= S + (T-S)*DM
THRUST=TIDL+(TMIL-TIDL)*POW*.02

ELSE
S=C(I,M) *CDH + C(I+1,M) *DH
T= C(I,M+1)*CDH + C(I+1,M+1)*DH
TMAX= S + (T-S)*DM
THRUST=TMIL+(TMAX-TMIL)*(POW-50.0)*.02

END IF
RETURN
END

1700.0,
1525.0,
1360.0,
1100.0,
700.0/

1400.0,
1400.0,
1560.0,
1660.0,
1930.0,
2310.0/

2500.0,
2600.0,
2835.0,
3215.0,
3950.0,
5057.0/

Z4.2. Charakterystyki aerodynamiczne i pochodne a@dynamiczne samolotu F-16

SUBROUTINE DAMP(ALPHA, D)
pochodne aerodynamiczne

DI= CXq; D2= CYr; D3= CYp; D4= CZq; D5= ClIr; D

D7= Cmq; D8= Cnr; D9= Cnp
REAL A(-2:9,9),D(9)

DATA A/

&-.267,-.110, .308,1.34, 2.08, 2.91,
& 2.05, 1.50,1.49, 1.83, 1.21,

& .882, .852, .876, .958,

& .483, .590, 1.21, -.493,-1.04,
& -.108, -.108,-.188, .110,.258, .226,

& .362, .611,.529, .298, -2.27,

& 8.80,-25.8, -28.9, -31.4,-31.2,-30.7,-
&-28.2,-29.0, -29.8, -38.3,-35.3,

& -.126, -.026,.063, 113, .208,
& .437, .680,.100, 447,-.330,

& -.360, -.359,-.443,.420, -.383,-.375,-.

& -.294, -.230,-.210,-.120,-.100,
&-7.21,-.540,-5.23, -5.26, -6.11, -6.64,
&-6.00, -6.20, -6.40, -6.60, -6.00,

14%
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&-.380,-.363,-.378,-.386,-.370,-.453, -. 550
&-.582,-.595,-.637,-1.02,-.840,
&.061, .052,.052, -.012, -.013,-.024,
& .150, .130,.158, 240, 150/

S=0.2 * ALPHA

K= INT(S)

IF(K .LE. -2) K= -1

IF(K .GE. 9)K= 8

DA= S - FLOAT(K)

L =K + INT(SIGN(1.1,DA)

DO1,1=19

D(I)= A(K,I) + ABS(DA) *(A(L,I) - A(K,1))

END

FUNCTION CX(ALPHA,EL)
wspolczynnik oporu Cx
REAL A (-2:9,-2:2)
DATA A/
&-.099, -.081,-.081,-.063,-.025,.044, .0 97,
& .113, .145, .167, .174, .166,
&-.048,-.038,-.040,-.021, .016,.083, .12 7,
& .137,.162, .177, .179, .167,
&-.022,-.020,-.021,-.004, .032,.094, .12 8,
& .130, .154, .161, .155, .138,
&-.040, -.038,-.039,-.025, .006,.062, .0 87,
& .085, .100, .110, .104, .091,
&-.083,-.073,-.076,-.072,-.046,.012, .02 4,
& .025, .043, .053, .047, .040/
S=0.2* ALPHA
K= INT(S)
IF(K .LE. -2) K= -1
IF(K .GE. 9)K= 8
DA= S - FLOAT(K)
L =K + INT( SIGN(1.1,DA) )
S=EL/12.0
M= INT(S)
IF(M .LE. -2) M= -1
IF(M .GE. 2) M= 1
DE=S - FLOAT(M)
N=M + INT( SIGN(1.1,DE) )
T= A(K,M)
U= A(K,N)
V=T + ABS(DA) * (A(L,M) - T)
W= U + ABS(DA) * (A(L,N) - U)
CX=V + (W-V) * ABS(DE)
RETURN
END
FUNCTION CY(BETA,AIL,RDR)
Cy - side force coefficient
CY=-.02*BETA + .021*(AIL/20.0) + .086*(RDR/3 0.0)
END

FUNCTION CZ(ALPHA,BETA,EL)
wspolczynnik sili nosnej Cz

REAL A(-2:9)

DATA A[770, .241, -.100, -.416, -.731,

& -1.366,-1.646, -1.917, -2.120, -2.248, -2.229/
S=0.2 * ALPHA

K= INT(S)

IF(K .LE. -2) K=-1

IF(K .GE. 9)K=8

DA=S-FLOAT(K)

L =K + INT( SIGN(1.1,DA) )
S=A(K)+ABS(DAY*(A(L)-A(K))
CZ=S*(I-(BETA/57.3)**2)-.19%(EL/25.0)
END

14¢€

.050

-1.053,



FUNCTION CM(ALPHA EL)
C wspolczynnik momentu pochylajacego Cm
REAL A(-2:9,-2:2)
DATA A/
& .205, .168, .186, .196, .213, .251, . 245,
& .238, .252, .231, .198, .192,
& .081, .077, .107, .110, .110, .141, . 127,
& .119, .133, .108, .081, .093,
& -.046, -.020, -.009, -.005, -.006, .010, . 006,
& -.001, .014, .000, -.013, .032,
& -.174, -.145, -.121, -.127, -.129, -.102, -. 097,
& -.113, -.087, -.084, -.069, -.006,
& -.259, -.202, -.184, -.193, -.199, -.150, -. 160,
& -.167, -.104, -.076, -.041, -.005/
S=0.2 * ALPHA
K= INT(S)
IF(K .LE. -2) K= -1
IF(K .GE. 9)K= 8
DA=S - FLOAT(K)
L =K + INT( SIGN(1.1,DA) )
S=EL/12.0
M= INT(S)
IF(M .LE. -2) M= -1
IF(M .GE. 2) M= 1
DE=S - FLOAT(M)
N=M + INT( SIGN(1.1,DE) )
T= A(K,M)
U= A(K,N)
V=T + ABS(DA) * (A(L,M) - T)
W= U + ABS(DA) * (A(L,N) - U)
CM=V + (W-V) * ABS(DE)
RETURN
END

FUNCTION CL(ALPHA,BETA)
C wpolczynnik momentu przechylajacego ClI
REAL A(-2:9,0:6)
DATA A/12*0,
&-.001,-.004,-.008,-.012,-.016,-.019,-. 020,
&-.020,-.015,-.008,-.013,-.015,
&-.003,-.009,-.017,-.024,-.030,-.034,-. 040,
&-.037,-.016,-.002,-.010,-.019,
&-.001,-.010,-.020,-.030,-.039,-.044,-. 050,
&-.049,-.023,-.006,-.014,-.027,
& .000,-.010,-.022,-.034,-.047,-.046,-. 059,
&-.061,-.033,-.036,-.035,-.035,
& .007,-.010,-.023,-.034,-.049,-.046,-. 068,
&-.071,-.060,-.058,-.062,-.059,
& .009,-.011,-.023,-.037,-.050,-.047,-. 074,
&-.079,-.091,-.076,-.077,-.076/
S=0.2 * ALPHA
K=INT(S)
IF(K .LE. -2) K=-1
IF(K .GE. 9)K= 8
DA=S - FLOAT(K)
L =K+ INT( SIGN(1.1,DA) )
S=.2* ABS(BETA)
M= INT(S)
IF(M .EQ. 0) M= 1
IF(M .GE. 6) M=5
DB=S - FLOAT(M)
N=M + INT( SIGN(1.1,DB) )
T=A(K,M)
U= A(K,N)
V=T + ABS(DA) * (A(L,M) - T)



W= U + ABS(DA) * (A(L,N) - U)
DUM= V + (W-V) * ABS(DB)
CL= DUM + SIGNCL.O, BETA)
RETURN

END

FUNCTION CN(ALPHA,BETA)
wspolczynnik momentu odchylajacego Cn
REAL A(-2:9,0:6)

DATA A/12*0,

& .018, .019, .018, .019,.019,.018, .013
& .007, .004, .014, -.017,-.033,

& .038, 042, .042, .042,.043,.039, .030
& .017, .004, .035, -.047, .057,

& .056, .057, .059, .058,.058,.053, .032
& .012, .002, .046, -.071, -.073,
& .064, .077, .076, .074,.073,.057, .029
& .007, 012, .034, -.065,.041,

& .074, .086, .093, .089,.080,.062, .049
& .022, 028, .012, -.002,-.013,

& .079, .090, .106, .106,.096,.080, .068
& .030, .064, .015, .011,-.001/
S=0.2 * ALPHA

K= INT(S)

IF(K .LE. -2) K= -1

IF(K .GE. 9)K= 8

DA= S - FLOAT(K)

L =K + INT( SIGN(1.1,DA) )
S=.2* ABS(BETA)

M= INT(S)

IF(M .EQ. 0) M= 1

IF(M .GE. 6) M=5

DB= S - FLOAT(M)

N=M + INT( SIGN(1.1,DB) )
T= A(K,M)

U= AK,N)

V=T + ABS(DA) * (A(L,M) - T)
W= U + ABS(DA) * (A(L,N) - U)
DUM= V + (W-V) * ABS(DB)
CN= DUM + SIGNCL.O, BETA)
RETURN

END

FUNCTION DLDA(ALPHA,BETA)
pochodna d(Cl)/d(dL)

REAL A(-2:9,-3:3)

DATA A/

$-.041,-.052,-.053,-.056,-.050,-.056,-.

&-.059,-.042,-.038,-.027,-.017,

&-.041,-.053,-.053,-.053, .050,-.051,-.

&-.043,-.038, .027,-.023,-.016,

&-.042,-.053,-.052,-.051,-.049,-.049,-.

&-.035,-.026,-.016,-.018, .014,

&-.040,-.052, .051,-.052,-.048,-.048,-.

&-.037,-.031, .026,-.017,-.012,

&-.043,-.049, .048,-.049,-.043,-.042,-.

&-.036,-.025, .021,-.016, .011,

&-.044,-.048,-.048,-.047, .042,-.041,-.

&-.028,-.013,-.014,-.011,-.010,

&-.043,-.049, .047,-.045, .042,-.037,-.

&-.013,-.010, .003,-.007,-.008/
S=0.2* ALPHA

K=INT(S)

IF(K .LE. -2) K=-1

IF(K .GE. 9)K= 8

DA=S FLOAT(K

14¢
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L =K 4NT(SIGN(1.1,DA) )
S=0.1 * BETA

M= INT(S)

IF (M .EQ. -3) M= -2

IF (M .GE. 3)M= 2

DB= S -FLOAT(M)

N=M + INT( SIGN(1.1,DB)
T= A(K,M)

U= A(K.N)

V=T +ABS(DA) * (A(L,M)-T)
W= U +ABS(DA) * (A(L,N)-U)
DLDA=V+(W-V)*ABS(DB)
RETURN

END

FUNCTION DLDR(ALPHA,BETA)

pochodna d(cl)/d(dK)

REAL A(-2:9,-3:3)

DATA A/.005, .017,.014,.010,-.005,.009
.005,-.000,-.005,-.011, .008,

.007, .016, .014, .014, .013,.009, .0
.005, .000, .004, .009, .007,

.013, .013, .011, .012, .011,.009, .0
.005,-.002, .005, .003, .005,

.018, .015, .015, .014, .014,.014, .0
.015, .013, .011, .006, .001,

.015, .014, .013, .013, .012,.011, .0
.010, .008, .008, .007, .003,

.021, .011, .010, .011, .010,.009, .0
.010, .006, .005, .000, .001,

.023, .010, .011, .011, .011,.010, .0
.010, .006, .014, .020,.000/

S=0.2* ALPHA

K=INT(S)

IF(K .LE. -2) K=-1

IF(K .GE. 9)K= 8

DA=S FLOAT(K

L = K4ANT( SIGN(1.1,DA) )

S=0.1 * BETA

M= INT(S)

IF (M .EQ. -3) M= -2

IF(M.GE. 3) M= 2

DB= S -FLOAT(M)

N=M + INT( SIGN(1.1,DB)

T=A(K,M)

U= A(K,N)

V=T +ABS(DA) * (A(L,M)-T)

W= U +ABS(DA) * (A(L,N)-U)
DLDR=V+(W-V)*ABS(DB)

RETURN

END

Ro R0 Ro R0 Ro Ro R0 R0 RO R0 RO Ro Ro

FUNCTION DNDA(ALPHA,BETA)
pochodna d(Cn)/d(dL)
REAL A(-2:9,-3:3)
DATA A/ .001,-.027,-.017,-.013,-.012,-.0
&.017, .011,.017,.008, .016,
&.002, -.014,-.016,-.016,-.014,-.019,-.0
&.002, .012,.015, .015, .011,
&-.006,-.008,-.006,-.006,-.005,-.008,-.
&.007, .004,.007, .006, .006,
&-.011,-.011,-.010,-.009,-.008,-.006, .
&.004, .007,.010, .004, .010,
&-.015,-.015,-.014,-.012,-.011,-.008,-.
&.002, .006,.012,.011, .011,
&-.024,-.010,-.004,-.002,-.001, .003, .

14¢

16,
21,
005,
000,
002,

014,

.019,

12,
08,
14,
11,
08,

08,

.001,



&.006, -.001, .004, .004, .006,
&-.022, .002,-.003,-.005,-.003,-.001-.
&-.009,-.001, .003,-.002, .001/
S=0.2* ALPHA

K= INT(S)

IF(K .LE. -2) K= -1

IF(K .GE. 9) K= 8

DA= S FLOAT(K

L = K 4ANT( SIGN(1.1,DA) )
S=0.1 * BETA

M= INT(S)

IF (M .EQ. -3) M= -2

IF (M .GE. 3)M= 2

DB= S -FLOAT(M)

N=M + INT( SIGN(1.1,DB)
T= AK,M)

U= A(K,N)

V=T +ABS(DA) * (A(L,M)-T)
W= U +ABS(DA) * (A(L,N)-U)
DNDA=V+(W-V)*ABS(DB)
RETURN

END

FUNCTION DNDR(ALPHA,BETA)
pochodna d(Cn)/d(dK)
REAL A(-2:9,-3:3)

DATA A/ -.018, -.052,-.052,-.052,-.054,-.

&-.051,-.030,-.037,-.026,-.013,
&-.028,-.051,-.043,-.046,-.045,-.049, -.
&-.052,-.030,-.033,-.030,-.008,
&-.037,-.041,-.038,-.040,-.040,-.038, -.
&-.030,-.027,-.024,-.019,-.013,
&-.048,-.045,-.045,-.045,-.044,-.045, -.
&-.048,-.049,-.045,-.033,-.016,
&-.043,-.044,-.041,-.041,-.040,-.038, -.
&-.035,-.035,-.029,-.022,-.009,
&-.052,-.034,-.036,-.036,-.035,-.028, -.
&-.023,-.020,-.016,-.010,-.014,
&-.062,-.034,-.027,-.028,-.027,-.027 -.
&-.023,-.019,-.009,-.025,-.010/
S=0.2* ALPHA

K= INT(S)

IF(K .LE. -2) K= -1

IF(K .GE. 9)K= 8

DA= S FLOAT(K

L = K 4ANT( SIGN(1.1,DA) )

S=0.1 * BETA

M= INT(S)

IF (M .EQ. -3) M= -2

IF (M .GE. 3)M= 2

DB= S -FLOAT(M)

N=M + INT( SIGN(1.1,DB)

T= A(K,M)

U= A(K.N)

V=T +ABS(DA) * (A(L,M)-T)

W= U +ABS(DA) * (A(L,N)-U)
DNDP=V+(W-V)*ABS(DB)

RETURN

END
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Z4.3. Warunki rownowagi samolotu (lot prostoliniowy ustalony)

SUBROUTINE TRIMMER (NV, COST)
PARAMETER (NN=2 0, MM=10)

EXTERNAL COST

CHARACTER*1 ANS

DIMENSION S(6), DS(6)

COMMON/ STATE/ X(NN)

COMMON/ CONTROLS/ U(MM)

COMMON/ OUTPUT/ AN, AY, AX, QBAR, AMACH
DATA RTOD /57.29577951/

S()=u(l)

S(2)=U(2)

S(3)=X(2)

IF(NV .LE. 3) GO TO 10

S(4)=U(3)

S(5)=U(4)

S(6)=X(3)

10 DS(1)=0.2

DS(2) = 1.0
DS(3) = 0.02

IF(NV .LE. 3) GO TO 20
DS(4) = 1.0

DS(5) = 1.0

DS(6) = 0.02

20 NC=1000

C

WRITE(*,'(IX,A$))

Reqd. # of trim iterations (def. = 1000)
READ(**,ERR=20) NC
SIGMA =-1.0
CALL SMPLX(COST,NV,S,DS,SIGMA,NC,FO,FFIN)
FFIN = COST(S)

IF (NV .GT. 3) THEN
WRITE(*,'(/11X,A)")'Ciag Ster wysokosci,
WRITE)*'(9X,4(1PE10.2,3X),/)) U(l), U(2), U
WRITE(*,99)'Kat natarcia’,RTOD*X(2),
&'Kat skizgu',RTOD*X(3)
WRITE)*,99) 'Kat pochylenia’, RTOD*X(5), 'Kat
WRITE!*,99) 'Wspolczynnik przeciazenia', AN,
WRITE(*,99) 'Cisnienie dynamiczne', QBAR, ‘Li
WRITE(*,'(/1X,A)")" Cia Ster wysokosci
WRITE(*,'(1X,4(1PE10.2,3X)))U(1),U(2),X(2)*R
WRITE(*,'(/1X,A)")'Wspolczynnik przeciazenia
WRITE(*,'(5X,3(1PE10.2,7X))") AN,QBAR,AMACH E
WRITE(*,99)'Poczatkowa f. kosztu ',FO,'Koncow
&funkcja',FFIN 99
FORMAT(2(1X,A22,1PE10.2))

40 WRITE(*,'(/1X,A,$)") 'Wiecej iteracji? (def=

READ(*,'(A),ERR= 40) ANS

IF (ANS .EQ. 'T".OR. ANS .EQ. 't.OR. ANS .EQ
IF (ANS .EQ. 'N' .OR. ANS . EQ. 'n’) RETURN
GO TO 40

END

FUNCTION CLF16(S)
REAL S(*), XD(NN)
COMMON/STATE/X(NN)
COMMON/CONTROLS/THTL,EL,AIL,RDR
THTL = S()

EL = S(2)

X(2) = S(3)

AlL = S(4)

RDR = S(5)

X(3) = S(6)

X(13)= TGEAR(THTL)
CALL CONSTR(X)
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CALL F(TIME,X,XD)

CLF16 = XD(1)**2 + 100.0%( XD(2)**2 + XD(3)** 2)
&  +10.0%( XD(7)**2 + XD(8)**2 + XD(9)**2 )
RETURN

END

SUBROUTINE CONSTR(X)
DIMENSION X(*)

LOGICAL COORD, STAB
COMMON/CNSTRNT/RADGAM,SINGAM,RR,PR, TR,PHI,CPH |,SPHI,COORD,STAB
CALPH = COS(X(2)) SALPH = SIN(X(2))
CBETA = COS(X(3))

SBETA = SIN(X(3))

IF (COORD) THEN

ELSE IF (TR .NE. 0.0) THEN

ELSE

X(4) = PHI

D = X(2)

IF(PHI .NE. 0.0) D = -X(2)

IF( SINGAM .NE. 0.0 ) THEN

SGOCB = SINGAM / CBETA

X(5) = D + ATAN( SGOCB/SQRT(1.0-SGOCB*SGOCB))
ELSE

X(5) =D

END IF

X(7)= RR

X(8)= PR

IF (STAB) THEN

X(9)= RR*SALPH/CALPH

ELSE

X(9) = 0.0

END IF

END IF

RETURN

END

SUBROUTINE SMPLX ( FX, N, X, DX, SD, M, YO , YL)
REAL X(*), DX(*)

DIMENSION XX(32), XC(32), Y(33), V(32,32) C
NV=N+1

DO 2 1=1,N

DO 1 J=1,NV

V(1,9)=X(1)

V(1,1+1)=X()+DX(l) YO=FX(X)

Y(1)=YO

DO 3 J=2,NV

Y(J)=FX(V(1,d)) K=NV

YH=Y(1)

YL=Y(1)

NH=1 NL=1

DO 5 J=2,NV

IF(Y(3).GT.YH) THEN
YH=Y(J)
NH=J ELSEIF(Y(J).LT.YL) THEN
YL=Y(J)
NL=J ENDIF

CONTINUE
YB=Y(1)
DO 6 J=2,NV

YB=YB+Y(J)
YB=YB/NV D=0.0
DO 7 J=1,NV

D=D+(Y(J)-YB)**2 SDA=SQRT(D/NV)
IF((K.GE.M).OR.(SDA.LE.SD)) THEN SD=SDA M=K
YL=Y(NL)

DO 8 1=1,N



8  X()=V(I,NL)
RETURN
END IF
DO 10 1=1,N
XC(1)=0.0
DO 9 J=1,NV
9 IF(J.NE.NH)
XC(I)=XC()+V(1,J)
10 XC()=XC(I)/N
DO 11 1=1,N
11 X()=XC(I)+XC(1)-V(I,NH)
K=K+1
YR=FX(X)
IF(YR.LT.YL) THEN
DO 12 1=1,N
12 XX()=X()+X(1)-XC(l) K=K+1
YE=FX(XX) IF(YE.LT.YR) THEN
Y(NH)=YE
DO131=1,N
13 V(I,NH)=XX(l)
ELSE
Y(NH)=YR DO 14 1=1,N
14 V(I,NH)=X(l)
END IF
GOTO 4
END IF
Y2=Y(NL)
DO 15 J=1,NV
15 IF((J.NE.NL).AND.(J.NE.NH).AND.(Y(J).GT.Y2))
Y2=Y(J)
IF(YR.LT.YH) THEN
Y(NH)=YR
DO 16 1=1,N
16 V(I,NH)=X(l)
IF(YR.LT.Y2) GO TO 4
END IF
DO 17 1=1,N
17 XX(1)=0.5*(V(I,NH)+XC(l)) K=K+1
YC=FX(XX)
IF(YC.LT.YH) THEN
Y(NH)=YC
DO 18 1=1,N
18 V(I,NH)=XX(l) ELSE
DO 20 J=1,NV
DO 19 1=1,N
19 V(1,9)=0.5%(V(1,3)+V(I,NL))
20 IF(J.NE.NL
Y(J)=FX(V(1,d)) K=K+N
END IF
GO TO 4
END

Z4.4. Obliczanie Jakobianu (linearyzacja réwna ruchu)

SUBROUTINE JACOB (FN,F,X,XD,V,10,J0,ABC,NR,NC )
DIMENSION X(*),XD(*),V(*),10(*),JO(*), ABC(*)

EXTERNAL FN,F

LOGICAL FLAG, DIAGS

CHARACTER*1 ANS

REAL*8 FN.TDV

DATA DEL,DMIN,TOLMIN,OKTOL /.0l, .5, 3.3E-5, 8.1E-4/
DIAGS=.TRUE.

PRINT '(1X,A,$),'DIAGNOSTYKA 2 (T/N, V"=N)

READ(*,'(A)) ANS

IF (ANS.EQ.".OR. ANS .EQ. 'N' .OR. ANS .EQ. 'n') DIAGS=.FALSE.
=1

15¢



DO 40 J=1,NC
DV= AMAX1( ABS( DEL*V(JO(J)) ), DMIN )
DO40 1=1,NR
FLAG= .FALSE.
TOL=0.1
OLTOL=TOL
TDV=DBLE (DV)
A2=0.0
Al=0.0
A0=0.0
BI=0.0
B0=0.0
DI=0.0
DO0=0.0
IF (DIAGS .OR. FLAG) WRITE(*,'(/1X,A8,12,Al,1 2,11X,A12,8X,A5)")
& 'Element’l,',",J, 'zaburzenie','nachylenie !
DO 20 K=1,18
A2= Al
Al= A0
Bl= BO
DI=DO
AO= FN(F,XD,X,10(1),JO(J),TDV)
B(f)= AMINK ABS(AO), ABS(AIl) ) DO= ABS ( AO - Al)
IF (DIAGS .OR. FLAG) WRITE(*,'(20X,1P2E17.6) ) TDV.AQ
IF(K .LE. 2) GO TO 20
IF (A0 .EQ. Al .AND. Al .EQ. A2)
THEN ANS2= Al
GO TO 30
END IF
IF (A0 .EQ.0.0)GOTO 25
10 IF(DO .LE. TOL*BO .AND. DI .LE. TOL*BI)
THEN
ANS2= Al
OLTOL=TOL
IF(DIAGS .OR. FLAG) WRITE(*,'(IX,A9,F8.7)") ' METTOL=",TOL
IF (TOL .LE. TOLMIN)
THEN
GO TO 30
ELSE
TOL=0.2*TOL
GO TO 10
END IF
END IF
20 TDV=0.6D0O*TDV
25 IF (OLTOL .LE. OKTOL) THEN
GO TO 30
ELSE
IF (NOT. FLAG)
THEN
WRITE(*,'(/1X,A)')'BRAK KONWERGENC]| *****!
FLAG= .TRUE.
GOTO1
ELSE
21 WRITE(*,'(IX,A$)) 'Wprowadz estymate: '
READ(*,*, ERR=21) ANS2
FLAG=. FALSE.
GO TO 30
END IF
30 ABC(1J)= ANS2
IF (DIAGS) THEN
PRINT '(27X,A5,1PE13.6)',/Ans=",ANS2
PAUSE 'Wocisnij "enter™
END IF
40 1J=13+1
RETURN
END
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