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1 Wstep

Gtownym celem niniejszej rozprawy jest zaproponowanie NOwej rozszerzonej wer-
sji matematycznego modelu rynku energii elektrycznej uwzgledniajagcego wew-
netrzng strukture terminowa rynku, a nastepnie wycena opcji kupna na kontrakt
forward i na wymiang kontraktow forward w ramach tego modelu przy réznych
zatozeniach o postaci podstawowych procesdw na rynku, w szczegélnosci dla pro-
cesow z komponentg skokowa.

W zwigzku z liberalizacjg rynku energii elektrycznej energia stata sig towarem
sprzedawanym na wielu gietdach na Swiecie. Pierwsza z nich byfa skandynawska
gietda Nordpool. Energia bedaca przedmiotem obrotu na tej gietdzie pochodzi
gtownie z elektrowni wodnych i mozna ja w pewnym sensie przechowywac. Jest
to duza zaleta, ktdra utatwia modelowanie na tym rynku i zbliza jego strukture do
rynkow finansowych. W przypadku innych form energii elektrycznej brak mozli-
wosci przechowywania powoduje duza zmiennoSc¢ oraz liczne skoki cen. Przykia-
dem gwattownych skokdw tego typu sg np. te zaobserwowane podczas stawnego
kryzysu w Kalifornii 2000-2001. Kryzys ten pokazat takze, ze na ceny ener-
gii istotny wptyw majg ograniczenia zwigzane z mozliwosciami produkcyjnymi
elektrowni i zdolnoScig przesytowa sieci transmisyjnych. Zatem w og6lnym przy-
padku modelowanie na rynku energii elektrycznej jest duzo bardziej ztozone niz
na rynkach finansowych i wcigz istnieje potrzeba poszukiwania nowych metod
wyceny na tym rynku.

Na gietdach energii notowane sg liczne instrumenty finansowe. Bardzo popu-
larnym instrumentem bedgcym obiektem obrotu jest kontrakt forward (ang. power
forward). Kontrakt ten ma zblizona strukture do kontraktu forward swap, ktéry
zobowiazuje dwie strony do wymiany okre§lonego przeptywu ptatnosci w okre-
Slonym przedziale czasu i zabezpiecza nabywce przed ewentualnymi zmianami
cen energii elektrycznej. Opiewa on na dostawe okreSlonej ilosci energii elek-
trycznej rozpoczynajaca sie w chwili 7" wygasniecia kontraktu i trwajacg okreSlony
przedziat czasu A [37].

W duzej grupie modeli opisujacych rynek kontraktow forward na energie elek-
tryczng przyjmuje sig, ze instrumentem bazowym jest Srednia cena spotowa na
ustalonym przedziale A [13, 35, 39]. Dodajmy, ze poniewaz kazda usterka w elek-
trowni lub sieci transmisyjnej, czy tez gwattowna zmiana temperatury otoczenia,
powoduje wystgpienie nieoczekiwanych skokow cen spot, ceny te cechuje duza
zmiennoS¢ i sg one obiektem trudnym do modelowania. Dla cen spotowych nie
mozna wyznaczy¢ strategii replikujacej, co zwigzane jest z tym, ze energii nie
mozna zmagazynowac. Wszystko to powoduje, ze rynek energii elektrycznej
nalezy do klasy rynkow niekompletnych i dla rynku tego jednoznaczng miare
neutralng wzgledem ryzyka wyznacza sie zwykle poprzez budowe strategii utrzy-
mujacych rynek w rownowadze.



Na rynkach finansowych ceny kontraktow forward sg zwykle bezposrednio
powigzane z ceng instrumentu bazowego, jednak dla rynkéw towarowych relacja
ta nie jest juz oczywista, poniewaz z powodu duzej zmiennoSci i sezonowosci cen,
kosztow przechowania itp., ceny forward uwzglednia¢ musza wiele dodatkowych
informacji i czynnikéw. W przypadku energii elektrycznej powigzanie to jest
jeszcze stabsze niz dla zwyktych rynkéw towarowych w zwigzku z brakiem mozli-
wosci przechowywania elektrycznosci. Co wigecej, energia dostarczona w dwaéch
roztgcznych przedziatach czasowych powinna by¢ traktowana jak dwa rézne to-
wary bez mozliwosci wymiany jednego na drugi. Ze wzgledu na staby zwigzek
cen spotowych i kontraktow na rynku energii elektrycznej modele tego rynku,
ktore wychodza od cen spotowych jako instrumentu bazowego dla wyceny kon-
traktu, nie do kohca dobrze odzwierciedlaja rynek rzeczywisty. Z drugiej strony,
w alternatywnym podejsciu do opisu rynku energii [12, 13], gdzie modelowana
jest bezpoSrednio walutowa cena kontraktu, a nastgpnie ceny instrumentow
pochodnych, catkowite pominigcie cen spotowych takze nie w petni odpowiada
rzeczywistosci.

Oba wspomniane wyzej sposoby modelowania rynku energii elektrycznej po-
taczono w pracy [16]. Zaproponowany tam model, nawigzujacy do znanych z
rynkéw finansowych modeli stép procentowych, uwzglednia jednocze$nie wew-
netrzng strukture terminowa samego kontraktu forward i jego powiazanie z ryn-
kiem spot poprzez pewien proces przeliczajgcy jednostke walutowa na jednos-
tke towarowa, co pozwala na bardziej adekwatne do rzeczywistoSci opisanie cen.
W rozprawie przyjeto jako punkt wyjscia do wyceny europejskiej opcji kupna
na kontrakt forward ten wiasnie model, przy czym oprdcz klasycznej dyfuzyjnej
postaci stopy forward i procesu przeliczajgcego dodatkowo rozwazono modele,
w ktorych procesy te zawieraja komponente skokowa. Mianowicie, poréwnano
dwa szczego6lne przypadki, gdzie w nawigzaniu do pewnych modeli dyfuzji ano-
malnej [20, 24, 38], do opisania skokow zastosowano btgdzenie losowe z czasem
ciggtym. W pierwszym przyktadzie komponentg skokowa zadano do$¢ typowo
ztozonym procesem Poissona. Natomiast drugi przypadek, gdzie przyjeto jako
komponente skokowa pewne skorelowane btadzenie losowe z czasem ciggtym
wykracza poza klase procesow Leévy’ego i wskazuje nowy mozliwy kierunek
rozszerzenia dyfuzyjnego modelu rynku energii ze skokami. Na koniec, w pracy
zaproponowano dyfuzyjny model rynku energii dopuszczajacy do obrotu takze
paliwo produkcyjne.

Rozprawa ma nastepujaca strukture. W rozdziale 2 nakreSlono ogélne zatoze-
nia modelu wraz z propozycja metody doboru optymalnej miary martyngatowe;j.
Wskazano dwie istotne wiasnoSci modelu (wn. 2.1, wn. 2.2 ) i opisano wewne-
trzna strukture terminowa rynku energii elektrycznej.

W rozdziale 3, przy zatozeniu dyfuzyjnej postaci podstawowych proceséw na
rynku, wyceniono opcje kupna na kontrakt forward (tw. 3.1). Nastepnie podano
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wz0r na ceng tej opcji dla modelu jednofaktorowego i modelu Vasicka, jednych z
najczesciej uzywanych modeli stop procentowych.

Rozdziat 4 jest poSwigcony rozszerzeniu modelu dyfuzyjnego z rozdziatu 3
do modelu ze skokami, przy czym nie jest zaktadana niezaleznoS¢ przyrostéw
komponenty skokowej. W rozdziale tym rozwazono dwa przypadki komponenty
skokowej. W pierwszym czeS¢ skokowa zadana jest poprzez ztozony proces
Poissona nalezacy do klasy proceséw Lévy’ego, natomiast w drugim bardziej
nowatorskim i skomplikowanym komponenta skokowa zadana jest poprzez pro-
ces typu skorelowanego btadzenia losowego z czasem ciggtym. Dla tych modeli
wyprowadzono postaci procesow niezbednych do wyceny instrumentéw pochod-
nych (lem. 4.1, 4.2, 4.3, 4.4) oraz postac ceny opcji kupna na kontrakt forward
(tw. 4.1, 4.2). Zanalizowano takze dwa konkretne przyktady, aby przyblizyc
strukture badanych modeli.

W rozdziale 5 przedstawione wcze$niej modele poréwnane sg z rzeczywistymi
zachowaniami rynku. Wyniki teoretyczne zostaly tu zastosowane do progno-
zowania danych rzeczywistych i poparte symulacjami. Przedstawiono dodatkowo
propozycje metodologii kalibracji (alg. 5.1, alg. 5.2) dla wielofaktorowego mo-
delu dyfuzyjnego.

W ostatnim rozdziale dokonano rozszerzenia dyfuzyjnego modelu rynku ener-
gii elektrycznej do modelu rynku energii dopuszczajgcego do obrotu towar taki
jak paliwo produkcyjne. Dla zaproponowanego modelu dokonano wyceny opcji
kupna na wymiang kontraktow na energie elektryczna i paliwo produkcyjne
(tw. 6.1) oraz przedstawiono kilka interesujacych przyktadow.

Rozprawe konczy krétkie podsumowanie.



2 Model rynku energii elektrycznej z czasem cig-
gtym

Na obserwowanym przez nas rynku energii elektrycznej wystepuja dwa rodzaje
jednostek obrotu, mianowicie MWh i waluta (np. EURO). Ceny P(¢,7T") kon-
traktow forward sg bowiem wyrazone w walucie, a opiewaja na dostawe MWh.
Uzasadnione jest zatem rozwazanie wewnetrznego rynku energii elektrycznej, na
ktérym jednostka obrotu jest MWh. Woéwczas cena p(¢, T) kontraktu forward
wyrazona w tej jednostce i opiewajaca na dostawe 1 MWh jest odpowiednikiem
obligacji zero-kuponowej. Zaleznos¢ miedzy takim rynkiem a rzeczywistym ryn-
kiem energii elektrycznej, na ktorym ceny P(¢,T") kontraktéw sa wyrazone w
walucie (takiej jak np. EURO), zadana jest poprzez pewien proces przeliczajacy
N, (bedacy wartoScig rachunku bankowego wyrazong w MWh). Mianowicie za-
chodzi relacja

p(t,T)

P, T) = ¢ )
( ) e Jo r(s)dsNt

(2.1)
gdzie r(t) jest deterministyczna stopa procentowa na rynku walutowym.
Ze wzgledu na powyzsza posta¢ walutowej ceny kontraktu w dalszej czesci pracy
rynek energii elektrycznej modelowany bedzie dwuetapowo:

e poprzez modelowanie struktury terminowej wewngtrznego rynku energii,

e nastepnie poprzez zastosowanie procesu przeliczajacego (kursu) do przejs-
cia na rynek walutowy.

Jezeli wiemy, ze instrumentem bazowym kontraktu forward P(t,7") jest
1IMWh dostarczona w przedziale [T,7 + A], to wléwczas proces P(t,t) =

-1
= (e_ fcfr(s)dsNt) jest ceng walutowa w chwili ¢ za energig dostarczong w

przedziale [t,¢ + A] nastepujacym zaraz po tej chwili. Proces ten mozna za-
tem traktowac jako ceng zgody producenta energii elektrycznej na rozpoczecie w
chwili ¢ produkcji ustalonej iloSci energii, ktora bedzie dostarczana przez okres
A. Przy takim zatozeniu mozemy przyjac, ze proces ten jest ciagly, gdyz kazdy
producent w kazdej chwili moze takg zgode sprzedac zainteresowanemu klien-
towi. Zatozenie to umozliwia budowanie strategii replikujacych w oparciu o pro-
ces dyskontujacy N, ktory bedzie zatem pierwotnym numeratorem w przedsta-
wionym ponizej og6lnym modelu rynku energii elektrycznej.



2.1

Matematyczny model wewnetrznego rynku energii elek-
trycznej

Ponizej przedstawimy zatozenia matematycznego modelu rynku energii elektrycz-
nej z czasem ciggtym wzorowany na [16, 19].

1.

Rozwazamy wewnetrzny rynek energii elektrycznej, na ktérym jednostka
obrotu w chwili ¢ jest IMWh rownomiernie dostarczana w przedziale cza-
sowym [t,t + A], gdzie A > 0 jest ustalonym czasem trwania dostawy.

Rynek skfada si¢ z d + 1 instrumentéw pierwotnych (traded assets), kto-
rych ceny opisane sa przy pomocy procesdw stochastycznych w przestrzeni
probabilistycznej (2, F,P) z filtracja (F;):cjo,r+) ZUpetng i prawostronnie
ciggty, taka ze o-ciato Fy jest trywialne, gdzie T oznacza analizowany ho-
ryzont czasowy. Procesy te sg adaptowalne, sa procesami typu cadlag oraz
sg SciSle dodatnimi lokalnie ograniczonymi semimartyngatami.

Proces /V; opisuje warto$¢ w MWh rachunku oszczednoSciowego w pewnej
walucie (np. EURO). Proces ten jest zerowym instrumentem pierwotnym i
bedzie dalej traktowany jako pierwotny numerator® (numeraire asset).

Na rynku dostgpny jest skonczony d-elementowy zbidr instrumentéw
pierwotnych ztozony z m instrumentéw rozliczanych finansowo oraz
d — m instrumentow rozliczanych fizycznie. Ceny wszystkich dostepnych
na rozwazanym rynku instrumentow opisane sg przez d-wymiarowy proces
(S} ..., 8%), przy czym (S}, ..., S™) to ceny instrumentéw rozliczanych
finansowo, a (S;"*!, ..., S%) to ceny instrumentow rozliczanych fizycznie.

Zaktadamy, ze notowania instrumentow odbywaja sie w sposob ciagly, ze
instrumenty sg dowolnie podzielne oraz ze dla kazdego pojedynczego in-
strumentu ceny kupna i sprzedazy sg takie same.

Na rynku jest I € N agentdw, ktorzy inwestujg w dostepne instrumenty.

Wszyscy agenci maja takie samo zaangazowanie poczgtkowe = oraz taka

samg funkcje uzytecznosci U tzn. funkcje U : (0,00) — R, ktora jest

ciggta, rosnaca, Scisle wklesta i rézniczkowalna w sposéb ciagty, przy czym
lim U'(x) =00 lim U'(z) =0,

x—0 T—00

(n.p. U(z) = In(z), = > 0).?

INumerator jest to proces stochastyczny { X tfeefo,r+), KtOry prawie na pewno jest SciSle do-
datni dla prawie kazdego t.
2Pojawiaja sig takze inne definicje funkcji uzytecznosci.
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Kazdy inwestor na tak zdefiniowanym rynku posiada wiasng strategie inwesty-
cyjna opisujaca liczbe jednostek instrumentow podstawowych, ktore sktadajg sie
na jego portfel.

2.2 Portfel inwestora, rownowaga na rynku energii

DEFINICJA 2.1 [19, 36] Strategig inwestycyjna (procesem portfelowym) zwany
jest d+1-wymiarowy, lewostronnie ciagty proces prognozowalny ¢; = (¢, ..., ¢%),
ktory spetnia nastgpujace warunki

T T*
/ Ep|¢y|dt < oo, / Ep(¢pF)2dt < 00, k=1,...,d.
0 0

Procesem wartosci strategii ¢, nazywamy proces®
Vt(ﬁb) = ¢t o Stu t € [07 T*]7

gdzie S; = (N, S}, ..., S%). Procesem zysku strategii ¢; nazywamy natomiast
proces

Gi(¢) == /t ¢y 0dS,, tel0,T7.
Mowimy, ze strategia inwestycyjng ¢, jest samofinansujaca, jesli spetnia warunek
Vi(@) = Vo(@) + Gel@), Vi e[0,T7,
gdzie Vi (¢) jest rowne zaangazowaniu poczatkowemu agenta.

Rozwazmy dalej zdyskontowany proces cen

. S, . .
St = ﬁt = (1,53,,5?)
oraz zdyskontowany proces wartoSci strategii ¢,

Ti() = 2

DEFINICJA 2.2 [21, 10] Niech a € R . Strategia inwestycyjna ¢ zwana jest
a-dopuszczalng, jezeli

:¢to’§t7

P(Vi(¢) > —a,Vt € [0,T7]) = 1.

Gdy a = 0 strategie te nazywamy dopuszczalna.

3a o b oznacza iloczyn skalarny wektoréw a i b.
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Jezeli rynek umozliwia zysk bez ryzyka, czyli mozna skonstruowac strategie in-
westycyjna, ktora przy danym zaangazowaniu poczatkowym x w chwili O daje
nam kapitat £ > x w chwili ¢ > 0, to na modelowanym rynku istnieje mozli-
woS¢ arbitrazu. Jednak w rzeczywistosci sytuacja taka powoduje tylko chwilowe
zachwianie rownowagi na rynku, natychmiast przywracanej przez sity popytu i
podazy. Uzasadnione jest zatem rozwazanie i modelowanie rynku, na ktorym ar-
bitraz nie jest mozliwy, a kazdy instrument ma jedng sprawiedliwa ceng.

Rynek powinien dazy¢ do rdwnowagi, ktora to rdwnowaga umozliwia spraw-
iedliwg wyceng instrumentéw pochodnych. Jezeli agenci podejmuja dziatania
niezaleznie od siebie, wowczas kazdy agent powinien stosowac strategie zapew-
niajgca osiagnigcie rownowagi na rynku, ktéra zaktada maksymalizacje wielkoSci
wyptaty kazdego agenta.

DEFINICJA 2.3 [16] Zatdzmy, ze na rynku energii elektrycznej, mamy / inwest-
oréw opisanych przez ciag {(z;,U;, ¢i¢),7 = 1,...,1}. Mowimy, ze na rynku
zachodzi rownowaga, jezeli dla danych cen S, strategia i-tego inwestora, ¢;,,
maksymalizuje funkcje Ep[U;(Vir(¢))] na zbiorze strategii dopuszczalnych oraz
rynek oczyszcza sig tzn.

I I
Vieio,r] Ve=1,..,m Z ¢§,t =0, VYi=mti,.d Z ¢§,t =1 (2.2)
i=1 i=1

Przy przyjetym zatozeniu, ze wszyscy inwestorzy maja ten sam profil (x, U) na-
turalne jest, ze w sytuacji rownowagi przyjma takg sama strategie ¢. Wowczas
warunek (2.2) przyjmuje postac

vte[o,T] Viel,..1 Vi=1,...m ¢i‘€,t:07 vk=m+1 ..... d ¢i‘€,t = 1/1—-

Taka rownowage nazywamy réwnowaga symetryczna.

W matematycznym modelu rynku energii elektrycznej przyjmuje sig, ze cena
instrumentu jest sprawiedliwa, jesli jego zdyskontowana cena jest lokalnym mar-
tyngatem. W zwigzku z tym, z punktu widzenia wyceny na rynku istotny jest fakt
istnienia oraz jednoznacznoSci rbwnowaznej miary martyngatowe;j.

DEFINICJA 2.4 [19] Miara probabilistyczna Q, zadana na przestrzeni (€2, F)
nazywana jest rbwnowazna miarga martyngatowa, jesli:

e Q jestrownowazna P na (€2, F) oraz

o zdyskontowany proces cen S, = % jest lokalnym Q-martyngatem.
t
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Zauwazmy, ze Q istotnie zwigzana jest z numeratorem N,. Dla modeli z cza-
sem ciggtym warunkiem réwnowaznym istnieniu miary martyngatowej Q réwno-
waznej mierze P jest warunek NFLVR ( no free lunch with vanishing risk). Pro-
ces cen S; spetnia warunek NFLVR [19], jeSli dla kazdego ciagu {¢,, .} strategii
a,-dopuszczalnych, gdzie a,, — 0, mamy Vr(¢,,) — 0 wedtug prawdopodobien-
stwa IP. Faktem jest, ze dla procesu cen .S; rownowazna miara martyngatowa Q
istnieje, gdy proces ten spetnia warunek NFLVR [10].

Mowimy, ze rynek spetnia warunek NFL (no free lunches), jeSli nie istnieja
strategie samofinansujace z zerowym zaangazowaniem poczatkowym, nieujem-
nym zyskiem kohcowym i dodatnim prawdopodobienstwem dodatniego zysku
kohcowego. Warunek NFLVR méwi, ze na rynku nie istnieja ciagi zyskow kon-
cowych takich, ktoérych ujemna czes¢ dazy do O, a caty cigg dazy prawie na
pewno do nieujemnej zmiennej losowej, ktdéra jest dodatnia z dodatnim praw-
dopodobienstwem. WiasnoS¢ NFLVR jest rGwnowazna wiasnosci, ze dla zada-
nego modelu rynku zbidr wszystkich rownowaznych miar martyngatowych, oz-
naczony symbolem P<, nie jest pusty, a wiec na rynku nie ma strategii arbi-
trazowych (wsrod strategii dopuszczalnych).

Rozwazany rynek energii elektrycznej jest rynkiem niezupetnym, poniewaz
energia elektryczna nie jest obiektem, ktéry mozna zaoszczedzi€ i nie mozna
uzyt jej do konstrukcji strategii zabezpieczajacej. Dla rozwazanego rynku niezu-
petnego w zbiorze P? moze znajdowac sie wiele miar. W takim przypadku
konieczna jest dodatkowa procedura, ktora prowadzi do wybrania w jednoznaczny
sposob pewnej szczegolnej rownowaznej miary martyngatowej Q. Istnieja rozne
metody wyboru takiej miary Q [19]. W niniejszej pracy postuzymy sig jedna z
metod opartych na analizie profilu uczestnikdw rynku, mianowicie, metodg mak-
symalizacji uzytecznosci dla rynkéw niezupetnych. Ponizej krotko omowimy
wspomniang metode, a nastepnie pokazemy, ze rynek z tak wybrang réwnowazng
miarg martyngatowa jest zrbwnowazony.

2.3 Metoda wyboru rownowaznej miary martyngatowej

W celu znalezienia jedynej miary Q postepowac bedziemy zgodnie z teorig mak-
symalizacji uzytecznosci dla rynkéw niezupetnych [9, 21, 29]. Metoda ta bazuje
na fakcie, ze funkcja uzytecznosci natozona na uczestnikdw rynku porzadkuje
zbior par ztozonych z kapitatu poczatkowego x oraz kohcowej wartosci anali-
zowanego instrumentu pochodnego, co po sformalizowaniu prowadzi do utozsa-
mienia problemu wyboru rbwnowaznej miary martyngatowej z nastepujacym za-
gadnieniem optymalizacyjnym Lagrange’a [17, 29]. Mianowicie, 0znaczmy przez
Z zbidr strategii dopuszczalnych ¢ z zaangazowaniem poczatkowym z > 0
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oraz niech

dQ1 .
Y= {Y; s Y, =FEp (ﬁ‘f}) s glee Qq € Peq}'
Zauwazmy, ze ) jest zbiorem nieujemnych semimartyngatdw o wartosci
poczatkowej 1, takich ze dla kazdej strategii dopuszczalnej proces th/t(gbdop) jest
P-supermartyngatem. Problem optymalizacyjny, jaki pojawia si¢ przy wyborze
rownowaznej miary martyngatowej, to maksymalizacja oczekiwanej uzytecznosci

sup Ep(U(Vr(¢™)))

gloveZ

przy warunku .
Vyviey Ep(YrVr(¢'7)) <z,

ktory wynika z tego, ze dla strategii dopuszczalnych proces f/t(gbdop) jest nadmar-
tyngatem dla dowolnej miary ze zbioru P¢¢ [19]. Zagadnienie to, sprowadza sige
do znalezienia punktu siodtowego

L*(Vr(¢),Q) = sup _inf L*(Vr(¢™),Q7),

pone z QIEP

nastepujacej funkcji Lagrange’a

LV (97), Q1) = By [U(Va(6"7)) = yYa V(™) + ya,

gdzie Y, = Ep (22| F,)[17, 22, 28, 29].
Problem ten zostat rozwigzany w artykule [17], gdzie udowodniono nastepu-
jace twierdzenie

TWIERDZENIE 2.1 [17] Zatbzmy, ze zbidr P<? réwnowaznych miar martyn-
gatowych jest niepusty (lub, ze zachodzi warunek NFLVR) oraz ze asymptotyczna
elastycznosc funkcji uzytecznosci jest mniejsza niz jeden*. Wéwczas dla zadanego
kapitatu poczatkowego = > 0

e istnieje jedyne rozwiazanie (¢, Q) rozwazanego zagadnienia optymaliza-
cyjnego oraz

e kazdy ograniczony instrument ma jedyng, sprawiedliwg ceng, spetniajaca
warunek )

4(np. dla U(z) = Inz) [22, 23, 29]
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Tw. 2.1 ma charakter ogoélny i moze byc stosowane do rynkéw finansowych lub
towarowych. W dalszej czeSci pracy jedyna miara martyngatowa Q, ktérg wyz-
naczamy poprzez rozwigzanie wyzej opisanego problemu optymalizacyjnego, sta-
nowic bedzie punkt wyjscia do wyceny instrumentéw pochodnych na rynku ener-
gii elektrycznej.

Z tw. 2.1 wynika nastgpujacy wniosek, ktory pokazuje, ze rynek z miarg Q
wybrang jednoznacznie powyzsza metoda jest rynkiem zréwnowazonym.

WNIOSEK 2.1 Przy zatozeniach twierdzenia 2.1 dla procesu cen instrumentow
pierwotnych zachodzi )
Sy = NiEqo(St|F), (2.4)

gdzie Q jest rownowazna miarg martyngatowa wyznaczong metoda maksymali-
zacji funkcji uzytecznoSci. Ponadto przy strategii inwestycyjnej ¢ wyznaczonej ta
metoda na rynku zachodzi rownowaga symetryczna.

DOWOD: Postat (2.4) jest szczeg6lnym przypadkiem (2.3) dla instrumentow
pierwotnych.  Z (2.4) wynika, ze wektor S, zdyskontowanych cen jest
Q-martyngatem. Znaczy to, ze cena jest sprawiedliwa. Zatem cata strategia in-
westycyjna zbudowana jest na instrumentach fizycznych, wiec zachodzi warunek
(2.2). Z zatozenia strategia ¢ jest jedyna strategig optymalna, ktéra maksyma-
lizuje wartos¢ Ep[U(Vir(¢%P))] na zbiorze strategii dopuszczalnych. Wszyscy
uczestnicy maja ten sam profil (U, ), wiec wszyscy obiora te sama strategie op-
tymalng ¢, a zatem

O

Powyzszy wniosek zgodny jest z faktem, ze na rynku energii kazdy instrument fi-
nansowy odzwierciedla zachowanie instrumentow z fizyczng dostawa. Zatem uza-
sadnione jest wprowadzenie wewnetrznego rynku energii elektrycznej, na ktorym
jednostka obrotu jest MWh, i modelowanie w zakresie tegoz rynku.

2.4 Strukturaterminowa i wlasnosci wewnetrznego rynku ener-
gii elektrycznej

Modelujac wewnetrzny rynek energii elektrycznej zaktadamy, ze odpowiednikiem
zerokuponowej obligacji jest kontrakt forward na dostawg 1MWh z ceng rynkowa
p(t,T) (w MWh), a odpowiednikiem oszczedzania na rachunku bankowym jest
krétkoterminowe inwestowanie w takie kontrakty opisane procesem B;. Jako pro-
ces faczacy wewnetrzny rynek energii elektrycznej z rynkiem pienieznym (np. w
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EURO) uzywany jest kurs (efot r(=)4s N,)~1 odpowiadajacy walutowej cenie zgody
producenta energii elektrycznej na rozpoczecie produkcji ustalonej ilosci energii,
ktdra bedzie dostarczana w przedziale [t, t + A]. Funkcja r(t) to deterministyczna
stopa procentowa na rynku pienieznym. W dalszej czeSci pracy dla uproszczenia
jako jednostke pienigezng przyjmiemy EURO.

W kontekscie rozwazanego modelu rynku energii elektrycznej proces N, od-
grywa role ceny instrumentu dyskontujacego, a proces p(¢,7") jest ceng jednego
z instrumentow pierwotnych. Dla miary martyngatowej Q@ jednoznacznie wyz-
naczonej metoda maksymalizacji funkcji uzytecznosci, przy zatozeniach tw. 2.1
mamy

p(t,T) = N;Eg (N7 '|F) . (2.5)

oraz rynek znajduje sie w rownowadze symetrycznej (wniosek 2.1). Pokazemy
teraz, ze prawdziwy jest nastepujacy wniosek, ktorego teza zgodna jest z intuicja
dotyczacg rynku energii elektrycznej, iz cena walutowa kontraktu forward jest
rowna oczekiwaniom wzgledem Sredniej ceny spot za energig elektryczng [13,
35].

WNIOSEK 2.2 Przy zatozeniach tw. 2.1, cena P(¢,T) na chwilg ¢, za dostawg
ustalonej ilosci energii w przedziale czasu [T, T + A], wyrazona w EURO, jest
roéwna zdyskontowanej oczekiwanej cenie zgody na dostawe w tym czasie wzgle-
dem miary Q, tzn.

P(t, T) — e ftT r(S)dsEQ((NTef foT T(S)ds)fl |-7:t) (2.6)

DOWOD: Wiemy, ze w chwili ¢ 1 MWh Kkosztuje (N,e~Jo"*)s)=1 EURO.
Przeliczajac obie strony réwnosci (2.5) dostajemy

p(t,T)

_ ft r(s)ds -1
Nie™ fot r(s)ds e EQ (NT ‘}—t) ’

P(t,T) =

co jest rownowazne z zaleznoscia (2.6).
0

Zauwazmy, ze ceng (e~ I r(s)ds \,)~1 zgody na dostawg rozpoczynajaca sig naty-
chmiast mozna takze opisac Srednig ceng spotowa dostawy w zadanym przedziale,
zatem wn. 2.2 formalnie opisuje ogdlnie znane zaleznosci obserwowane na rynku
energii elektrycznej [13, 35].

Zalozmy ponownie, ze w opisanym modelu rynku spetnione sg zatozenia
tw. 2.1 zapewniajgce istnienie i jednoznacznoS¢ rownowaznej miary martynga-
towej Q wyznaczonej metoda maksymalizacji funkcji uzytecznosci. Rozwazat
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dalej bedziemy strukturg terminowa wewnetrznego rynku energii elektryczne;.
Strukture te opiszemy klasycznie [14, 19, 25] za pomoca f (¢, T'), dynamiki chwi-
lowej stopy forward, ktéra determinuje posta¢ podstawowych proceséw na rynku

p(t,T) = exp (— / e s)ds) , 27)

B; = exp </0 f(s, s)ds) ) (2.8)

Na zrownowazonym rynku energii, zgodnie z teorig oczekiwan, nie powinien by¢
mozliwy arbitraz pomiedzy dtugoterminowym inwestowaniem w kontrakty for-
ward p(t,T) a inwestowaniem krotkoterminowym B;. Mozemy zatem przyjac
proces B; jako nowy numerator. Zwigzana jest z tym zamiana miary, ktdéra
pozwala zachowac wiasno$¢ martyngatowa proceséw zdyskontowanych nowym
numeratorem i prawdziwy jest wniosek wynikajacy ze znanych twierdzeh
(tw. 2.42, tw. 2.43, [19]) dotyczacych zamiany miary.

WNIOSEK 2.3 Dla réwnowaznej miary Q na (Q, Fr) o gestosci

dQ _ NoBr
40~ NyB Q —pw. (2.9)
prawdziwe sg nastgpujace wiasnosci
VT  p(t,T)="L (ZT) jest Q-martyngatem (2.10)
t
oraz N
N, = =L jest Q-martyngatem. (2.11)

Korzystajac z powyzszego wniosku oraz naktadajgc zatozenia odnoSnie postaci
procesdw f(t,T') oraz N;, w nastgpnych rozdziatach bedziemy dokonywat wy-
ceny instrumentéw pochodnych w badanym modelu.
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3 Wycena instrumentow pochodnych na rynku ener-
gii elektrycznej w oparciu o0 model dyfuzji

Na rynku energii oprocz instrumentow podstawowych, ktore stuzg do zapewnia-
nia klientom fizycznej dostawy/odbioru energii elektrycznej istnieja takze instru-
menty pochodne, ktore umozliwiaja spekulacje na rynku lub zabezpieczenie pozy-
cji gracza zwigzanego z przemystem energetycznym. Istotne zatem jest zagadnie-
nie wyceny instrumentoéw pochodnych na rynku energii.

Ogolna formuta wyceny podaje warto§¢ X dowolnego instrumentu pochod-
nego w postaci

X = NiEg(XrNp'|Fy) = BiEg(Xr By '|Fy), (3.1)

gdzie Q wyznaczona jest metoda maksymalizacji funkcji uzytecznosci, a Qto
rownowazna mierze Q miara martyngatowa zwigzana z numeratorem B; 0 ges-
tosci zadanej wzorem (2.9). W dalszym etapie pracy w oparciu o te formute
bedziemy wycenia¢ opcje na kontrakt forward, jeden z najczeSciej spotykanych
instrumentow pochodnych na rynku energii.

3.1 Formuta wyceny dla opcji na kontrakt forward

Rozwazmy europejska opcje kupna z ceng wykonania K EURO i terminem wyko-
nania 7' na kontrakt forward z terminem wykonania 7. Zaktadamy oczywiscie,
ze 0 < T < Ty < T*. Zasadnicza trudno$¢ w wycenie tego instrumentu pochod-
nego stanowi to, ze cena wykonania opcji jest dana w EURO. Jest to waluta obca
na wewngtrznym rynku energii elektrycznej. Dlatego tez dokonujemy zamiany
jednostek poprzez, wprowadzony w poprzednim rozdziale, proces przeliczajacy
e~ lor(®)ds N, ktory umozliwia przejécie z EURO do MWh w dowolnej chwili
czasu t < T'. Wéwczas cena w EURO rozwazanej opcji kupna przy mierze mar-
tyngatowej Q wynosi

+
BtE@ ([p(T, Tl) — Ke™ f(;r T(s)dsNT:| BEILFt)

C, =
t e~ fot r(s)dsNt

Po zamianie miary na Q ze wzoru Bayesa otrzymujemy posta¢ wygodniejsza dla
dalszych rozwazah

t T +
Ct = efo T(S)dsEQ ([ﬁ(Ta Tl) —e fO T(S)dsK] ’ft) ) (32)
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gdzie

(T, T, T, T

p(r. 1) _ p(T,Th) (3.3)
NT NT

to zdyskontowany pierwotnym numeratorem N, proces p(t,T"). Podobnie otrzy-

mujemy ceng opcji sprzedazy

ﬁ(Tu Tl) =

t +
P, = eJo r(s)dsEQ ([6_ Iy r(s)ds e ﬁ(T, Tl)} ’ft) .
Natomiast parytet kupna sprzedazy wynosi

b (0T — - 000 17)

Ct - Pt - ;
<€f fo r(s)dsNt>

€0 na mocy wniosku 2.3 prowadzi do
C,— P, =P(t,T)) — e i "8,

W oparciu o powyzsze wzory w kolejnych dwdch rozdziatach dokonywac be-
dziemy wyceny dla opcji kupna na kontrakt forward przy dodatkowych zatoze-
niach o postaci procesow f(t,T) i V;. W tym rozdziale zadamy dyfuzyjna postac
tych procesow na przestrzeni (€2, F, Q), z miarg martyngatowa Q Zwigzang z nu-
meratorem B, a nastepnie wyznaczymy dyfuzyjna reprezentacje procesu p(7', U)
po zamianie miary na miarg Q zwigzang z numeratorem pierwotnym N, c0 poz-
woli nam w kolejnym kroku dokona¢ wyceny rozwazanego instrumentu finan-
Sowego.

3.2 Dyfuzyjna postac procesow opisujacych rynek energii elek-
trycznej

W ramach wprowadzonego w rozdziale 2 modelu rynku energii elektrycznej do-

datkowo zatézmy teraz, ze filtracja (F;):cjo,r+) generowana jest przez d-wymiaro-

wy procesem Wienera (W, )co,r+) W przestrzeni (Q, F, @) oraz ze w przestrzeni
tej stopa forward f(¢,7') ma postac

f(t,T) :f(O,T)—l—/tOz(S,T)dS—l—/tO'(S,T)OdWs, T [0, T, t €0,T],

(3.4)
gdzie

e f(0,-):[0,7*] — R jest ustalonym mierzalnym odwzorowaniem,
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e wspdtczynniki o : C — Roraz o : C — R?, gdzie C = {(s,t) : 0 < s <
t < T*} sg deterministyczne oraz dla dowolnego T

T T
/ la(t, T)|dt < oo, / o, T2 dt < oo.
0 0

Tak opisana dynamika stopy forward miesci sie w ramach klasycznego modelu
Heatha-Jarrowa-Mortona [14]. Zatem przy takich zatozeniach proces rynkowej
ceny kontraktu forward mozna opisac nastepujacym stochastycznym réwnaniem
rozniczkowym [19]

e, 1) =pt0.7) (0.0 - @0 1) + S lo" (I ) dt = o° (1. T) o)

gdzie
oz*(t,T):/t alt, s)ds, 0*(t,T):/t o(t,s)ds. (3.5)

Natomiast zdyskontowany przez numerator B; proces tej ceny mozna opisac row-
naniem

dp(t, T) = p(t. T) ((% lo* (6 )| = o' (t, T)) dt — o*(1,T) o th) |

Poniewaz zgodnie z og6Inymi zatozeniami modelu proces p(t, T') jest dla kazdego
ustalonego T’ (@-martyngalem, wnioskujemy z twierdzenia o reprezentacji mar-
tyngatowej, ze pomiedzy wspotczynnikami o* oraz o* zachodzi¢ musi taka za-
leznos¢, aby

1
v(th)EC 5 HO'*(t, T)||2 - Oé*(t, T) =0 (36)

W konsekwencji stochastyczne rownania rézniczkowe opisujgce dynamike pro-
cesow p(t, T') oraz p(t, T') redukuja sie do

dp(t,T) =p(t,T) (f(t,t)dt — o™ (t,T) o dW;),

dﬁ(ta T) = _ﬁ(ta T)U*(ta T) © th7 (37)

a dla stopy forward f(¢,T") prawdziwa jest zaleznoSc
df(t,T) =o(t,T) o o™(t, T)dt + o(t, T) o dW;.

W badanym modelu oprécz wewnetrznej struktury terminowej rozwazamy
takze proces NV, umozliwiajacy zamiang jednostki z MWh na walute pieniezna.
Zatdzmy teraz takze dyfuzyjna postac tego procesu. Wiemy, iz zdyskontowany
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przez numerator B, proces N, (0znaczony jako N, ) jest Q-martynga’rem i Z twier-
dzenia o reprezentacji martyngatowej spetnia stochastyczne réwnanie roznicz-
kowe, ktdrego rozwigzaniem jest eksponenta stochastyczna, mianowicie

dNt = Nt’l}(t) o th, (38)

gdzie deterministyczna funkcja v : [0, T*] — R< opisuje zmienno¢ modelowanego
procesu N,. Przy wycenie opcji kupna na kontrakt forward wykorzystamy reprezen-
tacje procesu p(t,T") zdefiniowanego wzorem (3.3) przy rownowaznej mierze
martyngatowej Q odpowiadajacej numeratorowi N; postaci (3.8) .

LEMAT 3.1 Przy zatozeniach modelu rozwazanego w niniejszym rozdziale oraz
zatozeniu

T
/ [v(s)|]” ds < oo (3.9)
0
proces p(t, T') spetnia nastepujace stochastyczne rownanie rdzniczkowe
dp(t,T) = —p(t, T)a(t,T) o dWV,

lub rownowaznie
t 5 1 t
mjbmw%mC/Mﬂwmuifmmmmg,@m
0 0

gdzie W, = W, — fotv(s)ds jest standardowym d-wymiarowym ruchem Browna
zadanym na przestrzeni (2, Fr, Q) oraz

a(t,T)=0oc"(t,T) + v(t). (3.11)

DOWOD: Gestos¢ miary Q na (9, Fr) odpowiadajacej numeratorowi N, ma
postac

o

d(@ T BrNo N,
i jest dobrze zdefiniowana dzigki warunkowi (3.9) bedacemu odpowiednikiem wa-
runku Nowikowa dla rozwazanego modelu. Wiedzac, ze proces N; spetnia sto-
chastyczne rownanie rozniczkowe (3.8), ktorego rozwigzaniem jest eksponenta
stochastyczna, otrzymujemy

T T
Zg = exp </0 v(s)dWs — %/o Hv(s)H2ds) Q - pw.
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Korzystajac z lematu 1td oraz postaci dynamik (3.7), (3.8) otrzymujemy, ze
dﬁ(ta T) = ﬁ(ta T)b(ta T)dt - ﬁ(ta T)a(ta T) © th7 (312)

gdzie
b(t, T) = [[o(®)|* +v(t) 0 0™ (t,T),

aa(t,T) jest postaci (3.11), co jest rownowazne (3.10) na podstawie twierdzenia
Girsanowa.

O

Znajac dynamike procesu p(¢t,7) w nastgpnym kroku dokonamy wyceny
europejskiej opcji kupna na kontrakt forward.

3.3 Wycena europejskiej opcji na kontrakt forward

W poprzednim rozdziale podane zostaty reprezentacje podstawowych procesow
opisujacych rynek energii elektrycznej na przestrzeni z miarg martyngatowa Q
i Q. Korzystajac z tego udowodnimy twierdzenie, ktére formutuje postac ceny
opcji kupna na kontrakt forward. Ponizsze twierdzenie jest uogdlnieniem
gtéwnego twierdzenia z pracy [16] na przypadek zaleznej od czasu deterministy-
cznej stopy procentowej r(t), a jego dowod bedzie przeprowadzony inng technika
wzorowang na dowodach zawartych w [25].

TWIERDZENIE 3.1 Przy zatozeniach lematu 3.1 oraz dodatkowym zatozeniu

T
/ la(s, T1)|| ds < oo,
0

gdzie a(t,T) jest postaci (3.11), cena w EURO europejskiej opcji kupna z ter-
minem wygasnigcia T € [t, T*] i ceng wykonania K > 0, opiewajacej na kontrakt
forward z terminem wykonania 7} € [T, 7*] zadana jest w chwili ¢ wzorem

Cp = P(tT)®(5:(t) — e~ "OF KD(5_(1)), (3.13)

gdzie P(t,T}) jest cena w tej samej walucie instrumentu bazowego, ¢ jest dystry-
buantg standardowego rozktadu normalnego oraz

In(P(t,T1)/K) + [ r(s)ds + 13%(t)
(t)

B(1) = \/ | et Ty s
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DOWOD: Cena C, ma postac (3.2), gdzie na podstawie lematu 3.1

i i T 1T
p(T,Ty) = p(t, Ty) exp(—/ a(s,Ty) o dW, — 5/ la(s, T1)||” ds).
¢ t

Dla ¢t = 0 mamy
Co = ([ (T,T)) — e Io ”(SdsK] ):11—12,

gdzie I, = Eq (p(T, Tl)lD) oraz I, = Ey (e*ffT(s)dsKlD) natomiast zbior

D ={p(T\T\) > e~ I3 r()ds f¢ }. Warto$¢ oczekiwana I, rowna jest

I, = ¢l r&EKQ{D} =

T
= el OB KQEH(0, Ty) exp(— / a(s, T1) 0 dW,—
0

1

T
—5/ la(s, T)|* ds) > e~ Jo "ds gy =
0

_ o 9 g {g o O, 1)/ K) J;{cg)r(s)ds —52°(0) }

gdzie zmienna losowa

f a(s, Ty) o dW,

\/fo lla(s, Ty) H ods

wzgledem miary Q ma standardowy rozkfad normalny. Zatem wiedzac, ze P(0,7}) =

p(0,T}), otrzymujemy
I = e~ Jo ") g (5_(0)),
gdzie & jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.
Aby policzy€ I; wprowadzmy nowa miarg Q o gestosci

T (T, 1)

d T |
Q\ exp(—/o a(s,Tl)odWS—§ i la(s, Th)||” ds) =

dQ
Na przestrzeni (Q, F, Q)

) ) T 1T
p(T,Ty) = p(0,Ty) eXp(—/ a(s, Ty) o dWy + 3 / lla(s, T1)||* ds).
0 0
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oraz proces W, = W, + fot a(s, T )ds jest standardowym ruchem Browna. Wtedy

I, = Eq (p(T, Ty)1p) = p(0, T1)Q{ D}
i podobnie jak dla I, otrzymujemy

I, = P(O,Tl)Q{§<

In(P(0,T1)/K) + [, r(s)ds +3%(0) |
»(0) B

= P(0,T1)®(5,(0)),

gdyz zmienna losowa
fOT a(s, Ty) o dW,

\/foT H@(SaTl)H2ds

wzgledem miary Q ma standardowy rozktad normalny.
PokazaliSmy zatem, ze C spetnia teze twierdzenia. Postac (3.13) ceny C; z
dowolnym terminem ¢ wynika z wtasnoSci Markowa procesu p(7', T7).

£ =

O

3.4 Przykiady

W niniejszym rozdziale pokazemy jak wyglada postac (3.13) ceny opcji kupna
na kontrakt forward z tw. 3.1 w dwdch najpopularniejszych modelach stop pro-
centowych, wybranych spoérdd wielu spotykanych w literaturze (model jednofak-
torowy, Vasicka, CIR, Longstaffa, Hulla i White’a) [19, 25, 36] .

3.4.1 Model jednofaktorowy

Pierwszy z rozwazanych przyktadéw to model jednofaktorowy, w ktérym roz-
wazamy przestrzen z filtracjg generowana przez dwuwymiarowy ruch Browna
W, = {W}, W2} i zaktadamy, ze wszystkie funkcje zmiennoSci przyjmuja stata
wartoS¢, mianowicie:

o(t,T)=[0,0], v(t) =[vp,v\/1—p?, gdzie pe[-1,1].

Przy takich zatozeniach

a(t,T)=v(t)+c"(t,T) = [vp+ (T —t)o,v\/1 — p?].

i otrzymujemy
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WNIOSEK 3.1 Przy zatozeniach modelu jednofaktorowego postac ceny opcji
rozwazanej w twierdzeniu 3.1 zadana jest wzorem (3.13), gdzie

Y2(t) = %02 (U=t = (U=T)°)4+vpo (U—1)>— (U —T)*) +0*(T —1).

3.4.2 Model Vasicka

Drugi z przyktadow to powszechnie znany model Vasicka stopy krétkotermi-
nowej. W modelu tym krotkoterminowa stopa na przestrzeni z filtracja genero-
wang przez dwuwymiarowy ruch Browna W, = {W, W?} opisana jest row-
naniem

df (t,t) = (a — bf (t,t))dt + Co dW;,

gdzie € = |c,0] oraz a,b,c sa SciSle dodatnimi statymi. Zakfadamy takze, ze

zmienno$¢ v ma postac

v(t) = [vp,vyv/1 = 7.
Przy powyzszych zatozeniach cena rynkowa kontraktu forward spetnia nastepu-
jace réwnanie

dp(t,T) = p(t,T)(f(t, t)dt — n(t, T)CTo dW;),

gdzie n(¢,T) = $(1 — e 1), a co za tym idzie

a(t,T)=v(t)+o*(t,T) =v(t) + n(t,T)C = [vp+cn(t,T),vy/1 — p?|.
Stad otrzymujemy

WNIOSEK 3.2 Przy zatozeniach modelu Vasicka dla wewnetrznej struktury ter-
minowej rynku energii, postac ceny opcji rozwazanej w twierdzeniu 3.1 zadana
jest wzorem (3.13), gdzie

S2(t) = FC;)” - Z_Q} (n(t,T) — (T —t)) — %nQ(t,T) +oX(T —t).

Powyzsze przyktady bazujg na dwoch najbardziej popularnych modelach
stopy procentowej. Poczynione w nich zatozenia dotyczace postaci funkcji
zmiennoSci narzucajg wprawdzie pewne ograniczenia, lecz takze chroniag model
przed zbytnim dopasowaniem do danych historycznych podczas kalibracji. Przed-
stawiony model jednofaktorowy jest najwigkszym mozliwym uproszczeniem
analizowanego wcze$niej modelu dyfuzyjnego i pokazuje w jaki sposéb state
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parametry v oraz o maja wptyw na koncowa funkcje zmiennosci ¥ zalezng od
czasu. Przykfad ten daje dobry wglad w strukture modelu dyfuzyjnego, lecz
czesto nie odzwierciedla dobrze rzeczywistosci. Dlatego tez w przykfadzie drugim
przedstawiono model Vasicka, ktory z jednej strony jest modelem prostym, a z
drugiej uwzglednia panujace na rynku zaleznoSci podstawowych proceséw od
czasu do terminu wykupu.
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4 Wycena instrumentow pochodnych na rynku ener-
gii elektrycznej w oparciu o model dyfuzji ze sko-
kami

Ceny spot energii elektrycznej charakteryzuja sie duza zmiennoscig oraz licznymi
pikami spowodowanymi np. usterkami technicznymi czy czynnikami pogodo-
wymi. W literaturze [4, 11, 13, 39] bardzo czgsto do modelowania cen spo-
towych energii elektrycznej uzywa sie modeli dyfuzji ze skokami. Z badah au-
torki zawartych miedzy innymi w artykule [4] wynika ze modele takie dobrze
odzwierciedlajg rzeczywistosc. Wprawdzie ceny kontraktéw forward na energig
elektryczng zachowujg sie inaczej niz ceny spotowe, jednakze nie mozemy za-
pominac o tym, ze dotycza one tego samego towaru i w pewien sposdb musza
by€ ze soba powigzane. W tej sytuacji, naturalne wydaje sie rozszerzenie modelu
dyfuzji rozwazanego w rozdziale 3 do modelu uwzgledniajacego skokowa naturg
cen. W niniejszym rozdziale zaproponujemy zatem dwa modele, w ktérych kom-
ponenta losowa procesu opisujacego stope forward f(¢,7") opisana bedzie przez
pewien proces ze skokami, a nie jak poprzednio przez ciggty proces Wienera.

W ramach og6lnego modelu opisanego w rozdz. 2,niech teraz dodatkowo pro-
ces opisujacy stope forward f(¢,7") na przestrzeni (2, F, @) z filtracjg naturalng
generowang przez ten proces (gdzie Q jest miarg zwigzang z numeratorem B;)
bedzie zadany nastgpujacym stochastycznym rownaniem rozniczkowym, ktore
jest modyfikacja rownania (3.4)

df(t,T) = a(t, T)dt + o(t,T) o dW, + ~(t, T)dJF, (4.1)

gdziedlaC = {(s,t) : 0 < s <t < T*} wspdlczynnikia : C — R, 0 : C — R?
oraz v : C — R sg deterministyczne, W, jest standardowym d-wymiarowym
procesem Wienera oraz JX jest skompensowana postacia pewnego niezaleznego
od W, procesu skokowego J;. Poprzez du; = p(w;ds,dx) oznaczaC dalej be-
dziemy miare opisujgca strukture skokowa procesu J; [6, 18], taka ze

t
Jt://xdm
0o JR

oraz poprzez dv; = v;(w;ds,dx) miare kompensujaca dla 1, czyli taka prog-
nozowalna miare, ze ;1; — vy jest miarg martyngatowa. Wéwczas proces JX ma

nastepujaca reprezentacje
t
JE :/ /ﬂvd(,uJ— vy)
0 R
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Podobnie jak w modelu dyfuzyjnym przedstawionym w rozdz. 3, wspdtczyn-
niki stochastycznego roéwnania rézniczkowego opisujacego stope forward sg w
pewnej ustalonej relacji analogicznej do (3.6) wynikajacej z wkasnosci martynga-
towej pewnych procesow na rynku.

W literaturze [7, 8, 13, 30] istnieje wiele modeli stuzacych do wyceny na
rynkach finansowych czy towarowych, uwzgledniajacych skokowa nature zjawisk
rynkowych. Zwykle pojawiajaca sie komponenta skokowa zadana jest poprzez
pewien proces Lévy’ego. W dalszej czeSci tego rozdziat, jako przyktad takiego
podejscia, przedstawimy model, w ktérym proces J; jest ztozonym procesem
Poissona. Nastepnie, aby wyjS¢ poza rozwazania oparte na teorii procesow
Lévy’ego, zaproponujemy model, w ktorym komponenta skokowa zadana jest
poprzez proces pewnego skorelowanego btadzenia losowego z czasem ciggtym.
Pomyst ten jest nowatorski, a wycena przy zatozeniu takiego modelu wymaga
uzycia skomplikowanych technik z dziedziny semimartyngatdw. W ponizszych
podrozdziatach opiszemy procedure wyceny opcji na kontrakt forward dla tych
dwoch przypadkow procesu J;. Dla rozwazanych przyktadéw poczatkowe kroki
przeprowadzonego rozumowania beda identyczne, gdyz wynika¢ beda z ogolnej
teorii semimartyngatow. W kolejnych krokach bedzie mozna zauwazy¢ coraz
wieksze rozbieznosci, zwigzane z réznicami w postaci reprezentacji kanonicznej
badanych proceséw. Takie ujecie tematu pozwoli uwypukli€ réznice w przedsta-
wionych modelach i wskaza€ przyczyny tych réznic.

4.1 Przypadek stopy forward ze skokami zadanymi przez zto-
zony proces Poissona

Zatozmy teraz, ze dynamika stopy forward f(¢,7") opisana jest rownaniem (4.1),
gdzie proces J; na (2, F, Q) jest ztozonym procesem Poissona tzn. ze

Jo=Y U, t>0 (4.2)

gdzie Lr(t) jest procesem Poissona zwigzanym z ciaggiem niezaleznych zmien-
nych losowych (R,),>1 0 jednakowym rozktadzie wyktadniczym o éredniej 1 :

Lg(t) = max{n : Zn: R; <t}

oraz ciag (U,)»>1 jest ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie w, niezaleznym od ciagu (R,,),>1. Ponadto, niech E (U;) = m < oo
oraz niech ¢y (c) = EQ(eCU 1) oznacza transformate skoku (gdzie ¢ jest z pewnego
podzbioru liczb zespolonych).
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Dla takiego procesu .J, miara kompensujaca ma nastepujgca postac [18, 6, 31]
dvy = vy(w;ds,dx) = Adw(z)ds, 4.3)

co powoduje, ze kompensator procesu .J, jest ciagty i deterministyczny.

Majac zdefiniowane wszystkie sktadowe dynamiki stopy forward f (¢, T") przys-
tapi¢ mozemy do wyceny opcji na kontrakt forward, ktorej pierwszym krokiem
jest wyznaczenie dynamiki procesu p(¢, T') rynkowej ceny kontraktu forward zdys-
kontowanej numeratorem B;. Dynamika ta opisana jest w ponizszym lemacie

LEMAT 4.1 Oznaczmy
T T T

0*(t,T) = / alt,s)ds, o*(t.T) = / o(t,s)ds, A*(tT) = / Y(t, 5)ds.
t t t

Przy zatozeniach

T T T ~(s,T)x
/ la(s, T)|ds < oo, / o (s, )| ds < oo, / /(1—6_’7)d7/(] < 00
0 0 0 R (44)
dla zadanej postaci (4.1) dynamiki stopy forward, gdzie proces J;, zadany jest
poprzez (4.2), proces p(t, T') mozna przedstawic jako
p(t,T) =p(0,T)E(Z(t,T)), (4.5)

gdzie £(-) oznacza eksponente stochastyczna oraz

Z(t,T)= —/O o*(s,T) o dW, +/0 /]R [6_7*(5’:”5” — 1] d(ps —vy). (4.6)

DOWOD: Wiemy, ze zachodzi zaleznos¢ (2.7) taczaca procesy p(t, T') oraz f(t, T).
Woéwczas dla I(¢,T) = In(p(t, T)) mamy

I T) = —/tTf(O, s)ds—/tT/Ota(v,s)dvds

Tt Tt
—/ / o(v,s)odW,ds — / / v(v, s)dJE ds.
¢ Jo ¢ Jo

Korzystajac z tw. Fubiniego dla semimartyngatow [26] podobnie jak w dowodzie
lematu 5.3 [19], otrzymujemy

I(t,T)=1(0,T) + /Otf(s, s)ds — /Ot&*(s,T)ds—
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¢ ¢
—/ o*(s,T) o dWj —/ v (s, T)dJE.
0 0

Z tego, ze p(t,T) = exp(I(t,T)) oraz p(t,T) = p(’;ﬂ
t

poprzez (2.8), dostajemy wyk#tadnicza postac procesu p(¢, T)

, gdzie B, zadane jest

p(t, T) = p(0, T)eX 1),

przy czym

t t t
X(t,T):—/ a*(s,T)ds—/ a*(s,T)odWs—/ v (s, T)dJE,
0 0 0
co rébwnowazne jest postaci (4.5), gdzie

2(t,T) = / [~ (sT) + 3 [lo*(s, T)|Jds~

t t
—/ o*(s,T) o dWj +/ / [e’“’*(s’T)x — 1] d(ps — vy).
0 o Jr

Zgodnie z og6Inymi zatozeniami modelu rozwazanego w rozprawie proces p(t, T')
jest martyngatem przy mierze Q (wniosek 2.3). Rownowaznie proces Z(t, T') jest
Q-martyngatem [6]. Poniewaz przy zatozeniach lematu ostatnia catka zgodnie
tw. 8.10, rozdz. 11, [18] (@-martynga’rem, zatem pomigdzy funkcjami zmiennoSci
zadajgcymi postac stopy forward (4.1) zachodzi¢ musi zwigzek (3.6) podobnie jak
w modelu dyfuzyjnym rozwazanym w rozdz. 3. Proces Z(t,T') ma zatem postac
(4.6).

O

W kolejnym kroku, w rozwazanym modelu zatézmy, ze Q-martyngat N,
podobnie jak proces p(t, T'), ma postac

Ny = NoE(Hy), (4.7)

gdzie proces H, zadany jest analogicznie do Z(t,T) jako

H, = /Otv(s) o dW, + /Ot /R[eﬁ“)w — d(ps —vy)

dla pewnych deterministycznych funkcji zmiennosci v : [0,7*] — R? oraz
B0, 7% — R.
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Majac zadane postaci procesow p(t,T") oraz N;, jak w przypadku modelu dy-

fuzyjnego wyznaczymy postac procesu p(t,T") = b (j\i[T) przy mierze Q odpo-

wiadajacej numeratorowi N; . Wprowadzmy pomocniczte oznaczenia
a(t,T)=oc"(t,T)+v(t) oraz b(t,T) = B(t) +~"(t,T). (4.8)

LEMAT 4.2 W ramach modelu rozwazanego w biezacym rozdziale, przy zatoze-
niach lematu 4.1 niech

/OT lv(s)|? ds + /OT/R(l — ")y, < 0. 4.9)

Wawczas proces p(t, T') spetnia nastepujace stochastyczne réwnanie rézniczkowe

p(t,T) =p(0,T)E(D(t, T)) (4.10)

z procesem D(t,T") postaci
t t
D(t,T) = —/ a(s, T) o dW! + / / (e7=D — 1) d(py — 1)),
0 0 JR
gdzie wspotczynniki zadane sa formuta ( 4.8) oraz
t
W, =W, — / v(s)ds (4.11)
0

jest standardowym d-wymiarowym ruchem Browna niezaleznym od .J;, na przes-
trzeni (2, F,Q), natomiast
dv'y = P2y, (4.12)

jest nowa miarg kompensujaca na tej samej przestrzeni.

DOWOD: Wiedzac, ze procesy p(¢, T) oraz N, maja odpowiednio postaci (4.5),
(4.7), oraz stosujgc dwuwymiarowa formute It i pamietajac, ze kompensator v
jest ciagty, otrzymujemy (4.10), gdzie

D(t.T) = / (o) + v(s) 0 0* (5, T))ds — / (0*(5,T) + v(s)) 0 AWt

n / t / (PO _ T 4y 4 / t / (B G0 1) gy,
0 JR 0 R
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co rdwnowazne jest postaci z lematu z W oraz v/, zadanymi poprzez (4.11) oraz
(4.12). Poniewaz przy zatozeniach o postaci procesu N, i zatozeniach lematu
gestos¢ miary Q wzgledem miary Q ma dobrze zdefiniowana postac

dQ

o= x—g(/ Deai,)e (// (O~ Vs~ ) ) (413

oraz spetniony jest warunek (4.9), wiec na podstawie tw. 1, tw. 3, rozdz. 3g,VII
[31] oraz twierdzenia Girsanowa otrzymujemy ze W/ jest istotnie d-wymiarowym
ruchem Browna na przestrzeni (2, F,Q) oraz v/, jest nowa miarg kompensu-
jaca na tej samej przestrzeni. NiezaleznoS¢ proceséw W/ oraz .J; przy mierze
Q wynika z faktu, ze dla dowolnych ograniczonych mierzalnych funkcji h, oraz
hs, korzystajac z wkasnosci martyngatowej gestosci, dostajemy ze

Eg(h(W))ha( 1)) = E {hl (Wt . fgv(s)ds) £ (f(;u)(s) ° dWs)} X

< By { o€ (J1 o7 = 1)d(grs — 1))} = Bo(ha(W)) Eq(hal )
]

Znajac postac procesu p(t, 1) mozemy dokonac wyceny opcji na kontrakt forward
przy zatozeniach poczynionych w tym rozdziale. Procedura wyceny prowadzi do
nastepujacego twierdzenia opisujacego postac ceny opcji przy zatozeniu deter-
ministycznej stopy procentowej r(t)

TWIERDZENIE 4.1 Zatozmy, ze spetnione sa zatozenia lematu 4.2 oraz niech

T 2 T —b(s,T1)z
/ a“(s,Ty)ds +/ /(1 —e 2z )dvy < o0, (4.14)
0 o Jr

gdzie a(t,T) oraz b(t,T) zadane formuta (4.8). Wowczas cena w EURO, w
dowolnej chwili t, europejskiej opcji kupna z terminem wygasniecia 7" € [t, T*] i
ceng wykonania K > 0, opiewajacej na kontrakt forward z terminem wykonania
Ty € [T, T*] zadana jest wzorem

Cy = P(t,T1)01, (5, (1)) — e "9 K0, ,(5_(1)), (4.15)
gdzie P(t,T}) jest ceng instrumentu bazowego w tej samej walucie , 6, ¢, 65, t0

sploty
91,t = CD*Fl,ta 92,t = (I)*FQ,t
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dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego ®(z) oraz odpowiednio dys-
trybuant

Fii(z) = @{% < x}, Fy(z) = Q{% < x},

przy czym
T
\If(t):/ b(s, Th)d / a(s, T ds,
t
d@ ﬁ(TaTl)
aQ — 4.16
deT ﬁ(O,Tl) Q—-pw ( )
oraz

In (PUI0) 4 [T r(s)ds £ 52(0) A [T [pu(—" (s, 71)) — $u(B(s))] ds

0= =)

DOWOD: W dowodzie tw. 3.1 pokazaliémy, e Cy = I — I, przy czym I, =
Ey (~(T Ty)1p) oraz I, = < —Jo'r dsKlD) dla zbioru D = {p(T,T1) >

e~ Jo r(s)ds ¢ }. Ponadto z lematu 4.2 wiemy, ze proces p(T, T;) ma reprezentacje
(4.10), gdzie dzigki postaci (4.3) kompensatora procesu .J; oraz wtasnosci (4.12)
mamy

/ / e d”J—A/tT [Bu (=7 (5, T1)) — pu(B(s))] ds.

Zatem w rozwazanym przypadku

I = e Jo "B KQ (&, < 5_(0)},
gdzie
[ a(s, Ty) o dW! + [ b(s, Ty)d ],
VI llals, T3) | ds

a W/ zadane jest w lem. 4.2. Dzigki niezaleznoSci W/ oraz J, na przestrzeni
(Q, F,Q) zmienna losowa &, mozna w tej przestrzeni przedstawi¢ w postaci

§o =

Y

HEX+Y,

gdzie zmienne losowe X, Y sg niezalezne, X ma standardowy rozktad normainy,
a Y ma rozktad zadany dystrybuantga F,, co prowadzi do rownosci

Ip = e~ Jo ") g, ((5_(0)).
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Skoro spetniony jest warunek (4.14), aby policzy¢ I, mozemy wprowadzic
nowa miare Q zadang przez (4.16). Wowczas

~ ) 1 (T T B
p(T,77) = p(0,7))exp (5 / lla(s, T1)||” ds — / a(s,Ty) o dWs—
0 0

_ﬂéTM&IDdL_”\ATWUFW%&TU)—¢Mﬁﬁﬁhk),

gdzie W, = Wt’+f0t a(s,T}) jest standardowym ruchem Browna wzgledem miary
Q takze niezaleznym od J;. W konsekwencji otrzymujemy

L = p(0,T7)Q{& < 04(0)},

gdzie
[ a(s, Ty) o dW, + [ b(s, Ty)d ],

0

VI llals, T3) | ds
Zmienng te analogicznie do zmiennej &, mozna przedstawic poprzez sume nieza-
leznych sktadnikow o rozktadzie normalnym i o rozktadzie zadanym przez dys-
trybuante F} ;, co prowadzi do wzoru I, = P(0,77)6, 0(5+(0)). Zatem C spetnia
teze twierdzenia. Postac ceny C; w dowolnej chwili ¢ otrzymujemy korzystajac z
wiasnosci Markowa dla procesu p(7, T7).

&=

O

Dla zilustrowania otrzymanej formuty wyceny opcji na kontrakt forward przed-
stawimy teraz przykiad, ktory poprzez zawezenie zatozeh powyzszego twierdze-
nia przyblizy nam postac dystrybuant F} ; oraz F,.
PRZYKLAD 4.1 Przyzatozeniach tw. 4.1 przyjmijmy dodatkowo, ze funkcje zmien-
noSci wynosza (3(t) = [ oraz y(t,s) = % Woweczas postac ceny opcji roz-

L —
wazanej w tw. 4.1 zadana jest wzorem (4.15), gdzie dystrybuanty F.(z) oraz
F5 () moga byC przedstawione nastepujaco

Fii(z) = @{QtJT—t <z}, Fou(2) = Q{gdr—s < 2},

_+8

zadany poprzez odpowiednie transformaty
Ege™/r= = exp [T (Gur(c — 7) — du(—))] exp M@ (—c) = 1)),

Eqetrt = exp AT (¢ (e + ) — ¢u(B))] exp M (pu(—c) — 1)),
gdzie c jest z pewnego podzbioru liczb zespolonych.

oraz rozktad zmiennej Jr_, wzgledem miar Q oraz Q jest
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Jezeli zatozymy, ze parametr ¢ jest liczba urojong, wéwczas powyzsze transfor-
maty sg funkcjami charakterystycznymi. Zatem przy zatozeniu, ze takie funkcje
sg catkowalne, gestos¢ rozktadu mozemy otrzymac stosujac odwrotne przeksz-
tatcenie Fouriera dla odpowiedniej funkcji charakterystycznej. Obliczenia takie
mozna wykona¢ numerycznie. Na rys. 1 zaprezentowano przyktadowy wykres
dystrybuant F} oraz F5 otrzymanych numerycznie przy zatozeniu, ze skoki maja
ten sam rozkiad wyktadniczy co czasy oczekiwaniaorazt = 0,7 = 1, ¢y = 2,
v=20.1oraz § = 0.4.

1.2 1.2

1
0.8
0.6
0.4

-0.2 - - . -0.2 . . .
-10 0 10 -10 0 10

Rysunek 1: Dystrybuanta F'(lewy panel) oraz Fy(prawy panel) dla wyktad-
niczego rozktadu skokow.

4.2 Przypadek stopy forward ze skokami zadanymi procesem
typu skorelowanego btadzenia losowego z czasem ciggtym

Przejdzmy teraz do drugiego rozwazanego przypadku, gdzie proces .J; opisany jest
procesem typu skorelowanego btadzenia losowego z czasem ciggtym bez wias-
nosci niezaleznych przyrostéw [20, 24, 38]. Zatbzmy mianowicie, ze dynamika
stopy forward f (¢, T') opisana jest rownaniem (4.1), gdzie proces J; na (€2, F, Q)
ma postac

Jo= ) Ry t>0 (4.17)

gdzie
Lr(t) = min{n : ZRi >t}
=0

dla Ry = a, gdzie a jest pewna dodatnia stata oraz ciagu (R,,),>o dodatnich nieza-
leznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie i o skohczonej Srednie;j.
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Ponadto, niech ¢r(c) = EQ(eCRl) oznacza transformate skoku (gdzie c jest z
pewnego podzbioru liczb zespolonych).

W tak zdefiniowanym procesie J;, w przeciwienstwie do rozwazanego wczes-
niej ztozonego procesu Poissona, wielko$¢ skoku i czas miedzy skokami nie sg
niezalezne (poza zdegenerowanym przypadkiem R, = const. z prawd. 1). W
ogblnym przypadku takze przyrosty procesu J; nie sg niezalezne.

W poréwnaniu ze ztozonym procesem Poissona przyjeliSmy nieco zmieniong
konstrukcje procesu liczacego Ly(t) jako procesu pierwszego przejscia tak, ze
Lgr(t) jest momentem zatrzymania wzgledem filtracji  naturalnej
Fn=0(Ry,...,R,) izgodnie z def. 3.5 rozdz.Il [18] moze stuzy¢ do tworzenia
procesOw z czasem ciggltym poprzez zamiang czasu. Przedstawiony w tym roz-
dziale proces J;, czy tez jego transformacje takie jak fot Jg h(s, z)dpy dla pewnej
funkcji mierzalnej h, sa przyktadami tak utworzonych proceséw z czasem cig-
gtym. Korzystajac z tw. 3.11, rozdz. Il [18] mozemy wyznaczy¢ postac kompen-
satora takich procesow, co jest niezbedne do wyznaczenia ceny opcji.

Dla rozwazanego w tym rozdziale przypadku procesu .J, kompensator procesu
3 Ji (s, x)dgus przy mierze Q ma postac

t
/ /h(s,m)dyj = Z 1{ALR(5)=1}EQh(37R1)'
0 JR

0<s<t

Zatem jest to kompensator o prostej strukturze skokowej, a ponadto
vi(w; {s} x R) € {0,1}

co powoduje, ze zamiana miary, ktorg bedziemy stosowac, przebiegat bedzie
podobnie jak w przypadku, gdy kompensator jest ciggty patrz tw. 5.10, tw. 5.19,
rozdz. 111 [18] oraz wniosek zawarty w artykule [6].

Dodatkowo nalezy wspomniec€, ze po rownowaznej zamianie miary proces
Lg(t) nadal bedzie momentem zatrzymania i procedura poszukiwania kompen-
satora bedzie wygladac identycznie.

Posiadajac powyzsze informacje na temat zdefiniowanego wzorem (4.17) pro-
cesu J; mozemy rozpoczac procedure wyceny opcji na kontrakt forward. W pier-
wszym kroku wyznaczymy postac procesu p(¢, 7). W wyniku rozumowania ana-
logicznego do tego przeprowadzonego w dowodzie lematu 4.1 otrzymujemy

LEMAT 4.3 Dla zadanej postaci (4.1) dynamiki stopy forward gdzie proces .J;
zadany jest poprzez (4.17), przy zatozeniach (4.4), tezy lematu 4.1 sg prawdziwe.

W rozwazanym tu modelu przyjmijmy teraz dodatkowo, ze dynamika procesu
N, ma reprezentacje identyczna jak w poprzednim rozdziale, wyrazona poprzez
formute (4.7). Znajac formuty opisujace procesy p(t, T") oraz N, mozemy Wypro-
wadzi¢ postac procesu p(t, T') przy mierze Q. Postac ta opisana jest w ponizszym
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lemacie i jest taka sama jak ta uzyskana w poprzednim rozdziale. Jest ona jednak
wynikiem odmiennego rozumowania, ktére zostanie przedstawione w dowodzie
lematu.

LEMAT 4.4 W ramach modelu rozwazanego w niniejszym rozdziale, przy zato-
zeniach (4.4) oraz (4.9), tezy lematu 4.2 sg prawdziwe.

DOWOD: Stosujgc dwuwymiarowa formute 1té otrzymujemy wzor (4.10), przy
czym

D(t,T) = /0 (||U(S)H2 +v(s)oo™(s,T))ds — /o (0*(s,T) + v(s)) o dWs+

1+AK%(s,T) .
14+ AKH(s,T) ’

t
n ~(BE) T _ 1Y duy s —
/0 / (c Vs — >

0<s<t

gdzie

AR (s, T) = /R PO _ 1]y, (w: {s} x da),

AK?(s,T) = / [e77" =D 1] vy (w; {s} x dx).
R

Poniewaz przy zatozeniach o postaci procesu N, gestos¢ miary Q wzgledem

miary Q ma postaC (4.13) oraz dla zatozonej postaci procesu .J, mamy

v(w; {s} x R) € {0,1}. to na podstawie tw. Girsanowa oraz tw. 5.10, tw. 5.19,

rozdz. Il [18] i wniosku zawartego w artykule [6] otrzymujemy (4.11) oraz

(4.12). Po zastosowaniu wiasnosci (4.12) dostajemy

1+AK%(s,T) Je ey (w; {s} x da) B
2 {1+AKH(5,T)_1}: 2. [ _1]_

0<s<t 0<s<t fR Ay (w; {s} x dx)

t
= 5 | [y s an -] = [ [ eene o ay,
R 0 R

0<s<t

Otrzymujemy wiec zawarta w lemacie postac procesu p(t, 7). NiezaleznoS¢ pro-
cesow W/ oraz J;, przy mierze Q jest konsekwencja rozumowania analogicznego
jak w lemacie 4.2.

O
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Powyzszy lemat pozwala nam w dalszych krokach wyprowadzi¢ postac ceny opcji
na kontrakt forward. Cena ta bedzie miata inng strukture niz ta z tw. 4.1 gtéwnie
dlatego, ze w rozwazanym w tym rozdziale przypadku kompensator jest skokowy,
a nie jak poprzednio ciggty. Dodatkowo cena opcji zostanie wyznaczona tylko dla
punktu czasu ¢ = 0, gdyz proces p(t, T') przy ztozeniach z tego rozdziatu nie musi
mieC wiasnosci Markowa.

TWIERDZENIE 4.2 Zatozmy, ze spetnione sg zatozenia lematu 4.4 oraz tw. 4.1
oraz niech funkcje a(¢,T') oraz b(t,T) beda zadane formuta (4.8), wowczas dla
modelu rozwazanego w biezgcym rozdziale cena w EURO, europejskiej opcji kupna
z terminem wygas$niecia T' € [0,7*] i ceng wykonania K > 0, opiewajacej na
kontrakt forward z terminem wykonania 7, € [T',7*] w chwili ¢ = 0 zadana jest

wzorem .
Co = P(0,T1)01(85) — e o "9 K6,(5) (4.18)

gdzie P(0,77) jest cena instrumentu bazowego w tej samej walucie , 64, 05 to
sploty
(91:(13*[71, QQZCD*FQ,

dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego ®(z) oraz odpowiednio dys-

trybuant
Fl(x):@{%<x}, Fg(m):(@{%<x},

przy czym

T Pr(—v*(s, T
xp:/ b(s, T1)dJs+ > L{ara@-1yln r(=7"(s, )
0

0<s<T Pr(6(s))
T
y = TP ds,
\/ / la(s, To) |2 ds
dQ,  _ 2T 1) Q- pw., (4.19)

a0 = 50,7)
dlap(7, T) opisanego w lemacie 4.4, natomiast argumenty dystrybuant sa zadane
nastepujaca formutg
In(P(0,71)/K) + fOTr(s)ds + 132

> :

0y =
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DOWOD: Ze wzgledu na to, ze tezy lematéw 4.2 oraz 4.4 sg takie same, dowdd
jest analogiczny do dowodu tw. 4.1 z tg r6znicg, ze w rozwazanym w tym przy-
padku mamy

fb(sT = nSOR(_’Y*(SaTl))
/ / vy = 3 araoen =2 505

0<s<T

co powoduje, ze kompensator ten jest losowy i nie moze znalez¢ si¢ w postaci
parametrow 4.

O

Ponizej przedstawimy przyktad, ktory pokazuje jak wyglada postac ceny opcji w
przypadku gdy dokonamy pewnych dodatkowych zatozen odno$nie wspétczyn-
nikdw rozwazanego modelu.

PRZYKLAD 4.2 Przyzatozeniach tw. 4.2 oraz dodatkowym zatozeniu, ze funkcje
zmiennoSci wynosza 3(t) = [ i ~(t,s) = T% postat ceny opcji rozwazanej

w tw. 4.2 zadana jest wzorem (4.18), gdzie rozkiad zmiennej ¥ wzgledem miar Q
oraz Q zadany jest odpowiednimi transformatami

Eoe = Eyexp {[C(y + B)+ 8] Jp + La(T) lc In (*5;;(_5)) _m (@R(ﬁ))} } |

2D —meat-m)]| }.

Ege®” = Egexp {[c(v + ) =1 Jr + Lr(T) {c In ( A(;R(ﬁ)

gdzie c jest z pewnego podzbioru liczb zespolonych.

UZASADNIENIE: Wystarczy zauwazy¢, ze przy poczynionych dodatkowych za-
tozeniach zmienna ¥ ma postac

U = (y+ B)Jr + Lu(T) In <M) |

Pr(B)
U

W powyzszym przyktadzie otrzymujemy jawna posta¢ funkcji charakterystycz-
nych rozktadow wystepujacych w tw. 4.2. Dla danego rozktadu skokow trudno
uzyskac analityczny rozklad zmiennej Jr. Mozna wyznaczy¢ go numerycznie
stosujac metodologie Monte Carlo. Ponizej zaprezentowano przyktadowy wykres
dystrybuant F; oraz F, przy zatozeniu, ze skoki maja rozktad wyktadniczy oraz
a=01,t=0,T=1,¢q = 2,v=0.10raz § = 0.4. Wykresy te uzyskano
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Rysunek 2: Dystrybuanta F'(lewy panel) oraz Fy(prawy panel) dla wyktad-
niczego rozktadu skokow.

numerycznie w Srodowisku MATLAB. Na rysunkach 1 oraz 2 wyraznie widac
roznice w postaci dystrybuant dla dwoch badanych modeli.

Zamieszczone w powyzszych rozdziatach dwa rodzaje modeli ze skokami
pokazujg jak cena opcji ksztattuje sig przy zmianie struktury komponenty skoko-
wej procesow opisujacych instrument bazowy. W przypadku ztozonego procesu
Poissona kompensator czesci skokowej jest ciagty i nie ma wptywu na postac
dystrybuant F; oraz Fy. W przypadku, gdy proces J; jest opisany semimar-
tyngatem o zaleznych przyrostach, kompensator jest skokowy, co powoduje, ze
posta¢ wspomnianych dystrybuant istotnie komplikuje sie. Ponadto, aby uzyskac
kohcowa postac ceny opcji trzeba byto w tym przypadku wykorzystac zaawan-
sowang teorige z dziedziny semimartyngatow. Jednak rozwazanie takiej wiasnie
postaci komponenty skokowej prowadzi do uzyskania ciekawych i nowatorskich
modeli, co jest bardzo istotne z naukowego punktu widzenia [5].
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5 Kalibracja i symulacje

W niniejszym rozdziale przedstawione zostang techniki kalibracji zaprezentowa-
nych modeli oraz symulacje pokazujace jak modele te odzwierciedlajg rzeczy-
wiste zachowania rynku oraz gdzie tkwi gtéwna réznica powodujaca rozbieznosc
wynikow koncowych. Do kalibracji modeli uzyto dwdéch zbioréw danych. Pier-
wszy z nich to dane pochodzgce z gietdy energii EEX w Lipsku [34] opisujace
dzienne notowania 34 kontraktéw forward z miesiecznym okresem dostawy i cza-
sem trwania 6 miesiecy. Sg to dane z przedziatu od stycznia 2003 do sierpnia
2005. Dane te postuza nam do kalibracji wielofaktorowego modelu dyfuzyjnego
przy uzyciu metodologii zaprezentowanej w rozdziale 5.1. Wada tego zbioru jest
brak danych dotyczacych cen opcji na te kontrakty, co uniemozliwia weryfikacje
otrzymanych wynikow. Drugi zbidr danych pochodzi z gietdy energii Nordpool
[33] i sg to dane opisujace dzienne notowania 5 kontraktéw forward z rocznym
okresem dostawy i trzyletnim czasem trwania z przedziatu czasu od stycznia 2003
do grudnia 2006 oraz dane opisujace ceny opcji na te kontrakty z réznymi cenami
wykonania z przedziatu od stycznia 2004 do grudnia 2006. Historyczne dane
dotyczace cen opcji umozliwig nam poréwnanie wynikéw otrzymanych w drodze
symulacji z rzeczywistymi notowaniami gietdowymi. WSszystkie zamieszczone
pponizej obliczenia wykonano w Srodowisku MATLAB.

5.1 Historyczna kalibracja modelu dyfuzyjnego

Jak powszechnie wiadomo, dobdr modelu teoretycznego, tak aby dobrze opisy-
wat on zaleznosci zachodzace na badanym rynku, to pierwszy etap modelowa-
nia. Drugim etapem, niezbednym z punktu widzenia praktycznych zastosowah
i faczacym teoretyczne rozwazania z rzeczywistoscig, jest kalibracja modelu. W
rozdziale 3 opisaliSmy teoretyczny model rynku energii przy zatozeniu dyfuzyjnej
postaci podstawowych procesow. Kalibracja dla tego modelu w najprostszym jed-
nofaktorowym przypadku zostata zaprezentowana w pracy [16]. Ponizej podamy
dwa algorytmy dotyczace kalibracji wielofaktorowego modelu dyfuzyjnego za-
wierajace wyniki pochodzace z pracy [32] ( alg. 5.1) oraz wiasnego autorstwa
(alg. 5.2). Algorytmy te podaja postaci estymatorow funkcji zmiennoSci (¢, T'),
o(t, T) opisujacych dynamike stopy forward (alg. 5.1) oraz funkcji zmiennoSci
v(t) opisujacej proces przeliczonego rachunku bankowego (alg. 5.2), przy do-
datkowych zatozeniach, ze a(t,T) = a(T'—t), o(t,T) = o(T'—t) (tzn. funkcje te
zalezg istotnie od czasu pozostatego do terminu wykupu). Zaktadamy dodatkowo,
Ze stopa procentowa r(t) = r jest stata.

W przedstawionej ponizej metodologii kalibracji bazujemy na fakcie, iz
posiadamy historyczne dane P(¢; ;, T;) opisujgce ceny w EURO kontraktow for-
ward o rdznych terminach wykonania (77 + (j —1)AT,j = 1,..., J) w punktach
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(ti; =T1; —iAT,i=0,...,n),gdzie T3 > 0, AT > 0.

ALGORYTM 5.1 [32] Niechdlaj=1,...,7 —n

f(tljJrla Tit1) — f(tlja i)
f f

(taj+2, Tit2) (t2j+1, Tj41)

N

f(tn,j+m Tivn) — f(tnjsn—1,Tjtn-1)

gdzie

. 1 p(tigs Tj+1) 1 Pt Tj+1)
tiiT;) = — | oS ) = — 1 dJ .
f(tig, T5) AT ( p(tij, Tj) AT P(ti;, 1))

Estymatory d-wymiarowej (d < n) funkcji zmiennosci o (T —t)
oraz o(T — t) = & maja postac

— [0_2170_:27“'70_:d]

a(1AT)
. | G(2AT) 1 X
‘- ; “J—n ; AT
(nAT)
o, (1AT)
. 0L(2AT PN
531{_ k( ) :\/A_];fka k:L 7d7

Aq S8 istotnymi warto$ciami wkasnym w stosunku do sumy wszys-

gdzie Ay, Ao, ...,
gy 3 odpowiednimi wektorami wiasnymi

tkich wartoSci wkasnych, a w7y, us, . . .,
macierzy kowariancji z proby X, Xy, ..., X ,.

ALGORYTM 5.2 Niechdlai=1,...,n

gdzie



7 jest statg stopg procentowg oraz a; to estymator funkcji

htn i T 1 to,1 to,;
IHM = ——/ o™ (s, T;)|” ds — / o (s,T;) o dWs. (5.1)
p(tl,]ﬁj“’j) 2 t1,5 t1,5
Estymator d-wymiarowej (d < J) funkcji zmiennosci v(t) = [v1, U, . .., Uy) Ma
postac
Up(LAT)
- Uk (2AT) Wy, - \/Ch
Vi = . = )
g : VAT
U (JAT)
gdzie wartosci ¢y, s, . . ., ¢g S3 istotnymi wartoSciami whkasnymi, a f,, W, . . . , Wy

sg odpowiednimi wektorami wiasnymi macierzy kowariancji wektorow
Y.,Yy....Y,.

UZASADNIENIE: Z postaci (3.8) oraz (2.1) mamy

In ]?(to’j) =1In (Lto’j’Tj)) + In (7P(tl’j’7})) +rAT.
N(tl,j) ﬁ(tl,jvTj) P(tO,jvTj)

Dodatkowo réwnanie (3.7) ma nastepujace rozwigzanie

1 t t
56, T) = p(0, T) exp <—§/ Ha*(s,T)H?ds—/ a*(s,T)odWs),
0 0

a co za tym idzie

(to:. T 1 [tos 0.3
7 A N E At A
p(t;, 1)) t1,; fL.g

Powyzsze wyrazenie estymowat mozemy uzywajac estymatorow funkcji o (7' —t)
przedstawionych w alg. 5.1. Mozna to zrobi¢ na dwa sposoby:

- dopasowujac do zdyskretyzowanych wartoSci funkcji o (7" — t) analityczna
postac funkcji, a nastepnie catkujac takze w sposob analityczny

- albo uzywajac schematu Eulera do aproksymacji catki na podstawie zdyskre-
tyzowanych wartoSci funkcji o (7" — t).

Oznaczamy dalej wyestymowana postac wyrazenia (5.1) jako a; oraz

P(ty;,T;)
=a; +1n (#) + rAT.
Vi ’ P(to’],j})
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Wiedzac, ze

N(to, Lo
In A( 04) :——/ Hv(s)Hst—l—/ v(s) o dW,
N(tl,j) 2 ), t1j

1,5

mozna powiedziec, ze kazdy wektor Y, jest proba z rozktadu normalnego o ma-
cierzy kowariancji KAT takiej, ze

K = AA/,
gdzie A = [, U, ..., U] idladowolnego k =1,...,J
o ’Uk(QAT)
U = .

Macierz kowariancji K z proéby Y1, Yo, ..., Y, jest symetryczna i jej elementy
nalezg do zbioru liczb rzeczywistych. Dla kazdej macierzy symetrycznej o ele-
mentach rzeczywistych mozliwa jest nastepujaca dekompozycja spektralna

K = WCW’' = WvCVCW = Wv/C(VCWY,

gdzie W = [iy, @, . . ., 7] jest rzeczywista macierzg ortonormalng, ktorej ko-
lumny sg wektorami wiasnymi macierzy K, a macierz C jest rzeczywista macierza
diagonalng z wartoSciami wiasnymi odpowiadajacymi wektorom wtasnym na prze-

katnej
1 0 Ve 0
C = - , VC= -
0 Cy 0 \/@
Macierz kowariancji jest dodatnio okre$lona, zatem wszystkie jej wartoSci wiasne
sa dodatnie i powyZzsze macierze s dobrze okreSlone. Korzystajac z metody PCA

(Principal Component Analysis) wiemy, ze funkcje zmiennoSci mozna przed-
stawi¢ przy pomocy réwnosci A = W+/C oraz

Ty = /CoT.

Wymiar d dobieramy analizujac liczbe wartoSci istotnych. Za istotne mozna uz-
nac¢ wartosci v, dla ktérych warto$¢ wiasna jest znaczaca w stosunku do sumy
wszystkich wartoSci whasnych.

O
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5.2 Kalibracja wielofaktorowa a jednofaktorowa dla modelu
dyfuzyjnego

Ponizej przedstawione sg wyniki kalibracji wielofaktorowej wraz z porownaniem
z wynikami kalibracji jednofaktorowej otrzymanymi w pracy [16] dla tego samego
zbioru danych. Na potrzeby kalibracji modelu wielofaktorowego zaktadamy, ze
AT wynosi 1 miesigc. Wszystkie funkcje zmiennosci sg estymowane dla danych
historycznych, wigc jezeli chcemy zna€ przyszte wartoSci zmiennosci v (t) musimy
przeanalizowac ksztatt historycznej krzywej i dopasowac do niej np. funkcje de-
terministyczna.

=1 =2 1I=3 =4 1I=5
0:(1AT) | -0.2011 | -1.1385 | 0.8284 | 3.5067 | 1.5739
0:(2AT) | -0.6899 | -0.5585 | -1.9587 | 0.5678 | -3.2151
(3AT) | -1.1149 | -1.2068 | -0.2591 | -1.4772 | 1.2165
0;(4AT) | -0.8365 | 0.1591 | 2.2509 | -1.3157 | -0.1959
(
(

0;(bAT) | -0.8619 | 1.4194 | 0.6159 | 1.7857 | -1.5967
0;(6AT) | -0.5783 | 1.0433 | -1.6256 | 0.1932 | 3.6058

Tablica 1: Wyestymowane wartoSci 5-wymiarowej funkcji zmiennosci o (7" — t)
dla réznych czasow do wykupu.

i=1 =2 iI=3 =4 =5
) | -0.1610 | -0.0527 | -0.0473 | -0.1593 | -0.1443
) | 0.0935 | -0.1991 | 0.0842 | 0.0995 | 0.0564

v;(tm—4) | 0.0516 | 0.0682 | 0.1102 | -0.1621 | 0.0850
)
)
)

0.0768 | 0.0569 | -0.0041 | 0.0708 | -0.1592
0.0934 | 0.0698 | -0.1887 | 0.0214 | 0.2057
_ 0.0127 | -0.1019 | -0.1418 | -0.1605 | -0.1897
v (tm) -0.1382 | -0.0602 | 0.2699 | 0.2926 | 0.0921

Tablica 2: Wyestymowane wartoSci 5-wymiarowej funkcji zmiennoSci v(t) dla
roznych punktow czasu.

W wyniku przeprowadzonych obliczen otrzymano 5-wymiarowe funkcje
zmiennosci o (T — t) oraz v(t) w dyskretnych punktach czasowych oddalonych
od siebie 0 AT= 1 miesigc. W tabelach 1 i 2 przedstawiono uzyskane wartosci
liczbowe. Ponizej przedstawiony jest takze wykres jednej sktadowej funkcji zmien-
nosci v(t) wraz z dopasowana funkcja okresowa z okresem 12 miesiecy umozli-
wiajacg ewentualne wyznaczanie przysztych wartosci tej funkcji. Okresowos¢
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0.5 T T T T T
— - wyest. wartosci v
0.4 —— funkcja okresowa

Rysunek 3: Wyestymowane wartoSci funkcji v3(¢) wraz z dopasowana funkcja
okresowa z okresem 1 rok.

dopasowanej funkcji moze by¢ odzwierciedleniem og6lnie znanych periodycznych
wiasnosci rynku energii elektrycznej, ktore byty rowniez badane przez autorke
niniejszej pracy [1, 2]. Mozemy zatem dokona¢ poréwnania z wynikami dla mo-
delu jednofaktorowego (tabela 3) analizujgc ksztatt funkcji zmiennoSci (¢, T')
dla obydwu przypadkéw (rys. 4), a takze porownujac przyktadowe wykresy cen
opcji kupna na kontrakt forward o ustalonej cenie wykonania K = 35.

Tablica 3: Wyestymowane wartoSci parametréw dla modelu jednofaktorowego -

Parametr | Estymacja
o 2.063
v 0.5177
P -0.2497

dane EEX (otrzymane w [16]).

Parametr | Estymacja
o 0.0613
v 0.1695
p -0.7642

Tablica 4: Wyestymowane wartoSci parametrow dla modelu jednofaktorowego -
dane Nordpool.

Patrzac na rezultaty mozna wywnioskowac, ze model jednofaktorowy jest zbyt
duzym uogdlnieniem, poniewaz w rzeczywistosci funkcje zmiennoSci wykazuja
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—— model jednofaktorowy
— - model wielofaktorowy

Zmiennosc
|
|

0.45 : * * :
1

Czas do wykonania w miesiacach

Rysunek 4: Zmiennos¢ X dla wyestymowanych parametréw (T=U).

T
—— model jednofaktorowy
— - model wielofaktorowy

Cena opcji kupna
(62} [} ~ o0}
T

N Wb

[N

Czas do wykonania w miesiacach

Rysunek 5: Cena opcji kupna na kontrakt forward z ceng wykonania K=35.

5 istotnych czynnikdéw oraz zaleznoS¢ od czasu. Aby jednak zweryfikowac to
przypuszczenie dokonano dodatkowych symulacji na zbiorze danych z gieldy
Nordpool. W zwiagzku z faktem, ze dane z tej gietdy dotycza matej liczby kon-
traktow, nie mozna byto dokona¢ kalibracji modelu wielofaktorowego. Doko-
nano tylko kalibracji modelu jednofaktorowego, a wyniki zamieszczone sg w
tabeli 4. Dodatkowo dokonano porownania cen opcji otrzymanych symulacyjnie
przy uwzglednieniu wyestymowanych wspoétczynnikow modelu jednofaktorowego
Z rzeczywistymi notowaniami opcji kupna na kontrakt forward z terminem wyko-
nania grudzieh 2007 i ceng wykonania K = 40. Poréwnanie to zamieszczone jest
na rysunku 6. Jak wida¢ cena opcji w modelu jednofaktorowym zostata zawyzona,
co w potaczeniu z wynikami uzyskanymi poprzednio moze wskazywac na to, ze
zastosowanie modelu wielofaktorowego daje lepsze efekty i lepiej odzwierciedla
rzeczywistosc.
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Cena opcji kupna
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Czas do wykonania w miesiacach
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Rysunek 6: Cena opcji kupna na kontrakt forward z ceng wykonania K=40.

5.3 Kalibracja i symulacje dla jednofaktorowego modelu ze
skokami

W niniejszym rozdziale przedstawimy probe dopasowania modelu ze skokami za-
prezentowanego w rozdziale 4.1 do rzeczywistych cen opcji na kontrakty forward.
Ponizej przedstawiony jest przyktadowy wykres przyrostow stopy forward f (¢, T)
otrzymany z danych pochodzacych z gietdy Nordpool, ktory wyraznie wskazuje
na to, ze dla rynku energii elektrycznej skokowe zachowania cen przenosza sige
takze na zachowanie wewnetrznej struktury terminowej. Zatem zatozenie o sko-
kowej naturze stopy forward wydaje sie byc stuszne. Istotng rzeczg, jaka za-
uwazyc mozna na wykresie jest to, ze po skokach dodatnich nastgpuja skoki
ujemne i vice versa co powoduje powr6t do statej Sredniej procesu w okolicy
zera. Dlatego tez komponenta skokowa tego procesu powinna uwzgledniac skoki

0.03
0.02
0.01

0

-0.01

-0.02

-0.03r B

-0.04 ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 250

Rysunek 7: Przyktadowe przyrosty stopy forward.
dodatnie i ujemne. Dla uproszczenia modelu podczas kalibracji zatozono, ze skoki

dodatnie i ujemne zachodzg w tej samej chwili i badano tylko zachowanie przy-
rostow.
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W zwigzku z faktem, ze dla modelu ze skokami cze$¢ dyfuzyjna jest nieza-
lezna od czeSci skokowej, procedura kalibracji modelu ze skokami przebiega
dwuetapowo. W pierwszym kroku z danych oddzielamy te pozycje, dla kto-
rych przyrosty sa wigeksze niz trzykrotnoS¢ odchylenia standardowego wszystkich
przyrostéw. Oddzielona czgs¢ danych stuzy do kalibracji komponenty skokowej,
natomiast reszta do kalibracji czesci dyfuzyjnej [39].

Dla danych pochodzacych z gietdy Nordpool, przy zatozeniu modelu jedno-
faktorowego (tzn. ze statymi funkcjami zmiennoSci i stata stopa procentowg) z
komponentg skokowa opisang ztozonym procesem Poissona ze skokami o roz-
ktadzie wyktadniczym, otrzymano wartoSci parametrow zamieszczone w tabeli 5.
Parametr m, opisuje Srednig skokow, natomiast A to intensywnos¢. Dodatkowo
zatozono, ze # = 0. Na rys. 8 przedstawiono wykres poréwnujacy ceny opcji
otrzymane symulacyjnie przy uwzglednieniu wyestymowanych wspétczynnikow
modelu jednofaktorowego z rzeczywistymi notowaniami opcji kupna na kontrakt
forward z terminem wykonania grudzieh 2007 i ceng wykonania K = 40. Jak
widac¢ wyniki te majg podobny stopief dopasowania co wyniki dla modelu dyfu-
zyjnego. Niewatpliwie duzg role odgrywa tu fakt, ze symulacje przeprowadzono
dla modelu jednofaktorowego. Dopasowanie bowiem bardziej zaawansowanego
modelu moze istotnie wptyna¢ na doktadnoS¢ otrzymanej prognozy.

Parametr | Estymacja | Parametr | Estymacja
my 001 |o 0.0584
A 2| v 0.1550
v 0.02 | p -0.7181

Tablica 5: Wyestymowane wartoSci parametrow dla modelu jednofaktorowego -
dane Nordpool

12

T T
—— model skokowy
| | — dane rzeczywiste

10

Cena opcji kupna

2 I I I I I I I I |
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Czas do wykonania w miesiacach

Rysunek 8: Cena opcji kupna na kontrakt forward z ceng wykonania K=40.
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6 Rozszerzony model rynku energii i wycena opcji
wymiany na tym rynku

W ostatnim rozdziale pracy zajmiemy sig jeszcze jednym ciekawym zagadnie-
niem dotyczacym rynku energii, jakim jest wycena instrumentéw pochodnych,
dla ktorych instrumentem bazowym jest stopa wymiany pomigdzy paliwem pro-
dukcyjnym a energia elektryczng. Przypu$Emy, ze rozwazamy np. elektrownie,
ktora do produkcji energii elektrycznej uzywa gazu ziemnego. Woweczas jej wias-
ciciel moze zabezpieczy¢ swoja pozycje na rynku przy pomocy instrumentdw,
dla ktorych instrumentem bazowym jest stopa wymiany pomiedzy kontraktem
forward na energie elektryczng a kontraktem na gaz ziemny (tzw. heat rate).
UmiejetnoS¢ wyceny opcji wymiany na takie towary jak paliwo produkcyjne i
energia elektryczna moze postuzy¢ do wyceny aktywa takiego jak elektrownia,
ktdra przy uzyciu paliwa produkuje prad. Jezeli zdefiniujemy «(¢) jako jedna jed-
nostke prawa do korzystania z elektrowni w chwili ¢, to mozna powiedzie¢, ze
u(t) jest wartoScig opcji kupna C}* na wymiang paliwa produkcyjnego na energie
elektryczng tuz przed terminem wykonania. Wowczas jednostkowa wartos¢ zdol-
noSci produkcyjnej elektrowni mozna zapisac nastepujaco [12]

V= /OTu(t)dt = /OT cvdt, (6.1)

gdzie T jest czasem zycia analizowanej elektrowni.

W celu dokonania wyceny instrumentow omawianego wyzej typu rozszerzymy
rynek energii elektrycznej przedstawiony w pierwszej czesci pracy o instrumenty
zwiazane z paliwem produkcyjnym. Nastepnie podamy krétko wiasnosci roz-
szerzonego rynku energii, opiszemy jego strukture terminowa i dokonamy wy-
ceny opcji wymiany na kontrakty forward przy zatozeniu dyfuzyjnej postaci pod-
stawowych proceséw. Na koniec zilustrujemy otrzymane wyniki praktycznymi
przyktadami. Przedstawione ponizej wyniki autorka opublikowata czeSciowo w
artykule [3].

6.1 Model rozszerzonego rynku energii

Chcemy opisac rynek energii, na ktérym mozna inwestowac takze w instrumenty
opiewajace na towar stuzacy do produkcji energii elektrycznej (paliwo produk-
cyjne takie jak np. gaz ziemny). W tym celu w rozwazanym model rynku energii
elektrycznej z czasem ciggtym, oméwionym na poczatku rozdziatu 2, dodatkowo
wprowadzmy punkt

3(a) Proces (Q¢)tcjo,r+] Opisuje kurs wymiany MWh na jednostke paliwa (np.
MWh/MMBLuU).
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Ponadto zmieAmy punkt 4 opisu modelu na

4* Na rynku dostepne sg dwa skonczone dy-elementowe zbiory instrumentow
pierwotnych zwigzanych z obrotem odpowiednio energii elektrycznej oraz
paliwa produkcyjnego. Kazdy z tych zbioréw ztozony jest z odpowiednio
me, m, instrumentow rozliczanych finansowo oraz dy — m., dy — m, in-
strumentow rozliczanych fizycznie. Ceny wszystkich dostepnych na rozwa-
zanym rynku instrumentow opisane sa przez d-wymiarowy proces (S, S7)
taki, ze S¢ = (SP',...,57™) jest wektorem cen instrumentéw zwiaza-
nych z energia elektryczna, natomiast wektor SY = (S9'Q,, ..., S9%Q,)
to wektor cen instrumentdéw zwigzanych z obrotem paliwa produkcyjnego
wyrazonych w jednostce obrotu energii elektrycznej (d = 2dy).

6.2 Wiasnosci i struktura terminowa rozszerzonego rynku
energii

Dla zdefiniowanego wyzej rozszerzonego rynku energii rownowage definiujemy
analogicznie do def. 2.3 oraz zakfadamy, ze spetnione sg zatozenia tw. 2.1.
Wodweczas zachodzg fakty analogiczne do tw. 2.1 oraz wniosku 2.1 odpowiednio o
istnieniu jedynej rownowaznej miary martyngatowej Q i o rbwnowadze przy tej
mierze dla procesu (Sf, S*f) zdyskontowanego przez numerator SP = N,.

Na rozwazanym rynku wystepuja instrumenty zwigzane z obrotem paliwem
produkcyjnym oraz z obrotem energig elektryczng. Zaktadamy, ze wewngtrzna
struktura terminowa instrumentéw powigzanych z paliwem, opisana dynamika
f4(t,T) chwilowej stopy forward, moze réznic sie od struktury terminowej in-
strumentéw powiazanych z energia elektryczng, opisanej przez f.(t,T). Jesli
pe(t, T)Q, jest rynkowg ceng kontraktu forward opiewajacego na dostarczenie
jednej jednostki paliwa, a p.(t,T") jest rynkowa ceng kontraktu forward opiewa-
jacego na dostarczenie jednej jednostki energii elektrycznej oraz BY, By to pro-
cesy dyskontujace zwigzane ze struktura terminowa odpowiednio paliw i elek-
trycznosci, wowczas (podobnie jak w rozdziale 2.4)

pg(t,T):eXp(—/t fq(t, s)ds), pe(t,T):eXp(—/t fe(t,s)ds), (6.2)

t t
B} = exp(/ fq(s,s)ds), Bj = exp(/ fe(s, s)ds).
0 0
Wiemy, ze dla rozwazanego rynku

pe(t,T)

t

jest Q-martyngatem
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oraz

W jest Q-martyngatem.
t

W zwigzku z zamiang numeratora na B(); wprowadzamy nowa miare Q, a

nastgpnie zmieniajac By, na By jeszcze jedna miare Q°. Prawdziwe sg nastgpu-
jace wnioski

WNIOSEK 6.1 Dla réwnowaznej miary Q¢ na (€2, Fr) 0 gestosci

dQ?  NyBYQr
dQ ~ NrBIQ,

Q—pw.

procesy
pe(ta T) pg(ta T) Ny
B/Q, B! ’ B{Q

sg Q9-martyngatami.
WNIOSEK 6.2 Dla rownowaznej miary Q° na (€2, Fr) o gestosci

dQe _ BngB'% Qg_pw
dQs  BiQrBg§ o

procesy
pe(t,T)
Bf

, py(t, T)Q
L Py(t,T) = %’
t

N 4 BiG
B ' B¢

ﬁe(ty T) =

Nt:

sg Q°-martyngatami.

6.3 Formuta wyceny dla opcji wymiany na kontrakty forward

Krokiem poprzedzajagcym wyceng instrumentu pochodnego jest znajomo$¢ jego
formuty wyceny. Formuta ta bazuje na funkcji wyptaty, ktora w przypadku roz-
wazanej opcji kupna wymiany kontraktéw forward na paliwo i energig elektryczng
z terminem wykonania 7" ma postac

(Pe(T.Th) — KPy(T,T))",

gdzie P.(T,T}) jest cenga w EURO w chwili T kontraktu forward na dostawe jed-
nej jednostki energii elektrycznej w chwili T3, a P, (T, T;) jest ceng analogicznego
kontraktu na paliwo produkcyjne. Wspotczynnik K jest stosunkiem wymiany
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kontraktéw. Analogicznie jak w rozdziale 3.1, dla kazdego ¢ € [0, T] otrzymu-
jemy ceng opcji kupna wymiany w postaci

B; e ([pe(T, Th) — Kpy (T, T1)Qu]* 2| 7,)
Cy = - - : (6.3)
e Jo T(S)Nt
Podobnie wyglada wzor na ceng opcji sprzedazy
B; g ([Kpy(T, T)@Qr — pe(T,T))" 2|7

P =

e~ fot 7(s) Nt

Natomiast parytet kupna sprzedazy dla rozwazanej opcji wymiany ma postac

B; g ([p.(T.T1) = Kp, (T, 10)Qr) 217

v — pY — .
t t o fO T(S)Nt

’

a na mocy faktu 6.2
CY — P =P.(t,T) — KP,(t,T1).

W nastepnym etapie opiszemy procesy f.(t,T'), f,(t,T’), N, oraz @, dyfuzyjnymi
stochastycznymi réwnaniami rézniczkowymi, aby w kolejnym kroku dokonac
wyceny wedtug przedstawionych powyzej formut.

6.4 Dyfuzyjna postac procesdéw opisujgcych rozszerzony rynek
energii

Dla przestrzeni probabilistycznej (2, F, Q¢) z filtracja generowana przez d-wymia-
rowy proces Wienera W¢ zatdzmy, ze wewnetrzna struktura terminowa rynku
energii elektrycznej jest opisana przy pomocy nastepujacego procesu Itd

fe(t,T) = f.(0,T) + /t ae(s, T)ds + /t oe(s,T) 0 dWE,
0 0

gdzie wspditczynniki spetniaja takie same zatozenia jak w rozdziale 3.2. Wtedy
podobnie jak w rozdziale 3.2, mozna pokazac, ze proces p.(t,T") spetnia stochas-
tyczne rownane rozniczkowe

dpe(t,T) = —p.(t,T)o’(t,T) o AW, (6.4)
gdzie
T
or(t,T) :/ oe(t, s)ds.
t
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Zaktadamy takze, ze ) R
dNt = NtU(t) O the,
th = Qtvq(t) © they

gdzie v(t) oraz v,(t) sg d-wymiarowymi funkcjami deterministycznymi. Za-
t6zmy dalej, ze wewnetrzna struktura terminowa rynku samych paliw na przes-
trzeni (2, F,QY) z filtracja generowana przez d-wymiarowy procesem Wienera
W¢ taki, ze W7 = W¢ — f(f v,(s)ds opisana jest przy pomocy nastepujacego
procesu Itd

fo(t,T) = f,(0,T) + /t ay(s,T)ds + /t o4(s,T) 0 dW?,
0 0

gdzie wspotczynniki spetniaja takie same zatozenia jak w rozdziale 3.2. Wowczas

t. T . . , .
proces p,(t,T) = Py (B’v" ) spetnia nastgpujace stochastyczne réwnanie roznicz-
kowe '

dpy(t,T) = —py(t, T)o,(t,T) o dawy,
gdzie

T
o, (t,T) = / ay(t, s)ds.
t
Potrzebna jest nam jeszcze reprezentacja procesu p, (¢, T') na przestrzeni (2, F, Q°):

LEMAT 6.1 Dla dowolnego terminu wykonania 7" € (0,7*] dynamika procesu
Pg(t, T') na przestrzeni (€2, F,Q°) ma postac

dpy(t,T) = pg(t, T)e(t, T)dWY, (6.5)

gdzie
c(t,T) = vy(t) — oy (t,T). (6.6)

DOWOD: Wiemy, ze W¢ = W7 + fot v,(s)ds. Korzystajgc z zaleznosci

ﬁg(tv T)Qt = ﬁg(tv T)

oraz z wielowymiarowego lematu 1t6 mamy
dpy(t, T) = Pg(t,T)dQs + dpy(t,T)Qr — Pg(t, T)Qevg(t)o(t, T)dt

= Pg(t,T)e(t, T)dWy.
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Przy wycenie opcji wymiany wykorzystamy reprezentacje procesu
pe(ta T) _ ﬁe(tv T) _ Pe(tv T)
pg(ta T)Qt ﬁg(t7T) Pg(t7T)
przy réwnowaznej mierze martyngatowej P* generowanej przez numerator
pg(t, T)Q,. Reprezentacje tg podaje nastgpujacy lemat

LEMAT 6.2 Zatozmy, ze w rozwazanym modelu

T
/ Hc(s,T)szs < 0,
0

gdzie ¢(t,7") ma postac (6.6). Proces Y (¢,7") spetnia stochastyczne réwnanie
rézniczkowe

Y(t,T) =

dY(ta T) = Y(ta T)X(ta T) © th*
ktorego rozwigzanie ma postac

VT) = YO T)esp( | x(T)odW; =5 [ I DI ds),

gdzie W = We— fOT (s, T)ds jest standardowym d-wymiarowym ruchem Browna
zadanym na przestrzeni (2, 7, P*) (wzgledem miary P* odpowiadajacej numera-
torowi p,(t,T)();) oraz

X(tT) =o,(t,T) —ol(t,T) — v,(t). (6.7)

DOWOD: Gestost miary IP* na przestrzeni (€2, Fr) odpowiadajacej numeratorowi
pg(t, T)Q ma postat

dr” (/T (5, T)dW¢ ! /T (s,T)*d ) P*
= exp cls, s T = cls, S — p.w.
dQe 0 2 Jo

Stosujac tw. Girasanowa otrzymujemy, ze W jest d-wymiarowym procesem
Wienera na przestrzeni (€2, 7, P*). Korzystajac z lematu 1td oraz postaci dynamik
(6.5), (6.4), otrzymujemy stochastyczne rownanie rozniczkowe opisujace proces
Y (t,T):

dY (t,T) =Y (t, T)h(t, T)dt + Y (t, T)x(t,T) o dW¢,
gdzie
Wt T) = || (v (8) = o5 (& D))" + (v0g(t) = 03 (1, 7)) 0 02(1,T),
oraz x(t,T") ma postac (6.7) co jest rownowazne postaci z lematu.
0
Majac do dyspozycji postac procesu Y (¢, 1) mozemy przystapi¢ do wyceny in-
teresujgcego nas instrumentu pochodnego.
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6.5 Wycena opcji wymiany na kontrakty forward

Korzystajac z faktow zamieszczonych w poprzednim rozdziale, dotyczacych dy-
fuzyjnej postaci podstawowych procesow f.(t,T"), f,(t,T) opisujacych struk-
ture terminowa na rozszerzonym rynku oraz postaci procesow przeliczajacych N,
oraz (); udowodnimy twierdzenie, ktdrego tezg jest postat ceny opcji kupna na
wymiang kontraktow forward. Przyjmijmy jak dotychczas deterministyczng stope
procentowa r(t).

TWIERDZENIE 6.1 Dla rozwazanego w niniejszym rozdziale modelu, przy za-
tozeniach lematu 6.2 oraz dodatkowym zatozeniu, ze

T
/ Ix(s, T2 ds < oo,
0

gdzie x(t,7") ma postac (6.7), cena w EURO europejskiej opcji kupna z terminem
wykonania 7' € [t,T*] opiewajacej na wyming kontraktu forward na energie
elektryczng i K > 0 kontraktow na paliwo produkcyjne z terminami wykonania
Ty € [T, T*] jest dana wzorem

O = P(t, T)®(5,(1)) — KP,(t, T))®(5_(t)), (6.8)

gdzie P.(t,Ty) oraz P,(t,T1) sa cenami w tej samej walucie instrumentow bazo-
wych, & jest dystrybuantg standardowego rozktadu normalnego oraz

Pe(t,Tl)
Ingpimy + 3 22(t)
0=

%(t) = \//t Ix(s, 1) ds.

DOWOD: Ceng opcji kupna mozemy zapisat przy pomocy formuty (6.3). Jesli
dokonamy zamiany numeratora na proces p,(t, 7)), to na przestrzeni proba-
bilistycznej z miarg IP* opisang w lemacie 6.2 ceng opcji kupna mozemy zapisac
przy pomocy hastepujacej warunkowej wartosci oczekiwanej

dla

Pe (T7 Tl)

O;U = pg(tyTl)QtEP* ({m

—K} m) G
— P,(t,Th)Es (V(T,Ty) — K|* | 7))
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Nastepnie analogicznie jak w dowodzie tw. 3.1 obliczamy ceng opcji w chwili
t=0.

Co = Ep- (Y(T,Th) — K|") = Ep« (Y(T,T1)1p) — Ep+ (K1p) = I — L,

gdzie zbior D = {Y (7, 1T1) > K}. WartoSC oczekiwana I, = Ep- (K1p) rowna
jest

IQKIP*{D}KIP*{g In(Y (0, 73)/K) — 5 Jy lx(s. To)IP ds}

VT s, 1)) ds

gdzie zmienna losowa
fo (s,T1) 0 dW?

IR

wzgledem miary P* ma standardowy rozktad normalny. Dodatkowo wiedzac, ze

P.(0,T})
Y0.1) = 35 (0, T7)

mamy

I, = K&(5_(0)),

gdzie & jest dystrybuantg standardowego rozktadu normalnego. )
Aby policzy¢ I, = Ep- (Y (T, T1)1p) wprowadzamy nowa miare IP o gestoSci

dP T 1 /7 ) Y(T,Ty)
= Ty) odW: — = Ty)||"ds) = - P* — p.w.
= e[ e Tea; =5 [ TP ) = o B v

~

gdzie na przestrzeni (2, F, P)

T . 1 T
VD) = YO T es( | xis T odiot s [ I Tl ds)
0 0

oraz proces W, = Wy — fOT X (s, T )ds jest standardowym ruchem Browna. Wtedy
I, = Ep- (Y(T,T1)1p) = Y(0, T))P{Y (T, T}) > K}.
W konsekwencji, podobnie jak dla 7, otrzymujemy
In(Y(0,73)/K) +  Jy lIx(s. Th)[* ds
VI (s, 7| ds
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gdzie zmienna
fOT x(s,Ty) o dW,

J I Ix(s, 1)) ds

wzgledem miary P ma standardowy rozktad normalny. Zatem C{’ spetnia teze
twierdzenia. Cena C}* z dowolnym terminem ¢ wynika z wiasnoSci Markowa
procesu Y (¢, T).

£ =

O

Powyzsze twierdzenie przedstawia og6lny wzor umozliwiajacy wycene roz-
wazanej opcji wymiany przy zatozeniu modelu dyfuzyjnego. Jesli jednak przyj-
miemy dodatkowe zatozenia wowczas otrzymamy szczegollne przykiady tego
twierdzenia omowione ponizej.

6.6 Przykiady

W niniejszym rozdziale przedstawimy zastosowanie tw. 6.1 w Kkilku szczego6l-
nych przypadkach. Pierwsze dwa przyktady to model jednofaktorowy i Vasicka,
natomiast pozostate dwa daja nam obraz tego, jaki wptyw na posta¢ ceny opcji
maja poszczegodlne procesy stochastyczne wprowadzone w modelu i zwigzana z
nimi zmienno&¢ oraz jak udowodnione twierdzenie moze by¢ stosowane w innych
sytuacjach.

6.6.1 Model jednofaktorowy

Pierwszy z rozwazanych przyktadow to model jednofaktorowy, w ktérym za-
ktadamy, ze wszystkie funkcje zmiennoSci przyjmuja stata wartos¢. Dla takiego
modelu rozwazamy przestrzen z filtracjg generowang przez trojwymiarowy ruch
Browna W, = {W}!, W2, W2}, a procesy zmiennoSci sa zadane nastepujaco

Ue(taT) = [067070]7 Ug(taT) = [0,0'g,O], Uq(t) = Uq[/)lap% \/ 1— p% - p%]a

gdzie py, p2 € [—1,1]. Wtedy
o(t,T)=[(T —t)oc,0,0], o,(t,T)=10,(T—t)ay,,0],
i otrzymujemy

WNIOSEK 6.3 Przy zatozeniach modelu jednofaktorowego postac ceny opcji
rozwazanej w twierdzeniu 6.1 zadana jest wzorem (6.8), gdzie

SH(t) = —((0°)" + (@) (11 = T)° = (T3 = 1)*) + (0)*(T — 1)
+H(0gp10° +vp207) (11 = T)* — (T1 — 1))
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6.6.2 Model Vasicka

W modelu tym na przestrzeni z filtracja generowang przez ruch Browna W; =
{W}, W2} krétkoterminowe stopy dla elektrycznoéci i gazu opisane sg odpowied-
nimi rownaniami

dF.(t,1) = (a0 — b f(t,8))dt + G, 0 AW,
dfy(t,t) = (ag — by f(t,t))dt + Cy 0 dW,,

gdzie C. = [c., 0], C; = ¢4[p, /1 — p?| 018z a., b, c., ay, by, ¢, 53 5CiSle dodatnimi
statymi. Zatem

(6, T) = no(t, T)E., (4, T) = ny(t, T)G,,

gdzie n(t,T) = 5-(1 — e *T), ny(t,T) = 5-(1 — %), Zaktadamy
takze, ze zmiennoS¢ v, = 0.

WNIOSEK 6.4 Przy zatozeniach modelu Vasicka postac ceny opcji rozwazanej
w twierdzeniu 6.1 zadana jest wzorem (6.8), gdzie

T
Y2(t) = / (ng(s, Tl)cg — 2n.(s,T1)cepny (s, T1)cy + nfy(s, Tl)ci) ds.
t

Przedstawione powyzej dwa przyktady pokazujg, w jaki sposob przyjeta przez
nas postac struktury terminowej oraz posta¢ procesow przeliczajacych wigze sie
z ewolucja zmienno&ci ceny opcji w czasie.

6.6.3 Opcja wymiany dla identycznej struktury terminowej

Kolejny z przyktaddéw to model, w ktérym zaktadamy, ze wewnetrzna struktura
terminowa dla paliwa i elektrycznosci jest taka sama. Waowczas cena opcji wy-
miany zalezy tylko od zmiennoSci stopy wymiany pomigdzy tymi towarami @,
co w konsekwencji powoduje, ze proces wymiany jest jedynym procesem istotnie
wptywajacym na zmiany w cenie opciji.

WNIOSEK 6.5 Dla identycznej wewngtrznej struktury terminowej rynku energii
elektrycznej i paliwa posta¢ ceny opcji rozwazanej w twierdzeniu 6.1 zadana jest
wzorem (6.8), gdzie

S2(1) = / ()| ds.

Powyzsza postac zmiennosci dla opcji wymiany sugeruje, ze dla takiego modelu
cena opcji ewoluuje w czasie, a jej zmiany nie sg powigzane z czasem pozostatym
do wykupu kontraktow bedacych instrumentami bazowymi.
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6.6.4 Opcja wymiany pomiedzy dwiema lokalizacjami

Zauwazmy, ze rozwazany model i twierdzenie 6.1 dotyczy¢ moze nie tylko
wymiany kontraktu na energie elektryczna i paliwa produkcyjnego, lecz takze
wymiany kontraktow na energig elektryczng w dwdch lokalizacjach A i B roznig-
cych sie dynamika wewnetrznej struktury terminowej. W takiej sytuacji proces
(): jest deterministyczny i stale rowny 1 (@), = 1), zatem zmiennoS¢ v,(t) = 0, a
cena opcji wymiany zalezy tylko od roznicy w dynamikach opisujacych wewne-
trzna strukture terminowa w lokalizacji A oraz lokalizacji B.

WNIOSEK 6.6 Cena opcji wymiany kontraktow forward na energig elektryczng
pomiedzy lokalizacjami A i B przy zatozeniach twierdzenia 6.1 ma postac

Ci' = Pa(t,U)®(0,(t)) — KPp(t, U)2(0-(1)),

gdzie Pa(t,U), Pg(t,U) to odpowiednio ceny w EURO kontraktow w lokalizacji
A oraz w lokalizacji B. Natomiast

In Latl) 4
5u(t) = KPp(t,U)

(1)

0

1
2

oraz -
S2(t) = / lo% (s, U) — o7 (s, U)|| ds.
t

gdzie o7, o7; to zmiennoSci zwigzane ze struktura terminowa wewnetrznego rynku
energii elektrycznej w lokalizacjach A i B.

Rozwazany tu przypadek opcji wymiany moze by¢ uzywany do wyceny sieci
transmisyjnych umozliwiajacych przesyt energii elektrycznej na ustalonym od-
cinku AB. Przykiad ten jest jednocze$nie przypadkiem wymiany, w ktérej réznice
w cenach zwigzane sg tylko i wylacznie z réznicami w strukturze terminowej
wewnetrznych rynkdw rozwazanych produktdw, co sugeruje, ze roznice te powia-
zane s3 z czasem pozostatym do wykupu kontraktow.

6.7 Symulacje

W rozdziale tym przedstawimy poréwnanie wynikow symulacji uzyskanych dla
przedstawionego powyzej modelu Vasicka z wynikami uzyskanymi dla standar-
dowego modelu Blacka opisanego w ponizszym fakcie.

FAKT 6.1 [27] Przy zatozeniu, ze ceny w walucie pienieznej kontraktéw na
energie elektryczng i paliwo produkcyjne opisane sa geometrycznym ruchem
Browna

dPe(t,T) = u P(t, T)dt + o1 P(t, T)dW, 1,
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dPI(t,T) = jia PY(t, T)dt + oo P9(t, T)dW,.»,

gdzie Wy, = pWi2 + /1 — p*W,, oraz Wy 5, W, , s niezaleznymi procesami
Wienera otrzymujemy nastgpujaca ceng opcji wymiany

O = e TSP (1, U)B(5, (1) — K Py(t, U)D(5_(t))],

gdzie
Py(t,U) op(T—t)
5u(t) = In KPs(t,0) + =5
opB T—1t
oraz

2 _ 2 2
op = 0] — 201p02 + 0;.

Do symulacji uzyto danych z gietdy NYMEX (New York Mercantile Exchange).
Zbior danych zawierat historyczne notowania kontraktow na gaz (Henry Hub)
oraz elektrycznos¢ (PJM) z okresu od stycznia 2004 do marca 2006. Parametry
zostaty obliczone przy pomocy autorskiej metodologii kalibracji zamieszczonej
w artykule [3] przy zatozeniu statej stopy procentowej r = 0.05.
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Rysunek 9: Gorny panel: Ceny kontraktow na gaz i elektrycznoSc z terminem
wykonania marzec 2006. Dolny panel: Wyznaczona symulacyjnie, dla obydwu
modeli, jednostkowa warto$¢ elektrowni produkujacej elektryczno$¢ z gazu ziem-
nego z czasem zycia 15 lat.
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Przedstawione wyniki prezentujg prébe wyceny jednostkowej wartosci elek-
trowni produkujacej elektryczno$¢ z gazu ziemnego przy uzyciu formuty (6.1).
W tym celu zatozono dodatkowo, ze czas zycia elektrowni wynosi 15 lat oraz
P<¢(0,T) = 55.750 USD, P9(0,T") = 6.3080 USD. Na rysunku widzimy wartos¢
elektrowni dla stopy wymiany (heath rate) zmieniajgcej sie na przedziale [5, 15].
Mozna zauwazyC¢ duza roznice wynikach otrzymanych dla analizowanych mo-
deli. Wartos¢ elektrowni dla modelu z wewnetrzng strukturg terminowa opisana
modelem Vasicka jest duzo mniejsza niz warto$¢ otrzymana dla modelu Blacka i
zbiega do 0, gdy stopa wymiany rosSnie. Wskazuje to na dobre wiasnosci badanego
w pracy modelu, gdyz w rzeczywistosci wartoS¢ elektrowni dla stopy wymiany
wigkszej niz % ~ 9 powinna by¢ bliska zeru. Dodatkowo analizujgc wyniki prac
[11, 12] mozna wyshu¢ wniosek, ze wartoS¢ elektrowni przy zatozeniu modelu
Blacka jest zwykle zawyzona, co takze stawia proponowany w niniejszej pracy
model w dobrym Swietle.

60



7 Podsumowanie

Rozprawa poSwigcona jest modelowi rynku energii elektrycznej uwzgledniaja-
cemu jego wewnetrzna strukture terminowa. Rozwazania prowadzone byty w
dwaoch nurtach. Pierwszy kierunek (rozdz. 2-5) dotyczyt zagadnienia wyceny
pewnych instrumentéw pochodnych przy zatozeniu réznych klas proceséw sto-
chastycznych stuzacych do opisu instrumentoéw na rynku, od procesow dyfuzyj-
nych po procesy ze skokami. W rozdziale 2 opisano ogolny matematyczny model
wewnetrznego rynku energii elektrycznej, a nastepnie zaprezentowano metodolo-
gie wyboru optymalnej rownowaznej miary martyngatowej, polegajacej na mak-
symalizacji funkcji uzytecznosci uczestnikdw rynku. Dodatkowo podano dwa
whnioski (wn. 2.1 i 2.2 ) wynikajace z zatozeh modelu i istnienia miary optymal-
nej, a uzasadniajgce obserwacje dotyczace badanego rynku. Na koniec opisano
wstepnie strukture terminowa wewngtrznego rynku energii elektryczne;j.

W rozdziale 3 opisano podstawowe procesy na rynku przy pomocy procesow
dyfuzji i dokonano wyceny europejskiej opcji kupna na kontrakt forward (tw. 3.1).
Nastepnie na podstawie tego twierdzenia obliczono postac ceny tej opcji dla dwdch
przypadkdéw modeli struktury terminowej: modelu jednofaktorowego i modelu
Vasicka (wn. 3.2, wn. 3.1).

W rozdziale 4 rozszerzono model dyfuzyjny opisujac podstawowe procesy
na rynku za pomoca procesow ze skokami bedacych w klasie semimartyngatow.
Rozwazono dwa szczeg6lne przypadki. W pierwszym z nich czeS¢ skokowa
zadana jest poprzez ztozony proces Poissona, natomiast w drugim, bardziej nowa-
torskim, komponenta skokowa zadana jest poprzez proces typu skorelowanego
btadzenia losowego z czasem ciggtym. Korzystajac z zaawansowanej teorii z
dziedziny semimartyngatéw, dla obydwu wspomnianych modeli dowiedziono czte-
rech lematdw pomocniczych. Dwa z nich dotycza reprezentacji podstawowych
proceséw na rynku przy wyjsciowej mierze Q (lem. 4.1, 4.3), natomiast pozostate
dwa dotycza reprezentacji tych proceséw po zamianie miary na miarg rownowazng
(lem. 4.2, 4.4). Dokonano takze wyceny opcji kupna na kontrakt forward (tw. 4.1,
4.2) przy zatozeniach obydwu modeli, co jest gtbwnym wynikiem tego rozdziatu.
Rozwazania teoretyczne zostaty zilustrowane przyktadami i wykresami.

Kolejny rozdziat zostat posSwigcony symulacjom. Dodatkowo opisano w nim
doktadnie metodologie kalibracji wielofaktorowego modelu dyfuzyjnego (alg. 5.1,
alg. 5.2). Rozdziat ten pokazuje przydatno$S¢ wczeSniejszych rozwazanh teoretycz-
nych w badaniach rzeczywistego rynku, a liczne wykresy obrazujg istote badanych
zjawisk.

Drugi kierunek rozwazah (rozdz. 6) dotyczyt rozszerzenia podstawowego mo-
delu do ogo6lniejszego rynku energii, na ktdrym moga by ¢ takze notowane instru-
menty zwiazane z paliwem produkcyjnym. W ostatnim rozdziale zaproponowano
matematyczny model takiego rynku. Nastepnie przy zatozeniu modelu dyfuzyj-
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nego udowodniono gtowne twierdzenie (tw. 6.1) opisujace postat ceny europej-
skiej opcji kupna wymiany kontraktow na energie elektryczng i paliwo produk-
cyjne. Zaprezentowano dodatkowo kilka interesujacych przyktadow wraz z symu-
lacjami.

Niniejsza praca zawiera zatem kompleksowy opis budowy modelu rynku ener-
gii elektrycznej opartego na postaci jego wewnetrznej struktury terminowej, wska-
zujac jednoczesnie wiele kierunkow dalszego rozwoju badah w ramach zaprezen-
towanej problematyki. Przeprowadzone symulacje pokazujg, ze model ten do-
brze odzwierciedla rzeczywistos¢, wiec dalsze jego rozwijanie jest uzasadnione.
Szczegolnie ciekawy jest watek dotyczacy modelu ze skokami. Rozwinigcie tego
modelu do modelu uwzgledniajacego dodatnia i ujemng komponente skokowa,
zastosowanie innego procesu opisujacego skoki czy tez rozwigzanie zagadnienia
kalibracji modeli o zaleznych przyrostach moze stac sie ciekawym tematem dal-
szych rozwazah. Przedstawiona w pracy propozycja modelu ze skokami o przy-
rostach zaleznych moze by¢ takze uzyta do modelowania cen spotowych na rynku
energii elektrycznej. Innym ciekawym zagadnieniem jest efektywno$¢ modelu ze
skokami przy zastosowaniu go do wyceny opcji wymiany. Sa to otwarte prob-
lemy, ktore autorka pracy zamierza poruszy¢ w dalszych badaniach naukowych.
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