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MODELE PROGOWE I ICH ZASTOSOWANIE
W SOCJOLOGII I EKONOMII

Streszczenie: Zasadnicza idea modeli progowych polega na przyjeciu za kluczowy faktu,
iz ludzkie zachowania i wybory w duzej mierze zaleza od zachowan i wyboréw innych jed-
nostek nalezacych do danej spotecznosci. Cztowiek jest sklonny przylaczy¢ si¢ do jakiegos
dziatania (strajku, zakupu nowego produktu itd.), pod warunkiem ze pewien okreslony (dla
danej osoby) odsetek jego znajomych lub sasiadow juz w nim bierze udzial. Wartos¢ tego od-
setka nazywana jest progiem i moze by¢ ona w szczegdlnosci rowna zeru. Socjologia ze swo-
jej istoty zawsze brata pod uwage oddzialywania migdzyludzkie. Ostatnio réwniez i w eko-
nomii coraz powszechniej stosuje si¢ podejscie, wedle ktorego jednostki ludzkie kierujg si¢
korzysciag nie tylko materialng, ale i1 spoleczng zwiazang wtasnie z zachowaniami konformi-
stycznymi. Modele progowe stuza do modelowania tego typu sytuacji.

Stowa kluczowe: model progowy, model binarnego wyboru, stany stacjonarne.

1. Podstawowe idee

Celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie progowych modeli kolektywnych za-
chowan ludzkich. Maja one zastosowanie w modelowaniu tak pozornie odmiennych
sytuacji, jak dyfuzja innowacji, szerzenie si¢ chorob, plotek, zamieszek, strajkow,
jak rowniez glosowan, migracji i wychodzenia z nudnych wyktadow. Podstawa po-
dejscia progowego jest koncepcja zmniejszania si¢ kosztow — czy to materialnych,
czy psychologicznych — okreslonych zachowan w miar¢ zwigkszania si¢ liczby 0sob
zachowujacych si¢ w dany sposob.

Pionierskie prace ujmujace wten sposob zachowania kolektywne powsta-
ty w polowie ubieglego wieku [3; 8; 9], a sztandarowym przykladem zapropono-
wanym przez Granovettera w najczesciej cytowanym artykule z tego obszaru [3]
sg zamieszki. Poniewaz prawdopodobienstwo bycia aresztowanym jest tym mniej-
sze, im wigcej jest 0sOb w nie zaangazowanych, zatem w miar¢ wzrostu rozruchow
moga przytaczac si¢ do nich ludzie coraz bardziej ostrozni w swoich zachowaniach.
W najprostszym modelu przyjmuje si¢, iz kazdy cztowiek ma okreslony prog dla
przylaczenia si¢ do danej akceji spotecznej. Aby akcja w ogdle si¢ rozpoczeta, musza
istnie¢ osoby, ktérych prog wynosi 0 — mozna nazywac ich inicjatorami. Aby akcja
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byla zasilana kolejnymi uczestnikami, muszg istnie¢ osoby, ktorych prog nie prze-
kracza liczby inicjatorow — i tak dalej. Wystarczy zwigkszenie progu przystapienia
do akcji jednej osoby, by reakcja tancuchowa, zapoczatkowana w dwoch grupach
przez te sama liczbe inicjatorow, w jednej z nich zostata podtrzymana i ogarneta
cala zbiorowos$¢, a w drugiej wygasta na kilku zaangazowanych osobach.

2. Matematyczna posta¢ modelu

Najprostsza wersje modelu progowego mozna zapisa¢ w nastepujacej matematycz-
nej postaci. Niech N oznacza liczbe 0s6b w rozwazanej zbiorowosci. Kazda z tych
0s0b podejmuje w chwili ¢ decyzje, ktora moze przyjmowaé dwa warianty: ,,tak” lub
,nie”. Niech @/ bedzie wyborem osoby o indeksie i dokonanym w kroku czasowym
t. Zapis @, = 1 bedzie oznaczal, iz osoba i w chwili ¢ podejmuje decyzje ,,tak”
(uczestniczy w danej akcji), natomiast @, =—1 oznaczaé bedzie, iz osoba i w chwi-
li ¢ podejmuje decyzje ,,nie” (nie uczestniczy w akcji). Najprostszy wariant modelu
progowego ma nast¢pujaca postac:

1 jesti n™' 2 h,
Plo =lo ™" =-1)= '
(@ =t =) {o jesti ' <th, - (1

N
gdzie th, oznacza warto§¢ progu dla i jednostki, natomiast n'" =Z(a);’1 +1)/ 2
Jj=1
oznacza liczbe¢ jednostek bioracych udziat w danej akcji w poprzednim kroku czaso-
wym (dniu, roku, momencie itd.). Wielko$¢ progu dla danej jednostki i, 1, definio-
wana jest jako wartos$¢, przy ktorej korzysci jednostki z dokonania wyboru ,,1” za-
czynajg przewyzsza¢ koszty tego wyboru. Jesli dla danej jednostki th, > N (N —
liczebno$¢ catej grupy), oznacza to, iz jednostka w zadnych okoliczno$ciach nie
wlaczy si¢ do danej akcji. Przyktadowo: jesli dana jednostka przystapi do strajku
co najmniej stuosobowego — co oznacza, iz warto§¢ progu wynosi dla niej 100
—a w jej zaktadzie pracy jest tylko 50 pracownikow, to istnieje pewnosc¢, ze w swo-
im zaktadzie nigdy nie wezmie udziatu w strajku.
W wielu sytuacjach przyjmuje si¢, ze udziat danej jednostki zalezy nie tyle
od bezwzglednej liczby uprzednich uczestnikow danej akcji, ale raczej od ich od-

setka. Wowczas: -
1 jesli m'™ >Th
Plo' =o' =-1)= :
(of =l =-1) {0 jesli m™ <Th, » )

gdzie Th, oznacza wartos¢ progu dla i jednostki (wyrazang w odsetkach,
Th,€(0, 1)), natomiast:

t-1

L (e
“sv-n 2@ ) (3a)
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oznacza odsetek jednostek danej grupy (z wylaczeniem osoby podejmujacej decy-
zje, dlatego: N—1) zaangazowanych w akcje w poprzednim kroku czasowym. Skraj-
ng warto$¢ 0 maja jednostki (nazywane inicjatorami), ktére przystapia do akcji
w kazdych warunkach (inicjuja ja, nie ogladajac si¢ na poczynania innych). Warto$¢
1 z kolei bedzie okreslata osoby, ktore w zadnych warunkach nie przytacza si¢ do da-
nego dziatania, nawet jesli wszyscy inni, poza nia, juz si¢ w nie zaangazuja. Warto-
$ci N sg zazwyczaj na tyle duze, ze nie ma praktycznie roznicy, czy sumowanie wy-
konywane jest po wszystkich jednostkach, czy tez z wylaczeniem jednej z nich.
W dalszym ciggu przyjmowaé bedziemy zatem:

N
' =5y (0 1), (3b)

Jesli mamy dane wielko$ci progow poszczegodlnych jednostek, odsetek osob,
ktore ostatecznie przylacza si¢ do danej akcji, mozemy wyznaczy¢é w nastepujacy
sposob. Jesli w pierwszym kroku czasowym akcje inicjuje m, jednostek, to w dru-
gim kroku przylacza si¢ te wszystkie jednostki, ktorych prog jest mniejszy lub rowny
m, niech ich liczba wynosi m,. W kolejnym kroku przylaczy si¢ zatem m, osob, dla
ktorych prog nie przewyzsza wartosci m +m,. Ten efekt domina zostanie przerwany
w momencie, gdy liczebnos$¢ osdb uczestniczacych w akcji wyniesie m”, a nie beda
istnialy juz jednostki, ktorych prog nie przekracza tej wartosci.

Niech w(m) oznacza czgstos¢ 0sob o wartosci progu wynoszacej m, a I, (m)
— funkcj¢ okreslajaca odsetek osdb o wartosci progu mniejszej lub rownej m. Dy-
namike przytaczania si¢ do akcji (odsetek osob bioracych udzial w akcji w chwili
t + 1 rowny jest udziatowi tych, ktorych prog nie przekracza odsetka uczestnicza-
cych w akcji w chwili poprzedniej) mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

mt=F_(m),t=1,2,... 4

Przylaczanie si¢ do danej akcji ustanie po dostatecznie dlugim czasie. Koncowy
odsetek uczestnikow okreslony jest poprzez warunek stacjonarnosci (niezmiennosci
W czasie):

m=m'=m", ®)

gdzie m" nazywane bedzie wielko$cig stacjonarng. Okresla ona maksymalny ,,roz-
miar” akcji, czy beda to zamieszki, czy wchodzenie na rynek nowego produktu.
Z poréwnania (5) i (4) wynika, ze wielko$¢ stacjonarna m” spetnia:

F, (m")=m" (6)
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Jesli istnieje kilka wielkosci spetniajacych (6), to — dla proceséw rozpoczyna-
jacych sie od zerowej liczby uczestnikow — po dostatecznie dlugim czasie ustali si¢
odsetek bedacy najmniejszg z tych wielkosci.

Powyzsze rozwazania zakonczone zostang szczegélowym omowieniem proste-
go przyktadu.

Przyklad 1. Rozwazmy jako przyklad przypadek grona dziesigciu kolegdw oraz
najnowszej superprodukcji filmowej wlasnie wchodzacej na ekrany kin. Obejrzenie
filmu wiaze si¢ z poniesieniem kosztu biletu, lecz daje kazdej osobie dwie korzy-
sci. Jedng z nich jest przyjemnos¢ ogladania, a drugg — cickawy temat do rozmowy
ze znajomymi. Ta ostatnia korzy$¢ zalezy od liczby znajomych, z ktorymi mozna
porozmawia¢ na temat fabuly i efektow specjalnych. Zatem zalezy ona od liczby
0s0b, z ktorymi na pewno bedzie mozna porozmawiaé na ten temat, czyli od liczby
znajomych, ktorzy juz wczesniej wybrali si¢ do kina. Kazda z 0os6b moze mie¢ inne
wymogi dotyczace tego, z iloma znajomymi bedzie mogta porozmawiac, by postrze-
gala wydanie pienigdzy na bilet jako ,,optacalne”. Innymi stowy, kazda z os6b ma pe-
wien prog, powyzej ktorego postrzega korzysci z pojscia na seans jako przewazajace
nad przykroscig wydatku. Zatézmy, ze progi dla tych dziesieciu 0sob sa nastepujace
(w celu ufatwienia przyjmiemy tu, ze kazda osoba definiuje swoj prog jako odsetek
catej grupy, bez pomniejszania jej liczebnosci o siebie samego): 0% (2 osoby), 10%
(1 osoba), 25% (3 osoby), 50% (2 osoby), 90% (2 osoby). Mamy tu zatem dwdch
inicjatorow, dla ktorych przyjemno$¢ z obejrzenia filmu jest na tyle duza, ze pdjda
do kina niezaleznie od tego, co zrobig inni. 1 osoba wybierze si¢ na seans, pod wa-
runkiem ze co najmniej 10% sposrod znajomych (czyli 1 osoba) pdjdzie wezesniej
—1 tak dalej.

Zapiszmy powyzsze dane w tabelce, w ktorej pierwszym wierszu umieszczona
bedzie wielko$¢ progu: m, w drugim — czgsto$¢ osob o danym progu: w(m), a w trze-
cim — odsetek 0so6b o progu mniejszym lub rownym danej wartosci (czgstosé sku-
mulowana): F,,(m):

Tabela 1. Dane dotyczace progow dla przyktadu 1

Warto$¢ progu m 0,00 0,10 0,25 0,50 0,90
Czgsto$¢ 0sob o wartosci progu m w (m) 0,20 0,10 0,30 0,20 0,20
Skumulowana cze¢stos¢ osob F,(m) 0,20 0,30 0,60 0,80 1,00
w punkcie m

Zrodto: opracowanie wlasne.

Skumulowana czestos¢ jest funkcja schodkowa i pomigdzy wartosciami wy-
réznionymi w tab. 1 przyjmuje warto$¢ rowng wartosci odpowiadajacej mniejszej
z wartosci ograniczajacej dany przedziat (por. rys. 1).
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0.8

0.6

F{m)

0.4

Rys. 1. Skumulowana czgsto$¢ wielkosci progow dla przyktadu 1

Zrodto: opracowanie wiasne.

Przesledzmy po kolei dynamike wydarzen. Pierwszego dnia wyswietlania filmu
pojda do kina dwie osoby — dwdch inicjatorow. Te dwie osoby stanowia 20% wszyst-
kich, zatem drugiego dnia udadza si¢ do kina ci, ktorych prog nie przekracza 20%.
Jest to jedna osoba o warto$ci progu 10%. Zatem pod koniec drugiego dnia w sumie
beda trzy osoby, ktore film widzialy. Dnia trzeciego wybiorg si¢ na seans ci, ktorych
prog nie przekracza 30% — sa to trzy osoby o progu 25%. Pod koniec dnia trzeciego
w sumie szes¢ 0sob obejrzato film. Kolejnego dnia do kina pojda ci, ktorych prog
zawiera si¢ pomigdzy 30 a 60% (wlacznie: warto§¢ progowa definiowana jest jako
minimalna warto$¢, przy ktorej dana jednostka przystepuje do akcji, nie musi by¢ ona
przekroczona) — sg to dwie osoby o progu 50%. Pod koniec dnia czwartego osiem
0s0b, czyli 80% znajomych, widzialo film. Nastgpnego dnia powinny zatem po6js$¢
do kin te osoby, ktorych progi nie przekraczaja 80%, a filmu jeszcze nie widziaty.
Jednakze osob takich nie ma — wsrod tych, ktorzy w kinie jeszcze nie byli, najniz-
sza warto$¢ progu wynosi 90%, a osoby te nie udadza si¢ na seans, skoro jak dotad
tylko 80% ich znajomych film widziato. I w tym momencie rozrastanie si¢ grona
widzow filmu urywa sig¢, a liczba osob, ktore film widzialy, osigga warto$¢ stacjo-
narng — nie bedzie si¢ ona juz zwickszata w czasie. Podsumujmy wyniki w tab. 2,
w jednym wierszu numerujac kolejne kroki czasowe, a w drugim — taczng, wyrazo-
ng w odsetkach, liczbg 0sob, ktore przystapity do akcji (obejrzaty film).
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Tabela 2. Dynamika przytaczania si¢ kolejnych oséb do akcji (na podstawie tab. 1)

Krok czasowy t 1 2 3 4 5 6 7
Odsetek 0sob bioracych udziat m' | 0,20 | 0,30 | 0,60 | 0,80 | 0,80 | 0,80 | 0,80
w akeji w chwili ¢

Zrodto: opracowanie wiasne.

Poréwnajmy teraz tab. 1 12, zestawiajgc procentowe wartosci uczestniczacych
w akcji (ogladania filmu) z wartosciami funkcji 7, .

Tabela 3. Dynamika przylaczania si¢ kolejnych osob do akcji oraz dystrybuanta
dla wyréznionych warto$ci (na podstawie tab. 1)

Krok czasowy t 1 2 3 4 5 6 7
Odsetek 0sob bioracych udziat m' 0,20 | 0,30 | 0,60 | 0,80 | 0,80 | 0,80 | 0,80
w akcji w chwili ¢
Skumulowana czg¢sto$¢ w punkcie m' F,(m"| 0,30 | 0,60 | 0,80 | 0,80 | 0,80 | 0,80 | 0,80

Zrodto: opracowanie wlasne.

F{m)

Rys. 2. Graficzne wyznaczenie stanow stacjonarnych

Zrodto: opracowanie wiasne.

Z tabeli 3 wynika, ze dynamika przytaczania si¢ kolejnych oso6b do grupy tych,
ktorzy obejrzeli film, zachodzi zgodnie z reguta (4). Stan stacjonarny, spetniajacy wa-
runek (5), osiagany jest po 4 krokach czasowychi charakteryzowany jest przez osiem-
dziesigcioprocentowy (o§mioosobowy) udziat w akcji. Zauwazmy, ze m = 80 nie jest
jedynym rozwigzaniem réwnania (6). Rysunek 2 przedstawia graficznie mozliwe roz-
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wigzania — przecigcie wykresu czgstosci skumulowanych z prosta y =m. Punkty prze-
cigcia zostaty zaznaczone rombami. Jak widag, istnieje jeszcze inne rozwigzanie dla
m = 1. To, ktory z mozliwych stanéw stacjonarnych zostanie osiggnicty w trakcie
ewolucji, zalezy od warunkéw poczatkowych. Jezeli zaczynamy, jak w wigkszosci
zastosowan modeli progowych, od stanu, w ktorym poczatkowo nikt nie jest zaan-
gazowany w wyroznione dzialanie, wowczas osiagniety zostanie stan stacjonarny
0 najmniejszej wartosci m.

Rysunek 3 ilustruje dynamike przytaczania si¢ do akcji ogladania filmu i osiaga-
nie stanu stacjonarnego w przyktadzie 1. Stan stacjonarny osiggany przy zerowym
punkcie wyjscia (nikt jeszcze nie jest w akcj¢ zaangazowany) wyrozniony zostat
wypelionym rombem, w odréznieniu od potencjalnych stanéw stacjonarnych za-
znaczonych rombami pustymi.

0.8

7
1
1
0.6 =¥ )
i /
0.4 !
/
0.2

F{m)

Rys. 3. Ewolucja w czasie i osigganie stanu stacjonarnego w przyktadzie 1

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Zauwazmy, ze drobna zmiana w rozktadzie progéw moze mie¢ duzy wpltyw
na koncowy wynik. Przyktadowo, gdyby osoba o progu 0,1 miata zamiast tego prog
0,25, wowczas stan stacjonarny ustalitby sie juz po 2 krokach czasowych, a oséb,
ktore obejrzaty film, bytoby zaledwie 2. Sytuacja ta przedstawiona jest narys. 4.
Z trzech mozliwych standw stacjonarnych zaznaczonych rombami wypetieniem
rombu zostal wyrdzniony stan osiagany dla punktu wyjscia z zerowym udzialem
w akcji cztonkow badanej zbiorowosci.
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Rys. 4. Ewolucja w czasie i osigganie stanu stacjonarnego w przyktadzie 1 z modyfikacja

Zrodto: opracowanie wiasne.

Gdy liczba jednostek jest duza, dobrym przyblizeniem nieciggtej funkcji 7, (m)
jest zastapienie jej przez odpowiednig funkcje ciagta (por. rys. 5). Proces osiggania
stanu stacjonarnego zdefiniowanego jako stan o niezmieniajgcej si¢ w czasie liczbie
uczestnikow danej akcji mozna wowczas rowniez przedstawic graficznie jak narys. 6.

(a) (b)
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Rys. 5. W przypadku duzej liczby jednostek schodkowa funkcja czestosci skumulowanej progow (a)
moze zostac zastapiona funkcja ciagla (b)

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Rys. 6. Graficzne wyznaczanie stanu rownowagi w modelu progowym

Zrodto: opracowanie wiasne.

Jesli chcemy modelowaé rozktad progéw za pomoca pewnej teoretycznej
zmiennej losowej F(x), to, w ogbélnym przypadku, moga nie by¢ spetnione warunki:
F(0)=01F(1) = 1. Pomimo pozornej absurdalno$ci ujemnych i przekraczajacych
100% warto$ci progéw moze to by¢ interpretowane nastgpujaco: ujemna warto$¢
progu rdwnowazna jest warto$ci progowej rownej 0 (jednostka niezaleznie od in-
nych przystepuje do akcji), natomiast wartos¢ progu przekraczajaca 100% oznacza,
iz jednostka w zadnych okolicznosciach do akcji si¢ nie przytaczy. Pamigtajac o tej
interpretacji, w praktycznych obliczeniach mozna bez problemoéw korzysta¢ z do-
wolnej funkcji dystrybuanty.

3. Efekty lokalne

Zazwyczaj wpltyw wywierany na jednostke przez inne osoby zalezy od blisko$ci ich
wzajemnych relacji. Przewaznie najwiekszy wptyw na jednostke ma jej najblizsze
otoczenie: najblizsze w sensie geograficznym, sasiedztwa, badz w sensie wiezow
spotecznych czy wigzoéw rodzinnych. Istniejg rowniez jednostki obdarzone tak zwa-
ng charyzma, ktérych wybory i zachowania majg wickszy oddzwick niz przeci¢tnie.
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Decyzje jednostek przy uwzglednieniu roznej sity oddziatywan pomigdzy roznymi
osobami, jak réwniez mozliwag niesymetryczno$¢ oddziatywan, mozna zapisa¢ w na-
stepujacy sposob:

1 jesli m ™" >Th
Plof =llo " =—1)=1 10T =0 (7)
0 jesli m; <Th,
gdzie .
i = 2 ®)

B z jﬂqu

gdzie g, 0znacza site, z jaka osobnik j oddziatluje na osobe i. Mianownik w wyraze-
niu (8) zapewnia sumowanie si¢ wag oddziatywan danej jednostki z wszystkimi in-
nymi jednostkami do jedynki.
Wprowadzmy zapis macierzowy, oznaczajac przez "' wektor sktadajacy si¢
z decyzji wszystkich jednostek w chwili ¢ — 1:
o
o | @

B

-1
N

a przez Q — macierz oddzialywan pomiedzy osobnikami:

0 g, - quy
0- q:2l 0 ' %:N ‘
dyi 9vo 0 O

Mozna zauwazy¢, ze licznik wyrazenia (8) jest i elementem wektora bedacego
iloczynem macierzy Q i wektora 2!, natomiast mianownik — i elementem iloczynu
macierzy Q oraz wektora sktadajacego si¢ z samych jedynek, J=[1, 1, ..., 1]. Za-
tem wyrazenie (8) moze by¢ zapisane nastepujaco:

m=[0-Q"] /[0-]]. ©)

Warto zauwazy¢, ze macierz Q nie musi by¢ symetryczna. W szczegolnosci, gdy
jednostka j ma charyzme, bedzie zachodzito q;> 4 lub nawet q,;>>q,. Wyrazy dia-
gonalne g, reprezentujg inercj¢ jednostki, sit¢ ich przywigzania do status quo. Aby
stworzy¢ model, w ktérym decyzja jednostki zalezy od jej wlasnej decyzji, w kroku
poprzednim nalezy przyja¢ g, # 0, a w wyrazeniu (8) zamieni¢ sumowanie po j # i
na sumowanie po wszystkich j, z i wlacznie. Aby odtworzy¢ model (2), w ktérym
wszyscy oddzialujg ze wszystkimi z jednakowg sitg, a wybory jednostek nie zalezg
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od ich wtasnych poprzednich decyzji, nalezy przyjaé¢ q;=1 dla wszystkich i, j, i #j
oraz g, = 0 dla wszystkich i.

W ogolnym przypadku, gdy macierz oddziatywan ma dowolng postac¢, zadanie
znalezienia standw stacjonarnych danego modelu staje si¢ sprawa znacznie bardziej
skomplikowana niz wowczas, gdy wszyscy oddzialuja ze wszystkimi z taka sama
sifa.

4. Probabilistyczny charakter przejs¢

W modelach (1), (2) i (7) zaklada si¢, ze kazda jednostke mobilizuje do dziatania
scisle okreslona liczba innych 0sob i ze kazda z nich jest w stanie precyzyjnie ocenié
liczbe lub procent juz zaangazowanych oséb. Aby uwzgledni¢ czynniki losowe i blg-
dy percepcyjne, do modelu wprowadza si¢ czynnik losowy [7].

Model taki jest rozszerzeniem modelu opisywanego wyrazeniem (2). Jesli
o =—1 (w chwili ¢ — 1 osoba i nie brata udziatu w danym dziataniu), prawdopo-
dobienstwo, ze w nastgpnej chwili przylaczy si¢ ona do tego dzialania mozna w tym
ujeciu wyrazic¢ nastepujgco:

P(o =l ==1)=P(m" ~Th -£ >0) (10)

gdzie ¢ jest zmienng losowg o dystrybuancie Fe(z). Prawa strona wyrazenia (10)
wyraza si¢ poprzez dystrybuante F: (z) w nastepujacy sposob:

P(m =Th =& 20)=P(& <m™ ~Th)=F, (m " ~Th,)

a model (11) mozna przepisa¢ w alternatywnej postaci:

P(of =Mo" ==1)=F, (m* ~Th). (11a)
P(o =-llo" ==1)=1-F, (m" = Th,), (11b)
P(of =-llo/" =1)=0, (11c)
P(of =llo/" =1)=1. (11d)

Koniecznos¢ uwzglednienia rownan (11c-d) spowodowana zostala pewng nie-
jasnoscia, jaka pojawia si¢ po uwzglednieniu czynnika losowego, a ktdra nie miata
miejsca w modelu $ci$le deterministycznym. Jesli dana jednostka i w chwili ¢ zde-
cydowata si¢ przej$¢ od opcji (—1) do opcji (1), gdyz dla tej chwili warto$¢ m!™
co najmniej dorownywata wartosci Th, +&' (& jest realizacja zmiennej losowe;j &
w chwili ), co sig stanie, jesli dla kolejnej chwili, # + 1, m; bgdzie mniejsze niz war-
to$¢ Th, + & 2 (Jest to mozliwe ze wzgledu na losowa warto$é &'). W niektérych
sytuacjach zasadne jest przyjecie, jak powyzej, iz P(a)l.’ =—lo" = 1) =0 (niemoz-
no$¢ wycofania si¢ z dzialania, np. trwate konsekwencje zakupu nowej marki pral-
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ki), w innych bardziej realistyczne byloby zastosowanie modelu umozliwiajacego re-
zygnacj¢ z dziatania. Tego typu modele zostang omoéwione w nastepnym punkcie.

5. Modele uwzgledniajace mozliwos¢ wycofania si¢ z dzialania

W wielu sytuacjach stuszne jest zatozenie, iz raz dokonawszy wyboru opcji (1), dana
jednostka pozostaje przy nim na state — a przynajmniej dostatecznie dtugo w odnie-
sieniu do skali czasowej modelowanego zjawiska. Kupiwszy jeden raz nowy i rekla-
mowany model komputera, dana osoba staje si¢ jego dtugoterminowym, w poréw-
naniu z czasem trwania kampanii reklamowej czy promocyjnej, posiadaczem.
Przeszedlszy raz pewng chorobe w czasie trwania jej epidemii, jednostka moze stac
si¢ trwale — lub przynajmniej dlugotrwale, w pordwnaniu z zasi¢giem czasowym
epidemii — na nig uodporniona. W poréwnywalnie wielu sytuacjach jednakze stusz-
ne jest przeciwne zatozenie: przyjecie, ze w kazdym kroku czasowym modelowane-
go zjawiska dana jednostka moze zmieni¢ swoj wybor. Przyktadowo ludzie zmienia-
ja swoje preferencje z partii lewicowych na prawicowe i odwrotnie, o czym dobitnie
$wiadczg zmienne procentowo udziaty tych opcji politycznych w organach rzado-
wych i1 samorzadowych.

Aby w modelu deterministycznym uwzgledni¢ mozliwo$¢ wycofania si¢ z dzia-
fania, nalezy zdefiniowa¢ dwa zestawy progow. Thi oznacza warto$¢, jaka odsetek
dziatajacych musi przekroczy¢, by dotychczas niezaangazowana jednostka 7 przyta-
czyla sie do dzialania. Th; oznacza warto$¢, jaka odsetek dziatajacych musi przekro-
czy¢, by juz zaangazowana jednostka i pozostata przy danym dziataniu. Taki model
moze by¢ zapisany nastepujaco:

1 jesli m ™ >Th'
Plof =llot =—1)=1 =0T =0
0 jesli m ~ <Th'
o (12)
1 1 < Th
e
0 jesli m " >Th

Osoba przytaczajaca si¢ do rozruchow, w ktoére zaangazowana jest potowa lud-
nosci, moze mie¢ nadzieje, iz przerodza si¢ one w ogdlny zryw. Moze zatem zre-
zygnowac z udziatu w nich, jesli w nastgpnym momencie odpowiednio si¢ one nie
rozrosna.

W modelu uwzgledniajgcym efekty losowe mozliwos¢ powrotu do stanu = —1
moze zosta¢ uwzgledniona poprzez rezygnacj¢ z warunku P(a)l.’ =—llo ™" = 1) =0.Jesli
progi, ktore przekroczy¢ musi odsetek bioracych udziat w dziataniu, by dana jed-
nostka przylaczyla si¢ i pozostala przy tym dzialaniu, sg takie same, to losowy mo-
del z mozliwoscig powrotu do stanu poprzedniego moze by¢ zapisany nastepujaco:

(o) =l ==1)=F, (m" ~Th), (13a)
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P(o =-llo/' ==1)=1-F, (m " ~Th,), (13b)
Plof =—llo" =1)=1-F, (m ~Th,), (13c)

P(o =l =1)=F, (m™ ~Th,). (13d)

Uwzglednijmy mozliwos¢, iz (podobnie jak w modelu (12)): a) warunek przy-
stapienia do akcji moze si¢ rozni¢ od warunku na pozostanie przy danym dziataniu
oraz b) warunek rezygnacji z dziatania moze si¢ r6zni¢ od warunku, pod ktorym
dana jednostka pozostanie z boku. Efekty a) 1 b) moga zosta¢ zapisane nastgpujaco:

a)P(a)l,’ =l = —1) # P(a)l’ =o' = 1) oraz

b) P(a)i’ =l = —1) # P(a)l.’ =l = 1) .

Oba warunki tgcznie oznaczaja zaleznos$¢ decyzji jednostki od jej stanu poprzed-
niego, od jej wlasnego wyboru w poprzednim kroku czasowym. W ten sposéb moga
zosta¢ uwzglednione znane psychologom daznos¢ wiekszosci jednostek do podtrzy-
mania swego stanowiska i pragnienie postrzegania siebie samego jako osoby konse-
kwentnej w swych dziataniach, z niezmiennymi pogladami.

Aby uwzgledni¢ te efekty, mozna zdefiniowaé dwa zestawy wartosci progo-
wych, jak w modelu (12), lub przyja¢ dwa rézne rozktady zmiennych losowych
w zaleznosci od stanu poprzedniego jednostki. Wykorzystajmy druga z tych moz-
liwosci. Niech F, oznacza dystrybuantg zmiennej losowej wptywajacej na decy-
zje jednostki dotychczas niezaangazowanej, a F — dystrybuante¢ zmiennej losowej
wplywajacej na decyzje jednostki zaangazowane]w dang akcje w poprzednim kro-
ku czasowym. Wéwczas model losowy, uwzgledniajacy mozliwos¢é wycofywania
si¢ z dziatania oraz uwzgledniajacy zaleznos¢ biezacej decyzji od decyzji podjetej
w kroku poprzednim, ma nastgpujacg postac [6]:

P(of =llo" =-1)=F, (m" ~Th,), (14a)
Plo =—llo" =1)=1-F; (m” —Th.), (14b)
P(o =-llo" =—1)=1-F; (m" ~Th,), (14c)

P(o =l =1)=F, (m" ~Th,). (14d)

Roéwnania (14c¢, d) okreslaja prawdopodobienstwa zajscia zdarzen przeciwnych
do zdarzen wystgpujacych w rownaniach (14a, b) i w zasadzie nie ma koniecznosci
wypisywac ich explicite przy formutowaniu modelu. Dla F, = F,” model (14) spro-
wadza si¢ do modelu (13), bez zalezno$ci wyboru od stanu poprzedniego.
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6. Rozklad progow a blad losowy

W punkcie tym chcemy omdwi¢ podobienstwa iroznice pomigdzy modelami
uwzgledniajacymi losowy charakter decyzji a modelami z ré6znorodno$cia wielkosci
progow.

Matematyczny zapis probabilistycznych modeli (11), (13)1 (14) pozwalana dwo-
jaka interpretacje zapisanych rownan. Po pierwsze — i jest to interpretacja podawa-
na w poprzednim punkcie — sktadnik losowy moze by¢ traktowany jako odpowie-
dzialny za btedy losowe i czynniki losowe przy podejmowaniu decyzji. Zauwazmy
jednak, ze identyczng w sensie probabilistycznym posta¢ miatby model, w ktérym
poszczegdlna decyzja nie bytaby obarczona btgdem losowym, ale warto$ci progow
— ustalone dla kazdej jednostki — bylyby roztozone w calej populacji zgodnie z za-
danym rozktadem. W sensie srednim pewien poziom losowosci przy podejmowaniu
decyzji rownowazny jest zatem réznorodnosci wewnatrzgrupowej.

Warto podkresli¢ jednak rowniez i réznice pomigdzy modelem z roznorodnoscia
(rozktad warto$ci progéw) a modelem z immanentng losowoscig. W tym pierwszym
warto$ci progow, cho¢ rozne dla rdéznych jednostek, dla konkretnych osob sa usta-
lone w czasie. W drugim wariancie warto$¢ progu dla poszczegolnej jednostki jest
zmienna w czasie, zalezna od tego, jaka warto$¢ w danym kroku czasowym przyj-
muje realizacja zmiennej losowej. Innymi stowy, w modelu z roznorodnos$cig warto-
$ci progow losowane sg wedtug zadanego rozktadu tylko raz i pozostaja state, w mo-
delu z losowoscia w kazdym kroku czasowym nastepuje losowanie tych wartosci.

Zilustrujmy te roznice za pomoca przyktadu.

Przyklad 2. Rozpatrzmy przyktadowa pare modeli i wyniki ich symulacji nume-
rycznych. W obu wersjach bierzemy pod uwage 100 jednostek oddziatujacych kaz-
da ze wszystkimi innymi z takg sama sitg. Skupimy si¢ tu na modelu postaci (13),
w ktérym jednostka ma mozliwos¢ rezygnacji z dokonanego wyboru (+1) i powrotu
do stanu (—1). Konsekwencje braku takiej mozliwos$ci zostang pokrétce omowione
poznie;j.

Rozwazamy nastgpujacy model:

t _{ 1 jesli m™ -Th-£20

"ol jesli mT' -Th-E<0 (15

Aby maksymalnie uprosci¢ przyktad i sprawi¢, by byt klarowniejszy, przyjeto tutaj,
ze wartosci Th i zmienne losowe & sg identyczne dla wszystkich jednostek (brak in-
deksow i po prawej stronie wyrazenia).

Zgodnie z tekstem poprzedzajacym wzory (13) interpretacja tego zapisu moze
by¢ nastepujaca:

1. Konkretna jednostka o indeksie i, i€ {1, 2, ..., N}, przytaczy si¢ do dziatania,
pod warunkiem ze wartos$¢ jej progu Th, zsumowana z realizacjg zmiennej losowej &
w danej chwili, nie przekroczy odsetka bioracych udziat w akcji w chwili poprzed-
niej. W trakcie symulacji przyjmujemy zatem ustalong warto$¢ Th, dla kazdej jed-
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nostki taka samg (brak indeksow w wyrazeniu (15)), ale w kazdym kroku czaso-
wym losujemy dodatkowo liczb¢ z rozktadu, ktorym opisana jest zmienna losowa &.
Oznacza to, ze mimo iz wartos¢ progu 7/ jest dla wszystkich jednostek taka sama,
to w kazdym kroku czasowym (i dla kazdej jednostki) porownujemy udziat uczest-
nikow akcji w calej populacji z inng warto$cia. Zdefiniujmy ,,prog efektywny” jako
wielkos¢, z ktora porownywany jest udziat uczestnikow akcji. Na podstawie tego
porownania dokonuje si¢ decyzja o przystapieniu (badz nie) do danego dziatania.
Tak zdefiniowany ,,prog efektywny” bedzie miat wigc tutaj nastgpujace wlasno-
sci: a) w kazdej konkretnej chwili czasowej bgdzie on mial odmienne wartosci dla
roznych jednostek; b) dla konkretnej jednostki bedzie on miat odmienne wartosci
w réznych chwilach czasu.

Interpretacja zapisu (15) moze by¢ nieco odmienna:

2. Losowo wybrana jednostka o indeksie i przytaczy si¢ do dziatania w danej
chwili, pod warunkiem Ze wartos$¢ jej progu, bedacego zmienng losowa, ktora jest
sumg statej 7/ oraz zmiennej losowej & Th + &, nie przekroczy odsetka bioracych
udziat w akcji w chwili poprzedniej. Symulacja odbywa si¢ tu zatem nastepujaco:
na poczatku ustalamy warto$ci progow dla poszczegoélnych jednostek, sumujac
ustalong warto$¢ 7h z realizacjag zmiennej losowej ¢ dla danej jednostki. Nastep-
nie w kazdym kroku czasowym poréwnujemy udziat uczestnikow akcji w calej po-
pulacji z warto$cig progu dla kazdej z jednostek, na tej podstawie okreslajac, czy
przytaczy sie ona do danego dziatania. Poniewaz wielkoscia, z ktora porownywany
jest udziat uczestnikow akcji, jest w tym przypadku warto$¢ progu, nie ma potrzeby
definiowania ,,progu efektywnego” (gdyz jest nim po prostu prog). Prog bedzie miat
wigc tutaj nastepujace wiasnosci: a) w kazdej konkretnej chwili czasowej bedzie on
miat odmienne wartosci dla r6znych jednostek; b) dla konkretnej jednostki bedzie on
mial t¢ samg warto$¢ w réznych chwilach czasu.

Interpretacja 1) oznacza model z losowos$cia, gdyz za odpowiedzialne za zmien-
no$¢ wartosci progowej danej jednostki uwazamy czynniki losowe, natomiast inter-
pretacja 2) oznacza model z r6znorodnoscia.

Poniewaz zapis (15) jest w obu przypadkach identyczny, mozna powiedziec,
ze w sensie probabilistycznym modele z losowoscig i1 roznorodno$cia sg tozsame,
a wartosci Srednie w obu przypadkach powinny by¢ sobie rowne. Je§li warto$¢ ocze-
kiwana rozktadu zmiennej losowej & jest rowna zeru, gdy liczba rozwazanych jed-
nostek dazy do nieskonczonosci, w modelu z ré6znorodnoscig Srednia warto$¢ progu
rowna jest wartosci 7h, podobnie w kazdym kroku czasowym w modelu z losowo-
$cig $rednia wartos¢ progu rowna jest tej wartosci.

W praktyce mamy jednak do czynienia z ograniczonymi zbiorami jednostek,
a wartos$¢ srednia wylosowanych progow bedzie si¢ na ogot roznita od wartosci Th.
Woéwczas probabilistyczna rownowaznos¢ obu modeli ma nieco odmienny sens.

W przypadku z roznorodno$cig wartos¢ srednia wylosowanych progdw moze
by¢ rozna od wartos$ci Th, ale bedzie taka sama w kazdej chwili. W trakcie symulacji
po odpowiednio wielu poczatkowych krokach ustali si¢ w takim uktadzie jaki$ stan
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stacjonarny. Jesli wezmiemy wiele kopii takiego uktadu i w kazdym z nich nieza-
leznie wylosujemy warto$ci progow, to w kazdym z tych uktadow wartos¢ srednia
progow moze si¢ r6zni¢ od wartosci Th, a dodatkowo te wartosci srednie bedg si¢
na ogo6t réznity od siebie. Stany stacjonarne, jakie ustalg si¢ w tych uktadach, beda
si¢ zatem od siebie r6znity. Poniewaz wartos¢ srednia jest zgodnym i nieobcigzonym
estymatorem wartosci oczekiwanej, wigkszo$¢ z tych §rednich bedzie niewiele odbie-
gala od wartos$ci Th, z niewielkim prawdopodobienstwem duzego odchylenia od tej
warto$ci. Mozna zatem oczekiwacé, Ze i stany stacjonarne, jakie ustalg si¢ w r6znych
kopiach uktadu, w wigkszosci niewiele beda si¢ roznity od tego, jaki ustalitby si¢
przy sredniej progow rownej doktadnie 7/. W symulacjach zostaty przyjete nastepu-
jace wartoéci: @ ,, =—1 (zatem zaczynamy od sytuacji, w ktérej zaden osobnik
nie jest zaangazowany w akcje, liczebno$¢ catej zbiorowosci wynosi 100), 74 = 50

50

Wykonane zostaty symulacje dynamiki dla 100 000 kopii uktadu w 100 kolejnych
krokach czasowych. Dla kazdej z kopii na samym poczatku zostaty wylosowane ze-
stawy warto$ci progowych dla wszystkich 100 osobnikow, a nastgpnie symulowano
ich dynamike zgodnie ze wzorem (15). Na rysunku 7a po lewej stronie przedstawio-
ne zostaty rezultaty symulacji dla r6znych kopii uktadu z ré6znorodnoscia: widac,
ze stany stacjonarne, jakie si¢ ustalaja po poczatkowych zmianach, sg rézne dla r6z-
nych kopii, gdyz zestawy wartosci progéw w przypadku réznych kopii sg odmienne
(w celu uzyskania wigkszej czytelnosci na rysunku przedstawione zostaty wyniki
dla 100 sposrod 100 000 kopii, dla ktorych symulacje zostaty przeprowadzone).
Po prawej stronie rysunku przedstawiony zostat histogram standéw stacjonarnych
(tutaj uwzgledniono wszystkie 100 000 kopii). Jak wida¢, zdecydowanie najczesciej
reprezentowane sg stany stacjonarne bliskie stanu stacjonarnemu o wartosci konco-
wej wynoszacej 50 uczestnikéw akcji. Histogram jest symetryczny wokot tej warto-
$ci, zatem Srednia warto$¢ ze 100 000 wartos$ci stacjonarnych wynosi 50.

a ¢ ma rozktad logistyczny o dystrybuancie w postaci: F ( z) =1/ (1 + exp[_iD .

W przypadku losowos$ci wartos¢ $rednia ,,progow efektywnych” wylosowanych
w dowolnej chwili moze by¢ rdzna od wartosci 74, a dodatkowo bedzie si¢ zmienia-
ta od chwili do chwili. Z tego wzgledu w uktadzie z r6znorodnoscia (i mozliwoscia
przejs¢ ze stanu (+1) do stanu (—1)) nie ustali si¢ stan stacjonarny. Jednostka, ktora
w pewnym momencie miata prog wystarczajaco niski, by aktualna liczba uczest-
nikéw akcji byla dla niej wystarczajaco wysoka, by sie do tej akcji przytaczyé,
w ktoéryms$ z kolejnych krokéw czasowych moze wylosowac inng warto$¢ progu,
takg ze liczba uczestnikow akcji przestanie by¢ dla niej wystarczajaca i od akcji sig
odlagczy. Zatem liczno$¢ danego dzialania moze si¢ zmienia¢. Wystapia losowe fluk-
tuacje wokot wartos$ci sredniej, ktorg mozna wyznaczy¢ jako warto$¢ srednig liczno-
$ci dziatania liczong z dostatecznie wielu krokdéw czasowych. W symulacjach zosta-
ty przyjete wartosci identyczne jak w przypadku modelu z r6znorodnoscia, to jest:

o 10 =—1 (zaczynamy od sytuacji, w ktorej zaden osobnik nie jest zaangazowany
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w akcje, a liczebno$¢ catej zbiorowosci wynosi 100), 7/ = 50. Podobnie ¢ ma réw-

niez rozklad logistyczny o dystrybuancie w postaci: F(z)=1/ (1+exp[—%D

Wykonane zostaty symulacje dynamiki dla 100 000 kopii uktadu w 100 kolejnych
krokach czasowych. Dla kazdej z kopii w kazdym kolejnym kroku czasowym loso-
wane byly zestawy wartosci progowych dla wszystkich 100 osobnikow, a nastgpnie
wyznaczano stan kazdego z osobnikéw w kolejnym kroku czasowym na podstawie
wzoru (15). Na rysunku 7b przedstawione zostaty rezultaty symulacji dla przykta-
dowych 10 roznych kopii uktadu z losowoscig. Jak wida¢, wystepuja w nich fluktu-
acje wokot pewnej warto$ci. Wartos¢ ta oznaczona zostata na wykresie pogrubiong
linig, a uzyskana zostala z usrednienia w kazdym kroku czasowym liczno$ci we
wszystkich 100 000 kopii w danej chwili. Ta $rednia warto$¢ wynosi 50.

(a) BO|

(b)

o 20 &0 1] a0 100

Rys. 7. Symulacje modelu progowego z réznorodnoscia (a) i z losowoscia (b)

Zrodto: opracowanie wiasne.

Mozna teraz sprecyzowacé stwierdzenie, ze uktady z roznorodnos$cia i losowoscia
sg rownowazne w sensie §rednim. Uklady z r6znorodnos$cig osiggaja stany stacjonar-
ne, moga by¢ jednak one odmienne w réznych kopiach tego samego uktadu. Uktady
z losowoscia nie osiagaja standw stacjonarnych, ale oscyluja wokot pewnej wartosci.
Jednakze po uptywie czasu potrzebnego uktadom z réznorodnoscia na osiggnigcie
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stanu ustalonego, usrednienie po catym zespole kopii uktadow daje w kazdej chwili
te samg warto$¢ Srednig w uktadach z roznorodnos$cig i w uktadach z losowoscia.

W celu wyraznego pokazania réznic pomigdzy dwoma typami uktadow wzie-
te zostaty w przyktadzie uktady o niewielkiej liczebno$ci. Wraz ze wzrastajacg li-
czebnos$cig uktadow maleja zarowno dyspersja stanow stacjonarnych w przypadku z
roznorodnoscia, jak 1 wielko$¢ oscylacji w przypadku z losowoscia. W granicznym
przypadku nieskonczenie wielkich uktadéw oba modele sa rownowazne nie tylko w
sensie $rednim.

7. Zwiazek z modelami losowej uzytecznosci i funkceji wplywu

Modele progowe charakteryzuja si¢ tym, ze z samej swojej natury akcentujg silng
zaleznos$¢ poszczegolnych osob od innych. Uwzgledniaja one rowniez, poprzez od-
mienne warto$ci progdw dla réznych jednostek, inne czynniki wplywajace na wybo-
ry ludzkie. Powodem r6znych wartosci progowych moga by¢ odmienne motywacje
ekonomiczne czy psychologiczne charakterystyki poszczegolnych osob. Jednakze
na pierwszym planie, nieroztaczna od natury modelu, jest tu wzajemna zaleznos¢
ludzi w grupie, socjologiczne tto indywidualnych zachowan. Nic dziwnego zatem,
ze modele progowe zostaly stworzone 1 najintensywniej eksploatowane w $rodowi-
sku socjologicznym.

Podobne sytuacje binarnego wyboru w psychologii spolecznej byly z kolei opi-
sywane za pomocg tak zwanej funkcji wptywu (impact function) [4; 5]. W takim
sformutowaniu zagadnienie podkresla si¢ explicite zaleznos¢ jednostki od jej wias-
nego uprzedniego wyboru — inercj¢ psychiczng i decyzyjna poszczegdlnych osob.
Otoczenie oddziatuje na dang jednostk¢ w dwojaki sposob: osobnicy podejmujacy
te sama decyzje¢, jak dana osoba w poprzednim kroku czasowym, podtrzymuja ja
w tej decyzji, natomiast osoby podejmujace decyzje przeciwng probuja jednostce
wyperswadowa¢ uprzedni wybor. Losowo$¢ lub czgsciowa nieprzewidywalnose
dokonywanych wyborow uwzgledniania jest w modelu poprzez wiaczenie pewnej
zmiennej losowej E, opisanej rozkladem o dystrybuancie /. Regula decyzyjna moze
by¢ przedstawiona nastgpujaco [4]:

o™ zprawdopodobienstwem F, (—I ! )

a)’ = , > (1 6)
~o!”" z prawdopodobienstwem 1— F, (— I )

1

gdzie:

Il =—hw/" b, —g(a),.” ZJija);]], (17)
j

to tak zwana funkcja wplywu, w ktorej funkcja wzajemnych oddziatywan g(x) skta-
da si¢ z czesci ,,podtrzymujacej” (supporting) oraz czegsci ,,perswadujace]” (persu-
ading), b, okresla siltg ,konserwatyzmu” jednostki, samopodtrzymywania (self-
-support), wyraz h reprezentuje obiektywna korzy$¢ (np. ekonomiczng lub
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polityczng), natomiast wyraz J, okresla sitg zaleznosci jednostki i od wyboru doko-
nywanego przez jednostke ;.

Modelowi (16) mozna nada¢ bardziej uniwersalng postaé, dopuszczajac, by w
ogolnym przypadku prawdopodobienstwa podjecia tej samej lub odmiennej decyzji
byly odmienne w zalezno$ci od tego, jaka byta ta poprzednia decyzja. Jest to zalez-
no$¢ od stanu poprzedniego innej natury niz wprowadzona uprzednio poprzez czton
samopodtrzymywania. Uwzglednia ona mozliwos$¢, ze zarowno sila tego samopod-
trzymywania, a takze inne czynniki wptywajace na decyzje moga zaleze¢ od stanu
jednostki. Tak rozszerzony model miatby postac:

.| ~1 zprawdopodobienstwem F; ( I 1))
o = (18)

1 z prawdopodobienistwem 1— F; ( I,( 1)}

Ly =h_y=b -8 1)( Z @ J (19)

dla o' =-1

oraz: . g

1 z prawdopodobienstwem  F ( II(H)) 20)
. = 4 . 20
—1 zprawdopodobienstwem 1— F; - ( ]l’(ﬂ) )

Iit(+1)=_h(+]) i(+1) g(+l) [Z y(+1) J ] (21)

dla o' =+1.
Model (18)-(21) mozna zapisa¢ w rownowaznej postaci:
P(o =l ==1)=1-F; (-I}_,). (22)
P(of =-lo =1)=1-F/ (-1I,,). (23)

Mozna zauwazy¢, postugujac si¢ ta postacig modelu opartego na funkcji wptywu,
ze model progowy (14) ma t¢ samg postac, zatem model progowy mozna wyrazi¢ w
postaci charakterystycznej dla stosowanych w psychologii spotecznej modeli opar-
tych na funkcji wptywu. Z kolei jesli funkcja wplywu jest rosngca funkcja {w;’l} ,
to model oparty na takiej funkcji moze by¢ traktowany jako model progowy.

W ekonomii do opisu sytuacji binarnego wyboru zazwyczaj stosowane byty mo-
dele oparte na tzw. funkcji uzytecznosci. Zalezata ona od wyboru jednostki i zakta-
dano, ze homo oeconomicus bedzie wybierac t¢ opcje, ktora bedzie maksymalizowac
jego korzys$¢, czyli uzyteczno$é. W ubieglym wieku pojawiato si¢ coraz wiecej do-
wodow przeczacych zatozeniu, ze uzytecznos¢ dla ludzkich jednostek oznacza racjo-
nalnie wykalkulowang korzy$¢ ekonomiczng. Prawdopodobnie najbardziej znanym
modelem ekonomicznym uwzgledniajacym fakt, ze jednostki ludzkie wydaja sie,
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w stopniu o wiele wickszym iz czgsto dotad zaktadano, podlegac spotecznym wpty-
wom, nawet przy dokonywaniu takich wyborow, ktore, racjonalnie rzecz biorgc, po-
winny od oddziatywan z innymi ludzmi nie zaleze¢, jest model Brocka-Durlaufa [1;
2]. Jesli uwzglednimy dodatkowo sktonnos¢ ludzi do trwania konsekwentnie przy
swoich uprzednich wyborach, to otrzymamy nastepujacy model decyzyjny [2]:

o] =argmax {U o (wl.”l RO )+ € (a)f )} ; (24)

J#i

di -1 -1
U™ (a)l.’ , 0

J#i

) =ho! +bo o + %a),’ Z:Jl.ja);"l ’ 25)
J#

gdzie U™ jest deterministyczng cze$cig funkcji uzytecznosci, a € (a)l.’) sktadnikiem

losowym. Podobnie jak w powyzszych modelach, 4, oznacza obiektywng korzysc

(np. ekonomiczng), b, — sitg konserwatyzmu jednostki, a J,-j — site oddziatywan z in-

nymi jednostkami.

Mozna pokazac [6], ze (22)-(23) oraz (24)-(25) sa rownowazne, tzn. dla kazdej
funkcji uzytecznosci mozna skonstruowac¢ odpowiadajacg jej funkcje wptywu pro-
wadzaca do identycznych wyborow i na odwrot: dla kazdej funkcji wptywu mozna
znalez¢ odpowiadajaca jej funkcje uzyteczno$ci. Konkretnie: dla zadanej funkcji
wplywu w chwili ¢, I!, odpowiadajaca jej funkcja uzytecznosci ma postaé:

Ui = _%a)itﬂwitlit’
natomiast dla zadanej funkcji uzytecznosci odpowiadajaca jej funkcja wptywu moze
by¢ zapisana nastepujgco:

1,==a! | U,(ef =1)-U, (o =-1)].

Pamigtajac o tym, ze model progowy moze by¢ zapisany w jezyku modelu opar-
tego na funkcji wptywu, mozemy zatem model progowy wyrazi¢ rOwniez poprzez
funkcje uzytecznos$ci. Z zastrzezeniem, ze funkcja wptywu i funkcja uzytecznosci
maja by¢ rosnagcymi funkcjami wzajemnych oddziatywan, mozna réwniez dokonac
przejscia w drugg strone, czyli modele oparte na funkcji uzytecznosci i funkcji wpty-
wu przeformutowaé do postaci modelu progowego. Modele progowe moga odgry-
wac zatem duza role w modelowaniu zjawisk zaréwno spotecznych, jak i ekono-
micznych i innych.

8. Podsumowanie
Modele progowe w swoich najwczesniejszych wersjach wprowadzone zostaty do

opisu masowych zjawisk socjologicznych. W najprostszych wersjach wydaja si¢
wrecz naiwne i zbyt uproszczone, by dac jakikolwiek wglad w naturg procesOw spo-
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tecznych. Jednakze juz w tej najprostszej postaci dostarczaja one cennych lekcji na
temat mozliwych duzych efektow drobnych réznic w charakterystykach spote-
czenstw [3]. Dodatkowa ich zaletg jest prosta intuicyjna interpretacja zarowno samej
konstrukcji modelu, jak i otrzymywanych wynikow.

Najprostsze wersje modelu moga by¢ dowolnie rozbudowywane, by uwzglednié
szersze spektrum modelowanych sytuacji spotecznych i ekonomicznych. Bardziej
skomplikowane wersje modelu pozwalaja na bardziej realistyczne uwzglednianie
wiekszej liczby czynnikow wplywajacych na procesy decyzyjne, nie tracac przy tym
kontaktu ze swg zrodlowa koncepcja dotyczaca oddziatywan migdzyludzkich.
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Summary: The main idea of threshold models consists in assuming that human behavior
and human choices are to a large degree dependent on behaviors and choices of the other
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product, etc.) conditioned that the certain (in general, different for different persons) percent
of his acquaintances or neighbors has already joined it. This percentage is called a threshold
and may be, in particular, equal to zero. Sociology, from its very nature, has always taken
human co-dependence into regard. Recently, in economics it is also more and more common
to assume that human beings are motivated not only by material benefits but by sociological
ones, connected with conformism, as well. Threshold models can be used to model such kind
of situations.
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