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Andrzej Wilkowski

Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu

O WSPOLCZYNNIKU KORELACJI

Streszczenie: W pracy omdwione bgda wybrane wlasno$ci klasycznego wspotczynnika ko-
relacji oraz jego probkowego odpowiednika. Podany zostanie takze wspotczynnik zalezno-
Sci prostoliniowej i jego zwiazek ze wspotczynnikiem korelacji. Przedstawiona zostanie
réwniez asymptotyczna normalnos$¢ probkowego odpowiednika tego wspotczynnika.

Stowa kluczowe: wspotczynnik korelacji, wspotczynnik zaleznosci prostoliniowej, asymp-
totyczna normalnos¢.

1. Wstep

Praca poswigcona jest miarom zalezno$ci liniowej. Omowiono klasyczny wspot-
czynnik korelacji, podano takze nowe fakty dotyczace maksymalnego wspotczyn-
nika korelacji, hipotezy korelacyjnej Gaussa oraz lematu Hoeffdinga. Nastepnie
zdefiniowano wspolczynnik zaleznos$ci prostoliniowej (jest to punkt wyjscia do
konstrukcji innych miar zalezno$ci), przedstawiono jego zwiazek ze wspotczynni-
kiem Pearsona. Ostatnia czg$¢ niniejszego artykutu poswigcona jest asymptotycz-
nej normalnosci probkowych odpowiednikéw obu tych wspotczynnikow.

2. Wspélczynnik korelacji liniowej
i maksymalny wspolczynnik korelacji

Najczescie] uzywanym typem wspolczynnika korelacji jest tzw. wspdtczynnik
korelacji » Pearsona, nazywany rowniez wspélczynnikiem korelacji liniowej.
Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona (dalej nazywany po prostu wspolczyn-
nikiem korelacji) wymaga, aby dwie zmienne zostaly zmierzone co najmniej na
skali przedziatlowej. Okre$la on stopien ,,proporcjonalnych” powigzan wartosci
dwodch zmiennych. Wartos$¢ korelacji (wspotczynnik korelacji) nie zalezy od jedno-
stek miary, w jakich wyrazamy badane zmienne, np. korelacja pomiedzy wzrostem
i cigzarem bedzie taka sama bez wzgledu na to, w jakich jednostkach (cale i funty
czy centymetry i kilogramy) wyrazimy badane wielkosci. Okreslenie ,,proporcjo-
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nalne” znaczy zalezne liniowo, tzn. korelacja jest silna, jesli moze by¢ ,,opisana” za
pomoca linii prostej (nachylonej do gory lub na dot).

Przypomnijmy, ze wspélczynnikiem Kkorelacji liniowej r, zmiennych loso-
wych X1 Y nazywamy wielkosc¢

Cov(X,Y)

\/Var(X) \/Var(Y) '

r(X,Y)z

Oczywiscie
-1<r<, (X, Y)=r(Y,X), r(X,Y)=r(mX +n,Y) oile m#0.
Przedstawia on wazna charakterystyke rozktadu wektora losowego (X, Y).
Gloéwne jego wlasnosci sg $cisle zwigzane z dwiema prostymi regresji:
y=E(Y) _ x—EX)
\/Var(Y) \/Var(X) ’
y-E@¥) 1 x-EX)
\/Var(Y) r \/Var(X) '
ktore sg prostymi najlepszej zgodnosci, w sensie metody najmniejszych kwadra-

tow, z masa prawdopodobienstwa w rozkladzie zmiennej (X, Y) [Cramer 1958].
Miarami zgodnosci tych prostych sa ponizsze wyrazenia:

min E(Y ~b—aX)* =Var(Y)(1-1%),

a,beR

min E(X —b-aY)’ =Var(X)(1-1*).

a,beR

Widaé z tego, ze kazda zmienna ma wariancje zmniejszona w stosunku (1 —77): 1,
wskutek odjgcia od niej jej najlepszej, sredniokwadratowej, liniowej oceny wyrazo-
nej w zalezno$ci od drugiej zmiennej. Wspotczynnik » mozna zatem uwaza¢ za miare
stopnia liniowosci wykazywanej przez rozktad wektora losowego (X, Y). Stopien ten
osiaga warto$¢ najwigksza, gdy |r| = 1, a cata masa prawdopodobienstwa jest rozpo-
starta na prostej. Przypadek przeciwny zachodzi, gdy » = 0, wtedy nie mozna zmniej-
szy¢ wariancji jakiejkolwiek zmiennej losowej przez odjgcie funkcji liniowej drugiej
zmienne;j.

Maksymalny wspolczynnik korelacji R(X, ¥) migdzy zmiennymi losowymi
X oraz Y zostal wprowadzony przez Gebeleina [1941]. Definiuje go wyrazenie:

R(X,Y) :skgr(f(X),g(Y)),
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gdzie supremum dotyczy wszystkich funkcji f, g takich, ze 0 < Var(fX)),

Var(g(Y)) < co.

Wymienmy kilka wtasnosci wspotczynnika R:
o jesli wektor (X, Y) ma rozktad normalny, to R(X, Y) = |r (X, Y)| [Gebelein 1941],
o jesli niezdegenerowane zmienne losowe Xj, ..., X, sa niezalezne oraz jedna-

kowo rozlozone, to
R(S,.S,)= \/7

gdzie m < n sa naturalne oraz S, Z X, k=1,..,n [Dembo, Kagan, Sheep

2001],
o jesli niezdegenerowane zmienne losowe Xj, ..., X, sa niezalezne oraz jedna-
kowo roztozone, to

> z m—1
(5 Bl g

gdzie liczby naturalne /, m, n spetniaja warunek: 1 </+ 1 <m < n [Yaming 2008].
Warto wspomnie¢ rowniez o korelacyjnej nierownosci Gaussa. Zatdézmy, ze A, B
sa wypuklymi, symetrycznymi podzbiorami przestrzeni R". Niech v bedzie gaus-
sowska, centralng miara naR". Wowczas hipoteza korelacyjna Gaussa stanowi, ze

U(AmB) > U(A)U(B).

Dowad tego faktu znajdziemy w pracy [He-Jing, Ze-Chun 2008].

Na zakonczenie tego punktu omowione zostanie uogolnienie dobrze znanego
lematu Hoeffdinga. Niech Z bedzie losowym wektorem o wartosciach w u + v-wy-
miarowym prostokacie P = [a, b] c R""", u,v e N. Przypusémy, ze zbior P zostat
tak wybrany, aby kazda wspotrzedna Z; byta réwna a; z prawdopodobienstwem
zero. Dla niepustego zbioru K —{l, ..., u + v}, niech Pgx = I, [a, br] oraz F be-
dzie taczna dystrybuanta zmiennych losowych Z;, dla £ € K, uporzadkowanych
wedlug rosnacych indeksow (przyjmujemy, ze F,= 1). Niech X = (Z,, ..., Z,),
Y = (Zu1, ...y Zuy). Zalozmy, ze f'1 g sa funkcjami o warto$ciach rzeczywistych
okreslonymi na Py, ., P, .. utvy, 0dpowiednio. Uogdlniony lemat Hoeffdinga
mowi, ze jesli funkcje 1 g sa lewostronnie ciagle oraz maja ograniczong wariacjg
Hardy’ego-Krausa, to

Cov(f(X).g(Y)= Y > )M (R, -FF)dfdg,.
¥

D #Ic{l,...,u} D #Jc{u+l,..,u+v PP

Dowdd tego faktu znajdziemy w pracy [Beare 2009].
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Zdefiniowania wymaga wariacja Hardy’ego-Krausa. Niech 4 oznacza funk-
cje o wartosciach rzeczywistych okreSlong na n-wymiarowym prostokacie

[a, b]c R".
Wtedy

Ach= S (-1)"h(x,),

Ic{l,..,n}

gdzie R = [c, d] c [a, b], x; jest wektorem przestrzeni R”, w ktoérym i-ta wspot-
rz¢dna jest rowna c¢;, jesSli i € [, lub d,, gdy i ¢ I Mozna teraz okresli¢ wariacjg
Vitaliego, mianowicie

[, = sup 3 [A

Regp

b

gdzie supremum dotyczy wszystkich skonczonych rodzin n-wymiarowych prosto-
katow @ ={R :1<i<m} takich, Ze U:ilRf =[a, b], oraz wnetrza dowolnej pary
tych prostokatow z rodziny ¢ sa rozlaczne. Dla niepustego zbioru / — {1, ..., n}
niech #; oznacza funkcje¢ rzeczywista okreslong na Hie][a,.,bl.] powstata przez

zastapienie i-tego argumentu funkcji 4 przez b, gdy i ¢ [ (przyjmujemy, ze
hy = h(b)). Wariacja Hardy’ego-Krausa dana jest wzorem

= 2 Il

D#Ic{l,...,n

3. Wspélczynnik zaleznosci prostoliniowej

Zauwazmy, ze majac proste regresji zmiennych losowych X oraz Y:

y=ax+b,
xX=ay+b,,
mozemy takze wyznaczy¢ wspolczynnik korelacji liniowej r , mianowicie:
(X,Y) :|a1a2| .
Zdefiniujemy obecnie wspotczynnik zaleznosci prostoliniowej k&, zmiennych
X, Y [Antoniewicz 1988]. Bedziemy go rozumieli jako kosinus kata, pod jakim

przecinaja si¢ proste regresji. Po tatwych przeksztalceniach otrzymujemy:

k(X,Y)zcosa :&,
al +1ya: +1

gdzie « jest katem przecigcia prostych regresji.
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Mozemy takze napisac:

k(Var(X),Var(Y), r) = (Var(X)+Var(Y))r

= - (D
\/Var(X) +r'Var(Y) \/Var(Y) +r'Var(X)

Z powyzszego widac, ze wspoélezynnik zaleznos$ci prostoliniowej k jest rowny
jeden, gdy migdzy zmiennymi jest doktadna zalezno$¢ liniowa, jesli za§ k£ = 0, to
takiej zaleznosci nie ma. Oczywiscie k* = 1 tylko wtedy, gdy 7* = 1, oraz k = 0, gdy
r = 0. Wartosci posrednie nie sa jednak przyjmowane jednoznacznie. Moze sig
zdarzy¢, ze przy ustalonej wielkoSci wspotczynnika » otrzymamy rdzne wartosci
wspotczynnika k£ (w zalezno$ci od wariancji). Rozpatrzmy teraz unormowane
zmienne losowe (tzn. wariancja rowna jeden, warto$¢ oczekiwana zero). Wtedy
wzor (1) przyjmie postac:

_2r
I+r

k(r)

re[-1,1].

20

Rysunek 1 przedstawia wykres tej funkcji.

1F

0.5

-0.5

Rys. 1. Wykres funkcji k(r)

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Mozna wyznaczy¢ maksymalng roznice migdzy wspolczynnikami k oraz r.
Okazuje sie, ze:

max ‘k(Var(X),Var(Y),r)—r‘=m.

Var(X),Var(Y)>0,re[-1,1] 2
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Maksimum jest osiagane dla r = +1J/5 -2 oraz Var(X) = Var(Y). Dowod tego
faktu jest w pracy [Wilkowski 1994].

Na zakonczenie tego punktu zwré¢my uwage na to, ze wspotczynnik korelacji
liniowej r jest rowniez kosinusem kata, ale migdzy innymi wektorami.

4. Asymptotyczna normalnos¢ miar zaleznosci liniowej

Jednym z wazniejszych rodzajow zbieznosci wedtug rozktadu jest zbieznos¢ do roz-
ktadu normalnego. Ciag zmiennych losowych (X,) zbiega wedlug rozktadu do
N(m, s%), s > 0, jezeli rownowaznie ciag (X, — m)/s) zbiega wedlug rozktadu do
N(0,1). Ogolniej, méwimy ze ciag zmiennych losowych (X,) jest asymptotycznie
normalny o $redniej m,, i wariancji s_,jezeli s > 0 dla dostatecznie duzych n oraz
— d
LM N (0,1).

s

Zapisujemy to jako: X, jest AN (m, s7). Oczywiscie ciagi (m,) oraz (s,) s cia-

gami stalych. Liczby te nie musza by¢ jednak $rednig i odchyleniem standardowym
zmiennej losowej X,; zmienna ta nie musi mie¢ ani $redniej, ani odchylenia stan-

dardowego. Zauwazmy, ze jezeli X, jest AN (m, s2),to nie wynika stad, ze ciag
(X)) w ogole zbiega wedhug rozkladu. Mamy jednak zawsze
sup‘P(Xn <t)=P(N(m,,s;)< t)‘—)O, n—> .
t
Chcac zatem oblicza¢ prawdopodobienstwa, mozna traktowac X, jako zmienna
losowa N (m, s, ) [Serfling 1991].

Niech (Xi, 1)), ..., (X, Y,) beda niezaleznymi obserwacjami, o jednakowym
rozktadzie, z pewnego rozktadu dwuwymiarowego (wektor (X;, Y;) ma taki sam
rozklad jak wektor losowy (X, Y)). Jak pamigtamy, wspotczynnikiem korelacji
liniowej zmiennych losowych X 1 Y jest wielko$§¢

Cov(X,Y) .
\/Var(X)\/Var(Y)

Jego probkowy odpowiednik ma postac

r(X,Y)=

22X -x)(r-T)
rn n —\2 n —\2 > (2)
VX (- X)X (- 7)
adzic ¥=13" ¥, F=13"y
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Wymienmy kilka wtasnosci probkowego wspotczynnika korelacji:
« 7 jest AN(r, n"'dSd") [Serfling 1991], gdzie S jest macierza
« kowariancji wektora (X, Y, X%, Y%, XY), a wektor
_[ rE(X) E(Y) rE(Y) E(X) o
Var(X)  Var(X)\var(v) Var(Y)  Var(X)Var(Y)  2Var(X)’

r 1
- War(Y)’ \/Var(X)\/Var(Y) }

o jezeli zmienna losowa dwuwymiarowa (X, Y) ma rozktad normalny, wowczas

A 1-7° :
7. jest AN(r, ! ), zgodnos$¢ jest dobra dla n > 500,
n
47
lln il }:" jest AN( lln brr , L , wystarczajaca zgodno$¢ mamy dla n >20,
2 1-r, 2 1-r n-3
gdy ponadto » = 0 (cechy X, Y sa wtedy niezalezne), to statystyka £ n—2
-7

ma rozktad Studenta z n — 2 stopniami swobody [Cieciura, Zacharski 2007].

W poprzednim punkcie zostal wprowadzony wspotczynnik zalezno$ci prostoli-
niowej k, zmiennych losowych X oraz Y, rozumiany jako kosinus kata, pod jakim
przecinaja si¢ proste regresji tych zmiennych. W dalszym ciagu (X;, Y1), ..., (X,
Y,) beda niezaleznymi obserwacjami, o jednakowym rozkladzie, z pewnego roz-
ktadu dwuwymiarowego (wektor (X;, Y;) ma taki sam rozktad jak wektor losowy
(X, Y)). Na podstawie wzoréw (1) i (2) wnioskujemy, ze probkowy odpowiednik
wspotczynnika £ jest postaci

/Acn = (z;(Xi - X )2 +z:l:1(Yi Y )z)r”
—_— /\2 n — /\2 n —_— n J—
\/Zi=1(Xi —X )+ Zi:](y; -Yy \/r" Zi:l(Xi —Xy +Zi=1(Yi -Yy
Twierdzenie. Niech wektor

Ir <5 1 n 1 n 1 n
V= (X’Y’;ZHXI‘Z’ ;Zleyiz’ ;zilein)’

funkcja g: R® — R bedzie okreslona wzorem

2 2

zZ.—Z zZ,—Z

3 1 4 2
(25_2122)(\/ 5 +\/ > )

z,—z, z, -z

zZy—z; +

g(zlszzszpzuzs): \/
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Woéwczas lgn jest AN(k,n" 5S57),
gdzie S jest macierza kowariancji wektora (X, Y, X% Y?, XY), a wektor

5= [a—g|z —E(), ..., a—g|z - E(V)].
0Oz, 0z,

Dowod tego faktu znajduje si¢ w pracy [Wilkowski 2009].

Na zakonczenie niniejszego opracowania zauwazmy, ze wspotczynnik zalezno-
$ci prostoliniowej moze by¢ punktem wyjscia do konstrukcji innych miar zalezno-
sci. W tym celu wystarczy zdefiniowac krzywe regresji, a kosinus kata, pod jakim
si¢ one przecinaja, traktowac jako wspotczynnik zaleznosci wzgledem tej klasy
krzywych.
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ABOUT THE COEFFICIENT OF CORRELATION

Summary: The work discusses some properties of the classical coefficient of correlation
and its sample equivalent. Parallel dependence coefficient and its connection with the coef-
ficient of correlation is also given. The author describes asymptotic normalcy of the sample
equivalent of this coefficient too.
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