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Streszczenie: W artykule dokonano przegladu metod oceny wyniku grupowania. Omoéwio-
no trzy metody wyboru wiasciwej liczby skupien dla metod aglomeracyjnych zaproponowa-
ne przez Mojeng i Wisharta oraz zaimplementowane w programie ClustanGraphics 8.
Wspomniane kryteria bazuja na relatywnych wartosciach réznych poziomdéw polaczen
obicktow na wykresie drzewa — best cut significance test (upper tail, moving average) oraz
sprawdzaniu losowosci podziatu obiektow na wykresie drzewa — tree validation. Tres¢ arty-
kutu zilustrowana zostata przyktadem empirycznym.

Stowa kluczowe: analiza skupien, ocena wyniku grupowania, kryteria Mojeny, kryterium
Wisharta.

1. Wstep

Metody oceny wyniku grupowania — w szerokim rozumieniu — zwigzane sg z trzema
zagadnieniami analizy skupien: wyborem liczby skupien, porownywaniem wynikdéw
dwoch (i wigcej) klasyfikacji oraz ocena jakosci wyniku grupowania. W artykule
dokonano zestawienia wybranych metod oceny wyniku grupowania, a przede
wszystkim oméwiono trzy metody wyboru wiasciwej liczby skupien dla metod hie-
rarchicznych (aglomeracyjnych) zaproponowane przez Mojeng [1977] i Wisharta
dostgpne w programie ClustanGraphics 8§ [Wishart 2006]. Wspomniane kryteria
bazuja na: analizie odlegtosci taczenia kolejnych obiektow na wykresie drzewa —
best cut significance test (upper tail rule, moving average quality control rule) oraz
ocenie losowosci podziatu obiektow na wykresie drzewa — tree validation. Przypo-
mnienie i prezentacja tych metod wydaja si¢ zasadne z dwoch powodoéw: po pierw-
sze, metody aglomeracyjne sa jednymi z najbardziej rozpowszechnionych i najcze-
sciej wykorzystywanych w praktyce metod analizy skupien; po drugie, wyniki wielu
analiz wskazuja na subiektywne podejscie autorow do wyboru liczby skupien na
wykresie drzewa, tj. brak zastosowania formalnego kryterium dla tej oceny. Tres¢
artykutu zilustrowana zostata przyktadem empirycznym.
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2. Metody oceny wyniku grupowania

Ogolny podzial metod oceny wyniku grupowania stosowany w literaturze jest na-
stgpstwem informacji wykorzystywanych w tego rodzaju analizie. Wyr6znia si¢ me-
tody sprawdzania wyniku grupowania oparte na kryterium wewnetrznym, zewngtrz-
nym oraz wzglednym' [Gan i in. 2007]. Oceny na podstawie kryterium wewnetrz-
nego dokonuje si¢ tylko na bazie kryteriow ilosciowych i informacji pochodzacych
z analizowanego zbioru danych. Dla pojedynczego wyniku klasyfikacji (indywidual-
nych skupien) uzyskanego metodami podzialowymi analizuje si¢ stopien podobien-
stwa pomigdzy struktura grupowania C, tj. przynaleznoscia obiektéw do skupien,
a macierza sasiedztwa (odlegtosci) obiektow P. W przypadku ciagu klasyfikacji uzy-
skanego metodami hierarchicznymi analizuje si¢ ich strukture, tzn. odleglosci tacze-
nia kolejnych obiektow na wykresie drzewa. Porownuje si¢ stopien podobienstwa
macierzy odlegtosci faczenia obiektow na wykresie drzewa H z macierza sasiedztwa
(odlegtosci) obiektow P — kryteria Mojeny. Inna metoda oceny wyniku grupowania
hierarchicznego opiera si¢ na testowaniu braku struktury klas [Gordon 1996] i moze
odbywac si¢ na podstawie oceny losowosci podziatu obiektow na wykresie drzewa —
kryterium Wisharta.

W podejsciu wedlug kryterium zewnetrznego ocenia si¢ wyniki algorytmu gru-
powania uzyskane na podstawie wczesniej ustalonej struktury klas, ktéora wynika
z tego zbioru danych i odzwierciedla intuicyjnie jego strukturg. Ocena wynikow
grupowania odbywa si¢ na podstawie struktury grupowania C i niezaleznego podzia-

tu C, (wynik innego grupowania C,) lub tez na podstawie macierzy sasiedztwa
obiektow P i innego podziatu C,, (wynik innego grupowania C,)).

Uwzgledniajac trzy wiasciwe dla analizy skupien zagadnienia oceny wyniku
grupowania, tj. poszukiwanie wlasciwej liczby skupien, porownywanie wynikow
dwoch klasyfikacji i oceng jakosci klasyfikacji, metody oceny wyniku grupowania
mozna podzieli¢ zgodnie ze schematem przedstawionym w tab. 1. Przeglad ten
z pewnoscia nie wyczerpuje zbioru istniejacych metod, zawiera jednak metody naj-
czesciej stosowane, sprawdzone empirycznie oraz metody wzglednie nowe i stosun-
kowo stabo rozpowszechnione w polskiej literaturze i w praktyce badawczej. Tema-
tem dalszej czg$ci artykutu bedzie prezentacja trzech metod wyboru wlasciwej liczby
skupien dla metod hierarchicznych (aglomeracyjnych) zaproponowanych przez Mo-
jene i Wisharta.

! Bez straty dla dalszych rozwazan pominicto omawianie kryterium wzglednego, gdyz metody na
nim oparte definiowane sa w ten sam sposob jak metody oparte na kryterium wewngtrznym. Ocena
wyniku grupowania w przypadku kryterium wzglednego opiera si¢ na iteracyjnym wyborze najlep-
szego rezultatu grupowania ze zbioru pewnych dopuszczalnych rozwiazan.
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Tabela 1. Metody oceny wynikow analizy skupien”

Wyszcze-
golnienie

Kryterium

wewnetrznej informacji, oparte na’:
{C, P}, {H, P}, braku struktury klas

zewnetrznej informacji, oparte na’:
{C, Goj lub {P, Gy}

Wybor
wlasciwej
liczby skupien

indeks: Bakera i Huberta; Beale’a
(F-ratio); Calinskiego i Harabasza;
Daviesa-Bouldina; Dudy i Harta;
Dunna; gap (odstgpu); Hartigana;
Huberta i Levine’a; Krzanowskiego

i Lai; RMSSTD ©; RS; SD; S_Dbw;
metoda: jump; ps; clest,

miara: [ -Huberta; znormalizowana
[ -Huberta;

kryterium: Mojeny — gérnego obszaru
odrzucenia (upper tail rule), $redniej
ruchomej (moving average quality
control rule); Wisharta — losowosci
podziatu obiektéw na wykresie drzewa
(tree validation);

wspotczynnik: korelacji kofenetycznej

Poréwnywanie
wynikow
dwoch
klasyfikacji

metryka Minkowskiego; suma
kwadratéw odchylen;
wspotczynnik: korelacji kofenetycznej

indeks: Fowlkesa-Mallowsa; Jaccarda;
Lermana; Wallace’a;

miara: [ -Huberta; znormalizowana
I" -Huberta; Randa; skorygowana
Randa;

wskaznik: podobienstwa Nowaka

Ocena jakosci
klasyfikacji

indeks: sylwetkowy (silhouette index);
miara: §redniej zwartos$ci skupien
(average

of compactness)

“ Przez podkreslenie wyrézniono metody stuzace do oceny wyniku grupowania hierarchicznego;
b € - struktura grupowania, P — macierz sasiedztwa (odleglosci) obiektow, H — macierz odleglosci
faczenia obiektow na wykresie drzewa, Cy — wynik innego grupowania obiektéw; “ Dla metod hierar-
chicznych nalezy stosowac tacznie z indeksem RS.

Zrodto: opracowanie wilasne na podstawie [Cormack 1971; Denoeud i in. 2005; Fowlkes, Mallows
1983; Gan i in. 2007; Gatnar, Walesiak 2009; Gordon 1987; Kaufman, Rousseeuw 2005;
Migdal-Najman, Najman 2008; Milligan, Cooper 1985; Mojena 1977; Nowak 1985; Sugar,
James 2003; Tibshirani i in. 2001; Wishart 2006].

3. Kryterium upper tail rule oraz
moving average quality control rule

Jedna z najbardziej znanych w literaturze przedmiotu prac poswigconych metodom
wyboru liczby skupien jest artykut [Milligan, Cooper 1985], dotyczacy empirycznej
analizy i oceny 30 procedur wyboru liczby skupien. Autorzy zidentyfikowali pigc
najlepszych wowczas ,;regut zatrzymania” (wedtug kolejnosci): Calinskiego i Hara-
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basza, Dudy i Harta, Huberta i Levine’a, Backera i Huberta oraz Beale’a (F-ratio)”.
W pierwszej dziesiatce omawianych procedur znalazlo si¢ tez pierwsze kryterium
Mojeny — upper tail rule bazujace na wzglednych wartosciach potaczen obiektéw na
wykresie drzewa.

Grupowanie N obiektow metodami hierarchicznymi (aglomeracyjnymi), ktore na
poczatku stanowia N skupien, polega na krokowym laczeniu pojedynczych obiek-
tow, tj. redukowaniu o 1 liczby skupien do czasu, az wszystkie obiekty zostana wia-
czone do jednego skupienia. Wyniki grupowania hierarchicznego (aglomeracyjnego)
N obiektow mozna opisa¢ za pomoca zbioru kolejnych klasyfikacji £, P, ..., P, _,
oraz korespondujacych z nimi warto$ci kryterium klasyfikacji «,, ¢, ..., a,,_,, gdzie
krok (subskrypt) j=0,1, ..., N -1 odpowiada uzyskanej kolejno N,N —1, ..., 1 licz-
bie skupien. Struktura grupowania podziatu P; jest reprezentowana przez skupienia
c¢,C,,..,.C

> MN—j*

Mojena zauwazyl, ze roznice pomigdzy wynikami poszczegélnych metod aglo-
meracyjnych sa jedynie nastgpstwem odmiennego sposobu definiowania miary pola-
czenia klas (wszystkie metody opieraja si¢ na procedurze Lance’a i Williamsa i dla
kazdej z nich uzyskuje si¢ inny ciag klasyfikacji 7, P, ..., P, , 1 korespondujace z
nimi warto$ci kryterium «,,«,, ..., &, _, — poziomu potaczenia klas) oraz znaczenia,
w jakim zdefiniowany jest parametr ¢ . Jezeli w analizie w charakterze miary pota-
czenia przyjmie si¢ miar¢ niepodobienstwa (odlegtosci) migdzy skupieniami, a wigc
jej wieksze wartosci implikuja wigksze niepodobienstwo grup, to [Mojena 1977]:

a,=min[d,, |, i,m=1,..,N - j, (1)

W przeciwnym razie (przyjmujac miar¢ podobienstwa migdzy skupieniami):

ajzrgamx[dl.m], iim=1,..,N—j. (2)
Statystyczne reguty stuzace selekcji najlepszego ,,podziatu” badanej zbiorowos$ci
moga by¢ oparte na rozkladzie wartosci kryterium <« lub na odpowiedniej transfor-
macji tego kryterium. Jezeli wicksze warto$ci miary potaczenia implikuja niepodo-
biefistwo jednostek, to rozklad warto$ci parametru ¢ jest monotonicznie rosnacy dla
metod aglomeracyjnych: pojedynczego i kompletnego polaczenia, Sredniej klasowe;,
wazonej Sredniej klasowej i Warda, przy zastosowaniu wzoru (1) — przypadek A oraz
monotonicznie malejacy dla tych metod aglomeracyjnych, przy zastosowaniu wzoru
(2) — przypadek B. Stad tez Mojena zaproponowal dwie metody, ktore bazuja na oce-
nie ,,istotnos$ci” zmian wartosci parametru o stanowigcego kryterium klasyfikacji.
Pierwsza reguta wykorzystuje N —1 wartosci parametru @ do wyznaczenia
jego wartosci $redniej i odchylenia standardowego z proby celem zdefiniowania

% Kryteria Dudy i Harta oraz Beale’a sa odpowiednie dla zagniezdzonej struktury klas.
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»istotnej” wartosci « , ktora jako pierwsza lezy w ,,gornym” — wzdr (1) lub w
»dolnym” — wzdr (2) obszarze odrzucenia rozktadu jego wartosci. Dla metod
aglomeracyjnych: pojedynczego i kompletnego potaczenia, Sredniej klasowej, wa-
zonej $Sredniej klasowej i Warda — wzor (1), przypadek A — ze zbioru kolejnych
klasyfikacji B, ..., B, , nalezy wybrac¢ taka klasyfikacj¢ P;, aby odpowiadajacy jej

krok j (j=1.., N—2) pierwszy spehial nierownos¢ sformutowana dla poziomu
potaczenia klas & [Mojena 1977]:

o, >a+k-s,, 3)

Jj+l
natomiast dla przypadku B uwzgledniajacego wzdr (2) sens nierdwnosci (3) jest
odwrotny — nalezy wybra¢ taka klasyfikacje Pj, aby odpowiadajacy jej krok j,

( j=1.,N- 2) pierwszy spetniat nierowno$¢ [Balicki 20091]:

a,, <da—k-s,, 4)

Jj+l
gdzie &, to poziom potaczenia klas w kroku j+1, a i s, to odpowiednio $red-

nia i nieobciazone odchylenie standardowe poziomu potaczenia klas, a k to pewna
stata’.
Jezeli zadna z wartosci a; (j=1,..., N —2) poziomu potaczenia klas nie spet-

nia nierownosci (3) lub (4), to nalezy: (a) przyjac, ze wszystkie analizowane obiekty
tworza jedno skupienie — brak rozwiazania, (b) wybra¢ taki krok j, dla ktérego
w kroku j + 1 wartosc¢ (a i ) /s, jest maksymalna, (c) wybra¢ inng regulg po-

dziatu obiektow”.

Druga reguta podziatu zaproponowana przez Mojeng jest bardziej skompliko-
wana 1 bazuje na metodzie Sredniej ruchomej, majacej szerokie zastosowanie
w kontroli jakos$ci. Mojena zauwazyl, ze zachowanie si¢ wartosci « (poziomu
polaczenia klas) nie jest odmienne od zachowania si¢ warto$ci szeregu czasowego
z trendem, co zasugerowalo, ze lepszym podejsciem jest sformulowanie 1-kro-
kowego modelu przewidujacego, ktory zdefiniuje istotna warto$¢ parametru o

* Autor sugerowal przyja¢é w obliczeniach warto$é¢ k e (2,75;3,50), z kolei Milligan i Cooper
[1985] na podstawie przeprowadzonych badan empirycznych sugerowali warto$¢ k£ = 1,25. Alterna-
tywnie zamiast £ mozna przyjac¢ warto$¢ z rozktadu #-Studenta, co oznacza dodatkowe zatozenie, ze
a , 4j. poziom potaczenia klas na wykresie drzewa, podlega rozkladowi normalnemu.

* Dla tej reguty Mojeny wybranie wariantu (a) lub (b) daje ten sam wynik dla monotonicznych
wartoSci @, jezeli o i s, sa deterministyczne (ustalone), oraz rozny wynik, jezeli & 1 s, sa

stochastyczne.
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w kroku j+1°. Dla metod aglomeracyjnych: pojedynczego i kompletnego pota-
czenia, $redniej klasowej, wazonej $redniej klasowej i Warda — wzor (1), przypa-
dek A — celem reguly jest wybor takiej klasyfikacji P,, aby odpowiadajacy jej

krok j (j=r,r+1,.., N—2) pierwszy spelnial nierownos¢ [Mojena 1977]:

a,>a,+L +b +k-s, %)

gdzie: r oznacza liczbg wartosci poziomu polaczenia klas @ w danym kroku —
liczbe wartoéci do wyznaczania $redniej ruchomej®, o ; jest srednig ruchoma warto-

Sci parametru & obliczona w kroku j, L, jest korekta dla opéznionego trendu
poziomu potaczenia klas obliczona w kroku j, bj jest ,,ruchomym” §redniokwadra-

towym nachyleniem linii trendu poziomu potaczenia klas w kroku j, k jest pewna

stala, a s, jest ,ruchomym” nicobciazonym oszacowaniem odchylenia standardo-

wego warto$ci parametru « , przy czym wartosci L 1 b ; Wyraza sig nastgpujaco:

-1)b.
6|2 Z woa, —(r+1) Zj: a,
b. _ f=j-r+l /:j —r+l , 7
/ r(r —1) M

gdzie: w, =w,, +1, f=(j-r+2),.., j oraz W, =1
Dla przypadku B opisanego wzorem (2) sens nieréwnosci (5) jest odwrotny, na-
lezy ~wybra¢ taka klasyfikacje P, aby odpowiadajacy jej krok
(j=r,r+1,.., N—2) pierwszy spetial nieréwnos¢:
a, <a;=L;=b~k-s,. (&)

Jjt+

° Idea drugiej reguty polega na wyznaczaniu oczekiwanej wartosci poziomu potaczenia klas «
na kazdym j-tym etapie, na podstawie liniowej funkcji trendu dopasowywanej (korygowanej) wzgle-
dem pierwszych j — 1 warto$ci poziomu potaczenia klas na wykresie drzewa.

® W regule drugiej rowniez oblicza si¢ $rednia arytmetyczna i odchylenie standardowe wartosci
parametru ¢ (poziomu polaczenia klas) oznaczone odpowiednio g~ ; i s, jednakze wyznacza sig je

sekwencyjnie po kazdym kolejnym j-tym kroku procedury (j =r,r +1,..., N —2). Do wyznaczenia

optymalnej liczby klas w regule pierwszej nalezy znaé¢ wszystkie N —1 warto$ci poziomu polacze-
nia klas, za$ w regule drugiej wystarczy zna¢ tylko r wartosci poziomu potaczenia klas (r <N - 2)

[Gatnar, Walesiak 2004].
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Jezeli zadna z warto$ci @ ( j=r,r+l,.., N —2) poziomu potaczenia klas nie

spelia nieréwnosci (5) lub (8), to procedura dalszego postgpowania jest analogiczna
jak w przypadku pierwszej reguly Mojeny — warianty (a), (b) i (c). Warto jednak
zauwazy¢, 7ze & ; +LJ. jest oczekiwana warto$cia a;,a a;+L; +b/. jest oczekiwana

warto$cia @, stad warto$¢ znormalizowana obliczana w wariancie (b) rowna sig

(@, —a —L,~b,)/s,.

4. Kryterium tree validation

Trzecie kryterium, ktorym warto zainteresowac si¢ w kontekscie wyboru wlasciwe;j
liczby skupien w przypadku metod hierarchicznych (aglomeracyjnych), opiera si¢ na
testowaniu braku struktury klas — ocenie losowos$ci podziatu obiektoéw na wykresie
drzewa.

Idea metody tree validation (bootstrap validation) [Wishart 2006] polega na po-
rownywaniu wynikéw ciagu klasyfikacji uzyskanych metodami aglomeracyjnymi,
majacych posta¢ drzewa, z rodzina drzew generowanych na podstawie losowej per-
mutacji tego samego zbioru danych albo skojarzonej macierzy sasiedztwa. W tym
celu wykorzystywane sa techniki bootstrapowego, wielokrotnego losowania prob
(bez zwracania), za pomoca ktorych konstruowane sa pojedyncze dendrogramy wy-
nikéw grupowania [Domanski i in. 1998]. Na kazdym poziomie od 1 do N skupien,
ktore sa mozliwe w przypadku grupowania N obiektow, oceniana jest jako$¢ drze-
wa uzyskanego na podstawie analizowanych (oryginalnych) danych w stosunku do
usrednionej wersji drzewa wyznaczonej na podstawie prob losowych. Metoda oceny
losowosci podziatu obiektéw na wykresie drzewa stara si¢ odrzuci¢ hipotezg H,

moéwiaca o tym, ze struktura grupowania obiektdw w postaci danego drzewa jest
losowa (brak struktury klas) na rzecz alternatywnej. Inaczej méwiac, na podstawie
analizowanego zbioru danych metoda tree validation poszukuje na wykresie drzewa,
bedacym ciagiem klasyfikacji, podziatu, ktory jest ,,najbardziej oddalony” od podzia-
hu losowego.

5. Przyklad empiryczny

Dla zilustrowania omdéwionych procedur wyboru wtasciwej liczby skupien (upper
tail rule, moving average quality control rule 1 tree validation) programu Clustan-
Graphics 8 dokonano klasyfikacji przyktadowego zbioru danych Mammals.xls (po-
chodzacego z pltyty CD ClustanGraphics 8) zawierajacego sklad mleka 25 ssakow
opisany za pomoca 5 cech, tj. zawarto$ci: wody, biatka, thuszczu, laktozy oraz sktad-
nikdéw mineralnych (ash).

W pierwszym kroku wyznaczono macierz kwadratowych odlegtosci euklideso-
wych. Nastepnie, wskazujac metode aglomeracyjna — Warda, uzyskano wyjsciowy
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wykres drzewa przedstawiajacy ciag klasyfikacji. Po wybraniu z menu polecenia
Tree/Best Cut, a w dalszej kolejnosci Upper tail otrzymano wszystkie ,,istotne” po-
dzialy dla aktualnego drzewa wedhlug pierwszego kryterium Mojeny (2 lub 3 skupie-
nia). Na podstawie ciagu warto$ci poziomu potaczenia klas obliczany jest $redni
poziom potaczenia klas, jego odchylenie standardowe oraz statystyka t-Studenta
(standaryzowane odchylenie poziomu potaczen klas od $redniej). Z kolejnych po-
ziomow potaczenia klas wybierane jest pierwsze ,,istotne” na poziomie 5%, ktore jest
automatycznie ,,przenoszone” na wykres drzewa.

Wybierajac z menu polecenie Tree/Best Cut, a w dalszej kolejnosci Moving ave-
rage otrzymano ,,istotne” podzialy dla aktualnego drzewa wedtug drugiego kryterium
Mojeny, ktore w tym przypadku wskazato inny podziat mleka ssakow — 9 skupien.

W ostatnim kroku, wybierajac z menu polecenie Tree/Validate oraz decydujac,
czy drzewa maja by¢ generowane na podstawie losowe] permutacji zbioru danych
czy macierzy sasiedztwa, otrzymano wynik oceny losowos$ci podziatu obiektow na
wykresie drzewa. Metoda tree validation wskazata, ze ,najbardziej oddalony” od
podziatu losowego jest podziat mleka ssakow na 3 skupienia, jednorodne pod wzgle-
dem zawarto$ci wody, biatka, thuszczu, laktozy oraz sktadnikow mineralnych (ash).

6. Podsumowanie

W artykule oméwiono kryteria Mojeny i Wisharta wyboru wtasciwej liczby skupien
dla metod hierarchicznych (aglomeracyjnych), a ich dziatanie zilustrowane zostato
przyktadem z programu ClustanGraphics 8. Nalezy zauwazy¢, ze w zalaczonym
przyktadzie dwa sposrdd trzech kryteriow wskazaly ten sam wynik grupowania —
3 skupienia, ktory wydaje si¢ tym wlasciwym. Celem kolejnego artykutu z tego za-
kresu bedzie empiryczna analiza i poréwnanie trzech oméwionych kryteriow na tle
innych powszechnie stosowanych miar wyboru optymalnej liczby skupien.
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EVALUATION METHODS FOR THE GROUPING RESULT
IN CLUSTER ANALYSIS

Summary: The paper reviews evaluation methods for the grouping result. It discusses three
methods how to choose the correct number of clusters for agglomeration methods proposed
by Mojena and Wishart, which are implemented in ClustanGraphics 8. The criteria which
are mentioned are based on the relative sizes of the different fusion levels of the objects in
the dendrogram — best cut significance test (upper tail, moving average) and checking ran-
domness of objects clustering in the dendrogram — validation tree. The text is followed by
an empirical example.

Keywords: cluster analysis, evaluation of the grouping result, Mojena criteria, Wishart cri-
terion.





