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Prognozowanie w zarządzaniu firmą 2011 

Alicja Wolny-Dominiak 
Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach 

 ZMODYFIKOWANA REGRESJA POISSONA 
 DLA DANYCH UBEZPIECZENIOWYCH 
 Z DUŻĄ LICZBĄ ZER 

Streszczenie: W modelowaniu liczby szkód dla portfeli ubezpieczeniowych zastosowanie 
znajduje klasyczna regresja Poissona. Jednak specyfika zjawiska wystąpienia szkody cha-
rakteryzuje się tym, iż dla wielu polis w okresie ubezpieczenia nie występuje żadna szkoda. 
Powoduje to, że dane zawierają dużą liczbę zer. W takim przypadku lepsze wyniki daje 
zmodyfikowana wersja regresji Poissona, uwzględniająca taką sytuację. W pracy przedsta-
wione jest zastosowanie regresji zmodyfikowanej z wykorzystaniem programu komputero-
wego R oraz pakietu {pscl}. 

Słowa kluczowe: ubezpieczenia, szkody, modelowanie. 

 

1. Wstęp 

Jednym z problemów występujących w analizie danych ubezpieczeniowych jest 
modelowanie liczby szkód. Portfele ubezpieczeniowe charakteryzują się tym, że w 
przypadku wielu polis w okresie ubezpieczenia nie występuje żadna szkoda. Zatem 
dane zawierają dużą liczbę zer, przez co klasyczna regresja Poissona nie daje za-
dowalających wyników. W pracy przedstawiona zostanie zmodyfikowana wersja 
regresji Poissona, uwzględniająca sytuację występowania dużej liczby zer w da-
nych (zero-inflated Poisson regression), i jej zastosowanie w modelowaniu liczby 
szkód w ubezpieczeniach majątkowych. Przedstawione modele regresyjne pozwa-
lają między innymi na prognozowanie oczekiwanej liczby szkód dla nowo zawie-
ranej polisy, jednakże nie chodzi o to, co się wydarzy w przyszłości, lecz o to, jaka 
będzie liczba szkód w danej klasie polis opisanej przez zmienne objaśniające.  

2. Modele regresji z licznikową zmienną objaśnianą 
przyjmującą dużą liczbę wartości zerowych 

W tej części pracy przedstawione zostaną modele regresji, w których zmienną ob-
jaśniającą jest zmienna licznikowa przyjmująca wartości całkowite nieujemne. 
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W ubezpieczeniach majątkowych modele takie mają zastosowanie w szczególności 
w modelowaniu oraz prognozowaniu liczby szkód. Stosowany jest najczęściej mo-
del regresji Poissona, w którym przyjmuje się założenie, że zmienna objaśniana Y  
ma rozkład Poissona ~ ( )Y Pois   warunkowany wartościami zmiennych objaśnia-

jących [Denuit i in. 2007]: 

 ( )
!

i iy
i

i i
i

e
P Y y

y

 

  , 1,...,i n . 

W powyższym wzorze iY  oznacza liczbę szkód dla i-tej osoby ubezpieczonej. 

Parametr i  uzależniony jest od pewnych zmiennych zależnych jX , 1,...,j k , 

charakteryzujących ubezpieczonego oraz pojazd, którego dotyczy ubezpieczenie, 
np. płci, wieku, pojemności silnika samochodu. Najczęściej przyjmowana jest lo-
garytmiczna funkcja połączenia: 
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Przechodząc do wartości oczekiwanej, mamy: 
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k

ji ji
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X

i i e


  


  . 

Zatem widać, że dla każdej kombinacji zmiennych objaśniających uzyskiwana 
jest zawsze dodatnia oczekiwana liczba szkód. W modelu przyjmuje się założenia, 
że zmienna Y  ma rozkład Poissona, średnia wartość zmiennej jest równa wariancji 
oraz 1,...., ny y  są niezależne o stałej wariancji. 

Parametr i  może być wykorzystywany do rangowania polis ze względu na 

liczbę szkód. Jednak niezbędna jest korekta tego parametru wskaźnikiem ekspozy-
cji na ryzyko dla i-tej polisy, który pokazuje najczęściej w przypadku ubezpieczeń 
majątkowych, jaką część badanego okresu obejmowała polisa.  

Powyższy model nie uwzględnia przypadku, w którym zmienna licznikowa 
przyjmuje dużą liczbę wartości zerowych. Taka sytuacja występuje często, gdy 
modelowana jest liczba szkód. Analizując portfele ryzyk, można zauważyć, że dla 
wielu polis nie wystąpiła żadna szkoda, a jeśli wystąpiły szkody, to jedna, dwie, 
trzy i rzadko więcej. Dlatego w przypadku analizy liczby szkód w zakładzie ubez-
pieczeń zasadniejsze wydaje się stosowanie zmodyfikowanej regresji Poissona, 
gdzie uwzględnia się dużą liczbę wartości zerowych w danych, zwanej modelem 
ZIP (Zero-Inflated Poisson). W modelu ZIP niezależne zmienne iY  przyjmują war-

tości zerowe: ~ 0iY  z prawdopodobieństwem i  lub wartości z rozkładu Poisso-

na: ~ ( )i iY Pois   z prawdopodobieństwem 1 − i , co można zapisać następująco 

[Lambert 1992]: 



Zmodyfikowana regresja Poissona dla danych ubezpieczeniowych z dużą liczbą zer 23 
 

 ( )

(1 ) , 0

( )
(1 ) , 0

!

   

  

i

yi
i i

i i i

i i

i i
i

e y

P Y y e
y

y



 

 







   


  
 



, 1,...,i n . 

Zatem w modelu ZIP występują dwa parametry: i  oraz i . Oba, podobnie 

jak w przypadku regresji Poissona, połączone są ze zmiennymi objaśniającymi na-
stępującymi funkcjami połączeń: 
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gdzie 1,..., lZ Z  są zmiennymi zależnymi dla równania pierwszego, natomiast 

1,..., kX X  zmiennymi dla równania drugiego. Oczekiwana liczba szkód oraz wa-

riancja liczby szkód i-tej polisy w modelu ZIP wynosi: 

 ( ) (1 )i i iE Y     

 2( ) (1 )( )i i i i iD Y       . 

Podobnie jak w przypadku regresji Poissona, w modelu ZIP zakłada się, że 
średnia liczba szkód jest równa wariancji. Jeśli wariancja jest wyższa od średniej, 
występuje problem nadmiernej dyspersji, który często charakteryzuje zmienne 
licznikowe. Powoduje on, że statystyki 2  testujące istotność parametrów struktu-

ralnych modelu są przeszacowane, natomiast nie zmienia zgodności estymatorów 
parametrów. W celu uniknięcia nadmiernej dyspersji można zastosować skorygo-
wane błędy standardowe lub przejść do modelu, w którym wprowadzany jest roz-
kład negatywny dwumodalny [Kopczewska i in. 2009]. Model ten oznaczany jest 
najczęściej ZINB (Zero-Inflated Negative Binomial). 

3. Przykład empiryczny 

Proces modelowania i prognozowania liczby szkód w zakładzie ubezpieczeń prze-
prowadzono z wykorzystaniem bazy danych szkód komunikacyjnych (third party 
motor insurance claims) zaczerpniętej z pozycji [Jong, Heller 2008]. Baza danych 
zawiera następujące zmienne uwzględnione w modelu: 

a) zmienna objaśniana licznikowa:  
numclaims – liczba szkód;  

b) zmienne objaśniające: 
veh_value – wartość samochodu, 
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veh_age – wiek kierowcy: 1 (najmłodszy), 2, 3, 4, 
gender − płeć kierowcy: 0 (kobieta), 1, 
agecat – wiek kierowcy: 1 (najmłodszy), 2, 3, 4, 5, 6; 

c) ekspozycja na ryzyko (mierzona w okresie trwania polisy w stosunku do ca-
łego okresu uwzględnianego w bazie): 

exposure – wartości z przedziału [0,1].  
Obliczenia wykonano w programie komputerowym R. 
Rozkład liczby szkód w analizowanym portfelu przedstawia się następująco: 

Tabela 1. Rozkład liczby szkód 

Liczba szkód Liczba szkód 
Częstość 

(w %) 
Średnia ekspozycja 

na ryzyko 
0 63 232 93,19 0,45 
1 4333 6,39 0,6 
2 271 0,40 0,71 
3 18 0,03 0,7 
4 2 0,00 0,88 

Źródło: opracowanie własne. 

Z tabeli 1 wynika, że liczba szkód charakteryzuje się bardzo dużą liczbą zer − 
93% polis nie wygenerowało żadnej szkody w portfelu. Wartość wariancji prze-
wyższa wartość średniej i indeks nadmiernej dyspersji jest na poziomie: 

 
wariancja średnia

0,0063
średnia

O


  , 

co oznacza słaby efekt nadmiernej dyspersji w portfelu. Do modelowania liczby 
szkód zastosowano w pierwszej kolejności regresję Poissona. W modelu M1 bada-
no wpływ poszczególnych zmiennych na liczbę szkód, natomiast w modelu M2 
wprowadzono interakcję pomiędzy płcią i wiekiem osoby ubezpieczonej.  

1) Model P1:  

 0 1 2 3 4ln _ _veh value veh age gender agecat          . 

2) Model P2 (zagnieżdżony): 

 0 1 2 3

4 5

ln _ _

* .

veh value veh age gender

agecat gender agecat

    
 

    
 

 

Modele szacowano, wykorzystując funkcję glm(){stats}i przyjmując roz-
kład Poissona dla liczby szkód. Oszacowane parametry regresji przedstawia tabela 2. 

W obu modelach na poziomie istotności 5% zmienne charakteryzujące wiek 
samochodu oraz płeć są statystycznie nieistotne. Ponadto kryterium AIC przyjmuje 
nieznacznie niższą wartość w modelu P1 (AIC = 36130) niż w modelu P2 



Zmodyfikowana regresja Poissona dla danych ubezpieczeniowych z dużą liczbą zer 25 
 
(AIC = 36132). Zatem do dalszej analizy zastosowano model P1 z usuniętymi 
zmiennymi veh_age oraz gender. 

Tabela 2. Parametry strukturalne regresji Poissona dla modeli P1 

Model P1 î  
Średni błąd 
szacunku 

p-wartość 

Stała –2,396 0,068 0,000 
veh_value 0,043 0,013 0,001 
veh_age –0,012 0,016 0,453 
genderM –0,020 0,029 0,493 
agecat –0,077 0,010 0,000 

Źródło: obliczenia własne. 

Tabela 3. Parametry strukturalne regresji Poissona dla modeli P2 

Model P2 î  
Średni błąd 
szacunku 

p-wartość 

Stała –2,398 0,074 0,000 
veh_value 0,043 0,013 0,001 
veh_age –0,012 0,016 0,452 
genderM –0,016 0,074 0,831 
agecat –0,077 0,014 0,000 
gend:agec –0,001 0,020 0,950 

Źródło: obliczenia własne. 

3) Model P1.1: 
 0 1 2ln _veh value agecat      . 

Oszacowane parametry modelu P1.1 kształtują się następująco: 

Tabela 4. Parametry regresji Poissona dla modeli P1.1 

Model P1.1 î  
Średni błąd 
szacunku 

p-wartość 

Stała –2,4421 0,0421 0,000000 
veh_value 0,0473 0,0106 0,000008 
agecat –0,0777 0,0101 0,000000 

Źródło: obliczenia własne. 

W zmodyfikowanym modelu wszystkie zmienne są statystycznie istotne na po-
ziome istotności 5%. Ponadto test ilorazu wiarygodności pokazuje, że również cały 
model P1.1 jest statystycznie istotny. 

Interpretując uzyskane wyniki na podstawie wartości parametrów struktural-
nych zawartych w tabeli 4 można jedynie stwierdzić kierunek wpływu zmiany war-
tości samochodu oraz wieku kierowcy na liczbę szkód na podstawie znaku. Tak 
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więc wzrost wartości samochodu zwiększa oczekiwaną liczbę szkód, natomiast wzrost 
wieku kierowcy zmniejsza tę liczbę. W celu określenia jednostkowego wpływu 
zmiennych objaśniających na liczbę szkód niezbędne jest wyznaczenie eksponen-
tów parametrów strukturalnych modelu, co wynika z postaci funkcji połączenia. 

Tabela 5. Test ilorazu wiarygodności dla modelu P1.1 

 #Df LogLik Df Chisq Pr(>Chisq) 
Model P1.1 3 –18060,698 NA NA NA 
Model – tylko stała 1 –18101,501 –2,000 81,605 0,000 

Źródło: obliczenia własne. 

Tabela 6. Eksponenty parametrów strukturalnych 
modelu P1.1 

 ˆexp( )i  

Stała 0,0870 
veh_value 1,0484 
agecat 0,9253 

Źródło: obliczenia własne. 

Zatem jednostkowy wzrost wartości samochodu zwiększa o 4% liczbę szkód, 
natomiast starszy wiek kierowcy wpływa na zmniejszenie liczby szkód o 8%. 

Jako że w analizowanej bazie danych jest dużo polis, dla których nie wystąpiła 
żadna szkoda, dalej zastosowano modele ZIP. W pierwszym modelu założono, że 
estymowane jest równanie drugie oraz że prawdopodobieństwo wystąpienia braku 
szkody na polisie w całym portfelu jest jednakowe. Natomiast w modelu drugim 
przyjęto, że w obu równaniach występują te same zmienne objaśniające.  

4) Model ZIP1:  

 
1 1 1 1 1

0 1 2 3
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5) Model ZIP2: 
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Modele szacowano wykorzystując funkcję zeroinfl(){pscl} i uzyskując 
następujące wyniki: 

Tabela 7. Parametry strukturalne modelu ZIP1 

Model ZIP1 1ZIP
i  Średni błąd szacunku p-wartość 

Stała –1,819 0,089 0,000 
veh_value 0,045 0,014 0,001 
veh_age –0,011 0,016 0,503 
genderM –0,021 0,030 0,491 
agecat –0,077 0,010 0,000 

Model ZIP1 1
0
ZIP  Średni błąd szacunku p-wartość 

Stała –0,235 0,1227 0,0551 

Źródło: obliczenia własne. 

W modelu ZIP1 na poziomie istotności 5% zmienne: wiek samochodu, płeć 
oraz wiek kierowcy są nieistotne w równaniu drugim w modelu ZIP, natomiast sta-
ła, wiek samochodu oraz płeć są nieistotne w równaniu pierwszym modelu ZIP. Do 
wyboru modelu (niezagnieżdżonego) spośród powyższych dwóch zastosowano test 
Vuonga, w którym statystyką empiryczną jest znormalizowana logarytmiczna róż-
nica funkcji wiarygodności obu modeli [Lambert 1992]. Test ten daje jednoznacz-
ne rozstrzygnięcie (w przeciwieństwie na przykład do testu Coxa), nie wymaga 
żadnych założeń początkowych. Użyto funkcji vuong(){pscl}. Statystyka te-
stu wynosi –5,105, co oznacza, że model ZIP2 jest lepszy od modelu ZIP1 na po-
ziomie istotności 5% (p-wartość = 0,000000165). Zatem dalej rozważano model 
ZIP2, usuwając z niego parametry nieistotne: 

Tabela 8. Parametry strukturalne modelu ZIP2 

Model ZIP2 2ZIP
i  Średni błąd szacunku p-wartość 

Stała –1,842 0,179 0,000 
veh_value –0,099 0,027 0,000 
veh_age 0,020 0,051 0,701 
genderM –0,014 0,074 0,854 
agecat –0,021 0,027 0,431 

Model ZIP2 2ZIP
i  Średni błąd szacunku p-wartość 

Stała 0,223 0,431 0,605 
veh_value –0,559 0,100 0,000 
veh_age –0,010 0,120 0,934 
genderM 0,047 0,166 0,777 
agecat 0,125 0,059 0,036 

Źródło: obliczenia własne. 



28 Alicja Wolny-Dominiak 

 
 6) Model ZIP2.1 
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Oszacowane parametry modelu ZIP2.1 przedstawia tabela 9. 

Tabela 9. Parametry strukturalne modelu ZIP2.1 

Model ZIP2.1 2.1ZIP
i  Średni błąd szacunku p-wartość 

Stała –1,8579 0,0455 0,0000 
veh_value –0,1044 0,0157 0,0000 

Model ZIP2.1 2.1ZIP
i  Średni błąd szacunku p-wartość 

veh_value –0,5014 0,0705 0,0000 
agecat 0,1684 0,0179 0,0000 

Źródło: obliczenia własne. 

Tabela 10. Test ilorazu wiarygodności dla modelu ZIP2.1 

 #Df LogLik Df Chisq Pr(>Chisq) 
Model 2.1 4 –18026,5 NA NA NA 
Model – tylko stała 2 –18052,2 –2 51,3121 0,0000 

Źródło: obliczenia własne. 

 Wszystkie parametry modelu, a także cały model są istotne. W ostatnim kroku 
przeprowadzono test Vuonga, porównując model P2.1 z modelem ZIP1.2. Staty-
styka testu wynosi –2,404, co oznacza, że Model ZIP2 jest lepszy na poziomie 
istotności 5% (p-wartość = 0,00808).  

4. Podsumowanie 

W pracy przedstawiono zmodyfikowaną regresję Poissona w przypadku, gdy w 
danych występuje duża liczba zer dla zmiennej licznikowej i jej porównanie z kla-
syczną regresją Poissona. Analizując dane empiryczne w przykładzie, można za-
uważyć, że model ZIP daje lepsze rezultaty niż model klasyczny. Zasadniczo wadą 
obu modeli jest fakt, że w danej klasie polis wszystkie polisy charakteryzują się ta-
ką samą oczekiwaną liczba szkód, co jest założeniem mało realnym. Rozwiązanie 
tego problemu stanowi przejście do mieszanego modelu Poissona poprzez wpro-
wadzenie czynnika losowego różnicującego polisy. 
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ZERO-INFLATED POISSON MODEL 
FOR INSURANCE DATA WITH A LARGE NUMBER OF ZEROS 

Summary: In modelling the number of insurance claims the classical Poisson regression is 
used. Insurance portfolios are characterized by the fact that for many policies in the insur-
ance period there are no claims at all. Thus, the data contain a large number of zeros, so that 
classical Poisson regression does not give satisfactory results. The work presented in the pa-
per is a modified version of Poisson regression, taking into account the situation of a large 
number of zeros in the data (called zero-inflated Poisson regression) and its application in 
modelling the number of claims in insurance assets. Calculations of the actual data taken 
from the literature are implemented in a computer program R using the package {pscl}. 

 
 

 
 


