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Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach

ZMODYFIKOWANA REGRESJA POISSONA
DLA DANYCH UBEZPIECZENIOWYCH
Z DUZA LICZBA ZER

Streszczenie: W modelowaniu liczby szkoéd dla portfeli ubezpieczeniowych zastosowanie
znajduje klasyczna regresja Poissona. Jednak specyfika zjawiska wystapienia szkody cha-
rakteryzuje si¢ tym, iz dla wielu polis w okresie ubezpieczenia nie wystgpuje zadna szkoda.
Powoduje to, ze dane zawieraja duza liczbe zer. W takim przypadku lepsze wyniki daje
zmodyfikowana wersja regresji Poissona, uwzgledniajaca taka sytuacjg. W pracy przedsta-
wione jest zastosowanie regresji zmodyfikowanej z wykorzystaniem programu komputero-
wego R oraz pakietu {pscl}.

Stowa kluczowe: ubezpieczenia, szkody, modelowanie.

1. Wstep

Jednym z problemow wystgpujacych w analizie danych ubezpieczeniowych jest
modelowanie liczby szkdd. Portfele ubezpieczeniowe charakteryzuja sig tym, ze w
przypadku wielu polis w okresie ubezpieczenia nie wystgpuje zadna szkoda. Zatem
dane zawieraja duza liczbg zer, przez co klasyczna regresja Poissona nie daje za-
dowalajacych wynikow. W pracy przedstawiona zostanie zmodyfikowana wersja
regresji Poissona, uwzgledniajaca sytuacje wystepowania duzej liczby zer w da-
nych (zero-inflated Poisson regression), i jej zastosowanie w modelowaniu liczby
szkdd w ubezpieczeniach majatkowych. Przedstawione modele regresyjne pozwa-
laja miedzy innymi na prognozowanie oczekiwanej liczby szkéd dla nowo zawie-
ranej polisy, jednakze nie chodzi o to, co si¢ wydarzy w przysztosci, lecz o to, jaka
bedzie liczba szkod w danej klasie polis opisanej przez zmienne objasniajace.

2. Modele regresji z licznikowa zmienna objasniang
przyjmujacg duzg liczbe wartosci zerowych

W tej czeSci pracy przedstawione zostana modele regresji, w ktérych zmienna ob-
jasniajaca jest zmienna licznikowa przyjmujaca wartosci catkowite nieujemne.
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W ubezpieczeniach majatkowych modele takie maja zastosowanie w szczegolnosci
w modelowaniu oraz prognozowaniu liczby szkéd. Stosowany jest najczesciej mo-
del regresji Poissona, w ktorym przyjmuje si¢ zatozenie, ze zmienna objasniana Y
ma rozktad Poissona Y ~ Pois(A1) warunkowany warto§ciami zmiennych objasnia-
jacych [Denuit i in. 2007]:

A Ay
Lﬂ{-}l
P(Yi:yi):ey'l 9i=17-'-7n'

i

W powyzszym wzorze Y, oznacza liczbg szkdd dla i-tej osoby ubezpieczone;.

1

Parametr 4 uzalezniony jest od pewnych zmiennych zaleznych X, j=1,...k,

charakteryzujacych ubezpieczonego oraz pojazd, ktérego dotyczy ubezpieczenie,
np. pici, wieku, pojemnosci silnika samochodu. Najczesciej przyjmowana jest lo-
garytmiczna funkcja potaczenia:

k
ln/li = Zﬂjini .
=

Przechodzac do warto$ci oczekiwanej, mamy:

iﬂﬁX Ji
A=p,=e" .

Zatem widac, ze dla kazdej kombinacji zmiennych objasniajacych uzyskiwana
jest zawsze dodatnia oczekiwana liczba szkod. W modelu przyjmuje si¢ zatozenia,
ze zmienna Y ma rozktad Poissona, $rednia warto§¢ zmiennej jest rowna wariancji
oraz y,,....,»y, sa niezalezne o stalej wariancji.

Parametr A, moze by¢ wykorzystywany do rangowania polis ze wzglgdu na

liczbe szkod. Jednak niezbgdna jest korekta tego parametru wskaznikiem ekspozy-
cji na ryzyko dla i-tej polisy, ktory pokazuje najczesciej w przypadku ubezpieczen
majatkowych, jaka czgs$¢ badanego okresu obejmowata polisa.

Powyzszy model nie uwzglednia przypadku, w ktorym zmienna licznikowa
przyjmuje duza liczbe wartosci zerowych. Taka sytuacja wystgpuje czesto, gdy
modelowana jest liczba szkdd. Analizujac portfele ryzyk, mozna zauwazy¢, ze dla
wielu polis nie wystapila zadna szkoda, a jesli wystapity szkody, to jedna, dwie,
trzy 1 rzadko wigcej. Dlatego w przypadku analizy liczby szkod w zaktadzie ubez-
pieczen zasadniejsze wydaje si¢ stosowanie zmodyfikowanej regresji Poissona,
gdzie uwzglednia sig¢ duza liczbg wartosci zerowych w danych, zwanej modelem
ZIP (Zero-Inflated Poisson). W modelu ZIP niezalezne zmienne Y, przyjmuja war-

tosci zerowe: Y, ~0 z prawdopodobienstwem @, lub wartosci z rozktadu Poisso-
na: Y, ~ Pois(4,) z prawdopodobiefistwem 1 — @,, co mozna zapisa¢ nastgpujaco
[Lambert 1992]:
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@, +(-@)e”, =0

PY,=y)= (=24 ,i=1,...n.
(1-@)——, >0
Zatem w modelu ZIP wystgpuja dwa parametry: A, oraz @,. Oba, podobnie
jak w przypadku regresji Poissona, potaczone sa ze zmiennymi objasniajacymi na-
stepujacymi funkcjami potaczen:

In(—i

!
= A

1

k
InZ =2 X, ,
j=1

gdzie Z,,..,Z, sa zmiennymi zaleznymi dla réwnania pierwszego, natomiast
X,,...,X, zmiennymi dla rownania drugiego. Oczekiwana liczba szkod oraz wa-
riancja liczby szkod i-tej polisy w modelu ZIP wynosi:

EX)=u(-a,)

D(Yz) =(1 _wi)(/ui + wiluiz) :

Podobnie jak w przypadku regresji Poissona, w modelu ZIP zaktada si¢, ze
srednia liczba szkod jest rowna wariancji. Jesli wariancja jest wyzsza od $redniej,
wystepuje problem nadmiernej dyspersji, ktory czesto charakteryzuje zmienne
licznikowe. Powoduje on, Ze statystyki y° testujace istotno$é parametréw struktu-

ralnych modelu sa przeszacowane, natomiast nie zmienia zgodnos$ci estymatorow
parametrow. W celu uniknigcia nadmiernej dyspersji mozna zastosowac skorygo-
wane btedy standardowe Iub przejs¢ do modelu, w ktorym wprowadzany jest roz-
ktad negatywny dwumodalny [Kopczewska i in. 2009]. Model ten oznaczany jest
najczesciej ZINB (Zero-Inflated Negative Binomial).

3. Przyklad empiryczny

Proces modelowania i prognozowania liczby szkod w zakladzie ubezpieczen prze-
prowadzono z wykorzystaniem bazy danych szkod komunikacyjnych (third party
motor insurance claims) zaczerpnigtej z pozycji [Jong, Heller 2008]. Baza danych
zawiera nastgpujace zmienne uwzglednione w modelu:
a) zmienna objasniana licznikowa:
numclaims — liczba szkod;
b) zmienne objasniajace:
veh_value — warto$¢ samochodu,
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veh_age — wiek kierowcy: 1 (najmtodszy), 2, 3, 4,
gender — pte¢ kierowcy: 0 (kobieta), 1,
agecat — wiek kierowcy: 1 (najmtodszy), 2, 3, 4, 5, 6;
¢) ekspozycja na ryzyko (mierzona w okresie trwania polisy w stosunku do ca-
tego okresu uwzglednianego w bazie):
exposure — wartosci z przedziatu [0,1].
Obliczenia wykonano w programie komputerowym R.
Rozktad liczby szk6éd w analizowanym portfelu przedstawia si¢ nastepujaco:

Tabela 1. Rozktad liczby szkod

Liczba szkod | Liczba szkod Crestose Srednia ckspozycja
(w %) na ryzyko
0 63232 93,19 0,45
1 4333 6,39 0,6
2 271 0,40 0,71
3 18 0,03 0,7
4 2 0,00 0,88

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Z tabeli 1 wynika, ze liczba szkod charakteryzuje si¢ bardzo duza liczba zer —
93% polis nie wygenerowalo zadnej szkody w portfelu. Warto§¢ wariancji prze-
wyzsza wartos$¢ §redniej i indeks nadmiernej dyspersji jest na poziomie:

0= wariancja — Srednia

. =0,0063,
$rednia
co oznacza staby efekt nadmiernej dyspersji w portfelu. Do modelowania liczby
szkdd zastosowano w pierwszej kolejnosci regresje Poissona. W modelu M1 bada-
no wplyw poszczegdlnych zmiennych na liczbe szkod, natomiast w modelu M2
wprowadzono interakcje pomigdzy picia i wiekiem osoby ubezpieczone;.
1) Model P1:

InA = B, + fveh _value+ f,veh _age+ B,gender + f,agecat .
2) Model P2 (zagniezdzony):
InA =B, + fyveh _value+ f,veh _age+ f,gender +
+f,agecat + f;gender * agecat.
Modele szacowano, wykorzystujac funkcje gIm(QQ{stats}i przyjmujac roz-
ktad Poissona dla liczby szkdd. Oszacowane parametry regresji przedstawia tabela 2.
W obu modelach na poziomie istotno$ci 5% zmienne charakteryzujace wiek

samochodu oraz ple¢ sa statystycznie nieistotne. Ponadto kryterium AIC przyjmuje
nieznacznie nizsza wartos¢ w modelu P1 (AIC = 36130) niz w modelu P2
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(AIC =36132). Zatem do dalszej analizy zastosowano model P1 z usunigtymi
zmiennymi veh_age oraz gender.

Tabela 2. Parametry strukturalne regresji Poissona dla modeli P1

- Sredni blad L

Model P1 B, szacunki p-wartosé
Stata -2,396 0,068 0,000
veh value 0,043 0,013 0,001
veh age —0,012 0,016 0,453
genderM —-0,020 0,029 0,493
agecat -0,077 0,010 0,000

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 3. Parametry strukturalne regresji Poissona dla modeli P2

A Sredni btad s

Model P2 B, szacunki p-warto$¢
Stata —2,398 0,074 0,000
veh value 0,043 0,013 0,001
veh age —0,012 0,016 0,452
genderM -0,016 0,074 0,831
agecat —0,077 0,014 0,000
gend:agec -0,001 0,020 0,950

Zrodto: obliczenia wlasne.

3) Model P1.1:
InA = B, + pBveh _value + fB,agecat .
Oszacowane parametry modelu P1.1 ksztattuja si¢ nastepujaco:

Tabela 4. Parametry regresji Poissona dla modeli P1.1

3 Sredni btad .
Model P1.1 B, szacunki p-warto$¢
Stata —2,4421 0,0421 0,000000
veh value 0,0473 0,0106 0,000008
agecat 0,0777 0,0101 0,000000

Zrodto: obliczenia wlasne.

W zmodyfikowanym modelu wszystkie zmienne sa statystycznie istotne na po-
ziome istotnosci 5%. Ponadto test ilorazu wiarygodnosci pokazuje, ze rowniez caty
model P1.1 jest statystycznie istotny.

Interpretujac uzyskane wyniki na podstawie wartosci parametrow struktural-
nych zawartych w tabeli 4 mozna jedynie stwierdzi¢ kierunek wptywu zmiany war-
tosci samochodu oraz wieku kierowcy na liczbg szkdd na podstawie znaku. Tak
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wiec wzrost wartosci samochodu zwicksza oczekiwana liczbe szkdd, natomiast wzrost
wieku kierowcy zmniejsza t¢ liczbe. W celu okreslenia jednostkowego wplywu
zmiennych objasniajacych na liczbg szkod niezbedne jest wyznaczenie eksponen-
tow parametrow strukturalnych modelu, co wynika z postaci funkcji potaczenia.

Tabela S. Test ilorazu wiarygodnos$ci dla modelu P1.1

#Df LogLik Df Chisq Pr(>Chisq)
Model P1.1 3 —18060,698 NA NA NA
Model — tylko stata 1 —18101,501 —2,000 81,605 0,000

Zrddlo: obliczenia wiasne.

Tabela 6. Eksponenty parametrow strukturalnych

modelu P1.1
exp(4)
Stata 0,0870
veh value 1,0484
agecat 0,9253

Zrodto: obliczenia wlasne.

Zatem jednostkowy wzrost wartosci samochodu zwigksza o 4% liczbe szkod,

natomiast starszy wiek kierowcy wplywa na zmniejszenie liczby szkod o 8%.

Jako ze w analizowanej bazie danych jest duzo polis, dla ktorych nie wystapita
zadna szkoda, dalej zastosowano modele ZIP. W pierwszym modelu zatozono, ze
estymowane jest rownanie drugie oraz ze prawdopodobienstwo wystapienia braku
szkody na polisic w catym portfelu jest jednakowe. Natomiast w modelu drugim

przyjeto, ze w obu rOwnaniach wystepuja te same zmienne objasniajace.

4) Model ZIP1:
ln /f{/Z]Pl —

ZIP1

+B{" agecat,

+y7" veh _value+y,

5) Model ZIP2:
1n AZIPZ — 0ZIPZ +
+B{"agecat,
o’ 7IP2 7IP2
ln(l—ww) =70

ZIp2
+7,

agecat.

()

ZIP1

ZIP1 ZIP1
y + B veh _value+ f;

ZIP2 ZIP2
B “veh _value+ f;

ZIP2

ZIP1

m(l—wﬁ) =7

ZIP1

veh _age+ B, gender +

ZIP2

veh _age+ B, gender +

ZIP2

veh _age+y;" “gender +
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Modele szacowano wykorzystujac funkcje zeroinfl (Q{pscl} i uzyskujac
nastepujace wyniki:

Tabela 7. Parametry strukturalne modelu ZIP1

Model ZIP1 B Sredni blad szacunku p-wartosc
Stata -1,819 0,089 0,000
veh value 0,045 0,014 0,001
veh age -0,011 0,016 0,503
genderM -0,021 0,030 0,491
agecat —0,077 0,010 0,000

Model ZIP1 o Sredni btad szacunku p-wartos¢
Stata —0,235 0,1227 0,0551

Zrodlo: obliczenia wiasne.

W modelu ZIP1 na poziomie istotnosci 5% zmienne: wiek samochodu, pte¢
oraz wiek kierowcy sa nieistotne w rownaniu drugim w modelu ZIP, natomiast sta-
ta, wiek samochodu oraz ple¢ sa nieistotne w rownaniu pierwszym modelu ZIP. Do
wyboru modelu (niezagniezdzonego) sposréd powyzszych dwoch zastosowano test
Vuonga, w ktorym statystyka empiryczna jest znormalizowana logarytmiczna roz-
nica funkcji wiarygodnosci obu modeli [Lambert 1992]. Test ten daje jednoznacz-
ne rozstrzygnigcie (w przeciwienstwie na przyktad do testu Coxa), nie wymaga
zadnych zatozen poczatkowych. Uzyto funkcji vuong(){pscl}. Statystyka te-
stu wynosi —5,105, co oznacza, ze model ZIP2 jest lepszy od modelu ZIP1 na po-
ziomie istotnosci 5% (p-wartos¢ = 0,000000165). Zatem dalej rozwazano model

ZIP2, usuwajac z niego parametry nieistotne:

Tabela 8. Parametry strukturalne modelu ZIP2

Model ZIP2 B Sredni btad szacunku p-warto$é
Stala 1,842 0,179 0,000
veh value —-0,099 0,027 0,000
veh_age 0,020 0,051 0,701
genderM -0,014 0,074 0,854
agecat -0,021 0,027 0,431

Model ZIP2 y Sredni blad szacunku p-warto$¢
Stata 0,223 0,431 0,605
veh value —-0,559 0,100 0,000
veh_age —0,010 0,120 0,934
genderM 0,047 0,166 0,777
agecat 0,125 0,059 0,036

Zrodto: obliczenia wlasne.
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6) Model ZIP2.1

ZIP2.1 ZIP2.1 ZIP2.1
InA =B + B 7 veh _value
wZIPll
ZIP2.1 ZIP2.1
ln(lw) =y “veh_value+y;" “agecat .

Oszacowane parametry modelu ZIP2.1 przedstawia tabela 9.

Tabela 9. Parametry strukturalne modelu ZIP2.1

Model ZIP2.1 ﬁ,-zm‘l Sredni btad szacunku p-wartosé
Stata -1,8579 0,0455 0,0000
veh value —0,1044 0,0157 0,0000

Model ZIP2.1 yar Sredni btad szacunku | p-wartoé
veh value -0,5014 0,0705 0,0000
agecat 0,1684 0,0179 0,0000

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 10. Test ilorazu wiarygodnosci dla modelu ZIP2.1

#Df LogLik Df Chisq Pr(>Chisq)
Model 2.1 4 —-18026,5 NA NA NA
Model — tylko stata 2 —18052,2 -2 51,3121 0,0000

Zrodlo: obliczenia wiasne.

Wszystkie parametry modelu, a takze caly model sa istotne. W ostatnim kroku
przeprowadzono test Vuonga, porownujac model P2.1 z modelem ZIP1.2. Staty-
styka testu wynosi —2,404, co oznacza, ze Model ZIP2 jest lepszy na poziomie
istotnosci 5% (p-warto$¢ = 0,00808).

4. Podsumowanie

W pracy przedstawiono zmodyfikowana regresj¢ Poissona w przypadku, gdy w
danych wystepuje duza liczba zer dla zmiennej licznikowe;j i jej porownanie z kla-
syczna regresja Poissona. Analizujac dane empiryczne w przykladzie, mozna za-
uwazy¢, ze model ZIP daje lepsze rezultaty niz model klasyczny. Zasadniczo wada
obu modeli jest fakt, ze w danej klasie polis wszystkie polisy charakteryzuja si¢ ta-
ka sama oczekiwanag liczba szkod, co jest zatozeniem malo realnym. Rozwiazanie
tego problemu stanowi przej$cie do mieszanego modelu Poissona poprzez wpro-
wadzenie czynnika losowego réznicujacego polisy.
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ZERO-INFLATED POISSON MODEL
FOR INSURANCE DATA WITH A LARGE NUMBER OF ZEROS

Summary: In modelling the number of insurance claims the classical Poisson regression is
used. Insurance portfolios are characterized by the fact that for many policies in the insur-
ance period there are no claims at all. Thus, the data contain a large number of zeros, so that
classical Poisson regression does not give satisfactory results. The work presented in the pa-
per is a modified version of Poisson regression, taking into account the situation of a large
number of zeros in the data (called zero-inflated Poisson regression) and its application in
modelling the number of claims in insurance assets. Calculations of the actual data taken
from the literature are implemented in a computer program R using the package {pscl}.



