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Réwnania rozniczkowe czgstkowe w problemach filtracji obrazow i trajektorii przestrzennych

STRESZCZENIE

Przetwarzanie ruchu jest rozwijajaca si¢ dziedzina, ktéra jest intensywnie wykorzystywana w
réznych zastosowaniach (przemystowych, medycznych, edukacyjnych, rozrywkowych, itp.). Z punktu
widzenia praktycznego opisu modelow obiektow poruszajacych sig istotne jest rozwazenie trajektorii danych
reprezentujacych rotacje w przestrzeni. Rotacje takie moga by¢ opisane przy uzyciu réznych parametryzacji
— w szczegblnosci czgsto uzywana jest parametryzacja oparta na kwaternionach. W pracy rozwazany jest
problem filtracji trajektorii reprezentujacych ruch w przestrzeni rotacji. Badane sa metody filtracji oparte na
dyskretnej realizacji rownania rozniczkowego o pochodnych czastkowych dla dyfuzji ciepta.

W pierwszej czeSci pracy przedstawiono propozyje¢ metody filtracji obrazow uwzgledniajacej
dodatkowa wiedz¢ o strukturze geometrycznej obrazu. Metody te zostaly nast¢pnie uogdlnione do
przetwarzania trajektorii w przestrzeni rotacji. Zaproponowano algorytm uwzgledniajacy specyfike
przestrzeni kwaterniondw oraz zachowujacy ksztalt przetwarzanej trajektorii. Dla zaproponowanej metody
udowodniono istotne wlasnosci teoretyczne oraz wykonano seri¢ eksperymentéw numerycznych. Badania
przeprowadzono zaré6wno dla trajektorii syntetycznych, jak i rzeczywistych danych reprezentujacych ruch
ludzki. Otrzymane wyniki wskazuja na znaczng poprawe jakosci otrzymywanych wynikoéw w poréwnaniu do

istniejacych metod filtracji.

ABSTRACT

Motion processing is the rapidly developing area, which is also intensively exploited in many
practical applications (for industrial, medical, educational, entertainement and other purposes). From the
point of view of models of moving objects, it is important to consider data trajectory, which represent
rotations in space. Rotations can be described using different kinds of parametrization of the space. One of
commonly used parametrization is based on quaternions. In the presented thesis the problem of rotational
trajectory filtering is being considered. Different methods based on discrete realization of partaill differential
equation describing heat diffusion are presented and investigated.

In the first part of the thesis a method for image filtering, which considers additional knowledge
about geometric structure of the image. These kinds of methods have been consequently generalized for
trajectory processing in rotational space. A new algorithm has been proposed, which takes into consideration
specific features of quaternion space and preserves the shape of processed trajectory. For the proposed
method some important theoretical properties have been proved. Moreover a set of numerical experiments
have been performed. The experiments were carried out both for synthetical test trajectories and for real
sequences representing human motion. Obtained results show significant improvemnt in quatlity of filtering

results in comparison to the classical algorithms.
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Rozdziat 1

Wprowadzenie

Przetwarzanie wszelkiego rodzaju sygnatow jest bardzo intensywnie rozwijajacym si¢ dzialem nauki.
Pod pojgciem przetwarzania rozumiane sa najczgsciej metody, ktére maja za zadanie filtracjg, kompresje lub
kodowanie informacji. Wiele metod jest czgsciami sktadowymi wigkszych systemow przetwarzajacych,
takze realizujacych dziatania w sposdb automatyczny. W wyniku tego mozliwe jest wydobycie z badanych
sygnaldow nowych, trudnych do pierwotnego odczytania informacji lub tez uzyskanie pozadanej zmiany
postaci danych. To z kolei pozwala na efektywne (pod wzgledem szybkosSci, zwigkszenia bezpieczenstwa,
etc.) przesytanie lub dalsze przetwarzanie roznego typu sygnatow.

Ze wzgledu na zastosowania praktyczne widoczne jest coraz wigksze zapotrzebowanie na systemy
przetwarzania informacji wizualnej. Dotyczy to zardwno pojedynczych obrazéw statycznych, jak i sekwencji
obrazow reprezentujacych ruch. Przetwarzanie tego typu danych staje si¢ coraz bardziej popularne takze ze
wzgledu na rosnace mozliwosci techniczne 1 dostepna moc obliczeniowa dzisiejszych komputerow.

Przetwarzanie obrazéw ma duze znaczenie praktyczne w wielu wspoétczesnych dziedzinach. Istnieje
wiele zastosowan przemystowych wykorzystujacych automatyczne systemy analizy obrazow. Wsrdd nich
mozna wymieni¢ problematyke kontroli jakosci produktow lub weryfikacje poprawnos$ci przebiegu procesu.
Analiza strumieni wideo staje takze coraz bardziej istotna w automatycznych systemach bezpieczenstwa i
kontroli dostgpu. Rownie powszechne staje si¢ wykorzystywanie metod przetwarzania obrazéw w przemysle
rozrywkowym, w szczeg6Inosci na uzytek produkcji filmowych lub przy tworzeniu gier komputerowych.

Poczatkowo przetwarzanie danych wizualnych bylo oparte wytacznie na analizie klasycznego obrazu
dwuwymiarowego. Dalszy rozwoj techniki pozwolit na zapoczatkowanie badan nad dwuwymiarowym
obrazem ruchomym. Dzigki temu mozemy dzisiaj korzysta¢ z wielu osiagnig¢ w dziedzinie skutecznej
kompresji sekwencji obrazow w postaci filmow 1 animacji.

Od pewnego czasu obserwuje si¢ nowa tendencj¢ w dziedzinie przetwarzania sygnatow, ktora
rozpatruje informacje reprezentowane w wirtualnej tréjwymiarowej przestrzeni modelujacej przestrzen
rzeczywista. Podejscie takie jest wykorzystywane od dawna w dziedzinie automatyki i robotyki w
problemach zwiazanych przyktadowo z planowaniem trasy ruchu manipulatora. W dziedzinie przetwarzania
1 analizy obrazu wizyjnego uwzglednienie trzech wymiarow oraz dodatkowego wymiaru czasowego jest

intensywnie rozwijane.
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Motywacja

Problematyka przetwarzania sekwencji danych reprezentujacych polozenie i orientacj¢ obiektu w
przestrzeni czgsto zwiazana jest z opisem ruchu obiektu modelowanego przez hierarchiczne polaczenie
elementéw tancucha kinematycznego. W wielu przypadkach sktadowa orientacji ma dominujace znaczenie
w rozpatrywanym problemie. Metody opisu potozenia w danej chwili czasowej tego typu elementow
wykorzystuja najczgsciej przestrzen rotacji przy zastosowaniu roznych sposoboéw parametryzacji. Jednym z
wazniejszych sposobow parametryzacji przestrzeni rotacji uktadu sa kwaterniony. Sekwencje danych
reprezentujaca rotacyjny ruch obiektu w przestrzeni mozna w zwiazku z tym interpretowac jako trajektorig
opisang w przestrzeni kwaterniondw.

Nalezy zaznaczyé, ze wyboOr kwaternionéw, jako parametryzacji przestrzeni nie ogranicza
rozwazanego problemu tylko do tego typu trajektorii. Kwaterniony sa wygodnym sposobem opisu rotacji,
ktory moze by¢ zrealizowana takze przy uzyciu innej parametryzacji (np. macierze rotacji, katy Eulera).
Jednakze ze wzgledu na interesujace wilasnosci tej parametryzacji bedzie ona uzywana w prezentowanej
pracy jako podstawowy sposob opisu rotacji. Szczegotowa zagadnienie analizowane jest w rozdziale 4.

Trajektorie punktéw reprezentujacych dane w przestrzeni rotacji (w szczego6lnosci w postaci
reprezentacji kwaternionowej) moga by¢ otrzymywane przez analiz¢ skorelowanych dwuwymiarowych
sekwencji ruchu obserwowanego obiektu. W tego rodzaju torze przetwarzajacym moga wystapi¢ réznego
rodzaju zaktocenia, ktore w efekcie powoduja blgdne okreslenie umiejscowienia punktow trajektorii. Wtedy
niezbedne moze si¢ okaza¢ zastosowanie algorytmu filtracji danych. Filtracj¢ mozna przeprowadza¢ na
dwach etapach: w odniesieniu do obrazéw lub w odniesieniu bezposrednio do trajektorii.

Wigkszos¢ metod filtracji obrazow oparta jest na analizie lokalnej zawarto$ci sasiedztwa w
przestrzeni jasno$ci pikseli. Jednakze czgsto mozna okreslic dodatkowe globalne informacje o strukturach
geometrycznych znajdujacych si¢ na przetwarzanym obrazie. Sytuacja taka moze mie¢ przyktadowo miejsce
takze przy analizie obrazow dwuwymiarowych stuzacej przygotowaniu trajektorii w przestrzeni rotacji.
Uwzglednienie dodatkowych globalnych informacji o strukturach geometrycznych obecnych na obrazie
moze by¢ pomocne w przeprowadzeniu filtracji oraz okresleniu poszukiwanych cech znaczeniowych.
Posrednia motywacja rozprawy jest przeprowadzenie badan nad mozliwoscia uwzglednienia dodatkowych
informacji geometrycznych w procesie filtracji obrazow.

Badanych jest wiele podejs¢, ktorych celem jest prawidlowe odwzorowanie potozenia punktu w
przestrzeni na etapie analizy jednego lub wielu obrazow dwuwymiarowych. Dokladno$¢ odwzorowania
mozna zwigkszy¢ przez filtracje danych opisujacych ruch przeprowadzona bezposrednio w przestrzeni
rotacji. Pozwala to na uwzglednienie specyficznych witasno$ci wykonywanego ruchu bazujac na zapisie
trajektorii punktow. W takim przypadku oraz w dalszych rozwazaniach dotyczacych tej tematyki zaklada sig,
ze przetwarzanie realizowane jest dla trajektorii, ktora juz zostata przeksztatcona do przestrzeni rotacji.

Problematyka filtracji trajektorii w przestrzeni rotacji nie zostala jeszcze intensywnie zbadana.
Istnieje kilka propozycji metod filtracji, ktéore wykorzystuja wybrane wiasno$ci parametryzacji

kwaternionowej. Przeglad istniejacych metod zostanie zaprezentowany w rozdziale 5.1. Oparte sa one w
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glownej mierze na minimalizacji energii ruchu, rozpatrywanej jako miara krzywizny trajektorii. Podejscie
takie jest analogia do klasycznych metod przetwarzania danych w przestrzeni rzeczywistej. Jednakze
opracowane na tej podstawie algorytmy nie wykorzystuja w pelni specyfiki danych dla przestrzeni rotacji.

W wielu zastosowaniach praktycznych wystepuje potrzeba przeprowadzenia filtracji sygnatow o
duzym stopnia zaszumienia. Opracowanie metody, ktéra wykorzystuje specyficzne wiasnosci sygnatu
zapisanego W przestrzeni rotacji pozwoli na uzyskanie wysokiej jakosci przefiltrowanych danych
wynikowych. Metoda taka moze by¢ nastgpnie zastosowana réwniez w przypadku bardziej ztozonej analizy
ruchu, ktorej celem jest uwypuklenie wybranych cech trajektorii. Motywacja pracy jest przeprowadzenie
badan w celu opracowania i sprawdzenia wiasnosci tego typu metody ze szczegdlnym uwzglednieniem

wlasnosci trajektorii w przestrzeni rotacji.

Cel rozprawy

Intestywnie rozwijang galezia dziedziny przetwarzania obrazow jest podej$cie oparte na
wykorzystaniu rozwigzania rownania rézniczkowego o pochodnych czastkowych opisujacego proces dyfuzji
ciepta. W tego typu filtracji przetwarzany obraz wykorzystuje si¢ jako warunek poczatkowy dla rozwiazania
roOwnania wyznaczanego numerycznie. Numeryczne rozwiazanie podstawowego rownania dyfuzji pozwala
skonstruowa¢ filtr liniowy. Dzialanie filtracji liniowej jest réwnowazne wyznaczeniu splotu jadra
gaussowskiego z przetwarzanym obrazem.

Filtracja liniowa ma jednak szereg wad, z ktorych najistotniejsza polega na rozmyciu krawedzi, czyli
zmniejszeniu zawarto$ci znaczeniowej obrazu. Wprowadzenie nieliniowego, niejednostajnego czynnika do
zmiennej sterujacej procesem pozwolilo na skontruowanie modelu nazwanego od nazwisk tworcow Perona-
Malik [79]. Podejscie to uwzglednia lokalne wystgpowanie istotnych informacji na przetwarzanym obrazie
reprezentowanych przez krawedzie. Algorytm wykorzystujacy ten model pozwala na realizacjg filtracji,
ktora zamiast rozmywaé, wyostrza krawedzie przy jednoczesnym usuwaniu zaktocen z obrazu. Model ten
jest znaczaco rézny od klasycznych filtrow, ktore najczeSciej dzialaja jednostronnie: albo usuwajac
zaktocenia albo wyostrzajac obraz. Dalsze badania w tej dziedzinie pozwolity na stworzenie w pehi
anizotropowego modelu filtracji charakteryzujacego si¢ jeszcze lepszymi wlasnosciami estymacji lokalnych
cech obrazu [107]. Niezbadana w znacznym stopniu gat¢zia badan nad filtrami opartymi na rownaniach
roézniczkowych jest podejscie uwzgledniajace nie tylko lokalne cechy, ale takze globalny opis zawartosci
obrazu. W literaturze nie wystgpuja rOwniez prace, ktore opierajac si¢ na filtracji wykorzystujacej rownanie
dyfuzji ciepta, uogolniaja metodg¢ w celu konstrukeji algorytmu dziatajacego na trajektoriach kwaternionow.

Podejscie wykorzystywane w filtracji obrazéw dwuwymiarowych oparte na rozwiazaniu réwnania
dyfuzji bedzie punktem wyjscia dla problematyki, ktérej dotyczy prezentowana praca. Celem pracy jest
zweryfikowanie tezy o mozliwo$ci rozwiazania nastgpujacych problemow:

e Konstrukcja metody filtracji uwzgledniajacej globalna (z gory okreslona) wiedzg o strukturze

geometrycznej obrazu.

e Uogolnienie metod filtracji opartej na réwnaniu rézniczkowym dyfuzji dla trajektorii rotacji

opisanej w przestrzeni kwaternionéw
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e Uwzglednienie w procesie filtracji trajektorii kwaternionow specyficznych cech decydujacych o

charakterze 1 zawarto$ci znaczeniowej badanego sygnatu.

Schemat rozprawy

Prezentowana rozprawa podzielona zostala na dwie logiczne czgSci. Czesé pierwsza dotyczy

problematyki przetwarzania obrazéw, w ktérej zaprezentowano zarowno przeglad literaturowy, jak i

propozycje wlasne autora. Naleza do niej nast¢pujace rozdziaty:

Rozdzial 2,

Rozdzial 3

w ktorym zostanie zaprezentowany przeglad literaturowy metod filtracji obrazéw
dwuwymiarowych ze szczegdlnym uwzglednieniem modelu wykorzystujacego
rownanie rézniczkowe dyfuzji ciepta. W rozdziale tym zostang rowniez zaprezentowane
przyktadowe wyniki dziatania filtracji opartej na modelu Perona-Malik.

zawiera propozycje¢ konstrukcji metody filtracji, w ktorej uwzgledniona zostaje globalna
wiedza o strukturze geometrycznej obrazu. Zostanie przedstawiona propozycja
sprzgzonego algorytmu filtracji oraz wyniki przeprowadzonych eksperymentow

numerycznych.

Pierwsza czg§¢ rozprawy jest punktem wyjscia do dalszej analizy mozliwosci konstrukceji

algorytméw dla trajektorii w przestrzeni rotacji. W drugiej czesci przystgpuje si¢ do uogolnienia metod

zaprezentowanych w rozdziale 2. Sklada si¢ ona z nastgpujacych rozdziatow:

Rozdzial 4,

Rozdzial 5

Rozdzial 6

w ktorym zostana przedstawione modele opisu orientacji ukltadu w przestrzeni ze
szczegbdlnym uwzglednieniem mozliwosci oraz motywacji uzycia do tego celu
przestrzeni  kwaternionow.  Zostana  przedstawione  podstawowe  wlasnosci
kwaternionow, ktore beda wykorzystywane w dalszej czgsci pracy. W rozdziale zostanie
rowniez przedstawione nowatorskie uogodlnienie metody poréwnywania trajektorii
kwaternionéw opartej na dynamicznym znieksztalcaniu dziedziny czasu (ang. Dynamic
Time Warping).

dotyczy metod przetwarzania i filtracji trajektorii w przestrzeniach rotacji ze
szczegblnym  wykorzystaniem  wiasnoSci  przestrzeni  kwaterniondw. Zostang
przedstawione propozycje uogolnienia dyskretnej postaci liniowego i nieliniowego
rownania rdézniczkowego dyfuzji do przetwarzania trajektorii kwaternionowej. W
rozdziale zostanie zaprezentowana propozycja konstrukcji algorytmu uwzgledniajacego
specyficzne wlasnosci trajektorii kwaternionéw takie, jak zmiana lokalnej krzywizny
sygnatu. Rozdziat zakonczony jest analiza podstawowych wlasnosci teoretycznych
proponowanych algorytmow.

zawiera opracowane wyniki eksperymentow numerycznych przeprowadzonych w celu
weryfikacji 1 porownania wlasciwos$ci algorytmow filtracji trajektorii kwaternionowych.
Skutecznos¢ algorytmow jest badana zarowno na podstawie syntetycznych trajektorii
testowych, jak i na wybranych zlozonych sygnatach zarejestrowanych dla ruchow

wykonywanych przez cztowieka w przestrzeni rzeczywistej.
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Na rysunku 1-1 przedstawiony jest diagram reprezentujacy struktur¢ oraz sposob organizacji
prezentowanej pracy. Kolorem pomaranczowym zaznaczono elementy pracy, ktére stanowia podstawe
teoretyczna wykorzystywana w dalszych czesciach. Kolorem zielonym zaznaczono sktadowe pierwszej
czegsci pracy, ktore odnosza si¢ do problematyki filtracji obrazéw. Kolorem niebieskim oznaczone zostaty
elementy pracy reprezentujace najwazniejsze cele uzyskane w ramach rozprawy. Szczegoétowe omowienie
otrzymanych rezultatow zostanie zebrane i przedstawione w rozdziale 7. W rozdziale tym zawarta zostanie

rowniez analiza mozliwosci dalszego rozwoju 1 wykorzystania zaprezenotwanych metod.

Rdawnanie
réEniczkowe

Transformata
Hougha

Sprzetony
proces dyfuzji
Rozdzial 3.3

dyfuzji clepla
Rozdzial 2.2 Rozdzial 3.2

Dyskretyzacia Mieliniowy

Liniowe filtry dia

rownania model
rétniczkowego ﬂ::dr:fﬂ i Perona-Malik
Rozdzial 2.3 Rozdzial 2.5

Winiki
eksperymentaw
numerycznych
Rozdzial &

Rysunek 1-1: Diagram przedstawiajacy schemat konstrukcji prezentowanej rozprawy.
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Czesé |

Przetwarzanie obrazow
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Rozdziat 2

Poréwnanie metod filtracji dla obrazéw
dwuwymiarowych

Przetwarzanie obrazéw moze by¢ bardzo szeroko rozumiane i obejmuje procesy przesylania,
zapisywania i modyfikowania informacji opisujacych obraz. Rozwoj techniki przetwarzania jest $cisle
powiazany z wieloma innymi dyscyplinami naukowymi, a w jej poczatkach przede wszystkim z rozwojem
optyki [108]. Znaczacym momentem dla rozwoju techniki przetwarzania obrazéw sa lata 30-te XIX wieku,
kiedy rodzita si¢ klasyczna fotografia. Przez kolejne dziesiatki lat przetwarzanie obrazow miato charakter
typowo analogowy opierajac si¢ przede wszystkim na rozwoju elementéw optycznych oraz doskonaleniu
materiatow $wiatloczutych i procesu ich obrobki. Wiek XX przyniést nowe wyzwania, a takze nowe
mozliwosci zwiazane przede wszystkim z pojawieniem si¢ telewizji oraz nowych sposobow pozyskiwania
obrazow (rozwdj mikroskopii, metod diagnostycznych itp.). Rozwoj techniki obrazowej jest wielotorowy i
obejmuje zar6wno nowe, sformalizowane koncepcje dotyczace optyki, jak i coraz powszechniej
wprowadzanie mozliwo$ci zwiazanych z sygnatami wysokiej czgstotliwosci. Pojawienie si¢ optoelektroniki
spowodowalo zmiang w podejsSciu na rzecz przetwarzania obrazow w postaci sygnalow elektronicznych.
Jednoczesénie bardzo intensywnie rozwijala si¢ technika cyfrowa. Lata 80-te i 90-te stanowity przetom takze
w technice przetwarzania obrazéw na rzecz ich obrobki cyfrowej. W dzisiejszych czasach wigkszo$¢
systemow przetwarzajacych obraz sktada si¢ z dwoch czesci:

e Analogowej odpowiedzialnej za wlasciwe przeksztalcenie obrazu ($wiatta) do postaci cyfrowe;.

W tym fragmencie toru przetwarzania nadal bardzo istotna role spetniaja odpowiednio
przygotowane elementy optyczne oraz optoelektroniczne;

e (Cyfrowej, ktora realizuje wtasciwa obrobke obrazu, takze najczeSciej potaczona z jego

kompresja i zapisem w postaci cyfrowe;j.

Zmniejszenie kosztow produkcji specjalizowanych ukladow elektronicznych przetwarzajacych
sygnal wideo, powoduje w ostatnich latach upowszechnienie urzadzen do przetwarzania nie tylko
pojedynczych obrazéw, ale calych sekwencji rejestrowanych w postaci filmow. Rozwoj technik
numerycznych, w tym nowym metod kompresji, pozwala z kolei na coraz wydajniejsze zapisywanie i

przesytanie danych reprezentujacych obraz.
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Jednym z najcze$ciej wykorzystywanych sposobow przetwarzania obrazow jest filtracja obrazow.
Jest ona coraz czeSciej stosowana jako skladnik bardziej zlozonych systeméw przetwarzania informacji.
System taki wykorzystuje algorytmy filtracji jako pierwszy stopien przetwarzajacy. W ten sposob
analizowany obraz zostaje oczyszczony z niepozadanych informacji. Informacje takie pojawiaja sig
najczesciej w wyniku zakldocen zwiazanych z przetwarzaniem lub przesytaniem obrazu pomigdzy
urzadzeniami (np. w trakcie rejestracji obrazu przez elementy §wiattoczule kamery rejestrujacej lub w torze
przesytowym). Jednoczesnie filtracja moze by¢ sposobem na wyodregbnienie informacji, ktore sa
najwazniejsze w dalszych etapach przetwarzania (np. wyodrgbnienie lub wyostrzenie krawedzi, ktérych
ksztalt jest nastgpnie rozpoznawany).

Cyfrowy sposob przetwarzania obrazéw wymaga odpowiedniej dyskretnej formy opisu obrazu. W
kolejnym podrozdziale zostana krotko przedstawione sposoby reprezentacji obrazow, ktorych uzycie ma
bezposredni wplyw na konstrukcj¢ algorytmow filtracji. W nastgpnym podrozdziale zebrane zostang liniowe
i nieliniowe metody przetwarzania obrazow, ktorych konstrukcja oparta jest na rozwiazaniu réwnania
rozniczkowego czastkowego. W ostatnim podrozdziale zostang podsumowane mozliwosci oraz

zaproponowane sposoby wprowadzenie apriorycznej wiedzy do algorytmow filtrujacych obraz.

2.1 Wprowadzenie do sposobow reprezentacji danych

Najczg$ciej obraz opisuje sig¢ jako funkcje f, operujaca na przestrzeni pikseli (P) przeksztatcajaca
ja w przestrzen intensywnosci (w ogolnosci przestrzen kolorow) (C ) [93]:

f;:(P)=>(C) -1

Najczesciej spotyka sig obrazy 3-spektralne, w ktoérych kodowanie barwy opiera si¢ na 3 barwach
podstawowych R, G, B, z ktorych kazda probkowana jest przy 256 poziomach kwantyzacji. Obrazy z
odcieniami szaro$ci (ktore czgsto stanowia baze dziatania wielu algorytmow przetwarzania) posiadaja
przestrzen koloréw jednowymiarowa o zadanej liczbie poziomow kwantyzacji (256 dla przetwarzania 8-
bitowego). Przestrzen kolorow obrazoéw binarnych jest dwuelementowa o wartosciach {0, 1}.

Przestrzen pikseli jest zazwyczaj reprezentowana, jako siatka n; x n, dyskretnych punktow o
nast¢pujacych wlasnosciach:

e Prototyp piksela definiuje sig, jako punkt PP = {(0, 0)}

e Zbior indeksow dla siatki prostokatnej IS = IS (0, 0; n;— 1, n,— 1)

o Istnieje zdefiniowana izometria ¢, (0,0): (i, j) przeksztatcajaca prototyp piksela w dowolny

punkt z przestrzeni siatki

e W IS definiuje si¢ relacje sasiedztwa przy uzyciu dyskretnej funkcji odleglosci p: Ej jest
sasiadem E;;, wtedy i tylko wtedy, gdy p((i, Jj ), (i', j ')) =1, np:

o pli, )G, ")= |i—i'|+|j—j'| - relacja czterosasiedztwa,
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Jj—J '|) - relacja o$miosasiedztwa

o plli )0 )= max(i- i,

W ogolnosci przestrzen pikseli nie musi by¢ zdefiniowana na siatce prostokatne, a prototyp piksela
nie musi by¢ punktem. Szczegdtowy opis oraz wlasciwosci roznych przestrzeni pikseli znajduje si¢ w [93].
W dalszych czg$ciach pracy uzywany bedzie powyzej przedstawiony model, dla ktorego w przypadku relacji
czterosasiedztwa stosuje si¢ nastgpujaca notacjg:

o N —sasiad “p6étnocny” — od (i,j) do (i,j—l)

o S —sasiad “potudniowy” — od (i, Jj ) do (i, Jj+ l)
o W —sasiad “zachodni” — od (i,j) do (i —l,j)
o E —sasiad “wschodni” od (i,j) do (i + l,j)

Jezeli nie zaznaczono inaczej, w algorytmach przetwarzajacych obrazy stosowac si¢ bedzie przeglad
rastrowy, czyli sekwencyjne pobieranie kolejnych elementéw obrazow w kolejnych wierszach. Sposob
przegladu obrazu moze mie¢ znaczenie dla wlasnosci algorytmow przetwarzajacych. W szczego6lnosci w
zagadnieniach kwantyzacji obrazéw dobre efekty daje stosowanie przegladu wzdtuz krzywych fraktalnych
(np. Krzywa Hilberta, Peano, ghil, itp.). Szczegétowo zagadnienie wlasnosci krzywych wypetniajacych jest

przedstawione w [93].

Miary odlegtosci dla pikseli

W przypadku porownywania dwoch obrazow niezbgdne jest uzycie zdefiniowanej miary bliskosci
obrazéw. Miara taka wymaga natomiast okreslenia metryki odlegloéci dla dwoch elementow obrazu (pikseli)
w przestrzeni koloréw. Dla 3-spektralnych obrazow podstawowe metryki w przestrzeni koloréw

zdefiniowane sg nastgpujaco [93]:

3 12
e Odlegtos¢ euklidesowa: d (C1 ,C, ) = (Z w, (Cl([) -cy )Zj , 2-2)
i=1
3 . .
¢ Odleglo$¢ Manhattan: d,, (C1 ,C, ) = Zwi‘cf” -y, 2-3)
i=1
Iy . . _ @ _ @
e Odlegtos¢ maksimum: d__ (C1 ,C, ) = Ilna);{wi‘Cl C, }, 2-4)

gdzie C = (C w.c?.c (3)) jest wektorem jasno$ci piksela, a w; oznacza dodatnia wage.
Jezeli nie zaznaczono inaczej, w dalszej czg$ci pracy uzywana bedzie odleglos¢ euklidesowa ze
statymi wagami o wartosci 1 (przyjmuje si¢ oznaczenie d =d ). Ponadto wigkszo$¢ algorytmow zostanie

zaprezentowana dla obrazow monochromatycznych, ze wzgledu na prostszy opis, ktory ma shuzy¢ jako

punkt wyjscia do konstrukcji metod dla danych reprezentujacych ruch w przestrzeni.

Miary odlegtosci dla obrazow

Prezentowane w pracy algorytmy przetwarzajace obrazy naleza do grupy algorytméw rekonstrukeji

danych oryginalnych na podstawie obserwacji. W praktyce testowanie algorytméw polega na zaszumieniu
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obrazu testowego (w ogdélnosci wprowadzeniu zaklocen o okreslonym charakterze), uruchomieniu procedury
rekonstruujacej, a na koncu poréwnaniu otrzymanego wyniku z obrazem oryginalnym. Najczgsciej celem
rekonstrukcji obrazu jest otrzymanie wyniku, ktoéry bedzie jak najbardziej zblizony do oryginalu. Do
okreslenia podobienstwa obrazow konieczne jest zdefiniowanie miar blisko$ci pomigdzy nimi. Problem
poréwnywanie obrazéw jest skomplikowany ze wzgledu na sposéb dziatania oka ludzkiego. Podstawowe
miary odleglo$ci nie odnosza si¢ do zawartosci obrazow, a jedynie do ich matematycznych reprezentacji. Na
potrzebe indywidualnych zastosowan powstaly bardziej ztozone metody porownywania obrazéw, ktoére
czesciowo probuja uwzgledni¢ specyficzna charakterystyke czulosci oka na zawarto$¢ szumu w obrazach
(np. wykresy Hosaka, H-wykresy).

W  prezentowanej pracy tradycyjne miary podobiefistwa wystarcza do przeanalizowania
podstawowych wlasno$ci metod filtracji. Beda réwniez stuzy¢ do konstrukcji analogicznych miar dla
porownywania sekwencji ruchéw. Ze standardowych sposobdéw okreslania podobienstwa obrazéw nalezy
wymieni¢ nastgpujace (we wszystkich definicjach przyjmuje sig, ze oba obrazy maja jednakowy rozmiar, a N
oznacza catkowita liczbeg pikseli kazdego z nich):

e Btad sredniokwadratowy:

MSE(]FI(J i )= %(;1?2 (f[O (i,j)i'fll (I,J)) 2-95)

i)

e Znormalizowany blad sredniokwadratowy:

f=— Z f, (wartosc srednia obrazu) (2-06)
1 J e[S

=— Zd ( f, f ,) (wariancja obrazu) 2-7)
1] <—:IS

MSE(f, . f,)

Iy

NMSE(f, . f; )=

(znormalizowany btad $redniokwadratowy) (2-298)

e Stosunek sygnatu do szumu (ang. signal to noise ratio):

2

(e
SNR(ro :fl1 ): IOIngM;_f) =-10log,, NMSE(fIO afll IdB] (2-9)
Lo/

Ostatnia miara ma interpretacjg¢ energetyczna przy zalozeniu, ze wariancj¢ sygnatu [, okresla energi¢

sygnatu, natomiast roznica ( [ f,l) jest sygnatem szumu. W prezentowanej pracy w eksperymentach

najczgscie] wykorzystywana bedzie miara (2—-9) w szczegdlnosci do okreslania jakosci obrazow
odfiltrowanych w odniesieniu do obrazéw oryginalnych.
2.2 Matematyczny opis procesow dyfuzyjnych

Metody filtracji obrazéw, ktére zostana zaprezentowane w pracy sa realizacja matematycznych

zaleznos$ci wynikajacych z wlasciwosci procesu dyfuzji ciepta. Model oparty na parabolicznym réwnaniu
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rézniczkowym dyfuzji ciepta zostal wybrany ze wzgledu na jego wlasnosci filtracyjne. W literaturze
rozwazane sa takze modele oparte na rownaniach rézniczkowych innego typu, jednakze rownanie
paraboliczne wykazuje najlepsze wlasnosci redukcji zaklocen oraz znaczng stabilno$¢ dla problemow
filtracji obrazow.

Jak to zostanie pokazane w rozdziale 2.4 zastosowanie modelu dyfuzyjnego pozwala na uzyskanie
matematycznego opisu dla wielu metod realizowanych przez algorytmy filtracji liniowej. Ponadto dzigki
takiemu podejSciu analiza przebiegu filtracji moze by¢ przeprowadzona przez analize wlasnosci
otrzymywanego rozwigzania rownania rozniczkowego.

Dzigki zdefiniowaniu modelu w postaci zagadnienia poczatkowego mozliwa byla konstrukcja
nowych metod filtracji nieliniowych, ktére zaprezentowane zostana w rozdziale 2.5. Metody te zostana
nastgpnie uogolnione do konstrukcji algorytmow filtracji trajektorii przestrzennych w rozdziale 5.

Szczegotowy opis wlasnosci rownan dyfuzji, a takze ich fizyczna interpretacja znajduje si¢ w [49].
W podrozdziale zostanie krotko przedstawiony opis procesu dyfuzji niezbgdny do dalszej konstrukcji metod
filtracji opartych na rownaniach rézniczkowych czastkowych.

W dalszych przeksztalceniach uzywane beda nast¢pujace oznaczenia:

Gradient funkcji skalarnej f(x,y,z)

grad(f)sz={%,%,%} (2-10)

Dywergencja pola wektorowego F dla wspotrzednych kartezjanskich,

- . OoF OF
div(F):V-F:a e O O (2-11)
ox oy Oz
Laplasjan funkcji skalarnej f(x,y,z) dla wspoirzednych kartezjanskich
0’ 0’ 0’
div(grad(f))=V>f = f—i— f—i— S 2-12)

ox* oyt oz’
Obszar, na ktorym rozpatrywane bedzie réwnanie rdzniczkowe oznaczany bedzie przez €2, a

powierzchnia ograniczajaca przez 0CQ). Przy rozpatrywaniu procesu dyfuzji cieplnej, rozpatrywana jest
funkcja T pola temperatury na obszarze (). W przypadku ogdlnym rozpatrywane jest rownanie rozniczkowe

dla funkcji u na obszarze Q.

Prawo Fouriera okresla wektor Q strumienia ciepta wynikajacego z istniejacego pola temperatur:
O=-DVT, (2 - 13)
gdzie T=T (P,t) okresla temperatur¢ w punkcie P(x, y,z) €Q dla chwili czasowej #, a D jest
wspolczynnikiem przewodzenia ciepta. Posta¢ wspotczynnika D bedzie zaleze¢ od rodzaju dyfuzji, ktora jest
opisywana rownaniem. Z bilansu mocy cieplnych mozna wyprowadzi¢ rownanie rézniczkowe czastkowe

przewodzenia ciepta w postaci:

di(DVT)- Cw5aa—€ =—y(P.1), (2-14)
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gdzie C, jest cieptem wilasciwym $rodowiska, & jego ggstoscia, natomiast }/(P,t) okresla wydajnosé
przestrzennych zrodet ciepta. Jest to rOwnanie rézniczkowe typu parabolicznego.
W dalszych rozwazaniach przyjmuje si¢, ze w rozpatrywanym obszarze nie ma przestrzennych

zrodet ciepta, czyli 7(P,t) =0:

di(DVT)= cp%f. (2-15)

Dla przypadku izotropowego kierunki wektoréw Q oraz VT sa zgodne, wigc wspotczynnik dyfuzji
D definiuje sig, jako warto$¢ skalarna. Zakladajac, ze wspotczynnik dyfuzji jest staly wzgledem pola

temperatur, mozliwe jest przeksztalcenie rownania (2 — 15) do postaci:

V2f=§%—f, 2-16)
C o

dzie & =—2—.

gdzie &

W ogo6lnosci wektory Q oraz VT nie musza by¢ rownolegle, co prowadzi do anizotropowego
rownania dyfuzji. W takim przypadku wspolczynnik dyfuzji D jest tensorem, czyli wielkoscia bedaca
uogdlnieniem pojecia wektora. Zastosowanie tensorowego wspolczynnika dyfuzji pozwala uwzglednié¢ rézne
kierunki wektorow strumienia ciepta oraz gradientu temperatury. Oznacza to, ze kierunek, w jakim zachodzi
dyfuzja r6zni si¢ od kierunku, jaki wyznacza lokalny gradient pola temperatury.

Jezeli wspotczynnik dyfuzji D jest staly na calym obszarze, to mowi si¢ o przypadku dyfuzji
jednorodnej. Wspoétczynnik D, ktéry nie jest staly w obszarze definiuje dyfuzj¢ niejednorodng —
wspotczynnik moze by¢ zalezny od pola temperatur w danej chwili czasowej. Prowadzi to do réwnan
rézniczkowych nieliniowych, dla ktérych nie istnieje w ogoélnosci rozwiazanie analityczne. Wspotczynnik,
ktory takiej zalezno$ci nie ma, definiuje rownanie liniowe.

W réwnaniach przewodzenia ciepta opisujacych rzeczywiste procesy fizyczne nie spotyka sig
przypadkow, kiedy wystepuje zalezno$¢ czasowo-przestrzenna wspotczynnika D. Mozliwe jest jednak
uzycie takiego rownania do symulacji wirtualnego pola, co zostanie dokladniej opisane w ramach
nieliniowych metod przetwarzania obrazéw w rozdziale 2.5.

Zagadnienie graniczne dla problemu przewodzenia ciepta sklada si¢ z réwnania rézniczkowego
(2-11) wraz z warunkami granicznymi: warunkiem poczatkowym oraz warunkiem brzegowym. Warunek
poczatkowy opisuje pole temperatury w rozpatrywanym obszarze Q w chwili # = 0. Warunek brzegowy
okresla stan cieplny powierzchni 0C) ograniczajacej obszar  w chwilach ¢ > 0. Warunek ten moze by¢
przedstawiony w rozny sposob opisujac, w jaki sposob realizowana jest wymiana ciepta z otoczeniem.

Ogodlnie warunek przedstawiajacy mieszany charakter wymiany ciepla na granicy obszaru ma postac [49]:
dT -
A e + Bf,(T)+ Cf,(P,t)=0, 2-17)
P

n,

19



Réwnania rozniczkowe czgstkowe w problemach filtracji obrazow i trajektorii przestrzennych

gdzie (TTJ jest pochodna w punkcie P € 0Q wzglgdem skierowanej na zewnatrz normalnej 7, do
L/p
powierzchni OCQ ograniczajacej rozwazany obszar, natomiast parametry 4, B, C oraz funkcje f,, f,
stanowia o charakterze warunku brzegowego.
Najczesciej spotyka si¢ nastgpujace szczegolne przypadki warunku (2 — 17):
e A=0,BC#0 - warunek brzegowy pierwszego rodzaju (warunek Dirchleta), ktorego
szczegoOlnym przypadkiem jest utrzymywanie statej temperatury na brzegu obszaru €2
e AC#0,B=0 - warunek brzegowy drugiego rodzaju (warunek Neumanna), ktorego

dT
szczegblnym przypadkiem jest brak wymiany ciepla z otoczeniem (—] =0,
n, ),
e AB#0,C=0- warunek brzegowy trzeciego rodzaju odpowiadajacy wymianie ciepla ze

srodowiskiem wedtug prawa Newtona.

2.3 Algorytmy numerycznego rozwiazywania rownan rézniczkowych
czastkowych jako filtry cyfrowe

Rownanie rozniczkowe (2 — 12) w ogoélnym przypadku moze by¢ nieliniowe ze wzgledu na tensor
wspoétczynnika dyfuzji D. W dodatku, jezeli tensor ten zalezy od aktualnej wartosci funkcji T , to nie istnieja
metody analitycznego wyznaczenia rozwiazania danego zagadnienia poczatkowego. W takim przypadku
trzeba zastosowa¢ numeryczne metody rozwiazywania rownan rdzniczkowych.

W przedstawionych przyktadach wykorzystujacych réwnanie dyfuzji uzywane bylo naturalne
oznaczenie na funkcje pola temperatury T (P) Dla podkreslenia ogdlnosci rozpatrywanej problematyki, w
dalszej czgsSci pracy przyjmuje si¢ konwencjg, ze rownanie rozniczkowe (w przypadku ciaglym)
rozpatrywane jest dla poszukiwanej funkcji u(x) .

Najczgsciej stosowanymi metodami numerycznego wyznaczania rozwigzania zagadnien
poczatkowych sa metody oparte na schematach réznicowych oraz metody elementu skonczonego.
W szczegblnosei te pierwsze okazaly si¢ dawaé bardzo dobre rezultaty dla algorytméw filtracji obrazow.
W dalszej cze$ci zostana przedstawione podstawowe zalozenia oraz sposoby realizacji najczesciej

spotykanych metod numerycznego rozwiazywania rownan rézniczkowych [59].

Metody réznic skonczonych

Pierwszym krokiem w metodach réznic skoficzonych jest przygotowanie obszaru 2, na ktorym
okreslone jest zagadnienie poczatkowe. Ciagly obszar ) zastepuje sie tzw. funkcja siatkowa bedaca

dyskretnym skonczonym zbiorem weztow oddalonych od siebie o zdefiniowany krok dyskretyzacji A,

(gdzie r jest indeksem reprezentujacym kolejne wymiary w przestrzeni ). Przyjmujac, ze rozpatrywane
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jest rownanie rézniczkowe dla jednowymiarowej funkcji u , dyskretyzacja przedziatu x € [O,L] Za pomoca
rownooddalonych weziow siatki tworzy zbior punktow takich, ze:

u(x,)=u(h)=u,, (2-18)
gdzie h oznacza krok dyskretyzacji', M — liczbe weztow siatki takich, ze L = Mhoraz i =0,1,2,....M .

Tworzenie schematéw roznicowych opiera si¢ na rozwinigciach funkcji u w szeregi Taylora w

punkcie x;:
ou = h* 0tu

u(x;, +h) = u(x,-)+ha— . + 2o B (2-19)
ou © « h* 0%u

u(x, —h) =u(x,) - ham +k§=;(—1) Fax_"m (2 - 20)

W przedstawionych réwnaniach celowo wyodrgbniono liniowy element szeregu Taylora, aby

latwiejsze byto zapisanie ich w nastgpujacej postaci:

ou u(x +h)—u(x,) h* 8k
— > 2-21)
Oox x=1, h k=2 k! 8x e
ou u(x Y—u(x, —h) &h* 6"
— > (2-22)
Oox x=1, h k=2 k! 8x e
Pomijajac kolejne elementy szeregu otrzymuje si¢ aproksymacjg¢ pochodnej czastkowej funkcji u w
punkcie x;:
ou U, —u, . . e .
8_ ~ T (pierwszy iloraz roznicowy przedni) (2-23)
x X=X;
au u[ U . . s oo s
6_ = T (pierwszy iloraz r6znicowy wsteczny) (2-24)
x X=X,

Stosujac przyblizenie (2 — 23) popelnia si¢ btad aproksymacji O(%). Analogicznie mozna wyznaczyc¢:
au ui+1 _ui—l . . )
— ~ ———— (pierwszy iloraz r6znicowy centralny), (2-25)

ox|,_, 2h

przy czym popetniany jest blad aproksymacji O(4%). Dla drugiej pochodnej otrzymuje sig:

azu| Uiy _2ui TUL . e
> ~ B (drugi iloraz réznicowy centralny) (2-26)
ox”| _ h
vy = o’u  0’u
Laplasjan funkcji dwoch zmiennych Uu=—_—+ 6_2 aproksymuje si¢ nastgpujaca roznica
skoniczona [71]:

! Analogicznie mozna zdyskretyzowaé obszar dla funkcji dwuwymiarowej przyjmujac dtugosci krokéw dyskretyzacji
jako hy, h,. Czgsto przyjmuje sig¢ jednakowa dla obu wymiarow dtugos¢ krokow dyskretyzacji h=h,=h.
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u —ul.,j+ul.717j—ul.,j+u u. . +u, i1 —U;

Vi~ i+l,j ij+ T i i,j— L _
h2
1 2-27)
= h_z(”m,_/ tu U U 4“[,_/)

Przy dyskretyzacji rownan prezentowanych w kolejnych rozdziatach przydatny bedzie rowniez
jawny schemat réznicowy dla nieliniowego réwnania roézniczkowego, w ktérym réwniez wspodtczynnik

dyfuzji ¢ wystepujacy przy funkcji u jest zalezny od zmiennych x, y:

%’l‘y’t) = div(c(x,y,t)Vu(x,y,t)) (2-28)

Przyjmujac oznaczeniec @ na funkcje strumienia (oznaczenie jest uzywane w konkretnych

zastosowaniach rownania w rozdziale 2.5):
@(Vu(x, t)) = c(x, t)Vu(x, t) (2-29)
mozna w nastgpujacy sposob przedstawi¢ dyskretyzacje rownania roézniczkowego (2 —28) dla przypadku

jednowymiarowego [17]:

divle(x,1) - Vu(x,1)] = %[c(xt)g—zj ~ %{c(x,t)- %(u(x + gtj - u(x - gtjﬂ
. hiz[c(ﬁg,tj.(u(ﬁh)_u(x))_c(x_g,tj.(u(x)_u(x_h))} o, -0,

przy zatozeniu, ze przyjmuje si¢ krok dyskretyzacji #=1. Dla przypadku dwuwymiarowego otrzymuje si¢:

(2 - 30)

:Lz:C[H’%x,y,tj.(u(x+hx,y)_u(x,y))-c(x—’%x,y,tj-(u(x,y)—u(x—hx,y))}+
L:C(x,y +h7y,t]-(u(x,y+ hy)_u(x,y))—c{x,y_%y,tj-(u(x,y)—u(X,y—hy ))}

=D, -0, +D, - D,

(2 -31)

przy zatozeniu rownych dlugosci krokow dyskretyzacji h = hy =1. Indeksy funkcji @ odnosza sig

odpowiednio do sasiedztwa rozpatrywanego elementu: R, L — elementy nastgpny, poprzedni (przypadek
jednowymiarowy); N, S, W, E — elementy potnocny, potudniowy, zachodni, wschodni zgodnie z konwencja
opisana w rozdziale 2.1 (przypadek dwuwymiarowy).

Podobnie konstruuje si¢ roznice skonczone dla warstwy czasowej, gdzie czas jest traktowany, jako
dodatkowy wymiar funkcji. W ten sposéb mozna konstruowac jawne i niejawne schematy réznicowe
opierajace si¢ na uwzglednianiu odpowiednich réznic skonczonych.

Jawne schematy rdznicowe wyznaczaja warto$¢ poszukiwanej funkcji siatkowej w danej chwili
czasowe] jedynie przy uzyciu wartos$ci tej funkcji w poprzednich chwilach czasowych. W konstrukcji

niejawnych schematéw réznicowych wystgpuje natomiast przynajmniej jeden wezel z warstwy czasowej
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funkcji, dla ktorej warto$¢ jest poszukiwana. Wymaga to wigkszego naktadu obliczeniowego i1 wielokrotnego
rozwigzania uktadu réwnan.

Metody roézni¢ skonczonych maja podstawowa zalete w zagadnieniu przetwarzania obrazu. Biorac
pod uwage model obrazu, jako siatki pikseli o prototypie punktowym (rozdziat 2.1), nie ma koniecznos$ci
dodatkowego wyznaczania funkcji siatkowej z badanego obszaru. Funkcja taka jest wyznaczona
automatycznie i zdeterminowana rozdzielczo$cia analizowanego obrazu. Z drugiej strony nie ma
bezposredniej mozliwosci zwigkszenia kroku kwantyzacji, wigc popelniany btad aproksymacji rownania
zaleze¢ bedzie tylko od przyjetego schematu réznicowego. Sposoby konstrukcji schematow réznicowych w

algorytmach przetwarzania obrazéw przedstawione sa w rozdziatach 2.4, 2.5.

Metoda elementu skonczonego

Metoda ta pozwala na zwigkszenie doktadnosci rozwiazania rownania rézniczkowego czastkowego
przez doktadniejsza aproksymacje zadania wyjSciowego. Obszar poszukiwanej funkcji u w zagadnieniu
poczatkowym jest zastepowany przez podobszary nazywane elementami skonczonymi. Przyjmuje sig, ze
funkcja u jest reprezentowana wewnatrz elementow skonczonych przez odpowiedni wielomian
interpolacyjny, na ktéry nalozone sa okreslone wymagania dotyczace gtadkosci. Przyblizone rozwiazanie

rownania jest opisane jako:
N

u()=u,()+ X a;0,(), (2-32)
J=1

gdzie N jest skonczone, u, () jest funkcja spetniajaca warunek poczatkowy, a ¢j () sa znanymi funkcjami
analitycznymi (tzw. funkcje bazowe). Zadanie aproksymacji metoda elementu skonczonego polega na takim

doborze wspotczynnikow « ; , aby zminimalizowana byta odchytka pomigdzy postacia przyblizona (2 — 32),

a rozwiazaniem oryginalnego réwnaniem rézniczkowym.

Wsrod réznych metod elementu skonczonego mozna wyrdzni¢ metodg Galerkina. Przy pomocy
procedury Galerkina mozna réwniez przeksztalci¢ réwnanie rozniczkowe czastkowe do uktadu rownan
roézniczkowych zwyczajnych, ktorych numeryczne rozwiazanie jest o wiele tatwiejsze. Realizacja metody
elementu skonczonego w sformutowaniu wariacyjnym jest metoda Ritza. Implementacja przedstawionych w
pracy metod filtracji obrazow opiera si¢ na metodach roznic skoniczonych, wige ta tematyka nie bedzie dalej

rozwijana. Szczegdtowy opis metod elementu skonczonego mozna znalez¢ w [59], [71].

2.4 Przestrzenne metody filtracji oparte na procesie dyfuzji

W poprzednich podrozdziatach zostalo przedstawione matematyczne sformutowanie proceséw
dyfuzyjnych. Procesy opisane roéwnaniami rézniczkowymi czastkowymi moga by¢ zaadaptowane do
przetwarzania obrazéw. Przedstawione zostanie, w jaki sposéb proces taki moze by¢ uzyty do filtracji oraz

jego powiazanie z tzw. wygladzaniem (rozmywaniem) gaussowskim.
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Wszelkie metody filtracji bazujace na roéwnaniach rézniczkowych czastkowych sa realizacja

nastgpujacego modelu ogdlnego [1]:

%+F(x,u(x,t),Vu(x,t),Vzu(x,t)):O W(O,T)XQ

Mzo na (0,7)x Q2 (2-33)
on,

u(x,0) =u,(x) dlax e R*

gdzie ) jest rozpatrywanym obszarem, natomiast 7, wektorem normalnym do powierzchni ograniczajacej

obszar 0Q) .

W przedstawionym modelu F jest operatorem rézniczkowym, ktorego wybdr decyduje o
wlasciwosciach metody filtracji. Najczesciej przyjmuje si¢ warunek brzegowy przedstawiony w powyzszej
formie, ktory jest szczegdlnym przypadkiem warunku Neumanna opisanego doktadniej rownaniem (2 — 17).
Tak przyjety warunek oznacza idealna izolacj¢ procesu od otoczenia (dla réwnania przewodnictwa ciepta
oznacza to, ze ciato nie wymienia ciepta z otoczeniem).

Warunek poczatkowy jest najwazniejszym elementem pozwalajacym na filtracje przy uzyciu procesu

dyfuzji. Jako dwuwymiarowq funkcje u,(x) przyjmuje si¢ obraz, ktory ma by¢ poddany przetwarzaniu.

Rozwiazanie zagadnienia poczatkowego dla okreslonego czasu ¢ daje w wyniku filtracjg obrazu, ktory zostat
uzyty jako warunek poczatkowy. Rozwiazujac rownanie dla kolejnych chwil czasowych ¢ > 0 uzyskuje si¢
cala rodzing obrazow, ktore zostaly przeksztalcone z obrazu zrédlowego bedacego warunkiem
poczatkowym. Kazdy kolejny obraz (dla rosnacych ¢) jest uproszczona (przy pewnych zatozeniach) wersja

obrazu u,(x). W ten sposob tworzy si¢ tzw. przestrzen skal (ang. scale-space) wzgledem zmiennej ¢ [67].

Pozadane witasciwosci tak zdefiniowanej przestrzeni zostang przedstawione w kolejnych podrozdziatach.
Przetwarzanie obrazow oparte na rozwigzywaniu zagadnienia poczatkowego (2 — 33) realizuje kilka
podstawowych celow:
e minimalizacja zaktocen znajdujacych sig¢ na obrazie (ktore zazwyczaj wystepuja w postaci szumu
o okreslonym charakterze),

e wyostrzenie cech charakterystycznych dla obrazu (ktore okreslone sa przez krawedzie),

e generacja przestrzeni skal, ktore pozwalaja opisa¢ i analizowa¢ obraz na réznych poziomach
szczegOtowosci [67].

Model przedstawiony w rozdziale 2.1 jest szczegdlnym przypadkiem zagadnienia (2 — 33). Jest to
model liniowy ze wzgledu na parametry wystgpujace przy operatorze rozniczkowych F. Jego zastosowanie
do przetwarzania obrazoéw zostanie krotko zaprezentowane ze wzgledu na dobrze zbadane wlasnosci
teoretyczne oraz mozliwosci rozszerzenia modelu do przypadku nieliniowego. Na podstawie modelu do
przetwarzania obrazow zostanie nastgpnie (rozdzial 5) zaproponowana metoda przetwarzania danych

reprezentujacy ruch ludzki.
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Zastosowanie liniowego rownania przewodzenia ciepta

Réwnanie rézniczkowe czastkowe (2 — 15) dla funkcji dwéch zmiennych (x € RZ) moze zostac

zapisane w nastgpujacej formie (przy zalozeniu, ze jest to rOwnanie izotropowe, wspotczynnik D jest staty,

C.o
bez utraty ogo6lnosci mozna przyjaé¢ wspotczynniki lg =1):

du(x,z)
Ot

div(Vu(x,t))= (2-34)

W dalszej czeséci pracy do oznaczenia funkcji niewiadomej w réwnaniu rézniczkowym uzywane

bedzie oznaczenie u (dla odréznienia od pola temperatury T ). Zagadnienie poczatkowe przyjmuje postac:

_au(x,t) = Au(x,1)
ot ’ (2 -35)

M(X,O) = MO (x)
Rozwiazaniem tego zagadnienia poczatkowego jest nastgpujace wyrazenie:

_ u, (x) dlar=0
ulx.r)= (K@*MOXX) dlat>0’ (2-36)

gdzie * oznacza operacje splotu, a K jest dwuwymiarowym jadrem rozkladu Gaussa o okreslonym

odchyleniu standardowym o = \/Z i sredniej u =0 wyrazone jako:

2
1
KO_(X):FCXP —% (2—37)

Otrzymuje si¢ rozwiazanie, ktore jest zalezne tylko od warunku poczatkowego (funkcja u,) oraz

parametru ¢. Parametr czasowy pozwala na wyznaczenie obrazu w odpowiedniej skali z utworzonej
przestrzeni skal.

W dziedzinie przetwarzania sygnatéw istnieje wiele metod, ktdre oparte sa na wyznaczeniu splotu
sygnatu z inng funkcja reprezentowana przez maske o skonczonym rozmiarze. Przyjmuje sig, ze obraz
opisany przeksztatceniem (2 —1) jest funkcja odwzorowujaca jednoznacznie kazdy element (piksel) w
przestrzen liczb rzeczywistych (nasycenie). Dla przypadku obrazow monochromatycznych jest to
odwzorowanie przestrzeni dwuwymiarowej w jednowymiarowa (przestrzen intensywnos$ci). Przykladem
filtracji opartej na wyznaczeniu splotu funkcji jest rozmywanie Gaussa (ang. Gaussian blur), ktore jest

opisane przez wyrazenie:

(K, *u, Nx)= j K, (x = y)u,(y)dy 2-38)

przy okreSlonym parametrze o decydujacym o stopniu wygladzania. Analogicznie do poprzednio
stosowanych oznaczen funkcja u, jest poczatkowym obrazem, ktory jest poddawany filtracji.

W zaleznosci od uzycia rodzaju jadra splotu K mozna otrzymac filtry o réznych wlasnosciach

(niekoniecznie musi to by¢ jadro gaussowskie). Przy uzyciu jadra przedstawionego w wyrazeniu (2 — 38)
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otrzymuje si¢ dolnoprzepustowy filtr, ktory wygtadza obraz (a co za tym idzie rozmywa roéwniez krawedzie).

Implementacja algorytmu oparta na réwnaniu (2 —38) jest wigc w praktyce wyznaczeniem rozwiazania

zagadnienia poczatkowego (2 — 35) przy zatozeniu, ze funkcja u(x) reprezentujaca obraz jest warunkiem

poczatkowym. Rozwiazanie zagadnienia (2 — 35) jest odpowiednikiem wyznaczenia splotu funkcji (2 — 38)

2
dla chwili czasowej ¢ = 7 .

W praktyce wygladzanie gaussowskie wyznaczane jest jako dyskretny splot obrazu oraz

zdefiniowanej maski realizujacej jadro Gaussa. Przyjmujac maskg¢ kwadratowa o wymiarach
(2m + l)x (2m + 1) o elementach w(i, J ) operacj¢ dyskretnego splotu dla pojedynczego piksela wybranego

z jednorodne;j siatki mozna zapisa¢ jako:

S0 y) % S S ey) e Ot iy i+ m, o+ m). 2-39
2m 2m

gdzie S =" w(i, j). (2 - 40)
i=0 j=0

Splot dla pojedynczego elementu jest wigc realizacja wazonej interpolacji na dwuwymiarowym
obszarze. Obliczenie splotu dla calego obrazu wymaga wykonania przegladu wszystkich pikseli wedlug
dowolnej krzywej wypetniajacej. Rodzaj krzywej w tym przypadku nie ma wplywu na dziatanie tego
algorytmu, gdyz w kazdej iteracji brana jest pod uwage warto$¢ funkcji w poprzednim kroku. Implementacja
powinna uwzglednia¢ zapisywanie nowych warto$ci do nowej tablicy reprezentujacej obraz. Taka realizacja
filtracji dolnoprzepustowej bedzie istotna z punktu widzenia metody przetwarzania danych ruchu
przedstawionej w rozdziale 4.

Dyskretny splot przedstawiony wyrazeniem (2 — 39) jest og6lna metoda przetwarzania obrazu za
pomoca zdefiniowanej maski o wagach w(i, j). W zalezno$ci od przyjetych wag mozna otrzymac algorytm
wygladzajacy obraz, wyostrzajacy krawedzie czy tez sluzacy do ich detekcji. Aby przyblizy¢
dwuwymiarowy rozktad Gaussa stosuje si¢ przyktadowo nast¢pujaca maske (dla 6=0.48) [29]:

0.009 0.0789 0.009

0.0789 0.6908 0.0789 2 - 41)
0.009 0.0789 0.009

Konstrukcja maski oraz jej rozmiar zaleza od odchylenia standardowego o , o jakim rozktad ma by¢
zrealizowany. Najczgéciej przyjmuje sig, ze rozmiar macierzy reprezentujacej maske powinien by¢
wystarczajaco duzy, aby zostaly uwzglednione wagi mieszczace si¢ w granicy 3o . Opierajac sie na
centralnym twierdzeniu granicznym mozna pokazac, ze aproksymacja splotu procedura (2 — 36) jest zbiezna
do rozwiazania (2 —37). W praktyce konstruuje si¢ maske tak, aby jej zakres obejmowat dwuwymiarowy
obszar [60 +1,60 + 1].

Rézne metody filtracji wykorzystuja wyznaczanie nowej warto$ci elementu centralnego na podstawie

okreslonej maski. Przyktadowo wazona interpolacja w rownaniu (2 — 39) moze przyjmowaé jednakowe wagi
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dla wszystkich uwzglednianych elementdw. Dziatanie takie jest filtrem usredniajacym wartos$ci naokoto
wybranego piksela. Efekt dziatania tej procedury jest wizualnie podobny do wygladzania gaussowskiego.
Jednak w tym drugim przypadku krawedzie sa rozmywane w mniejszym stopniu. Poza tym jedynie
wygladzanie gaussowskie ma swoj odpowiednik jako rozwiazanie rownania rézniczkowego czastkowego.
Nalezy zauwazy¢, ze jawny schemat réznicowy zastosowany do zagadnienia poczatkowego (2 — 36) mialby
w granicy realizacj¢ zblizong do wyznaczania wazonej sredniej przy uzyciu okreslonej siatki reprezentujacej

jadro gaussowskie.

Rysunek 2-1: Obraz testowy nr 1 (kwiat).

Na rysunku 2 — 2 przedstawiono kolejne iteracje (50, 100, 150) filtru realizujacego splot obrazu
testowego (rysunek 2 —1) z jadrem Gaussa dla odchylenia standardowego ©=0.48 (dyskretna maska o
rozmiarze 3x3). Dla poréwnania pokazano wynik filtracji typu usredniajacego o identycznym rozmiarze

okna 3x3 i jednostkowych wagach dla kazdego elementu (rysunek 2 — 3).

Rysunek 2-2: Wynik dzialania filtracji opartej na liniowym réownaniu dyfuzji, c=0.48
(odpowiednio 50, 100, 150 iteracji).

gy gy

Rysunek 2-3: Wynik dzialania filtracji uSredniajacej, rozmiar okna 3x3
(odpowiednio 50, 100, 150 iteracji).

Na przyktadowych rysunkach widoczne jest, ze filtracja usredniajaca przy tym samym rozmiarze

okna znacznie szybciej rozmywa obraz. Jednoczes$nie rowniez krawedzie obiektow na obrazie szybciej
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zostaja zatarte. Pozadana cecha jest, aby filtr usuwatl niepozadane cechy na obrazie (szum), a pozostawiat
cechy charakteryzujace zawarto$¢ znaczeniowa. Najczgscie] przyjmuje si¢, ze to krawedzie sa
rozrozniajacym elementem pozwalajacym na pdzniejsza identyfikacje¢ obiektow. W rozdziale 2.5 zostanie

pokazana metoda filtracji pozwalajaca na minimalizacj¢ rozmycia krawedzi.

Wiasnosci czestotliwosciowe filtracji liniowej

Jak to zostato przedstawione, filtr oparty na rozwiazaniu zagadnienia poczatkowego przewodnictwa
ciepta ma wlasciwosci identyczne z wygladzaniem gaussowskim. Kolejne iteracje (dla kolejnych chwil
czasowych) powoduja, Zze obraz zawiera coraz mniejsza liczbg szczegotow (szumu, krawedzi). Oznacza to,
ze energia sygnalu monotonicznie maleje. Mozna to rowniez sprawdzi¢ analitycznie wyznaczajac

transformate Fouriera dla wyrazenia (2 — 37). Transformata Fouriera zdefiniowana jest jako:

Ff(x)fw)= J;f (x)exp(—i(e- x))dx, (2 - 42)

gdzie - x jest iloczynem skalarnym wektorow.

Jednoczes$nie wiadomo, Ze transformata splotu funkcji jest iloczynem transformat:

Flf*g]=Fr] Fle] (2-43)
Biorac pod uwagg rozwiazanie zagadnienia poczatkowego wyrazone przez (2 — 32) otrzymuje si¢:
FI(K, *u, \x)[@)=F[K, [@) Flu, @) (2 44)
F[K ](a)) =exp| — M (2-45)
’ 2/0°

Charakterystyka czgstotliwosciowa filtracji opartej na rownaniu rézniczkowym przewodzenia ciepta
jest wigc rowniez funkcja Gaussa. Realizowane sa w ten sposéb zalozenia o uproszczeniu obrazu dla
kolejnych chwil czasowych ¢ (co odpowiada zwigkszajacemu si¢ parametrowi o w przypadku filtracji
opartej na wygladzaniu Gaussa przez splot). Gladka charakterystyka czgstotliwo$ciowa Gaussa zapewnia, ze
otrzymany filtr jest dolnoprzepustowy. Charakterystyka ta ma istotne wtasnosci w przypadku uzywania tego
rodzaju filtracji do obrazéw, gdzie bedzie przeprowadzana detekcja krawedzi. Dodatkowo filtracja oparta na
jadrze Gaussa ma lepsze wlasciwosci czestotliwosciowe niz usrednianie realizowane metoda (2 — 38) przy
uzyciu statych wag dla catej maski. W przypadku usredniania charakterystyka cz¢stotliwo$ciowa moze mieé

dodatkowe podbicia w zakresie srednich czgstotliwosci.

2.5 Przeglad nieliniowych metod filtracji

Przedstawiona w poprzednim rozdziale metoda filtracji oparta na rozwiazaniu zagadnienia
poczatkowego opisujacego rownanie przewodnictwa ciepta jest dobrze opisana w teorii, ma dobre wtasnosci
w odniesieniu do tworzonej przestrzeni skal oraz nie sprawia trudnosci w zastosowaniu praktycznym. Jednak
przy usuwaniu zaklocen z przetwarzanego obrazu cechy charakterystyczne (takie jak krawedzie) rowniez sa

rozmywane. Dodatkowo potozenie krawgdzi rowniez ulega zmianie, co jest znaczng wada przy $ledzeniu
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krawedzi w przestrzeni skal (od skali najwigkszej do najmniejszej). Aby temu zapobiec autorzy pracy [79]

zaproponowali modyfikacje rownania przewodnictwa i wprowadzenia czynnika nieliniowego.

2.5.1 Model Perona-Malik
Do rownania przekazywania ciepta (2 —15) autorzy pracy [79] proponuja wprowadzi¢ zamiast
statego wspotczynnika dyfuzji D czynnik ¢ =c(x, y,u,t) zalezny od umiejscowienia na obrazie oraz

wartosci funkcji ¥ w danym miejscu. Pozostate sktadowe zagadnienia poczatkowego (2 — 33) pozostaja bez

zmian:
ou(x,t) .
Y div(c(x,y,u,t)Vu) na(0,T)xQ
e _ na (0,7)xéQ | (2 - 46)
on,
u(x,0) = u, (x) naQ,dlaxeR’

gdzie Q) jest rozpatrywanym obszarem, a 7, wektorem normalnym do powierzchni ograniczajacej obszar

o0Q.

Wspoélczynnik dyfuzji nie jest juz staly, wigc musi by¢ brany pod uwage przy operacji
ro6zniczkowania, co prowadzi do nastgpujacej postaci:

Z—j = div(c(x,y,u,t)Vu) = c(x,y,t,u)Vzu +Ve-Vu, (2-47)
gdzie V*u oznacza laplasjan (2 — 12) funkcji u , natomiast Vc-Vu jest iloczynem skalarnym.

Celem wprowadzenia zmiennego wspotczynnika dyfuzji jest takie sterowanie procesem, aby byt on
przeprowadzany intensywnie w obszarze jednolitym, natomiast zahamowany w poblizu krawedzi.
W praktyce moze to zosta¢ zrealizowane przez ustalenie wspotczynnika ¢ =1, gdy przetwarzany jest obszar
jednolity oraz ¢ =0, gdy przetwarzanie dotyczy brzegéw. W ten sposob zostaje usunicta podstawowa wada
liniowego, izotropowego rownania rézniczkowego przewodnictwa ciepta, ktérego uzycie wiazato si¢ z
rozmyciem krawedzi. Podejscie takie wymaga jednak znajomosci polozenia krawedzi, co jest celem
przetwarzania, a nie danymi wejsciowymi. Konieczne jest wigc uzycie pewnego oszacowania wystgpowania
krawedzi. W pracy [79] proponuje sig, aby estymator krawedzi byt zdefiniowany jako nastgpujaca funkcja:

e FE(x,y,t) =0 - wewnatrz kazdego obszaru jednolitego

o FE(x,y,t)=Ke(x,y,t) - w punkcie nalezacym do krawedzi, gdzie e jest jednostkowym

wektorem normalnym do krawedzi, a K jest zmienna reprezentujaca kontrast w punkcie
rozumiany jako roznica jasnosci pomiedzy krawedzia, a otoczeniem

Nastepnie jako wspotczynnik ¢ przyjmuje si¢ funkcje g zalezna od funkcji estymatora krawedzi taka,

ze w obszarze jednolitym przyjmuje wartos¢ g(0) =1 oraz jest monotonicznie malejaca:

c(x,y,u,t)= g(“E”) (2-48)
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W oryginalnym modelu Perona-Malik przyjeto, ze funkcja estymatora krawedzi jest gradient
jasno$ci obrazu w punkcie zdefiniowany jako:

E(x,y,t) =Vu(x, y,t) (2 —49)

c(x,v,u,0) = g[Vulx, y.1))) (2-50)
Razem z nieliniowym modelem w cytowanej pracy zostaly zaproponowane dwie postacie funkcji g

petiacej rolg zmiennego wspolczynnika dyfuzji (wykresy funkcji pokazane sa na rysunku 2—4):

g ()= eXp(— [%] J (2-51)

1
gz(s):—z ) 52
1+[Sj 2-52)

0.9+ \
0.8 / |
0.7 [\
0.6 .'I.: III,
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0.0
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Rysunek 2-4: Funkcje g; (linia niebieska), g, (linia zielona) dla parametru K=10.

Parametr K > 0 decyduje o poziomie kontrastu, jaki jest potrzebny do zakwalifikowania wybranego
punktu jako krawedz lub jako obszaru jednolitego. Rola tego parametru jest dobrze widoczna po

przeksztatceniu funkcji g do funkcji strumienia ®(s) = sg(s):

D, (s)=s exp[— [%j j (2-53)

S

.
1+(sj (2-54)
K

D,(s) =

Po wyznaczeniu pochodnych funkcji strumienia widoczne jest, ze dla |S| < K pochodna jest
nieujemna @D'(s) >0, co oznacza, ze w tym rejonie roOwnanie ma charakter paraboliczny o dyfuzji

postepujacej. Natomiast dla |S| > K otrzymuje si¢ ®'(s) <0, co prowadzi do wystapienia dyfuzji
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wstecznej. Moze to prowadzi¢ do procesu, ktory nie jest stabilny i powoduje wzmacnianie sygnatu szumu.
Jednak jak podaja autorzy pracy [79] obszary, na ktorych taka zalezno$¢ wystgpuje zostaja szybko
zredukowane przez proces wygtadzania.

Roéwnanie (2 —47) moze by¢ przeksztalcone przy uzyciu funkcji strumienia do postaci (przypadek

jednowymiarowy):

ou O

—=—®(u_)=0"(u, )u 2-55
= e O) = u, (2-55)
a dla przypadku dwumiarowego:

ou .

m =0'(Vuu,, + g(Vu)u§§ (2-56)

W réwnaniu (2 —56) zostaly zamienione wspotrzedne na &,77, ktore oznaczaja odpowiednio

kierunek prostopadly oraz réwnolegly do Vu . Otrzymuje si¢ wiec dyfuzje postepujaca wzdtuz kierunku
prostopadtego do gradientu funkcji u oraz mozliwos¢ wystapienia dyfuzji wstecznej dla kierunku zgodnego z
gradientem funkcji.

Uzycie funkcji g; powoduje lepsze wyznaczanie krawedzi o wysokim kontrascie, natomiast funkcja
g> lepiej wygltadza rozlegle jednolite obszary. Sposob okreslenia parametru K nie jest jednoznaczny.
Najczesciej trzeba go wyznaczy¢ eksperymentalnie. Mozliwe jest rowniez uzaleznienie go od histogramu
szumu wyznaczonego z obrazu [79]. W eksperymentach przeprowadzanych w niniejszej pracy stosuje si¢
miedzy innymi nastepujacy sposob adaptacyjnego sposobu okreslenia wspodiczynnika K:

1 w(I)-1H(1)-1

K(t)zSW Z(‘; yzz(;|vu(x,y,t)|, (2-57)

gdzie W(I ),H (I ) sa odpowiednio szerokoscia i wysoko$cia obrazu, natomiast 4 jest wspotczynnikiem
skalujacym, ktérego wartos¢ na potrzeby eksperymentéw przyjeto rowna 0,9. Adaptacyjne wyznaczanie
wspotczynnika K pozwala zmniejszy¢ wptyw funkcji stopujacej g na poczatku procesu, kiedy obraz zawiera
znaczna zawarto$¢ szumu. Duza wartos¢ wspotczynnika K wynika z duzej wartosci $redniej normy gradientu
obrazu, co powoduje, ze wspotczynnik dyfuzji jest zblizony do 1. Proces staje si¢ podobny do liniowej
dyfuzji, w ktorej informacja o lokalnej warto$ci gradientu nie jest brana pod uwagg. Po poczatkowych
iteracjach zaszumienie obrazu si¢ zmniejsza, co powoduje spadek wartosci wspotczynnika K. W ten sposob
proces staje si¢ bardziej czuly na lokalne zmiany przyblizone gradientem funkcji i realizowane jest
zmniejszenie dyfuzji w obszarach, w ktorych prawdopodobnie (z punktu widzenia oszacowania) wystepuja
krawedzie. W kolejnych rozdzialach zostanie pokazana w praktyce rdéznica w dziataniu filtracji
wykorzystujacych staly oraz adaptacyjny wspotczynnik K.

W literaturze byly badane réznego rodzaju funkcje g ze wzgledu na mozliwo$¢ uzycia ich w roli
funkcji stopujacej we wspotczynniku dyfuzji. Migdzy innymi w pracy [8] zostala przeprowadzona analiza
filtracji opartej na nieliniowej dyfuzji w kontekscie statystyk odpornych. Zaproponowane bylo uzycie

nastepujacych funkceji g wynikajacych z odpowiednich statystyk:
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2
1 XY
g,(x.0)= 5[“(2) J dlapf <o (2-58)
0 w przeciwnym wypadku
! dla|x| <
g.(x.o)=14 apj<o 2 - 59)

sign(x)/x w przeciwnym wypadku
Funkcje te sa wyznaczone na podstawie norm statystyk odpornych odpowiednio Tukey’s biweight
oraz Huber’s minmax, jako g(x)x = p'(x). Parametr o okresla skal¢ odpornodci, jest wiec

odpowiednikiem kryterium, czy dany element nalezy okresli¢ jako btad gruby. Parametr ten moze byc¢

wyznaczony takze automatycznie, czego propozycja zostata podana w [8].

2.5.2 Dyskretyzacja nieliniowego modelu Perona-Malik
Razem z nieliniowym modelem, w pracy [79] zostala zaproponowana nastepujaca dyskretyzacja
nieliniowego rownania dyfuzji oparta na jawnym schemacie réznicowym przedstawionym w rozdziale 2.3:
A
R D I\ A 7 2 - 60)

KS PEKy

gdzie s, p jest potozeniem piksela na dwuwymiarowej siatce s =(x,)), Kk, oznacza przestrzenne

sasiedztwo piksela s, natomiast |KS | jest liczba sasiadow piksela s. Jezeli przyjmuje si¢ warunek poczatkowy

typu Neumanna (adiabatyczny — brak wymiany ciepta z otoczeniem), to dla wszystkich pikseli oprocz pikseli
brzegowych wystepuje relacja czterosasiedztwa zdefiniowana w rozdziale 2.1. W takim wypadku

dyskretyzacj¢ mozna zapisa¢ uzywajac notacji przestrzenne;j:

t+1

A
.t
u, =u, +Z[CN Vyu+tcg -Veut+cg-Vou+cey, -VWu]

' (2-61)

N

Parametr A € (O,l] decyduje o szybkosci realizowania dyfuzji wyznaczanej za pomoca tego

schematu. Zamiast wyznacza¢ rzeczywista warto$¢ gradientu, proponuje si¢ okreslenia go na podstawie

czterech sasiedztw w ustalonych ortogonalnych kierunkach:

Vi, =u_,, —u,,
Vsu,, Uip,y ~ Uy, 26
Vu, y UL T U,
Vyu, y U T UL,
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Rowniez wspotczynniki dyfuzji ¢ sa wyznaczane w kazdej iteracji na podstawie wyliczonych réznic:

)

)) 2-63)

)

Jest to najprostszy ze sposobow dyskretyzacji rownania nieliniowego. Prosta implementacja oraz

r t
cy = g\|V yu,

t
5
t
Vo ug

r ¢
Cy =8 ‘qus

brak problemoéw ze stabilnoS$cia numeryczna spowodowatly, ze przedstawiony schemat jest bardzo czgsto
stosowany w praktyce. Jednak dyskretyzacja (2 — 61) nie jest doktadnym odwzorowaniem rownania (2 — 47).
Rownanie oryginalne jest ciaglte oraz uwzglednia gradient funkcji u liczony w danym punkcie.
Przedstawiona dyskretyzacja zamiast gradientu wyznacza dyskretna pochodna czastkowa funkcji w
ortogonalnych kierunkach x, y. W praktyce okazuje si¢ jednak, ze przyjecie nawet tak prostego schematu
numerycznego moze dawaé dobre efekty obliczeniowe. Dodatkowa zaleta tego podej$cia jest latwa
implementacja obliczen rownoleglych w postaci sieci VLSI [78]. Przedstawiony model pozwala roéwniez na

zastosowanie w sieciach neuronowych realizujacych filtracj¢ obrazéw [16], [82].

2.5.3 Regularyzacja modelu nieliniowego

Przedstawiony w podrozdziale 2.5.2 model oparty na nieliniowym réwnaniu rézniczkowym
czastkowym, moze powodowaé niestabilno$¢ procesu ze wzgledu na wystgpowanie czynnika
reprezentujacego wsteczng dyfuzjg. Uzycie odpowiednich metod dyskretyzacji rownania moze samo w sobie
stabilizowa¢ realizowany proces. Aby jednak zapobiec niestabilnym przypadkom mozna dodatkowo
wprowadzi¢ element regularyzacyjny do samego modelu.

Najbardziej popularnym sposobem regularyzacji przestrzennej jest zmiana sposobu wyznaczania
wartoéci wspotczynnika dyfuzji przy obliczaniu funkcji g. Oryginalnie wspotczynnik dyfuzji jest funkcja
gradientu obrazu u. Jednak przyktadowo w przypadku znacznych zakldcen znajdujacych si¢ na obrazie
gradient ten moze blednie wskazywaé na wystapienie krawedzi w miejscu, gdzie jej nie ma. Wedlug
przedstawionego modelu zaklocenia takie zamiast zosta¢ usunigte, zostang wyostrzone, co jest zdecydowanie
niepozadanym efektem. W zwiazku z tym proponuje si¢ modyfikacje rownania dyfuzji w nastepujacy

sposob [15]:

2—1; = div(g(WuaDVu) (2 -64)
u, =K_*u (2 -65)

Do wyznaczenia funkcji g uzywa si¢ wigc informacji z obrazu, ktory zostat wczes$niej poddanych
splotowi z jadrem gaussowskim. Jest to dwustopniowa procedura, ktéora pomocniczo wykonuje liniowa
filtracje okre$lona standardowym réwnaniem dyfuzji (rozdziat 2.4). Mozna pokazaé, ze takie podejscie

wprowadza wystarczajaca (ze wzgledu na stabilno$¢) regularyzacje do modelu.
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W innym podej$ciu pokazanym w pracy [30] dyskretyzacje zaproponowana oryginalnie przez
Perona-Malik proponuje si¢ rozszerzyé przez uwzglednienie relacji o$miosasiedztwa dla piksela

centralnego:
ol = max(i i1 - ) 2-66)

(wedlug oznaczen przyjetych w rozdziale 2.1).

3

Dla pikseli sasiadujacych diagonalnie przyjmuje si¢ wtedy krok dyskretyzacji o diugosci \/5 .
Wyniki przedstawione w cytowanej pracy pokazuja, ze takie podej$cie pozytywnie wpltywa zardwno na
regularyzacjg, jak i na doktadno$¢ otrzymywanych wynikow.

Wprowadzenie regulacji czasowej zaproponowane zostalo w pracy [17] przez uzycie systemu
sprz¢zonych réwnan rézniczkowych:

ou

= div(DVu)=0 2 -67)
D Ly Lrw). (2-68)
dt «o o

gdzie 7 jest parametrem realizujacym opoznienie czasowe, natomiast (Vu) wyznacza rzut w kierunku

ortogonalnym do Vu :

SZPWL dla|Vu| >
F(Vu)= _
( u) |Vu|2PWi +%(s2 —|Vu|2)l dla|Vu| <s (2-69)
B 1 uj —uu,
Fos = |Vu|2 (— wau, U j =70

Inne metody opieraja si¢ na wprowadzenia regularyzacji czasowo-przestrzennej [76] lub uzyciu
rownania rézniczkowego trzeciego rzedu [6]. W pracy [97] przedstawione jest podejscie oparte na
sprzezonych réwnaniach rézniczkowych. Znaczne problemy ze stabilno$cia zostaty przedstawione w [112],
gdzie rozpatrywany jest model oparty na roéwnaniach rozniczkowych czwartego rzgdu. Wiasnosci i
stabilno$¢ tego modelu sa nastgpnie rozpatrywane w [23]. Zastosowanie rownan roézniczkowych czwartego
rzedu zostato rozwinigte w pracy [68].

W kazdym z tych przypadkow regularyzacja nie tylko stabilizuje proces, ale rowniez pozwala na

zmiang charakteru filtracji otrzymywanej przy uzyciu takiego modelu.

2.5.4 Anizotropowy model nieliniowej filtracji
Modele filtracji przedstawione w poprzednich rozdzialach bazuja na izotropowym réwnaniu dyfuzji.
Oznacza to, ze wspolczynnik przewodzenia ¢ w rdwnaniu rézniczkowym dyfuzji jest skalarem — stalym dla

réwnania liniowego, zmiennym i zaleznym od funkcji # dla réwnania nieliniowego w modelu typu Perona-
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Malik*. W modelu izotropowym strumien jest zawsze rownolegly do kierunku gradientu okre$lonego w
danym punkcie. Takie podejsScie nie zawsze jest wystarczajace w przypadku niektorych zastosowan (np.
detekcja naroznikow, nie tylko krawedzi). W pracy [107] zostal zaproponowany w pelni anizotropowy
model filtracji obrazow. Sformutowane zostaly rowniez ciagla, pot-dyskretna oraz dyskretna posta¢ procesu
opartym na tak okre$lonym réwnaniu rézniczkowym. Krotko podejscie to zostanie przedstawione wraz z
jego podstawowymi wlasnos$ciami.

W pracach [106], [107] wprowadza si¢ nastepujacy ciagly model anizotropowej dyfuzji realizujace;j

filtracj¢ obrazow:

%’ — div(D(Vae, Vi) w(0,00)x © 2-71)
u(x,0) =u,(x) na Q,dlaxeR’ 2-172)
<D(Vu0 )Vu,ﬁl> =0 na (0,0)x0Q, 2-73)

gdzie n, jest wektorem normalnym do powierzchni brzegowej 0€2, D € R*™ jest tensorem zaleznym od

struktury obrazu. Aby proces byl stabilny proponuje si¢ uzalezni¢ tensor D od funkcji u wstgpnie

przetworzonej w liniowym izotropowym procesie dyfuzji (zamiast bezposrednio od funkcji u):
u, (x.0)= (K, *u(-t)[x) (o>0). 2-74)
gdzie u oznacza funkcje bedaca rozszerzeniem u z obszaru Q na przestrzen R’ przez operacje odbicia

wzgledem 0€2 . Jest to realizacja innego niz do tej pory rozpatrywano warunku brzegowego, kiedy

przyjmowany byt brak wymiany ciepta z otoczeniem.

Dyfuzja uwydatniajaca krawedzie

Aby proces filtracji uwydatniat krawedzie pozadane jest, by dyfuzja przebiegata wzdtuz krawedzi
(prostopadle do wektora gradientu funkcji), a byta zahamowana w kierunku prostopadtym do krawedzi. W
tym celu konstruuje si¢ odwzorowanie opisane rownaniem (2 — 73) w ktorym wektory wlasne tensora dyfuzji
spetniaja nastgpujace wiasnosci:
é” || Vu, 2-175)
el” 1L Vu, (2 -76)

Aby zwigkszy¢ dyfuzje wzdtuz krawedzi wartosci wlasne tensora D powinny spetniaé:

A7 (Vi |

W)—)O dla|Vug|—>oo (2—77)

Przyktadowo wartosci wtasne mozna wybra¢ jako:

AP = gﬂwaf) 2 - 78)

2 W literaturze wystepuje niejednoznaczno$é nazewnictwa. Autorzy pracy [79] nazywaja model Perona-Malik filtracja
anizotropowa — anizotropia jest w tym przypadku uwzgledniana posrednio przez nieliniowa funkcj¢ g uwzgledniajaca
lokalna norme¢ gradientu. Model anizotropowy pokazany w [107] ma pod tym wzgledem bardziej ogolny charakter.
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ﬁ“(zD) -1 2-179)

Takie podejécie powoduje, ze gradient Vu nie jest rownolegly do tensora D, jezeli tylko parametr
regularyzacji o >0. Gdy parametr ten zmierza do 0, whasnosci dyfuzji zblizaja si¢ do wlasnosci procesu
Perona-Malik opisanego rownaniem (2 — 43). Uzycie wstepnie przetworzonej postaci funkcji #_ pozwala

nie tylko na regularyzacjg procesu, ale nadaje mu w ten sposéb zupeinie nowy charakter.

Dyfuzja uwydatniajaca spéjnosé

Nie w kazdym przypadku najistotniejsze jest uwydatnienie krawedzi. Przykladowo dla analizy
struktur na obrazie, w ktorych informacja zapisana jest w postaci potaczonych linii, wazniejsze jest, aby
proces filtracji zachowywat i uwydatniat spdjnos$¢ elementow. Przyktadem takiej analizy jest rozpoznawanie

odciskoéw palcow. W takim wypadku w pracach [104], [106] rozpatruje si¢ tensor struktury (ang. structure

tensor) geometrycznej obrazu J, (Vug), ktory poshuzy nastepnie do skonstruowania tensora dyfuzji

D(J p(Vu(r )) W ogoblnosci tensor struktury dla dwuwymiarowej funkcji u(x,y) okreslony jest przez

nastgpujaca macierz:
Fu owau
ox®  Ox Oy
Ju)= _
() won (2 - 80)
ox oy oy’

Struktury, ktore sa uwzgledniane w procesie filtracji wynikaja z krawedzi znajdujacych si¢ na

obrazie. Stad nieregularyzowana wersj¢ tensora struktury otrzymuje si¢ jako nastgpujacy iloczyn tensorowy:
Jo(Vu,)=Vu, ®Vu, =Vu Vu,' (2-81)
ktory spelnia warunki (2 — 71), (2 — 72). Wielko$cia, ktéra uwzglednia zmiang wartosci funkcji w
interesujacych kierunkach, a nie tylko w najblizszym potozeniu jest nastgpujacy tensor:
J,(Vu,)=K,*(Vu, ®Vu,) dla p>0, (2-82)
gdzie K, jest jadrem gaussowskim o odchyleniu standardowym p . Dzigki przeksztalceniu (2 —82)

otrzymuje si¢ regularyzowana wersj¢ tensora struktury, ktéra bierze pod uwagg wartosci funkcji z wigkszego

obszaru w zalezno$ci od szerokos$ci przyjetego jadra Gaussowskiego.

Mozna pokaza¢ [107], ze symetryczna, dodatnio okrelona macierz J, o elementach |:J‘” {12}
Jau Jxn

posiada ortonormalne wektory wlasne € gdzie

) z)
1 €
| 2ji,

jzz _jll +\/(j11 _jzz )2 +4j122

él(J )

(2 - 83)

oraz odpowiadajace im wartosci wtasne
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17 . . . ] }
2’5:]2):E(jll+]22i\/(]11_]22)2+4]122) (2-84)

Parametr p stuzy do usrednienia wartosci funkcji w otoczeniu o wielkosci O(p), co pozwala na
okreslenie kontrastu wzdhuz kierunku réwnolegtego do wektorow wiasnych. Wielko$¢ tego parametru zalezy
wigc od wielko$ci struktur wystgpujacych na obrazie, ktére maja by¢ uwzgledniane. Parametr o jest
zwiazany ze wstepna izotropowa filtracja i powoduje, ze anizotropowy proces jest niewrazliwy na szum
wystepujacy na obrazie. Jego wielko$¢ powinna by¢ uzalezniona od wielko$ci szumu na obrazie.

Wartosci wlasne maja nastgpujaca interpretacje dla poszczegélnych przypadkéw opisujacych lokalna

strukture obrazu:

Obszar jednolity /151) _ /1(2J) =0
Krawedzie /151) S>> /1(21) -0
Narozniki %J) > /1(21) >>0
trukt izot 2 .
Struktury anizotropowe (lij) _/1(21)) rosnie

Tabela 1: Wartos$ci wlasne tensora D w zaleznoSci od struktury na obrazie (na podstawie [107])

Wielkos$é (/ﬁj) —/1(2J) )2 jest miara lokalnej spdjnosci obrazu. Wektor wiasny ézw okresla kierunek

spojnosci, wzdtuz ktorego powinna byé przeprowadzona dyfuzja uwydatniajaca spdjnosé. Proces, ktory
bedzie uwzglednial to zalozenie moze by¢ zrealizowany przez uzycie tensora D, ktory posiada takie same

wektory wlasne, jak J , oraz odpowiadajace im wartosci wlasne [106]:
/ﬁD) —a (2-185)

a dla A" = 2"

20

? a+(1- a)exp(— ﬁ] dla A" = 25" (2-86)
1 2

gdzie parametry C >0,me N,a € (O,l) pozwalaja sterowac szybkoscia procesu dyfuzji oraz zapewniaja, ze

tensor dyfuzji jest dodatnio okreslony.

2.6 Przyktady zastosowania filtrow opartych na rébwnaniach
rézniczkowych

Aby porownaé sposoby dziatania liniowej i nieliniowe] filtracji zostana przedstawione wyniki
skutecznosci filtracji zard6wno na obrazach naturalnych, jak i1 sztucznych. Badania dotycza obrazow
reprezentowanych w skali szaro$ci, ze wzgledu na analiz¢ podstawowych wilasnosci procesow dyfuzyjnych
wykorzystywanych przy konstrukcji filtrow w kolejnych rozdziatach. Liniowa dyfuzja obrazéw kolorowych
jest prostym uogolnieniem na przestrzen wielowymiarowa (przyktad zastosowania w rozdziale 2.4).

Zastosowanie nieliniowej dyfuzji (przyktadowo modelu Perona-Malik) dla tego typu obrazéw nie moze by¢
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realizowane przez niezalezne procesy dla kazdej skladowej spektralnej. Takie podejscie mogltoby
powodowa¢ rozmycie krawedzi, na ktorych opis sktadaja si¢ poszczegolne sktadowe. Sformalizowane
podejscie modelujace krawedzie w przestrzeni obrazu kolorowego zostato zaproponowane w [87].

Zostana przedstawione mozliwos$ci generacji przestrzeni skal przez wybrane algorytmy. Nastgpnie

zostanie pordéwnana skutecznos$¢ algorytmow w przypadku obrazéw zaszumionych.

2.6.1 Generacja przestrzeni skal na podstawie obrazu oryginalnego

Analizowane algorytmy filtracji obrazéw generuja przestrzen skal, to znaczy takiego ciagu
reprezentacji obrazu, dla ktérego kolejne elementy sa uproszczona wersja poprzednich. Na przyktadzie
testowego obrazu nr 1 (rysunek 2-5) pokazana zostanie generacja przestrzeni skal dla algorytmow opartych

na liniowym procesie dyfuzyjny i nieliniowym procesie Perona-Malik.

— 1
\// 200 |

0 100 200 300 400

Rysunek 2-5: Obraz testowy nr 1 (rozmiar 400x300), detekcja krawedzi,
przebieg funkcji jednej linii obrazu (y=105, linia zaznaczona kolorem czerwonym).

nn
A4

Rysunek 2-6: Wynik dzialania filtru liniowego dla 5=0.8; iteracje 5, 10, 30
(dolny rzad — detekcja krawedzi typu norma gradientu).

Detekcja krawedzi jest realizowana jako norma gradientu w kazdym punkcie obrazu. Na rysunkach
zawartych w pracy, obraz przedstawiajacy detekcje krawedzi jest pokazany w negatywie dla zwigkszenia
czytelnosci (krawedzie zaznaczone sg kolorem czarnym, brak krawedzi reprezentuje kolor biaty). Jezeli nie

zaznaczono inaczej, to uktad wspotrzedny ma poczatek w lewym dolnym rogu obrazu.
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Na rysunku 2-6 pokazane sa wybrane iteracje filtracji liniowej przy parametrze 0=0.48. W drugim
rzgdzie przedstawiony jest wynik detekcji krawedzi.

Wynik filtracji realizujacej nieliniowy model Perona-Malik przedstawiony jest na rysunku 2-7.
Zastosowano parametr K=12 oraz funkcje stopujaca g;. W tym badaniu oraz we wszystkich kolejnych, jezeli

nie zaznaczono inaczej przyjmuje si¢ warto$¢ parametru A=0.25.

v v

< <N <)

4y KV sl

.
S

I

/\) /\) [ /\) |

Rysunek 2-7: Wynik dzialania filtru PM dla K=12, g;; iteracje 5, 10, 30.

Porownujac rysunki 2-6 oraz 2-7 mozna stwierdzi¢, ze w obu przypadkach nastgpuje generacja
rodziny coraz bardziej uproszczonych obrazow. W przypadku filtracji realizujacej liniowe rownanie dyfuzji
caly obraz jest w sposob jednolity upraszczany. Dotyczy to przede wszystkim szczegotow, ktore sa zrodlem
wyzszych czgstotliwosci w widmie. Jednocze$nie obraz jest upraszczany przez rozmycie krawedzie. Dobrze
jest to widoczne w dolnym rzgdzie na rysunku 2-6, gdzie poszczegolne krawedzie sa coraz mniej widoczne.
Proces ten prowadzi do stanu, w ktérym wszystkie punkty obrazu beda miaty stata warto$§¢ rowna $redniej
jasnosci obrazu poczatkowego.

Generacja uproszczonej wersji w przypadku dyfuzji nieliniowej PM przebiega w odmienny sposob
(rysunek 2-7). Filtracja powoduje, ze drobne szczegodty (dobrze widoczne na lisciach i ptatkach kwiatu na
obrazie oryginalnym) sa rozmywane. Jednak bardziej znaczace brzegi nie ulegaja rozmyciu, a nawet sa
wyostrzane. Ostatnia para obrazow na rysunku 2-7 pokazuje, ze proces ten szybciej przebiega w obszarach,
gdzie gradient (krawedzie) sa niewielkie. Dyfuzja prostopadta do krawedzi przez dilugi czas jest
zahamowana. Rozréznienie czy dany obszar jest jednolity czy wystgpuje na nim krawedz zalezy od
zastosowanej funkcji stopujacej g oraz od parametru K. W kolejnych podrozdziatach pokazany zostanie
wplyw tego parametru na wtasnosci filtracji procesu PM.

Podobnie jak w przypadku filtracji liniowej, ten proces rowniez dazy do stanu réwnowagi, w ktorym

wszystkie punkty maja jednakowa wartos¢. Wynika to z wlasnos$ci procesu, ktéry nie moze wprowadzaé
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nowych maksimow na obszarze. Stan rownowagi jest znacznie pozniej osiggany ze wzgledu na zmniejszona
szybko$¢ dyfuzji pomigdzy obszarami oddzielonymi krawedziami.

Na rysunku 2-8 przedstawiono wykres funkcji obrazu u(x,y) wzgledem osi OX przy ustalonej
wartoséci y=105. Na wykresie zaznaczono przebieg funkcji dla obrazu oryginalnego, obrazu przetworzonego

filtrem liniowym oraz obrazu przetworzonego filtracja oparta na nieliniowym réwnaniu dyfuzji.

Rysunek 2-8: Przykladowy przebieg funkcji u(x,y) dla jednej linii obrazu y=105
(niebieska — obraz oryginalny; zielona — filtracja liniowa, it=30; czerwona — filtracja PM, it=30).

Krotka analiza wykresu 2-8 wskazuje na zréznicowany charakter dziatania obu tych filtrow. Filtracja
liniowa (wykres zielony) catkowicie usuwa wszelkie wyzsze czgstotliwoSci wystepujace na obrazie.
Otrzymana funkcja jest znacznie wygladzona, co powoduje jednocze$nie zmniejszenie wyrazistosci
krawedzi. Ostra krawedz reprezentowana jest przez nagla zmiang jasnosci na obrazie (przyktadowo
widoczne jest to w okolicach warto$ci x=210). Na wykresie wida¢, ze zarowno male fluktuacje funkcji, jak i
duze zmiany zostaja ztagodzone. Funkcja staje si¢ gtadka (takze ze wzgledu na istnienie pochodnych, co jest
wykorzystywane przy regularyzacji procesé6w z uzyciem splotu z jadrem Gaussa).

Filtracja oparta na modelu PM (wykres czerwony) powoduje inna modyfikacje funkcji obrazu.
Wyzsze czgstotliwosci zostaja usunigte, jednak krawedzie rozumiane jako nagte skoki funkcji przez dhuzszy
czas nie sa wygtadzane. Na niektorych odcinkach nast¢puje nawet wyostrzenie krawedzi, co prowadzi do
wystepowania jednolitych obszaréw dobrze widocznych po 30 iteracjach na rysunku 2-7.

Wilasnosci upraszczajace obraz sa bezposrednio wykorzystywane przy filtracji z niepozadanych
zaklocen. Krotko zostang zaprezentowane wyniki otrzymane w wyniku zastosowania algorytmow do

usuwania szumu o rozkladzie Gaussa.
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2.6.2 Skutecznos¢ filtracji realizujacej liniowe réwnanie dyfuzji — obrazy
syntetyczne

Ogolna procedura testowa dla kazdego rodzaju filtru realizowana jest wedlug nastepujacego
schematu:

1. Przygotowanie obrazu testowego u, na podstawie obrazu zréodlowego u,. — wprowadzenie

addytywnych zaklocen o rozktadzie Gaussa i okreslonym odchyleniu standardowym o, .

2. Wykonanie maxlt iteracji dla obrazu u, wybranego algorytmu filtracji.

3. Wyznaczenie wspotczynnika SNR wzgledem uy,. dla kazdej iteracji algorytmu.

Na potrzeby testow skuteczno$ci przygotowano syntetyczny obraz przedstawiajacy czarny trojkat na
bialym tle (rysunek 2-9). Przeksztalcanie takiego rodzaju obrazu pozwala na oceng¢ poprawnosci filtracji dla

dobrze poczatkowo zdefiniowanych krawegdzi. Obraz testowy zostanie zaktocony szumem o rozktadzie

Gaussa z odchyleniem standardowym odpowiednio rownym o, =40, 400.

Rysunek 2-9: Syntetyczny obraz testowy: oryginalny, zaszumiony o;, = 40, zaszumiony o, = 400.

Zaszumiony obraz podano dziataniu filtru wykorzystujacego liniowy proces dyfuzji. W tym celu
sprawdzono dziatanie filtru dla réznych wartosci parametru o (okreslajacego odchylenie standardowe
rozkladu Gaussa uzytego w rozwiazaniu réwnania). Na rysunku 2-10 przedstawiona jest wartos¢
wspotczynnika SNR (ang. signal-to-noise ratio) po filtracji obrazu o zaszumieniu o, = 40 dla
poszczegdlnych iteracji. Analogiczny wykres dla obrazu o zaszumieniu o, = 400 pokazany jest na

rysunku 2-11.

—— sigma=0.3 —— sigma=0.4 —— sigma=0.5 sigma=06 —— sigma=0.7 —— sigma=0.8
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Rysunek 2-10: Miara SNR dla filtracji liniowej, zaszumienie obrazu testowego o, = 40.
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Na wykresie widoczne jest, ze po osiagnig¢ciu maksymalnej wartosci miary SNR, jako$¢ otrzymanego
obrazu pogarsza si¢ dla kolejnych iteracji. Pogarszajace si¢ wihasciwosci wyniku dla kolejnych iteracji
zZwiazane sa z coraz mocniejszym rozmyciem krawedzi na obrazie. Warto$¢ maksymalna wspolczynnika
SNR nie zmienia sig¢ znaczaco dla réoznych wartosci parametru filtracji o i wynosi w kazdym przypadku
okoto 16.2 dB. Maksimum reprezentuje iteracjg, dla ktorej szum zostat optymalnie usunigty (przy danym
parametrze o). Zwigkszenie parametru ¢ powoduje, ze maksimum bedzie szybciej osiagnigte. Jednakze
uzycie zbyt duzej wartosci o moze spowodowac, ze jakos¢ otrzymanego obrazu bedzie gorsza — jest to

spowodowane jednoczesnym usunigcie szumu z rozmyciem istotnych krawedzi na obrazie.

sigma=0.3 —— sigma=0.4 —— sigma=0.5 —— sigma=0.6 —— sigma=1.0

sigma=1.0 sigma=1.5

21 _ B
0 20 40 60 80 100 120 140

iteracje

Rysunek 2-11: Miara SNR dla filtracji liniowej, zaszumienie obrazu testowego o, = 400.

Rysunek 2-12: Wybrane iteracje (5, 20, 40) filtracji liniowej o parametrze o= 0.5
dla obrazéw o zaszumieniu o, = 40, 400.

Dla obrazu, na ktorym szum wystgpuje ze znacznie wigkszym nat¢zeniem filtracja jest trudniejsza.
Wykresy na rysunku 2-11 pokazuja, ze po poczatkowym zwigkszeniu wspotczynnika SNR, dalsza filtracja
nie wprowadza poprawy. Wynika to z faktu, ze poczatkowa zawarto$¢ szumu tak bardzo znieksztalcita

informacj¢ o obrazie, ze trudno jest uzyska¢ znaczaca poprawe. Wszelkie proby usunigcia szumu sa
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zwiazane z jednoczesng degradacja obrazu przez rozmycie istotnych krawedzi. Stad niska wartos¢
wspotczynnika dla wszystkich parametréw o nawet przy znacznej liczbie iteracji.

Rysunek 2-12 przedstawia uzyskane wyniki filtracji dla wybranych iteracji (pierwszy rzad dotyczy
filtracji obrazu o zaszumieniu o, = 40, drugi o zaszumieniu o, = 400). Widoczne jest charakterystyczne dla
tego rodzaju filtrow rozmycie krawedzi juz po 40 iteracjach. Wizualnie otrzymany wynik w przypadku
matego zaszumienia jest juz bardzo dobry przy 20 iteracjach. Dla duzego zaszumienia zwigkszenie liczby
iteracji zmniejsza wariancj¢ jasnosci punktow na obrazie, jednak jednocze$nie krawedzie obiektu sa tak

bardzo rozmywane, ze trudno jest poprawic catkowity wspotczynnik jakosci.

2.6.3 Skutecznos¢ filtracji realizujacej nieliniowe rownanie dyfuzji — obrazy
syntetyczne

Analogiczne eksperymenty przeprowadzono dla filtru wykorzystujacego proces dyfuzji wedilug
modelu PM. Testowano skuteczno$¢ filtracji dla kilku wybranych warto$ci parametru K oraz w zaleznosci od
uzywanej funkcji stopujacej g. Dodatkowo przeprowadzono test skuteczno$ci filtracji przy uzyciu

adaptacyjnego sposobu okreslania parametru K.

— K=20 —— K=50 —— K=100 K adapt.
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Rysunek 2-13: Miara SNR dla filtracji modelu PM, funkcja g,;, zaszumienie obrazu testowego o, = 40.

Na rysunku 2-13 widoczny jest charakterystyczny sposob dziatania filtracji wedtug tego modelu. Dla
zbyt matych (w poréownaniu do zawarto$ci szumu na obrazie) wartosci parametru K wzrost jakosci wedtug
SNR jest powolny, lecz stabilny (niebieska krzywa dla K=20). Aby zachowaé czytelno$s¢ wykresu skala
zostala zawe¢zona do 150 iteracji. Jednak nawet dla 500 iteracji filtracja przy K=20 uzyskuje wartos¢ SNR
wynoszaca okoto 15 dB. Filtracja dla wigkszego K (kolor zielony) pozwala na bardzo szybkie uzyskanie
dobrego efektu filtracji, ktory utrzymuje si¢ przez dlugi czas (brzegi pozostaja stabilne nawet dla bardzo
wielu iteracji). Uzycie parametru K o zbyt duzej wartosci (kolor czerwony) prowadzi do szybkiego
zmniejszenia zaktocen, co jednak po kolejnych kilku iteracjach skutkuje znacznym spadkiem jakos$ci obrazu.
Jest to spowodowane rozpoczgciem rozmywania brzegdw. Nalezy zauwazy¢, ze dla duzego K filtracja ma
charakter zblizony do procesu opartego na dyfuzji liniowej — funkcja stopujaca nie odgrywa wtedy zbyt

istotnej roli. Stad znaczny spadek wartosci SNR dla kolejnych iteracji.
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Uzycie adaptacyjnego sposobu wyznaczania parametru K jest bardzo praktycznym rozwigzaniem.
Parametr ten zalezy od zawarto$ci szumu na obrazie, co jest mierzone przez modul gradientu na catym
obszarze. Na poczatku, gdy szum jest znaczny, parametr K rowniez przyjmuje duze wartosci (wykres
fioletowy). Nastepnie jego warto$¢ zmniejsza sig, co powoduje, ze dyfuzja w obszarach, gdzie wystepuje
ciagle znaczny gradient, jest coraz bardziej hamowana. Ostatecznie filtracja taka uzyskuje nieznacznie
gorsze efekty w poréwnaniu do odpowiednio dobranego stalego wspotczynnika K. Niemniej jednak
podejscie to pozwala na skuteczna automatyczna filtracje w przypadku zaklocen, o ktoérych natezeniu nie ma
dodatkowych informacji. Filtracja adaptacyjna rowniez jest stabilna w czasie, to znaczy brzegi nie sa
rozmywane nawet dla bardzo duzej liczby iteracji.

Rysunek 2-14 przedstawia wynik filtracji obrazu o zaszumieniu o, = 40 po 150 iteracjach przy
uzyciu funkcji stopujacej g; z parametrami K odpowiednio 20, 50 oraz wersjg¢ adaptacyjna. Dla zbyt matego
wspotczynnika K filtracja pozostawia znaczace zaktdcenia. Dla pordwnania na rysunku 2-15 przedstawiono
wybrane iteracje procesu filtracji dla K=100. Juz przy 10 iteracjach widoczny jest rozpoczynajacy sig¢ proces
rozmywania brzegow. Skala tego efektu coraz szybciej si¢ powigksza, co powoduje znaczny spadek miary

SNR na wykresie 2-13.

Rysunek 2-14: Wyniki filtracji dla 150 iteracji z parametrem K=20, 50 oraz dla wersji adaptacyjnej, funkcja g;.
Poczatkowe zaszumienie obrazu o, = 40.

Rysunek 2-15: Wyniki filtracji dla wybranych iteracji (10, 30, 150) z parametrem K=100, funkcja g;.
Poczatkowe zaszumienie obrazu o, = 40.

Charakterystyka odszumiania zmienia si¢ w przypadku filtracji obrazu o bardzo znacznym
zaszumieniu (rysunek 2-16). W tym przypadku mate warto$ci wspotczynnika K nie daja wystarczajacych
efektow — zaszumienie obrazu zostaje bardzo nieznacznie zmniejszane. Uzycie wspotczynnika o duzej
warto$ci powoduje szybki wzrost miary SNR, co jest jednak zwigzane rOwniez ze znacznym rozmyciem
krawedzi na obrazie. Wersja adaptacyjna algorytmu dziata w tym przypadku znacznie lepiej w porownaniu

do filtracji przy statej wartosci K. Jakkolwiek maksymalna miara SNR osiagana przez filtracje przy
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adaptacyjnym doborze K jest podobna jak w przypadku statego duzego wspdtczynnikéw, to takie podejécie
wykazuje szereg zalet:

e poczatkowa filtracja jest szybsza,

e miara SNR utrzymuje si¢ na zblizonym poziomie przez bardzo wiele iteracji,

e brzegi obiektu na obrazie sa wyostrzane pomimo bardzo znacznych zaktdcen.

—— K=200 —— K=50 —— K=100 —— Kadapt. |
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Rysunek 2-16: Miara SNR dla filtracji modelu PM, funkcja g;, zaszumienie obrazu testowego o, = 400.

Ostatnia z wymienionych cech odréznia charakter tej filtracji od filtracji liniowej. Brzegi w
przypadku filtracji opartej na dyfuzji liniowej (rysunek 2-12) byly za kazdym razem rozmywane, podobnie
jak to si¢ dzieje w przypadku zle dobranej wartosci wspofczynnika K. Dobrze zrealizowana filtracja
nieliniowa dazy do wyostrzenia znaczacych brzegéw na obrazie. Rysunek 2-17 przedstawia wybrane iteracje

filtracji przy stalym K=100 oraz dla K dobieranego adaptacyjnie.

Rysunek 2-17: Wyniki filtracji dla wybranych iteracji (10, 30, 150) funkcja g;;gérny rzad - K=100, dolny rzad —
K adaptacyjne. Poczatkowe zaszumienie obrazu o, = 400.

Filtracja dla K=100 daje wizualnie nieznacznie lepsze efekty od filtracji liniowej przy tym samym

zaszumieniu. Natomiast wersja adaptacyjna algorytmu pozwala na uzyskanie bardzo wyraznego
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rozgraniczenia pomigdzy obiektem, a otoczeniem. Miara SNR przyjmuje w tym przypadku podobna warto$¢,
jednak brzegi obiektu sa znacznie lepiej odtworzone. Jest to jeszcze lepiej widoczne dla wyniku filtracji przy

800 iteracjach przedstawionego na rysunku 2-18.

0 100 200 300 400

Rysunek 2-18: Wyniki filtracji po 800 iteracjach, K adaptacyjne, funkcja g;; detekcja krawedzi;
funkcja obrazu dla linii y=150. Poczatkowe zaszumienie obrazu o, = 400.

Zgodnie z teoretycznymi zatozeniami proces dyfuzji w nieskonczonosci dazy do jednolitej wartosci
funkcji na calym rozpatrywanym obszarze. Wartos¢ ta jest srednia jasnosci pikseli obrazu poczatkowego,
ktora pozostaje niezmieniona po kazdej iteracji filtru skonstruowanego jako realizacja procesu dyfuzyjnego.
Rysunek 2-18 pokazuje, ze przy uzyciu nieliniowej wersji filtru mozliwe jest uzyskanie dobrego
rozréznienia obiektu od tta nawet w przypadku bardzo duzej poczatkowej degradacji informacji.
Wprowadzenie sygnatu zakldcajacego do obrazu spowodowato:

e Degradacj¢ krawedzi, ktorych rekonstrukcja nie jest w petni mozliwa bez dodatkowej wiedzy.
Nalezy zauwazy¢, ze degradacja krawgdzi w przypadku dyfuzji nieliniowej (rysunek 2-18) ma
inny charakter niz w przypadku dyfuzji liniowej (rysunek 2-12). Z punktu widzenia segmentacji
obrazow wynik uzyskany dla dyfuzji nieliniowe;j jest bardziej praktyczny.

e Zmiang S$redniej jasnosci obrazu. Wykres dla jednej linii obrazu na rysunku 2-18 pokazuje, ze
poczatkowe obszary o maksymalnej i minimalnej jasnos$ci ostatecznie zostaly sprowadzone do
jasnosci o mniejszych réznicach.

e Powstawanie nowych obszarow o jednolitej jasnosci — jest to specyficzny efekt wynikajacy z
charakteru rozpatrywanej nieliniowej filtracji.

We wszystkich przeprowadzonych eksperymentach wspotczynnik K byt wyznaczany za pomoca
zaleznos$ci (2 — 57). Za kazdym razem przyjeto parametr skalujacy & na poziomie 0.9. Wiasnosci filtracji
moglyby nieznacznie ulec zmianie po przyjeciu innej wartoSci parametru 4. Z obserwacji w trakcie
przeprowadzania eksperymentow mozna stwierdzi¢, ze wspotczynnik skalujacy w mniejszy sposob wpltywa

na jakos$¢ uzyskiwanych wynikoéw. Stad jego dobor jest tatwiejszy niz prawidtowy dobor wspotczynnika K.

Wyniki filtracji przy uzyciu alternatywnej funkcji stopujacej
Charakter filtracji zmienia si¢ w przypadku uzyciu funkcji g,, jako funkcji stopujacej. Wyniki
skutecznosci filtracji syntetycznego obrazu testowego o niewielkim zaszumieniu o, = 40 przedstawione sg

na rysunku 2-19.
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—— K=10 —— K=20 —— K=50 — K=100 - K adapt.
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Rysunek 2-19: Miara SNR dla filtracji modelu PM, funkcja g, zaszumienie obrazu testowego o, = 40.

Dla funkcji g, potrzebne sa mniejsze warto$ci parametrow, aby uzyska¢ podobna szybkosé filtracji,
jak w przypadku funkcji g; (patrz rysunek 2-4). Proces jest bardziej wrazliwy na uzycie zbyt duzego
parametru K, co moze powodowac znaczne rozmycie krawgdzi na obrazie i szybki spadek miary SNR.
Jednak w tym przypadku przyjecie adaptacyjnej wersji algorytmu ze wzgledu na parametr K, daje bardzo
dobre efekty. Filtracja powoduje szybki wzrost miary SNR dla poczatkowych iteracji, a nast¢pnie stabilne

zachowywanie brzegéw na obrazie w kolejnych krokach.

b A A 4

Rysunek 2-20: Wyniki filtracji dla 30 iteracji z parametrem K=20, 50 oraz dla wersji adaptacyjnej, funkcja g,.
Poczatkowe zaszumienie obrazu o, = 40.

— K=10 — K=20 —— K=680 —— K=100 - K adapt.
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Rysunek 2-21: Miara SNR dla filtracji modelu PM, funkcja g,, zaszumienie obrazu testowego o; = 400

Rysunek 2-20 przedstawia wynik filtracji po 30 iteracjach dla wartosci K=10, 50 oraz wersji

adaptacyjnej. Widoczne jest, ze dla matego K taka liczba iteracji jest niewystarczajaca do pelnego
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odszumienia obrazu (patrz wykres 2-19). Wigksze K powoduje szybkie rozmywanie brzegéw zaraz po
usunigciu z obrazu wigkszosci szumu. Adaptacyjny dobor wspolczynnika K daje bardzo dobre efekty
filtracji, ktore poprawiaja si¢ dla kolejnych iteracji.

Charakter filtracji przy uzyciu funkcji g, jest podobny przy przetwarzaniu obrazu testowego z duzym
zaszumieniem o, = 400 (rysunek 2-21). W tym przypadku nawet male wartosci parametru K powoduja
powolny, ale stabilny wzrost miary SNR. Uzycie adaptacyjnej wersji algorytmu réwniez w tym przypadku
pozwolito uzyska¢ dobra jako$¢ obrazu. Na rysunku 2-22 pokazany jest efekty filtracji mocno

zaszumionego obrazu przy uzyciu adaptacyjnej wersji algorytmu z funkcja g, po 150 iteracjach.
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Rysunek 2-22: Wyniki filtracji dla 150 iteracji, K adaptacyjne, funkcja g,; detekcja krawedzi; funkcja obrazu
dla linii y=150. Poczatkowe zaszumienie obrazu o, = 400.

W poréwnaniu do analogicznej filtracji przy uzyciu funkcji g; (rysunek 2-18) uzyskuje si¢ obraz,
ktory ma usunigte wigkszo$¢ z zaklocen kosztem specyficznej degradacji krawegdzi. Obiekt na
przedstawionym obrazie wynikowym ma delikatnie bardziej rozmyte krawedzie, jednak caly czas mozliwe
jest jego jednoznaczne rozroznienie od tla. Rowniez detekcja krawedzi pokazana na rysunku 2-22 wskazuje
na mozliwo$¢ dobrego wyodrgbnienia poszukiwanego obiektu na obrazie. Wykres funkcji wybranej linii z
obrazu wynikowego wskazuje na zmigkczenie krawedzi, ktore nadal jednak pozostaja stabilne. Znaczna
zaleta uzyskanego wyniku jest brak niewielkich jednolitych (pod wzgledem jasnosci) obszarow powstatych

w poprzednim przypadku na skutek btednego wyostrzenia obszaréw zaszumionych.

Wyniki filtracji dla roznych wartosci parametru A

Filtry realizujace nieliniowe rownanie dyfuzji parametryzowane sa takz¢ wspotczynnikiem A. Krotko
zostana zaprezentowane wtasnosci filtracji w zalezno$ci od wartosci tego wspotczynnika.

Parametr 4 w réwnaniu (2 — 60) nie wptywa znaczaca na wyniki uzyskiwane przez zastosowanie
filtracji PM. Decyduje on o szybkos$ci dyfuzji przeprowadzanej w kazdej iteracji. Aby zostala zachowana
stabilno$¢ schematu dyskretyzacji rownania rézniczkowego, wspdlczynnik ten nie moze by¢ wigkszy niz 1.
Na rysunku 2-23 przedstawiono miar¢ SNR w funkcji iteracji dla kilku warto$ci wspolczynnika /=4/4. Przy
uzyciu funkcji stopujacej g; oraz g,. Eksperyment wykonano dla obrazu testowego o zaszumieniu o; = 40.

W przypadku funkcji g, filtracja wspotczynnik 4 wptywa jedynie na poczatkowy przebieg filtracji.
Na wykresie wyraznie widoczny jest wolniejszy wzrost miary SNR dla poczatkowych iteracji w przypadku
zastosowania /=0.1. Od okoto 80 iteracji wyniki filtracji (wedlug przyjetej miary) nie zaleza znaczaco od

przyjetej wartosci A.
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|— g1,1=01 —— g1,1=0.2 —— g1,1=0.25 - g2,1=01 —— g2,1=0.2 —— g2,[=0.25
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Rysunek 2-23: Miara SNR dla filtracji modelu PM, funkcje g5, g;, dla réznych warto$ci parametru /I=1/4.
Zaszumienie obrazu testowego o;, = 40.

Charakter filtracji zmienia si¢ w zaleznos$ci od wartosci A przy uzyciu funkcji g;. W tym przypadku
zmniejszenie 4 wptywa nie tylko na poczatkowa szybkos$¢ filtracji. Rowniez dla bardzo wielu iteracji miara
SNR zostata w znaczacy sposOb zmniejszona przy zastosowaniu mniejszego wspoiczynnika. Wynika to
prawdopodobnie z charakteru funkcji g;, ktorej uzycie w poprzednich eksperymentach prowadzito do
uzyskanie wynikow, ktore nie zostaly catkowicie odszumione. Przy uzyciu adaptacyjnego wyznaczania
parametru K w poczatkowej fazie filtracji zostaje usunigte najwigcej zaklocen. Po automatycznym
zmniejszeniu wartosci K, szybkos$¢ dyfuzji jest globalnie zmniejszona. Mniejsza szybko$¢ w poczatkowe;j
fazie odszumiania (przez uzycie parametru A o mniejszej wartosci) powoduje, ze w chwili przejscia do fazy
spowolnionej dyfuzji, obraz jest gorzej odszumiony. Stad bardziej rownolegte wykresy miary SNR dla
funkcji g;.

W praktyce najczesciej stosuje si¢ maksymalna warto$¢ wspotczynnika 4=0.25. Nie wyklucza to
jednak specyficznych zastosowan, kiedy pozadane jest zmniejszenie szybkosci dyfuzji przez mniejsza

warto$¢ tego wspotczynnika.

2.6.4 Poréwnanie skutecznosci filtracji obrazow rzeczywistych

Przebieg filtracji dla obrazéw rzeczywistych (na przyktad fotografii) moze by¢ inny niz dla obrazu
wygenerowanego syntetycznie. W poprzednim podrozdziale zaprezentowane zostaty wyniki badania obrazu
syntetycznego. Pozwolitlo to na przyblizenie wlasnosci dziatania filtrow opartych na procesie dyfuzji
opisanej rownaniami rézniczkowymi. Krotko zostanie zaprezentowane porownanie skuteczno$ci dzialania
filtrow na przyktadzie rzeczywistego obrazu testowego (rysunek 2-24).

Poréwnanie obrazu na rysunkach 2-24 oraz oryginalnej wersji 2-5 pokazuje, ze wprowadzony szum
znaczaco wpltywa na jako$¢ oraz zawarto$¢ znaczeniowa. Na podstawie detekcji krawedzi (zrealizowanej

jako norma gradientu) mozliwe jest odrdznienie jedynie najbardziej istotnych ksztattow.
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Rysunek 2-24: Zaszumiony obraz testowy nr 1, detekcja krawedzi, przebieg funkcji
wybranej linii obrazu (y=105). Zaszumienie obrazu o, = 16.

Na rysunku 2-25 przedstawiono wykres miary SNR w funkcji kolejnych iteracji procesu przy
zastosowaniu roznych wersji filtracji. Dla poréwnania umieszczono efekt dziatania filtru opartego na
liniowym procesie dyfuzji (kolor czerwony). Poniewaz wprowadzony szum ma rozktad Gaussa, to mozna si¢
spodziewac, ze liniowa filtracja pozwoli na uzyskanie bardzo dobrych efektéw. Umieszczono rowniez miary
SNR dla filtréw realizujacych filtracje nieliniowa przy uzyciu staltych oraz adaptacyjnych parametréw K dla

funkcji g; (wykresy w odcieniach niebieskiego), g, (wykresy w odcieniach zielonego).

—— G:sigma=0.3 PM: g1, K=10 —— PM: g1,K=20 —— PM: g1, K adapt. g2, K=5
- PM: g2, K=10 —— g2, K adapt.

0 50 100 150 200 250 300 350
iteracje

Rysunek 2-25: Miara SNR dla r6znego typu filtracji — rzeczywisty obraz testowy o zaszumieniu o, = 16.

Rodzaj filtracji Nr iteracji Max SNR [dB]
G: 0=0.3 186 19,43
PM: g1, K=10 53 13,39
PM: g1, K=20 11 18,16
PM: g1, K adapt. 5 20,43
PM: g2, K=5 36 18,45
PM: g2, K=10 13 19,88
PM: g2, K adapt. 5 20,63

Tabela 2: Maksymalna warto$¢ SNR w zaleznoSci od zastosowanej filtracji.
Powoli postgpujaca filtracja liniowa prowadzi do uzyskania dobrych efektow. Po okolo 180

iteracjach miara SNR wzrosta do 19,43 dB. Uzycie filtrow o wigkszym odchyleniu standardowym

powodowato szybsza filtracje, jednak po kolejnych iteracjach dawato gorsze efekty (analogicznie jak to byto
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w przypadku testow na obrazie syntetycznym). W tabeli zebrano maksymalne warto$ci miar SNR, ktore
udato si¢ uzyskac¢ w przypadku okreslonego rodzaju filtracji.

Filtry oparte na nieliniowym procesie dyfuzji daja inng charakterystyke wynikow niz w poprzednich
eksperymentach. Wigkszo$¢ z nich pozwala na poczatkowy znaczny wzrost miary SNR, jednak krétko po
tym nastgpuje znaczacy spadek. Obserwuje si¢, ze szybko$¢ tego spadku jest wigksza dla sytuacji, gdy
poczatkowo nastgpowata szybka poprawa jakosci obrazu. Ostatecznie sposrod przebadanych konfiguracji
parametrow jedynie adaptacyjne wersje filtrow oraz przypadek filtracji z funkcja g, przy K=10 pozwolit
uzyska¢ wyniki lepsze niz filtracja liniowa. W tym przypadku miara SNR nie pozostawata na ustalonym
poziomie, jak to bylo dla testow na obrazie syntetycznym.

Znaczny spadek jakosci dla filtrow nieliniowym wynika z dwoch czynnikow: specyfiki filtracji oraz
zastosowanej miary porownawczej. Miara SNR nie uwzglgdnia jakoSci obrazu z punktu widzenia
zachowania ostrosci brzegow. Wyzsza jako$¢ moze by¢ uzyskana, jezeli odpowiadajace sobie wartosci
jasno$ci punktéw sa zblizone. Filtracja nieliniowa dazy natomiast do ujednolicenia obszaréw, na ktorych nie
wystgpuja znaczace krawgdzie. Moze powodowac to utrate informacji w przypadku obrazow, gdzie
wystepuja naturalne tekstury reprezentujace informacje o obiekcie. Filtracja liniowa rozmywa obszary
tekstur w sposob jednostajny. Filtracja nieliniowa dazy do szybkiego ujednolicenia tych obszaréw, na
ktorych norma gradientu jest zbyt mata. Ostatecznie w przypadku liniowej filtracji utrata informacji na
obrazie w zwiazku z rozmyciem krawedzi jest wolniejsza niz utrata informacji w zwiazku z utrata tekstury
przy filtracji nieliniowe;.

W przypadku badania obrazu syntetycznego sytuacja byta odwrotna. Istota informacji o obrazie
zawarta byla w krawedziach obiektu. Obiekt nie byt pokryty tekstura, ktéra niostaby ze soba dodatkowa
informacjg. Filtracja nieliniowa powodowala usuwanie zaklocen z obrazu wraz z jednoczesna degradacja
informacji o krawedziach. Filtracja nieliniowa usuwata zanieczyszczenia wyostrzajac (do pewnego stopnia)
krawedzie. W zwiazku z tym nie wystgpowala dodatkowa utrata informacji, wigc przebieg procesu
stabilizowat si¢ az do chwili, w ktorej krawedzie zaczynaly by¢ rozmywane. Stad tez wynikala inna
charakterystyka dla miary SNR okreslajacej jakos¢ otrzymanego po filtracji obrazu.

Na rysunku 2-26 przedstawiono obrazy wynikowe dla wybranych iteracji przy zastosowaniu filtracji
liniowej oraz adaptacyjnych wersji filtracji nieliniowej. Do prezentacji wybrano te iteracje, dla ktorych
uzyskano maksymalng wartos¢ SNR. W dolnym rzedzie znajduje si¢ powigkszony dwukrotnie wynik
detekcji krawedzi. Nalezy zwroci¢ uwage na rozmycie krawedzi w przypadku zastosowania filtru liniowego.
Filtry nieliniowe powoduja natomiast wyostrzenie tych krawedzi, ktore charakteryzuja si¢ duza norma
gradientu. W przypadku drobnych detali (tekstura powierzchni lisci itd.) informacje sa rozmywane szybciej
niz jest to w przypadku filtru liniowego. Efekt ten jest jeszcze lepiej widoczny dla filtracji nieliniowej przy

ustalonym parametrze K — otrzymane wyniki przedstawione sa na rysunkach 2-27 oraz 2-28.
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Rysunek 2-26: Wynik dzialania filtréw: liniowego 0=0.8 (iteracja 180), PM g; adaptacyjny (iteracja 5),
PM g, adaptacyjny (iteracja 5); dolny rzad — detekcja krawedzi.

Rysunek 2-27: Wynik dzialania filtru nieliniowego g;: k=10, it=53, SNR=13,39 dB; k=20, it=11, SNR=18,16 dB.

Rysunek 2-28: Wynik dzialania filtru nieliniowego g,: K=5, it=36, SNR=18,45 dB; k=10, it=13, SNR=19,88 dB.
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Na rysunku 2-27 widoczne sa charakterystyczne pojedyncze punkty, ktére nie zostaty usunigte przez
proces filtracji wykorzystujacy funkcje g;. Punkty te charakteryzuja si¢ duza wartos$cia gradientu i przy
ustalonym parametrze K sa btednie traktowane jako element krawedzi. Czgsto pozostaja widoczne nawet dla
bardzo wielu iteracji. Efekt taki nie wystepuje w przypadku uzyciu funkcji g,. Szczegdlnie ostatni z
przedstawionych eksperymentow dla K=10 (rysunek 2-28) pozwolit na uzyskanie bardzo dobrego wizualnie
efektu. Szum wystepujacy na obrazie zostal w duzej czesci usunigty, krawedzie pozostaly stabilne, a drobne
szczegbly tekstury na lisciach nie zostaty znaczaco zdegradowane.

Wiasciwy dobor wspoétczynnikéw procesu jest bardzo istotny z punktu widzenia jakosci
uzyskiwanych wynikéw. Rownie istotne jest okreslenie liczby iteracji, ktore pozwalaja na uzyskanie obrazu
0 pozadanej jakosci. W praktyce okreslenie tych parametrow czg¢sto zalezy od rodzaju przetwarzanego

obrazu oraz od stopnia jego zaszumienia.

2.7 Podsumowanie metod filtracji obrazéw

W rozdziale zostal zaprezentowany przeglad metod przetwarzania obrazoéw opartych na procesach
dyfuzyjnych opisanych réwnaniami rozniczkowymi czastkowymi. Przedstawiony zostal liniowy oraz
nieliniowy model procesu [79] pozwalajacego na filtracjg obrazoéw. Pokazano w jaki sposob odpowiednia
dyskretyzacja rownania rézniczkowego ([30], [59]) pozwala na konstrukcj¢ filtru przestrzennego o
okreslonych wlasciwosciach. Przedstawiony zostal réwniez przeglad podstawowych metod regularyzacji
uktadoéw réwnan pozwalajacych na wyznaczenie stabilnych numerycznie obliczen. Szczegolnym rodzajem
regularyzacji, znaczaco wplywajacej na charakter dziatania filtru jest wprowadzenie anizotropowego
wspotczynnika dyfuzji, co zostalo zaproponowane w [107].

Zastosowanie nieliniowego modelu typu Perona-Malik daje bardzo dobre wyniki. Przeprowadzono
szereg dos§wiadczen, ktore pozwolity na okreslenie praktycznych wiasciwosci tak skonstruowanego filtru.
Wyniki eksperymentéw pokazuja, ze filtr tego typu pozwala na skuteczne odszumianie obrazéw. Po
odpowiednim doborze parametréw uzyskane wyniki byly porownywalne, a wielokrotnie lepsze od filtru
opartej na procesie liniowym (wedlug miary SNR). Efekt wizualny zastosowania filtracji nieliniowe;j
prowadzi do wyostrzenia krawedzi na obrazie. Wynik filtracji liniowej i nieliniowej o poréwnywalnej mierze
SNR znaczaco r6zni si¢ z punktu widzenia wyrazistosci krawedzi. Dla modelu PM brzegi obiektow przez
bardzo wiele iteracji pozostawaty stabilne.

Otwartym problemem pozostaje kwestia doboru parametrow oraz liczby iteracji potrzebnych do
uzyskania optymalnych wynikow filtracji. Zostata przetestowana adaptacyjna wersja algorytmu filtracji PM
wyznaczajaca warto$¢ wspolczynnika K na podstawie $redniej normy gradientu (na podstawie propozycji
przedstawionych w [79]). W wielu przypadkach wersja ta pozwala na uzyskanie bardzo dobrych wynikow
prowadzacych do osiagnigcia stabilnego punktu minimum w procesie filtracji. Jednak w przypadku obrazow
rzeczywistych (zdjgcia, obrazy z duza liczba szczegdtow) proces PM jest bardzo wrazliwy na wilasciwy
dobor parametru oraz liczbg iteracji. Za duza liczba krokéw filtracji prowadzi do znacznej utraty jakosci

obrazu zarowno pod wzgledem warto$ci miary SNR, jak i ostrosci krawedzi.
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Przeprowadzone eksperymenty pozwolity na doktadng analiz¢ metod filtracji opartych na procesach
dyfuzji opisanych rownaniami rézniczkowymi czastkowymi. Wynikiem tego jest propozycja uwzglednienia
w algorytmie globalnej wiedzy o strukturze geometrycznej obrazu zaprezentowana w rozdziale 3. W
rozdziale 5 zostanie zaprezentowane uogolnienie metod liniowej i nieliniowej filtracji na przestrzen
kwaternionéw jednostkowych S° z uwzglednieniem specyfiki parametryzacji przestrzeni rotacji

poruszajacego si¢ obiektu.
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Rozdziat 3

Propozycja uwzglednienia w procesie filtracji globalnej
wiedzy o strukturze geometrycznej obrazu

Przedstawione w rozdziale 2.5 modele procesu dyfuzji same w sobie realizuja uwzglednienie
dodatkowej wiedzy w procesie filtracji. Standardowy izotropowy model liniowy, ktorego rozwiazaniem jest
splot funkcji u z jadrem Gaussa nie bierze pod uwage zadnych dodatkowych czynnikéw. Konstrukcja tego
typu filtracji zaktada jedynie, ze szum, ktoéry powinien by¢ usunicty ma rozktad normalny o zerowej wartosci
sredniej. Jednak czesto w praktyce struktura zaktocen nie jest znana, wigc ten sam filtr stosuje si¢ do szumu
o zr6znicowanym rozktadzie.

Model nieliniowy Perona-Malik w prosty sposob uwzglednia strukture obrazu przez wprowadzenie
estymatora krawedzi w postaci uzaleznienia wspotczynnika dyfuzji od gradientu funkcji Vu . Anizotropowy
model zaproponowany przez Weickerta [107] jeszcze bardziej rozbudowuje czynnik opisujacy strukturg
obrazu, co pozwala na polepszenie jakosci filtracji dla pozostatych cech charakterystycznych (np. narozniki,
struktury o wysokiej spojnosci, itd.).

W rozdziale 3 zostanie przedstawiona propozycja autora uwzglednienia w procesie filtracji
informacji wynikajacych ze struktur geometrycznych wystepujacych na obrazie opisanych globalnie (w
przeciwienstwie do informacji lokalnych takich jak gradient lub tensor dyfuzji). Przedstawiona propozycja
jest uogdlnieniem metod opisanych w pracach [30], [85], [86], w ktorych proces filtracji projektowany jest
pod katem specyficznego zastosowania. W podrozdziale 3.1 zostang przedstawione metody zaprezentowane
w cytowanych pracach, a nastgpnie zaproponowany zostanie sposob sprz¢zenia nieliniowego procesu dyfuzji
z przestrzenia Hougha. W podrozdziale 3.2 znajduje sig krotkie wprowadzenie do konstrukcji transformaty

Hougha wykorzystywanej w dalszej konstrukcji sprzgzenia.

3.1 Przeglad istniejacych metod uwzgledniajacych dodatkowe
informacje

Podstawowym sposobem uwzglednienia wiedzy apriorycznej jest modyfikacja wspolczynnika
dyfuzji ¢ (lub D w przypadku realizacji filtracji anizotropowej). W zalezno$ci od tego, w jaki sposob

wspotczynnik tej jest modyfikowany mozna uzyska¢ modele o réznych wilasciwosciach. Przedstawione
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zostana dwa podejscia, ktore wystepuja w literaturze. Pierwsze z nich nie jest bezposrednim uwzglednieniem
wiedzy apriorycznej, jednak obrazuje, w jaki sposob informacje dodatkowe moga wplywac¢ na proces
filtracji. Model ten shuzy¢ bedzie jako podstawa do uogdlnienia metody wykorzystujacej whasnosci

geometryczne obiektow znajdujacych sig na obrazie.

3.1.1 Uwzglednienie informacji z wielokanatowego toru pomiarowego

W pracy [30] rozpatrywane jest przetwarzanie danych uzyskanych z badania metoda rezonansu
magnetycznego MRI. Przedstawione sa metody uzyte do dyskretyzacji zagadnienia poczatkowego (2 — 43)
dla przestrzeni trojwymiarowej (poniewaz dane uzyskane z badania obrazuja obszary tréjwymiarowe).
Dodatkowo wprowadzona jest modyfikacja, ktora uwzglednia wielokanalowe przetwarzanie informacji.
W trakcie pojedynczego rozpatrywanego badania MRI sa zapisywane informacje uzyskane z dwoch kanalow
pomiarowych. Oba kanaty byly skalibrowane tak, aby odczyty dotyczyly tych samych wspotrzednych w
przestrzeni 3D. Do pdzniejszego przetwarzania tak zgromadzonych danych proponowany jest nastgpujacy

uktad rownan rézniczkowych.

% = div(c1 (x,y,z,u,t)Vul) 3-1)
% = div(c2 (x,y,z,u,t)Vu, ), 3-2)

gdzie wspotczynniki ¢;,c, sa okreslone podobnie, jak to bylo w przypadku standardowego modelu Perona-

Malik w rownaniu (2 — 50). Poniewaz warto$ci z obu kanalow odnosza si¢ do tego samego rzeczywistego
obszaru, wigc funkcje estymatoréow krawedzi w obu tych przypadkach powinny by¢ ze soba skorelowane. W
zwiazku z tym zaproponowane zostalo, aby w kazdym kroku wyznaczony zostat wspolny wspotczynnik

dyfuzji na podstawie informacji z obu kanatow:
o (x,y,z,u,t) = g(“VuIH) (3-3)

¢, (%, y,z,u,0) = g(|Vu, ) G -4)

i )= g V| + Vi 69

cc(xayazauat) = f(Cl,Cz)= fqvul

b

3.1.2 Uwzglednienie informacji dotyczacych witasnosci geometrycznych

Praca [85], ktora nastepnie zostala zmodyfikowana i rozszerzona w [86] prezentuje sposob
uwzglednienia geometrycznych wiasnosci obiektow umieszczonych na obrazie. Rowniez w tym przypadku
autorzy biora pod uwage obrazy otrzymywane w trakcie badania serca metoda rezonansu magnetycznego.
Analizowane dane sa czterowymiarowe: 3 wymiary dotycza przestrzeni badanego obiektu, czwarty wymiar
dotyczy czasu, w trakcie ktorego badanie bylo wykonywane. Uzywany model filtracji oparty jest na
standardowym modelu Perona-Malik zaprezentowanym w poprzednich rozdziatach. Uogolnienie dla
przypadku czterowymiarowego jest przeprowadzone bez dodatkowych modyfikacji. Uwzglednienie wiedzy

apriorycznej jest realizowane przez zmiang wspotczynnika dyfuzji D podobna, jaka zostata zastosowana w
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poprzednim przypadku. Proponowana w pracach filtracja opisana jest nast¢pujacym roéwnaniem
roézniczkowym:

ou(x,y,z,7,t)

= div(DV _
= div(DVu), (3-6)

(@)

gdzie wspotczynnik dyfuzji D jest iloczynem dwoch elementow: macierzy wspotczynnika D’ realizujacej

wielowymiarowa funkcje¢ stopujaca odpowiadajaca rownaniu (2 — 47) oraz macierzy wag p")
uwzgledniajacych wiedzg dodatkowa.
D=D" W (x,y,z,7) (3-7)

(@)

rr

Macierz D'%) jest macierza diagonalna, ktorej elementy D)’/ reprezentuja wartosci wspotczynnika

dyfuzji dla kolejnych wymiaréw problemu:

D =g (v :

T (vl Y G-
k

gdzie r e {x, Vv, Z,T} jest indeksem wymiaru, natomiast g, oznacza funkcj¢ stopujaca dla wymiaru m .

u

Wspotczynniki & sa obliczane analogicznie, jak to bylo zaproponowane w pracy [79], czyli w kazdej

P
iteracji na podstawie oszacowania szumu (0,9 wartosci catki histogramu gradientu dla wybranego wymiaru).
(G)

W ogolnosci macierz D’ nie musi by¢ diagonalna, dzigki czemu otrzymywany proces nabiera cech

anizotropowych. Jednak w cytowanej pracy taka mozliwo$¢ jest jedynie zasygnalizowana bez dalszej
analizy.
Macierz wspotczynnikow D" jest tworzona na podstawie informacji apriorycznej typowej dla

danego procesu. Autorzy podaja, ze w przypadku przetwarzania danych z rozpatrywanego badania mozna

okresli¢ nastgpujace informacje uzyteczne w procesie filtracji.

Struktura geometryczna

e Obserwowany obiekt ma w przyblizeniu ksztatt cylindryczny
e W plaszczyznie x-y obiekt ma ksztatt okregu (lub nieznacznie zdeformowanego okregu), ktorego
potozenie nie zmienia si¢ w trakcie catego badania (lub zmienia si¢ w niewielkim stopniu).
e Promien obiektu wzdhuiz osi z zmienia si¢ w sposob ciagly — mozna przyjac¢, ze piksel na
krawedzi obiektu nie ma bezposredniego sasiedztwa z krawedzia wzdtuz osi z.
Zaktadajac, ze znany jest $rodek okrggu (xo , yo) reprezentujacego obiekt badania okreSla sig
wspotczynniki wag, ktore powoduja, ze dyfuzja jest zatrzymana w kierunku prostopadtym do okregu. Dzigki
temu krawedzie obiektu nie zostana rozmyte z otoczeniem w przypadku, gdyby kontrast byl w tym

przypadku zbyt maty. W cytowanej pracy proponowane jest przyjgcie nastepujacych wag:
DY (x, ) =[sin(6(x, »)) 3-9)
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D;;V) (x,y) = |cos(t9(x,y)] , (3-10)
gdzie H(x, y) = arctan(%} 3-11)
0

jest katem okres$lajacym lokalnie zdefiniowany uktad wspotrzednych biegunowych.
Zmienno$¢ obiektu wzdtuz osi z modeluje si¢ rowniez za pomoca funkcji trygonometrycznej przy

uwzglednieniu odpowiednio dobranych wspotczynnikow:
D" (z)=lsin(e.z+4.) (G-12)

Parametry @_,¢, sa wyznaczane tak, aby wspotczynnik DEZW ) odpowiadat danym reprezentowanym

na obrazie. Autorzy nie podaja jednak metody na wyznaczenie tych parametrow, co pozwala przypuszczac,

ze byly one okreslane apriorycznie metoda prob i btedow lub przy uzyciu innych zrédet wiedzy.

Dynamika obiektu

e Korelacja danych zmienia si¢ w czasie i zalezy od szybkosci, z jaka nastepuja fazy skurczowe

oraz rozkurczowe serca.

Oznacza to, ze dane, ktore zostaly zarejestrowane w czasie szybkiej akcji serca sg ze soba stabiej
skorelowane ze wzgledu na duza zmiennos$¢ procesu w czasie. W sytuacji, gdy serce porusza si¢ wolniej
dane nastgpujace po sobie (wzdhuz osi 7 ) sa ze soba bardziej skorelowane. W cytowanej pracy proponuje
si¢ przyja¢ nastgpujacy wspotczynnik wagowy, ktory w przyblizony sposob opisuje rytm skurczowo-
rozkurczowy:

D (z)=cos(w,z+ 4, ) (3 -13)

Model ten jest znacznie uproszczony, gdyz nie uwzglednia asymetrycznego sposobu bicia serca

(rozne tempo skurczOw i rozkurczow). Okreslenie parametrow ., rowniez wymaga dodatkowych

obliczen, dla ktorych nie podano automatycznej procedury. Czgstotliwo$¢ @, proponuje si¢ przyjac jako:

CU_Z—H 3-14
= (-14)

c

gdzie 7, jest okresem cyklu bicia serca (czasem pomigdzy kolejnymi skurczami). Fazg @, mozna przyjac

rowna 0, jezeli badanie rozpoczeto si¢ w chwili, gdy rozpoczynat si¢ okres spoczynku.

Przedstawiony model obiektu jest uproszczony. Rowniez diagonalna macierz wspotczynnikow

wagowych D" jest zrealizowana bez uzycia dodatkowych korelacji miedzy poszczegolnymi wymiarami.

Korelacje takie sa mozliwe przez uwzglednienie bardziej skomplikowanego modelu, ktory réwniez na

poziomie wspodtczynnikéw realizowatby anizotropowy charakter procesu. W takim przypadku macierz D"
nie bylaby diagonalna. W pracy [86] zostato pokazane, ze przyjecie tak zmodyfikowanego wspdlczynnika
dyfuzji pozwala na przeprowadzenie filtracji o nowych wtasciwosciach. Proces mial ciekawe wlasciwosci

przy przetwarzaniu syntetycznych danych, ktére reprezentowaty nie tylko okrggi, ale rowniez koncentryczne
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kwadraty. Wspotczynniki wagowe okreslone réwnaniami (3 —7), (3 —8) pozwolily na wprowadzenie

dodatkowej informacji o przetwarzanym obiekcie.

3.2 Standardowa transformacja Hougha

W niniejszej pracy proponowana jest metoda uogolnienia sposobu uwzgledniania dodatkowej
informacji w procesie filtracji. Jest ona oparta na probie dodatkowego okreslenia ksztattu (lub ksztattow)
struktury interesujacych obiektow na przetwarzanym obrazie. Zmodyfikowana posta¢ estymatora bedzie

oparta na przestrzeni Hougha, ktorej podstawowe whasciwosci zostang krotko zaprezentowane.

3.2.1 Konstrukcja transformacji

Transformacja Hougha polega na wyznaczeniu warto§ci w przestrzeni parametrycznej (o postaci
zaleznej od przyjete] parametryzacji) odpowiadajacym krzywym, ktore znajduja si¢ na przetwarzanym
obrazie. Oryginalna wersja transformacji realizowata wykrywanie linii prostych, co zostalo opisane we
wniosku patentowym ztozonym w 1962 roku. Jej sformutowanie do wykrywania krzywych analitycznych

podane zostalo w [24]. Zbidr punktow nalezacych do pewnej z gory okreslonej krzywej f (zdefiniowanej w

przestrzeni R> przez N parametrow a;, ..., ay) moze by¢ opisany jako [113]:

Ao ={x3)e R fi, (. 0) = 0f (3-15)
Z punktu widzenia transformacji interesujaca jest relacja opisujaca projekcje wsteczna, czyli

okreslajaca zbior parametréw krzywej £, ktore dla ustalonego punktu (x, y) spelniaja rownanie krzywej. W

réwnaniu zostaje zamienione znaczenie ustalonych parametréw i zmiennych:

A, = {(al,...,aN)e R :f(xyy)(al,...,aN)z O} (3-16)
Transformacja Hougha HT (al i N) dla obrazu u(x, y) okreslonego na €2 jest okreslona jako:
HT(a,,.oay)= D h, y(ay..ay), G-17)
(xf,Y[)EQ
gdzie

1 daf,  a,..,ay)=0
(I (e aN):{ o ) (3-18)

0 w przeciwnym wypadku

Podstawowym zastosowaniem transformacji Hougha jest detekcja linii prostych, ktére moga by¢
opisane nastgpujacym rownaniem:

xcos(a)+ ysin(a)—r =0 3-19)

Przestrzen parametrow w tym przypadku jest dwuwymiarowa (r,a), gdzie re [— v, v],

ace [0, amax). Zwykle przyjmuje si¢ o, =11, natomiast warto$¢ v jest uzalezniona od wielkosci obszaru

(), na ktérym okreslono obraz.
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Transformacja Hougha dla linii prostych i obrazéw binarnych jest szczegdlnym przypadkiem

transformacji Radona okreslonej wzorem:

RT(r,a)= T Tu(x, 1)8(x cos(er)— ysin(a)— r)dxdy (3-20)

Jako wynik dziatania transformaty otrzymuje si¢ warto$ci punktow w przestrzeni parametrow
(zwana przestrzenia Hougha) zdefiniowanej przez przyjecie odpowiedniej parametryzacji. Znalezienie
maksymalnych warto$ci elementow przestrzeni pozwala na okreslenie najbardziej istotnych struktur
wystepujacych na obrazie. Metoda pozwala wigc na znalezienie parametrow krzywych, ktore z najwigkszym
prawdopodobienstwem wystgpuja na obrazie. Nie jest to tozsame z samymi krzywymi — detekcja

konkretnego potozenia krzywych wymaga dalszej analizy.

3.2.2 Aspekty implementacyjne

W praktyce wszystkie parametry przestrzeni Hougha podlegaja kwantyzacji. Dla mniejszych krokéw
kwantyzacji uzyskuje si¢ wigksza doktadnos¢ detekcji obiektu. Z drugiej strony nalezy pamigtaé, ze pociaga
to za soba wydtuzenie czaséw operacji, co przy duzej ztozonos$ci obliczeniowej calej transformaty moze by¢
znaczace.

Wyznaczenie przestrzeni Hougha realizowane jest na podstawie wynikow detekcji krawedzi na
obrazie. Tworzona jest tablica zwana akumulatorem reprezentujaca przestrzen parametrow. Rozmiar
akumulatora zalezy od kroku kwantyzacji dla kazdego parametru.

Transformata dla linii prostych obrazu binarnego moze by¢é wyznaczona przez nastgpujaca

bezposrednia implementacjg:

Algorytm 1: Transformacja Hougha dla linii prostych na obrazach binarnych.

Parametry: §,,S, -liczba krokoéw kwantyzacji odpowiednio dla parametréow o, 7

Oznaczenia: A — tablica akumulatora przestrzeni Hougha; k, = —— - krok kwantyzacji parametru « ; k, - krok
S

a

kwantyzacji parametru 7

Inicjalizacja: Przygotuj tablicg akumulatora A o rozmiarze [Sr S, ]; poczatkowo tablica zawiera wartosci 0

krok 1: Dla kazdego piksela obrazu (xl.,yl.)EQ, ktérego wartos$é u(xi,yl.)=1:

krok 2: przypisz =0

krok 3: WyZnacz a':i-ka

krok 4: wyznacz =X, cos(a')+ y,sin(a')

krok 5: zwieksz odpowiednia kombérke tablicy A(LF'/kr,OK'J)= A(Lr’/kr,a‘J)+1
krok 6: przypisz [<—i+1

krok 7: jezeli [<S,, wré¢ do kroku 4
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Wida¢, ze tak zastosowany algorytm ma duzg zlozono$¢ obliczeniowa. Jednak z drugiej strony w
prosty sposob mozna zastosowa¢ rownolegle obliczenia pozwalajace na sprzgtowa realizacjg
przeksztatcenia [95]. Obecnie produkuje si¢ wiele specjalizowanych uktadow wyznaczajacych tego rodzaju
transformate.

Przy rozpatrywaniu obrazéw w skali szaro$ci (zamiast binarnych) w praktyce stosuje si¢ progowanie

w warunku sprawdzanym w kroku 2 algorytmu, ktory przyjmuje postac:
u(x,y,)2 &, (3-21)
gdzie & oznacza jasno$¢ piksela. W przypadku obrazow zaszumionych progowanie pozwala uzyska¢ mniej

zakldcona przestrzen Hougha. Podejscie jest czgsto uzywane w przypadku detekcji ksztalttow na podstawie
krawegdzi. Przy takim zastosowaniu mozna réwniez zamieni¢ zliczanie pikseli w kroku 6 na sumowanie
wartosci:

A(l_r'/ k. J, a') = A(\_r'/kr J, a')+ u(xi, yl.) (3-22)

Wybor, ktéra wersja obliczen ma by¢ stosowana zaleze¢ bedzie od konkretnego zastosowania.

W przypadku, gdy na rozpatrywanym obrazie znajduje si¢ duza liczba szczego6téw moze okazac sie,
ze z otrzymanej tablicy akumulatorowej przestrzeni Hougha bardzo trudno jest wyznaczy¢ maksimum
reprezentujace poszukiwany ksztatt. Przetworzenie akumulatora przez zastosowanie odpowiednio dobranego
filtru przestrzennego (opartego na dyskretnym splocie opisanym w rozdziale 2.4) pozwala na uwypuklenie
interesujacych maksimow. Mozna pokaza¢ [113], ze dla algorytmu realizujacego wyznaczanie linii prostych
na obrazie bardzo dobre efekty pozwala uzyska¢ zastosowanie tzw. filtru butterfly. W praktyce filtr ten

realizuje si¢ przy pomocy maski o nastgpujacych parametrach:

0 -2 0
M,=/1 2 1 (3-23)
0 -2 0

Sposodb filtracji parametrow zaleze¢ bedzie od uzywanego wariantu metody. Maska Mg uzywana jest
w przypadku transformacji dla linii prostych.

Powstato rowniez bardzo wiele modyfikacji oryginalnego algorytmu. W$rdéd nich warto wspomnie¢ o

kilku wyznaczajacych gtowne kierunki badan dotyczacych tego typu transformacji:

o modyfikacje oparte na uogdlnionej transformacji Hougha [5] pozwalajace na detekcj¢ dowolnych
ksztaltow (nie tylko krzywych, ktére maja analityczny opis), np. zaktadajace nieregularnosc¢
ksztattow poszukiwanego obiektu [84]; optymalizacje i implementacje transformaty do
przetwarzania danych w czasie rzeczywistym [102];

e hierarchiczna transformacja Hougha polegajaca na wyznaczaniu transformaty dla linii prostych
na podobszarach obrazu i dalszego aczenia ich na wyzszych poziomach [109];

e adaptacyjne transformacja Hougha [44], gdzie automatycznie dobierany jest rozmiar

akumulatora;
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szybka transformacja Hougha [36] oparta na dynamicznym zwigkszaniu rozdzielczosci
przestrzeni parametréw w przypadku, gdy w danym obszarze moze wystapi¢ poszukiwany
ksztalt;

probabilistyczna transformacja Hougha [58], [73] operujaca na losowo wybranej podgrupie
pikseli, co w praktyce czgsto wystarcza do detekcji poszukiwanych ksztaltow;

transformacja dla obiektow trojwymiarowych odwzorowanych na obrazie [37], [99].

Pomimo duzej ztozono$ci obliczeniowej (zwlaszcza dla bardziej skomplikowanych obiektow)

transformacja Hougha ma wiele zalet i sa nad nig prowadzone intensywne badania. Wéro6d najwazniejszych

wlasciwosci tego przeksztalcenia nalezy wymienic:

mozliwos¢ prowadzenia obliczen rownolegtych ze wzgledu na niezalezno$¢ przeksztatcenia dla
kazdego elementu obrazu,

mozliwos$¢ przetwarzania obrazéw cze¢sciowo znieksztatconych oraz zaszumionych — wtasciwosé
ta, ktéra mozna by nazwa¢ mala wrazliwoscia na sygnal szumu jest bezposrednio
wykorzystywana w prezentowanej metodzie w rozdziale 3.3.3,

mozliwo$¢ wykrywania rdéznego rodzaju obiektow — zarowno opisanych krzywymi

analitycznymi, jak i ksztaltow o dowolnej orientacji i skali (uogoélniona transformacja Hougha).

3.2.3 Przyktady zastosowania

W wersji transformacji dla linii prostych przestrzen Hougha jest dwuwymiarowa. Kazdy punkt

obrazu poddanego transformacie jest zrodlem jednej krzywej opisanej rownaniem parametrycznym (2 —

100). Na rysunku 3-1 pokazany jest przykladowy obraz zawierajacy tylko pojedyncze punkty oraz

odpowiadajaca mu przestrzen akumulatora (obraz o wymiarach 400x300, na rysunkach pokazany jest w

negatywie dla lepszej czytelnosci).

r=0—

Fe=-y— |
a=0 a=(" =1 80"

Rysunek 3-1: Transformacja Hougha dla linii prostych — po lewej przykladowy obraz,
po prawej przestrzen Hougha z zaznaczonymi maksimami.

Gdy kilka punktéw jest wspotliniowych, to odpowiadajace im krzywe w przestrzeni Hougha

przecinaja si¢ w jednym punkcie. W ten sposob tworza si¢ lokalne maksima, ktére odpowiadaja punktom
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sktadajacym si¢ na proste na obrazie. RoOwnanie parametryczne prostej, ktorej dotyczy dane maksimum
mozna odtworzy¢ na podstawie wspotrzednych », & w przestrzeni parametrow.

W przedstawionej implementacji przyjeto, ze srodek ukladu wspotrzednych obrazu znajduje sic w
jego punkcie centralnym. Parametr » moze przyjmowac¢ wartosci dodatnie i ujemne w zalezno$ci od
potozenia wzgledem poczatku lokalnego uktadu wspotrzednych.

Wystepowanie szerokich odcinkéw na obrazie (o szeroko$ci wigkszej nize jeden piksel) powoduje
utworzenie ,,plaskich” obszarow w przestrzeni Hougha o zblizonych warto$ciach. W takim przypadku trudne
jest wyznaczenie pojedynczego maksimum reprezentujacego prosta na obrazie. Zadanie staje si¢ jeszcze
bardziej skomplikowane, gdy celem jest odnalezienie odcinkow, ktore maja r6zna dlugos¢ — odcinki krotsze
powoduja, ze warto$¢ lokalnego maksimum, ktore im odpowiada jest mniejsza niz warto$ci pozostatych
maksimow. Uzycie filtru typu butterfly pozwala na uwydatnienie maksiméw tworzonych w przestrzeni

Hougha dla linii prostych. Jego zastosowanie pokazano na rysunku 3-2.

Rysunek 3-2: Przykladowy obraz, oryginalna przestrzen Hougha
oraz wynik dzialania filtru typu butterfly.

Istotna cecha omawianej transformacji jest mozliwos¢ zastosowania jej do obrazéw zaszumionych i
czgsciowo znieksztalconych. Na rysunku 3-3 pokazany jest przyklad, w ktorym odcinek jest szerszy niz
pojedynczy piksel, ma znieksztatcony przebieg, a obraz zostat dodatkowo zakléconym szumem o rozktadzie

normalnym.

Rysunek 3-3: Przykladowy obraz oraz ze znieksztalcona linia, zaszumiony szumem o, = 20;
przestrzen Hougha oryginalna oraz po filtracji typu butterfly.

Transformacja Hougha w takim przypadku nadal pozwala na detekcje poszukiwanego ksztattu.
Znieksztalcenie odcinka powoduje mniej regularny obraz akumulatora. Szum wystepujacy na obrazie
wprowadza wystgpowanie nieregularnego tla w odpowiadajacej mu przestrzeni Hougha. Pomimo tego
detekcja maksimum akumulatora nadal jest mozliwa, nawet bez zastosowania filtracji butterfly. Ze wzgledu

na to, ze kazdy punkt obrazu jest zrodlem krzywej w przestrzeni Hougha niezaleznie od pozostatych,
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transformacja ta jest odporna do pewnego stopnia na zakldcenia i znieksztatcenia. Cecha ta bedzie bardzo
istotna w konstrukcji proponowanego sprzezenia procesu dyfuzji z przestrzenia Hougha. Mata podatnosé¢

transformacji na szum pozwala na poprawienie szybkosci i jakosci filtracji opartej na procesie dyfuzyjnym.

3.3 Propozycja sprzezenia procesu dyfuzji z przestrzenia Hougha

Wprowadzenie regularyzacji do procesu dyfuzji odbywa si¢ zazwyczaj przez bezposrednia
modyfikacje¢ rownania rézniczkowego lub estymatora krawedzi (np. dodatkowa faza przeksztatcenia
izotropowego). W proponowanej metodzie wprowadzona zostanie dodatkowa informacja do procesu przez
uzycie estymatora krawedzi opartego na poszukiwaniu globalnych struktur przy pomocy przestrzeni Hougha.
Krétka analiza dziatania tego przeksztalcenia pokazuje, ze jest ono malo wrazliwe na zakldcenia
wystepujace na obrazie. Za pomoca transformacji Hougha mozliwe jest rozpoznawanie ksztattéw nawet w
przypadku informacji czastkowych lub znieksztatconych. Wtasciwos¢ ta moze by¢ pomocna dla estymacji
krawedzi w procesie odszumiania.

Istota proponowanego sprz¢zenia jest mozliwo$¢ okreslenia cech, ktore powinny zosta¢ uwydatnione
na obrazie. Cechy te moga by¢ opisane za pomoca krzywych analitycznych (standardowa transformacja
Hougha) lub tez dowolnych ksztattow (uogolniona transformacja Hougha). Istotna w tym przypadku jest
mozliwos¢ czgsciowa rekonstrukcja obrazu na podstawie przestrzeni Hougha. Dodatkowy czynnik filtrujacy
opiera si¢ na czgsciowos$ci rekonstrukcji realizowanej przez transformacj¢ odwrotna. Ksztalty, ktore okazuja
si¢ zbyt mato uwydatnione (zbyt malo istotne z punktu widzenia znaczeniowego analizy obrazu) sa

ignorowane przy rekonstrukcji przez zastosowanie czynnika progujacego ¥, . Dodatkowo rekonstrukcja

ksztaltu moze bazowal na warto$ciach zgromadzonych w akumulatorze tak, aby jasno§¢ odtworzonej

struktury byla proporcjonalna do odpowiadajacej je wartosci w przestrzeni Hougha.

Alternatywnym podejsciem jest okreslenie licznosci 77,, struktur geometrycznych, ktére powinny sig
znalez¢ na przetwarzanym obrazie. W takim przypadku odwrotna transformacja Hougha pozwala na
odwzorowanie doktadnie 77,, struktur. Podejscie to pozwala na okreslenie dodatkowej wiedzy poczatkowej,

ktora okresla nie tylko rodzaj struktury (przez zastosowanie odpowiedniej wersji transformacji Hougha), ale
tez jej czgstos¢ wystgpowania.

Ogo6lny schemat proponowanego podejscia pokazany zostat na rysunku 3-4.

Oznaczenia

W dalszej czg$ci prezentowanego opisu proponowanej metody przyjmuje si¢ nastgpujace oznaczenia:
e u(x,y) — funkcja reprezentujaca obraz okre$lona na obszarze () - dla uproszczenia rozwazany
jest obraz w skali szarosci,

o FE (u (x, y)) — funkcja okres$lona na obszarze €2 uzyskana w wyniku operacji detekcji krawedzi

na obrazie okre$lonym przez u(x,y) — metoda detekcji krawedzi nie jest narzucona,
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e HT (u(x, y)) — transformata Hougha obrazu u(x, ),
o HT(u(x,y))*M, — splot przestrzeni Hougha z filtrem przestrzennym o jadrze Mz — dla
transformaty linii prostych jest to filtr butterfly realizowany przez maske (3 — 23),

e HT, ! (u(x, y)) — odwrotna transformata Hougha realizujaca rekonstrukcje obrazu przy uzyciu

krzywych analitycznych (w ogélnosci ksztaltdéw) o parametrach, dla ktorych funkcja H

przyjmuje wartosci wigksze od wartosci progowej ¥/, ; odwrotna transformata Hougha jest
funkcja zmiennych (x, y) okreslong na obszarze Q,

o HT ,771 (u(x, y)) — odwrotna transformata Hougha realizujaca rekonstrukcje obrazu przy uzyciu
doktadnie 77, krzywych analitycznych (w ogdlnosci ksztaltow) okreSlonych przez 7,

maksiméw w przestrzeni parametrow Hougha,

e K_*HT v " —splot odwrotnej transformaty Hougha z jadrem Gaussa o odchyleniu

standardowym o .

Estymator krawedzi
E(u(x,y))

Nieliniowy sprzezony
proces dyfuzji

% = div(c,(x, y,u,t)Vu)
1)
c, =f(gqvu ),gHQVHT 1‘))
t ¢
Obraz : m
oryginalny
u(x,y)
Przestrzen Hougha Transformata odwrotna
HT (u(x,y)) HT,' (u(x,y))

Rysunek 3-4: Ogolny schemat sprzezenia procesu dyfuzji z przestrzenia Hougha.
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3.3.1 Nieliniowy sprzezony proces dyfuzji

Brany bedzie pod uwage proces dyfuzji opisany rownaniem rézniczkowym:
ou
m = div(cc (x,y,u, t)Vu) (3-24)

Wspotczynnik dyfuzji ¢, jest sprzezonym estymatorem krawedzi wystepujacych na obrazie.
Proponuje si¢ dwa odmienne podejscia definiujace postaé tego wspotczynnika, ktore zostana po kolei
omowione. Posta¢ sprzgzonego wspotczynnika c. zaleze¢ moze od konkretnego zastosowania (takze od

detekowanych struktur tworzacych krawedzie na obrazie).

Sprzezenie addytywne

¢ = g((l —h, ) ||Vu(x,y)” +h, 'HV(K(; * HTl//_1 1‘) (3-25)
Rozpatrywane sa dwie skladowe wspotczynnika postaci c¢;, ktorych suma podawana jest jako

argument funkcji g. Na funkcj¢ g nalozone sa te same wymagania, jak w przypadku modelu Perona-Malik

(patrz rownania (2 — 51), (2 — 52) w rozdziale 2.5.1). Takze dyskretyzacja rownania (3 — 26) jest realizowana

analogicznie do postaci (2 — 63).

Pierwsza sktadowa wspotczynnika ||Vu(x, ym odpowiada standardowemu estymatorowi krawedzi
opartemu na gradiencie funkcji u(x, y). Druga skladowa jest estymatorem struktury geometrycznej
wyznaczanym na podstawie odwrotnej transformaty Hougha w postaci HT,, " lub HT ,]_1 . Transformata ta

jest poddawana dodatkowo splotowi z jadrem Gaussa aby proces byt bardziej stabilny. Jest to istotne
rowniez z punktu widzenia doktadnos$ci wyznaczania transformaty i odwrotnej transformaty. W zaleznosci
od kwantyzacji w przestrzeni parametrow moze si¢ zdarzy¢, ze odwrotna transformata nie pokrywa si¢ z
oryginalng struktura znajdujaca si¢ na obrazie. Zastosowanie splotu z funkcja Gaussa regularyzuje proces i
pozwala na estymacj¢ krawedzi odtworzonej struktury, nawet jezeli nie pokrywa si¢ ona catkowicie z

krawedzia wystepujaca na obrazie, a jest umiejscowiona w otoczeniu oryginahu.

Istotna role odgrywa wspotczynnik 4 » ktory decyduje o stosunku, w jakim okreslane jest catkowite
oszacowanie stopnia wystgpowania krawedzi i przekazywane do funkcji g na podstawie dwoch zrodet
informacji. Wspolczynnik ten moze przyjmowaé wartoSci w zakresie [O,l]. Dla hf =0 filtracja jest

realizowana wedlug klasycznego modelu Perona-Malik. Natomiast dla hf =1 jedynym zroditem dla

estymacji krawedzi jest odwrotna transformata Hougha. W ogdlnosci wspotczynnik 4 + nie musi pozostawaé

staty. W dalszej czgSci pracy zostanie pokazane, w jaki sposob moze on by¢ dynamicznie okreslany na
podstawie oszacowania zawartosci szumu na obrazie.

Wprowadzenie ograniczenia /1, 6[0,1] zapewnia, ze réwniez wspotczynnik ¢, E[O,l], co jest
warunkiem koniecznym do zachowania stabilnosci procesu. Dzigki temu podstawowe wtasno$ci filtracji

przenosza si¢ na tak skonstruowany model.
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Uzycie wspoéfczynnika progowego /,, pozwala na okreslenie, ktore ksztalty powinny by¢ brane pod

uwage. Na wartos¢ tego parametru powinna wpltywaé przede wszystkim zawarto$¢ obrazu. Jest to
dodatkowy parametr (poza sama metoda), ktoéry moze postuzy¢ do wprowadzenia wiedzy apriorycznej
— w zalezno$ci od intensywnosci i liczno$ci wystepowania wybranych ksztaltow. W ten sposob otrzymuje
si¢ dodatkowa mozliwo$¢ filtracji tylko tych poszukiwanych cech, ktore sa najbardziej istotne na obrazie.
Wspoétczynnik ten rowniez moze by¢ okreslany adaptacyjnie na podstawie zawartosci szumu na obrazie.

Alternatywnie mozna stosowa¢ wersj¢ transformaty odwrotnej, ktéra wyznacza 77, najistotniejszych

struktur znalezionych na obrazie.

Ten rodzaj sprzezenia jest przydatny w sytuacji, gdy znane jest z duza dokladno$cia potozenie
krawedzi uzyskanych na podstawie oszacowania opartego na H7T '. Gdy jedna ze sktadowych

wspolczynnika rosnie — dyfuzja jest w danym rejonie hamowana. Jezeli w obszarze zostala znaleziona
struktura (okreslona w przestrzeni Hougha), to dyfuzja bedzie zahamowana nawet, jezeli krawedzi struktury
sa lokalnie znieksztalcone przez szum. Jezeli natomiast struktura nie zostata zdetekowana, to proces bgdzie
realizowany wedtug standardowego modelu, w ktorym gléwna rolg estymacji odgrywa gradient obrazu.

Uzycie tej postaci sprz¢zenia pozwala na tagodniejsza filtracj¢ w przypadku braku detekcji ksztattow

przez przeksztatcenie HT v ' (na przyklad przy znacznym zaszumieniu obrazu). Jednak wymagane jest, aby

odwrotna transformata chociaz w przyblizony sposéb odwzorowywala potozenie krawedzi na obrazie.

Przyktadowo dla transformaty Hougha uzytej do poszukiwania okregdbw o rownaniu
(x—xs )2 +(y— Vs )2 —r*>=0 proces pozwala na doktadna rekonstrukcje znalezionych ksztattow.

Transformacja do poszukiwaniu linii prostych (réwnanie (3 —19)) nie pozwala wprost na dokladna
rekonstrukcje¢ krawedzi, jedynie prostych, w ktorych krawedzie si¢ zawieraja (z doktadnoscia do kroku
kwantyzacji). Rozwinigciem proponowanej metody mogtoby by¢ uwzglednienie algorytmoéw odwrotnego
przeksztatcenia Hougha przedstawionych w [52].

Aby uzy¢ addytywnej postaci sprzgzenia procesu z transformacja dla linii prostych, konieczne jest
zastosowanie adaptacyjnego sposobu okreSlania wspotczynnika h. W przypadku stalej wartosci
wspolczynnika lepsze efekty uzyskuje si¢ przez sprzg¢zenie multiplikatywne (zminimalizowany jest czynnik

btednej estymacji krawedzi, gdy znaleziony jest jedynie ich obraz w przestrzeni odwrotnej transformaty).

Sprzezenie multiplikatywno-addytywne

. :8mvﬂ%ym)@ﬁhmv@;*bﬂynyw)

(3-26)
2 1+ A,

Druga posta¢ sprzezonego wspotczynnika dyfuzji wykazuje inne wiasciwosci. Konstrukcja jest
analogiczna do podejscia opisanego réwnaniem (3 — 7).

Funkcja gy w rownaniu (3 —26) moze przyjmowac ta sama posta¢, co funkcja g. Pelni ona rolg
funkcji stopujacej dla estymatora struktury geometrycznej na podstawie odwrotnej transformaty Hougha.

Przy tej postaci sprzezenia mozliwe jest uzycie niezaleznej postaci i parametréw dla funkcji g oraz gy. Ze
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wzgledu jednak na stosunkowo regularng strukture przestrzeni HT ! posta¢ funkcji gy nie wptywa znaczaco
na wlasciwosci catego procesu.

Na wspotczynnik ¢, sktada si¢ odpowiednio przeskalowany iloczyn dwodch niezaleznych funkcji
stopujacych operujacych na réznych estymatorach krawedzi. Analogicznie jak poprzednio pierwszy czynnik
iloczynu oparty jest na standardowym estymatorze realizowanym przez gradient obrazu. Drugi czynnik

realizuje funkcje stopujaca w zalezno$ci od estymacji wystgpowania struktury na podstawie odwrotnej

transformaty Hougha (przy parametrze y/,, lub 77,, w zaleznosci od wersji). Rowniez w tym przypadku
wspotczynnik hf € [0,1]. Wprowadza si¢ dodatkowy wspotczynnik skalujacy 4 , ktory pozwala na

okreslenie, w jakim stopniu sprz¢zenie ma mie¢ charakter addytywny lub multiplikatywny. Dla

h, = 0sprzgzenie ma charakter czysto multiplikatywny, co najczgsciej nie ma praktycznego zastosowania.

Dla h, — o proces jest coraz blizszy modelowi Perona-Malik, gdyz dominuje w nim sktadowa

oszacowania wyst¢gpowania krawedzi opartego na gradiencie obrazu oryginalnego.

Addytywna cze$¢ wyrazenia (3 — 26) powoduje, ze czesciowo realizowana jest filtracja niezalezna od
estymacji struktury w przestrzeni Hougha. Jezeli jednocze$nie oszacowanie wystgpowania struktury
wykazuje brak krawedzi (wartos¢ funkcji gy rowna w przyblizeniu 1), to dyfuzja na tym obszarze zostaje

przyspieszona. Jezeli natomiast struktura ta jest odnaleziona, to warto$¢ catkowita wspoétczynnika c,

zostaje dodatkowo zmniejszona, co powoduje szybsze zahamowanie dyfuzji.

Szczegolnym przypadkiem jest sytuacja, gdy oszacowanie wystgpowania krawedzi obrazu wykazuje
ich brak (warto$¢ funkcja g rowna w przyblizeniu 1), a oszacowanie struktury na podstawie przestrzeni
Hougha wskazuje na jej wystgpowanie (warto$¢ funkcji gy zmierza do 0). Jest to mozliwe w przypadku
detekcji linii prostych, dla ktérych podstawowy algorytm Hougha nie okre$la potozenia linii, jedynie proste,
w jakich si¢ zawieraja. Jednak poniewaz calkowity proces filtracji nie jest czysto multiplikatywny, to dyfuzja
w takim obszarze nadal jest prowadzona pomimo hamujacego wptywu funkcji gy

Ta wersja sprzgzenia wykazuje dobre wiasciwosci zarowno w przypadku krzywych, ktérych
potozenie mozna doktadnie odwzorowac (np. okrag) jak tez i w przypadku transformacji dla linii prostych.
Tak przygotowany proces czgsto pozwala na przeprowadzenie filtracji przy statej warto$ci wspotczynnika 4.
Wartos¢ wspotczynnika /4, mozna przyja¢ w zaleznosci od rodzaju struktur wystepujacych na odszumianym
obrazie. Dla struktur zamknigtych (np. okregi) mozna zwigkszy¢ addytywna skladowa procesu przez
przyjecie duzej wartosci k. Dla struktur zawartych w ogoélnych krzywych analitycznych (np. linie i proste)
mozna w wigkszym stopniu uwzgledni¢ multiplikatywny charakter sprzgzenia. Prawidtowe dzialanie procesu
bedzie jednak czgsto zaleze¢ od poziomu i natgzenia sygnatu szumu, ktéory moze powodowaé bledna

detekcje krawedzi i1 struktur na obrazie.

3.3.2 Adaptacyjne wyznaczanie wspoétczynnika sprzezenia h¢
Proponuje sig, aby warto$¢ wspotczynnika /i, zalezata od zaszumienia wystgpujacego na obrazie.

Podejscie to powinno uwzglednié nastepujace fazy o zréznicowanym charakterze filtracji:
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1. Dla bardzo duzego zaszumienia mozliwe jest, ze detekcja struktur wystgpujacych na obrazie da
falszywe wyniki (pomimo tego, ze transformacja Hougha jest w pewnym stopniu odporna na
zakldcenia). Poczatkowo blednie okreslona struktura moze mie¢ bardzo negatywny wpltyw na caly
proces filtracji. W takim przypadku estymacja struktury dla odwrotnej transformaty Hougha
powinna by¢ brana z mniejszym wspotczynnikiem, ze wzgledu na mozliwos$¢ blednego wyniku.
Pierwsza faza filtracji powinna przypomina¢ klasyczny model Perona-Malik — hy przyjmuje mate
wartos$ci.

2. Gdy obraz zostanie czg$ciowo odszumiony, prawdopodobienstwo prawidlowej identyfikacji
struktury przy pomocy transformacji Hougha ros$nie. Proponuje si¢, aby w drugiej fazie procesu
oszacowanie wystgpowania krawedzi wyznaczane bylo w znacznym stopniu na podstawie
informacji o strukturach geometrycznych obliczonych przez odwrotng transformacjg Hougha — A,
przyjmuje duze warto$ci zblizone lub réwne 1.

3. W zaleznos$ci od kwantyzacji przestrzeni parametrow Hougha identyfikacja struktur na obrazie moze
by¢ zrealizowana ze skonczona doktadnoscia. Czg§ciowym rozwigzaniem tego problemu jest uzycie
splotu transformaty odwrotnej z jadrem Gaussa, co powoduje, ze krawedzie struktury sa
estymowane nie w pojedynczym punkcie, ale na pewnym obszarze wokot niego. Proponuje sig, aby
w adaptacyjnej wersji algorytmu w trakcie ostatniej fazy odszumiania (gdy wigkszo$¢ szumu zostata
juz usunigta) proces ponownie mial charakter oparty na modelu Perona-Malik, a jedynie w
niewielkiej czgéci uzywal informacji z przestrzeni Hougha. Podejscie takie jest szczegoélnie
przydatne w przypadku transformacji dla linii prostych, ktéra moze powodowac identyfikacje
struktury (linii) w miejscu, w ktorym taka nie wystgpuje. Zmniejszenie wspotczynnika z, w ostatniej
fazie algorytmu powoduje, Ze zostaja wygladzone obszary, dla ktorych taka btedna identyfikacja
mogta zajs¢.

Proponuje si¢, aby uzalezni¢ warto$¢ wspodlczynnika sprzezenia od oszacowania globalnego
zaszumienia obrazu, podobnie jak to byto realizowane dla wspdtczynnika K opisanym réwnaniem (2 — 57) w
nieliniowym procesie dyfuzji. Funkcja estymacji poziomu zaszumienia przyjmuje postac:

1 Wg—l Hg—l
N(t) = W 2 y_JVu(x,y,t) , (3-27)
gdzie W(I ),H (I ) oznaczaja odpowiednio szeroko$¢ i wysoko$¢ obrazu w pikselach. Funkcja ta w praktyce

jest monotonicznie malejaca dla kolejnych iteracji ¢ procesu filtracji. Przyktadowe przebiegi N(¢) dla filtracji
realizujacej model Perona-Malik pokazane zostaly na rysunku 3-5. Dla tego przyktadu filtracji zostat
poddany syntetyczny obraz testowy o zaszumieniu o, = 400 pokazany na rysunku 2-9. Uzyto zarowno statej
warto$ci K=50 oraz adaptacyjnego doboru wspotczynnika K z parametrem skalujacym $=0.9, funkcji
stopujacych g;, g» oraz parametru A =0.25. Oszacowanie N(¢) dla poczatkowych iteracji wynosito okoto 400
(wykres zawgzono dla lepszej czytelnosci w kolejnych iteracjach).

Przebieg funkcji MN(f) dla filtracji przy innym modelu (takze sprz¢zonym) bedzie oczywiscie

odmienny. Jednak istotne jest to, ze funkcja ta w praktyce jest monotonicznie malejaca — szybciej w
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poczatkowym etapie przetwarzania, wolniej po usunigciu znacznej czg$ci zaszumienia. Monotoniczny
charakter tego wspolczynnika wynika z wiasnosci procesu filtracji, ktéry nie wprowadza zadnych nowym
maksimow, a jedynie moze powodowaé zmniejszenie réoznicy warto$ci pomigdzy sasiadujacymi pikselami.
Dzigki temu zagwarantowane jest rowniez to, ze w kolejnych krokach warto$¢ bezwzgledna gradientu nie

bedzie rosta.

— gi,Kadapt. —— g2,K=50 —— g2, K adapt.
50 - R . . !

40

30 -

N(t)

20 -

10

0 50 100 150 200
iteracje

Rysunek 3-5: Oszacowanie zaszumienia obrazu N(¢) dla kolejnych krokow filtracji przy uzyciu modelu Perona-
Malik (obraz testowy nr 1, poczatkowe zaszumienie o, = 400).

Rézne przebiegi otrzymane na rysunku 3-5 wynikaja z faktu uzycia tego estymatora, jako czynnika,
od ktérego zalezy parametr K (dla wersji adaptacyjnej). Widoczne jest, ze przy stalym ustalonym K warto$¢
funkcji N(7) maleje wolniej (dla ustalonego K przy uzyciu funkcji g; wartos¢ ta nie spadta ponizej 300).
Charakterystyka odszumiania z punktu widzenia oszacowania zawartosci szumu powinna by¢ zblizona do
modelu oryginalnego przy uzyciu modelu sprzezonego. Wynika to z realizacji tego samego procesu
dyfuzyjnego, na ktéorym oparty jest oryginalny model — modyfikacji podlega jedynie sposob estymacji
krawedzi obiektow. Wiasnosci procesu (takie jak nie wprowadzanie nowych ekstremow) beda zachowane.

Proponuje si¢, aby adaptacyjny sposdb wyznaczania wspdlczynnika sprzezenia realizowat funkcje

zblizong do funkcji Gaussa o niezerowej wartosci oczekiwanej:

h/(t) = hmax eXp _(ZV(;ZL}Z#)Z s (3 — 28)

gdzie h_,_ jest wspotczynnikiem skalujacym, ktory okres$la maksymalng wartos¢, jaka moze przyjac hy; h »
jest warto$cia $redniq zaszumienia, dla ktorej wspotczynnik sprzgzenia przyjmie warto$¢ maksymalna; 7

jest odpowiednikiem odchylenia standardowego funkcji Gaussa i decyduje o przebiegu funkcji
wspoétczynnika 4, (dla malych wartoSci przebieg jest zawezony, dla wartosci wigkszych wspoétczynnik
wolniej narasta i wolniej zostaje wytlumiony).

W podrozdziale 3.4 zostanie zaprezentowany przykladowe wykresy wartosci wspotczynnika

sprzgzenia s, dla kolejnych iteracji.
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3.3.3 Algorytm filtracji z uwzglednieniem wiedzy o strukturze geometrycznej

Zostanie przedstawiony 1 zbadany algorytm wykorzystujacy nieliniowy proces dyfuzji

uwzgledniajacy dodatkowa informacj¢ o filtrowanym obrazie. Istotne dla algorytmu jest okreslenie, z jaka

czestotliwoscia nalezy wykonywac transformacje Hougha. Jakkolwiek zawarto$¢ znaczniowa obrazu sig

zmnienia, to przestrzen Hougha nie musi by¢ aktualizowana w kazdym kroku. Dlatego proponuje si¢

wykonywac transformacj¢ Hougha co okreslona liczbg iteracji z okresem 7}, .

Algorytm 2: Nieliniowy proces dyfuzji sprze¢zony z przestrzenia Hougha.

Parametry:

Oznaczenia:

krok

krok

krok

krok

krok

krok

krok

krok

krok

krok

krok

krok

krok

1:

2:

10:

11:

12:

13:

0,0" - poziom wstepnej filtracji (odchylenie standardowe); ¥/, /17, - warto$¢ progowa/liczba
struktur branych pod uwagg dla odwrotnej transformaty Hougha; K, K, - wspotczynniki dla funkcji
g,8y; A - wspolezynnik szybkosci dyfuzji; 7, - okres wyznaczania transformaty Hougha i

rekonstrukcji obrazu; K, - wspdlczynnik sprzezenia; A, ,h,,h, - parametry potrzebne do

adaptacyjnego okreslania hf; l,.ax - liczba iteracji; S, S, - kwantyzacja akumulatora

max
u’ - obraz oryginalny, u' - obrazw iteracji ¢, t — numer iteracji

Przypisz t=0

Wyznacz E(7 =KU*E(ut) - detekcja krawedzi obrazu Ug poddanemu wstepnej
filtracji jadrem Gaussa

Wyznacz HT(EG) - przestrzen Hougha dla funkcji opisujacej krawedzie obrazu
-1 -1
Wyznacz HTW (EG) lub HTU (EG) - rekonstrukcja obrazu ut na podstawie

przestrzeni Hougha przy parametrze YW, lub 7]y

Jezeli hg adaptacine wyznacz N(t) oraz hg(t)

Dla kazdego piksela obrazu u;, gdzie s=(x,y):

Lo P . t
wyznacz wartosci réznic na obrazie d(u)NSEW :HVNSEWMS

(o P -1 -1
wyznacz wartosci rdéznic transformaty d(H )NSEW :HVNSEW(KU' *HTV/ (E‘T)M

wyznacz warto$ci wspdiczynnika C; (w zaleznos$ci od typu sprzezenia)

CinsEw = g((l - hf ) d(u)NSEW + hf : d(HT_l )NSEW )

_ g(d(u)NSEW ) (hng (d(HT_l )NSEW )+ h, )

2,NSEW —
I+h,

wyznacz nowa wartosé¢ piksela

A
t+l ot t t t t
u —u‘v+z[cc,N-VNuS+cC,S-VSu +cC,E-VEu "‘Cc,w'kus]

S

Przypisz f<1t+1

gezeli (tmodT,)=0, wrée do kroku 2

Jezeli <t wroé do kroku 5

max /
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W przedstawionym algorytmie przyjeto dyskretyzacje réwnania (3 —24) jawnym schematem
réznicowym opisanym w rozdziale 2.5.2. W ogo6lnosci mozna uzy¢ dowolnego sposobu dyskretyzacji
zaproponowanego procesu dyfuzji. Detekcja krawedzi wykonywana w kroku 2 powoduje, Ze operacja
wyznaczania transformaty Hougha dziata efektywniej — pozwala na poszukiwanie wlasciwych ksztalttow w
przestrzeni krawedzi. Mozliwe jest pominigcie tego kroku, jezeli obraz poddawany obrobce zawiera juz te
struktury, ktore powinny by¢ uwydatnione. W przedstawionej implementacji przyjgto, ze struktury te

reprezentowane sa przez krawedzie obiektéw znajdujacych si¢ na obrazie. Do detekcji krawedzi moze by¢

uzyta dowolna metoda wyznaczenia £ (ut ) Jednak ze wzgledu na uzywana w kroku 7 operacje realizujaca
dyskretyzacje gradientu funkcji u!, mozna rowniez uzy¢ tej samej metody i wynikéw w obu krokach.

Splot funkcji ' z jadrem Gaussa w kroku 2 pozwala na zmniejszenie wrazliwosci metody na szum

wystepujacy na obrazie. Dzigki wstepnej liniowej filtracji zmniejsza si¢ prawdopodobienstwa blednej

detekeji ksztattu przy wyznaczaniu transformaty Hougha w kroku 3. Splot rekonstrukcji obrazu  HT), : (E g)

w kroku 8 pozwala natomiast na regularyzacj¢ procesu z punktu widzenia skonczonej dokladnosci
przestrzeni Hougha (problem doboru kroku kwantyzacji).

Nalezy zauwazyé, ze zaprezentowana metod¢ mozna réwniez rozszerzy¢ do sprzgzonego
anizotropowego procesu dyfuzji. Ze wzgledu na wykorzystywanie informacji z dwoch przestrzeni

okreslonych na wspolnym obszarze €2, mozna analogicznie jak to zostato pokazane zdefiniowaé sprzezony

tensor D uwzgledniajacych szybkos¢ dyfuzji na podstawie obrazu oraz jego rekonstrukcji H7,, : (EG)

Dodatkowo mozna rowniez uwzgledni¢ informacj¢ o kierunku krawedzi, np. przy realizacji transformacji
Hougha dla linii prostych (informacja o wspoélczynniku kierunkowym jest wyznaczana przy okazji
obliczania transformaty).

W przeprowadzonych eksperymentach uzywana byla standardowa transformacja Hougha dla linii
prostych. Nie zmienia to ogdlnosci wnioskow dotyczacych tej metody ze wzgledu na uzycie rekonstrukcji
obrazu na podstawie transformaty odwrotnej. Rowniez uzycie réznych modyfikacji transformacji (szybka,
hierarchiczna, adaptacyjna) moze da¢ ciekawe wyniki. Jednak przebadanie mozliwosci zastosowania

roznego rodzaju transformacji jest bardzo rozbudowane i wykracza poza ramy prezentowanej pracy.

3.4 Badanie wtasnosci algorytmu sprzezonego

Filtracja oparta na sprzg¢zeniu z przestrzenia Hougha zaktada, ze na obrazie maja by¢ uwydatnione
okreslone struktury geometryczne. Rodzaj tych struktur bedzie zalezal od uzytej transformacji Hougha.
Przedstawione eksperymenty dotyczy¢ beda transformacji dla linii prostych, w zwiazku z czym badania
przeprowadzone bgda na przygotowanych syntetycznie obrazach testowych, na ktorych linie takie powinny
zosta¢ uwydatnione. Do tego celu uzywany bedzie obraz testowy, ktorego filtracja badana byta w 2.6 oraz
dodatkowy obraz testowy zawierajacy wicksza liczbe krawedzi, ktdére moga by¢ opisane linia prosta

(rysunek 3-6).
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Rysunek 3-6: Syntetyczny obraz testowy nr 2 (paski); detekcja krawedzi;
zaszumiony obraz testowy o, = 100.

3.4.1 Skutecznosc¢ filtracji dla wspoétczynnika dyfuzji ¢; (sprzezenie addytywne)
Uzycie sprzezenia addytywnego w postaci wspotczynnika dyfuzji wyrazonego wzorem (3 —25)
najczgsciej bedzie potaczone z adaptacyjnym sposobem wyznaczania wspotczynnika sprzezenia hy (3 — 27).
Taka sytuacja powinna mie¢ miejsce w przypadku obrazoéw, dla ktorych ksztalty nie pokrywaja sig
catkowicie ze strukturami opisanymi w przestrzeni Hougha (przykladem jest obraz testowy nr 1). Jezeli
natomiast ksztatty moga si¢ calkowicie pokry¢ z poszukiwana krzywa, to uzycie adaptacyjnego wyznaczania
hynie jest konieczne. Zostang zaprezentowane wyniki filtracji uzyskane przy adaptacyjnym, jak i statym (dla

obrazu nr 2) wspotczynniku sprzezenia.

Adaptacyjne obliczanie wspétczynnika hy

W  zaleznosci (3 —27) zostalo zaproponowane wyznaczenie wspolczynnika sprzg¢zenia od
oszacowania calkowitego zaszumienia obrazu. Wykonano probna serig filtracji, ktéra miata na celu
pokazanie przebiegu wartosci wspolczynnika w zaleznosci od parametrow uzytych do jego obliczenia. Do

obliczenia tego wspotczynnika potrzebne jest okreslenie dwoch parametrow decydujacych o ksztatcie funkcji

(hﬂ oraz h_) oraz parametru skalujacego 4, . Na wykresie przedstawiono przyktadowa funkcje 4, dla

kolejnych iteracji procesu filtracji obrazu testowego nr 1.

—— mean=12, sigma=18 mean=10, sigma=12 - mean=10, sigma=18 —— mean=10, sigma=25
—— mean=8, sigma=18

0.9

100 120 140 160 180 200
iteracje

Rysunek 3-7: Wartos¢ wspolczynnika hyw zaleznosci od parametrow h,,, h, (0oznaczonych odpowiednio mean,
sigma). Obraz testowy nr 1, poczatkowe zaszumienie o, = 400.
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Funkcja okreslajaca wspotczynnik sprzezenia jest zblizona w ksztatcie do rozktadu normalnego (przy
zmodyfikowanym skalowaniu ze wzgledu na konieczno$¢ zachowania wartosci wspotczynnika w zakresie
[0, 1]). Zwigkszenie odpowiednika wartoSci $redniej zawegza przebieg A, oraz powoduje, Ze warto$¢
maksymalna 4,,, jest osiagana wczesniej. Zmniejszenie wartosci s, powoduje, ze przebieg jest tagodniejszy
— wolniej narasta oraz zdecydowanie wolniej opada (przy zachowaniu tej samej wartosci /,). Bardzo
tagodny spadek wartosci A, nie jest zwykle korzystny, gdyz w tym obszarze filtracji pozadane jest, aby
dodatkowo wygtadzone zostaly fragmenty, dla ktorych filtracja byla zahamowana przez sprzgzenie z
przestrzenia Hougha.

Modyfikacja odpowiednika odchylenia standardowego pozwala na sterowanie szybko$cia narastania
oraz opadania Ay bez znaczacej zmiany momentu, dla ktorego osiagana jest wartos¢ maksymalna. Stad mozna
wyciagna¢ wniosek, ze szybsze zmniejszenie zaszumienia obrazu jest realizowane przed i po okresie, gdy
wspotczynnik 4, bedzie odgrywat dominujaca rolg.

Niesymetryczny przebieg tego wspdtczynnika wynika takze z charakteru filtracji realizowanej przy
adaptacyjnym wyznaczaniu parametru K. Taki sposdéb powoduje, ze w poczatkowej fazie filtracji, gdy
catkowite zaszumienie obrazu jest duze, filtracja zblizona jest do modelu liniowego. Dopiero potem
wspotczynnik K maleje, co powoduje, ze proces hamowania dyfuzji w okolicach krawedzi jest bardziej
intensywny. Spadek zaszumienia powinien by¢ powiazany ze wzrostem warto$ci wspotczynnika sprzezenia,
co pozwoli na przyspieszenie filtracji przy jednoczesnym zmniejszeniu prawdopodobienstwa blednego
wykrycia poszukiwanych struktur na obrazie. Dalszy spadek zaszumienia jest wolniejszy niz w poczatkowe;j
fazie. Dlatego zmniejszanie wspotczynnika 4y jest tagodniejsze. Pozwala to na usuwaniu zaklocen, ktorych
filtracja mogla by¢ do tej pory zahamowana ze wzgledu na niedoktadne odwzorowanie struktur w procesie
odwrotnej transformacji Hougha. Wspotczynnik ten nie jest jednak zmniejszany do 0, dzigki czemu obszary,
gdzie wystepuja krawedzie i pokrywaja si¢ z odnaleziona struktura na obrazie, maja znacznie mniejsza
dyfuzyjnos¢ w poréwnaniu do pozostatych fragmentéow obrazu.

Na rysunku 3-9 zebrane zostaly wyniki filtracji obrazu testowego numer 1 o zaszumieniu o, = 400 po
wykonaniu 300 iteracji algorytmu. W pierwszej kolumnie pokazane sa wyniki filtracji przy uzyciu funkcji
stopujacej g;, a w drugiej kolumnie przy uzyciu funkcji g,. Wszystkie przypadku dotycza uzycia addytywne;j
postaci wspotczynnika sprzgzonego c; przy h,~10. Pierwszy rzad przedstawia wyniki dla 4,~10, drugi dla
h,=20. Na rysunku 3-8 umieszczone zostaty wyniki filtracji wedlug standardowego modelu Perona-Malik, w
celu poréwnaniu wydajnosci filtracji z metoda bez sprzgzenia. W kazdym przypadku wspolczynnik K
wyznaczany byt adaptacyjnie wedtug procedury przedstawionej w rozdziale 2.

Po zastosowaniu sprzgzenia, niezaleznie od uzytej funkcji g widoczna jest znaczna poprawa jakos¢
otrzymanej filtracji w poréwnaniu do modelu standardowego. Krawedzie obiektu przedstawionego na
obrazie staja si¢ bardziej wyrazne i regularne, co jest bezposrednim wynikiem zastosowania modelu
sprzgzonego. Jednoczesnie obszary jednolite sg lepiej wygtadzone i w kazdym z przypadkow lepiej usuwane
sa mate podobszary bedace wynikiem zaszumienia obrazu poczatkowego. Jest to szczegélnie wyraznie

widoczne przy uzyciu funkcji g;, dla ktorej filtracja czgsto powoduje pozostawienie obszaro6w o ostrych
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krawedziach, ktore jednak nie posiadaja swojego odpowiednika na obrazie oryginalnym, a sa wynikiem
zaszumienia. Sprzg¢zenie z przestrzenia Hougha powoduje, ze w tych rejonach, gdzie poszukiwane struktury

na obrazie nie zostaly okreslone, dyfuzja jest przeprowadzana bardziej intensywnie.

Rysunek 3-8: Wynik filtracji PM po 300 iteracjach dla obrazu testowego nr 1 (zaszumienie o, = 400).
Kolumna 1 —funkcja g;, kolumna 2 —funkcja g,.

Rysunek 3-9: Wynik filtracji sprzezonej po 300 iteracjach dla obrazu testowego nr 1 (zaszumienie o;, = 400).
Kolumna 1 —funkcja g;, kolumna 2 —funkcja g,. Wiersze odpowiednio: /,=10; h,=20.

Efekt przyspieszenia dyfuzji jest w mniejszym stopniu zauwazalny przy uzyciu funkcji g, ze wzgledu
na to, ze uzycie modelu standardowego pozwala na uzyskanie w przyblizeniu jednolitych obszaréw bez
krawedzi. Jednak rowniez w tym przypadku uzycie modelu sprz¢zonego pozwala na usunigcie pozostatosci
zaszumienia, a krawgdzie obiektu staja si¢ znacznie ostrzejsze i bardziej regularne w porownaniu do modelu

niesprzezonego (rysunek 3-8).

75



Rownania rozniczkowe czqstkowe w problemach filtracji obrazow i trajektorii przestrzennych

W przypadku filtracji z funkcja g; dobrze widoczny jest wplyw zmiany parametru /4, do
adaptacyjnego wyznaczania wspotczynnika sprzgzenia. Uzycie malej wartosci 4, powoduje, ze informacja o
strukturze geometrycznej obrazu uzyskana z przestrzeni Hougha jest brana pod uwage tylko dla niewielkiej
liczby krokow, dla ktorych zaszumienie obrazu jest na $rednim poziomie (waski wykres na rysunku 3-7).
Pozwala to na przyspieszenie dyfuzji, w obszarach, w ktorych struktury te nie zostaly odnalezione. Jednak
przyspieszenie to jest krotkotrwale, co powoduje, ze pewna czes¢ zaktdcen nie zostanie usunigta.

Uzycie parametru /i, 0 zbyt duzej warto$ci (dolny rzad na rysunku 3-9) pozwala na szybsze usunigcie
zaktocen wystgpujacych poza zidentyfikowanymi strukturami. Jednak jednoczesnie jest to powodem
pojawienia si¢ niewielkich obszarow, ktore naleza do struktur wyznaczonych przez odwrotna transformacje
Hougha, a na rysunku oryginalnym nie sa reprezentowane przez krawedzie obiektu. Jest to typowy przyktad
sytuacji, dla ktorej sprzezenie o typie addytywnym bylo zbyt intensywne. Po wlasciwej filtracji wartos$c¢
wspotczynnika sprz¢zenia powinna by¢ zmniejszona, aby mozliwe byto wygtadzenie struktur nienalezacych
do wiasciwych krawedzi obiektéw znajdujacych si¢ na obrazie. Dla duzych wartosci 4, koncowe
wygladzenie nie jest mozliwe ze wzgledu na utrzymywanie si¢ warto$ci wspotczynnika na podobnych

poziomie przez bardzo wiele iteracji (rysunek 3-7).

g=1, sigma=10 g=1, sigma=15 —— g=1, sigma=18 —— g=1, sigma=20 —— PMg=1
g=2, sigma=10 —— g=2, sigma=15 —— g=2, sigma=18 —— g=2, sigma=20 —— PMg=2

1,96 -

1,94

1,92 |

1,90

SNR [dB]

1,88 |

1,86 |
10 15 20 25 30 35 40 45 50
iteracje

Rysunek 3-10: Jako$¢ sygnahu po filtracji wedlug miary SNR dla réznych
wartosci parametru 5, adaptacyjnego sprzezenia addytywnego.

Fragment wykresu przedstawiony na rysunku 3-10 pokazuje miar¢ SNR jako$ci obrazu po filtracji w
zaleznosci od parametru 4, Na wykresie umieszczono réwniez miarg uzyskana przy uzyciu standardowych
algorytméw bez sprzgzenia. Przebiegi dla funkcji g; wykazuja charakterystyczng zmiang od 15 do okoto 30
iteracji. Filtracja przeprowadzana byla przy uzyciu adaptacyjnego wyznaczania hy, ktory dla tych iteracji
zaczyna by¢ dominujacy. Dzigki temu wspolczynnik jako$¢ znacznie wzrasta w porownaniu do filtracji
standardowej bez sprzgzenia (czerwony wykres).

Przy uzyciu funkcji g, przebieg miary SNR jest odmienny. W okolicach 15 iteracji rowniez nastgpuje
przyspieszenie filtracji, czyli szybszy wzrost miary jako$ci obrazu. Dalsze iteracje powoduja jednak, ze
wspotczynnik stabilizuje si¢ na poziomie ok. 1.94 dB. Rowniez w tym przypadku otrzymane wyniki za
pomoca algorytmu sprz¢zonego przewyzszaja (jednak mniej znaczaca) wyniki otrzymane za pomoca filtracji

standardowe;j (kolor fioletowy na wykresie).
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Analiza przebiegéw miary przy uzyciu tego typu funkcji pokazuje, ze proces jest w tym przypadku
mniej wrazliwy na wspotczynnik 4, (przebiegi o roznych odcieniach niebieskiego na wykresie). Jedynie dla
bardzo matej wartosci 4,~10 wykres wykazuje nieznacznie mniejsza warto§¢ miary SNR. W pozostalych
przypadkach przebiegi tej miary si¢ pokrywaja. Wynika to z charakterystyki nieliniowej filtracji uzywajacej
funkcji g, (patrz rozdziat 2.6.3). Filtracja dzialajaca bez sprzgzenia dawata rezultaty, ktore w przypadku
obrazéw syntetycznych pozwalalo osiagna¢ dobre rezultaty zarowno wedtug miary SNR, jak i wedlug oceny
wizualnej. Uzycie sprzg¢zenia w tym przypadku pozwala przede wszystkim na wyostrzenie krawedzi obiektu
przedstawionego na rysunku — efekt przyspieszenia filtracji przez usuwanie zaklocen poza wilasciwymi
brzegami jest mniej widoczny w poréwnaniu do przypadku uzycia funkcji g;.

Porownujac wykres z rysunku 3-10 z wynikami przedstawionymi na rysunku 3-9 nalezy zauwazyc,
ze uzycie funkcji g, pozwala na uzyskanie wizualnie wyzszej jakosci. Wedlug wykresu otrzymuje si¢ jednak
odmienne informacje, wedtug ktorych uzycie funkcji g; prowadzi do uzyskania lepszych rezultatow.
Rozbieznos$¢ ta wynika przede wszystkim z tego, ze przy ocenie wizualnej brane sa pod uwage przede
wszystkim specyficzne cechy obrazu takie, jak krawedzie. Okreslenie jakosci za pomoca SNR nie jest do
konca miarodajne, gdyz nie uwzglednia charakterystycznych elementow, ktdérych wyodrgbnienie jest celem
tak przygotowanego procesu filtracji. Nie sa rowniez uwzgledniane niepozadane efekty takie, jak obszary,
ktore nie zostaly odszumione ze wzgledu na za duza warto$¢ sprze¢zenia przestrzeni Hougha, a ktére sa
znaczace przy ocenie wizualnej. Miara ta pozwala jednak na zbadanie ogoélnej charakterystyki odszumiania

w zaleznosci od uzytych parametrow.

Analiza wynikoéw filtracji dla kolejnych iteracji algorytmu

Na rysunku 3-12 zostaly przedstawione wybrane iteracje z procesu filtracji przy pomocy
nieliniowego procesu sprzgzonego z przestrzenia Hougha (prawa kolumna obrazéw). Dla pordéwnania
pokazano wyniki filtracji przy zastosowaniu nieliniowego procesu o tych samych parametrach bez uzycia
sprzegzenia (lewa kolumna). W obu przypadkach przyjeto nastgpujace parametry: K wyznaczanie
adaptacyjnie, funkcja stopujaca g,, 4=0,25. Dla procesu sprzgzonego uzyto dodatkowo nastgpujacych
parametrow: sprzgzenie addytywne c;; hyae = 1,05 he= 20; h,= 10; Ty = 5; n= 2. Na rysunku w kolejnych
wierszach przedstawiono wyniki filtracji odpowiednio dla 20, 40, 100 i 200 iteracji. Wynik detekcji
krawedzi typu Sobel dla tych samych iteracji znajduje si¢ na rysunku 3-13.

Analiza przebiegu filtracji musi by¢ powiazana z analiza wartosci wspotczynnika sprzezenia s, dla
poszczegblnych iteracji. Jego wykres znajduje si¢ na rysunku 3-11.

Po pierwszych 20 iteracjach obserwuje si¢ niewielkg roznicg pomigdzy procesem standardowym i
sprzgzonym. Dotyczy ona przede wszystkim nieznacznie lepszego odszumienia obszarow poza krawgdziami,
co jest dobrze widoczne w pierwszym wierszu na rysunku 3-13. Podobienstwo przebiegu obu procesow
wynika z prawie catkowitego zahamowania sprzezenia az o okoto 10 iteracji (patrzy wykres na rysunku 3-
11). Kolejne 10 iteracji powodowato stopniowe narastanie warto$ci wspotczynnika, co jest zbyt krotkim

odcinkiem czasu do zaobserwowania znaczacego przyspieszenia procesu odszumiania.
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Rysunek 3-11: Warto$¢ wspoélczynnika &, dla analizowanego procesu filtracji sprzezone;j.
Obraz testowy nr 1, poczatkowe zaszumienie o, = 400.

W ciagu kolejnych okoto 20 iteracji (wiersz 2 na rysunkach 3-12, 3-13) proces przebiega z
dominujacym czynnikiem sprzggajacym z przestrzenia Hougha. Dzigki temu zaszumienie obszaréw
jednolitych znacznie si¢ zmniejsza — proces odszumiania jest wyraznie szybszy niz w przypadku filtracji bez
sprzezenia.

Filtracja z dominujacym sprzgzeniem powoduje dodatkowo, ze krawedzie obiektu znajdujacego si¢
na obrazie staja si¢ wyrazniejsze i bardziej regularne. Pojawia si¢ rowniez niepozadany efekt w postaci
nowych krawedzi, ktore naleza do obiektu opisane parametrami przestrzeni Hougha, a nie wystgpuja na
obrazie oryginalnym. Jest to charakterystyczny efekt wystepujacy w przypadku sprz¢zenia addytywnego
oraz transformacji Hougha wyznaczajacej krzywe analityczne zawierajace (ale niepokrywajace sig)
poszukiwana strukturg. Efekt taki wynika ze zmniejszenia dyfuzji w obszarze, w ktorym krawedzie nie
wystepuja, co powoduje, ze wystepujace tam zaktocenia formuja strukture, ktéra wezesniej nie wystegpowala.
W praktyce zadna nowa struktura nie jest wprowadzana na obraz, lecz nieusunigte zaklocenia sprawiaja
wrazenie, ze struktura taka powstata (w poréwnaniu do przefiltrowanego obszaru jednolitego). Adaptacyjna
regulacja parametru sprzgzenia ma réwniez na celu eliminacj¢ tak wprowadzonych btednych informacji.

Po 100 iteracjach wszystkie wigkszo§¢ drobnych zakldcen zostata usunigta. Jest to znaczna poprawa
w porownaniu do filtracji bez sprzgzenia, w przypadku ktorego zakldcenia te zamiast zosta¢ usunigte, zostaja
uwydatnione tworzac male jednolite podobszary o ostrych krawedziach. Zmniejszajaca si¢ warto$¢
wspodtczynnika A, (ponizej 0.2) powoduje, Ze proces od 40 iteracji zbliza si¢ w swoim charakterze do filtracji
bez sprzezenia. Dzigki temu zostaja rowniez w znacznej czesci usunigte zaktocenia, ktore blednie formowaty
strukturg po 40 iteracjach. Krawedzie obiektu na obrazie sa po 100 iteracjach znacznie bardziej regularne niz
przy filtracji bez sprz¢zenia.

Od 100 do 200 iteracji sprz¢zenia procesu jest bardzo niewielkie. Dzigki temu wszelkie btedne
wprowadzone struktury zostaja prawie catkowicie usunigte. Charakter filtracji jest wigc zblizony do modelu
bez sprz¢zenia. Jednak uzyskiwane wyniki znaczaco si¢ roéznig ze wzgledu na wczesniej wystepujace

sprzezenie. Dzigki sprz¢zeniu procesu nie zostaty btednie utworzone niewielkie obszary, ktoére nie moga by¢
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Rysunek 3-12: Wynik nieliniowej filtracji standardowej (kolumna lewa) oraz sprz¢zonej (kolumna prawa) po
odpowiednio 20, 40, 100, 200 iteracjach dla obrazu testowego nr 1 (zaszumienie o, = 400).
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Rysunek 3-13: Detekcja krawedzi typu Sobel dla rezultatow nieliniowej filtracji standardowej
(kolumna lewa) oraz sprze¢zonej (kolumna prawa) po odpowiednio 20, 40, 100, 200 iteracjach.
Obraz testowy nr 1 (zaszumienie o, = 400).
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usunigte ze wzgledu na zbyt ostre krawegdzie. Krawedzie obiektu sa znacznie wyrazniejsze i bardziej
regularne. Obszary, na ktorych krawedzie nie wystepuja sa w tym przypadku znacznie bardziej jednolite.
Podsumowujac przebieg procesu filtracji z adaptacyjnym sprzgzeniem z przestrzenia Hougha mozna
wyrozni¢ kilka podstawowych cech:
e w poczatkowych iteracjach proces sprz¢zony i niesprz¢zony przebiegaja podobnie, aby
zmniejszy¢ wptyw btednej detekcji struktury na bardzo zaszumionym obrazie,
e dominujacy wptyw sprzgzenia powoduje, Ze obraz jest znacznie szybciej odszumiany,
e nieprawidlowo okres§lone struktury (ze wzgledu na zastosowany rodzaj transformacji) zostaja
prawie catkowicie usunig¢te dzigki zastosowaniu wspotczynnika adaptacyjnego,
e uzyskuje si¢ znacznie wyrazniejsze i bardziej regularne krawedzie w porownaniu do procesu
niesprzgzonego.
Podstawowa wlasno$¢ algorytmu sprzezonego mozna sformulowac nastgpujaco (ktéra wynika z

zachowania cech, ktore posiada nieliniowy proces filtracji):

Wiasnos¢ 3.1

Filtracja algorytmem realizujacym sprz¢zenie z przestrzenia Hougha nie wprowadza nowych wartosci

ekstremalnych w przestrzeni funkcji u(x, y). Oznacza to, ze kolejne iteracje filtracji daja w wyniku coraz

bardziej uproszczona wersj¢ obrazu oryginalnego u(x, y) niezaleznie od stopnia sprzgzenia z przestrzenia

Hougha.

W trakcie przeprowadzonych eksperymentéw zaobserwowano, ze w efekcie zastosowania sprze¢zenia
otrzymuje si¢ proces przyspieszony, ale o innej charakterystyce niz by to wynikato z prostego zwigkszenia

warto$ci wspotczynnika dyfuzji. Na tej podstawie mozna sformulowac nastepujaca wlasnosc.

Wilasnos¢ 3.2
Algorytm filtracji realizujacy sprzezenie z przestrzenia Hougha powoduje szybsze usuwanie zaktocen dzigki
uwzglednianiu dwoch zrodet wiedzy o strukturze obrazu: estymatora krawedzi oraz filtrujacych wlasnosci

przestrzeni Hougha.

Filtracja przy statym wspétczynniku hy

W przypadku sprze¢zenia addytywnego, gdy krawedzie na obrazie tworza struktury, ktore catkowicie
moga by¢ opisane przez parametry przestrzeni Hougha, nie ma konieczno$ci stosowania adaptacyjnego
sposobu wyznaczania wspolczynnika sprz¢zenia w celu usunigcia niepozadanych dodatkowych struktur.
Przyktadem takiego obrazu jest syntetyczny obraz testowy nr 2.

Na rysunku 3-14 przedstawiono wynik filtracji dla 300 iteracji w przypadku procesu bez sprzezenia
(w celu porownania rezultatow) oraz dla réznych warto$ci wspotczynnika 4. W procesie filtracji uzyto
funkcji g;, parametréw A=0.25 oraz adaptacyjnie wyznaczana wartos¢ K. W procesie sprz¢zonym uzyto

parametrow: Ty =15, n=4.
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Rysunek 3-14: Wynik nieliniowej filtracji po 300 iteracjach, g;. Pierwszy wiersz: filtracja bez sprzezenia,
sprzezenie 1=0.1, sprzezenie h,=0.3. Drugi wiersz: sprzezenie h=0.5, sprzezenie h=0.7, sprzezenie h=0.9.

Analizujac otrzymane wyniki filtracji mozna doj$¢ do nastgpujacych wnioskow:

maty wspolczynnik sprzgzenia h=0.1 (pierwszy rzad, druga kolumna) nie wplywa znaczaco na
przebieg procesu filtracji — jego zastosowanie spowodowato jedynie nieznaczne przyspieszenie
filtracji i usunigcie niektoérych zaklocen,

zwigkszenie wspotczynnika A, do wartosci 0.3 pozwala uzyska¢ znacznie lepsze rezultaty z
punktu widzenia szybkosci odszumiania — po 300 iteracjach znacznie wigcej zaklocen zostato
usunig¢tych w poréwnaniu do wyniku filtracji bez sprzgzenia,

dalsze zwigkszanie wspolczynnika powoduje, ze struktury, ktére zostaty prawidlowo okreslone
przez transformacje Hougha sa ostrzejsze i znacznie bardziej regularne; jednak w przypadku, gdy
struktura taka nie zostatla prawidlowo rozpoznana (ze wzgledu na duzy stopien zakldocen na
obrazie poczatkowym) — krawedzie sa mocno rozmywane i nastgpuje znaczna utrata informacji

(ze wzgledu na zwigkszenie dyfuzyjnos$ci w catym obszarze).

W przypadku sprzezenia typu addytywnego wymagane jest dobre dobranie warto$ci wspotczynnika

hy, aby otrzyma¢ rozsadne rezultaty. Zbyt mata warto§¢ wspotczynnika prowadzi do niewystarczajacego

uwzglednienia informacji dodatkowych pochodzacych z przestrzeni Hougha. Zbyt duza warto$¢

wspotczynnika powoduje znaczna utrate informacji: w pierwszej fazie filtracji wlasciwa detekcja struktury

wystgpujacej na obrazie nie jest mozliwa ze wzglgdu na szum, w kolejnej fazie filtracji detekcja taka nie jest

mozliwa ze wzgledu na zbyt intensywne rozmycie krawedzi po nieudanej poczatkowej detekcji ksztattow.

Z przedstawionych rezultatdw wynika, ze adaptacyjny sposdb wyznaczania wspolczynnika

sprzgzenia moze by¢ przydatny takze w sytuacji, gdy wszystkie struktury na obrazie moga by¢ catkowicie

opisane w przestrzeni transformacji Hougha. Zmniejszenie sprzgzenia w poczatkowej fazie odszumiania

pozwala w takim przypadku na minimalizacj¢ utraty informacji wynikajacej z blednego rozpoznania

usytuowania ksztattoéw przez algorytm transformacji. W takim przypadku algorytm adaptacyjny moze zostaé
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uruchomiony z parametrami, ktore nie zmniejszaja w znaczacy sposob warto$¢ sprzezenia w koncowej fazie

odszumiania. Moze to by¢ zrealizowane przez wybranie duzej warto$ci wspotczynnika /..

3.4.2 Skutecznos¢ filtracji dla wspoétczynnika dyfuzji ¢, (sprzezenie multiplikatywno
-addytywne)

Dla poréwnania zostana przedstawione rezultaty filtracji przy zastosowania sprzezenia
multiplikatywno-addatywnego. Jak to zostatlo zasygnalizowane w rozdziale 3.3.2, sprzezenie tego typu
stosowane moze by¢ w przypadku obrazow, dla ktorych transformata Hougha nie generuje krzywych
pokrywajacych si¢ catkowicie z poszukiwang struktura na obrazie oryginalnym. Celem takiego rodzaju
wspotczynnika ¢ jest zminimalizowanie wplywu sprzgzenia w obszarach, gdzie wyznaczona struktura
geometryczna nie pokrywa si¢ z krawedziami wyst¢pujacymi na obrazie.

Na rysunku 3-15 zostaly pokazane rezultaty filtracji obrazu testowego nr 1 algorytmem bez
sprzgzenia (pierwsza kolumna) oraz algorytmem sprz¢zonym w przypadku matej wartosci wspolczynnika
h=0.3 (druga kolumna) i duzej warto$ci wspotczynnika 4=0.9. Zastosowano funkcje stopujace g, oraz gy;.
Przyjeto parametr skalujacy 4,=0.5. Dla pozostatych parametréw zastosowano takie same wartosci, jak w

poprzednim eksperymencie.
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Rysunek 3-15: Wynik filtracji ¢, po 300 iteracjach dla obrazu testowego nr 1 (zaszumienie o, = 400).
Wiersz drugi — detekcja krawedzi typu Sobel. Kolumna 1 — filtracja bez sprzezenia,
kolumna 2 — filtracja sprz¢zona h=0.3, kolumna 3 — filtracja sprze¢zona /=0.9.

Filtracja przeprowadzono przy wspotczynniku #~0.3 nie powoduje znacznego poprawienia
otrzymanych wynikow. Proces odszumiania zostat spowolniony w poréwnaniu do filtracji bez sprz¢zenia.
Jest to zgodne ze wzorem (3 — 26) okreslajacym tego rodzaju sprze¢zenie. Zalezno$¢ ta zaktada, ze proces ma
by¢ celowo spowolniony w obszarach, gdzie prawdopodobnie wystepuja krawedzie. Ze wzgledu na
zastosowanie malego wspotczynnika sprze¢zenia calkowita dyfuzja rowniez zostata spowolniona efektem

czego jest wolniejsze odszumianie obszaréw, gdzie krawedzie nie sa odnalezione. Pozytywnym dziataniem
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wynikajacym z zastosowania sprz¢zenia jest nieznaczne, lecz zauwazalne wyostrzenie krawedzi obiektu.
Otrzymane krawedzie sa takze bardziej regularne niz w przypadku filtracji bez uzycia sprzgzenia.

Uzycie wigkszej wartoSci wspotczynnika daje zauwazalnie lepsze efekty. Obszary jednolite sa
szybciej odszumiane niz jest to w przypadku algorytmu bez sprz¢zenia. Otrzymane krawegdzie obiektu sa
natomiast znacznie wyrazniejsze i regularne niz w obu poprzednich przypadkach. Kolejne iteracje powoduja
ciagla poprawe obrazu bez utraty ostro$ci krawedzi, ktora jest regularyzowana przez state sprz¢zenie z
przestrzenia Hougha.

Nalezy zauwazy¢, ze przy uzyciu wspoétczynnika sprz¢zenia zar6wno o matej, jak i duzej wartosci
udato si¢ prawie catkowicie zniwelowa¢ wptyw sprzgzenia w obszarach, gdzie wyznaczona struktura nie
pokrywa si¢ z krawedziami obiektu na obrazie. Wptyw ten byl bardzo widoczny w przypadku sprzezenia
addytywnego. Tutaj jedynie niewielkie fragmenty takiego sprzezenia widoczne sa przy zastosowania
wspolczynnika /4, o duzej wartosci. Z tego punktu widzenia nie istnieje wigc konieczno$¢ uzywania w tym
przypadku adaptacyjnej wersji algorytmu wyznaczajacej wspotczynnik 4, w zalezno$ci od zaszumienia
wystgpujacego na obrazie. Jednak uzycie adaptacyjnego algorytmu moze by¢ podyktowane innymi
wzgledami — np. znacznym duzym zaszumienie obrazu poczatkowego, w przypadku ktérego mozliwa jest
bledna detekcja ksztattow. Poza tym zastosowanie wersji adaptacyjnej moze by¢ konieczne w przypadku
modyfikacji parametru skalujacego A, w celu przyspieszenia procesu filtracji.

Podsumowujac nalezy stwierdzié, ze alternatywna posta¢ sprzg¢zenia c, nie daje tak znaczacej
poprawy jakosci filtracji, jaka wystepowata w przypadku sprzgzenia addytywnego. Jednakze pozwala na
uzyskanie dobrej jakosSci rezultatow filtracji w przypadku, gdy wynik transformaty odwrotnej nie pokrywa
si¢ z krawedziami na obrazie. Sytuacja taka moze mie¢ czg¢sto miejsce takze w przypadku bardzo duzego
zaszumienia obrazu oraz dla obrazow rzeczywistych. W sytuacjach tego typu detekcja struktur
wystepujacych na obrazie moze by¢ czesto bledna, zwlaszcza dla poczatkowych iteracji (patrz rozdziat
3.4.2). Sprzgzenie multiplikatywno-addytywne pozwala na przeprowadzenie procesu filtracji bez
wprowadzania btednych informacji prowadzacych do niepotrzebnego zahamowania dyfuzji w pewnych
obszarach. Proces dyfuzji jest w tym przypadku prowadzony wolniej, lecz jest mniej podatny na rozbiezno$¢

informacji wyznaczonych na podstawie oszacowania krawedzi oraz oszacowania struktury.

3.4.3 Charakterystyka filtracji sprzezonej przy zastosowaniu wartosci progowej dla
przestrzeni transformaty odwrotnej

Wyniki przedstawione w poprzednich podrozdziatach dotyczyly algorytmu, w ktérym do generacji
odwrotnej transformaty brana byla pod uwagg okreslona przez parametr 77,, liczba maksimow z przestrzeni
Hougha. Wersja ta jest uzyteczna w przypadku, gdy mozliwe jest okreslenie z gory liczno§¢ struktur na
obrazie, ktore powinny by¢ uwydatnione. Jezeli jednak wiedza dodatkowa ograniczona jest do znajomosci

typu struktury, alternatywne podejscie jest wygodniejsze. W takim przypadku wygodniej jest zdefiniowac
wzgledny prog czuto$ci y/,, w przestrzeni parametrow, powyzej ktorego struktura bedzie odwzorowywana

w procesie transformacji odwrotnej (patrz — konstrukcja transformaty odwrotnej).
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Na rysunku 3-16 przedstawiono wynik filtracji dla 400 iteracji bez sprz¢zenia (lewa kolumna) oraz

ze sprzgzeniem o parametrach s=0.3 (Srodkowa kolumna) oraz h=0.5 (prawa kolumna). Uzyte zostaly

nastgpujace pozostale parametry: sprzg¢zenia addytywne c;, funkcja stopujaca, g, Ty =2, ,;, = 0.3.

Rysunek 3-16: Wynik filtracji po 400 iteracjach dla obrazu testowego nr 2 (zaszumienie o, = 100).
Wiersz drugi — detekcja krawedzi typu Sobel. Kolumna 1 — filtracja bez sprze¢zenia,
kolumna 2 —filtracja sprz¢zona h~0.3, kolumna 3 — filtracja sprz¢zona h=0.5.

Przeprowadzona filtracja daje bardzo dobre rezultaty:

e Detekcja istotnych struktur na obrazie zostata prawidtowo automatycznie przeprowadzona —

wyostrzone zostaly tylko dominujace struktury tworzace linie proste.

e Dyfuzja w obszarach jednolitych (poza krawgdziami) zostata przyspieszona w poréwnaniu do

filtracji bez sprzezenia.

o Krawedzie znajdujace si¢ na obrazie sa znacznie bardziej regularne niz przy filtracji

standardowej (co jest szczegodlnie dobrze widoczne w drugim rzedzie na rysunku 3-16).

e Proces przebiega stabilnie nawet dla bardzo wielu iteracji (dla 400 i wigcej) — krawedzi pozostaja

stabilne ze wzgledu na stopujace wlasnosci sprzezenia.

Nalezy zauwazy¢, ze powyzsze wyniki otrzymano przy stalym wspotczynniku sprzezenia h. Na
rysunku 3-16 widoczne jest, ze zwigkszenie sprzg¢zenia powoduje, ze poszukiwane struktury (krawedzie
pomigdzy obszarami o roznej intensywnosci) staja si¢ bardziej regularne. Niepozadanym efektem
wynikajacym z charakteru transformacji Hougha jest wielokrotna reprezentacja pojedynczej linii przez kilka
punktow w przestrzeni Hougha (nawet po zastosowaniu filtru butterfly). Przy tworzeniu przeksztalcenia
odwrotnego brane sa pod uwagg wszystkie punkty powyzej pewnej wzglednej wartosci granicznej.
Powoduje to, ze dana linia ma kilka reprezentacji rozniacych si¢ o pojedyncze wartosci parametru. Sg one
bardziej uwydatnione przy wyzszym wspotczynniku 4y ze wzglgdu na zmniejszona dyfuzyjno$¢ w tych

rejonach. Aby zminimalizowaé¢ wplyw tego efektu mozliwe jest:
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¢ modyfikacja rozmiaru akumulatora uzywanego w transformacji Hougha tak, aby kwantyzacja
przestrzeni byla lepiej przystosowana do struktur geometrycznych wystepujacych na obrazie —
rozwigzanie to jest klopotliwe w przypadku zwigkszenia przestrzeni Hougha (moze znacznie
zwigkszy¢ si¢ zlozonos¢ obliczeniowa),

e przetwarzanie przestrzeni Hougha po wyznaczeniu transformaty np. przez odpowiednio
przystosowany algorytm segmentacji pozwalajacy na wyodrgbnienie obszaréw reprezentujacych
maksima lokalne odnoszace si¢ do pojedynczych struktur — w tym przypadku nalezy zwroci¢
uwagg, aby nie nastgpita znaczna utrata informacji w sytuacji, gdy wiele podobnych struktur ma
by¢ rozréznionych;

e uwzglednienie w procesie filtracji adaptacyjny sposoéb wyznaczania wspolczynnika sprzezenia —
analogicznie jak to zostato pokazane w podrozdziale 3.4.1 proces taki pozwolitby na dodatkowe

wygladzenie biednie wprowadzonych struktur w koncowej fazie filtracji, gdy wigkszo$¢

zakldcen zostata juz usunigta dzigki sprzezeniu z przestrzenia Hougha.

Rysunek 3-17: Wynik filtracji po 400 iteracjach dla obrazu testowego nr 2 (zaszumienie ¢, = 100).
Obraz po lewej: staly wspolezynnik /,= 0.5, obraz Srodkowy: wspoélczynnik adaptacyjny h,= 15,
obraz po prawej: wspélczynnik adaptacyjny 4, = 25.

Na rysunku 3-17 poréwnano wyniki filtracji uzyskane przy uzyciu filtracji ze sprzezeniem przy
stalym wspolczynniku s,= 0.5 oraz wspolczynnikach adaptacyjnym o parametrach odpowiednio /4,= 8, h, =
15 (obraz srodkowy) oraz /,= 25 (obraz prawy). Pozostate parametry filtracji pozostaly bez zmian.

Po zastosowaniu adaptacyjnego okreslania wspotczynnika sprze¢zenia udato si¢ zmniejszy¢ efekt
spowodowany wielokrotna reprezentacja pojedynczej struktury. W obu przypadkach uzyskane linie maja
nadal zwigkszona regularnos¢ (w poréwnaniu do filtracji bez sprz¢zenia) oraz sa ostrzejsze w pordwnaniu do
filtracji o statych wspotczynniku sprzezenia. Zastosowanie wigkszego wspolczynnika 4, daje efekty zblizone
coraz bardziej do filtracji o statym wspodtczynniku. Mniejsza wartos¢ h, powoduje, ze obraz bgdzie w
mniszym stopniu przetworzony przez proces sprzgzony, przez co rezultaty zblizone sa do filtracji bez
sprzgzenia. Wybor optymalnej warto$ci wspotczynnika zaleze¢ bedzie od konkretnego zastosowania.

Rysunek 3-18 przedstawia etapy odszumiania obrazu testowego dla tych samych parametrow
filtracji, ktore zostaty uzyte w poprzednim eksperymencie. W kolejnych wierszach przedstawiono rezultaty
uzyskane po okreslonej liczbie iteracji. Pierwszy wiersz pokazuje oryginalny zaszumiony obraz testowy
przed rozpoczeciem filtracji (iteracja nr 0). W srodkowj kolumnie przedstawiono detekcje krawedzi typu

Sobel (kolor czarny i bialy — pokazane w negatywie) z natozona wizualizacja przestrzeni H' (kolor
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Rysunek 3-18: Wynik filtracji sprz¢zonej /,~0.3 (kolumna lewa), detekcja krawedzi z nalozong wizualizacja HT !
(kolumna $rodkowa), wizualizacja transformaty HT" uzytej w sprzezeniu (kolumna prawa). Wiersze odnosz3 si¢
odpowiednio do 0, 2, 4, 6, 10, 50 iteracji. Obraz testowy nr 2 (zaszumienie o, = 100).
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niebieski). Odwrotna transformata uzywana przetworzona przez splot z jadrem Gaussa o = 2 przedstawiona
jest w kolumnie 3. Tak przygotowana transformata odwrotna uzywana jest nast¢pnie w procesie sprz¢zenia.

Znajdujacy si¢ na poczatkowym obrazie szum powoduje, ze odpowiadajaca mu transformata Hougha
rowniez jest bardzo nieregularna. Zastosowanie progowania jasnosci pikseli oraz filtru butterfly pozwala
wyodrebni¢ najbardziej wyrazne struktury znajdujace si¢ na obrazie. Po dwoch iteracjach liczba struktur
powstatych na podstawie detekcji krawedzi na obrazie zaczyna si¢ zmniejszaé. Struktury powstate z
rozréznienia obszarow pozostaja dominujace — przede wszystkim zostaly usunigte struktury powstate z
zaklocen formujacych si¢ w pionowe linie.

Kolejne iteracje powoduja dalsza redukcje zaszumienia, a co za tym idzie redukcja struktur
dominujacych w przestrzeni Hougha. Juz po 50 iteracjach wybrany podzbior przestrzeni Hougha
ograniczony jest do struktur opisujacych poszukiwane krawegdzie na obrazie. Dzigki temu dyfuzja w
obszarze tych krawedzi bedzie dodatkowo zahamowana, co przyspieszy filtracje i spowoduje, ze krawedzie

beda bardziej regularne. Stad mozna uog6lni¢ wlasnos¢ 3.1 w nastepujacy sposob.

Wiasnosé 3.3
Filtracja algorytmem realizujacym sprz¢zenie z przestrzenia Hougha nie powoduje powstawania
nowych struktur geometrycznych na przetwarzanym obrazie. Kolejne iteracje filtracji daja w wyniku coraz

bardziej uproszczona wersjg obrazu oryginalnego zaréwno dla funkcji jasnosci u(x, y), jak i dla przestrzeni

Hougha H.

3.5 Dyskusja i podsumowanie metod filtracji sprzezonej

W rozdziale 3 przedstawiono mozliwosci uwzglednienia w procesie filtracji dodatkowej wiedzy o
obrazie. Konstrukcja zaproponowanego podejscia jest $cisle oparta na metodach realizujacych przestrzenna
filtracj¢ obrazow dwuwymiarowych. Krotko zostana przedstawione zagadnienia implementacyjne zwiazane

z konkretna realizacja przedstawionego algorytmu.

Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu

Pojedyncza iteracja podstawowej wersji algorytmu filtracji nieliniowej opisanej dyskretyzacja
(2-61) wymaga wykonania O(W (I)H(I)) operacji wyznaczenia nowej wartosci pikseli. W praktyce
nalezy réwniez uwzgledni¢ czas niezbedny na wyznaczenie oszacowania wystapienia krawedzi, ktére jest
uzywane, jako zmienna sterujaca procesu filtracji.

W oszacowaniu ztozonosci algorytmu sprzezonego nalezy wzia¢ pod uwage czas potrzebny na
wyznaczenie nowej wartosci piksela oraz obliczenie transformacji Hougha. Wyznaczenie nowej wartosci
piksela jest wykonywane w czasie O(W (I)H(Il)) operacji — sprzg¢zenie nie wplywa na ta sktadowa
algorytmu, gdyz zostaje jedynie zmieniona postac dla lokalnego wspolczynnika dyfuzji.

Obliczenie transformacji Hougha jest najbardziej czasochtonnym zadaniem wykonywanym w trakcie

filtracji algorytmem sprz¢zonym. Ztozono$¢ obliczeniowa transformacji zalezy przede wszystkim od
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przyjetego rodzaju transformaty oraz zastosowanego sposobu parametryzacji krzywych. Zastosowanie

standardowe] wersji transformaty jest najbardziej kosztowne obliczeniowo. W przypadku transformacji

wykrywajacej linie proste dla przestrzeni parametrow o rozmiarze s, zlozonos¢ obliczeniowa jest
ograniczona przez O(W(I)H(I)s,). Detekcja krzywych opisanych przez wigksza liczbg parametrow

pociaga za soba dalszy wzrost ztozono$ci obliczeniowej. Jednocze$nie znacznie wzrasta zapotrzebowanie na
zasoby pamigci wynikajace z rozmiaru akumulatora.

W praktyce naktad obliczeniowy zwiazany z wyznaczeniem przestrzeni parametrow jest ograniczony
przez liczbe punktow, ktore brane sa pod uwage przy wypehlnianiu akumulatora. W przypadku
skomplikowanych obrazow liczba ta moze by¢ znaczaca, co powoduje znaczny wzrost wymaganych
obliczen. Czgéciowym rozwiazaniem problemu duzej zlozono$ci algorytmu jest zastosowanie
zmodyfikowanej wersji algorytmu transformaty Hougha. Zastosowanie probabilistycznej lub hierarchicznej
odmiany transfromaty pozwolitoby na zmniejszenie naktadéw obliczeniowych przy zachowaniu wysokiej
skutecznosci detekcji struktur geometrycznych. Jednakze badanie wplywu rodzaju transformaty na
skutecznos$¢ algorytmu sprz¢zonego wykracza poza zakres prezentowanej pracy.

Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu dotyczy pojedynczej iteracji filtracji obrazu. W trakcie
eksperymentow zauwazono, ze nie ma konieczno$¢ wyznaczania transformaty Hougha dla kazdej iteracji.
Doswiadczenia praktyczne wykazaty, ze najbardziej istotne jest zaktualizowanie przestrzeni parametrow na
poczatku procesu filtracji. Szybka poprawa jakos$ci obrazu w pierwszych iteracjach algorytmu pozwala na
znaczne zwigkszenie doktadno$ci wyznaczenia transformaty Hougha, a co za tym idzie takze transformaty
odwrotnej (podobny problem jest rozwazany w rozdziale 3.3.2). W kolejnych iteracjach algorytmu
aktualizacja przestrzeni Hougha moze by¢ znacznie rzadsza, dzigki czemu mozliwe jest znaczne

przyspieszenie wykonywanych obliczen.

Alternatywne okreslenie sasiedztwa

Konstrukcja algorytmu sprzezonego zaprezentowanego w rozdziale 3.3.3 opiera si¢ na dyskretyzacji
réwnania roézniczkowego procesu dyfuzji opisanego wyrazeniem (2 —46). W dyskretyzacji zastosowany
zostal schemat roznicowy wzorowany na przeksztalceniach opisanych w pracy [79]. Przyjety sposob
konstruowania réznic skonczonych powoduje, ze algorytm realizujacy filtracj¢ dla obrazéw dyskretnych
oparty jest na czterosasiedztwie zdefiniowanym w rozdziale 2.1.

Jednakze mozliwa jest konstrukcja algorytmu, ktora uwzglgdnia o§miosasiedztwo przy przetwarzaniu
pojedynczego piksela. Podejécie opisane wyrazeniem (2 — 66) zostalo zaproponowane migdzy innymi w
pracy [30], jako jedna z metod regularyzacji procesu filtracji. W takim przypadku nalezy rozpatrzy¢ wartosci
wagowe przy uwzglednianiu pikseli sasiadujacych diagonalnie. W cytowanej pracy autorzy proponuja
przyja¢ wartos¢ \/5 , jako wagg dla pikseli diagonalnych, co wynika z dyskretnej miary odlegtosci dla siatki
pikseli obrazu.

Wyznaczanie nowych wartosci pikseli przy uzyciu o$miosasiedztwa dla punktu moze pozytywnie

wplywa¢ na wlasnosci procesu. Jednakze w takim przypadku nalezy rowniez uwzgledni¢ warunek

&9



Réwnania rozniczkowe czgstkowe w problemach filtracji obrazow i trajektorii przestrzennych

monotoniczno$ci procesu w odniesieniu do dyskretyzacji warstwy czasowej rdwnania rézniczkowego. W
0g6Inosci mniejsza warto$¢ kroku czasowego pozwala dokltadniej odwzorowaé przebieg procesu ciaglego
przy uzyciu dyskretnej aproksymacji. Mozna pokazaé [30], ze dla zwigkszajacej si¢ liczby punktow
uwzglednianych dla sasiedztwa piksela centralnego, zmniejsza si¢ maksymalna dopuszczalna wartos¢ kroku

czasowego, przy ktorej dyskretyzacja procesu jest poprawna.

Kryterium stopu algorytmu

W przedstawionych badaniach badano przebieg procesu filtracji po wykonaniu okreslonej liczby
iteracji. W zastosowaniach praktycznych najczgséciej istnieje konieczno$¢ okreslenia automatycznego
kryterium stopu algorytmu. Dla zagadnienia filtracji obrazow trudno jest okre§li¢ moment, kiedy filtracja
powinna zosta¢ zakonczona. W przypadku filtréw liniowych mozna wyznaczy¢, po jakim czasie zostana
usunigte zaktocenia wystepujace z okreslonym natgzeniem. Ze wzgledu na brak ogdlnego rozwiazania dla
nieliniowego réwnania rozniczkowego, analiza taka nie jest mozliwa dla algorytméw opartych na modelu
Perona-Malik. Jest wiele sposobow zdefiniowania kryterium stopu dla aproksymacji numerycznej rownania
nieliniowego, ktére moga by¢ takze bezposrednio uzywane do zaproponowanego algorytmu sprz¢zonego.
Wsrod nich mozna wymienié¢ nastgpujace rozwiazania:

e Zmiana opisu procesu z réwnania rozniczkowego w postaci (2-—66) w model reakcyjno-
dyfuzyjny przedstawiony w pracy [77]. Jedna z podstawowych zalet modelu opisanego w
cytowanej pracy jest wilasnie brak konieczno$ci okreslania warunkoéw stopu dla algorytmu.
Jednakze zamiast ustalania chwili czasowej, w ktorej algorytm konczy swoje dzialanie, w
modelu tym wystgpuje konieczno$¢ okreslenia nowego parametru, ktory decyduje o zatrzymaniu
si¢ algorytmu. W praktyce oba modele moga by¢ w duzej czgsci rozpatrywane rownowaznie, a
ich wybor zalezy od wygody okreslenia danego kryterium stopu dla konkretnego zastosowania.

e Wyznaczenie wspolczynnika globalnej zmiany szybkosci dyfuzji na podstawie dwoéch
nastepujacych po sobie pojedynczych przebiegdw algorytmu. Konstrukcja takiego rodzaju
kryterium jest analogiczna do sposobu okreslenia warunkéw stopu dla wielu problemow
optymalizacyjnych. W tym przypadku moga by¢ zastosowanie globalne miary odlegtosci
pomigdzy obrazami przedstawione w rozdziale 2.1.

e Wyznaczenie wspolczynnika globalnej zmiany szybkosci dyfuzji na podstawie aktualnej (po
filtracji) oraz oryginalnej zawarto$ci obrazu. W pracy [74] zaproponowane zostato przykladowe
kryterium wyznaczone na podstawie korelacji pomigdzy stanem po filtracji oraz stanem
poczatkowym.

Wybdr kryterium stopu do obrazéw nie jest zadaniem tatwym ze wzgledu na brak jednoznacznego
okreslenia osiagnigcia pozadanej jakoSci obrazu. Na podstawie przeprowadzonych eksperymentow, mozna
jednakze stwierdzié¢, ze zastosowanie filtracji sprz¢zonej dodatkowo powinno ulatwi¢ okreslenie kryterium
stopu. W rozdziale 3.4 zostaly przedstawione eksperymentalnie potwierdzone wtasnosci algorytmu, ktore
zapewniaja, ze krawedzie obrazu dla wielu iteracji pozostaja stabilne. Dzigki temu tatwiejsze jest

zastosowanie kryterium opartym na poréwnywaniu zmiany odlegtosci pomigdzy rezultatami dwodch
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kolejnych iteracji filtracji. Zastosowanie takiego kryterium dla innego rodzaju algorytmoéw byloby znacznie

utrudnione np. dla oryginalnego modelu Perona-Malik, a praktycznie niemozliwe dla modelu liniowego. Jest

to wigc dodatkowa zaleta wynikajaca z zastosowania zaproponowanego algorytmu sprzezonego.

Podsumowanie

Filtracja realizujaca nieliniowe réwnanie rozniczkowe czastkowe uwzglednia jedynie informacje

o lokalnie wyznaczonym gradiencie funkcji obrazu. Zaproponowana zostala metoda uwzglednienia w

procesie filtracji wiedzy o strukturze geometrycznej obrazu. Metoda zostala opisana i przebadana,

a otrzymane rezultaty mozna podsumowac¢ w nastgpujacych punktach:

zaproponowano algorytm filtracji realizujacy uwzglednienie wiedzy o strukturze geometrycznej
obrazu przez sprz¢zenie z przestrzenia Hougha,

zastosowanie transformacji Hougha powoduje przyspieszenie procesu odszumiania dzigki
uwzglednieniu jej filtrujacych wlasnosci,

krawedzie na obrazach przetwarzanych przez algorytm sprzezony pozostawaty przez diuzszy
czas stabilne w poréwnaniu do algorytmu standardowego,

filtracja algorytmem sprzezonych pozwolita uzyskaé bardziej regularne krawedzie,

sprzgzenie z przestrzenia Hougha przeznaczona dla okres$lonej grupy struktur pozwala na
uwydatnienie geometrycznie okre§lonych cech na obrazie,

opracowano dwa modele sprzg¢zenia, ktdrych zastosowanie zalezy od uzytego rodzaju
transformacji Hougha,

opracowano 1 przetestowano metodg adaptacyjnego sposobu okreslania wartosci wspotczynnika
sprz¢zenia hy,

adaptacyjne wyznaczanie wspolczynnika A, pozwala na zastosowanie sprzgzenia addytywnego
nawet w przypadku niecatkowitego odwzorowania struktur obrazu przez odwrotna transformacje
Hougha,

przetestowano dwa sposoby tworzenia transformaty odwrotnej: uwzgledniajacy $ci§le okreslona
liczbg struktur oraz progowe uwzglednianie maksimow lokalnych przestrzeni H,

realizacja filtracji przy progowym uwzglednianiu struktur daje bardzo dobre wyniki bez
koniecznos$ci okreslania licznoSci struktur,

zaproponowana metoda nie narzuca rodzaju struktur, ktére maja by¢ uwydatnione przy filtracji —
konstrukcja algorytmu realizujacego metode pozwala na zastosowanie dowolnego rodzaju
transformacji Hougha (takze dotyczacej dowolnych ksztalttow, a nie tylko krzywych
analitycznych),

przedstawiony algorytm zostal przetestowany na obrazach testowych, przedstawiono otrzymane
wyniki w postaci otrzymanych obrazéw oraz porownanie skutecznos$ci rdéznych rodzajow

algorytmoéw z filtracja bez sprzgzenia przy uzyciu miary SNR,
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e prawidlowy dobdr parametréw algorytmu pozwala na uzyskanie lepszych rezultatow w

poréwnaniu do filtracji bez sprze¢zenia.

Zaproponowana metoda daje obiecujace wyniki. Gléwna jej zaleta jest potaczenie wlasnosci filtracji
opartej na nieliniowym procesie dyfuzji z odpornoscia transformacji Hougha na zaktocenia i nieregularnosci
wystepujace na obrazie. Algorytm realizujacy filtracj¢ sprzezona moze by¢ uzywany w przypadku
konieczno$ci uwydatnienia okre§lonych struktur (krzywych analitycznych, ksztattoéw). Nie jest on
ograniczony do jednego typu transformacji. W przedstawionym rozdziale skoncentrowano si¢ na pokazaniu,
w jaki sposob sprzezenie pomigdzy roéznymi estymatorami cech moze zosta¢ zrealizowane oraz jak

skutecznie takie sprzgzenie wptywa na proces filtracji.
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Czesc ll

Przetwarzanie

trajektorii w przestrzeni rotacji
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Rozdziat 4

Modele opisu przestrzennej orientacji obiektéow

Aby w pehni opisa¢ potozenie obiektu w przestrzeni nalezy podaé zestaw parametrow zalezny od
przyjetej reprezentacji danych oraz od zdefiniowania uktadu odniesienia. W przestrzeni trojwymiarowe;j
potozenie punktu materialnego w pelni okreslone jest przez wektor translacji wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych. W przypadku bryly sztywnej konieczne jest dodatkowo okreslenie orientacji. Opis
komplikuje si¢ jeszcze bardziej, gdy wystgpuje konieczno$ci przedstawienia zmiany wymiaréw ciata
(czynnik skalujacy). W praktyce jednak skalowanie wymiarow rzadko jest uzywane. Jezeli nie zaznaczono
inaczej w prezentowanych zagadnieniach przyjmuje si¢, ze jedynymi dopuszczalnymi transformacjami sa
translacje oraz rotacje. Dzigki temu zapewniony jest warunek, ze zachowana zostaje odlegtos¢ pomiedzy
punktami nalezacymi do obiektu.

Prawidtowe okre$lenie potozenia i orientacji obiektu w przestrzeni SE(3) niezbedne jest w bardzo

wielu zastosowaniach praktycznych. Podstawowe zastosowania obejmuja mig¢dzy innymi nastgpujace
dziedziny:

e w robotyce odpowiedni zestaw parametrow okresla potozenie robota w przestrzeni roboczej oraz
polozenie oraz orientacj¢ jego efektorow wzgledem korpusu — konieczne jest zaplanowanie
trajektorii ruchu oraz kontrola umiejscowienia poszczegdlnych cztonéw w przestrzeni [61],

e w lotnictwie niezbedne jest okreSlenie pozycji 1 orientacji samolotu oraz dodatkowych
parametrow potrzebnych do planowania sposobu wykonywania manewrow (np. ladowania);
szczegblnym przypadkiem jest opis obiektow umiejscowionych w przestrzeni kosmicznej
(satelity, promy kosmiczne),

e w nawigacji do okreslenia potozenia obiektu wzgledem punktéw odniesienia na mapie,

e w astronomii do okre§lenia potozenia cial niebieskich,

e w animacji komputerowej do opisania potozenia oraz przetwarzania danych reprezentujacych
polozenie oraz orientacjg obiektow w wirtualnym §wiecie generowanym przez komputer; w tym
przypadku czesto informacje dotyczace §wiata wirtualnego taczone sa z danymi pochodzacymi
ze $wiata rzeczywistego (efekty specjalne w produkcjach filmowych, grach, itp.).

W wielu przypadkach potozenie punktu w przestrzeni zmienia si¢ w czasie kreslac trajektorig.

Trajektoria moze by¢ rejestrowana na podstawie aktualnego potozenia lub generowana w celu okreslenia
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potozenia w zaplanowanym momencie czasu. W wielu przypadkach planowana trajektoria jest zalezna od
innych czynnikow i sit wptywajacych na potozenie obiektu (np. w przypadku ruchu satelity). Informacje o
zapisanej trajektorii moga stuzy¢ do dalszej analizy. Odpowiednie uktady sterujace (wykonawcze) maja za
zadanie osiagnigcie zaplanowanego potozenia obiektu przy zachowaniu zdefiniowane;j trajektorii.

Sposoby opisu pozycji obiektu w przestrzeni sa dobrze opracowane. W prosty sposéb mozna
uogolni¢ metody opisu dla przestrzeni dwuwymiarowej i zastosowac je dla wyzszych wymiarow — w
praktyce dotyczy to przestrzeni trojwymiarowej, cho¢ uogolnienie przenosi si¢ bezposrednio dla dowolnych
wymiaréw. Wszelkie miary odleglosci rowniez w prosty sposob przenosza si¢ na euklidesowe przestrzenie
wielowymiarowe. Przetwarzanie danych opisujacych potozenie w nizszych wymiarach ma swoje
bezposrednie odpowiedniki dla wymiarow wyzszych.

Bardziej skomplikowane jest zdefiniowanie orientacji obiektu w przestrzeni. Informacja taka moze
by¢ opisana przy pomocy réznych parametryzacji, ktore bgda bezposrednio wpltywaé na wilasciwosci
zapisywanych danych. Przetwarzanie danych orientacji ukladu jest réwniez znacznie mniej zbadanym
zagadnieniem. Kolejne rozdzialy skoncentrowane bgda na zagadnieniu opisu i przetwarzania orientacji w
przestrzeni

Szczegdlnym przypadkiem zastosowania okreslenia potozenia obiektu w przestrzeni jest opis ruchu
cztowieka przy uzyciu uproszczonej hierarchicznej struktury reprezentujacej szkielet postaci. Opis taki jest
bardzo istotny w systemach animacji wykorzystujacych dane przedstawiajace naturalny ruch ludzki. Zrodto
danych o ruchu moze by¢ réznego rodzaju: naturalne (systemy przechwytywania ruchu) lub sztuczne
(syntetyczna generacja sekwencji). Niezaleznie jednak od sposobu uzyskania danych, ruch ludzki moze by¢
reprezentowany jako zestaw trajektorii opisujacych potozenie w przestrzeni najistotniejszych czesci
struktury reprezentujacej szkielet postaci. Problematyka zwiazana z opisem i przetwarzaniem danych ruchu
ludzkiego jest bardzo istotna w wielu zagadnieniach praktycznych, przyktadowo w nastgpujacych
zastosowaniach:

e systemy animacji komputerowej — tworzenie realistycznych efektow specjalnych w produkcjach

filmowych, grach, itp.,

e systemy diagnostyki medycznej — analiza danych reprezentujacych ruch pacjentdéw z punktu
widzenia poprawnosci budowy ukladu motorycznego, diagnostyki chorob uktadu ruchu,
wynikow terapii przeprowadzanej z pacjentem,

e gsystemy nadzorowanego treningu sportowego — analiza sposobu poruszania si¢ zawodnika z
punktu widzenia kinematyki i dynamiki ciala,

e systemy bezpieczenstwa — identyfikacja postaci na podstawie zapisanego ruchu, semantyczna
analiza ruchu, wczesne wykrywanie i ostrzeganie przed dziataniami terrorystycznymi itp.,

e systemy kontroli dostgpu — okreslenie uprawnien w dostgpie do wybranych
pomieszczen/obszar6w na  podstawie sposobu wykonywania ruchéw  jednoznacznie

identyfikujacego osobe,
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e systemy wspomagajace dla 0s6b uposledzonych — np. analiza jezyka migowego na podstawie
rozpoznawania wykonywanych ruchow, interakcja cztowiek-komputer na podstawie gestow.

W kolejnych podrozdziatach zostana zaprezentowane rézne sposoby opisu orientacji w przestrzeni.

W ostatnim podrozdziale krotko zostanie omowiona tematyka zwigzana z reprezentacja potozenia ciata

ludzkiego (w ogoélnosci hierarchicznej struktury szkieletowej) w przestrzeni. W rozdziale 5 zostang

przedstawione istniejace oraz zaproponowane nowe metody pozwalajace na wydajne przetwarzanie danych

opisujacych orientacje w przestrzeni zapisana przy uzyciu omawianych sposoboéw parametryzacji.

4.1 Parametryzacja przestrzeni translacji i orientacji

Na opis potozenia w przestrzeni sklada si¢ podanie pozycji i orientacji ciata sztywnego. Pozycje
punktu materialnego okresla si¢ w postaci wektora P reprezentujacego translacje wzglgdem wybranego
uktadu wspotrzednych A4 (oznaczenia uktadow wspotrzednych oraz przeksztalcenia na podstawie [18]).

Py
Ap _

P=\p, (4-1

P
Opis orientacji obiektu wymaga zwigzania z nim lokalnego uktadu wspétrzednych B. Orientacja

obiektu moze by¢ okreslona, jako potozenie uktadu wspdirzednych B wzgledem uktadu odniesienia 4. Z
takiego podej$cia wynika bezposrednio sposodb opisu orientacji polegajacy na zapisic wersorow osi
gtéwnych uktadu B w uktadzie 4.

Wersorem wektora X nazywa si¢ wektor X spetniajacy warunek
- (4-2)
=1on 4-2
[

Wersory o kierunkach i zwrotach zgodnych z osiami prostokatnego uktadu wspotrzgdnych A nazywaja si¢

wersorami osi gtownych ukladu i oznaczane beda przez x,,V,,Z,. Zestawienie wersorow zapisanych

wzgledem uktadu A4 tworzy macierz obrotu gR uktadu B wzgledem uktadu odniesienia A:

i My N3 Xp Xy Vp Xy Zp Xy

ap far  an  ux ] I P A s a

BR_[ Xp Vs ZB]_ yy Ty T |=|XpYa VY4 Z Va4 (4-3)
Iy Ty I Xp Zy YVprZ4 ZptZy

W macierzy obrotu sktadowe kazdego wektora sa rzutami tego wektora w kierunku osi jego uktadu
odniesienia. W rownaniu (4 — 3) zapisane to zostato jako iloczyn skalarny pary wersorow odpowiednich
uktadow.

Transformacja ortogonalng nazywa si¢ transformacj¢ F:V — V', ktora dla dowolnych wektorow

V,,V, zachowuje warunek:

(¥,,V,) = (FV,.Fv,), (4—4)

gdzie <,> oznacza iloczyn skalarny. Transformacja ortogonalna zachowuje dtugosci oraz katy pomigdzy

wektorami. Analogicznie macierza ortogonalna 4 nazywa si¢ macierz, ktora spelnia wyrazenie
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AAT:ATA:I, (475)
gdzie I oznacza macierz jednostkowa. Wszystkie wiersze macierzy ortogonalnej tworza ortonormalna baze,

to znaczy maja dtugos¢ jeden oraz sa liniowo niezalezne (wzajemnie prostopadie).

Przy realizacji opisu potozenia obiektu nalezy rozroznié¢ orientacj¢ obiektu od rotacji. Orientacja jest
okreslona przez polozenie osi lokalnego uktadu wspotrzednych B wzgledem osi ukladu odniesienia A.
Orientacja jest wigc czeScia skladowa opisu potozenia obicktu. Rotacja jest natomiast ortogonalna
transformacja, ktora przeksztatca pewien wektor (lub uktad wspoétrzednych) w inny wektor przy spetnieniu
wlasnosci (4 —4). Macierz R moze by¢ uzyta jako operator (poniewaz operacja dotyczy wektorow, nie sa
oznaczane indeksami uklady wspotrzednych odniesienia i przeksztalcany) do zmiany orientacji wektora
przez wykonanie rotacji okreslonej jako:

v, = Ry, (4-0)

Punkt obrotu niech bedzie zaczepiony w poczatku uktadu wspétrzednych razem z wektorem V.
Rotacja ma zachowywac odleglosci, czyli dlugos$¢ wektora pozostaje stata:
9] =[] 4-7)
Stad wynikaja nastepujace zaleznosci [12]:
G =[] =% =9, =%, R RV, =%, %, > R'R=1 (4-8)
Oznacza to, ze macierz obrotu R musi by¢ ortogonalna, co wynika z definicji przeksztatcenia oraz
warunku podanego w réwnaniu (4 —5). Macierze rotacji dla przestrzeni tréjwymiarowa tworza specjalna
grupe ortogonalna SO(3). Jest to grupa macierzy ortogonalnych o wymiarach 3x3, o wyznaczniku 1.

Wiasnosci specjalnej grupy ortogonalnej moga by¢ zdefiniowane w alternatywny sposob. Niech

macierz obrotu R zapisana bgdzie w postaci trzech kolumnowych wektorow R = [noa]. Wektory sktadowe
macierzy spetniaja warunek jednostkowosci, to znaczy ||ﬁ||=||5||=||5||:1. Ponadto przyjmuje sig, ze w

dalszej cze$ci pracy rozwazane beda uktady prawoskretne, dla ktérych zachodzi nastepujaca wiasnosc:

nxo=d, (4-9)
gdzie X oznacza operacje iloczynu wektorowego. Dla ukladoéw lewoskretnych zachodzi analogiczny

warunek okre$lony jako 71x0 = —a .
Odwzorowanie ukltadow moze by¢é w ogélnym przypadku realizowane przez macierz
przeksztatcenia jednorodnego uwzgledniajaca jednoczesnie rotacjg i translacje. Niech wektor P okreslony

bedzie wzgledem uktadu B. Aby wyznaczy¢ jego potozenie wzgledem ukladu A4 nalezy uwzglednié

translacjg gT oraz rotacjg g R uktadu B wzglgdem uktadu 4:

P=/R°P+1T, 4-10)
co mozna zapisa¢ w postaci przeksztalcenia jednorodnego:

p gR | ;fT sp

S ) D @-11)
1 0 0 0 | 1 1

Dodatkowy wiersz macierzy przeksztalcenia mozna modyfikowaé, aby opisa¢ przeksztalcenie

realizujace rzutowanie i skalowanie.
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Na rysunku 4-1 przedstawiono przypadek przeksztalcenia uktadu wspédtrzednych B wzgledem A.
Wektor P jest zaczepiony w poczatku uktadu B (kolor jasnoniebieski). Wspdtrzedne wektora wyznaczane

réwnaniem (4 — 11) wzgledem uktadu 4 sa przedstawione kolorem zottym.

i
A
“ ik 4 B
&
A ;
n T
s
F Xy ry
it Vi
S4
N
.'ll._r

Rysunek 4-1: Przeksztalcenie ukladu wspolrzednych B wzgledem 4
przez zlozenie translacji i rotacji.

Dalsza czg$¢ pracy skoncentrowana jest na przeksztalceniu orientacji realizowane przez
wykonywanie rotacji. Jezeli nie zaznaczono inaczej, czg§¢ translacyjna przeksztalcenia nie bedzie

uwzgledniana.

4.1.1 Interpretacja macierzy rotacji — twierdzenie Eulera

Zaleznosc¢ (4 — 6) przedstawia operacj¢ przeksztatcenia wektora za pomoca rotacji opisanej macierza
R. Wiadomo, Ze macierz ta nalezy do specjalnej grupy ortogonalnej, z czego wynika, ze det(R)=1.
Wartosci wlasne macierzy moga by¢ wyznaczone przez znalezienie miejsc zerowych wielomianu
charakterystycznego (wyprowadzenie na podstawie [12]):
det(R—A1)=0 (4-12)
det(R—Al)=-2" + Xtr(R)-AM,, +M,, + M, )+det(R) =0, (4-13)

gdzie tr(R) jest Sladem macierzy zdefiniowanym jako:

3

r(R)y=>r,, (4—14)
i=1

gdzie 7, oznacza element macierzy rotacji R.W przeksztatceniach M, oznacza minor gtéwny macierzy R .

Minor gtéwny macierzy R wyznacza sig, jako wyznacznik macierzy utworzonej na podstawie macierzy R
przez wykreslenie i-tego wiersza oraz i-tej kolumny. Mozna pokazaé, ze dla macierzy w SO(3) zachodzi

M, =r,

i ?

co prowadzi do zalezno$ci:

det(R— AP 1) = (10 ~1)(20 } ~ 20 (ur(R) ~1)+1]=0. (4-15)

Przyjmujac podstawienie
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tr(R)—1
cosQ = T (4-16)
otrzymuje si¢
det(R— 271y = (40 120} ~ 249 cosg+1)=0 4-17)
Skad wartosci wlasne macierzy R wynosza odpowiednio
AR) =1 (4-18)
) =cosptising=e"" (4-19)

Niech EI(R), éZ(R) e3(R) beda wektorami wilasnymi macierzy R skojarzonymi odpowiednio z

wyznaczonymi wartosciami wlasnymi:
Re *(R) — ;L(R) (R) (4 -20)
Wektor wlasny él(R) jest osia obrotu realizowanego przez macierz R. Z definicji wynika, Ze operacja

rotacji nie zmienia potozenia tego wektora:
RE® = JWg® —g® (4-21)
Przy uzyciu pozostatych wektoré6w wtasnych konstruuje sig dwa wektory rzeczywiste:
-1 -
¢, = ( ® 4 5 (R)) (4-22)
2
S -
¢, = —(ez(R) e3(R)) (4-23)

Wektory ¢,i ¢, sa ortogonalne wzglgdem siebie oraz wzgledem wektora EI(R) .Dodatkowo wektory

te rozpinajg ptaszczyzng, ktora jest ortogonalna wzgledem wektora EI(R) . Po przeksztatceniu tych wektorow

przy uzyciu macierzy R otrzymuje sig:

= _ 1 o(zm +8® _1 (ME® 4 AP E 1 @, 1 _ (R)
Rc, = 2R( )—2(/12 + A ) 2(cos¢+zs1ngo)e +2(cosg0 isin ) (4-24)

=C,COSQ+C,sing

Re, = 5 R(ﬂR) *3“”) 5 (/1(2R>EZ(R) - APe® )= é(cos¢)+ isin (p)@é 2 (COS(p —isin (o)e;R) (4-25)

=C,COSQ—C,sing

Macierz R powoduje obrot wektorow ¢, i ¢; wokot osi obrotu reprezentowanej przez wektor wasny

El(R) o kat @ . Otrzymane rezultaty mozna podsumowac¢ twierdzeniem Eulera.

Twierdzenie Eulera

Kazde przeksztalcenie zmieniajace orientacje wektora (lub ukladu wspotrzednych) znajdujacego si¢ w

przestrzeni R’ moze by¢ opisane za pomoca osi obrotu 7 oraz kata obrotu ¢ .

4.1.2 Sposoby parametryzacji rotacji

Zostato pokazane, ze macierz rotacji R € SO(3) reprezentuje przeksztalcenie wektora lub uktadu

wspotrzednych. Taka parametryzacja jest wygodna z punktu widzenia konstruowania kolejnych
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przeksztatcen ze wzgledu na mozliwos¢ ich sktadania. Wykonanie dwoch rotacji moze zostaé zastapione
jedna opisana iloczynem poszczegdlnych macierzy:
RyR, = Ry, (4-26)

Nalezy pamigtaé, ze kolejno$¢ mnozenia macierzy niekoniecznie jest przemienna. Stad wynika, ze
kolejno$¢ wykonywanych rotacji niekoniecznie jest przemienna, co jest zgodne z przestrzenna intuicja.
Kolejnos¢ wykonywania rotacji moze zosta¢ zmieniona tylko dla szczegoélnych przypadkoéw (np. obie rotacje
wykonywane sa wokot tej samej osi lub gdy jedna z rotacji jest zerowa).

Rotacje zapisane w postaci macierzowej nie zawsze sa wygodne do uzycia. W szczegdlnosci nie jest
mozliwe latwe okreSlenie rotacji, ktéra ma by¢ wykonana przez wypetlienie macierzy R. Przy uzyciu
twierdzenia Cayleya [9] oraz zastosowaniu wzoru Rodrigueza [12] mozna pokazaé, ze orientacj¢ mozna
opisa¢ przy uzyciu 3 zamiast 9 liczb (patrz dodatek). Na tej podstawie konstruuje si¢ réznego rodzaje
parametryzacje stuzace do opisu orientacji. Uzycie wybranego sposobu opisu cz¢sto zalezy od specyfiki

zastosowania.

Parametryzacja os-kat
Sposob opisu orientacji przez zdefiniowanie osi oraz kata obrotu wynika bezposrednio z twierdzenia

Eulera. Mozna pokazaé¢, ze dla osi obrotu zdefiniowanej jako 7= [nx n nz]r oraz kata obrotu ¢@

y

otrzymuje si¢ nastepujaca rownowazna macierz obrotu [18]:
nny,+c, nny,

Rn((p): nny,+ns, nny,+c, nnv,—ns,|, (4-27)

—-ns, nnyv,+ns,

nnyv,-ns, nnyv,+ks, nnyv,+c,

MV,
gdzie ¢, =cos¢@, s, =sin@, v, =1-cos¢.

Analogicznie mozna zdefiniowac zalezno$¢ odwrotna, to znaczy na podstawie macierzy obrotu R
okresli¢ o$ oraz kat wykonywanego wokot niej obrotu.

Zaleta parametryzacji typu os-kat jest mozliwos¢ intuicyjnego zdefiniowania pozadanej orientacji.
Bezposrednie okreslenie warto$ci macierzy obrotu jest znacznie trudniejsze w sytuacji koniecznos$ci podania
orientacji dla obiektu. Jednakze parametryzacja ta nie pozwala na efektywne sktadanie przeksztalcen ani nie

istnieja bezposrednie metody interpolacji pomiedzy dwoma orientacjami.

Parametryzacja orientacji przez obrét wokét osi ustalonego uktadu wspétrzednych

Dowolna orientacje mozna opisa¢ przez ztozenie 3 pojedynczych obrotéw wokot osi ustalonego
uktadu wspotrzednych. Kolejnosé osi moze by¢ dowolna, lecz musi by¢ stata przy wykonywaniu kolejnych
obrotéw. Parametryzacja ta jest wykorzystywana czasami w lotnictwie do okreslenia orientacji samolotu w
przestrzeni. W takim przypadku kolejne obroty wiaze si¢ odpowiednio z katami przechylenia, pochylenia i

skrecenia (ang. Roll, Pitch, Yaw).
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Rysunek 4-2: Parametryzacja rotacji przez zloZenie trzech rotacji
wokét osi ustalonego ukladu wspétrzednych.

Niech obroty beda wykonywane kolejno wokot osi X, okat 7, y, okat £, Z, o kat @ . Macierz
obrotu bedzie iloczynem macierzy obrotow wokot poszczegdlnych osi [18]:

¢, =S, O0ffc, 0 s,01 0 O

JR=R ()R (BR.(y)=|s, ¢, O] 0 1 0]0 ¢, -5,

OOl—SﬂOcﬂOsycy
(4-128)
CuCp  CouSpS, —8,C, C,85C, +5,5,
=|5,Cp S,848,+C,C, 85,5,¢,—C,S,
— 5y CpS cyC

e e

W réwnaniu przyjgto oznaczenia COS(O( ) =c,, Sin(a ) =s,.
Nalezy zauwazy¢, ze kolejno$¢ mnozenia jest w tym wypadku istotna (mnozenie macierzy nie jest

przemienne) i definiuje przyjgta konwencjg obrotow.

Katy Eulera
Parametryzacja rotacji przy pomocy katow Eulera jest transformacja podobna, jak w poprzednim
przypadku. Wykonywane sa kolejno 3 obroty wokot wybranych osi. Réznica polega na tym, Ze osia obrotu

jest w tym przypadku o$ uktadu, ktory jest obracany.
Na rysunku 4-3 pokazano pojedyncze rotacje opisane katami Eulera dla kolejnosci Z-Y-X.

Rysunek 4-3: Parametryzacja rotacji przez zloZenie trzech rotacji
opisanych katami Eulera (woké} osi przeksztalcanego ukladu wspolrzednych).

Roéwniez w tym przypadku macierz obrotu bedzie iloczynem macierzy obrotow wykonywanych

wokot poszczegolnych osi uktadu, ktory jest obracany.

;’R:B‘,’R(a)B‘fR(ﬂ)B/fR(y) (4-29)
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Wyznaczenie iloczyny pojedynczych macierzy obrotu prowadzi do uzyskania macierzy catkowitej,
ktora ma identyczna postaé, jak w rownaniu (4 — 28). Nalezy jednak zauwazy¢, ze t¢ sama pozycj¢ mozna
uzyskac¢ wykonujac obroty wokot osi ustalonego uktadu wspotrzednych w odwrotnej kolejnosci niz jest to w
przypadku katéw Eulera.

Istnieje wiele konwencji, ktore definiuja kolejnos¢ wykonywania obrotéw w przypadku obu

parametryzacji. Macierze obrotow dla wszystkich 24 konwencji zebrane zostaty i przedstawione w [18].

4.1.3 Osobliwosci parametryzacji orientacji

Parametryzacja oparta na macierzach obrotu (co jest rownowazne zlozeniem obrotow w przestrzeni)
jest podatna wystgpowanie efektu utraty stopnia swobody zwanego gimbal lock (w wolnym tlumaczeniu
oznacza to blokade¢ Cardana, czyli przegubu do przekazywania momentu obrotowego pomigdzy watami).
Jest to zwiazane z wystgpowaniem osobliwos$ci parametryzacji orientacji, ktore powoduja, ze liczba stopni

swobody uktadu zostaje zredukowana. Obrazowo efekt ten zostal przedstawiony na rysunku 4-4.

) ()

Rysunek 4-4: Wystepowanie efektu gimbal lock

Na rysunku przedstawiono obiekt, ktory moze wykonywaé obrot w kazdym kierunku dzigki
mechanizmowy trzech potaczonych ze soba pierScieni. Jest to praktyczna realizacja uktadu, ktorego

orientacja opisywana jest przy uzyciu katow Eulera. Zaktada sig, ze obiekt umieszczony jest w ptaszczyznie
wewngtrznego pierscienia (rysunek lewy). Po obrocie centralnego pierScienia o kat P) otrzymuje si¢

konfiguracjg, w ktorych utracony zostaje jeden stopien swobody. Niezaleznie od tego, czy obrot
dokonywany jest wzgledem pierscienia srodkowego (kolor czerwony, rysunek $rodkowy), czy wzgledem

pierscienia zewngtrznego (kolor niebieski, rysunek prawy) — uzyskuje si¢ takie samo potozenie obiektu.

Osobliwos¢ wystepuje dla punktéw 0 lub 7r/ 2 w zalezno$ci od zdefiniowania uktadu poczatkowego.

Macierz obrotu w takim punkcie przyjmuje posta¢ (dla S = 72'/ 2):

0 c¢,s,—s,c, c,c, +s,5, 0 sin(y—a) cos(y—a)
R(a,p,7)=| 0 S48, tc,c, s,c,—c,s, |=|0 cos(y —a) sin(y —a) (4-30)
-1 0 0 -1 0 0

W tym przypadku rotacja uktadu zalezy jedynie od wielko$ci (;/ - a), co oznacza, ze posiada tylko

jeden stopien swobody. Kazdy rodzaj parametryzacji rotacji przez wielkosci bedace otwartym podzbiorem

przestrzeni euklidesowej skazany jest na wystgpowanie tego typu osobliwosci [34]. Przykladem

102



Réwnania rozniczkowe czgstkowe w problemach filtracji obrazow i trajektorii przestrzennych

parametryzacji, ktora jest zdefiniowana w przestrzeni nieeuklidesowej sa kwaterniony. W przypadku takiej

parametryzacji nie wystepuja osobliwosci typu gimbal lock.

4.1.4 Wizualizacja danych w przestrzeni rotacji

Niezaleznie od przyjetego sposobu parametryzacji rotacji obiektu w przestrzeni (macierze rotacji,
katy Eulera, kwaterniony prezentowane w nast¢pnym rozdziale) w zastosowaniu praktycznym bedzie
wystgpowata konieczno$¢ wizualizacji tak opisanych danych. Wizualizacja danych translacji jest za kazdym
razem intuicyjna, nawet jezeli jest wykonywana dla przestrzeni trojwymiarowej. Przedstawienie trajektorii
opisanych w przestrzeni rotacji trudne jest do zrealizowania ze wzgledu na powiazania wyst¢pujace
pomigdzy poszczegdlnymi sktadowymi rotacji. Mozna przyktadowo kazda sktadowa rotacji reprezentowac
na oddzielnym wykresie dwuwymiarowym, jednak nie oddaje si¢ w ten sposob catosci charakteru
rozpatrywanych danych.

W celu wizualizacji tego typu danych bedzie stosowana parametryzacja rotacji realizowana przez
ztozenie 3 obrotow wokoél osi ustalonego uktadu wspotrzednych, co pozwoli na intuicyjne podawanie
potozen kluczowych przy tworzeniu trajektorii. Przyjmuje si¢, ze obroty beda podawane w konwencji X-Y-
Z. Dodatkowo uzywana bedzie orientacja osi wspotrzednych pokazana na rysunku 4-5. Zalozenie takie
zostalo zrobione ze wzgledu na zachowanie zgodno$ci uktadu wspédlrzednych z konwencja przyjeta w
uzywanej do implementacji bibliotece graficznej (OpenGL). Kolory osi sa zgodne z zatozeniami przyjetymi
w poprzednich podrozdziatach.

Na rysunku umieszczono roéwniez przykladowe rotacje reprezentowane przez potozenie
pojedynczego fragmentu tancucha kinematycznego (patrz rozdziat 4.5). W dalszych zastosowaniach opis taki
bedzie uzywany do okreslenia potozenia cztonu manipulatora lub czgsci szkieletu ludzkiego (w przypadku
ztozonych modeli hierarchicznych). Przyjmuje sig, ze poczatkowe potozenie czionu zgodne jest z
kierunkiem i zwrotem osi Z lokalnego uktadu wspotrzednych. Translacja wzgledem globalnego uktadu
wspotrzednych nie jest istotna ze wzgledu na to, ze rozpatrywane sa tylko rotacje. Na rysunku polozenie
poczatkowe pokazane jest kolorem bialtym, a wizualizacja cztonu jest celowo powigkszona (dla lepszego
odréznienia tej pozycji od pozostatych). Na rysunku zaznaczono rowniez 4 przykltadowe potozenia cztonu,
ktore reprezentuja odpowiednio nastgpujace rotacje (podawane w stopniach przy konwencji X-Y-Z):

e (90, 0, 0) —kolorniebieski

e (0, 90, 0) —kolorzielony

e (0, 0, 90) —kolor czerwony

e (45, 90, 0) —kolor zolty

Pierwsze trzy potozenia zaznaczone sa kolorami odpowiadajacymi kolorom osi, wokét ktorych
wykonywany jest dany obrot. Ostatnia rotacja jest tozsama z rotacja (0, 90, -45) ze wzgledu na

wystgpowanie efektu utraty stopnia swobody dla obrotu 90 stopni wokot osi Y (patrz rozdziat 4.1.3).
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Rysunek 4-5: Orientacja globalnego ukladu wspélrzednych oraz przedstawienie podstawowych rotacji przez
wizualizacj¢ polozenia przykladowego czlonu manipulatora.

Kazdy czton zostal rozciagnicty 4 krotnie wzdhuz osi X lokalnego uktadu wspotrzednych tak, aby
mozliwe byto zaobserwowanie dowolnie wykonanego obrotu.

Zastosowana na rysunku 4-5 wizualizacja jest intuicyjna i pozwala szybko zorientowac si¢ nad
charakterem okreslonej rotacji, a nastgpnie nad przebiegiem trajektorii rotacji tworzacej wybrana sekwencje.
Stad tego typu przedstawienie potozenia bedzie stosowane w rozdziale 5.6 obrazujacym wtasnosci filtracji w
przestrzeni rotacji. Takie podej$cie bedzie takze stosowane przede wszystkim przy wizualizacji sekwencji

rotacji dla ztozonego modelu hierarchicznego (rozdziat 6.5).

Rysunek 4-6: Wizualizacja przykladowych rotacji przy pomocy sfery rotacji.

W pracy [45] zaproponowana jest alternatywna metoda wizualizacji rotacji, ktéra w pewnych
przypadkach moze pozwalaé na czytelniejsza interpretacj¢ wynikow. Rotacja w tym przypadku

reprezentowana jest przez potozenie obiektu o ksztalcie stozka na powierzchni tréjwymiarowej sfery.
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Rozpoczynajac od potozenia poczatkowego (zaznaczonego kolorem srebrnym na rysunku 4-6) wykonywane
sa kolejno 3 rotacje wokot ustalonego uktadu wspotrzednych, ktdrego poczatek pokrywa si¢ ze $rodkiem
sfery. Majac do dyspozycji 3 stopnie swobody, mozna w ten sposob przedstawi¢ dowolna rotacje.
Zastosowanie sfery rotacji pozwala nie tylko czytelnie pokaza¢ pojedyncza rotacje, ale rdwniez cata
trajektori¢ realizowana w przestrzeni rotacji. Na rysunku 4-6 pokazano wizualizacje¢ przyktadowych rotacji
przedstawionych na rysunku 4-5. Zachowana zostaly kolejnosci rotacji (X-Y-Z), konwencja osi oraz
kolorystyczna.

Nalezy pamictaé, ze przedstawiona sfera rotacji nie jest powigzana ze sfera jednostkowa w
przypadku kwaternionéw, ktora bedzie omawiana w nastgpnym rozdziale. W przyjetej konwencji zostata
zastosowana sfera w celu ulatwienia umiejscowienia w przestrzeni rotacji wybranych wartosci. Dla
zachowania czytelnosci rysunkow, oznaczenia osi nie beda umieszczane, a ich rozroznienie bedzie wynikac
z przyjetych kolorow. W pozostalych przypadkach kolory poszczegdlnych elementéw nie beda wigcej
powiazane z kolorami przyporzadkowanymi do osi. W rozdziale 6.1 pokazane jest, ze sposob ten bardzo

dobrze nadaje si¢ rowniez do przedstawienia trajektorii zdefiniowanych w przestrzeni rotacji.

4.2 Zastosowanie przestrzeni kwaternionow

Kwaterniony sg czterowymiarowym uogoélnieniem liczb zespolonych odkrytym przez Sir Williama
Rowana Hamiltona w 1843. Hamilton po raz pierwszy opisal swoje odkrycie w pracy [91]. Celem Hamiltona
byto uzycie przestrzeni liczb zespolonych do opisu rotacji wykonywanej w przestrzeni trojwymiarowe;j.
Mozna pokaza¢, ze trojwymiarowe uogolnienie liczb zespolonych nie tworzy zamknigtego zbioru wzgledem
mnozenia. Dopiero czterowymiarowe rozwinigcie liczb zespolonych tworzy nieprzemienna grupg rzedu 8
wzgledem mnozenia.

Kwaternion mozna zdefiniowa¢ w r6zny sposob. Przez proste rozszerzenie zapisu liczb zespolonych
otrzymuje si¢:
qg=s+ix+ jy+kz, (4-31)
gdzie s,x,y,z€ R, a i, j, k sa odpowiednikami jednostki urojonej w taki sposob, ze sa speinione

nastgpujace zaleznosci:

i’ ==k’ =ijk=-1, (4-32)
j=—ji=k (4-33)
Jk=—kj =i (4— 34)
ki =—ik = j (4-35)

Zbior kwaterniondow oznacza si¢ przez H od nazwiska jego odkrywcy. Kwaternion moze by¢
zapisany w alternatywnej postaci, gdzie czg¢$¢ rzeczywista s jest okreslana jako skalar, a czg¢$¢ urojona, jako

wektor:

g =[s.%]=[s,(x,.2)], (4-36)
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gdzie s € R, v € R®. Mozna dodatkowo okresli¢, ze liczba rzeczywista s € R w przestrzeni kwaternionow

jest okreslona, jako [s,0] (zerowa czg¢$¢é wektorowa), a wektory przestrzeni trojwymiarowej sa podzbiorem

kwaternionow o zerowej czgsci skalarnej {[0,\7 l|lver }

4.2.1 Podstawowe wiasnosci kwaternionow
Wiele wlasnosci kwaternionow wynika bezposrednio z wiasnosci liczb zespolonych. Krotko zostang
one zaprezentowane ze szczegdlnym uwzglednieniem roznic wystepujacych w obu przestrzeniach ([38],

[91]). We wszystkich wlasnosciach przyjmuje si¢ nastgpujace oznaczenia:

q, =[sl,171]eH, (4-37)
q, =[S2,\72]EH (4-138)
Dodawanie

ql+Q2:[Sl"_).l]+[s2"_).2]:[sl+S2"71+‘72]’ (4-39)

Dodawanie kwaternionéw jest zar6wno laczne, jak i przemienne. Stad wniosek, ze zbior kwaterniondw
tworzy Abelowa grupe wzgledem dodawania.

Odejmowanie moze by¢ analogicznie zrealizowane przez dodanie kwaternionu przeciwnego

—4q, :[_Sl,_vl]~
Mnozenie
499, = [S1>‘71][S2"—;2]: [S1sz =V W,V XV, 851V, +52§1], (4 - 40)

gdzie ,,x” oznacza iloczyn wektorowy, a kropka iloczyn skalarny. Operacja mnozenia kwaterniondw ma w

og6lnym przypadku nastgpujace wlasnosci:

9.9, * 9,9, (mnozenie nie jest przemienne) (4-41)
(Pg\)4, = P(9:9>) (mnozenie jest faczne) (4-42)
p(q,+q,)=pg,+ pq, (mnozenie jest rozdzielne wzglgdem dodawania) (4-43)
(¢, +4,)p=q,p+q,p (4-44)

Mnozenie przez skalar odpowiada mnozeniu dwoch kwaterniondw przy czym mnoznik ma czes¢ wektorowa

rowna zero. Mnozenie przez skalar jest przemienne.

%7”:7”%:[”ao][slavl]:[rslar‘jl] (4—45)
Sprzezenie

91* :[Sl"—;l]* :[Slﬂ_‘_;l] (4 - 46)
Sprzezenie kwaterniondow ma nastgpujace wlasnosci:

(@) =4 (4-47)
(pg,) =ap’ (4-48)
(p+a,) =p +q, (4-49)
%91* = %*% (4-50)
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Norma

lg.|| = \/qlql* = \/sf Vv, = Jsf +x 4y +z,] (4-51)
Mozna pokazaé, ze norma kwaternionéw spelnia zaleznosci:

la."| =la\] (4-52)
242 = laula: | (4-53)
Odwrotnosé

Dla kwaternionu ¢, nalezacego do podzbioru H = H \{[0, (0,0,0)]} istnieje element odwrotny

q, € H okreslony, jako:

*

- q
4, =q, =5 (4 54)
a
Element odwrotny spetnia zaleznos¢:
Q1Q2ZQ1Q1_1 :q;l% =1, (4-55)

gdzie I jest elementem neutralnym zbioru H wzgledem mnozenia, / =[1,0].

Podsumowanie wlasnosci algebraicznych

Na podstawie powyzszych wlasnosci mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenia dotyczace
wlasnosci algebraicznych grupy kwaternionéw H = H \ {[0, (0,0,0)]} [19]:

e Zbiér H jest nie-Abelowa grupa wzgledem mnozenia kwaternionowego.

e Zbidr H jest Abelowa grupa (H ,+) wzgledem dodawania kwaternionowego.
e 7Zbioér H jest nie-Abelowym pierscieniem (H ,+,-), gdzie ,,+” jest dodawaniem kwaternionowym,

a ,,”” jest mnozeniem kwaternionowym.

4.2.2 Parametryzacja przestrzeni rotacji przez kwaterniony
Kwaterniony jednostkowe

W rozwazaniach rotacji szczegdlna rol¢ odgrywaja kwaterniony jednostkowe — sa to kwaterniony o
normie 1,||q|| =1. Kwaterniony jednostkowe tworza podgrupe grupy H , ktora standardowo oznacza sig

przez H,. Dla kwaternionéow ¢,, ¢, jednostkowych zachodzi:

lgvq,]|=1. (4 - 56)
9 =q, 4-57)

Mozna pokazaé, ze kazdy kwaternion q € H,,q =[s,V] da si¢ przedstawi¢ w postaci

q= [cosq),ﬁsingo], (4-58)
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gdzie 7i € R® oraz @ € (— 7z.7r].

Obroét w przestrzeni

Hamilton rozwazat uogoélnienie liczb zespolonych, aby opisa¢ rotacje w przestrzeni tréjwymiarowej
analogicznie do obrotow na ptaszczyznie. Niech punkt 7 = (x, y,z) w przestrzeni bedzie przedstawiony w
postaci kwaternionu p =[0,7]. Niech kwaternion g bedzie dowolnym niezerowym kwaternionem, g € H,,
q= [s,\7 ] = [COS @,nsin (p]. Mozna pokazaé, ze nastepujace twierdzenia sa prawdziwe [89]:

p'= [0,17'] =qgpq~' =(mq)p(mq)~" dlakazdego m # 0,m € R, (4-59)
[71=1F1 (4-60)

Przeksztatcenie (4 —59) powoduje obrot wektora 7 wokot osi 7 o kat 2¢, w wyniku czego
otrzymuje si¢ wektor 7' (zapisany w postaci kwaternionu p'). Jest to podstawowa wiasciwos$¢, dzieki ktorej
kwaterniony moga opisywac zmiang orientacji wektora lub uktadu. Aby ja udowodni¢ wystarczy pokazac

; . /7 . , . 3
rownowazno$¢ przeksztatcenia dokonanego przez obrdt w przestrzeni R° z obrotem dokonanym przez

iloczyn kwaterniondéw (dowod zaczerpnigty z pracy [19]).

Rysunek 4-7: Rotacja wektora 7 wokoél osi 71 o kat ¢.

Wektor 7 obracany jest wzgledem osi 7 o kat ¢ do potozenia 7'. Pokazuje to rysunek 4-7.

Rozpatrywana bedzie plaszczyzna, w ktorej wektor 7 bedzie wykonywal obrot. Mozna wyznaczy¢

sktadowa ortogonalna oraz rownolegta do osi obrotu:

;= (F-a)i (4-61)

A R T (4-62)
Wektor vV jest jednoczesnie ortogonalny do 7 i 7 (patrz rysunek 4-5):

V=iixi, =ix(F—(F-ii)i)=iixi —ix(Fi)i=ix7i (4-63)
Z prostych zalezno$ci geometrycznych pokazanych na rysunku mozna wyznaczy¢ sktadowa

réwnolegla oraz sktadowa ortogonalng wektora po obrocie wokot osi 7 :

F' =7 cosp+Vvsing (4-064)

r'H = ;"ﬂl’l (4-65)
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Wektor 7' jest suma tych sktadowych, co prowadzi do zaleznosci:
77'=F'l+77'”:11+rlcosgo+\7singo=(z7~ﬁ)ﬁ+( —(7-#i)i)cosp+Vsing
- o e (= =\ - - Ly (4 - 66)
:rcosg0+(r-n)n—(r-n)ncosqo+vs1n(o:rcosgp+(l—cos¢)(r~n)n+(n><r)sm(p

Jednocze$nie mozna wyznaczy¢ wektor 7', jako wynik operacji kwaternionu g = [COS @,nsin go]
opisanej rownaniem (4 — 59) (gdzie p = [0, v ]):
P'=apq” =apg’ =[s,v]0.7]s,v]=[s,7]v - 7,57 7 x7]
[S( ) (Sr rxv)s(s?—Fx§)+(\7-17)\7+\7><(s?—}7><\7)]
= [v (Fxv),s7F —s(F xv)+(\7-?)U+s(17x17)—\7><(17><\7)] (4-67)
= [0,5% + (57 )5 = 25(F x )= 5 x (7 x V)| = [0, 5% + (57 )5 + 25(5 x )= (5 ) + (5 7)5]
=[0,(s> =¥ -5+ 25 - 7)5 + 25(5 x 7)]
W przeksztatceniu uzyto nastepujacej wlasnosci iloczynu wektorowego 3 sktadowych:

( X"s) (Vl Vs)"z (Vl"jz)‘% (4-63)

Kwaternion ¢ zostal okreslony w ten sposob, ze s =cos@ oraz Vv =7nsing, przy czym jest to
kwaternion jednostkowy ||q|| =1= ||n|| = 1. Podstawiajac do otrzymanej zalezno$ci otrzymuje sie:
r'= (cos2 @ —sin” o7 - ﬁ))? +2((sin )i - 7 Ysin @ )ii + 2 cos ((sin @ )i x 7)
= (cos2 @—sin’ (/))}7 +(2sin )i -7 )ii + 2 cos psin @i x 7) (4-69)
=7 cos2¢+(1—cos 20 )7 -7 i + (7 x 7 )sin 2¢
Whiosek

Kazdy obrot wektora 7 w przestrzeni trojwymiarowej opisany za pomoca osi obrotu 7 (||ﬁ|| =1) oraz kata

@ jest odpowiednikiem operacji obrotu q[O,F ]q_l dokonywanego przy uzyciu jednostkowego kwaternionu

q= cosg,ﬁsin2 )
2 2

Majac informacje o obrocie zapisang w postaci kwaternionowej, mozna ja w prosty sposob
przeksztatci¢ do parametryzacji o$-kat przez nastgpujace podstawienie:

p=2 arccos(s) (4-70)
X y z

sin((p/2)’ny B sin(gp/2)’n2 B sin(¢p/2)

W podobny sposdéb mozna skonstruowaé macierz obrotu R odpowiadajacemu uzyciu kwaternionu g

n, = 4-71)

na wektor 7 . Do tego celu uzywa si¢ nastepujacej postaci macierzy [89]:

1-2y> 22" 2xy+2sz 2xz—2sy
R=| 2xy—2sz 1-2x"-2z" 2yz+2sx (4-172)
2xz+2sy 2yz—=2sx  1-2x"-2y°
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Hipersfera S°

Kwaterniony jednostkowe moga byé rozpatrywane, jako wektory jednostkowe w przestrzeni R*.
Oznacza to, ze wszystkie kwaterniony jednostkowe tworza hipersfer¢ w przestrzeni R*, ktora jest oznaczana

jako S’ (poniewaz kazdy element przestrzeni posiada 3 stopnie swobody). Dla kazdego kwaternionu q
mozna okresli¢ jego antypode —¢q (kwaternion przeciwny) lezaca na przeciwlegtym krancu hipersfery S ’
(nie nalezy myli¢ kwaternionu —¢g = [—s,—v] z kwaternionem sprzezonym ¢ = [s,—v]). Mozna pokazaé,

ze kwaterniony antypodalne ¢, -¢ reprezentuja te sama rotacje wektora przestrzeni R’ . Zjawisko to nazywa
si¢ symetrig antypodalna [48].

Wystgpowanie dwoch kwaternionow dla tej samej rotacji powoduje podwojne pokrycie (ang. double-
covering, dual-valued representation) przestrzeni SO(3) przez przestrzen S°. Mozna zdefiniowa¢ projekcje
przestrzeni S° na przestrzen obrotow, ktore moga by¢ opisane przez specjalna grupe ortogonalna SO(3) (w
rozdziale 4.1 pokazano, Ze grupa taka reprezentuje rotacje w przestrzeni R*). Projekcja taka bedzie typu dwa
do jednego, to znaczy kazdy element (rotacja) z przestrzeni SO(3) odpowiada dwom elementom przestrzeni
S*. Ma to konkretne praktyczne konsekwencje wymagajace szczegodlnej uwagi, gdy rotacje poréwnywane sa

w przestrzeni kwaternionow jednostkowych. W praktyce problem podwoéjnego pokrycia rozwiazuje sig przez
ograniczenie dziedziny np. do obszary ¢ € [O,H]. Kwaterniony, ktore wykraczaja poza ta dziedzing sa

odpowiednio modyfikowane dzigki wlasciwosci symetrii antypodyczne;j.

Skfadanie obrotéw
Jak to zostalo pokazane, kwaterniony jednostkowe moga reprezentowaé rotacje. Jedng z zalet
reprezentacji kwaternionow jest mozliwos¢ prostego sktadania nastgpujacych po sobie rotacji. Przykltadowo
niech kwaternion ¢, reprezentuje rotacjg, po ktorej nastgpuje rotacja opisana kwaternionem ¢,. Aby
otrzymac¢ reprezentacje rotacji wynikowej wystarczy wyznaczy¢ kwaternion bedacy iloczynem kolejnych
kwaternionow:
q; = 9,49, 4-73)
W prosty sposéb mozna pokazaé, ze tak utworzony kwaternion wynikowy w prawidtowy sposob

zrealizuje obrot dowolnego wektora wedtug zaleznosci (4 — 67) [19]:

wlara " = (0.9)pla e )= (@20)pla @)= (@:0.)p(0:q,)

_ _ 4-74)
=(0,9.)p(@:9.)" = @:p4;”

Opis orientacji

Jak to zostalo zasygnalizowane na poczatku tego rozdziatu, nalezy wyraznie rozrozni¢ rotacje
(przeksztatcenie, transformacj¢ wektora/przestrzeni) od orientacji (sktadowa opisu potozenia osi lokalnego
uktadu wspotrzednych wzgledem uktadu odniesienia). Do opisu orientacji mozna réwniez zastosowac
kwaterniony. Na rysunku 4-8 pokazano przypadek zmiany orientacji uktadu. Dla uproszczenia rysunku

zamiast wszystkich osi uktadu wspotrzednych, przedstawiono przyktadowy wektor o orientacji odniesienia
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V- Zmiana orientacji w potoZeniu pierwszym opisana jest kwaternionem ¢,, (podwojny indeks ¢, oznacza,

ze rotacja jest wykonywana od polozenia j do polozenia i) . Analogicznie zmiana orientacji w potozeniu

drugim opisana jest kwaternionem ¢, .

Rysunek 4-8: Zmiana orientacji lokalnego ukladu wspélrzednych w opisie kwaternionowym.
Niech kwaternion ¢,, reprezentuje rotacjg, jaka nalezy wykona¢ z potozenia pierwszego do
drugiego. Na podstawie zaleznos$ci (4 — 73) opisujacej sktadanie obrotdéw mozna napisac:

920 = 91092 (4-175)
Stad mozna wyznaczy¢ kwaternion ¢,,, ktory reprezentuje rotacjg, jaka trzeba wykonaé, aby z

orientacji ¢q,, przejs¢ do orientacji g, :

-1 *
921 = 90 920 = 910 920 (4-76)
Zaleznos¢ jest prawdziwa dla kwaternionow jednostkowych, dla ktorych q_l = q* .

4.2.3 Przestrzen styczna

. . 3 . . , 3 .
Jednoznaczne przyporzadkowanie przestrzeni R° przestrzeni kwaternionéw S~ nazywa si¢ mapa

eksponencjalna zdefiniowana w nastepujacy sposob [34]:

e’ =[1,(0,0,0)] dla v =[0,0,0]
s o1 [ e B 4-77)
e —;(2\/) —{cosz,vsmz} dla v;t[0,0,0],
gdzie V = [0,17], Q= ||\7||, p=2
g

Mapy eksponencjalne sa wykorzystywane w roznego typu przyporzadkowaniach. Przykladowo mapa
eksponencjalng jest przyporzadkowanie przestrzeni macierzy skosniesymetrycznych do specjalnej grupy
ortogonalnej SO(3) réwniez realizowane przez nieskonczony szereg. W praktyce tak okreslona mapa

eksponencjalna wyznaczana jest za pomoca reguty Rodrigueza [18].
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Istnieje odwrotne przyporzadkowanie, ktore okresla funkcje logarytmu dla kwaternionow:

logq = {o,gv} (4-78)
Funkcja logarytmu definiuje przestrzen styczna T,S” w punkcie [l, (0,0,0)]. Aby odwzorowanie
byto dobrze okreslone ogranicza si¢ dziedzing do ||\7 || <.

Dzigki temu mozna sformutowac definicj¢ potggowania kwaternionu, dla potegi rzeczywistej p:

q" =exp(plogq) (4-79)
W przestrzeni kwaterniondw odwzorowanie potggowe ma podobne wlasnosci, jak w przestrzeni liczb

rzeczywistych:

qaqb — qu+b (4 — 80)

() =4 (4 - 81)

Odwzorowania te beda niezbedne do dalszych wlasnosci i przeksztalcen dokonywanych na

kwaternionach.

4.2.4 Interpolacja kwaternionowa

Istnieja r6zne metody interpolacji pomigdzy dwiema orientacjami wektora w przestrzeni. Jedna z
wazniejszych zalet kwaternionow jest mozliwos¢ zastosowania interpolacji pozwalajacej na uzyskanie statej
predkosci katowej wzdhuz krzywej interpolacyjnej. Interpolacja w przestrzeni kwaterniond6w ma znacznie
lepsze wlasnosci w poréwnaniu do metod interpolacji orientacji reprezentowanych przez macierze lub katy
Eulera. Istnieje bogata literatura badajaca problem interpolacji dla kwaternionéw. Shoemake zaproponowat
w [89] wykorzystanie sferyczno-liniowej interpolacji (ang. spherical-linear interpolation = slerp).
Szczegdtowe badania nad jej wlasno$ciami zostaty zaprezentowane w [19]. Krotko zostana przedstawione

najistotniejsze rodzaje interpolacji, ktore beda uzywane w kolejnych rozdziatach pracy.

Liniowa interpolacja lerp
Liniowa interpolacja kwaternionow (ang. lerp) realizowana jest w ten sam sposob, jak odbywa si¢ to
w przestrzeni euklidesowej R". Niech dane beda kwaterniony opisujace dwie orientacje wektorow

(lokalnych uktadow wspétrzednych) w przestrzeni ¢,,, ¢,, W odniesieniu do orientacji referencyjnej v, .
Zadanie interpolacji polega na znalezieniu kwaternionu ¢,, ktory reprezentuje orientacjq wektora w
okreslonym punkcie interpolacji p € [O,l]. Dla p=0 kwaternion g, pokrywa si¢ z ¢,,, dla p=1 kwaternion
q,pokrywa si¢ z ¢,,. Aby rozwiaza¢ problem ekstrapolacji, nalezy dopusci¢ wartosci p spoza

zdefiniowanego zakresu.

Dla interpolacji liniowej kwaternion interpolowany przyjmuje postac:

q, =lerp(¢,.q,,p)=(1-p)g, + pq, (4-82)
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Z otrzymanej zalezno$ci wynika, ze kwaternion ¢, po interpolacji moze nie by¢ kwaternionem

jednostkowym. Z zaleznosci (4 — 59) wynika, ze wszystkie kwaterniony postaci mq , gdzie m € R,m # 0

reprezentuja ta sama rotacjg. Stad otrzymany wynik nalezy znormalizowac, aby kwaternion nalezat do sfery
jednostkowej S°. Powoduje to jednak, ze interpolacja nie zachowuje statej predkosci katowej. Predkos¢ jest
najwicksza w polowie krzywej interpolacyjnej ze wzgledu na zmniejszenie normy kwaternionu. Interpolacja
liniowa jest czasami stosowana, jezeli zachowanie predkosci katowej nie jest wymagane. Jej zaleta jest duza

szybkos$¢ dziatania w poréwnaniu do alternatywnych podejsé.

Sferyczno-liniowa interpolacja slerp

Podstawowa wada interpolacji lerp jest to, ze krzywa interpolacyjna nie nalezy catkowicie do sfery
jednostkowej S ’. Wade te eliminuje interpolacja sferyczno-liniowa, ktora jest najczesciej stosowana od jej
spopularyzowania przez pracg [89].

Dla oznaczen stosowanych w poprzednim przypadku, interpolacja slerp okreslona jest nastgpujaca

zaleznoScia:

- -1
g, = slerplqy. a5 p) = ¢, exp(plogl;'a, ) = a,a'a, ) (4-83)
Zaleznos¢ (4 — 83) reprezentuje interpolacje w postaci wygodnej do analizy jej wlasnosci i dalszych

przeksztatcen. Mozna ja wyprowadzi¢ na podstawie wlasnosci grupy kwaternionow. Konstruujac schemat
interpolacyjny na podstawie wiasnos$ci geometrycznych mozna otrzymaé rOwnowazne wyrazenie, czgsciej

stosowane w praktycznych obliczeniach numerycznych.

((1— )
Slerp(‘]la%:p) = Sll’l(gin;)gﬂ) q,+ SI;glpZ) 9, (4-284)

Rysunek 4-9 przedstawia przebieg interpolacji dla przyktadowych poczatkowej i koncowej orientacji

wektorow. Na rysunku zaznaczono polozenie odpowiednich wektorow oraz osie obrotéw opisujacych rotacje

pomigdzy wybranymi polozeniami. Obroty reprezentowane sa przez kwaterniony odpowiadajace osiom

obrotu 7. Wektor \7p reprezentuje orientacjg uktadu interpolowang opisang kwaternionem ¢, .

Rysunek 4-9: Interpolacja orientacji wektorow przy uzyciu kwaternionow.
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Interpretujac rownanie (4 — 84) na podstawie rysunku 4-9 widoczne jest, ze interpolacja powoduje

podziat kata ¢ w zalezno$ci od punktu interpolacji p. Kat ten wyznacza rotacje, jaka trzeba wykona¢ wokot

osi n,,, aby orientacj¢ wektora v, przeksztatci¢ w orientacjg v, .
Podobna interpretacja dotyczy zaleznosci (4 — 83). W tym przypadku cata operacja odbywa si¢ w

przestrzeni kwaternionéw S° oraz w przestrzeni stycznej 7'S” . Ilustruje to rysunek 4-10.
TS

iy

log(q,,'q. )\
rf'_.” :

s

Rysunek 4-10: Interpolacja orientacji dla kwaternionéw w przestrzeniach S°, 7.8°
(ilustracja wlasna na podstawie [48]).

Wyrazenie log(ql_olqzo) w rownaniu (4 — 83) oznacza odwzorowanie kwaternionu g,, w przestrzeni
stycznej w punkcie ¢q,, do hipersfery S’. Przestrzen styczna do S° jest trojwymiarowa przestrzenia

wektorowa R’. Interpolacja pomiedzy odwzorowaniem kwaternionow q,, oraz q,, jest interpolacja wzdluz

linii prostej wyznaczonej w przestrzeni ze stala predkoscia liniowa. Stala predkos¢ liniowa w przestrzeni

stycznej jest odwzorowywana przez map¢ eksponencjalna przez stata predko$¢ katowa w przestrzeni

kwaternionéw jednostkowych. Wynik interpolacji jest otrzymywany przez zlozenie rotacji qlo(qlo_l%o)p,

gdzie (qlo_lqzoy jest rotacja czastkowa pomigdzy orientacjami reprezentowanymi przez ¢,, oraz ¢, .

Aby sprawdzi¢ orientacje poczatkowa i koncowa do réwnania (4 — 83) podstawia si¢ brzegowe

wartosci wspotczynnika p:

sterp(q,,9,,0) = g, exp(0loglg;'q )= 4, (4 - 85)
slerp(g,,9,.1) = q, exr)(l log(qf 'q, )) =4,9,'q, = 4, (4 -86)

Otrzymane orientacje zgodne sa z zalozeniami interpolacji. Dla zerowego wspotczynnika p
otrzymuje si¢ kwaternion poczatkowy. Dla wspoétczynnika p=1 otrzymuje si¢ kwaternion koncowy.
Jakkolwiek mnozenie kwaterniondw nie jest przemienne, to t¢ sama interpolacj¢ mozna wyrazi¢
zamieniajac miejscami kwaternion poczatkowy i koncowy:
slerp(¢,.4,. p) = slerp(¢,,¢,.1- p) (4~ 87)
Podobna zalezno$¢ wystepuje w przypadku standardowej interpolacji w przestrzeni R". Bazujac na
wlasnosciach kwaternionéw wyrazenie na interpolacj¢ mozna przedstawi¢ w nastgpujacych rownowaznych

postaciach:
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sterp(gpan p)=ala ') =0a") " a2 = @a V4 =40 7a)” (4 - 88)

Mozna pokazaé, ze interpolacja typu slerp posiada szereg, bardzo istotnych z punktu widzenia

praktycznego, wiasnosci (dowod znajduje sig w pracy [19]).

Wlasnosci interpolacji slerp
o  Wynik interpolacji nalezy do hipersfery jednostkowej S 3,
o Interpolacja przebiega ze stala predkoscia katowa wzdhuz catej krzywej interpolacyjne;j.
e Interpolacja przebiega wzdluz linii geodezyjnej wyznaczonej przez kwaternion poczatkowy i
koncowy.
e Krzywa interpolacyjna tworzy najkrotszy tuk pomigdzy kwaternionami nalezacy do linii
geodezyjnej.
Ostatnia wlasno$¢ nie zapewnia jednak, ze przeprowadzona interpolacja bedzie optymalna z punktu
widzenia zmiany orientacji ukladow. Jak to zostalo pokazane wczeéniej, kazda orientacja jest
reprezentowana przez dwa kwaterniony: ¢ oraz -q. Interpolacja slerp wyznacza najkrétsza $ciezke pomigdzy

dwoma kwaternionami. Jednak interpolacja Slerp(q1 = p) moze wynikowo da¢ krotsza Sciezkg niz
interpolacja Slerp(ql,qz, p). Aby uzyskac optymalna krzywa interpolacyjna nalezy na poczatku sprawdzic,

czy kwaterniony poczatkowy i koncowy znajduja si¢ po tej same;j stronie hipersfery.

Ztozone metody interpolacji

Przedstawione metody interpolacji biora pod uwage tylko dwa kwaterniony — poczatkowy i

koncowym, migdzy ktérymi dokonywana jest interpolacji. Podobnie, jak jest to realizowane w przestrzeni

R", rowniez w przypadku kwaternionow mozliwe jest skonstruowanie odpowiednikow ztozonych krzywych
interpolacyjnych. Shoemake w 1987 roku zaproponowat schemat bedacy odpowiednikiem krzywej Béziera,
ktory zostal nazwany squad (ang. spherical and quadrangle interpolation). Oryginalna praca, w ktorej
metoda jest prezentowana nie jest dostgpna, jednak konstrukcja takiej krzywej oraz wlasnos$ci dotyczace jej
rozniczkowalnosci zostaly zaprezentowane w [19].

Do interpolacji typu squad potrzebne sa kwaternion poczatkowy i koncowy oraz dwa dodatkowe
kwaterniony shuzace do parametryzacji krzywej. Wyrazenie stuzace do konstrukcji takiej interpolacji jest
podobne do wyrazenia na krzywa Béziera [19]:
lin(x,,x,, p) = x,(1= p)+x,p (4 - 89)

Bézier(R, P,, B, 4y, p) = lin(lin(R, P,, p)lin(B,, 4,, p),2 p(1 - p)), (4-90)
gdzie P;, P, — punkt poczatkowy i koncowy, B;, 4> — dodatkowe punkty kontrolne.

Dla kwaternionéw zamiast liniowej interpolacji stosuje si¢ interpolacje typu slerp, co prowadzi do

nastgpujacego wyrazenie:
squad(q,,q.5,,5. p) = slerp(slerp(q,. ..., p)slerp(s,.s,.. p)2p(1- p)) (4-91)

s, =4, eXp[—%(log(q{lqm J+10glg, g, ))) (4-92)
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W tej samej pracy proponowane sa inne metody oparte na minimalizacji energii krzywej. W wielu
pracach pojawiaja si¢ nowe metody pozwalajace na uzyskanie kwaternionowych krzywych interpolacyjnych
o zadanych wtasnosciach ([7], [48], [53]). W pracy [88] pokazane jest, w jaki sposob mozna uzyska¢ cata
rodzing krzywych interpolacyjnych opierajac si¢ na geometrycznych wlasnosciach przestrzeni S°. Praca [54]

proponuje schemat konstrukcji krzywych w przestrzeni kwaterniondw, ktore zachowuja wtasnosci

algebraiczne krzywych sklejanych w przestrzeni R".

4.2.5 Miary odlegtosci w przestrzeni S*

W twierdzeniu Eulera rotacja jest reprezentowana przez o$ oraz kat obrotu wokot niej. Intuicyjnie
mozna wigc porownywac dwie orientacji przez kat obrotu, jaki nalezy wykonaé, aby orientacje byly ze soba
zgodne. Kat jest miara obrotow dla grupy rotacji niezaleznie od przyjetej reprezentacji — w przypadku
reprezentacji typu “os-kat”, parametr jest dostepny bez dalszych przeksztatlcen. W innych przypadkach
nalezy go odpowiednio wyznaczy¢.

Bazujac na tym podejsciu mozliwe jest okreslenie analogicznej miary odleglosci w przestrzeni
kwaternionéw. Odlegloécia bedzie w tym przypadku dlugos¢ najkrétszej krzywej zawartej w hipersferze S°
laczacej dwa kwaterniony jednostkowe ¢;, ¢,. Kwaternion g, reprezentujacy rotacje, jaka trzeba wykonac,
by orientacje uktadu g, przeksztatci¢ w g, wyraza si¢ zaleznoscia:

9, =4, 9 =09, (4-93)

Kwaternion reprezentuje dwie informacje: o odlegloéci katowej rozumianej w §cistym sensie miary
odlegto$ci w przestrzeni orientacji oraz o kierunku wykonywania rotacji. Pierwsza informacje speinia
wszystkie warunki, jakie narzucone sa na metryk¢ w przestrzeni. Druga takich warunkow nie spelnia ze
wzgledu na nieprzemienno$¢ mnozenia kwaternionow.

Jak to zostalo pokazane w rozdziale 4.2.3 funkcja logarytmiczna dla kwaterniondw jednoznacznie
odwzorowuje (ograniczona) przestrzen kwaternionéw i przestrzen styczna. Logarytm wyrazenia (4 —93)
okresla punkt g, w przestrzeni stycznej do S° w punkcie ¢;. Norma wektora w przestrzeni 7S bedzie wiec
odwzorowaniem odlegtosci pomiedzy kwaternionami ¢, i g, polozonych na hipersferze. Norma ta okresla
dhugos¢ krzywej geodezyjnej, w ktorej zawarte sa oba kwaterniony (podobny problem rozpatrywany byt w

przypadku interpolacji sferyczno liniowej).

d(g,.9,)=2Jlogq,| = 2Jloglg;, | (4-94)

Na podstawie zalezno$ci geometrycznych mozna wyznaczy¢ wyrazenie rOwnowazne:

d(g,,q,) = 2arccos(Re(g, ) = 2arccos(Re(q1* 9, )) (4-95)
Oba te wyrazenie okreslaja ta sama wielko$¢. Niech kwaternion opisany bedzie wyrazeniem

q, = [cos% ,V, sin %} . Otrzymuje si¢ nastepujace wyrazenia:
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2||10g qd” =2 5

- P P -
log({cosg,vd sin EDH = ZH{O’EW}

:zgq/xgwgﬂg —

W wyprowadzeniu skorzystano z wlasnosci, ze 0§ obrotu jest wektorem jednostkowym ||\7d|| =1.

&

Q
_(xdayd’zd*
(4-96)

Wyrazenie (4 — 95) przeksztalca si¢ w nastepujacy sposob:

2 arccos(Re(q 4 )) =2 arccos(cos%j =@ 4-97)

W obu przypadkach otrzymuje si¢ ten sam wynik okreslajacy odlegto$¢ pomigdzy kwaternionami,

jako kat obrotu, ktory trzeba wykonac, aby kwaterniony reprezentowatly ta sama orientacj¢ uktadu.

4.2.6 Odpowiedniki wielkosci statystycznych w przestrzeni kwaternionéw

W algorytmach analizy i przetwarzania trajektorii w przestrzeni rotacji, niezbgdna jest mozliwo$¢
wyznaczenia odpowiednika wybranych wielkosci statystycznych. Ze wzgledu na specyfikg przestrzeni
kwaternionéw, nie mozna bezposrednio stosowaé zaleznosci znanych z klasycznej statystyki. W literaturze
istnieja propozycje podejscia uwzglgdniajace wlasnosci kwaternionow jednostkowych. W niniejszym
podrozdziale zostana zaprezentowane wybrane odpowiedniki, ktore bgda uzywane w kolejnych czgsciach

pracy.

Odpowiednik estymatora wartosci sredniej

Standardowe sformutowanie $redniej arytmetycznej dane jest wzorem:

=

=%2x (4-98)

Przestrzen kwaterniondw moze by¢ rozwazana (pod pewnymi zalozeniami) jako przestrzen
wektorowa. Jednak bezposrednie wyznaczenie warto$ci S$redniej wyrazonej wzorem (4 —98) nie jest
wlasciwe z punktu widzenia interpretacji rotacyjnej dla kwaternionow. Wynikaja z niego nastgpujace
problemy:

e Wyznaczony kwaternion $redni nie bedzie w ogélnosci nalezat do hipersfery jednostkowej S°.

e W ogo6lnosci symetria antypodalna nie jest zachowana.

o W szczegodlnosci $rednia arytmetyczna z kwaternionow antypodalnychg oraz —¢g wynosi
[0,(0,0,0)] - jest to wynik, ktorego nie mozna znormalizowa¢ i interpretowac z punktu widzenia
rotacji.

Bazujac na mierze odleglosci zdefiniowanej dla przestrzeni S° (rozdziat 4.2.5) mozna wyprowadzié

nastgpujaca zalezno$¢ na warto$¢ srednia kwaternionu:

_ 1 &
78 =;lelogq,-|| (4 - 99)
i=1
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W ten sposdb mozna wyznaczy¢ S$redni kat rotacji, jaki jest reprezentowany przez zbior
kwaternionéw. Nie jest to jednak pelna informacja reprezentujaca $rednia rotacjg, gdyz brakuje sktadowej
wyznaczajacej jej kierunek.

Propozycja rozwiazania tego problemu zawarta jest w pracy [48]. Zamiast wyznaczania Sredniej
arytmetycznej, autor proponuje znalezienie warto§ci modalnej (dominanty) w postaci kwaternionu
nalezacego do badanej populacji, ktory minimalizuje kwadrat odlegtosci do wszystkim pozostatych

elementow.
7= argm’jnZd‘Ss‘(p,qi)z, (4 —100)
i=1

gdzie funkcja odlegltosci postaci dm uwzglednia symetrig antypodalna:

d‘ss‘(%,qz)=2q£51]§3hdisf(qaqz)- (4-101)

Podejscie to jest dobrym odpowiednikiem warto$ci sredniej rozumianej jako dominanta w rozktadzie.
Jednak zakres jego stosowalnosci jest ograniczony do wzglednie duzych populacji. Dla grup kwaternionow o
matej licznosci tak wyznaczona warto$¢ $rednia moze by¢ obciazona znacznym biedem, znacznie wigkszym
niz w przypadku innych metod wyznaczajacych $rednia arytmetyczna.

Bezposrednio przeksztatcajac zaleznos¢ (4 — 98) do postaci rekurencyjnej otrzymuje sig:

%, =0 (4-102)

_ (n-1Dx_ +x, ( 1j_ 1
X, =Ll T X +—x, (4-103)
n n n

W kazdym kroku wyznaczana jest wartos¢ srednia z populacji pomniejszonej o jeden element. Dzigki
temu wykonywane jest n krokow liniowej interpolacji pomigdzy wartoscia $srednia wyznaczona w kroku
poprzednim, a kolejnym elementem z grupy. Jak to zostato pokazane w rozdziale 4.2.4 liniowa interpolacja
w dziedzinie kwaternionéw nie ma dobrych wlasnosci (wynik nie znajduje si¢ na hipersferze jednostkowej,
krzywa interpolacyjna nie ma statej predkosci katowej). Dlatego w wielu przypadkach mozna zamiast
liniowej zastosowac interpolacjg¢ sferyczno-liniowa, ktéra zachowuje wlasnosci przestrzeni kwaternionow

jednostkowych. Wyrazenie (4 — 103) przyjmuje wtedy postac:
70 =[1,(0.0,0)] (4-104)

1
— — — B
qn = qn—l (qn—l qny (4 105)
Otrzymana zalezno$¢ rekurencyjna nie jest jednak warto$cia srednia dla zbioru kwaterniondow. Jak to

zostalo pokazane w pracy [11] nie jest mozliwe dokladne wyznaczenie wartosci $redniej przez wyznaczenie
serii ztozenia pojedynczych usrednien. Niemniej jednak zalezno$¢ ta jest zgrubnym przyblizeniem
kwaternionu $redniego, ktore dla pewnych zastosowan moze by¢ przyblizeniem wystarczajacym. Im wigksze
jest zréznicowanie rozpatrywanej grupy, tym wigkszy btad zostanie wprowadzony do obliczen. Jednak jest
on niewielki w przypadku grupy pojedynczych elementow, ktore nie rdznia si¢ znaczaco wartoscia.

Wyrazenie to posiada nastgpujace wiasnosci:
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e Otrzymany kwaternion reprezentuje przyblizona rotacje, ktora jest interpretowana jako obrét o
sredni kat ¢, wokot osi i definiujacej $redni kierunek obrotu wykonywanej w grupie
kwaternionow (ql,...,qn).

e W kazdym kroku usredniania otrzymany wynik nalezy do hipersfery jednostkowej S° — nie ma

konieczno$ci normalizacji.

e Zalezno$¢ rekurencyjna powoduje, ze nie ma koniecznosci przechowywania wszystkich danych

w pamigci — moga one by¢ dodawane pojedynczo w kolejnych krokach
e Otrzymuje si¢ zaleznos¢, ktora jest zgrubnym oszacowaniem $redniej, jednak jest realizowana
bardzo szybko - ztozonos¢ obliczeniowa takiego procesu jest liniowa O(n).

Pomimo btedu wynikajacego z odmiennych wlasnosci przestrzeni kwaterniondw, wyrazenie
(4 — 105) moze by¢ lepszym estymatorem wartos$ci $redniej od metody opartej na wyznaczaniu dominanty.
Otrzymana warto$¢ ta bgdzie tym lepiej estymowala srednia, im mniejsze oraz o mniejszym zréznicowaniu
zbiory s3 rozwazane.

W cytowanej pracy [48] prezentowany jest algorytm czg$ciowo podobny do proponowanej metody
wyznaczania §redniej kwaternionowej. Algorytm nazwany slime (ang. spherical linear interpolation of
multiple examples) pozwala na wyznaczenie wartosci interpolowanej na podstawie wielu elementéw grupy.
Algorytm wymaga jednak wyznaczenia kwaternionu referencyjnego, ktory bedzie reprezentowat punkt
stycznosci z przestrzenig styczna. Operacja wazonego laczenia kwaternionow dokonywana jest we wspolnej
przestrzeni stycznej. Moze to by¢ interpretowane jako $rednia wazona elementow. Jednak wynik takiej
operacji bedzie mocno zalezal od wyboru kwaternionu referencyjnego. W prezentowanym powyzej
algorytmie wyznaczanie $redniej realizowane jest przez ciag sferyczno-liniowych interpolacji, dzigki czemu
wynik nie zalezy do wybranego punktu poczatkowego, ani nie wymaga wyznaczenia referencyjnego punktu
do przestrzeni styczne;j.

W pracy [13] zostal przedstawiony optymalizacyjny algorytm do wyznaczania odpowiednika
sredniej dla kwaternionow (W ogoélnosci sredniej sferycznej). Jest to jeden z najdoktadniejszych algorytmow
istniejacych obecnie w literaturze. Algorytm wymaga wyznaczenia dowolna metoda poczatkowej wartosci

sredniej q_o . Nastgpnie wykonywany jest iteracyjny krok poprawy okreslony jako:

_ _ (1
q, = exp(qn_lZ(glog qj) (4 - 106)

i=1
W kazdym kolejnym kroku wykonywane jest usrednianie wszystkich punktow w przestrzeni stycznej do

sfery jednostkowej w punkcie ¢, , bedacym estymatorem warto$ci $redniej wyznaczonym w poprzedniej

iteracji. Algorytm powtarza si¢ az do momentu, w ktorym spetniony jest warunek stopu okreslony, jako

<eg, (4-107)

1
—logg,
n

gdzie ¢ jest okreslona mala wartoScia.
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Algorytm ten znajduje warto$¢ srednia w procedurze iteracyjnej, w ktorej estymacja $redniej jest za
kazdym razem poprawiana. W praktyce mial on szybka zbieznos$¢ i réwniez bedzie uzywany w dalszej

czegscei pracy, gdy wystapi koniecznos¢ wyznaczenia warto$ci Sredniej z duzej liczebnie grupy kwaternionow.

Miara zréznicowania rozktadu — srednie odchylenie bezwzgledne

Warto$¢ $rednia jest przykladem statystycznej miary polozenia rozkladu. Czgsto wystepuje
konieczno$¢ okres§lenia miary zréznicowania rozktadu, ktore moze by¢ wyznaczona np. jako wariancja.
Bezposrednie zastosowanie podejscia przedstawionego przy wyznaczaniu kwaternionowej wartosci $redniej
nie jest mozliwe w przypadku wyliczania wariancji ze wzgledu sposéb okreslenia tej miary. W wyrazeniu na
wariancje wystepuje kwadrat odleglosci parametréw od wartosci sredniej, czego nie da si¢ zinterpretowaé w
odniesieniu do kwaternionéw analogicznie, jakby to dotyczyto liczb rzeczywistych. Mozna natomiast
estymowac $rednie odchylenie bezwzgledne MD (ang. mean deviation). Obie miary poprawnie okreslaja
miar¢ zréznicowania rozkladu na podstawie populacji. Historycznie wariancja zostala przyjeta, jako
podstawowy sposob okre$lania takiej miary, co spowodowato, ze cala teoria prawdopodobienstwa bazuje
przede wszystkim na niej. Jednak Srednie odchylenie bezwzgledne ma wiele zalet, ktore z reguly nie sa
wykorzystywane. Miara MD lepiej opisuje zrdéznicowanie ukladu w przypadku rzeczywistym, gdy
wystepowa¢ moga drobne, jak i grube bledy pomiaru. Wariancja natomiast w lepszy sposdb opisuje
przypadek idealny, gdy bledy grube nie sa brane pod uwage. Posta¢é MD jest rowniez prostsza pojeciowo,
jednak trudniejsza do dalszych przeksztatcen algebraicznych. Szczegdétowe porownanie obu miar znajduje
si¢ w [33].

Standardowo miara MD zdefiniowana dla populacji n-elementowej jest jako:

1 n
e =iy
n ooy

gdzie x, oznacza $rednig arytmetyczna populacji.

(4-108)

b

W przypadku kwaterniond6w proponuje si¢ nastgpujaca metode wyznaczania odpowiednika miary
MD. Niech kwaternion g oznacza kwaternionowa wartos¢ $rednia populacji wyznaczong przy pomocy
iteracyjnego algorytmu poprawy okre§lonego zaleznoscia (4 — 106). Definiuje si¢ kwaternion oznaczajacy

odchylenie elementu ¢g; od wartosci $redniej (na podstawie zalezno$ci (4 — 76)) jako:

7, =4 'q, (4 - 109)

Srednie odchylenie bezwzgledne qi” ? dla populacji n kwaternionéw moze by¢ wyznaczone przy

uzyciu analogicznej zaleznosci iteracyjnej:

n 1
—MD —MD -
q, =eXP(q,,_1 Z(;logqin (4-110)
i=1
Wykorzystywany jest algorytm poprawy wyznaczanej wartosci w odniesieniu do zbioru
kwaternionéw reprezentujacych kwaternionowe odchylenie elementu od wartosci $redniej. Zaréwno

warunek zakonczenia procesu, jak i jego przebieg sa takie same, jak w przypadku wyznaczania

odpowiednika warto$ci $redniej dla kwaternionéw. Ten sam algorytm jest wigc wykorzystywany dwukrotnie
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dla dwdch zbioréw danych. Otrzymana miara moze by¢ interpretowana, jako rotacja, ktora jest najbardziej

zblizona do wszystkich rotacji wykonywanych z orientacji opisanej kwaternionem g do poszczegodlnych
orientacji reprezentowanych przez elementy grupy kwaternionow ¢, . Tak okreslona miara daje informacje

zaro6wno o kacie, jak i kierunku zréznicowania rozktadu.

Miara zré6znicowania rozktadu — wariancja

Jak to zostato pokazane w poprzednim punkcie, nie jest mozliwe stworzenie miary odpowiadajacej
wariancji rozktadu, ktéra bedzie miata interpretacj¢ w przestrzeni orientacji (kierunek i kat obrotu). Jednakze
mozna taka informacje¢ wyznaczyé biorac pod uwage miare odlegtosci zdefiniowana dla przestrzeni °, ktora

jest wielkoscia skalarng. Klasyczne sformutowanie wariancji jest okre§lone przez zalezno$ci (w zaleznosci

od uzywanej wersji jest to estymatora obciazony O'f lub nieobciazony O'f_l ):

n 2
o’ :lZ(xi—f) (4-111)
niq
n 2
ol b (x, —X) (4-112)
n—143

Niech kwaternion g bedzie estymatorem $redniej kwaternionowej. Mozna zdefiniowaé nastgpujaca

skalarng miarg zréznicowania rozktadu bioraca pod uwage funkcje odlegtosci w przestrzeni kwaternionow:

n 2
ol = %;Hlog(q_lqi | (4-113)

W tym przypadku nie ma koniecznos$ci uzywania zalezno$ci rekurencyjnej. Wariancja jest okre§lona
jako liczba rzeczywista. Otrzymana miar¢ mozna interpretowac, jako S$rednie katowe odchylenie
standardowe od wartosci $redniej. Warto$¢ Srednia jest reprezentowana w postaci kwaternionowej obliczona
za pomoca wczesniej wyprowadzonych zalezno$ci. Wyznaczenie wartosci §redniej w przestrzeni stycznej
pozwala na otrzymanie skalarnej wielkosci, ktéra moze by¢ dalej w dowolny sposob przetwarzania. W ten
sam sposOb mozliwe jest otrzymanie nieobcigzonego kwaternionowego estymatora wariancji.

Wybdr wariancji lub miary MD do iloSciowego okreslenia miary rozbieznosci rozktadu bedzie
zalezatlo od konkretnego zastosowania. Do wyznaczenia skalarnej rozbiezno$ci w katach rotacji
wystarczajaca jest wariancja, ktorej wyznaczenie jest mniej skomplikowane obliczeniowo. Kwaternionowy
odpowiednik $redniego odchylenia bezwzglednego daje informacje zaréwno o kacie, jak i kierunku, w jakim
odchylenie nastgpuje.

W istniejacej literaturze nie =znaleziono podejScia tozsamego z przedstawiona propozycja
odpowiednikow wielkos$ci statystycznych. Najbardziej zblizona jest praca [48], ktora prezentuje wiele
aspektow zwiazanych ze statystyka w przestrzeni S°. Zaprezentowane sa miedzy innymi rozklady

prawdopodobienstwa realizowane dla kwaternionow.
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4.2.7 Generacja wartosci pseudolosowych w przestrzeni kwaternionéw

Problem generacji wartosci o okreslonym rozktadzie statystycznym bedzie w dalszej czeSci pracy
rozpatrywany w zwiazku z wprowadzaniem do trajektorii kwaternionowej losowego sygnalu zakldcajacego.
Generacja losowego potozenia na hipersferze S° jest rozpatrywana w kilku pozycjach literaturowych. Dla
przypadku uproszonego, w ktéorym rozpatrywane jest losowe probkowanie dla trojkatoéw potozone na sferze
trojwymiarowej, zostal zaproponowany algorytm w pracy [3]. W pracy [90] przedstawionych zostato kilka
metod pozwalajacych na generacjg rotacji o rozktadzie jednostajnym reprezentowanych przez kwaterniony
jednostkowe. W glownej mierze przedstawione metody opieraja si¢ na wilasciwosciach grupowych
przestrzeni rotacji, ktore pozwalaja na niezalezna losowa generacj¢ poszczegolnych sktadowych obrotu
reprezentowanego przez kwaternion. Podobny schemat post¢gpowania dla macierzy rotacji prezentowany jest
w pracy [2]. Obie prace sa szczegolnym zastosowaniem (zwiazanym takze z adaptacja do przestrzeni
kwaternionéw) ogdlnego podejscia generacji losowych macierzy przedstawionego w pracy [22].

W dalszej czg$ci pracy generacja pseudolosowych kwaterniondw jest przede wszystkim uzywana do
wprowadzenia sygnatu zaktocajacego do badanych trajektorii (rozdziat 6). Zakladajac, ze kwaternion g;
reprezentuje punkt, do ktéorego wprowadzone bedzie zaktocenie o okreslonym rozkladzie, stosowany bedzie
nastepujacy algorytm zaadaptowany z pracy [48]. W cytowane] pracy algorytm generacji jest bardziej
rozbudowany, gdyz uwzglednia macierz korelacji pomigdzy poszczegdlnymi skladowymi rotacji. W
dalszym zastosowaniu celowe jest uzycie metody, w ktorej poszczegdlne sktadowe losowej rotacji sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie. Stad stosuje si¢ pojedyncze parametry

okreslajace rozktad w calej procedurze wprowadzania losowego zaktocenia.

Algorytm 3: Wprowadzenie losowego zaklocenia dla kwaternionow

q

Parametry: ' _ kwaternion wejsciowy

O - odchylenie standardowe zaklocenia o rozktadzie normalnym

[— k,k ] - przedziat dla zaktocenia o rozktadzie jednostajnym

krok 1: wWyznacz g, =10gq[

krok 2: Wyznacz wektor niezaleznych zmiennych losowych r, gdzie 7 (—N(O,G) lub
7 (—U[—k,k] (w zaleznosci od wybranego rozktadu)

krok 3: Podstaw ¢,'=exp(q, +7)

Przedstawiona metoda realizuje wprowadzenie losowego sygnatu zakltdcajacego przez jego generacje
w przestrzeni stycznej do hipersfery jednostkowej w punkcie ¢;. Dla kazdego kierunku w przestrzeni stycznej
generowana jest probka pochodzaca z identycznego, niezaleznego rozktadu. Przyjmuje sig, ze warto$¢
srednia uzywanego rozktadu wynosi za kazdym razem 0. Otrzymana probka modyfikuje kwaternion
poczatkowy ¢; przedstawiony w przestrzenie stycznej jako ¢, Ze wzgledu na to, ze rozpatrywane sa

kwaterniony jednostkowe, maja one posta¢ trojwymiarowych wektorow w przestrzeni stycznej. Stad wektor
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zmiennych losowych » ma trzy sktadowe. Po dokonaniu operacji modyfikacji punktu w przestrzeni stycznej
wyznacza si¢ jego odpowiednik w przestrzeni kwaterniondw przez zastosowanie mapy eksponencjalnej
(krok 3, rozdzial 4.2.3).

W dalszej czgSci pracy przedstawiony algorytm bedzie uzywany do generacji sygnatu zaktocajacego
dla okreslonej trajektorii testowej. Zaklada si¢, ze badana trajektoria jest wolna od zakltocen, a jedynym
sygnatem zaklocajacym bedzie dodana powyzsza sktadowa losowa. Rozpatrywane beda zaklocenia o
rozktadzie jednostajnym lub normalnym. W przypadku rozktadu jednostajnego poziom szumu okreslany jest
przez zakres, na ktorym okreslona jest funkcja rozktadu prawdopodobienstwa. W przypadku rozktadu
normalnego poziom szumu okres$la odchylenie standardowe. W obu przypadkach zaklada sig, ze rozktad ma
warto$¢ Srednia wynoszaca zero (aby nie wyroznia¢ zadnego z kierunkow).

Na rysunku 4-11 przedstawiono za pomoca sfery rotacji przyktadowy wynik generacji 200 losowych
warto$ci wokdt punktu (30, 0, 0). Do generacji uzyto algorytmu 3, rozkltadu normalnego o odchyleniu
standardowym 0,15. Jak wida¢ na rysunku niewielkie odchylenie standardowe wprowadza duze zmiany w
polozeniu punktu w przestrzeni rotacji. Wynika to z niewielkich wartosci bezwzglednych wspolrzgdnych

kwaternionéw jednostkowych mieszczacych si¢ w zakresie [-1, 1].

Rysunek 4-11: Wizualizacja przykladowego wyniku generacji 200 losowych warto$ci w przestrzeni
kwaternionow (rozklad normalny, o= 0,15).

Rozklad otrzymywany przez algorytm 3 dla generacji N (0, G) ma cechy rozktadu normalnego.

Jednakze w analizie zastosowanego podejscia nalezy uwzgledni¢ periodyczno$¢ wystepujaca dla przestrzeni
rotacji. W przypadku wprowadzenia w kroku 2 bardzo duzego zaburzenia otrzymuje si¢ w rezultacie nowe
potozenie, ktérego odleglos¢ od polozenia poczatkowego zmienia si¢ periodycznie zgodnie z charakterem
przestrzeni rotacji. W takim przypadku otrzymany rozkltad traci cechy rozktadu normalnego.

Wplyw opisanej wilasno$ci na probkeg losowa begdzie zaleze¢ od przyjetej wartosci odchylenia

standardowego. Dla wzglednie niewielkich wartosci o efekt periodycznosci prowadzacy do utraty cech
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rozkladu normalnego bedzie zachodzit z bardzo niewielkim, pomijalnie matym prawdopodobienstwem.
W eksperymentach praktycznych (rozdzial 6) zaobserwowano, ze odchylenie standardowe o wartosciach
rzedu 0,1 juz bardzo znaczaco znieksztalca sygnat testowy. Skuteczno$¢ algorytméw badana bedzie przede

wszystkich dla zaktocenia zdefiniowanego w zakresie uzytecznym o <0,05. Przy takich warto$ciach

odchylenia standardowego, wprowadzane zaklocenie bedzie posiadato wystarczajace cechy rozktadu
normalnego. Czestos¢ wystepowania deformacji rozktadu ze wzgledu na periodycznosé dziedziny bedzie w
takim przypadku pomijalnie mata. Dla rozkladu jedstajnego problem taki nie bedzie wystepowat w

przypadku przyjecia odpowiednio niewielkiej wartosci szeroko$ci przedziatu k.

4.3 Podsumowanie sposobOw parametryzacji przestrzeni orientacji

W rozdziatach 4.1, 4.1.4 przedstawiono rézne sposoby parametryzacji orientacji lokalnego uktadu
wspotrzednych. Istnieja przeksztalcenia pomigdzy poszczegdlnymi parametryzacjami, wigc wybor
parametryzacji powinien zaleze¢ od konkretnego zastosowania. Czgsto spotyka si¢ sytuacjg, gdy w danym
systemie orientacja uktadu jest zapisywana i przetwarzana przy pomocy réznych sposobow parametryzacji.
Wynika to z réznych wiasnosci, ktore wynikaja ze specyfiki kazdej z nich. W rozdziale zostanie

zaprezentowane krotkie podsumowanie wad i zalet roznych sposobow zapisow orientacji uktadu.

Specjalna grupa ortogonalna SO(3) — macierze przeksztatcen

Zalety

e Macierze obrotdéw moga by¢ rozszerzone do przeksztatcenia jednorodnego, ktore zapewnia
spojny opis orientacji i translacji uktadu. W ten sposdb moga by¢ réwniez zapisywane inne
transformacje, np. skalowanie.

e Zalezno$ci matematyczne dla macierzy sa dobrze znane, istnieja opracowane gotowe procedury
numeryczne.

e Macierze przeksztalcen sa uzywane w wielu systemach uzywajacych przeksztatcen
przestrzennych (zar6wno w dziedzinie robotyki, wizualizacji przestrzennej, systemow animacji,
bibliotekach programowych itp.)

o W prosty sposob realizowane jest sktadanie przeksztalcen (mnozenie macierzy).

Wady

e Wyznaczenie macierzy na podstawie zlozenia obrotéw (np. katy Eulera) moze prowadzi¢ do
powstania osobliwosci i utraty stopni swobody uktadu (efekt gimbal lock).

e Wprowadzanie danych jest skomplikowane — opis macierzowy jest catkowicie nieintuicyjny.

e Operacje na macierzy wymagaja procedur stabilnych numerycznie. Na macierze natozone jest 6
ograniczen, ktore musza by¢ spetnione po kazdym przeksztatceniu. Metody normalizacji

macierzy do postaci ortogonalnej sa skomplikowane.
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Parametryzacja jest nadmiarowa (macierze 3x3 lub 4x4 w przypadku przeksztalcenia
jednorodnego).
Brak dobrych bezposrednich metod interpolacji pomigdzy orientacjami opisanymi macierza
przeksztatcenia.
Przeksztalcenie do parametryzacji opartych na ztozeniu obrotow (np. katy Eulera) jest
niejednoznaczne. Przykladowa propozycja sposobu dekompozycji macierzy przeksztalcen

podana jest w pracach [32], [98].

Ztozenie obrotéw, katy Eulera

Zalety

Minimalna parametryzacja orientacji uktadu (3 liczby).
Czesto uzywane w systemach wizualizacji przestrzennej — najprostszy sposob wprowadzania
informacji o rotacji.

Mozliwa tatwe przeksztatcenie zbioru katéw do macierzy rotacji.

Wady

Ztozenie obrotow moze prowadzi¢ do wystepowania osobliwosci — efekt utraty stopni swobody
gimbal lock. Osobliwosci przy tej parametryzacji s nie do uniknigcia.

Brak dobrych metod interpolacji — nie jest mozliwa bezposrednia interpolacja pomigdzy dwoma
wektorami reprezentujacymi katy obrotow.

Jest to najprostszy sposob wprowadzenia danych o rotacji, jednak mato intuicyjny, gdyz po
kazdym przeksztatceniu orientacja uktadu si¢ zmienia.

Bardzo istotna jest kolejno$¢ wykonywania rotacji — brak ustalonej konwencji obrotow (24
mozliwe kombinacje). Wszelkie przeksztatlcenia musza uwzgledniac ta kolejnosc.

Sktadanie rotacji wymaga przeksztalcenia parametryzacji do macierzy obrotdéw — proces jest

ztozony obliczeniowo.

Kwaterniony jednostkowe

Zalety

Spojny opis rotacji — do opisu wymagane jest podanie tylko 4 liczb, na ktdre natozone jest tylko
jedno ograniczenie.

Sktadanie rotacji jest realizowane w prosty sposéb przez mnozenie kwaterniondw.

W przestrzeni kwaterniondw nie wystegpuje efekt gimbal lock.

Istnieje dobrze opracowane metody interpolacji slerp zachowujace stata predkos¢ katowa.
Opracowano rowniez cala grupe bardziej ztozonych metod generowania krzywych
interpolacyjnych.

Wigksza stabilno$¢ numeryczna w poréwnaniu do przeksztalcen macierzowych, mniejsza

ztozonos$¢ obliczeniowa procedur ze wzgledu na bardziej spojna parametryzacje.
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Wady

e Nie wszystkie operacje matematyczne moga by¢ zinterpretowane w przestrzeni kwaternionow.

e Matematyka przeksztalcen nie jest powszechnie znana, a interpretacja zapisu kwaternionowego
nie jest intuicyjna.

e  Wynik przetwarzania musi leze¢ na hipersferze jednostkowej — normalizacja kwaternionow jest
jednak tatwiejsza niz normalizacja macierzy ortogonalnych.

e Dla przestrzeni kwaternionéw wystepuje podwodjne pokrycie grupy SO(3). Kazda orientacja w
przestrzeni ma podwojna reprezentacje wsrod kwaternionow (g, -q)

e Kwaterniony reprezentuja tylko rotacyjna czg$¢ przeksztalcenia w przestrzeni. W pracy [70]
zaproponowana jest metoda zapisu pelnej transformacji przy uzyciu kwaternionow, jednak w

praktyce zastosowanie tego podejscia nie jest wygodne.

Podsumowanie

Kazda z przedstawionych parametryzacji orientacji uktadu ma pewne ograniczenia. W praktyce
wykorzystanie danej parametryzacji jest podyktowane konkretnymi wymaganiami systemu (np. prosty
sposob znajdowania rozwiazania kinematyki odwrotnej, prosta interpolacja). Parametryzacja kwaternionowa
ma wiele zalet, ktore nie wystepuja ani w przypadku macierzy obrotéw ani katow Eulera. Do podstawowych
zalet kwaternionéw nalezy brak efektu gimbal lock, proste sktadanie obrotow i dobre metody interpolacji. Z
punktu widzenia obliczeniowego parametryzacja ta wymaga szczegélnej uwagi, aby wyniki nalezaty do
hipersfery jednostkowej. Jak to zostalo pokazane w rozdziale 4.1.4 w wielu przypadkach mozliwe jest
stworzenie procedur numerycznych, ktore zachowuja ta wlasciwos$é. W rozdziale 5 przedstawione zostana
jeszcze bardziej zlozone metody przetwarzania orientacji ukladu zapisanej w postaci kwaternionowej.
Metody te czesto nie maja swoich prostych odpowiednikéw dla alternatywnych sposobéw parametryzacji
orientacji uktadu. Z tego powodu dalsza cze¢$¢ pracy bedzie bazowaé na parametryzacji kwaternionowe;,
jako podstawowym sposobie opisu rotacji w przestrzeni. Poniewaz istnieja proste metody konwersji do
pozostatych parametryzacji, wybor taki nie wprowadza zadnych ograniczen dotyczacych stosowalnosci

zaproponowanych algorytméow.

4.4 Model danych opisujacych orientacje uktadow

W kolejnych rozdziatach pracy beda rozpatrywane trajektorie w przestrzeniach orientacji lokalnych
uktadow wspotrzednych. Rozpatrywany lokalny uktad wspotrzednych powiazany jest z cialem sztywnym,
dla ktorego definiuje si¢ potozenie w przestrzeni. Praca koncentruje si¢ tylko na przetwarzaniu orientacji

uktadu ze wzgledu na to, ze istnieje wiele dobrze zbadanych metod dotyczacych przetwarzania translacji

zapisanych w postaci standardowej przestrzeni wektorowej R’ .
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4.41 Model danych trajektorii

Analogicznie, jak to zostalo zrobione dla obrazéw, rowniez dla trajektorii przestrzennej zostanie
okreslony model danych reprezentujacych orientacje uktadu, na ktérym bazowaé beda algorytmy
przetwarzajace. Przedstawiony model danych moze w ogoélnosci dotyczy¢ dowolnej parametryzacji
orientacji uktadow. Z powodoéw przedstawionych w rozdziale 4.3 jako konkretna parametryzacja dla
prezentowanego modelu bgdzie wybrana przestrzen kwaternionow. Proponowany model danych posiada
nastgpujace wlasnosci:

e Prototyp orientacji definiuje si¢ jako orientacj¢ referencyjna, wzgledem ktorej definiowane beda
wszelkie rotacje g, = [l,(0,0,0)]

o Okreslony jest zbior indeksow dla siatki czasowej definiujacych kolejne chwile czasowe
IT = (l;n) Indeksy parametryzuja trajektori¢ w catlym odcinku czasowym, ktory jest
rozpatrywany.

e Istnieje zdefiniowane przeksztatcenie prototypu orientacji w dowolny punkt nalezacy do
rozpatrywanej trajektorii.

e W IT definiuje si¢ relacj¢ sasiedztwa przy uzyciu dyskretnej funkcji odleglosci p: E; jest
sasiadem FE;, wtedy 1 tylko wtedy, gdy p(i, i')zl. W praktyce oznacza to relacje
dwusasiedztwa: dla p(i,i —1) =1 jest to sasiad “lewy” L, p(i,i + 1) =1 jest to sasiad “prawy” P.

Trajektoria orientacji w przestrzeni kwaternionéw okres§lona jest przez krzywa kwaternionowa

realizujaca przyporzadkowanie:

g:R—S°, (4-114)
co oznacza, ze funkcja ¢(f) jest jednoznacznym przyporzadkowaniem wybranej chwili czasowej do
przestrzeni orientacji uktadu wzgledem orientacji referencyjnej w przestrzeni kwaternionowej. Zaleznosé
definiuje przyporzadkowanie ciagle. W przypadku rozpatrywania dyskretnej wersji trajektorii (co ma
miejsce we wszystkich praktycznych zastosowaniach) przyporzadkowanie dotyczy zbioru indeksow
dyskretnych chwil czasowych:

q:IT —> S’ (4-115)
Otrzymuje si¢ uporzadkowany zbidr kwaternionéw reprezentujacy trajektori¢ w przestrzeni orientacji
lokalnego uktadu wspotrzednych

{q[eSS:ieNﬁ[l,n]}, (4-116)
gdzie n jest liczba elementoéw sktadajacych sig na trajektorig.

W modelu danych reprezentujacych trajektori¢ okre$lona zostata miara odlegtosci pomigdzy jej

elementami. Miara ta realizuje funkcje odlegtosci zdefiniowana dla przestrzeni S°:

d, =dlg,.q,)=2|loglg}q, 4-117)
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4.4.2 Miary odlegtosci dla trajektorii

Podobnie jak w przypadku obrazow, rowniez niezbgdne jest porownywanie trajektorii — takze z
punktu widzenia poprawnosci i skuteczno$ci przeprowadzonej filtracji. Poniewaz w przestrzeni
kwaternionéw zdefiniowane zostaly podstawowe wielkosci statystyczne, mozliwe jest zastosowanie
podobnych zaleznosci, jakie byly uzywane w przypadku obrazéw. Pamigta¢ nalezy jednak o uzywanej
interpretacji odlegtosci, ktora bierze pod uwagg jedynie kat obrotu pomigdzy dwoma kwaternionami.

Odpowiedniki standardowych wielkosci stuzacych do oszacowania odleglosci pomigdzy
trajektoriami kwaternionow mozna sformutowaé w nastgpujacy sposob:

e  Kwaternionowy btad sredniokwadratowy:
MSE,(p,q)= =3 (QJlogq;"p,|J .
ng (4-118)
gdzie p,q oznacza odpowiednio trajektori¢ badana i referencyjna (wzorcowa).

e Znormalizowany kwaternionowy btad sredniokwadratowy:

_ MSE,(g.p) . e
NMSE,, ( D, q) = —————— (znormalizowany btad $redniokwadratowy),

2

G, (4-119)
gdzie o q2 - kwaternionowa wariancja wyznaczona dla trajektorii referencyjnej g.

o Kwaternionowy stosunek sygnatu do szumu (ang. signal to noise ratio):

2

SNR,(p.q)=10log,, % ~10log,, NMSE,, (¢, p[dB] (4 - 120)
MSEQ (q,p)

Zalezno$¢ (4 — 118) pozwala wyznaczy¢ miarg odleglosci dla dwoéch trajektorii kwaternionowych
pod warunkiem, ze maja one jednakowa dtugos¢. Jezeli na skutek przetwarzania sygnatu liczba elementow
trajektorii si¢ zmienita, to zaleznosci tej nie mozna juz wprost zastosowac. Przy przetwarzaniu obrazow
przypadek taki dotyczy gtownie algorytméw skalujacych obraz. Dla trajektorii przestrzennych sytuacja taka
czesciej wystepuje z punktu widzenia praktycznego, gdy na przyklad przetwarzania polega na wybieraniu
pewnej liczby elementow z trajektorii referencyjnej i generowaniu krzywej interpolacyjnej. Do poré6wnania

krzywych o réznej dtugosci nalezy uzy¢ innego podejscia.

4.5 Adaptacja metody dynamicznego znieksztafcania dziedziny czasu
dla kwaternionow

Metoda, ktory pozwala porownywal szeregi czasowe o roznej dlugosci jest dynamiczne
znieksztalcanie dziedziny czasu. Dodatkowa zaletg takiego podejscia jest wyznaczenie miary podobienstwa
szeregu czasowego 1 znalezienie takiego dopasowania elementéw, ktore minimalizuje okre§lona miarg
odlegtosci. Poczatkowo algorytm dynamicznego znieksztatcania dziedziny czasu DTW (ang. Dynamic Time

Warping) byt uzywany do poréwnywania i rozpoznawania sygnaldow mowy [81]. Algorytm pozwala nie
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tylko na wyznaczenie miary odleglosci pomigdzy szeregami czasowymi, ale takze na dopasowanie jednego z
nich do drugiego.

Uzycie algorytmu do poréwnywania dwoch kwaternionowych szeregow czasowych o jednakowych
dtugos$ciach rowniez moze by¢ przydatne w praktyce. Moze si¢ zdarzy¢, ze szeregi sa do siebie wizualnie
podobne, jednak przesunigte w czasie o jedng probke. W ogoélnosci moze to by¢ dowolne znieksztalcenie,
ktore zachowuje ogdlne podobienstwo, a zmienia przyporzadkowanie charakterystycznych fragmentow. W
takim przypadku wyznaczenie prostej miary odleglosci nie oddaje w pelni otrzymanych rezultatéw. Mimo,
ze szeregi mozna rozpatrywac, jako podobne, to przyktadowo miara SNR wskazuje, ze znacznie si¢ od siebie
roznia. Algorytm DTW moze by¢ pomocny przy rozréznianiu tego typu podobienstwa.

Poniewaz trajektorie kwaternionowe sa szeregiem czasowym (kolejnos¢ elementoéw jest ustalona) o
specyficznych danych, to algorytm DTW moze zosta¢ w tym przypadku zastosowany. Adaptacja
podstawowe] wersji algorytmu podana zostanie w rozdziale 4.5.1. Nastgpnie algorytm ten begdzie

uogo6lniony, aby wykorzysta¢ specyficzne wlasnosci przestrzeni kwaternionow jednostkowych.

4.5.1 Podstawowy schemat algorytmu

Dane sa dwie trajektorie kwaternionowe (szeregi czasowe) sktadajace si¢ odpowiednio z n oraz m

elementow:
q= {% o Gssesq, } - trajektoria wzorcowa (referencyjna) (4-121)
p= {pl, Dosreves pm} - trajektoria testowa (4-122)

Tworzy si¢ macierz M, o wymiarach nxm. Kazdy element (i,j) macierzy M, reprezentuje
odleglos¢ pomigdzy elementami trajektorii p; oraz q;. W przypadku zastosowania podstawowej miary

odlegtosci (bedacej odpowiednikiem miary euklidesowej uzywanej dla danych w przestrzeni rzeczywistych)
uzywane jest wyrazenie (4 — 94):
M, (i j)=d(p,.q,)=2]log p"q (4-123)

W ogolnosci funkcja odlegltosci pomigdzy pojedynczymi elementami moze by¢ dowolnie
zdefiniowana, co zostanie wykorzystane przy konstrukcji algorytmu wykorzystujacego specyfike przestrzeni
kwaternionow.

Kazdy element trajektorii p moze by¢ przypisany do jednego lub wigcej elementow trajektorii g.
Przypisanie dwoch elementow do siebie oznacza si¢ jako (7, /), gdzie i, j sa indeksami elementow
odpowiednio trajektorii p oraz g. Sciezka dopasowania (ang. warping path) L nazywa sig ciagly szereg
elementow /, okreslajacych przypisanie do siebie elementow z rozpatrywanych trajektorii:
L=1,l,..1,.1, (4-124)
gdzie K jest calkowita dtugoscia $ciezki dopasowania taka, ze max(m,n) <K <m+n—1. Element ity
$ciezki okresla przypisanie dwoch elementow trajektorii do siebie /, = (i, J )k. Na $ciezke dopasowania L

naktada si¢ nastgpujace warunki:
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® warunki brzegowe — okreslajace, ze pierwsze i ostatnie elementy szeregdéw musza by¢ przypisane
do siebie. Oznacza to, ze [/, =(1,1) oraz [, =(n,m),

o warunek cigglosci — jezeli [, =(a,b), to [,,, =(a',b") takie, ze a—a'<1 oraz b—b'<1, co
ogranicza dozwolone kroki w $ciezce dopasowania do sasiednich pdl macierzy D (rowniez
sasiednich po przekatnej),

e warunek monotonicznos¢ — jezeli I, =(a,b) , to [, =(a'.b'") takie, ze a—a'>0 oraz

b—b'>0, co oznacza, ze punkty $ciezki dopasowania musza by¢ roztozone monotonicznie w
czasie (nie moga powracac do raz przypisanych elementow).
Definiuje si¢ funkcj¢ celu dla $ciezki dopasowania L okreslajaca catkowity koszt dopasowania

trajektorii p do ¢ jako:

K

A, =D M,(L,), (4-125)
k=1

gdzie dla I, = (i, j) element macierzy M (I, )=M ,(i,j)=d (pi ,q_/) (odlegtos¢ elementow trajektorii).

Istnieje wiele S$ciezek dopasowania spetniajacych przedstawione warunki. Z punktu widzenia
wyznaczenia miary odleglosci dla trajektorii interesujaca jest ta, ktora minimalizuje funkcje¢ celu okreslona

rownaniem (4 — 125). Bedzie to miara odlegtosci trajektorii rozumiana w sensie metody DTW:

DTW (p,q)=minA, = r}lin{ki:MD (Z, )} (4-126)
Jest to problem optymalizacyjny, ktory (dla przypadku jednowymiarowego) mozna rozwigzaé w

czasie wielomianowym [81]. W tym celu tworzy si¢ macierz o wymiarach nxm . W macierzy, dla kazdego

elementu trajektorii zapisany jest minimalny koszt dopasowania $ciezki liczony od poczatku macierzy.

Kazdy element macierzy moze by¢ zdefiniowany rekurencyjnie, jako:

8@, j) =M (i, j)+min{S(i -1,/ - 1),5(, j - 1),5G 1, )}, (4 - 127)

gdzie D jest macierza odlegtosci elementow.

Element macierzy okre$lony jako o(m,n)=DTW (p,q) jest szukana minimalng wartoscia kosztu

dopasowania. Sciezka, ktéra daje taka warto$é jest natomiast szukana optymalna $ciezka dopasowania
trajektorii p 1 q. Ztozono$¢ obliczeniowa tak dziatajacego algorytmu jest rzedu O(mn).

Opisany sposob programowania dynamicznego daje w wyniku macierz, ktorej element
O(m, n) okresla koszt dopasowania do siebie dwoch trajektorii. Na podstawie macierzy mozna wyznaczy¢
optymalna $ciezke dopasowania minimalizujaca funkcje celu podana réwnaniem (4 — 125). W ten sposob
otrzymuje si¢ trajektori¢ testowa p dopasowana do trajektorii wzorcowej g. Aby wyznaczy¢ $ciezke
dopasowania nalezy przesledzi¢ jej przebieg. Zaczynajac od konca, nalezy przechodzi¢ przez kolejne
sasiadujace elementy macierzy zgodnie z reguta przechodzenia do elementu, ktory jest najmniejszy. Nalezy
rowniez zachowa¢ podane dodatkowe ograniczenia na $ciezk¢ dopasowania. Jezeli macierz zostala
skonstruowana prawidlowo, to ostatnim elementem $ciezki (czyli pierwszym elementem $ciezki wynikowej)

bedzie element (0,0) macierzy. Ostatnim etapem jest odwrocenie kolejno$ci w wyznaczonej §ciezce.
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Tworzenie trajektorii dopasowanej » polega na wykonaniu odpowiednich operacji na trajektorii

testowej p wedlug wyznaczonego dopasowania jej do trajektorii wzorcowej ¢g. Trajektoria dopasowana ma

dlugos¢ rowna trajektorii wzorcowej m, oraz indeksowana jest przez zmienna s: 7 = {rl,rz,...,r ,...,rM}.

Wyrdznia sig trzy rodzaje operacji:

e przepisanie — polegajace na wstawieniu do trajektorii dopasowanej punktu z trajektorii testowe;.
Odpowiada to jednoznacznemu przyporzadkowanie elementow trajektorii do siebie. W macierzy
reprezentujacej sciezk¢ dopasowania przedstawione jest to diagonalnym przejsciem pomigdzy
elementami macierzy.

o Warunek: min{ &i—1,j—1),8(, j—1),8G 1, /)}=6G 1, 1)
o Operacja: v, = p,

e usuniecie — polegajace na usunigciu elementéw z trajektorii testowej, czyli nie przepisywanie ich
do sygnatu dopasowanego. Praktycznie odbywa si¢ to przez usrednienie wartosci zastapionych
elementow. Odpowiada to sytuacji, gdy wiele elementdw trajektorii testowej przypisanych jest
do jednego punktu trajektorii wzorcowej. W obrazie $ciezki dopasowania przedstawione jest to
przez poziome przejscie pomigdzy kolejnymi elementami macierzy.

o Warunek: min{s(i—1, j—1),8(, j—1),0(G 1, j)} = 5(, j—1)

a V2oL . . L
o Operacja: v, = p, (pH 1 pi)l - jezeli przypisanych jest wigcej niz dwa elementy,

nalezy przeprowadzi¢ usrednianie kwaternionowej na calej grupie elementow,

o wstawienie — polegajace na wstawieniu dodatkowych elementow do trajektorii testowe;j.
Wstawienie to polega na interpolacji elementow na podstawie elementow, ktore sa sobie
przypisane. Odpowiada to sytuacji, gdy wiele elementow trajektorii wzorcowej przypisanych jest
do jednego elementu trajektorii testowej. W obrazie §$ciezki dopasowania jest to pionowe
przejscie pomigdzy kolejnymi elementami macierzy.

o  Warunek: min 5{5(i -1, j —1), A, j —1),6(G —1, )} = 8@ -1, )

- 2 . . L
o Operacja: r, = p, (pi : pM) - jezeli przypisanych jest wigcej niz dwa elementy,

nalezy wyznaczy¢ odpowiednia ilo$¢ elementow przez kilkukrotna interpolacje.
Przegladajac $ciezke dopasowania od jej poczatku i wykonujac w kazdym kroku operacjg zgodnie z

przyjetymi zasadami otrzymuje si¢ sygnal dopasowany r.

4.5.2 Uogodlnienie pojecia lokalnej miary podobienstwa elementow trajektorii

Jedna z najwazniejszych zalet algorytmu DTW jest okre§lenie miary podobienstwa, ktora uwzglednia
charakter sygnatu. Jest to szczegolnie istotne w przypadku sygnatow, ktére zostaja poddane subiektywne;j
ocenie ludzkiej. Przyktadowo sygnat dzwicku (mowa, muzyka, itp.) jest rozpoznawany przez cztowieka na
podstawie podobienstwa do znanego wzorca. Mozliwe jest wigc pewne znieksztatcenie tego sygnatu, aby

nadal byl on prawidtowo rozpoznany. W przypadku automatycznych systemoéw klasyfikujacych sygnaty,
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rowniez takie wlasciwosci powinny by¢ brane pod uwage. Algorytm DTW jest jednym z podejs¢, ktore z
zatozenia bierze pod uwagg nie tylko odleglos¢ naturalnie odpowiadajacych sobie elementow sygnatu, ale
probuje je dopasowaé do siebie tak, aby odleglo$¢ ta zostala zminimalizowana (przy zadanych
ograniczeniach). Szukana jest wigc miara podobienstwa, w ktorej brany jest pod uwage caty sygnat lub
pewne otoczenie rozpatrywanego elementu.

Wtasnosci porownawcze algorytmu DTW beda uzywane do oceny efektow filtracji trajektorii w
przestrzeniach rotacji. Zaprezentowana poprzednio adaptacj¢ algorytmu dla kwaterniondw mozna uogoélnic¢
biorac pod uwage dodatkowe czynniki. Podobne do prezentowanego podejscia zostato przedstawione w
pracy [50] (Keogh, Pazzani). W pracy dla lokalnej miary odleglosci zastosowana dyskretna pochodna
sygnalu w punkcie. Ten sam autor prowadzit nastgpnie badania dotyczace wykorzystania algorytmu DTW
do poréwnywania ruchéw w przestrzeni trojwymiarowej [51]. Jednakze praca ta nie dotyczy bezposrednio
analizy mozliwosci przetwarzania trajektorii rotacji, gdyz jedynie podstawowa odleglos¢ euklidesowa jest
uzywana w algorytmie porownywania. Podejscie oparte biorace pod uwage zarowno wartos¢ sygnalu w
punkcie oraz jego pierwsza pochodna zostalo przedstawione w pracy [60].

Nowym podejsciem zwigzanym z wykorzystaniem algorytmu DTW do porownywania trajektorii w
przestrzeni rotacji jest propozycja, aby lokalna miara podobienstwa zlozona byta z iloczynu trzech
sktadowych:

MD(i’j)zdq(pi’qj)dd(pi’qj)dk(pi’qj) (4-128)
Kazda ze sktadowych miary jest ilosciowym wskaznikiem okreslajacym podobienstwo rotacji o

indeksach i oraz j. Pierwsza sktadowa d , Jest rowna standardowe] mierze odlegtosci zdefiniowanej w
przestrzeni kwaternionow:

d,(p.q,)= ZHIng,«’lq,»H (4 - 129)
Druga sktadowa dotyczy miary odlegltosci pomiedzy kwaternionami bedacymi dyskretnymi

pochodnymi trajektorii w punktach. Miara ta wyrazona jest nastgpujaco:

d,(p.,q,)=2 ‘log(p,-‘ ') (g7 ,J

Dla kazdej trajektorii wyznaczana jest warto$¢ pochodnej rozumianej, jako kwaternionowa roznica

(4 - 130)

skonczona wyrazajaca si¢ miara zmiennosci potozenia w przestrzeni rotacji. Dla otrzymanych kwaternionéw
pochodnych bierze si¢ nastgpnie skalarna miar¢ odlegtosci migedzy nimi. W ten sposob otrzymuje sig
informacj¢ o podobienstwie sygnatow ze wzgledu na podobienstwo lokalnie wyznaczonych pochodnych
kwaternionowych w punkcie (chwilowej predkosci ruchu).

W praktycznym zastosowaniu przydatne okazalo si¢ takze posrednie rozpatrzenie pochodnej
wyzszego rzedu. Interesujaca cecha charakterystyczna trajektorii z punktu widzenia obserwatora jest
podobienstwo ze wzgledu na lokalna krzywizng. Doktadne rozpatrzenie problemu wyznaczania krzywizny
dyskretnej trajektorii kwaternionéw zostanie przedstawione w rozdziale 5.4. Prezentowany algorytm

korzysta z tych rezultatow, co zostato umieszczone w rozdziale 4 dla zapewnienia pelnego opisu metody.
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Trzecia sktadowa miary podobienstwa oparta jest na wyznaczeniu skalarnej warto$ci bezwzglednej z rdznicy

miar okres$lajacych krzywizng rozpatrywanych trajektorii w punkcie.

dk(piﬂqj):‘K(pi)_K(qu :ma)A(pi)_a)A(pi—l X|_Ha)z‘l(qj)_a)/l(qj—lX > (4-131)

gdzie w, (pl.) oznacza 0§ obrotu wyznaczong na podstawie predkosci katowej dla kwaternionu i-tego
trajektorii p:

log(p,"p,
2 (pi)_ ( +1)

- -1
Jtoglp; p...)
Dzigki zaprezentowanemu podejsciu lokalna miara podobienstwa trajektorii uwzglednia informacje

(4 -132)

lokalne, jak i z pewnego otoczenia punktow. Brane sa pod uwagg: rdéznica potozenia w przestrzeni rotacji,
roznica predkosci katowej (w postaci kwaternionowej pochodnej) oraz réznica lokalnej krzywizny trajektorii
(w postaci zmiany przyspieszenia stycznego). Dzigki temu mozliwe jest czesto bardziej prawidtowe
poroéwnanie trajektorii z punktu widzenia oceny zblizonej do subiektywnego podobienstwa okreslanego
przez cztowieka (ktérego ocena jest oparta w duzej mierze wtasnie na krzywiznie).

Algorytm uwzgledniajacy przedstawione powyzej specyficzne wilasnosci przestrzeni kwaternionéw
nazywany bedzie QDTW (ang. Quaternion Dynamic Time Warping). Uzywana w nim wielko§¢ wyznaczona
(4 — 128) nie jest miara odleglos$ci rozumiana, jako funkcja okre§lona w przestrzeni metrycznej. Bierze ona
pod uwagg nie tylko potozenie punktu w przestrzeni, ale rowniez wlasnosci trajektorii w jego otoczeniu. To
moze powodowac, ze nie muszg by¢ spelnione aksjomaty metryki. Niemniej jednak spetienie warunkow na
przestrzen metryczng nie jest konieczne z punktu widzenia poprawnos$ci dziatania algorytmu. Bedzie to
oczywiscie wplywalo na metody selekcji pozwalajace na prawidlowe rozroznienie badanych obiektow.
Doswiadczenia numeryczne przeprowadzone przez autora pokazaly, ze tak skonstruowana miara ma dobre
wlasciwosci w zastosowaniach praktycznych. Moze wigc by¢ uzyta, jako metoda poréwnawcza dla
trajektorii z zastrzezeniem, ze lokalne poroéwnanie jest okreslone miarg podobienstwa (a nie odlegtosci)

pomigdzy wybranymi elementami.

4.5.3 Konstrukcja miary zaszumienia jakosci sygnatu opartej na algorytmie QDTW

Algorytm QDTW dziata wedlug standardowego schematy uzywanego w metodzie dynamicznego
znieksztalcania dziedziny czasu. W wyniku jego dziatania otrzymuje si¢ zarowno dopasowanie trajektorii
testowej do trajektorii wzorcowej oraz miar¢ podobienstwa przebiegow do siebie. Miara ta jest pewna
bezwzgledna skalarna wartoscia, ktora nastgpnie moze by¢ znormalizowana podobnie, jak to jest
realizowane w przypadku standardowych wielkosci bedacych oszacowaniem odlegltosci pomigdzy
trajektoriami kwaternionow — zaleznosci (4 — 118) — (4 —120). W tym celu proponuje si¢ zdefiniowanie
nastepujacych warto$ci znormalizowanych opartych na mierze podobienstwa QDTW:

e Znormalizowana miara podobienstwa trajektorii oparta na QDTW:

DT
optw,, ( D, q) = QL(ZQ,P) (znormalizowany btad sredniokwadratowy), (4-133)

I’lO'q
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gdzie o qz - kwaternionowa wariancja wyznaczona dla trajektorii referencyjne;j p.

o Kwaternionowy stosunek sygnatu do szumu (ang. Quaternion Signal to Noise Ratio):

2

OSNR(p.q)=10log,,———4 = _10log,, ODTW,, (¢ p)dB] 4 - 134)
4 10 QDTW(q,p) 10 norm >

Przeprowadzona normalizacja dotyczy dwoch elementow: dlugosci oraz wariancji rozpatrywanego
sygnatu. W przeciwienstwie do btedu sredniokwadratowego uzywanego przy standardowej mierze jakosci,
warto$¢ podobienstwa trajektorii otrzymywana przy uzyciu algorytmu QDTW nie jest wartoscia $rednia, a
catkowita rozbiezno$cia pomigdzy sygnalami. Normalizacja ze wzgledu na wariancj¢ sygnatu bierze pod
uwage warto$¢ wariancji kwaternionowej wyznaczonej wyrazeniem (4 — 113). Wyrazenie to jest wartoscia
skalarng interpretowana jako miara rozbieznosci rozktadu elementéw. Dzigki tym operacjom otrzymuje si¢
znormalizowana warto$¢ miary podobienstwa sekwencji do siebie, ktora nastepnie moze by¢ przedstawiona
w postaci wspotczynnika jakosci sygnatu do szumu za pomoca zalezno$ci (4 — 134).

Ostatecznie otrzymuje si¢ miar¢ podobienstwa trajektorii uwzgledniajaca nastepujace czynniki:

e specyfike danych opisujacych rotacje, jako trajektorie w przestrzeni kwaternionow,

e mozliwo$¢ porownywania trajektorii o r6znych dlugosciach,

e zlozona lokalna miarg podobienstwa elementow bioraca pod uwage réznice w lokalnej predkosci

oraz lokalnej krzywiznie trajektorii,

e znormalizowang wielko$¢ ze wzgledu na miarg rozbieznosci rozktadu elementow,

e znormalizowany wspotczynnik jakosci sygnatu do szumu okre$lony w decybelach.

Zaproponowany wspotczynnik jakosci sygnatu bedzie uzywany w dalszej czgsci pracy do okreslenia

skutecznosci filtracji przeprowadzanej dla trajektorii.

4.5.4 Przyktad dziatania algorytmu QDTW
W celu zobrazowania sposobu dzialania uogoélnionego algorytmu zostaty wygenerowany dwie proste

sekwencje testowe. Ich przebieg pokazany zostat na rysunku 4-12.

Rysunek 4-12: Przykladowe testowe trajektorie rotacji (wzorcowa po lewej, testowa po prawej) podobne ze
wzgledu na subiektywne poréwnanie.
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>
Yy

Rysunek 4-13: Wynik dzialania algorytmu DTW dla lokalnej miary uwzgledniajacej jedynie kwaternionowa

odleglos¢ elementow trajektorii.

>
Yy

Rysunek 4-14: Wynik dzialania algorytmu QDTW dla uogélnionej lokalnej miary podobienstwa elementéw.

Dla obserwatora obie sekwencje sa do siebie podobne i sktadaja si¢ z 3 odcinkéw. Odcinek srodkowy

ruchu rézni si¢ zmiana zaréwno polozenia w przestrzeni rotacji oraz jego dlugoscia (ma 5 réwno

roztozonych elementow wigcej dla sekwencji testowej). Podobienstwo sekwencji jest analizowane przez

obserwatora w duzej mierze na podstawie roznic wystgpujacych dla kazdego z odcinka osobno. W zwiazku z

tym naturalnym jest wzajemne przyporzadkowanie punktéw biorac pod uwage takze zmiang krzywizny (a

nie tylko potozenia), ktéora w sposob doktadniejszy okresla zmiang kierunku ruchu i przyktadowo wyrdznia
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poszczegoOlne odcinki. Moze to zosta¢ zrealizowane przy uzyciu uogoélnionej wersji algorytmu
dynamicznego znieksztatcania dziedziny czasu QDTW.

Na rysunkach 4-13, 4-14 pokazane zostaly trajektorie testowe przedstawione przy uzyciu sfery
rotacji (patrz rozdziat 4.1.4). Trajektoria wzorcowa zaznaczona jest kolorem zottym. Trajektoria testowa
zaznaczona jest kolorem zielonym. Wzajemnie przyporzadkowanie elementow kazdej z trajektorii do siebie
zaznaczono linia granatowa. Rysunki pozwalaja na pordéwnanie dziatania standardowego algorytmu
uwzgledniajacego jedynie potozenie (i miar¢ odlegltosci w funkceji potozenia) oraz algorytmu uogoélnionego
QDTW. Prawa kolumna jest powigkszeniem interesujacego obszaru trajektorii.

Prawidlowe przyporzadkowanie punktow powinno uwzglednia¢ podobienstwo trajektorii dla
fragmentéw poczatkowego i koncowego. Odcinek $rodkowy rozni sig liczba punktow, ktore musza by¢
przyporzadkowane w relacji jeden do wielu. Algorytm oparty na mierze wykorzystujacej tylko
kwaternionowa odlegto$¢ pomigdzy elementami ma znaczne problemy z wiasciwym przyporzadkowaniem
punktoéw juz w obrebie pierwszego odcinka ruchu (rysunek 4-13). Pomimo, ze liczba punktow obu trajektorii
dla tego odcinka jest jednakowa, to przyporzadkowanie otrzymane przy uzyciu algorytmu podstawowego
generuje relacje jeden do wielu. Podobna sytuacja wystepuje dla ostatniego odcinka trajektorii. Zastosowanie
algorytmu QDTW uwzgledniajacego cechy trajektorii wyzszego rzedu, co pozwala na bardziej prawidlowe
przyporzadkowanie pokazane na rysunku 4-14. Przyporzadkowanie punktow trajektorii w relacji jeden do
wielu wystepuje dopiero w okolicach srodkowego odcinka, ktory rézni si¢ dlugoscia dla obu przebiegow.
Punkty nalezace do odcinka poczatkowego i1 koncowego sa prawidtowo przyporzadkowane w relacji jeden
do jednego. Dzigki tym cechom miara podobienstwa catych trajektorii uzyskana algorytmem QDTW

uwzglednia podobienstwo sygnatdow w bardziej naturalny sposob.

4.5.5 Podsumowanie kwaternionowej wersji algorytmu DTW

W celu adaptacji algorytmu na potrzeby poréwnywania trajektorii kwaternionowych zostaly
wprowadzone przez autora nastgpujace modyfikacji w stosunku do wersji standardowej dla sygnalu
jednowymiarowego:

o uwzglednienie kwaternionowej miary odlegtoséci opisanej wyrazeniem (4 — 94),

e zamiana operacji usredniania przy usuwaniu elementdw na wyznaczanie S$redniej

kwaternionowej opisanej wyrazeniem (4 — 105),
e zamiana liniowe]j interpolacji przy wstawianiu elementow na sferyczno-liniows interpolacjg slerp
opisang wyrazeniem (4 — 83).

W przypadku poréwnywania sekwencji jednowymiarowych sygnatdow o wartosciach rzeczywistych
uzycie euklidesowej odlegtos¢ poszczegolnych elementdow jest czgsto wystarczajace i pozwala na wlasciwe
wyznaczenie podobienstwa trajektorii. Jednakze poréwnywanie zlozonych trajektorii, do jakich naleza
sekwencje rotacji reprezentujacych ruch, jest realizowane przez obserwatora zewngtrznego przy
uwzglednieniu dodatkowych cech sygnalu. W szczegélnosci istotnym elementem $wiadczacym o

podobienstwie lub jego braku dwoch trajektorii jest zroznicowanie szybkosci ruchu oraz réznice w
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zakrzywieniu sygnalow. Zaadaptowany algorytm zostal nastgpnie uogdlniony przez zastosowanie nowej
miary lokalnej rozbieznos$ci elementow trajektorii wykorzystujacej dodatkowe informacje o sygnale. Brane
sa pod uwagg trzy elementy:

e odleglos¢ okreslona dla przestrzeni kwaterniondéw (4 — 130),

e roznica chwilowej predkosci katowej wyznaczonej przy uzyciu kwaternionowej pochodnej w

punkcie (4 — 131),
e roznica w zakrzywieniu trajektorii okreslona przez rdéznicg pomigdzy sktadowymi stycznymi
przyspieszenia katowego (4 — 132).

Uwzglednienie wszystkich trzech elementéw pozwala na bardziej naturalne przyporzadkowanie
punktow trajektorii, a co za tym idzie lepsza estymacj¢ miary podobienstwa pomi¢dzy badanymi sygnatami.
Jest to wazne z punktu widzenia oceny jakosci sygnatu przetworzonego przy uzyciu réznych algorytmow
(patrz rozdzial 6). Opracowanie kwaternionowej wersji algorytmu DTW pozwala wigc nie tylko na
porownywanie trajektorii kwaternionow o réznych dtugosciach, ale takze na uwzglednienie przy poréwnaniu

dodatkowych czynnikéw wplywajacych na charakter sygnatu i ruchu reprezentowanego przez trajektorig.

4.6 Reprezentacja danych dla modeli hierarchicznych tancuchow
kinematycznych

W rozdziale 4.4 przedstawiono model, ktory pozwala na zapis danych reprezentujacych trajektori¢ w
przestrzeni orientacji dla lokalnego uktadu wspotrzgdnych. Model taki jest czgsto wykorzystywany w
praktyce do opisu ruchu ukladow sktadajacych si¢ z kilku ruchomych elementéw (z ktorych kazdy
najczescie] jest ciatem sztywnym). Jedna z najistotniejszych dziedzin, w ktérych wystepuje tego typu model
danych jest problematyka opisu ruchu manipulatora. Poniewaz nie sa w tym przypadku uwzgledniane
przyczyny tego ruchu, otrzymany opis bedzie nazwany kinematycznym.

W praktyce pewna klasa manipulatorow moze si¢ sktada¢ z wielu potaczonych ze soba cztonow.
Kazdy czion ma okreSlona liczbe stopni swobody ruchu wykonywanego wzgledem czlonu go
poprzedzajacego. Potaczenie poszczegoélnych cztondéw tworzy tancuch kinematyczny. W rozdziale 4.6
zostana przedstawione podstawowe sposoby opisu tancuchdéw kinematycznych i zagadnien zwiazanych z
badaniem wykonywanych przez nich ruchéw. Przedstawiony zostanie réwniez przyktadowy hierarchiczny
uktad ztozonego tancucha kinematycznego, jakim jest szkielet ludzki.

Problematyka hierarchicznych tancuchéw kinematycznych w postaci manipulatorow jest przyktadem
jednej z dziedzin, w jakiej sa stosowane modele opisujace trajektorie w przestrzeni rotacji. W zwiazku z tym
rowniez dla tych zagadnien beda mialy zastosowanie metody, ktore zaproponowane zostana w niniejszej
rozprawie w rozdziale 5. Jak to zostanie pokazane, ruch pojedynczego elementu obrotowego moze by¢
rozpatrywany i przetwarzany, jako trajektoria w przestrzeni rotacji. Ztozony model hierarchiczny, rozumiany
jako wielokrotne potaczenie tancuchdéw kinematycznych jest natomiast realizowany przez szkielet postaci

ludzkiej. Jest to wigc kolejny przyktad zastosowania problematyki manipulatoréw w pokrewnej dziedzinie
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zwiazanej z analiza ruchu cztowieka. W obu przypadkach zastosowanie moga znalez¢ metody przetwarzania

i filtracji trajektorii w przestrzeni rotacji.

4.6.1 Zadanie kinematyki prostej i odwrotnej dla tancuchéw kinematycznych

W  zagadnieniach robotyki problemy kinematyczne rozpatrywane sa migdzy innymi dla
manipulatorow sktadajacych si¢ z ze zbioru cial sztywnych (zwanych cztonami) potaczonych ze soba w
otwarty tancuch kinematyczny [18]. Dwa sasiadujace ze soba cztony moga mie¢ polaczenie ruchowe lub
state (w takim przypadku cztony sa rozpatrywane jako jeden czton). Potaczenie ruchowe dwoch cztonow, w
ktorym wzgledny ruch opisywany jest przez dwie wspotpracujace ze soba powierzchnie nazywa si¢ para
nizszego rzedu. Na rysunku 4-15 przedstawiono schematycznie 6 mozliwych polaczen dla par nizszego
rzedu.

W praktyce najczesciej wykorzystywane sa potaczone obrotowe i przesuwne o jednym stopniu
swobody. Uktad kinematyczny o n stopniach swobody mozna zamodelowaé zlozeniem n czlondéw o
pojedynczym stopniu swobody. Dlatego czgsto w rozwazaniach teoretycznych rozpatruje si¢ manipulatory o
jednym stopniu swobody. W nastepnym rozdziale zostanie zaprezentowany ztozony model hierarchiczny, w

ktorym poszczegdlne cztony maja zréznicowana liczbe stopni swobody.

&g

abrofowea cylindryczne Srubowe

przesuwne plaskie kuliste

Rysunek 4-15: Rodzaje polaczen ruchowym dla par nizszego rzedu [18].

Cztony manipulatora rozwaza si¢ w uproszczonym przypadku, jako cialo sztywne o dwoch
podstawowych parametrach: dtugo$¢ oraz kat skrgcenia cztonu. Parametry te opisuja powiazanie pomigdzy
dwoma czlonami tworzacymi par¢ obrotowa przez opisanie wzglednego potozenia osi rozpatrywanego
cztonu.

Dla niektorych zagadnien rozpatrywane sa uklady o zamknigtym tancuchu kinematycznym (to
znaczy takie, w ktorym tancuch kinematyczny moze by¢ opisany za pomoca zamknigtego grafu) [75].
Uktady tego typu maja bardzo duze znaczenie praktyczne, jednak analiza ich kinematyki, jak i dynamiki jest
bardziej skomplikowana od analizy ukladéw otwartych i wykracza poza ramy tej pracy. W pracy

rozpatrywane beda jedynie uktady o otwartym tancuchu kinematycznym.

138



Rownania rozniczkowe czqstkowe w problemach filtracji obrazow i trajektorii przestrzennych

Zadanie kinematyki prostej (ang. forward kinematics) polega na okresleniu potozenia (lub innych
parametrow kinematycznych takich jak predko$¢ lub przyspieszenie) wybranego punktu manipulatora
wzgledem globalnie zdefiniowanego uktadu wspotrzednych odniesienia. W ogdlnosci zadanie to dotyczy
dowolnego lub wszystkich punktow manipulatora (na przyktad w przypadku realizowania problemu
wizualizacji trajektorii cztondw manipulatora). Czgstym problemem spotykanym w praktyce jest okreslenie
potozenia narzedzia powiazanego z ostatnim (roboczym) czionem manipulatora. Uklad odniesienia,
wzgledem ktérego poszukiwane jest rozwigzanie rowniez moze zaleze¢ od konkretnego zadania.
Standardowymi uktadami odniesienia rozpatrywanymi w praktycznym problemach kinematyki
manipulatorow sa przyktadowo [18]: uklad odniesienia podstawy, stanowiska, kisci, narzedzia, uktad
docelowy.

W zadaniu kinematyki prostej informacja o czastkowym potozeniu kazdego z czlonéw manipulatora
jest uzywana w celu wyznaczenia informacji o polozeniu globalnym. Dla kazdego cztonu okreslona jest
transformacja opisujaca jego potozenie wzgledem czlonu poprzedzajacego go w tancuchu kinematycznym
(rysunek 4-16). Na przyktadowym rysunku rozpatrywany jest manipulator skladajacy si¢ jedynie z
obrotowych cztonéow o jednym stopniu swobody. Jednak wyrazenie wyznaczajace potozenie koncowki
manipulatora jest prawdziwe niezaleznie od uzytych transformacji. Dalsze rozwazania ztozonego tancucha

kinematycznego rowniez ograniczone beda do transformacji orientacji.

Rysunek 4-16: Zmiana orientacji lokalnych ukladéw wspélrzednych przyporzadkowanych do czlonéw.

Niech manipulator sktada si¢ z taficucha kinematycznego o n czlonach. Oznaczenie T oznacza

przeksztatcenie okreslajace potozeniu lokalnego uktadu cztonu i wzgledem uktadu odniesienia zwiazanego z

cztonem j. Przyjmuje sig, ze z cztlonem 0 zwiazany jest globalny uktad odniesienia zazwyczaj przypisany do
nieruchomej podstawy manipulatora. Przeksztalcenie ’;.T jest funkcja wszystkich parametréow cztonu i:

zarowno parametrow wynikajacych z konstrukcji mechanicznej, jak i parametrow opisujacych zmiang
polozenia wzgledem cztonu j. Sposoby wyznaczania przeksztalcenia w zalezno$ci od parametryzacji cztonu
przedstawiony jest w [18].

Wyznaczenie potozenia koncowki manipulatora (ostatniego czlonu z tancucha kinematycznego) jest

ztozeniem wszystkich przeksztalcen wystepujacych w tancuchu kinematycznym:
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T =) T)T)T..)"'T (4—135)

Zlozenie to jest przeksztalceniem przestrzeni wspotrzednych konfiguracyjnych uktadu
(wspotrzednych opisujacych konfiguracje pojedynczych elementdow) w przestrzen wspoirzednych
kartezjanskich. Wyroznia si¢ rowniez przestrzen wspotrzednych napedowych, w ktorej okreslone sa pozycje
napedoéw powiazanych z cztonami manipulatora. W niektorych zastosowaniach wygodniej jest operowaé na
pozycjach napedow. Przestrzen konfiguracyjna jest wtedy funkcja przestrzeni wspotrzednych napedowych.

W  przypadku, gdy rozwazana bedzie trajektoria cztonu manipulatora opisana krzywa
kwaternionowa, to wyznaczenie kartezjanskich wspotrzednych krzywej bedzie wymagaé zastosowania
podobnego przeksztalcenia, ktore opisane jest rownaniem (4 — 135). Jak to zostalo pokazane w rozdziale
4.2.2, zlozenie orientacji reprezentowanych przez kwaternion jest realizowane przez mnozenie
kwaternionéw w ustalonej kolejnosci
T =4,4:4,--q (4-136)

Gdy rozpatrywany bedzie ruch rzeczywistego manipulatora o niezerowej dlugosci cztonéw, do
przeksztatcenia nalezy rowniez dodaé¢ parametry kazdego z cztonow. Problematyka prezentowana w pracy
dotyczy przede wszystkich badania przestrzennych trajektorii kwaternionowych, wigc najistotniejszym
elementem przeksztatlcen jest opis orientacji ukladow. Przeksztalcenie dla catkowitej orientacji uktadu
fancucha kinematycznego opisane jest rownaniem (4 — 136), natomiast ewentualne pomocnicze pozostate
przeksztatcenia zrealizowane bgda za pomoca przeksztatcenia jednorodnego (4 — 11).

Zadanie kinematyki odwrotnej (ang. /K — inverse kinematics) polega na wyznaczeniu parametrow
przestrzeni konfiguracyjnej (a w dalszym kroku wspéirzednych napedowych) na podstawie znajomosci
parametrow kartezjanskim opisujacych docelowe potozenie koncoéwki roboczej manipulatora. Okresla si¢
przestrzen robocza manipulatora, jako podzbiér punktow przestrzeni, ktére koncowka robocza moze
osiagna¢. Manipulacyjna przestrzen robocza jest podzbiorem przestrzeni roboczej zawegzonym do tych
punktoéw, ktoére manipulator osiagna¢ moze z dowolng orientacja. Okresla si¢ osiagalna przestrzen robocza
manipulatora sktadajaca si¢ z punktow przestrzeni, ktore moga by¢ osiagnigte przynajmniej przy jednej
orientacji. Aby zadanie kinematyki odwrotnej istniatlo, punkt docelowy (parametry przestrzeni
kartezjanskiej) musza naleze¢ do osiagalnej przestrzeni roboczej. Problem istnienia rozwiazania
przedstawiony jest na rysunku 4-17. Na rysunku zaznaczono przyktadowe punkty, dla ktorych istnieje
rozwiazanie wiclokrotne, rozwiazanie pojedyncze (ale niekoniecznie jest to punkt nalezacy do
manipulacyjnej przestrzeni roboczej, poniewaz czton roboczy osiaga je tylko przy jednej orientacji) oraz nie
istnieje rozwiazanie zadania kinematyki odwrotne;.

Ze wzgledu na swoja nieliniowo$¢ zadanie to jest znacznie bardziej zlozone niz w przypadku
problemu kinematyki prostej. Ztozono$¢ problemu ro$nie wraz ze wzrostem liczby stopni swobody
manipulatora. Praktyczna realizacja zadania wymaga uwzglednienia dodatkowych ograniczen zwiazanych z
mozliwosciami ruchu cztonow manipulatora, przeszkéd wystepujacych na trasie, itp. Istnieje wiele
algorytméw wyznaczajacych rozwigzanie zadania kinematyki odwrotnej. Dla prostych uktadéw mozliwe jest

wyznaczenie jawnego rozwiazania w postaci analitycznej, to znaczy takiego, ktore nie wymaga iteracyjnych
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procedur numerycznych [18]. Zarowna prosta i odwrotna kinematyka uktadow z redundancja zostata
przedstawiona w pracy [75]. Roznego rodzaju metody heurystyczne znajdowania rozwiazan kinematyki
odwrotnej powstaly w systemach zwiazanych z grafika i animacja komputerowa [35], [69]. Praca [4]
przedstawia przeglad roznych metod rozwiazywania zadan kinematyki odwrotnej. W pracy [48] zadanie
kinematyki odwrotnej rozpatrywane jest dla danych parametryzowanych w przestrzeni kwaternionow.
Metody realizujace to zadanie roznia si¢ od siebie wydajnoscia czasowa i jako$cia prezentowanych
rozwigzan (np. z punktu widzenia ptynnosci wyznaczonego ruchu). W kazdym jednak przypadku jako wynik

otrzymuje si¢ zestaw parametrow konfiguracyjnych uktadu dla zadanego punktu docelowego.

° brak rozwigzan

pofedvneze
roswigzanic E
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Rysunek 4-17: Liczba rozwiazan zadanie kinematyki odwrotnej w zaleznoS$ci od polozenia punktu docelowego
(punkt docelowy zaznaczono kolorem czerwonym).

Problemem bardziej ogélnym jest zadanie planowania ruchu manipulatora przy uwzglednieniu
réznego rodzaju ograniczen nalozonych na ciato. Celem jest wyznaczenie trajektorii w przestrzeni stanow
spetniajacej zadane ograniczenia przy znanym potozeniu poczatkowym i koncowym. Szczegotowo metody
planowania ruchu robotéw i manipulatoréw zostaly zaprezentowane w pracach [25], [26]. Problematyka ta
jest rowniez rozpatrywana w ztozonych zagadnieniach wyznaczania optymalnej trajektorii i sterowania dla
mobilnych czujnikow uzywanych do estymacji procesow o parametrach rozlozonych [94], [100].
Ograniczenia tego typu sa nicholonomiczne i dodatkowo zaleza od otrzymanych wynikow. W ten sposob
odczytane przez czujniki warto$ci pozwalaja na poprawienie oszacowania parametrow modelowanego
procesu, co z kolei pozwala na wyznaczenie poprawionej trajektorii dla czujnikow.

Zadania kinematyki odwrotnej oraz planowania ruchu nie bedzie rozpatrywane w szczegdtach w
prezentowanej pracy. Niemniej jednak algorytmy rozwiazujace te problemy moga wspomaga¢ metody

zaproponowane w rozdziale 5.

4.6.2 Przykiad ztozonego tancucha kinematycznego
Szczegdlnym przypadkiem manipulatora o zlozonym tancuchu kinematycznym jest szkielet ludzki.
Szkielet taki moze zosta¢ zamodelowany przy pomocy zbioru potaczen ruchowych nizszego rzedu, przy

czym kazdy czton ruchomy reprezentuje wybrany fragment szkieletu (bardziej lub mniej uproszczony).
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Poziom szczegotowosci modelu zalezy od konkretnego zastosowania. Szkielet ludzki sktada si¢ z 206 kosci,
z ktorych tylko niektore sa potaczone w sposdb umozliwiajacy zmiang polozenia. Do symulacji ruchu
czlowieka nie trzeba jednak doktadnie odwzorowac pelnej struktury cztowieka. Przyktadowo ruch kosci
dloni jest niezbedny do analizy jezyka migowego, jednak nie trzeba go uwzglednia¢ przy analizie sposobu
chodzenia postaci.

Potaczenie szkieletowe kosci realizuje zlozony tancuch kinematyczny o jednej kosci bazowej,
zazwyczaj reprezentowanej przez zespot kosci miednicy. Kazda para kosci jest modelowana przez kuliste
potaczenie ruchowe o okreslonej liczbie stopni swobody. Przykladowa konstrukcja realizujaca model

szkieletu w postaci ztozonego tancucha kinematycznego przedstawiona jest na rysunku 4-18.
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Rysunek 4-18: Zlozony lancuch kinematyczny na podstawie
hierarchicznego modelu szkieletu ludzkiego.

W opisie kolorem ciemnoniebieskim zaznaczono kosci, ktére sa nadrzedne w stosunku do trzech
innych kosci. Kolor z6tty oznacza kosci, ktore nie biora bezposrednio udzialu w ruchu — nie jest dla nich
zapisywana trajektoria potozenia. Maja jednak zdefiniowane dtugos$¢ i statyczna orientacje wzgledem kosci
poprzedzajacej, co wplywa na calkowite uksztaltowanie szkieletu. Ko$ci oznaczone kolorem
jasnoniebieskim reprezentuja gtowne elementy szkieletu. Wszystkie posiadaja co najwyzej jeden czton
nastgpujacy w hierarchii. Tego typu szkielet jest uzyteczny do symulacji ruchu calej postaci bez
uwzglednienia szczegotowego polozenia np. kosci dloni lub stopy. Bardziej szczegdétowe modele biora
przyktadowo pod uwage ztozony model kregostupa cztowieka [4]. Problem ten wykracza jednak poza ramy
prezentowanej pracy, a do zastosowan zaprezentowanych w rozdziale 6 wystarczajaca jest zaproponowana
konstrukcja szkieletu.

Mozna wyrdzni¢ zestaw podstawowych ograniczen wynikajacych z wlasnosci fizycznych szkieletu,
ktore powinny by¢ uwzglednione przy modelowaniu ruchu postaci:

e kazda kos¢ (oprocz cztonu bazowego) jest powiazana w tancuch kinematyczny z jedna koscia

poprzedzajaca oraz moze by¢ powiazana z ko§¢mi nastgpnymi w hierarchii szkieletu,
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e dla kazdej kosci okreslona jest stala dlugo$¢ oraz statyczne potozenie wzgledem kosci
poprzedzajacej w hierarchii szkieletu (zaktada si¢, ze poza szczegdlnymi przypadkami, dtugosci
kosci nie zmieniaja sig),

o dla kazdego potaczenia ruchowego okreslony jest zakresu mozliwych do wykonania ruchow oraz
stopni swobody (przyktadowo kolano moze zgina¢ si¢ tylko w jednej ptaszczyznie),

e dodatkowe ograniczenia pozwalajace realizowa¢ dynamiczny model ruchu (np. masa kosci,
migsni),

e model dynamiczny powinien réwniez uwzgledniaé mozliwosci wygenerowania okreslonej sity
przez uktad migsniowy zwiazany z uktadem kostnym.

Ograniczenia wynikajace z wlasnosci fizycznych powoduja ograniczenie dziedziny dopuszczalnych
ruchéw. Znajomos$¢ oraz dobry sposob opisu ograniczen czasoprzestrzennych pozwala na tworzenie
realistycznych sekwencji ruchéw postaci. Zmniejszenie przestrzeni rozwigzan jest takze pomocne w zadaniu
rozpoznawania ruchu tréojwymiarowego na podstawie obrazu dwuwymiarowego [40].

Uwzglednienie wszystkich fizycznych uwarunkowan i oddzialywan prowadzi do skonstruowania w
pelni analitycznego modelu szkieletu cztowieka. Model taki trudny jest do praktycznej realizacji ze wzgledu
na bardzo wysoka ztozonos¢ problemu. Dlatego czeSciej stosuje si¢ techniki przechwytywania ruchu, ktore
powyzsze ograniczenia maja automatycznie uwzglednione dzigki materialowi zrodlowemu, jakim jest
wykonywanie ruchu przez zywego czlowieka [20], [92]. Techniki przechwytywania ruchu (ang. motion
capture) wspomagane sa nie tylko przez analiz¢ obrazdw, ale przede wszystkim realizuja ruch wybranych
punktéw na ciele cztowieka. Przetwarzanie danych ruchu powinno uwzgledniaé¢ przynajmniej czg§ciowo
powyzsze ograniczenia. Uwzglednianie rozbudowanych ograniczen moze by¢ zastosowane, jako rozwinigcie
metod zaproponowanych w rozdziale 5. Pozwoliloby to zwigkszy¢ jakos¢ oraz szybkos¢ filtracji,
analogicznie, jak to zostato wykorzystane w sprzezonej metodzie filtracji (rozdziat 3).

Dla kazdej czgsci szkieletu okreslona jest funkcja czasu opisujaca jego potozenie. Ruch catej postaci
modelowany przez hierarchiczny tancuch kinematyczny jest wigc wielowymiarowa funkcja czasu zapisana
przy pomocy okreslonej reprezentacji. Do modelowania ruchu stosuje si¢ réznego rodzaju reprezentacje
danych, ktore wykorzystuja rozne parametryzacje przestrzeni polozenia przedstawione w poprzednich
rozdziatach. Szczegétowa analiza reprezentacji uzywanych w zadaniach symulacji ruchu ludzkiego
przedstawiona jest w pracy [47], w ktorej rozwazane sa migdzy innymi nastgpujace sposoby opisu danych:

e Reprezentacja oparta na translacjach bezwzglednych AT (ang. Absolute Translations).
Informacja o potozeniu kosci zapisywana jest dla kazdej kosci jako bezwzgledne
przemieszczenie wzgledem poczatku ukladu wspotrzednych. Reprezentacja ta moze by¢
pomocna w niektorych przypadkach wizualizacji danych. Jednak uzycie jej do przetwarzania
danych wymaga dodatkowego sprawdzenia zachowania podstawowych ograniczen
czasoprzestrzennych (np. na stata dtugos¢ kosci).

e Reprezentacja oparta na translacjach wzglednych RT (ang. Relative Translations). Informacje

o potozeniu kosci jest zapisywana jako przesunigcie poczatku kosci liczone wzgledem poczatku
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kosci poprzedzajacej w strukturze szkieletu. Reprezentacja ta moze by¢ pomocna do
wykonywania niektorych obliczen, jednak w praktyce rzadko kiedy jest stosowana. Przy jej
uzywaniu rowniez moze wystapic niespetnienie ograniczen czasoprzestrzennych.

e Reprezentacja oparta na parametryzacji orientacji przez macierze przeksztalcen lub katy
Eulera. Zaklada sig, ze ruch poszczegdlnych kosci zredukowany jest do rotacji wokot
zdefiniowanych stawow. Rotacje te sa zapisywane wzgledem polozenia konca kosci
poprzedzajacej, wigc nie wystepuje problem zachowania podstawowego ograniczenia
czasoprzestrzennego na stata dlugo$¢ kosci. Reprezentacja ta dobrze sig¢ nadaje do wymiany
danych pomigdzy r6znymi formatami plikow, a takze do wizualizacji przy uzyciu standardowych
bibliotek graficznych.

e Reprezentacja oparta na rotacjach parametryzowanych kwaternionami. Podobnie, jak w
przypadku reprezentacji opartej na macierzach przeksztalcen, rowniez w tym przypadku
potozenie kosci jest definiowane wzgledem konca kos$ci poprzedzajacej za pomoca kwaternionu
reprezentujacego odpowiednia rotacje. Reprezentacja ta jest powszechnie uzywana w réznych
systemach graficznych i animacyjnych [80] ze wzgledu na dobrze zdefiniowane wtasnosci
interpolacyjne i brak wystepowania efektu utraty stopni swobody w przestrzeni kwaternionow.

Najwygodniejszy sposob opisu ruchu zaklada, ze informacja o potozeniu poszczegodlnych czesci
fanicucha kinematycznego jest zapisywana wzglgdem cztonu poprzedzajacego go w hierarchii. Sposob ten
jest zaadaptowany z probleméw kinematyki manipulatoréw — w przypadku szkieletu ludzkiego kinematyka
jest jednak bardziej skomplikowana. Zamiast szukania rozwiazan analitycznych stosuje si¢ rozwiazania
numeryczne i przetwarzanie juz istniejacych sekwencji. Przykladem takiego podejscia jest wspominana
technika motion capture.

Zadanie kinematyki prostej dla hierarchicznego modelu szkieletu jest niezbgdne do wszelkich
operacji wizualizacji ruchu oraz wyznaczania bezwzglednych trajektorii wybranych kosci. Zadanie
kinematyki odwrotnej pozwala natomiast na wyznaczenie pozycji (rozumianej, jako zestaw parametrow
konfiguracyjnych dla wszystkich kos$ci), jaka ma przyja¢ posta, aby zostaly zachowane ograniczenia
czasoprzestrzenne, a poszczegodlne czgsci ciata osiagnety zdefiniowane punkty w przestrzeni. Jest to jeden z
przyktadow znacznie bardziej skomplikowanych problemow ze wzgledu na duzy stopien ztozono$ci opisu
cialta w przestrzeni. Interesujaca metoda zastosowania kinematyki odwrotnej do tworzenia sekwencji
animacji postaci przedstawiona jest w [111] — autorzy proponuja natozenie dodatkowych ograniczen
czasoprzestrzennych przez zdefiniowanie punktéw, ktore sa kontrolowane, a dla pozostatych wyznaczane
jest przyblizone rozwiazanie kinematyki odwrotnej szkieletu.

W dalszej czesci pracy przykltadowym zastosowaniem proponowanych algorytmow bedzie filtracja
ruchu postaci przygotowanego za pomoca techniki motion capture. W tych zastosowaniach rozpatrywany
bedzie model szkieletu ludzkiego z nastgpujacymi zatozeniami:

e w szkielecie wystepuja 23 kosci potaczone w niezmienng strukturg hierarchiczna przedstawiona

na rysunku 4-19,
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e kazda ko$¢ ma okreslona dlugos$¢, ktora nie moze si¢ zmieniaé,

o funkcja ruchu opisana jest za pomoca trajektorii w przestrzeni kwaternionow osobno dla kazde;j
kos$ci ruchome;,

e polozenie opisane przy pomocy kwaternionu uwzglednia rotacyjna czg$¢ transformacii
wzgledem kosci poprzedzajacej w szkielecie,

e jedyna informacja o translacji calego szkieletu wzgledem poczatku globalnego uktadu
wspotrzednych jest zapisywana dla kosci bazowej (Miednica),

e inne transformacje dla kos$ci nie sa dozwolone.

Miednica
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statyczne statyczna statyczne
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[
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Rysunek 4-19: Hierarchia czlon6w w modelu szkieletu ludzkiego.

Zaproponowany model szkieletu postaci jest tylko przykladem, w jaki sposdob mozliwe jest
przedstawienie ztozonego tancucha kinematycznego w postaci hierarchii cztonéw. W rozdziale pokazano, ze
szkielet taki moze by¢ rozpatrywany w sposob podobny do realizacji manipulatora o uproszczonej
kinematyce. Do przetwarzania informacji o potozeniu poszczegolnych czlonow mozna wigc uzywac tych
samych metod, ktére uzywane sa w zagadnieniach robotyki. Specyficzne zagadnienie modelowania ruchu
ludzkiego bedzie stuzyto jako jeden ze sposoboéw pokazania wilasnosci zaproponowanych metod filtracji
trajektorii przestrzennych. Jest to mozliwe dzigki zapisywaniu informacji o przeksztatceniu w szkielecie w
postaci szeregu czasowego kwaternionow reprezentujacych rotacjg wzgledem elementu poprzedzajacego w
hierarchii. Tak zdefiniowane szeregi czasowe bgda nastgpnie rozpatrywane, jako dyskretna realizacja

trajektorii przestrzennej zawartej w hipersferze jednostkowe;j 5°.
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Rozdziat 5

Propozycje przetwarzania trajektorii w przestrzeniach
rotacji S°

W rozdziale 4 przedstawiono rdézne sposoby zapisu orientacji oraz trajektorii reprezentujacych

rotacje lokalnego uktadu wspotrzednych obiektu. W wielu zastosowaniach trajektorie takie sa zapisywane w

postaci cyfrowej na podstawie przeksztalcenia wykonywanego w S$wiecie rzeczywistym. Problem ten

wystepuje w aplikacjach zwiazanych ze $ledzeniem ruchu (ang. motion tracking), przechwytywaniem ruchu

(ang. motion capture), analiza ruchu (ang. motion analysis) oraz w wielu innych. Nalezy podkresli¢, ze

celem nie jest dwuwymiarowa reprezentacja ruchu, jako szeregu obrazéw nastepujacych po sobie (jak to jest

robione w klasycznej kinematografii). Wyznaczenie reprezentacji trojwymiarowej pozwala na dalsze

przeksztatcanie danych biorac pod uwage wszystkie uwarunkowania wystgpujace w Swiecie rzeczywistym.

Dzigki takiemu podejsciu mozliwe jest migdzy innymi:

analiza trajektorii wykonywanej przez manipulator z ewentualnym sprzgzeniem zwrotnym — jest
to niezbedne w sytuacji kontroli poprawnos$ci lokalnych czujnikow przemieszczenia cztonow
manipulatora, lub gdy czujniki takie nie moga by¢ zastosowane,

analiza ruchu z punktu widzenia poprawnos$ci jego wykonania — zastosowanie to moze by¢ uzyte
w systemie diagnostycznym sprawdzajacym poprawnos¢ budowy uktadu ruchowego cztowieka,
analiza ruchu w celu okreslenia jego zawarto$ci znaczeniowej (rozpoznawanie czynnosci,
emocji, identyfikacja biometryczna, itp.),

przetwarzanie ruchu w celu generacji nowych sekwencji opartych na sekwencji oryginalnej,
odtwarzanie ruchu przez wirtualne postacie wygenerowane i narysowane syntetycznie —

podejscie takie jest stosowane wielokrotnie w produkcjach filmowych.

Zapisanie ruchu w postaci cyfrowej tak, aby byl on reprezentowany jako przeksztatcenie w

przestrzeni tr6jwymiarowej jest realizowane w rézny sposob. Mozna wyr6zni¢ dwie gtowne grupy metod

pozwalajacych na rekonstrukcje w przestrzeni wirtualnej rzeczywistego trojwymiarowego obiektu:

Tradycyjne podejscie oparte na zapisywaniu potozenia wybranych punktow zlokalizowanych na
powierzchni obiektu. Podejécie to bylo intensywnie stosowane i rozwijane w ramach techniki
przechwytywania ruchu motion capture. W praktyce stosuje si¢ dwa rodzaje systemow: optyczne

[41] — wykorzystujace kamery do §ledzenia markeréw odblaskowych oraz magnetyczne [39] —
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wyznaczajace zmiang polozenia odpowiednich markeréw w zaburzonym przez nie polu
magnetycznym. W przypadku $ledzenia ruchu cztowieka markery przyczepione sa zazwyczaj do
najwazniejszych stawow wyznaczajacych osie wykonywanego obrotu. Spotyka si¢ rowniez
propozycje uzycia innego rodzaju obliczania transformacji dokonanych przez wybrane czgsci
ciata (np. mechaniczne czujniki przemieszczenia). Interesujacym rozwiazaniem jest odblaskowy
kostium pozwalajacy na rekonstrukcje potozenia obiektu (postaci) z duza rozdzielczoscia [96].
Wyznaczenie pozycji markerow prowadzi do stworzenia hierarchii obiektu przedstawiajacej
zlozony tancuch kinematyczny. Aby wyznaczy¢ polozenie w przestrzeni trojwymiarowej nalezy
zebra¢ informacje z kilku niezaleznych zrodet danych o znanych potozeniach wzglednych (np.
kilku kamer $ledzacych markery odblaskowe). W komercyjnych systemach tego typu czgsto
uzywa si¢ nadmiarowej liczby kamer (nawet do 24), aby umozliwi¢ §ledzenie markerow w
sytuacji, gdy sa one czgSciowo zastonigte przez rézne czgsci obiektu.

e Metody oparte na analizie ksztaltdw wyznaczonych na podstawie obrazu dwuwymiarowego

pozwalaja na wyznaczenie potozenia obiektu bez uzywania dodatkowych markerow [10], [83].
W wielu przypadkach metody te wykorzystuja roézne algorytmy wyznaczajace potozenie
poruszajacego si¢ obiektu na nieruchomym tle. Dalsza analiza potozenia oparta jest na analizie
ksztaltu w odniesieniu do okreslonej hierarchii (na przyktad szkieletowej), ktéra w sposob
uproszczony reprezentuje obiekt. Najczesciej podejScie to wymaga dodatkowego okreslenia
poczatkowej pozycji obiektu na obrazie. Uzycie pojedynczej kamery moze by¢ wystarczajace dla
specyficznego przemieszczenia obserwowanego z kierunku prostopadlym do kierunku ruchu.
Czesto przeprowadzana jest skorelowana analiza dla kilku kamer obserwujacych sledzony obiekt
pod réznymi katami.

Kazda metoda $ledzenia ruchu i zapisywania go w postaci trojwymiarowej jest obarczona
niedoktadno$ciami oraz szumem wprowadzanym przez rézne elementy systemu S$ledzacego. Praktyczne
proby zastosowania takich systemow wskazuja na dwa rodzaje zaktocen. Szum statyczny wystgpuje nawet
dla nieporuszajacych si¢ obiektow, co jest spowodowane zakldceniami wprowadzanymi przez urzadzenia
pomiarowe (lub niedokladnosciami wprowadzanymi przez algorytmy przetwarzajace dane) [28]. Szum
dynamiczny zwiazany jest z ruchem obiektu przykladowo przez opodznienia w torze przetwarzajacym
systemu.

W prezentowanej pracy nie sa uwzgledniane metody wczesnego przetwarzania ruchu, ktore stanowia
odregbna bardzo rozbudowana dziedzing. Wsrod nich mozna przyktadowo znalez¢ metody, ktorych celem jest
wyznaczenie optymalnych parametréw kamery w problemie $ledzenia obiektow [21].

Ze wzgledu na rosnaca popularno$¢ systemow przetwarzajacych ruch do postaci tréjwymiarowej,
istnieje coraz wigksza konieczno$¢ opracowania skutecznych algorytméw pozwalajacych na zmniejszenie
zaszumienia sygnatu reprezentujacego ruch. Jak to zostalo pokazane w rozdziale 4, sygnal opisujacy
trajektori¢ obiektu sktada si¢ z =zapisu translacji oraz orientacji. Problem przetwarzania trajektorii

trojwymiarowych reprezentujacych translacje jest dobrze zbadany i opracowany. W pracy gltéwny nacisk
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potozony zostanie na metodach realizujacych odszumianie trajektorii orientacji lokalnego uktadu
wspotrzednych obiektu. Tematyka filtracji trajektorii orientacji nie jest jeszcze dokladnie przebadana.
Jakkolwiek pojawiajace si¢ prace swiadcza o duzym zainteresowaniu i zapotrzebowaniu na tego typu
metody. Zostanie zaprezentowany zbior najwazniejszych prac oraz kierunkéw badan prowadzonych w
dziedzinie odszumiania trajektorii orientacji uktadu. W kolejnych rozdziatach zostanie przedstawiona
propozycja metod filtracji bedacych uogoélnieniem algorytméw opartych na rozwigzaniu rownan
rozniczkowych czastkowych. Zostanie pokazana zalezno$¢ pomiedzy wybranymi istniejacymi metodami
filtracji ruchéw, a ogélnym modelem opartym na réwnaniu przewodnictwa ciepta. Model ten pozwoli
nastgpnie na skonstruowanie nowych nieliniowych filtrow dla trajektorii orientacji uktadu reprezentowanej

w przestrzeni kwaternionéw jednostkowych S°.

5.1 Przeglad istniejacych metod przetwarzania trajektorii w
przestrzeniach orientacji

Istniejace metody filtracji orientacji ukladu mozna podzieli¢ na dwie gléwne grupy: oparte na
konstrukcji liniowych filtrow dla szeregu czasowego bedacych odpowiednikiem dyskretnego splotu w
przestrzeni rzeczywistej oraz oparte na bezposredniej minimalizacji energii sygnatu najczgsciej przez rodzaj
optymalizacji gradientowej. Zostang rowniez krotko zaprezentowane pozostate metody, ktore wykorzystuja
specyficzne indywidualne podejscie. Metody zaproponowane w rozdziale 5.2 tworza nowa, trzecia grupg
oparta na uogolnieniu rozwiazania réwnania roézniczkowego procesu dyfuzji. Zostanie pokazane, ze
realizowana jest w ten sposob minimalizacja energii sygnatu oraz ze filtry z rozdziatu 5.1.1 sa specyficzna

realizacja filtrow proponowanych w rozdziale 5.2.

5.1.1 Metody oparte na liniowym przetwarzaniu szeregu czasowego w przestrzeni
stycznej R®

Filtracja trajektorii w tej grupie metod jest realizowana przez odpowiednia adaptacj¢ klasycznego

liniowego filtru stacjonarnego (LTI — ang. Linear Time Invariant). Niech p, € R’ bedzie i-tym elementem

sygnatu P opisujacego trajektori¢ w rzeczywistej przestrzeni R’. Definiuje si¢ wektor wspotczynnikow

reprezentujacy maske filtru (a_k,...,ao,...,ak), co prowadzi do odpowiednika dyskretnego splotu sygnatu

prezentowanego w rozdziale 2.2 dla obrazow. Przeksztatcenie (filtr) /" dla elementu p, okresla sig jako:
F(pi):a—kpi—k+"'+a0pi+"'+akpi+k S-1)
Symetryczna lokalna parametryzacja przestrzeni S* (Lee, 2002)

Konstrukcja filtrow czasowych ([64], [65], [66]) dla trajektorii w przestrzeni orientacji S° oparta jest
na odpowiednim przeksztatceniu szeregu czasowego kwaternionéw do przestrzeni R’ . Niech Q reprezentuje

dyskretny szereg czasowy sktadajacy si¢ z kwaternionéw jednostkowych ¢,. Kazdy element tego szeregu
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mozna przedstawic, jako ztozenie przeksztatcen od potozenia opisanego przez element poczatkowy. Zlozenie
przeksztatcen realizowane jest w przestrzeni kwaternionow przez odpowiedni iloczyn dwoch elementow:
1 -1 -1 -1 -1 -1
q; = (qoqo X%% ) ) '(qz'—lqi—l )qi = qo(qo q, qu q, ) ) '(qz'—lqi) (5-2)
Predkos¢ katowa ruchu wykonywanego wzdtuz linii geodezyjnej taczacej dwa kwaterniony moze

by¢ wyrazona, jako:

-1
o, =loglg;'q,..). (5-3)
gdzie g, oznacza kwaternion poczatkowy, a ¢, kwaternion koncowy. Wyrazenie (5—2) przyjmuje
postac:
i—1
4= 4] [exple,) (5-4)
=0

Celem przeksztatcenia jest znalezienie wektorowego odpowiednika P sygnatu Q, dla ktorego liniowe
przemieszczenie p,,, — p; bedzie odpowiada¢ przemieszczeniu katowemu log(qi_ lqm). Szukane

przeksztatcenie jest realizowane przez nastgpujace wzajemnie odwrotne wyrazenia:

i—1
Di=Dyt Zlog(q;lq,-+1) (5-95
=0
i—1 !
q; = queXp(pj+1 - pj) (5-6)
j=0

Filtracja zaproponowana w cytowanej pracy [66] realizowana jest przez nastgpujace zlozenie

operacji:

F(q,)=gq,exp(F(p,)- p,), (5-7)
gdzie F jest filtracja typu LTI opisana rownaniem (5 — 1) dziatajaca na rzeczywistym szeregu czasowym p;
otrzymanym za pomoca rownania (5 —5). Wilasciwosci filtru F beda bezposrednio zaleze¢ od przyjetych
wspotczynnikéw maski a,, w filtrze F' . Dalsze przeksztalcenia zaleznosci prowadza do nastgpujacej postaci:

n m=k m=k m=k )
F(g,)=gq, exp(( > a,p., j - p,} =q, exp[ > a,(pun—p, )J =q, exp( > a,p, j (5-8)

m=—k m=—k m=—k

gdzie pfn = Ppi.n — D; (oznaczenia zgodne z cytowana praca) jest odpowiednikiem katowego

przemieszczenia parametryzowanego w przestrzeni rzeczywistej. Warto$¢ ta moze by¢ zapisana jako:

ilog(q{f g.,)  dlam>1

=1

~

P, =40 dlam =0 59
-1
Z_ log(q:jqnju) dlam<-1
Jj=m

Réwnanie (5 —8) mozna przedstawi¢ w postaci uwzgledniajacej predkos¢ katowa okre§lona w
dziedzinie szeregu czasowego kwaternionoéw, jako @, = log(qi_ 1qi+l) (doktadne przeksztatcenie znajduje sig

w [66]):
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n m=k—1
F(qz ) = qi eXp( zbma)Hm j > (5 - 10)
m=—k
gdzie
k
Zaj dla0<m<k—1
h — Jj=m+l1 (5 _ 11)

m -1

-a, dla—-k<m<0
—k

~.
Il

Filtracja realizowana jest w rzeczywistej przestrzeni stycznej R’ do hipersfery jednostkowej w

punkcie g,. Parametryzacja przestrzeni jest przeprowadzana lokalnie (patrz rozdziat 4.2.3), dzigki czemu

unika si¢ problemow z okresleniem odpowiedzi filtru dla punktow osobliwych w przestrzeni. Wyrazenie (5 —
10) jest prawidlowe przy zalozeniu, ze nastgpujace po sobie przemieszczenia sa wzglednie mate, to znaczy,
ze ich odlegtos¢ katowa nie przekracza m (co w praktyce jest zawsze spelnione). Przetwarzanie przy uzyciu
maski dotyczy nie pojedynczych punktéw g;, ale przemieszczenia opisanego predkoscia katowa ;.
Predkos¢ katowa jest wyznaczana jako iloczyn kwaterniondéw (zamiast réznicy potozenia), co zapewnia, ze
ostateczny wynik operacji nalezy do hipersfery jednostkowej w przestrzeni kwaternionow.

Na podstawie schematu konstrukcji filtrow opisanego réwnaniem (5—10) w pracy [66]
wprowadzone sg rdéznego rodzaju filtry przy zastosowaniu standardowych masek. W ten sposob otrzymuje
si¢ nastgpujace wyrazenia na realizacjg¢ poszczeg6lnych filtrow:

e Filtr wygtadzajacy (ang. smoothing)

A

A
F (qi ) =4q; exp(ﬁ(a)i—z 3w, +30, -, )] (5-12)
e Filtr rozmywajacy — odpowiednik jadra gaussowskiego (ang. blurring)

A

1
Fy (‘]i ) =4, eXp(E(— O, =50, +50, + @, )j (5-13)
o Filtr wyostrzajacy — podbija wysokie czgstotliwosci (ang. sharpening)

A

F, (qi): q; exp(%(a)i2 +3w, , -30, -, )j (5-14)
W przedstawionych wyrazeniach wspotczynnik A okresla szybko$¢ przeprowadzanego procesu filtracji.
Praktyczne zastosowanie cytowanego schematu filtracji jest przedstawione w pracach [64], [65] do
wielorozdzielczej analizy ruchu (realizujacej czgsciowo koncepcje odpowiednika przestrzeni skal w postaci
hierarchicznej konstrukcji ciagu filtréw) oraz w pracy [57] do znakowania ruchu (ang. motion

watermarking).

Asymetryczna lokalna parametryzacja przestrzeni S® (Fang et al, 1998)

Podstawowa roznica w procesie filtracji zaproponowanym w pracy [28] jest sposéb przetwarzania
pojedynczej probki danych. Autorzy pracy proponuja, aby element trajektorii wynikowej byt wyznaczany,

jako zlozenie przemieszczen opisanych predkosciami katowymi, od potozenia poczatkowego:
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Flg,)=q, exp(]l_l[ 5mAtj : (5 15)
m=1

gdzie @, jest elementem przetworzonej trajektorii w dziedzinie predkosci katowe;:

@, = A[L(w,)] (5-16)

Autorzy proponuja W cytowanej pracy zastosowanie dwoch rodzajow filtrow: filtru
dolnoprzepustowego L oraz adaptacyjnego A. Filtracja dolnoprzepustowa moze by¢ zrealizowana przez
dyskretny splot elementow szeregu czasowego z wybrang maska (analogicznie, jak w poprzednim
przypadku) lub przez iloczyn wspotczynnikow w dziedzinie czgstotliwosci (po zastosowaniu transformaty
Fouriera do sygnatlu predkosci katowej). Filtr adaptacyjny ma na celu zminimalizowanie zaklocen
wynikajacych z op6znienia wprowadzanego przez tor przetwarzajacy sygnat ruchu (bezwtadno$¢ czujnikow,
szybko$¢ przetwarzania toru wizyjnego w przypadku systemu optycznego, itp.). W szczegdlnosci autorzy
proponuja zastosowanie algorytmu opartego na pracy Burga [13] w celu estymacji wspolczynnikow
predykcji. Poniewaz przedstawiona metoda nie jest bezposrednio zwiazana ze specyficzna dziedzing
kwaternionoéw, nie bgdzie ona tutaj w catosci cytowana.

W poréwnaniu do poprzednio prezentowanej metody, filtracja sygnatu rowniez odbywa si¢ w
przestrzeni stycznej do hipersfery jednostkowej S°. Jednak w tym przypadku punktem stycznosci jest
poczatek trajektorii. Jak podane zostalo w pracy [66], podejscie takie moze by¢ obarczone bledem
przetwarzanie kumulujacym si¢ wzdtuz trajektorii. Wyznaczenie przestrzeni stycznej do punktu ¢; (zamiast
do punktu ¢g,) powoduje, ze stosowany filtr jest symetryczny. Dzigki temu biedy pojawiajace si¢ w danych
zrodlowych nie sa propagowane wzdhuz catej trajektorii. Wymaga to oczywiscie wyznaczenia innych

wspotczynnikéw dla operacji dyskretnego splotu, co zostato przedstawione w poprzednim podpunkcie.

5.1.2 Iteracyjne metody minimalizacji energii trajektorii
Podstawa konstrukcji metod iteracyjnych jest okreslenie funkcji celu, dla ktoérej wykonywana jest
nastgpnie optymalizacja. Proces jest zatrzymywany po osiagnigciu minimum lokalnego funkcji. Najczesciej
w metodach iteracyjnych przyjmuje sig, jako funkcje celu, miar¢ okre$lajaca gladkos¢ krzywej p
zdefiniowanej dla krzywych w przestrzeni rzeczywistej, jako:
d’p
E (p ) = ! dr’

Okreslenie to oznacza catkowita energi¢ sygnatu rozumiana, jako przyspieszenie, w przypadku, gdy

2

dt (5-17)

trajektoria sparametryzowana jest zmienng czasowa. W pracy [63] zostalo pokazane, ze w przestrzeni
kwaternionéw bezposrednie zastosowanie miary (5 — 17) nie daje dobrych rezultatow. Jako przyktad mozna
przytoczy¢ trajektorie wyznaczona wzdituz linii geodezyjnej, wzdhuz ktorej punkt porusza si¢ ze stala
predkoscia katowa (odpowiednik poruszania si¢ wzdtuz linii prostej w przestrzeni rzeczywistej). Miara

energii, jako catki z kwadratu przyspieszenia powinna da¢ warto$¢ 0, a zamiast tego otrzymuje si¢ warto$c 1.
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W wielu pracach ([42], [55], [63]) proponowane jest podejscie alternatywne, w ktorym brana pod
uwagg jest predkos¢ okreslona w rzeczywistej przestrzeni stycznej do hipersfery jednostkowej. Otrzymuje

si¢ nastepujaca funkcje okreslajaca energi¢ sygnatu kwaternionow:
do®)|’

E(q)=] 0

co pozwala uzyska¢ miar¢ o wartosci 0 dla przypadku ruchu o stalej predkosci katowej. W przypadku

dt (5-18)

trajektorii opisanej szeregiem czasowym, na podstawie zaleznosci (4 — 93) lokalna predkos¢ katowa oraz jej
pierwsza pochodna sa rowne odpowiednio:
-1
= log(q;'q..) (5-19)
h
do, _loglg;'q,.,)~loglg” lq,) _
i e (5-20)
t

gdzie h jest krokiem dyskretyzacji przy uzyciu jawnego schematu réznicowego. Wyrazenie na energie

sygnatu (gtadkos¢ trajektorii) g przyjmuje postac:
n—1

E(Q)= Z

da)

z”l"g(qz qm) loglg;q,)| (5-21)

i=1

W przypadku rozpatrywania calkowitej energii ruchu skltadajacej si¢ ze sktadowej translacyjnej

n—1

pE R’ oraz rotacyjnej qges > otrzymuje si¢ wyrazenie:
ZIIM 219, + P Z||10g(q, R )Hz (5-22)
i=1

-1
0-3% | e

Poniewaz prezentowana praca dotyczy przede Wszystklrn trajektorii w przestrzeniach orientacji,

n—1

Za’a}

dp,

sktadowa translacyjna nie bedzie w dalszej czg$ci rozpatrywana. Ponadto techniki przetwarzania trajektorii

W przestrzeni rzeczywistej sa znane i dobrze opracowane.

Operatory wygtadzajace (Lee, 1996)

Aby zminimalizowaé energig¢ opisana réwnaniem (5 —22) w pracy [63] proponuje si¢ uzycie
operatorow wygladzajacych F, rzedu m, dla ktérych dzialanie na trajektorii R = ( D, q) wyrazone jako
R=F,(R) (5-23)
spelnia warunek
E,(R)<E,(R). (5-24)
gdzie E oznacza funkcjg energii trajektorii rzgdu m. Rownanie (5 —22) definiuje funkcj¢ energii dla
trajektorii R rzedu 2. Jest to wigc operator, ktory minimalizuje energi¢ bedaca miara gladkosci krzywej w
okreslonej przestrzeni potozenia. Na podstawie energii potozenia mozna wyznaczy¢ zaleznosé¢, dla ktorej
energia przyjmuje warto$¢ minimalna réwna 0. Wartos¢ ta jest osiagana dla punktu, w ktorym de, / dt=0.
Po odpowiednich przeksztalceniach otrzymuje sig¢ nastgpujaca zalezno$¢ na iteracyjna zalezno$é

minimalizujaca energie trajektorii w przestrzeni S°:
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q=F,(q). (5 -25)
gdzie dla kazdego elementu g, trajektorii O okresla si¢ nastgpujaca operacje:

9.9,'q, dlai=0
g, = quq;qu dla0<i<n-1 (5-26)
Qyoysdy, dlai=n—1
Aby zapewniC stabilno$¢ procesu wprowadza si¢ dodatkowe czynniki thumiace w postaci interpolacji
typu slerp o wspoOtczynniku A € (O,l] pomig¢dzy nowo wyznaczong trajektoria, a trajektoria oryginalna (na

podstawie rownania (4 — 83)):

g =slerp(¢.F,(¢)2) (5-27)

Proces jest zbiezny dla matych wartosci predkosci katowych .. Dla duzych przemieszczen moze
si¢ zdarzy¢, ze zostana osiagnigte punkty osobliwe przestrzeni.

W sposob analogiczny, autorzy pracy [63] wprowadzaja operatory wygtadzajace wyzszych rzedow.
W kazdym przypadku jest to proces iteracyjny, dla ktérego pojedynczy krok zostat wyznaczony na
podstawie kryterium minimalizacji energii reprezentujacej gtadko$¢ trajektorii okreslonego rzedu. Proces
mozna zakonczy¢ po zdefiniowanej z gory liczbie iteracji lub po osiagnigciu jednego z kryteriow
zatrzymania, np.

max(d(qfo),qf“ )) <&, (5-28)

gdzie d (,) jest kwaternionowa miara odlegtosci, qi(k) oznacza k-ta iteracje dla i-tego elementu trajektorii.

Optymalizacja gradientowa (Kim et al, 1998)

W poréwnaniu do filtracji przedstawionej w pierwszym podpunkcie, w pracy [55] brana jest pod
uwage funkcja celu ztozona z dwoch sktadowych, co prowadzi do nastgpujacego zadania nieliniowe;j
optymalizacji:

minG(g)=d(q.9)+ BE(G). (5 - 29)
gdzie ¢ oznacza sygnal po filtracji, E(q) jest zdefiniowana rownaniem (5-22), a d(q,q)jest

odpowiednikiem odlegtosci pomigdzy trajektoria oryginalna, a przefiltrowana:

d(qﬁ)=2Hlog(q{ 7 (5-30)

Wslp(')lczynnik [ okresla wplyw normy energetycznej nad norma odleglosciowa w mierze
catkowitej. Dla matych wartosci wspodtczynnika rozwiazaniem problemu optymalizacji bylaby trajektoria
zblizona do oryginalnej. Dla wigkszych wartosci wspolczynnika, sktadowa energetyczna staje sig
dominujaca, co powoduje, ze optymalizacja zmierza do linii prostej w przestrzeni kwaternionow
jednostkowych. Zmiana wspoétczynnika S pozwala na okreSlenie, w jakim stopniu nalezy przeprowadzi¢
wygladzanie, a w jakim nalezy uwzglednic¢ trajektorig oryginalna.

Algorytm proponowany w cytowanej pracy opiera si¢ na optymalizacji gradientowej realizowanej w

trzech krokach:
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Inicjalizacja ¢V g (5-31)
Iteracja q(k”) = q(k) exp(— /’LVG(q(k))) (5-32)
Kryterium stopu HVG(q(k)M <& (5-33)

Minimalizacja energii jest wigc przeprowadzana analogicznie, jak w klasycznym podejéciu
realizowanym w przestrzeni rzeczywistej. W tym przypadku jednak zamiast operacji zmniejszajacej wartos¢
funkcji wzdtuz kierunku gradientu, wykonuje si¢ operacje zmiany orientacji kwaternionu realizowana przez
iloczyn z wynikiem uzyskanym w przestrzeni stycznej (mapa eksponencjalna — réwnanie (4 —79) i
nastepne). Zastosowana procedura zapewnia, Ze otrzymany wynik nalezy do hipersfery jednostkowej S°.
Kryterium stopu jest realizowane rowniez na podstawie normy gradientu wyznaczonego w kazdym kroku
iteracyjnym.

Podobny schemat optymalizacyjny zostal uzyty w pracy [101], w ktorej posta¢ funkcji celu jest
bardziej skomplikowana. W pracy minimalizacja dotyczy czterech kryteriow: translacji, orientacji, predkosci
liniowej oraz predkosci katowej. Dla wielkosci opisanych w przestrzeni rzeczywistej krok iteracyjny jest
realizowany w standardowy sposdb. W przypadku opisu orientacji w przestrzeni kwaterniondow,
minimalizacja réwniez odbywa si¢ w przestrzeni stycznej. W cytowanej pracy filtracja jest uzywana do

sledzenia obiektow i wyznaczania ich polozenia na podstawie obrazow dwuwymiarowych.

5.1.3 Pozostale metody filtracji w przestrzeni kwaternionéw

Algorytmy genetyczne (Hsieh , 2003)

Rozwinigcie optymalizacji gradientowej przedstawionej w rozdziale 5.1.2 jest metoda hybrydowa
proponowana w pracy [43]. Proponowane podejscie zaktada dwustopniowy schemat filtracji: optymalizacje
globalna przy uzyciu algorytmow genetycznych, a nastgpnie w wyrdznionych obszarach przestrzeni
rozwiazan nieliniowa optymalizacj¢ lokalna. Zaréwno uzyta funkcja kryterialna, jak i schemat optymalizacji
lokalnej sa uzyte w tej samej formie, jak w pracy [55]. Nowoscia w pracy jest zastosowanie algorytmow
genetycznych. Autorzy przedstawiaja przyktadowe wyniki dzialania algorytmu, z ktérych wynika, ze
zastosowanie wstgpnej globalnej optymalizacji poprawia jakos¢ filtracji o okoto 15% (dla kryterium
minimalizacji catkowitej energii trajektorii).

Kodowanie

W rozwazanym problemie optymalizacji opisanym réwnaniem (5 —29), nowe polozenie w przestrzeni
orientacji jest otrzymywane przez wprowadzenie przemieszczenia zapisanego w przestrzeni stycznej do
hipersfery jednostkowe;:

0, = log(ql'_qui)z [93i031’+103i+2]T , (5-34)
Gdzie 6....€R, i€ [O,n—l], je [0,2]. Dla kazdej sktadowej przemieszczenia 6,

it tworzy sig

i+j
reprezentacjg binarng o okreslonej dugosci d (co wymaga okre$lenia dziedziny dla parametrow 6, +;)-Dlan
elementéw w szeregu kwaterniondow otrzymuje si¢ bitowy chromosom o dtugosci 3nd. Cytujac za praca [43]

. . . . (k) . . . .. ..
przyjmuje si¢ oznaczenie (J;"’ na i-te rozwiazanie dopuszczalne otrzymane w k-tej iteracji.
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Funkcja przystosowania
Okreslenie funkcji przystosowania oparte jest na nieliniowym okresleniu energii sygnalu opisanej

rownaniem (5 — 29). Przyjmujac, ze maksymalna warto$¢ energii wystgpujaca w trajektorii wynosi:

G = m?X{G( “), (5—35)
otrzymuje si¢ nastepujaca posta¢ funkcji przystosowania
f:(q")= G, ~Glg™) (5 36)

Aby zapobiec sytuacji, gdy populacja zostanie zdominowana przez osobniki o bardzo duzej wartosci funkcji
przystosowania, wprowadza si¢ skalowanie, ktore pozwoli na kontrolg liczno$ci najlepszych osobnikow w
populacji:

7-(01)=af.(01)+ B (5-37)

Na wartosci wspotczynnikow liniowego skalowania «, f wprowadzone sa nastepujace ograniczenia:
> 7rla")=2 1la) (5-38)
i=1

i=1
m_ «
Vz Sr (qz( ) )
z ( (k))_ i1 (5-39)
max f\q;" )= ——,
i m

gdzie v oznacza liczbe oczekiwanych osobnikéw w najlepszym chromosomie, a m jest rozmiarem populacji.
Aby dodatkowo zwigkszy¢ obszar przeszukiwania w przestrzeni rozwiazan dopuszczalnych, zmniejsza si¢
warto$¢ funkcji przystosowania dla osobnikéw znajdujacych si¢ w matej odlegtosci. Funkcja przystosowania
przyjmuje postac:

7o(qb)- 7:(¢")
Ak iz} o

gdzie S jest funkch okreslajaca bliskos¢ dwoch osobnikoéw. Funkcja w przestrzeni kwaternionéw moze by¢

zrealizowana jako:

1og((qf"))_lq§”

S(qi(k),qﬁ.k))zl— 3 ,

max

log(q™)) "¢

Roéwnania (5 — 37) — (5 — 42) nie sa podane w pracy [43] dla elementoéw z przestrzeni kwaterniondw,

(5 41)

(5 - 42)

S oy = MAX

lecz zostaly wyprowadzone na podstawie zalezno$ci umieszczonych w pracy dla elementow trajektorii w
przestrzeni rzeczywiste;.
Metody selekcji i operatory genetyczne

W cytowanej pracy proponowana jest selekcja oparta na prawdopodobienstwie wyboru chromosomu
proporcjonalnym do wzglednej wartosci funkcji przystosowania. Uzyte sa dwa operatory genetyczne:
krzyzowanie (takze w wersji wielopunktowej) oraz mutacja.

Praca zostata zacytowana, aby przedstawi¢ pelny zakres podejs¢ stosowanych do tej pory w

dziedzinie filtrow trajektorii rotacji. Metody hybrydowe, wykorzystujace przykltadowo algorytmy
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genetyczne, moga by¢ rozwinigciem proponowanego w niniejszej rozprawie podejsc. Jednakze ich doktadna
analiza 1 badanie wykracza poza zakres prezentowanej pracy i moze by¢ punktem wyjscia do dalszych

badan.

Przyktady rozwiagzan alternatywnych

W literaturze mozna znalez¢ réwniez zupelnie odmienne podejscia oparte na zastosowaniu
klasycznych technik filtracji do danych reprezentujacych orientacje w przestrzeni. Przyktadem takich
realizacji sa prace [62], [72], w ktorych uzyty zostal rozszerzony filtr Kalmana do orientacji opisanych
kwaternionami. Estymacja potozenia obiektow na podstawie obrazéw dwuwymiarowych jest realizowana
przy uzyciu podobnej klasy filtrow Kalmana dla kwaternionéw dualnych w pracy [31]. Filtry Kalmana sa w
tym obszarze czgsto stosowane w praktycznych zastosowaniach do systemow $ledzacych obiekty na obrazie.
W podobny sposéb zastosowanie filtrow realizujacych uktad dynamiczny zostato przedstawione w pracy

[110] do generacji ruchow wykonywanych przy zmiennych ograniczeniach.

5.2 Wykazanie zwiazku filtrow przetwarzajacych orientacje uktadéw z
rozwigzaniem liniowego rownania procesu dyfuzji

W kolejnych podrozdziatach zostanie zaprezentowane uogoélnienie wybranych schematéw filtracji
przedstawionych w poprzednim podrozdziale. Proponowana metoda filtracji oparta jest na numerycznym
wyznaczeniu rozwigzania roéwnania rozniczkowego dla warunku poczatkowego opisanego trajektoria
oryginalng. Prezentowane uogolnienie jest realizowane w sposob analogiczny do metod filtracji obrazow
przedstawionych w rozdziale 2.4, jednak przy uwzglednieniu specyfiki trajektorii orientacji ukltadow
zdefiniowanej w przestrzeni kwaternionow. Podej$cie oparte na procesie dyfuzji jest nastgpnie podstawa do
konstrukcji bardziej zaawansowanych filtrow w przestrzeni S° uwzgledniajacych krzywizne przetwarzanej

trajektorii. Wstgpne wyniki proponowanych rozwiazan zostaly zaprezentowane przez autora w pracy [47].

5.2.1 Sformutowanie procesu dyfuzji

Dany jest proces dyfuzji dla przypadku jednowymiarowego opisany zagadnieniem poczatkowym:

ﬁu(x,t) c azu(x,t)

ot dx* (5—43)
u(x,t)=u®(x)

gdzie ¢ jest statym wspotczynnikiem dyfuzji. Niech krzywa w przestrzeni S° bedzie reprezentowana przez

funkcje q(o)(z') , gdzie 7 € R jest zmienng parametryzujaca krzywa. Poniewaz kwaterniony parametryzujace
rotacje nie musza naleze¢ do hipersfery jednostkowej, bez utraty ogoélnosci mozna zatozy¢, ze krzywa
q(o)(r) € H . W kolejnych podpunktach zostanie pokazane, w jaki sposéb mozna zrealizowa¢ opisywany

proces, aby warunek zachowania krzywej na hipersferze jednostkowej byt zachowany. Otrzymuje si¢

nastepujace sformutowanie procesu:
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oq(z.t) _ 0°q(z.1)

ot dr* (5 — 44)
4(z.0)=¢"(z)

gdzie f,7eR, q(r,t)EH . Dziedzina zmiennej czasowej jest te[O,oo), natomiast zmienna

parametryzujaca krzywa jest ograniczona do 7 € [O,T].

W dalszej czgsci pracy stosowane beda nastgpujace oznaczenia: q(r,t) - krzywa kwaternionowa
parametryzowana w przestrzeni H zmienna 7 oraz w przestrzeni skal (w wyniku operacji filtracji) zmienna
t; q(’)(z') - realizacja krzywej kwaternionowej dla filtracji przeprowadzanej po czasie q,.m - i-ty element

dyskretyzacji krzywej kwaternionow dla dyskretnego momentu filtracji (numeru iteracji) z.

Pojgcie pochodnej dla przestrzeni H moze by¢ rozpatrywane analogicznie, jak dla przestrzeni
rzeczywistej [7] (zakladajac, ze nie ograniczamy si¢ do podprzestrzeni kwaternionow jednostkowych).
Dodatkowo w przedstawionym sformulowaniu procesu dyfuzji nie wystgpuje mnozenie kwaternionowe,
ktorego wynik zalezatby od kolejnosci argumentéw. Z formalnego punktu widzenia rownanie (5-44) jest
okreslone prawidlowo. Jednakze analityczne rozwiazanie réwnania rézniczkowego okreslonego w
przestrzeni kwaterniondw moze sprawia¢ znaczne trudnosci obliczeniowe. Dlatego dalsza konstrukcja
algorytmoéw filtracji bedzie oparta na uogolnieniu do przestrzeni kwaternionéw dyskretnej postaci rownania
roézniczkowego dyfuzji oryginalnie okreslonego w przestrzeni rzeczywiste;j.

Poniewaz rozpatrywana krzywa ma ograniczona dziedzing, nalezy okresli¢ warunki brzegowe dla
zagadnienia. Mozna réwniez w tym przypadku postuzy¢ si¢ analogia do zagadnienia dwuwymiarowego
przedstawionego w rozdziale 2. Uwzgledniajac specyfike wyrazenia nalezy rozpatrzy¢ nastgpujace

przypadki.

Stala wartos¢ funkcji na granicy obszaru (warunek A)

{q(OJ) =q""(0)

q(T.t)=q"(T)

Przypadek ten jest odpowiednikiem warunku brzegowego Dirchleta oznaczajacym utrzymywanie stalej

(5-495)

temperatury na brzegu dwuwymiarowego obszaru. W tym przypadku utrzymywana jest stata wartos¢ funkcji
w punktach granicznych trajektorii. Warunek ten réwniez moze by¢ przydatny w przypadku filtracji, co

zostanie pokazane w kolejnych punktach.

Uklad odizolowany (warunek B)
Przypadek ten jest odpowiednikiem szczegoélnego przypadku warunku brzegowego Neumanna oznaczajacym
brak wymiany ciepta z otoczeniem na granicach obszaru. W praktyce przy dyskretyzacji uktadu oznacza to,

ze dyfuzja dla elementéw na granicy obszarow nie bedzie wystepowac.

Przyjecie zalozenia o periodycznosci sygnalu (warunek C)

q(z',t) = q(r + kT,t) dla keZ (5 —46)
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W takim przypadku funkcja zostala rozszerzona na dziedzing nieskonczona. Dzigki temu nie ma
koniecznosci definiowania dodatkowego warunku brzegowego. Sytuacja taka jest czgsto wykorzystywana w
praktyce, poniewaz duzo trajektorii reprezentujacych ruch wykonywany w przestrzeni rzeczywistej jest

okresowych lub wykazuje wlasnosci okresowosci.

Rozszerzenie funkcji na dziedzine nieskonczong przez odbicie (warunek D)
q(-7,1) dlaz <0
q(r,t) = q(r,t) dla0<7<T (5-47)
q(2T—T,t) dlaz>T
Podejscie takie pozwala przyjaé zalozenie o nieskonczonej dziedzinie trajektorii bez naktadania
ograniczenia na jego periodycznos¢ [66]. W tym przypadku réwniez nie ma konieczno$ci dodatkowego
definiowania warunku brzegowego. W praktyce rozszerzenie nie musi dotyczy¢ calej dziedziny — w
wigkszosci schematow dyskretyzacji jedynie kilka poczatkowych punktow trajektorii jest brane pod uwage

przy numerycznym rozwigzywaniu zagadnienia.

Z przedstawionych warunkéw brzegowych dwa pierwsze maja bezposredni odpowiednik w
przestrzeni rzeczywistej w postaci interpretacji matematycznej. Warunku brzegowe C i D zostaly
zdefiniowane ze wzgledu na specyfike ich zastosowania w algorytmach przetwarzania trajektorii
przestrzennych. Dzigki temu mozna sformalizowaé podejscie czgsto stosowane w przypadkach
praktycznych. Warunek D jest takze uzywany w przypadku algorytméw filtracji obrazow, jak to zostato

pokazane w rozdziale 2.

5.2.2 Dyskretyzacja modelu liniowego

Konstrukcja algorytmu filtracji dla kwaternionéw oparta bedzie na dyskretyzacji przeprowadzanej
analogicznie, jak to jest realizowane przy rownaniu rozniczkowym czastkowym w przestrzeni rzeczywistej.
Dyskretyzacja zagadnienia poczatkowego (5 —44) bgdzie zrealizowana przy uzyciu jawnego schematu
réznicowego, ktory jest opisany dla przypadku rzeczywistego w rozdziale 2.3. Dla przypadku ciagtego
posta¢ pochodnej funkcji w dziedzinie kwaterniondéw jest inaczej zdefiniowana, co zostato przedstawione w
pracy [56]. Jednak w przypadku dyskretnym mozna przyja¢ schemat zaproponowany w pracy [7] realizujacy
odpowiedniki rownan dyskretyzacji (2 —23), (2 — 26) dla kwaternionow:

| _an-a 5 48)

or|, _. h

o%q| ¢ -2¢"+q"

az_z ~ h2 (5 - 49)

o g -q"

v I (5 - 50)
t=1
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W praktyce zaktadane bedzie, ze dyskretyzacja przestrzeni parametrow krzywej 7 (czestotliwosé
probkowania sygnatu) oraz dyskretyzacja przestrzeni czasu ¢ jest jednostkowa h =1.

Jawny schemat réznicowy dla zagadnienia (5 — 44) jest opisany jako:

(t+1)

g =g = (g - 24" + %) (5-51)

Dla zwigkszenia czytelno$ci przyjmuje si¢ nastgpujace oznaczenia ¢, :ql.(m), q; =ql.(t). Po

przeksztatceniu réwnania otrzymuje si¢:

~

g, =q+clg_, —2q,+q,,) (5-52)

= (1 _é)qi + éqi—l ;qiﬂ ’ (5-53)

~

q; = (1 - 2C)q1‘ + C(‘]H + qi+l) = (1 - 20)‘][ + 20%

gdzie ¢ =2c jest nowym wspdtczynnikiem dyfuzji. Dzigki postaci otrzymanej w rownaniu (5 — 53) mozliwe
jest wyznaczenie warto$ci g, przy uzyciu zlozenia dwoch interpolacji, ktore dla przypadku liniowego
reprezentowane sg przez wyrazenie (4 — 82):
q, =lerp(¢,,q,, p)=(1-p)a, + pq, (5 54)
Przepisujac rownanie (5 — 53) przy uzyciu tych oznaczen otrzymuje sig:
g =lerp(g,lerp(g, 1,4;.1,2).¢) (5-55)
Na poczatku definiowania zagadnienia dyfuzji dla trajektorii kwaternionow przyjgto uproszczone
zalozenie, ze elementy trajektorii nie musza leze¢ na powierzchni hipersfery jednostkowej S°. W wigkszosci
przypadkéw wynik operacji opisanej réwnaniem (5—55) nie bedzie kwaternionem jednostkowym.
Kolejnym krokiem procedury powinna byé¢ wiec normalizacja wynikéw do przestrzeni S°. Jednakze
rozwiazanie takie nie zachowywatoby statej predkosci katowej przy interpolacji. Mozliwe jest alternatywne
podejscie przez modyfikacje otrzymanej zaleznosci przy uwzglednieniu specyfiki przestrzeni kwaternionow

jednostkowych. Bazujac na metodach interpolacji przedstawionych w rozdziale 4.2.4, odpowiednikiem

interpolacji liniowej jest interpolacji sferyczno-liniowa slerp (4 — 83) realizowana w przestrzeni stycznej:

- -1
g, =slerplq,.4,.p) = ¢, explplogla'a, )= g, (% ‘12)p (5-56)
Podobne podejscie oparte na zamianie liniowej interpolacji na sferyczno-liniowa zostata uzyte w

algorytmach konstrukcji krzywych w przestrzeni kwaternionéw w pracy [88]. Zastosowanie tego typu
interpolacji do schematu (5 — 53) pozwala na uzyskanie wyniku, ktéry nie narusza pierwotnego ograniczenia

na jednostkowos$¢ kwaternionu:

g, = slerp(q,.slerp(q,_,.q..,,2).¢) = g, (61,-‘1 (q,»_l(q{_ﬂqm J? )} (5-57)

Uzycie sferyczno liniowej interpolacji generuje rozwiazanie, ktore nalezy do hipersfery
jednostkowej. Rowniez dzigki wprowadzonemu zabiegowi zachowana jest stala predkos¢ katowa w
przestrzeni rozwigzan generowanych przez zastosowany jawny schemat roéznicowy.

Dla zwigkszenie czytelnosci zapisu oraz zgodnos$ci oznaczen z pozostatymi algorytmami, w dalszej

cze$ci pracy wspotezynnik dyfuzji ¢ w rownaniu (5 — 57) bedzie oznaczany przez c.
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5.2.3 Konstrukcja algorytmu filtracji i aspekty implementacyjne

W algorytmie filtracji opartej na rozwiazaniu rownania rézniczkowego czastkowego
wykorzystywana jest sferyczno-liniowa interpolacja kwaternionowa. Nalezy jednak pamigtaé, ze
odwzorowanie kwaternion6w na przestrzen rotacji jest przeksztatceniem 2 na 1 — kazda rotacja ma podwojna

parametryzacj¢ w przestrzeni kwaterniondw g oraz —¢q . Z punktu widzenia parametryzacji rotacji nie ma

znaczenia, ktory kwaternion zostal uzyty. Jednak w kontek$cie procesu interpolacji, ma znaczenie, jaka
parametryzacja przestrzeni rotacji zostala uzyta. Aby zapobiec nieprawidlowym wynikom interpolacji
proponuje si¢ przeprowadzi¢ wstgpne przygotowanie trajektorii kwaternionéw w oparciu o propozycje

zamieszczong w pracy [66].

Algorytm 4: Przygotowanie trajektorii kwaternionéw

Parametry: q= {qo,..., Gisees qn} — trajektoria kwaternionow o dtugosci n

krok 1: Dla elementu trajektorii o indeksie [ <H wykonaj

1

- - . 1 -1 T _
krok 2: jezeli 2” 0g4q; qi_lH>E podstaw ¢; =—¢;

krok 3: pPodstaw i<—i+1

Zaktada sig, ze w trajektorii nie wystgpuja duze przemieszczenia. Jezeli rozwazana jest filtracja
sygnalow, ktore odwzorowuja ruch wykonywany w rzeczywistosci, to w praktyce warunek ten jest zawsze
spelniony. Algorytm 4 bedzie wykonywany automatycznie przed rozpoczeciem kazdego procesu filtracji.
Dzigki temu rezultaty przeprowadzanej filtracji nie begda zaleze¢ od podwoéjnej reprezentacji bedacej
wlasnos$cia charakterystyczna przestrzeni kwaternionow.

Po przygotowaniu trajektorii kwaterniondow mozna uruchomic¢ wilasciwy algorytm filtracji. Filtracja

LinQuat realizowana jest przy pomocy algorytmu 5.

Algorytm 5: Filtracja trajektorii kwaternionow typu LinQuat
Parametry: q= {qo,..., qises qn} — dyskretna trajektoria kwaterniondéw o dtugosci n

?ax - liczba iteracji algorytmu; ¢ € (O,l] - wspolczynnik dyfuzji

krok 1: podstaw t=0

krok 2: Dpla t<Tmax wykonuj

krok 3: Dla kazdego elementu trajektorii o indeksie 0 < i < n wykonaj
. 5 -1, V2

krok 4: Wyznacz §=q; |\4; 19+
) (1+1) _ -1A

krok 5: Podstaw (; =q;\q; 4

krok 6: Podstaw t<—t+1

Podobnie, jak w przypadku algorytmow filtracji obrazéow trudno jest okresli¢ kryterium stopu na

podstawie przetwarzanych danych. W praktyce najlepszym rozwiazaniem jest okreSlenie maksymalnej
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liczby wykonywanych iteracji. W kolejnych rozdziatach zostana pokazane przyktady badan
eksperymentalnych ilustrujace sposob dziatania algorytmu w zaleznoéci od liczby przeprowadzonych
iteracji.

Wspoélczynnik ¢ decyduje o szybkosci przeprowadzanego procesu. Jest to odpowiednik
wspolczynnika dyfuzji w rdwnaniu rézniczkowym czastkowym opisujacym przewodzenie ciepta. Z
wlasnosci interpolacji oraz charakteru dyskretyzacji wynika, ze musi on by¢ ograniczony do przedziatu (0,1]

w celu zachowania stabilnego schematu numerycznego. Przyjecie wartosci 0 byloby réwnoznaczne z
catkowitym zahamowaniem dyfuzji. Przyjgcie wartosci wigkszych od 1 jest prawidlowe z matematycznego
punktu widzenia. Jednak w takim przypadku proces stanie si¢ niestabilny numerycznie (patrz analiza
numeryczna algorytméw — rozdziat 6.2). Uzyty jawny schemat roznicowy zaktada, ze w kolejnych iteracjach
realizowane bgda mate kroki czasowe. Dlatego przyjecie matych wartosci wspotczynnika ¢ spowoduje, ze

proces bedzie bardziej zblizony do odpowiednika ciaglego.

5.2.4 Podstawowe wlasnosci procesu

Zaproponowany algorytm jest odpowiednikiem realizacji procesu dyfuzji przebiegajacej dla krzywej
nalezacej do hipersfery jednostkowej. Na rysunku 5-1 przedstawiono przyktadowy proces filtracji
przebiegajacy dla trajektorii testowej po 10 i 50 iteracjach. Widoczny jest charakterystyczne rozmywanie
trajektorii, ktore w tym przypadku charakteryzuje si¢ minimalizacja sumy odleglosci pomiedzy wszystkimi
punktami. W rozdziale 6.2 zostana szczegétowo przedstawione rezultaty filtracji z analiza numerycznych

wlasnosci tego algorytmu.

) 7) ]

ey & A,

Rysunek 5-1: Przykladowy przebieg procesu filtracji LinQuat — kolejne fragmenty
odpowiednio przedstawiaja: trajektoria oryginalna, po 10, po 50 iteracjach (c=0,5).

Z punktu widzenia matematycznego otrzymana zalezno$¢ nie jest dyskretyzacja rozwiazania
rownania rozniczkowego w przestrzeni kwaternionéw, ze wzgledu na inne wlasnosci tej przestrzeni.
Dyskretyzacja rownania jest przeprowadzana dla rdbwnania w przestrzeni rzeczywistej, jakkolwiek kolejne
kroki maja swoje odpowiedniki dla kwaternionow. Dalsza konstrukcja wynika z uogodlnienia dyskretnej
formy réwnania w celu uwzglednienia wiasnosci przestrzeni S°.

Ze wzgledu na przebieg filtracji, otrzymuje si¢ algorytm posiadajacy podobne wlasnosci oraz

pozwalajacy na osiagnigcie zatozonych celow analogicznych do realizacji odpowiadajacego mu procesowi
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dyfuzji w przestrzeni rzeczywistej. Analiza dzialania filtracji nie bedzie wigc oparta na matematycznych
wlasnoéciach réwnan rézniczkowych, lecz na efektach, ktéore sa otrzymywane w wyniku dziatania
algorytmu. Podobne zalozenie dotyczy¢ rowniez bedzie pozostatych filtrow skonstruowanych w ramach
prezentowanej pracy.

Zastosowanie interpolacji sferyczno-liniowej pozwolito uwzgledni¢ specyficzne wlasnosci
przestrzeni S° przy jednoczesnym zachowaniu dyfuzyjnego charakteru procesu. Nalezy zaznaczyé, ze
rownanie rozniczkowe (5 — 44) nie jest liniowe, jezeli przyjmie si¢, ze dziedzina funkcji ograniczona jest do
kwaternionéw jednostkowych. W prezentowanej pracy liniowos¢ filtracji jest okre§lana ze wzgledu na
charakter uzytego wspotczynnika dyfuzji. Ze wzgledu na stalo§¢ wspotczynnika dyfuzji (brak zaleznosci od
warto$ci funkcji) przedstawiony proces jest homogeniczny. Okreslenie prezentowanego algorytmu LinQuat
odnosi si¢ wigc do liniowego (i statego) wspolczynnika dyfuzji uzywanego w tym procesie.

Dla statego wspotczynnika dyfuzji ¢ rozwiazanie rozpatrywanego zagadnienia poczatkowego w
dziedzinie rzeczywistej jest realizowane przez splot z jadrem Gaussa (rozdziat 2.2). Rozwiazanie
numeryczne jest wigc iteracyjna wersja dyskretnego splotu otrzymywanego przy uzyciu odpowiednio
zdefiniowanej maski (rozdziat 2.4). W przypadku proponowanej tego samego procesu algorytmem LinQuat
otrzymuje si¢ iteracyjna wersj¢ bedaca odpowiednikiem dyskretnego splotu trajektorii z maska
reprezentujaca jadro gaussowskie. Otrzymana procedura jest wigc zbiezna z podejsciem przedstawionym w
rozdziale 5.1.1 realizujacym liniowe przetwarzanie trajektorii kwaternionéw przez zastosowanie filtru klasy
LTI — rownanie (5 — 13):

~ 1
Fy (qi): q, exp(%(_ O, , =50, +50, + @, )) (5-58)

Podejscie zaproponowane w pracy [66] jest wigc szczegdlnym przypadkiem realizacji splotu w
dziedzinie kwaternionéw (a $cislej w przestrzeni stycznej do hipersfery S°) wynikajacym z analitycznego
rozwiazania liniowego réwnania rozniczkowego czastkowego dyfuzji ciepta. Podobnie metody oparte na
dyskretnym splocie obrazu z maska reprezentujaca jadro Gaussa wynikaja bezposrednio z rozwiazania
rownania dyfuzji dla przypadku dwuwymiarowego. Stad wynika asymptotyczna zbieznos$¢ filtracji typu
LinQuat z filtracja przy uzyciu liniowych filtrow LTI dla kwaternionow.

Konstrukcja proponowanej metody jest rowniez podobna do schematu przedstawionego w [63]

opisanego rownaniem (5 — 25) — rozdziat 5.1.2:

~ -1
4 =914 9 (5-59)
Cytowane podejscie jest ztozeniem dwoch rotacji wykonywanych w przestrzeni kwaternionow (patrz

rozdzial 4.2.2) — pierwsza jest wykonywana od kwaternionu ¢; do ¢,_,, w drugim kroku wykonywane jest

zlozenie rotacji reprezentowane] przez kwaternion ¢,,, oraz wyniku rotacji wykonanej w kroku pierwszym.

Dziatanie algorytmu LinQuat opiera si¢ na podobnej zasadzie. Zamiast jednak sktada¢ rotacje, wykonywana
jest interpolacja kwaternionowa o okreslonym wspélczynniku interpolacji. Krok 5 proponowanego

algorytmu jest tozsamy z réwnaniem (5 —27) w procesie filtracji przy uzyciu operatoréw wygtadzajacych.
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Cytowany algorytm zostal skonstruowany na podstawie kryterium energetycznego, natomiast proponowane
rozwiazanie wynika z rozwigzania rownania rozniczkowego czastkowego.

Kroétka analiza zaproponowanej metody filtracji wskazuje na podobienstwa z dwoma niezaleznie
wyprowadzonymi procesami:

e ze wzgledu na jawna posta¢ rozwiazania rownania rozniczkowego dyfuzji, otrzymuje si¢ proces

zbiezny do filtracji typu LTI opartej na splocie z dyskretna maska (rozdziat 5.1.1),
e ze wzgledu na kryterium energetyczne otrzymuje si¢ podobnie dziatajacy operator wygladzajacy
(rozdziat 5.1.2).

Jakkolwiek efekty dziatania algorytmu LinQuat oraz algorytméw wczesniejszych sa podobne,
istnieje podstawowa roznica w sposobie konstrukcji tak zaproponowane;j filtracji. Konstrukcja wynikajaca z
bezposredniego rozwiazywania réwnania dyfuzji pozwala na uogdlnienie procesu na nieliniowe,
nichomogeniczne rownania rozniczkowe opisane w rozdziale 2.5. Propozycje uogdlnienia oraz
uwzglednienie dodatkowego czynnika wynikajacego z wilasnosci kwaterniondw zostang przedstawione w

kolejnych rozdziatach pracy.

5.3 Uogdlnienie nieliniowego procesu dyfuzji dla przetwarzania
orientacji uktadu w przestrzeni S*

Opracowanie metody filtracji opartej na dyskretnej postaci procesu dyfuzji pozwala na rozszerzenie
podejscia na procesy oparte na rownaniu roézniczkowym o nieliniowym wspotczynniku zaleznym od
warto$ci funkcji. Analogicznie, jak to jest realizowane w nieliniowym podej$ciu dla filtracji obrazow,

proponuje si¢ rozpatrzenie nastgpujacego zagadnienia poczatkowego:

% = div(c(z,q,t)Vq) w (0,7)x(0,n)
q(z,0)=q¢"" (1) na(0,n),dlaz e R

(5 - 60)

Podobnie, jak w przypadku wersji LinQuat celem jest, aby proces byt realizowany dla g € § .
Jednak w og6Inosci mozna przyjaé, ze proces jest poprawnie okreslony dla kazdego kwaternionu g € H

(niekoniecznie jednostkowego). Zastosowanie odpowiedniej dyskretyzacji zagadnienia (opartej na
dyskretyzacji zagadnienia rzeczywistego) pozwoli znalez¢ rozwiazanie dla wybranej chwili czasowej przy
zachowaniu warunku, aby wynik nalezat do hipersfery jednostkowe;.

Wprowadzenie modelu nieliniowego ma na celu modyfikacje wtasnosci procesu filtracji tak, aby
wraz z usuwaniem zaklocen, nie byl znieksztatcany przebieg trajektorii. Analogicznie w przypadku filtracji
obrazéw celem bylo usunigcie zaklocen, przy jednoczesnym zachowaniu krawegdzi reprezentujacych

wlasciwa informacj¢ na obrazie.

Odpowiednik krawedzi dla trajektorii orientacji
Aby zachowaé przebieg trajektorii zawartej w S° proponuje si¢ uogélnienie podejscia stosowanego

do filtracji obrazow. W tym celu nalezy zdefiniowa¢ odpowiednik estymatora krawedzi w przypadku
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trajektorii. Odwotujac si¢ do modelu danych opisujacych orientacje uktadoéw (rozdzial 4.4) nalezy
zaznaczy¢, ze odpowiednik krawedzi bedzie opieral si¢ na pochodnej trajektorii rozumianej, jako wektor
predkosci katowej (w odroznieniu do obrazow, dla ktérych estymator krawedzi definiowany jest przy uzyciu
gradientu). Estymator krawedzi dla trajektorii powinien wigc spetniaé nastepujaca zaleznosc:

e FE(r,t)=0 - dla fragmentow trajektorii jednolitych
o FE(r,1) :”Ka)(r,t)” - w punkcie nalezacym do krawedzi, gdzie @ jest wektorem predkosci

katowej w chwili ¢, a K jest zmienng reprezentujaca kontrast w punkcie rozumiany jako réznica

predkosci pomigdzy krawedzia, a fragmentem otaczajacym
Réwniez w tym przypadku definicja odpowiednika krawedzi jest realizowana przez okreSlenie
estymatora. Mozliwe sa alternatywne definicje, jednak ta jest wystarczajaca z punktu widzenia definicji

nieliniowego procesu dyfuzji.

Definicja
Wspotczynnik dyfuzji zalezy w proponowanym modelu od estymatora krawedzi w taki sposdb, aby we
fragmentach jednolitych trajektorii przyjmowal wartos¢ 1, a w obszarach zblizonych do krawedzi (znacznej

skalarnej zmianie predkosci katowej) malal monotonicznie do 0:

o) = )= | 4"

Predko$¢ katowa w rownaniu (5 — 61) musi by¢ wyznaczona przy zachowaniu wtasnosci przestrzeni

j = g(|lo(z,0)) (5-61)

kwaternionéw. Uwzglednianie modutu wektora predkosci pozwala na prosta interpretacje wzgledem funkcji
stopujacej g oraz uzycie takiej parametryzacji w definicji wspotczynnika c. Numeryczny sposob obliczania
wspotczynnika dyfuzji zostanie przedstawiony wraz z dyskretyzacja zagadnienia poczatkowego. W dalszej
czesci pracy zostanie pokazane, w jaki sposob nalezy skonstruowaé proces filtracji, aby brana byta pod
uwage rowniez informacja o kierunku wyznaczanym przez wektor predkosci (zmianie krzywizny).

W prezentowanej pracy beda uzywane dwie postacie funkcji stopujacych — te same, ktore zostaty

uzyte w metodach filtracji obrazéw w réwnaniach (2 —51), (2 — 52):

2,(s) = expl-(s/K ) (5-62)

s Y B
gz(s)—(lJr[Ej ] (5-63)

Wspoélczynnik K jest drugim parametrem procesu filtracji, ktory bedzie decydowal o jego
wlasciwosciach. Dla duzych warto$ci wspotczynnika dyfuzja bedzie szybciej przeprowadzana, poniewaz
dopiero wigksze przemieszczenia (wigksza predkos¢ katowa) beda uznawane przez funkcje, jako krawedz.
Dla matych wartosci wspotczynnika dyfuzja jest wolniej przeprowadzana — niewielkie przemieszczenia bgda
rozpatrywane jako krawedz, wige dyfuzja jest hamowana. Podobnie, jak w przypadku algorytmow filtracji

obrazéw, réwniez w tym przypadku wspolczynnik K moze by¢ wyznaczany adaptacyjnie na podstawie
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danych wystepujacych w trajektorii. W tym celu uzywana bedzie zalezno$¢ (2 —57) zaadaptowana do
przestrzeni kwaternionowe;.
Otrzymany model ma nastgpujace podstawowe wlasnosci:
e jest nieliniowy ze wzgledu dziedzing, w jakiej jest opisana trajektoria (kwaterniony
jednostkowe),
e jest nieliniowy oraz nichomogeniczny (zalezny od wartosci funkcji) ze wzgledu na wspotczynnik

dyfuzji c.

5.3.1 Dyskretyzacja modelu nieliniowego

Realizacja dyskretyzacji zagadnienia poczatkowego (5 — 60) oparta bedzie na schemacie réznicowym
(2-30) uzywanym w przypadku obrazéw w réwnaniu (2 —61). Dla trajektorii kwaternionow réwnanie
dyskretyzacji przyjmuje postac:
gV —q" = Ale, Vg +cy Vgl (5-64)
gdzie indeksy P, N oznaczaja poprzedniego oraz nastgpnego sasiada elementu i wedlug relacji sasiedztwa

zdefiniowanej w modelu danych trajektorii w rozdziale 4.4. Dla stabilno$ci procesu musi by¢ zachowane

1 <0.5. Lokalne dyskretyzacje pochodnych sa realizowane przez roéznice skonczone w zmodyfikowanej

postaci rownania (5 — 48):

Vot =40~ 4 (5-65)

Vv =41 — 4 (5 - 66)
Podobnie, jak w przypadku dyskretyzacji modelu liniowego poczatkowo przyjmuje sig, ze dziedzina

funkcji jest cata przestrzen kwaternionow. Warunku na jednostkowos$¢ elementow nie jest na tym etapie

rozpatrywany. Przeksztalcajac rownanie (5 — 64) kolejno otrzymuje sig:

q,=q,+ I(CP(qi—l - qi)+ CN(qi+1 - qi)) = % + ZCP(qi—l - qi)+ % + ZCN(qH—l - qi)
_ qi(l — 2Zcp)+ 2/Tcpqi_l L4 (1 - 2/TCN)+ 2/Tchl.+1
2 2
(qi(l - EP)+ qi—lgp)—i_ (qi(l - EN)+ qi+IEN)
2

(5 - 67)

Poniewaz wspotczynnik 1 jest staly, wigc iloczyny ZZCP oraz 2/1NCN moga by¢ zastapione nowymi
liniowo przeskalowanymi zmiennymi oznaczonymi odpowiednio ¢, oraz ¢, . Roéwniez w tym przypadku

rozwiazanie w postaci (5—67) nie jest realizowane w przestrzeni kwaternionow jednostkowych. Aby
uniknaé¢ koniecznos$ci normalizacji i zapewni¢, ze wynik nadal bedzie nalezal do sfery jednostkowej

proponuje si¢ zmiang interpolacji liniowa na sferyczno-liniowa:

g =aldq.) [(qi (¢7'q, )" )l(q,» (¢7'q.. ] )TZ (5-68)
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Dla proponowanego algorytmu nieliniowego wspolczynniki dyfuzji sa nieliniowe i zalezne od
odpowiednika estymatora krawedzi dla trajektorii. Proponuje si¢, aby wspotczynniki te byly wyznaczane na
podstawie miary odleglosci zdefiniowanej w S° dla sasiadujacych elementéw trajektorii. Uwzgledniajac

wyrazenie (4 — 94) otrzymuje si¢ odpowiednio:
& = g(|E.])= 2¢(2108lg ... )) (5-69)

&y =glE])= ﬂg(ﬂﬂog(q[ ‘qm}) (5-70)

W rownaniach (5 — 62), (5 — 63) zostal uwzgledniony w przeskalowanej postaci parametr A = 27 .

~

Ze wzgledu na ograniczenie na wspoOlczynnik A, wystepuje analogiczne ograniczenie na parametr
okre$lajacy szybkos¢ lokalnej dyfuzji A € (0,1]. Jezeli w rownaniach zastosowana zostanie odpowiednia
funkcja stopujaca, to warto§¢ wspotczynnikow dyfuzji ¢ w przedstawionych rownaniach zawsze ograniczona

jest do przedziatu [0,1]. Nie sa wigc naruszone warunki stabilno$ci procesu.

Przy dyskretyzacji zagadnienia poczatkowego z postaci (5 — 64) do postaci (5 — 67) wspolczynnik 1
zostal wlaczony do schematu interpolacji, dzigki czemu mozliwe byto przedstawienie catego rownania w
postaci zlozenia sferyczno-liniowej interpolacji w przestrzeni kwaternionow. Wspotczynnik ten odgrywa
role ttumiaca oraz regulujaca w jawnym schemacie réznicowym. Zmniejszenie kroku dyskretyzacji pozwala
na zwigkszenie stabilnosci schematu. Mozna rowniez zaproponowaé dodatkowy wspodtczynnik thumiacy c,
ktory bedzie uzywany w ostatnim kroku algorytmu filtracji. Wspotczynnik ten bedzie realizowat role
analogiczna, jaka peni czynnik tlumiacy w schematach (5-27), (5—57). Aby zachowaé jednorodne

oznaczenia parametréw, wspotczynnik ten bedzie nazywany c:

a"" =qlq"7) (5-71)
Aby parametr ¢ pehit rolg thumiaca, jego warto$¢ musi by¢ zawarta w przedziale (0,1] , co wynika z

ograniczen narzuconych takze na parametr A. W praktyce oba wspotczynnika petnia podobna role thumiaco-
regularyzacyjna procesu. Gdyby przedstawiony schemat byl rozpatrywany w przestrzeni liniowej, to rola
obu wielkosci catkowicie by si¢ pokrywala. Analizujac wyniki obliczen numerycznych, ktére zostana
zaprezentowane w rozdziale 7, okazato si¢, ze w praktyce wystgpowanie jednego wspotczynnika thumiacego
w procesie jest wystarczajace do zachowania zaréwno stabilnosci procesu, jak i kontrolowania charakteru

przebiegu filtracji. Stad w wielu testach przyjeto, ze domyslna warto$¢ wspotezynnika ¢ =1.

5.3.2 Konstrukcja algorytmu filtracji nieliniowej

Proponowana metoda filtracji jest uogolnieniem na trajektori¢ w przestrzeni kwaternionow filtracji
nieliniowej zaprezentowanej przez Perona, Malik w [78], [79]. Stad algorytm realizujacy proponowana
metode nazwany zostal NonLinQuat. Parametry filtracji nieliniowej sa analogiczne do parametrow
stosowanych w algorytmie przetwarzania obrazow. Istotnym czynnikiem jest wybdr rodzaju funkcji

stopujacej g, ktora moze by¢ dowolna, monotoniczne malejaca funkcja spetniajaca warunek g(0)=1 oraz
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lim g(s) = 0. Algorytm realizuje dyskretyzacj¢ przedstawiong w podrozdziale 5.3.1 przy uwzglednieniu

§ —> 0
warunkow brzegowych opisanych szczegdélowo w podrozdziale 5.2.1. Warunki brzegowe sa nazwane

symbolicznie 4, B, C, D.

Algorytm 6: Nieliniowa filtracja trajektorii kwaternionéw NonLinQuat
Parametry: q= {qo,..., Gisees qn} — trajektoria kwaterniondw o dtugosci n

t..x - liczba iteracji algorytmu

¢ €(0,1] (domysinie c=1)

Ae (0,1] - wspolczynniki szybkosci filtracji (wspotczynniki ttumiace)
K — wspotczynnik wrazliwosci dla funkcji stopujacej g

A, B, C, D —rodzaj warunku brzegowego (rozdziat 5.2.1)

krok 1: podstaw £=0

krok 2: pla ¢<f_ , wykonuj

krok 3: Dla kazdego elementu trajektorii o indeksie 0 <= i <= n wykonaj
krok 4: Jezeli warunek A oraz I=0VIi=n wréé do kroku 3

krok 5: Jezeli warunek B oraz =0

krok 6: Wyznacz EP =0, EN :ﬂg(ﬂleg(qglql}‘)

krok 7: Przypisz §p =qy, qy :‘]o(‘](;l%)z’v

krok 8: Jezeli warunek B oraz I=n

krok 9: Wyznacz EP :igmzlog(q;lqn_ll), EN =0

krok 10: Przypisz ap =qn(q;1qn_l)fp , qN =4,

krok 11: Jezeli warunek C oraz =0 przypisz 9r=9,, 9y =4,
krok 12: Jezeli warunek C oraz [ =M przypisz 9r=4,.1+ 9y =4,
krok 13: Jezeli warunek D oraz =0 przypisz dr=9,, 4y =4,
krok 14: Jezeli warunek D oraz [ =N przypisz ¢p=¢, ., 4y =9,
krok 15: Jezeli iE[l,l’l—l] przypisz gp =g, 1, 4y =Y,

krok 16: Jezeli ie[l,n—l] lub warunek C lub warunek D

krok 17: Wyznacz Cp =/1g(”210g(ql.‘1qpl‘)

krok 18: Wyznacz EN =/1g(”210g(q[1qN1‘)

krok 19: Wyznacz qP =qi(q;1qP)EP

krok 20: Wyznacz qNN Iqi(qfqu)EN

krok 21: Wyznacz 671 :ap(a:a]v)/z
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krok 22: Podstaw q(m) = qi(qi_qui)c

i

krok 23: Podstaw t=t<1

Warto$¢ wspotczynnika K moze by¢ przyjeta, jako stala lub tez moze by¢ wyznaczana adaptacyjnie
na podstawie analizy zmiennos$ci sygnalu w danej iteracji. Dla odpowiednika rownania (2 — 57) uzywanego
do adaptacyjnego okreslenia wspodtczynnika K w filtracji obrazéw, proponuje si¢ nastepujace uogoélnienie w

przypadku trajektorii w S°:

n—1

K %Z (2108049, )) (5-72)

Jj=1

K(0)= K, -5 09
nj=i

Otrzymane wyrazenie na wspotczynnik K jest estymatorem sygnatlu zaktocen w przestrzeni
kwaternionéw przy uzyciu skalarnej miary odlegtosci. Parametr K, pelni rolg skalujaca i ograniczajaca
wyznaczona warto$¢ catkowitej zmiennosci sygnatu.

Zaprezentowany algorytm jest uogélnieniem nieliniowe;j filtracji dla trajektorii opisujacej orientacje
obiektu przy uzyciu parametryzacji kwaternionowej. Algorytm powoduje, ze trajektoria nie zostanie
wygladzona w sposob liniowy, lecz w zalezno$ci od potozenia opisanego przez elementy trajektorii oraz ich
najblizszego otoczenia. Dla danych, ktore reprezentuja duza zmiang potozenia w przestrzeni kwaternionow
(okreslona przy uzyciu kwaternionowej miary odleglosci), dyfuzja zostanie zahamowana. W ten sposob
mozliwe bgdzie zachowanie czgsciowego ksztattu trajektorii przy jednoczesnym usunigciu zaktocen.

Nalezy zwréci¢é uwage, ze definicja miary odleglosci podana réwnaniem (4 — 94) bezposrednio
wplywa na wlasnosci przedstawionego procesu filtracji. W dalszej czgsci pracy zostanie zaprezentowany
model uwzgledniajacy informacje o gladkosci trajektorii takze z punktu widzenia zmiany kierunku

orientacji, a nie tylko czgsci skalarnej kwaternionu.

5.4 Propozycja anizotropowego procesu dyfuzji dla trajektorii w
przestrzeni orientacji

W kolejnych podrozdziatach zostanie przedstawione dalsze rozwinigcie zaproponowanej metody
uwzgledniajace zmienno$¢ kierunku w przebiegu trajektorii nalezacej do hipersfery jednostkowej. Algorytm
realizujacy dyskretyzacje procesu dyfuzji bedzie uwzgledniat nie tylko informacje o potozeniu elementu
trajektorii (algorytm LinQuat) oraz informacji o chwilowej predkosci w punkcie (algorytm NonLinQuat), ale
takze informacje o zmianie skladowej stycznej predkosci chwilowej (przyspieszenia stycznego), ktora
decyduje o kierunku ruchu oraz ksztalcie trajektorii. Sformulowanie algorytmu bazuje na wilasnosciach
wyprowadzonych w poprzednich punktach, lecz dodatkowo wprowadza uwzglgdnienie dodatkowych

wlasnosci trajektorii zwiazanych z kierunkiem ruchu, przez co nazywany bedzie anizotropowym.
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5.4.1 Cel wprowadzenia wspoétczynnika uwzgledniajacego kierunek

W rozdziale 5.3 przedstawiona zostala metoda realizujaca nieliniowa filtracje trajektorii orientacji
zapisanych w przestrzeni kwaternionow. Nieliniowo$¢ pozwolita uwzgledni¢ zmienna szybko$¢ ruchu
wykonywanego wzdtuz trajektorii. Zaklada sig, ze mozliwe jest odrdznienie drobnych zaklocen
wynikajacych z szumoéw pomiarowych od ogoélnej charakterystyki trajektorii. Znaczna zmiana predkosci nie
powinna by¢ wigc wygladzana, aby trajektoria zachowatla swoj pierwotny charakter.

Wiasciwe dla przestrzeni kwaterniondw przeksztalcenie dyskretyzacji rownania rozniczkowego
pozwolito otrzyma¢ posta¢ rozwiazania bgdaca odpowiednikiem dyskretnego procesu dyfuzji realizowanego
W przestrzeni rzeczywistej. W ten sposob mozliwe bylo wprowadzenie nieliniowego wspotczynnika
analogicznie, jak to jest realizowane w modelu Perona-Malik. Jednakze nieliniowy wspotczynnik dyfuzji
uwzglednia jedynie skalarng miarg odleglosci pomigdzy kolejnymi potozeniami wzdhuz trajektorii.
W dwuwymiarowej przestrzeni obrazow podejscie takie dalo duza poprawe uzyskiwanych efektow filtracji i
bylo naturalne z punktu widzenia dziedziny przetwarzanych danych. Dla trajektorii w przestrzeni
kwaternionéw podejscie takie moze by¢ pomocne jedynie w wyjatkowych sytuacjach, gdy w ruchu
wystepuja nagle zmiany predkosci. Jednakze mozliwe jest dalsze rozwinigcie zaproponowanego poprzednio
modelu nieliniowego.

Uogolnieniem podejscia nieliniowego jest propozycja, ktora zostanie zaprezentowana w niniejszym
rozdziale. Proces filtracji zostanie uzalezniony nie tylko od skalarnej zmiany polozenia ciata, ale takze od
zmiany jego kierunku. Dlatego algorytm realizujace taki proces zostal nazwany anizotropowym. Anizotropia
odnosi si¢ wigc do zmiennego wspotczynnika w zaleznosci od zmiany kierunku trajektorii. Jego specyfika
polega na uwzglednieniu zaréwno skalarnej zmiany w trajektorii (odpowiadajacej za warto$¢ predkosci
katowej), jak i kierunku tej zmiany przez analiz¢ odpowiednika stycznego przyspieszenia katowego dla
kwaternionow.

Nalezy podkresli¢, ze anizotropia jest w tym przypadku inaczej interpretowana niz analogiczny
algorytm filtracji dla obrazow. W przypadku trajektorii parametryzacja dziedziny funkcji jest
jednowymiarowa (chwile czasowe lub elementy tuku krzywej). Dla obrazéw dziedzina funkcji jest
dwuwymiarowa, co wprowadza pojecie anizotropii rozumianej jako zmienno$¢ wlasnosci procesu filtracji w
zalezno$ci od kierunku dziatania operatora (patrz rozdziat 2.5.4). W przypadku trajektorii anizotropia
dotyczy uwzglednienia zmiany zaréwno sktadowej skalarnej, jak 1 wektorowej kwaternionu. Dzigki
zmodyfikowanemu procesowi filtracji zostaje w znaczny sposob poprawiona zdolnos¢ do usuwania zaktocen
z trajektorii przy jednoczesnym zachowaniu ksztattu krzywej w przestrzeni orientacji. Szczegdtowe
praktyczne rdéznice pomigdzy poszczegdlnymi algorytmami zostana pokazane w rozdziale 6 przy

eksperymentalnym badaniu ich wlasciwosci.

5.4.2 Sformutowanie procesu filtracji
Wprowadzenie jawnego wspotczynnika tlumiacego ¢ w réwnaniu (5 —71) bedzie pomocne w

sformutowaniu procesu anizotropowego. Nalezy pamigtaé, ze wspotczynnik ten wystepuje jawnie w ciaglej
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wersji zagadnienia poczatkowego opisanego roéwnaniami réozniczkowymi. Faza dyskretyzacji prowadzaca do
postaci interpolacyjnej réwnania powoduje, ze wspolczynnik ten zostaje wlaczony do przeskalowanej
warto$ci  wspotczynnika dyfuzji. Aby jednak wystgpowal on w postaci jawne, proponuje si¢
przeprowadzenie dodatkowej interpolacji wynikajacej z poczatkowej dyskretyzacji, co wpltywa na poprawe
stabilno$ci procesu.

Wspoélczynnik thumiacy moze odgrywac réwniez role modyfikacji wlasnosci procesu. Mozna przyjaé
interpretacje, ze ¢ wptywa na zmiane ksztattu przetwarzanej trajektorii. Jezeli ¢ — 0, to zmiana przebiegu
trajektorii bgdzie minimalna. Dla ¢ — 1, zmiana ksztaltu jest najbardziej widoczna. Dla wartosci ¢ >1
proces przestaje by¢ stabilny i zachowywa¢ wazne wlasnosci modelu (szczegdétowo opisane w rozdziale 5.6).

Celem opracowywanej filtracji jest usunigcie zaktocen przy jak najmniejszym znieksztalcaniu
danych zawartych w oryginalnym sygnale (co moze by¢ okreslone jako maksymalizacja stosunku sygnatu do
szumu). Jak to zostato pokazane, jedna z istotniejszych informacji o trajektorii jest zawarta w jej ksztalcie.
Aby zmniejszy¢ znieksztalcenie ksztaltu trajektorii proponuje si¢ zastosowac podejscie analogiczne, jakie
jest uzywane w nieliniowym, niehomogenicznym procesie wygtadzania. Niech szybko$¢ modyfikacji
ksztattu (kontrolowana przy uzyciu wspotczynnika c¢) bedzie zalezna nieliniowo od krzywizny trajektorii w
punkcie (lokalnej miary zmiany ksztattu). Przyjmujac x(¢), jako miar¢ krzywizny w punkcie ¢
sformutowanie przyjmuje postaé:
5A(‘]at):/1Ag(K(t)) (5-73)

Funkcja uzyta do tej parametryzacji powinna realizowa¢ zadanie funkcji stopujacej uzytej w
poprzednich rozwiazaniach. Stad zostalo uzyte oznaczenie g(-), ktore moze reprezentowac przyktadowo

funkcje okre§lone wyrazeniami (5 —62), (5—63). Wspodlczynnik ¢ jest uzalezniony od czasu bedacego

parametrem trajektorii, a takze od wartosci funkcji g reprezentujacej trajektorig, poniewaz jest ona niezbedna

do wyznaczenia krzywizny trajektorii. Parametr A4, jest opcjonalny dla zachowania jednolitosci oznaczen i
konstrukcji algorytmu. W praktyce najczg$ciej moze on by¢ pominigty i przyjmuje statg warto$§¢ A, =1.

Jak to zostalo wczesniej przedstawione (podrozdziat 5.1.2) czesto ([42], [55], [63]) stosuje sig

2

nastgpujaca miar¢ okreslajaca catkowita krzywizng trajektorii:
do(t
@) dt, (5-174)

Bla) = [Is0)f ar = [} 220
q q
gdzie predkos¢ katowa reprezentowana jest jako

. _logla'q...)

) , (5-175)
h
co prowadzi do wyrazenia na pochodna predkosci
-1 -1
do, _loglg;'q,.,)-logla g, ) (5 76)

dt h?

W ten sposéb krzywizna w punkcie i trajektorii moze by¢ wyrazone przez pochodna predkosci
katowej reprezentujaca przyspieszenie bez bezposredniego wyznaczania drugiej pochodnej w punkcie dla

przestrzeni kwaterniondw (operacja logarytmu jest rbwnoznaczna z wyznaczeniem wektora w przestrzeni
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stycznej). Jest to dyskretna postaé przyspieszenia interpretowana, jako zmiana predkosci katowych. Jednakze
jedynie sktadowa styczna predkosci ma wplyw na zmiang kierunku, ktora bedzie rozpatrywana w
prezentowanej metodzie. W zwiazku z tym interesujaca wielkoScia przy wyznaczaniu przyspieszenia
katowego jest znormalizowany jednostkowy wektor predkosci katowej okreslajacy o$ obrotu. Uwzgledniajac
w wyrazeniu na krzywizne¢ tak wyznaczona sktadowa predkosci oraz przyjmujac za krok dyskretyzacji A=1,

ostatecznie otrzymuje si¢ lokalna wartos¢ krzywizny dla i—tego elementu:

2
o, [ _|10elag.)  10elarta.) 577
||a’|| el |logla g )| Jioglara, )

Anizotropowy wspélczynnik tlumienia bedzie dazyt do zera, gdy krzywizna bedzie dazy¢ do

nieskonczonos$ci. Dzigki temu dyfuzja w tym fragmencie zostanie odpowiednio szybko zahamowana, co
pozwala na zachowanie ksztattu trajektorii. Jezeli natomiast krzywizna dazy do zera, to dyfuzja bedzie
realizowana szybciej — jest to fragment trajektorii, ktory jest wystarczajaco plaski (z punktu widzenia
krzywej w S°), ze wygladzanie przez dyfuzje nie znieksztalci jego charakteru.

Pojecie krawedzi uogélnione w rozdziale 5.3 moze by¢ analogicznie uzyte do opisu ksztaltu
trajektorii z punktu widzenia jej krzywizny. Krawedzia mozna nazwac¢ nie tylko nagla zmiang szybkosci
ruchu (jak to bylo w poprzednim przypadku), ale rowniez znaczna zmiang krzywizny trajektorii. Pojecia te
mozna w dalszym ciagu rozszerza¢ na kolejne pochodne sygnatu, ktore jednak z praktycznego punktu
widzenia nie maja tak duzego znaczenia. Zaproponowane podejscie realizuje zatozenie, aby znaczna zmiana
krzywizny trajektorii nie byla wygladzana — dyfuzja w tym fragmencie jest zahamowana przez uzycie
zmiennego wspotczynnika ttumienia z funkcja stopujaca.

Nalezy podkresli¢, ze we wszystkich punktach dotyczacych przyspieszenia, brane jest pod uwage
przyspieszenie styczne do kierunku ruchu. Tylko ta sktadowa jest odpowiedzialna za zmiang kierunku w
przypadku ruchu w przestrzeni zakrzywionej. Dzigki odpowiedniej dyskretyzacji krzywizny trajektorii
uwzgledniona zostanie dowolna zmiana kierunku niezaleznie od przyjetej osi obrotu przy realizacji rotacji
(dalsze rozwazania dotyczace niezmiennosci od wspotrzednych przedstawione sa w rozdziale 5.6).

Przedstawiony model filtracji mozna opisaé nastgpujacymi podstawowymi wlasno§ciami:

e ze wzgledu na nieliniowy charakter przestrzeni, zagadnienie poczatkowe opisujace proces ciagty

jest nieliniowe,

e ze wzgledu na wspoOlczynnik dyfuzji ¢ proces jest nieliniowy oraz nichomogeniczny

(wspotczynnik jest nieliniowa funkcja trajektorii ¢),
e ze wzgledu na zmienny wspolczynnik tlumienia ¢, otrzymuje si¢ nieliniowy proces

anizotropowy (wspolczynnik zalezy od zmiany kierunku trajektorii modelowanego przez druga
pochodna przestrzenna okreslajaca krzywizng).
Dzigki wymienionym wtlasnosciom filtracja realizowana zaproponowana metoda pozwala na
uzyskanie nastgpujacych efektow:

e energia sygnatu zostaje zminimalizowana dzigki zastosowaniu procesu dyfuzyjnego,
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e filtracja zachowuje geometri¢ trajektorii charakteryzowana przez predkos¢ katowa dzigki
nieliniowemu charakterowi wspoétczynnika dyfuzji,

e filtracja zachowuje geometri¢ trajektorii charakteryzowana przez lokalna krzywizng dzigki
anizotropowemu charakterowi wspotczynnika tlumienia.

Pozostate wlasciwosci zaproponowanego modelu zostang zebrane i zaprezentowane w rozdziale 5.6.

5.4.3 Algorytm filtracji anizotropowej

Algorytm realizujacy zaproponowana filtracj¢ nazwany zostal AnisoQuat ze wzgledu na
anizotropowe przeprowadzenie filtracji przez zmienny wspotczynnik thumienia. Podobnie, jak w przypadku
algorytméw LinQuat oraz NonLinQuat przed rozpoczeciem dziatania nalezy przeprowadzi¢ wstepne
przygotowanie trajektorii kwaternionow przy uzyciu algorytmu 3.

Istotnym elementem filtracji jest prawidlowe wyznaczenie krzywizny trajektorii, ktéra bedzie
odpowiada¢ za wlasciwe zachowane ksztattu trajektorii. Nalezy pamigtac, ze algorytm bedzie stosowany dla
sygnatow zawierajacych sygnat zaklocajacy. W praktyce sygnat ten moze wplynaé niekorzystnie na
okreslenie krzywizny trajektorii. Moze to prowadzi¢ do uzyskania blednych rezultatow, w ktorych
zaktocenia zamiast zosta¢ usunigte, beda uwydatnione. Analogiczny problem wystgpowat przy realizacji
filtracji obrazéw dwuwymiarowych, dla ktorej wspotczynnik dyfuzji zalezat od funkcji jasnosci pikseli. Aby

zminimalizowa¢ wpltyw zaszumienia na stabilno$¢ procesu proponuje si¢ przeprowadzi¢ regularyzacje.

Regularyzacja procesu

Jedna z metod regularyzacji nieliniowego modelu dla obrazéw byto wstepne wygladzenie warunku
poczatkowego (funkcji jasno$ci pikseli) przy uzyciu liniowej filtracji realizowanej przez splot z jadrem
Gaussa (2—-64). W celu wyznaczenia lokalnej krzywizny trajektorii proponuje si¢ podobne podejscie
realizowane przez wstepna filtracje niezalezna od wartosci funkcji g. W tym celu mozna przyktadowo uzy¢
wyrazenia (5 — 13) bedacego odpowiednikiem filtru o jadrze Gaussa. W praktyce jednak dowolna metoda
wygladzania trajektorii dobrze realizuje zmniejszenie podatnosci metody na zaktocenia wystgpujace w
sygnale. Proponuje si¢ uzycie nastgpujacego usrednienia 3 elementow opartego na wyrazeniu na Srednie

potozenie kwaternionowe (4 —105). Estymator s$redniego potozenia odpowiednio dla elementu

poprzedzajacego 1 nastgpujacego po ¢, wyrazony zostanie jako:

~ 1/2 /3
qMP = qz (ql (qz QI ZQI 1 ) (5 - 78)

1/2 /3 (5—179)
q q1+3 q1+3 q1+2 q1+2q1+1
Nalezy pamigtaé, ze wyrazenia te nie sa wartoscia Srednig dla grupy kwaternionéw [14]. Istnieje

kilka sposobéw wyznaczenia $redniej warto$ci kwaternionowej, ktore zostaty szczegdtowo oméwione w
rozdziale 4.2.6. Jednakze algorytm podany w pracy [48] przydatny jest przede wszystkim dla odpowiednio
duzej statystycznie proby losowej. Natomiast podejscie zaproponowane w pracy [11] oparte jest na
algorytmie minimalizacji w kierunku, ktéra moze wymaga¢ wielu iteracji dla osiagnigcia rozwiazania

przyblizonego. Wyrazenie (5—80) jest przyblizone z punktu widzenia wlasnosci statystycznych w
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zaleznos$ci od rozktadu elementdow — im wigksza odlegto$¢ pomigdzy analizowanymi kwaternionami, tym
mniej doktadny otrzymany wynik. Z praktycznego punktu widzenia wystepuja dwie przestanki
uzasadniajace uzycie takiego podejscie. Rozpatrywane elementy sa zazwyczaj polozone blisko siebie
(poniewaz sa nastepujacymi po sobie elementami trajektorii), wigc takie usrednianie nie jest obarczone
duzym bledem. Dodatkowo dokladna warto§¢ S$redniej nie jest niezbedna dla prawidlowego dziatania
algorytmu. Podejscie to ma jedynie za zadanie regularyzowac proces w sytuacji wystgpowania znacznego

zaszumienia procesu i do takiego celu zaproponowane wyrazenia przyblizone sa wystarczajace.

Konstrukcja algorytmu

Regularyzacja procesu powoduje, ze anizotropowy wspélczynnik tlumiacy zalezy od zmiany
predkosci pomigdzy kwaternionem ¢; oraz usrednionymi kwaternionami poprzedzajacym go ¢, i
nastepujacym ¢,,, (indeks M wskazuje na wielko$¢ usredniona). Jednym z parametrow dyfuzji
anizotropowej jest wspotczynnik wrazliwosci K, dla funkcji stopujacej g4. Zaréwno rodzaj wybranej funkcji,
jak 1 warto$¢ jej wspolczynnika moga by¢ okreslone niezaleznie od ogdlnej funkcji stopujacej dla
uwzgledniania zmienno$ci polozenia. Dodatkowo, aby moc kontrolowaé szybko$¢ dyfuzji anizotropowej

wprowadza sig¢ analogiczny wspotczynnik thumiacy. Dla czytelno$ci 1 zgodno$ci oznaczen w dalszej czgsci
pracy przyjmuje sig, ze anizotropowy wspolczynnik thumienia dyfuzji kierunkowej oznaczany bedzie 4 ,,

natomiast wspotczynnik dyfuzji kierunkowej wyrazony wzorem (5 — 73) oznaczony bedzie, jako:

2
~ || loglg, g, loglg\q, ||

=48 (Ki) =18 g(qilqm) - g(qill%) (5-280)
HHlog(q,» qm]\ Hlog(qi_lq,»]m

Zakladajac, ze warunki brzegowe zostaly uwzglednione w postaci przedstawionej w algorytmie 5

(opis warunkow jest identyczny, jak w przypadku algorytmu NonLinQuat) proponuje si¢ filtracje

anizotropowa przy uzyciu nastgpujacego algorytmu AnisoQuat.

Algorytm 7: Nieliniowa anizotropowa filtracja trajektorii kwaternionéw AnisoQuat
Parametry: q= {qo,..., Gisees qn} — trajektoria kwaternionow o dtugosci n

?..x - liczba iteracji algorytmu

Ae (0,1] - wspotezynnik szybkosci filtracji (ttumiacy)
A, € (0,1] - opcjonalny anizotropowy wspotczynnik szybkosci filtracji (tlumiacy), domyslnie A, =1
K — wspotczynnik wrazliwosci dla funkcji stopujacej g
K, — wspodtczynnik wrazliwosci dla anizotropowej (kierunkowej) funkcji stopujacej g
A, B, C, D —rodzaj warunku brzegowego (rozdziat 5.2.1)
krok 1: Podstaw t=0
krok 2: pla t<T wykonuj

max

krok 3: Dla kazdego elementu trajektorii o indeksie 0 < i < n wykona]

krok 4: Wyznacz EP = /1g(”2 log(%—lqi—l 1‘)
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krok 5: Wyznacz EN :ig(”2log(ql_lql+ll)

~ O A
krok 6: Wyznacz {p =(, (ql qi—l)

~ 4 N
krok 7: Wyznacz {y :qi(qi qi+l)

~_1~ Y2

krok 8: Wyznacz qp dpr 9y
krok 9: Wyznacz qMP' qMN - réwnania (5 - 78), (5 - 79)

2
krok 10: Wyznacz || IOg qz QMN) _ 102(%_15@%

HHIOg a; qMN l‘ Hlog(qi_I‘?MN

krok 11: Wyznacz ZA = AgA(Ki) przy parametrze Ku
; (¢+1)

krok 12: Podstaw ¢; ' =4;\q; q

krok 13: Podstaw =141

Uwzglednienie warunkéw brzegowych
Dla zachowania czytelnosci w powyzszym algorytmie nie uwzgledniono wszystkich szczegélnych
przypadkow wystepujacych dla warunkoéw brzegowych okreslonych w rozdziale 5.2.1. Warunki te oraz ich

realizacja przy wyznaczaniu krzywizny zostana zebrane w punktach.

Warunek A — stala wartos$¢ na granicach
Modyfikacja polozenia elementow o indeksach i =0 lub i=n nie jest dokonywana. Dla kolejnych

elementow i < 2 nalezy zmodyfikowaé sposob wyznaczenia krzywizny przez zmiang rownania (5 — 78):
dlai=1 qyp =9, (5-81)

o~ _ /2
dlai=2 q,p =q,., (ql'flquq) (5-82)
Analogicznie nalezy zmodyfikowa¢ wyznaczanie kwaternionu q,,, dla elementow i >n—2.

Warunek B — uklad odizolowany
W tym przypadku zaktada si¢, ze wspotczynnik dyfuzji na granicach obszaru jest rowny zeru. Proponuje si¢
przyjecie nastgpujacych wartosci dla elementdw brzegowych.

dla i=0:

)a Gr=90> Gy = %(Q(;I%)ZN

dyfuzja potozenia: ¢, =0, ¢, = g(”Z log(qglq11

dyfuzja kierunkowa: ¢,, =¢q, = k;, =1

dla i=n:

dyfuzja potozenia: ¢, = g(”Zlog(q;lqn,1 ]‘), cy=0,9,= qn(‘];lqij .y =4,
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dyfuzja kierunkowa: q,,, =¢q, = k, =1
Wyznaczenie wartosci ¢,,,, ¢,, odbywa si¢ przy analogicznych ograniczeniach, jak przy warunku A —

réwnania (5 — 81), (5 — 82).

Warunek C — sygnal periodyczny
Warunek brzegowy tego rodzaju jest realizowany przez zatozenie, ze sygnat jest periodyczny, czyli elementy
koncowe sasiaduja ze soba.

dla i=0:

). 2, = glRroglgi'a, ). 7 = aolas'a, N . 7 = aola'af”

dyfuzja polozenia: ¢, = gQ‘210g(qg lqnl

. ~ a EERVER\ K
dyfuZ.]a klemnkowa: qMP = qn—Z qn—Z qn—l (qn—l qn)
dla i=n:

-1

Jar=a(0'a,. ) @ =a.lq'a)

dyfuzja potozenia: ¢, = g(”2 log(q,flq,, . l‘), Cy = g(”2 IOg(CI;ICIo 1
dyfuzja kierunkowa: ¢,,, = ¢, (q . (q I (q Lo )1/2 ))2/3

Warunek D — odbicie sygnalu
Warunek brzegowy tego rodzaju jest realizowany przez zatozenie, ze dziedzina funkcji jest rozszerzona na
dziedzing nieskonczona przez odbicie sygnatu na brzegach dziedziny oryginalne;.

dla i=0:

).e, = g(ﬂ2 log(g:'q, }\) dr=alas'a)". @y =ala'a )"

dyfuzja polozenia: ¢, = g(”Q log(qg 16]11

. ~ _ o W2 \RB
dyfuzja kierunkowa: g, = ¢, (q3 : (qz(qzlql) )
dla i=n:

-1

)@ =a,0'e.)" 7 =a,la e

). 2, = ¢l2108(g;'q,..)

dyfuzja potozenia: ¢, = g(”Zlog(q; qu}

. ~ 4 1 1/2 \P/3
dyfuzja kierunkowa: q,,y = ¢, 3\¢,-5\¢,- (qn—an—l )

5.5 Geometryczna interpretacja metod opartych na rownaniach dyfuzji

Aby lepiej zobrazowac¢ kolejne kroki zaproponowanych algorytmow filtracji trajektorii orientacji w
przestrzeni zaprezentowana zostanie ich geometryczna reprezentacja. Ilustracja beda syntetycznie
wygenerowane proste sekwencje przedstawione w postaci kolejnych polozen przyktadowego elementu
petniacego funkcje wektora w lokalnym uktadzie wspotrzednym. Aby zachowaé czytelno$¢ rysunkow,
rozpatrywane beda tylko dwie sktadowe rotacji przedstawionej w postaci trajektorii zakreslanej przez obiekt
rotujacy obiekt w przestrzeni trojwymiarowej. Nalezy jednak pamigtac, ze w proponowanej metodzie rotacje

wokot wszystkich trzech osi sa rozpatrywane w jednakowy sposéb. Wynika to z zalet przyjetej
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parametryzacji kwaternionowej, ktora nie wyroznia zadnej z orientacji lokalnego uktadu wspoétrzednych

(patrz wlasnosci procesu zebrane w rozdziale 5.6.

5.5.1 Algorytm filtracji liniowej LinQuat
Filtracja bedaca odpowiednikiem liniowego procesu dyfuzji (rozdziat 5.2) zostanie zaprezentowany

na podstawie podstawowej sekwencji przedstawionej na rysunku 5-2.

Rysunek 5-2: Sekwencja uzyta do geometrycznej interpretacji filtracji liniowej. Kolorem zielonym zaznaczono
polozenie referencyjne. Kolorem niebieskim zaznaczono orientacje ukladu w kolejnych chwilach czasowych.

Prezentowana sekwencja sktada si¢ z trajektorii w przestrzeni orientacji, ktdra jest zapisana w postaci
n dyskretnych transformacji lokalnego uktadu wspdtrzednych (trajektoria na rysunku sktada si¢ z 30
elementow). Na rysunku kolorem zielonym zaznaczono przyktadowy wektor referencyjny, wzgledem
ktorego dokonywana jest transformacja w kazdej chwili czasowej. Kolejne potozenia otrzymane przez
realizacj¢ odpowiedniej rotacji zaznaczone sa kolorem niebieskim. Dla tatwiejszego $ledzenia potozen w
kolejnych chwilach czasowych potaczone one zostaly czerwona trajektoria, a kat przestrzenny pomigdzy
nimi zaznaczono kolorem jasnoniebieskim. Dodatkowo zaznaczono przyktadowa transformacje¢ orientacji

lokalnego uktadu wspoirzednych opisana kwaternionem gq.

Rysunek 5-3: Wybrany fragment trajektorii, na ktérym wyrézniony zostala zaklécona orientacja
uzyskana przez rotacje¢ opisang kwaternionem g;.
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Na rysunku widoczne jest, ze orientacja uktadu w przypadku pojedynczego potozenia zostata
zaktocona (wybrany fragment trajektorii pokazano na rysunku 5-3). Na przyktadzie tej chwili czasowej
zostana rozpatrzone kolejne kroki algorytmu filtracji, ktory ma za zadanie usuna¢ zaktocenie z podanej
sekwencji.

W kroku 4 algorytmu LinQuat (rozdziat 5.2.3) wykonywana jest nastg¢pujaca interpolacja, ktorej

przyktadowa geometryczna interpretacja przedstawiono na rysunku 5-4:

q= q; (Q:lqi+l )1/2 (5-83)

q...

Rysunek 5-4: Krok 4 algorytmu LinQuat: interpolacja polozenia sasiadujacych elementéw — rownanie (5 — 83).
W wyniku tej operacji otrzymuje sie kwaternion wynikowy ¢, ktory jest nastgpnie operandem w
interpolacji przeprowadzonej w kroku 5:
t+1 -1A
ql'( W = qi(% Q)C (5-84)
Reprezentacje potozenia wynikowego zaznaczono kolorem jasnoniebieskim. PotoZenie to nie nalezy
do sekwencji wynikowej, lecz jest niezbedne do wyznaczenia koncowego wyniku przetwarzania elementu.

Rysunek 5-5 przedstawia wizualizacjg kierunku wzdhuz ktoérego interpolacja jest dokonywana oraz rezultat

operacji.

(r+0) (n
)

qr'.f ; ff qr'!

i ("
qJ- I b I qlr- i b . \
(r

b SO\ | Y T \4

Rysunek 5-5: Wizualizacja kroku 5 algorytmu LinQuat: interpolacja polozenia elementu przeksztalcanego w
zaleznosci od wspélczynnika dyfuzji — rownanie (5 — 84).

Zielony punkt na rysunku 5-5 reprezentuje wartos¢ wspodtczynnika ¢ odpowiedzialnego za szybkosé
dyfuzji. Mata warto$¢ wspotczynnika powoduje, ze proces filtracji bedzie zachodzil wolniej. Duza warto$¢

wspotczynnika moze powodowac niestabilnos¢ zastosowanego schematu dyskretyzacji.
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Caly algorytm oparty jest na przetwarzaniu kolejnych elementow dyskretnej trajektorii. Rysunek 5-6
przedstawia wizualizacj¢ przyktadowej sekwencji po wykonaniu jednej petnej iteracji algorytmu. Widoczne
jest, ze potozenie zardwno elementu ¢; , jak i elementéw sasiadujacych zostalo zmodyfikowane. Jest to
zgodne z intuicja, ze zaklocenie wprowadzone do uktadu bedzie wplywalo na wartosci funkcji w innych

chwilach czasowych.

(1+1) e

b 1 f
q;..‘_?;‘—“\.__‘t‘ \ I!‘illl .r’/j e
— “Q\L.\::*,'...I fﬁ

Rysunek 5-6: Przykladowa sekwencja orientacji ukladu po wykonaniu
jednej pelnej iteracji algorytmu LinQuat.

5.5.2 Algorytm filtracji liniowej NonLinQuat

Zobrazowanie sposobu dzialania filtracji nieliniowej (rozdziat 5.3) zostanie pokazane na przykladzie
sekwencji trajektorii, w ktérej w pewnym momencie pr¢dko$¢ zmienia znaczaco swoja warto$¢. Jakkolwiek
metoda dotyczy zmiany skalarnej odlegtosci (bez uwzgledniania czg$ci wektorowej), to w celu zwigkszenia
czytelnosci, w przyktadowej sekwencji ruch uwzglgdnia réwniez zmiang kierunku. W ten sposoéb w
wygodniejszy sposéb mozliwa jest wizualizacja kolejnych krokéw algorytmu. Cata przyktadowa sekwencji

pokazana jest na rysunku 5-7.

Rysunek 5-7: Sekwencja uzyta do geometrycznej interpretacji filtracji nieliniowej.

Algorytm NonLinQuat realizuje filtracje w zaleznosci od wartosci predkosci katowej, z jaka jest

wykonywany ruch wzdhuz trajektorii. Na rysunku 5-8 przedstawiono fragment, w ktérym wystgpuje nagta
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zmiana predkosci wraz z wizualizacja miary odleglo$ci potozenia pomigdzy klatka poprzedzajaca i

nastepujaca po klatce przeksztatcanej g..

Rysunek 5-8: Wybrany fragment trajektorii, w ktérym wystepuje
nagla zmiana predkosci katowej ruchu.

Otrzymane odlegtosci sa wykorzystywane w kroku 17 i 18 algorytmu w celu obliczenia lokalnych
nieliniowych wspotczynnikow interpolacji wykonywanej w kierunku potozenia poprzedniego i nastgpnego:
Cp = ﬂg(ﬂ2 log(g; lqpl\) (5-85)
Cy = ﬂg(”Z log(qi_qu l‘) (5-286)

Im wigksza jest kwaternionowa miara odlegtosci przedstawiona wzorami (5 —85), (5 —86) tym

mniejszy bedzie wspotczynnik lokalnej dyfuzji z danym kierunku. Wyznaczenie tymczasowych

kwaternionéw ¢, oraz ¢, pokazane jest na rysunku 5-9, co jest realizowane przez krok 19 i 20 algorytmu

NonLinQuat.

Rysunek 5-9: Wybrany fragment trajektorii — interpolacja
w kierunku polozenia poprzedniego i nastepnego (krok 19 i 20 algorytmu).

Otrzymany rezultat w postaci dwoch kwaternionow pokazany jest w zblizeniu na rysunku 5-10.
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Rysunek 5-10: Wybrany fragment trajektorii — interpolacja
do posredniego kwaternionu wynikowego.

Rysunek 5-11: Wybrany fragment trajektorii — uwzglednienie czynnika tlumiacego.

Kwaterniony tymczasowe sa potrzebne do wyznaczenia w kroku 21 §redniego potozenia opisanego

kwaternionem ¢, - rownanie (5—87). Gdyby nie zostal wprowadzony dodatkowy czynnik tlhumiacy, to

kwaternion ten bylby wynikiem przetwarzania elementu g; :
q;, = QP(QPlaN)I/Z (5-87)

Wprowadzenie czynnik ttlumiacego pokazane jest na rysunku 5-11, co jest realizacja kroku 22
algorytmu opisanego rownaniem:
¢ =q.(q;'3f (5 88)

Kierunek interpolacji zostat zaznaczony strzatka. Zielony punkt reprezentuje miejsce, do ktorego
interpolacja zostanie wykonana. Wprowadzenie koncowe;j interpolacji pomaga wigc stabilizowaé proces oraz
regulowac szybko$¢ jego przebiegu.

Podobnie, jak w przypadku algorytmu liniowego, modyfikacja potozenia odnosi si¢ do wszystkich
elementow dyskretnej trajektorii. Podstawowa réznica pomigdzy tym algorytmow dotyczy mniejszego
wygladzania fragmentow, w ktorych wystepuja duze zmiany predkosci. Podejscie to nie uwzglednia wektora
predkosci, lecz jej wartos¢ skalarna, ktorej wizualizacj¢ przedstawiono. Dalsze rozwinigcie tej metody

znajduje swoja realizacje w anizotropowe;j filtracji orientacji uktadéw.
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5.5.3 Algorytm filtracji anizotropowej AnisoQuat

Algorytm anizotropowy przedstawiony w rozdziale 5.4 jest rozwinigciem algorytmu filtracji
nieliniowej. Z tego powodu zostana przedstawione najwazniejsze rdznice, ktére wynikaja z proponowanego
podejscia uogdlnionego. W szczegolny sposob jest w tym algorytmie uwzgledniana zmiana kierunku
wykonywanego ruchu. Aby wlasnosci proponowanego podejscia byly czytelnie przedstawione, zostanie
uzyta trajektoria orientacji, w ktorej wystepuja zmiany kierunku ruchu o ré6znym charakterze. Na rysunku 5-
12 przedstawiono trajektori¢ testowa uzyta w dalszej czgsci rozdziatu. Prawa kolumna rysunku przedstawia
trajektorig¢ testowa wraz z wprowadzonym sygnatem zaklocajacym — przebieg zostanie uzyty przy analizie

sposobOéw wyznaczania krzywizny trajektorii.

i=18, _
=137 \ \
//

b7 |
: i=49

i=(

Rysunek 5-12: Sekwencja uzyta do geometrycznej interpretacji filtracji anizotropowej. Na rysunku zaznaczono
chwile czasowe, w ktérych dokonywana jest zmiana kierunku ruchu. Kolumna prawa — przebieg testowy z
wprowadzonym sygnalem zaklécajacym.

Na rysunku zostaly zaznaczone chwile czasowe, ktore definiuja klatki kluczowe przebiegu. W
chwilach tych zmienia si¢ kierunek ruchu utworzony przez zastosowanie interpolacji sferyczno-liniowe;j
pomigdzy klatkami kluczowymi. Rysunek 5-13 szczegotowo przedstawia dwie chwile czasowe
prezentowanej trajektorii testowej (niezaktoconej), dla ktorych beda analizowane kolejne kroki algorytmu

filtracji.

i=18

i=13

Rysunek 5-13: Wybrane chwile czasowe trajektorii, dla ktérych bedzie przeprowadzona analiza filtracji
anizotropowej. Nalezy zwroci¢ uwage, ze w wybranych momentach kierunek ruchu zmienia si¢ w rézny sposob.

Kroki algorytmu od 4 do 8 sa wykonywane w taki sam sposob, jak w przypadku algorytmu

nieliniowego. Na rysunku 5-14 zaznaczono wyniki czg$ciowe i koncowe poszczegdlnych krokow filtracji
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anizotropowej. Nieliniowe wyznaczenie polozenia opisanego przez kwaterniony ¢,, ¢, zaznaczone jest
czerwonym punktem (krok 6, 7). W kroku 8 wyznaczany jest posredni wynik filtracji opisany kwaternionem
g, (z61ty punkt). Ostateczne potozenie otrzymuje si¢ przez interpolacjg wzdtuz kierunku zaznaczonego
kolorem jasnozielonym (krok 12). Zielony punkt oznacza koncowy wynik filtracji okres§lony

wspolczynnikiem wspotezynnik anizotropowej sktadowej dyfuzji ¢, (krok 11).

=13 q..

Rysunek 5-14: Realizacja iteracji filtracji anizotropowej dla chwili czasowej i=13 przebiegu testowego.
Najwazniejsza r6znica w procesach filtracji w proponowanych algorytmach dotyczy krokow 10 — 12.

W kroku 10 wyznaczana jest lokalna krzywizna trajektorii w punkcie g, :

2
log q, qm log 611 lq, (5 - 89)

Na podstaw1e teJ warto$ci Jest okre$lany wspotczynnik anizotropowej sktadowej dyfuzji ¢, tak, aby

dyfuzja byta zmniejszana dla zwigkszajacej si¢ wartosci lokalnego oszacowania krzywizny. Na rysunku 5-15

zaznaczono te rezultaty tych samych krokow algorytmu, jednak dla innej chwili czasowe;j trajektorii i=18.

i=18 q,

94

=i

Rysunek 5-15: Realizacja iteracji filtracji anizotropowej dla chwili czasowej i=13 przebiegu testowego.
Ze wzgledu na znaczna zmiang kierunku ruchu w tej chwili czasowej, zmniejszona zostata warto$¢

wspolczynnika dyfuzji ¢, . Stad dyfuzja zostaje w danym fragmencie znacznie zahamowana. W pozostatych
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obszarach trajektoria jest w dalszym ciagu wygltadzana ze wzgledu na mniejsza krzywizng, ktora prowadzi
do wigkszej wartosci ¢,. Ostatecznie mozna scharakteryzowa¢ zaproponowany proces filtracji przez

nastgpujaca wlasnos¢.

Wiasnosé 5.1

Algorytm filtracji realizujacy anizotropowy proces dyfuzji trajektorii orientacji AnisoQuat wygladza
przebieg czasowy zmnigjszajac zaszumienie sygnatu przy jednoczesnym zachowywaniu ksztattu
zdefiniowanego przez oszacowanie lokalnej krzywizny. We fragmentach, dla ktorych wystepuje znaczaca
zmiana krzywizny, warto$¢ anizotropowego wspotczynnika dyfuzji (bgdacego funkcja krzywizny) jest

zmniejszana.

Wykres na rysunku 5-16 przedstawia oszacowanie krzywizny wyznaczone przy uzyciu wzoru (5 —

89).

—— Tr.oryginaina, 1-pkt. —— Tr. oryginaina, 3-pkt. —— Tr. zaszumiona, 1-pkt. Tr. zaszumiona, 3 pkt.
2,0 ; : : : =

18
16
141
=12
= !
210
[ I
208
06

\\ o " = \/___/ \,\

25 30 35 40 45
iteracje

Rysunek 5-16: Oszacowanie lokalnej krzywizny trajektorii
dla sygnalu testowego (szczegolowy opis w tekscie).

Kolorami zielonym i niebieskim zaznaczono wartosci &, dla oryginalnej trajektorii testowej

(odpowiednio przy uzyciu 1-punktowej i 3-punktowej wersji estymatora). Widoczne jest, ze dla chwil
czasowych i = 7, 13, 18 zauwazalny jest znaczny wzrost wyznaczonego wspotczynnika. Jest to zgodne z
uzywanym przebiegiem testowym, dla ktérego w tych chwilach czasowych nast¢puje zmiana kierunku
ruchu. Najmniejsza zmiana wystepuje dla i = 13, co jest zgodne z otrzymanym oszacowaniem. Nalezy
zwrdci¢ uwage, ze zastosowana posta¢ estymatora okresla warto$¢ bezwzgledna zmiany bez rozrdzniania jej
kierunku. Jest to wlasciwos$¢ pozadana, gdyz szybko$¢ dyfuzji nie powinna zaleze¢ od tego, ktérego
kierunku dotyczy zmiana krzywizny. Wida¢ réwniez, ze krzywizna wyznaczana metoda 3-punktowa (kolor
niebieski) bierze pod uwagg nie tylko pojedynczy punkt, ale pewne najblizsze sasiedztwo. Jest to znak, ze
sposob wyznaczania w tym przypadku jest regularyzowany wedlug zaleznosci (5 — 78), (5 — 79).

Czerwony przebieg na przedstawionym wykresie jest wartoscia 1-punktowego estymatora krzywizny
dla testowego sygnalu zaszumionego (rysunek 5-12). Wprowadzenie niewielkiej sktadowej zaktocajacej

powoduje, ze estymacja zmiany kierunku ruchu nie jest dobrze realizowana. Na podstawie wykresu trudno
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jest rozrézni¢, czy w danym fragmencie dyfuzja anizotropowa powinna zosta¢ zahamowana (tj. czy
oszacowanie krzywizny jest wzglednie duze). Stad wynika konieczno$¢ zastosowania schematu
alternatywnego. Mozliwe jest wuzycie roznego rodzaju podejScia, migdzy innymi pomocnicze
przeprowadzenie lokalnej wstepnej liniowej filtracji dla badanego fragmentu trajektorii. Mozna takze uzy¢
trzypunktowej metody wyznaczania estymatora lokalnej krzywizny. Wyznaczone w ten sposdb oszacowanie
zaznaczone jest kolorem pomaranczowym na wykresie.

Na podstawie wykresu widoczne jest, ze trzypunktowa metoda wyznaczania oszacowania krzywizny
jest mniej wrazliwa na zaktocenia sygnatu. W przypadku tej samej zaszumionej trajektorii mozliwe jest
wyznaczenie fragmentow, w ktorych wyraznie zauwazalna jest zmiana kierunku wykonywania ruchu. W
kolejnych iteracjach procesu filtracji wyznaczenie tych fragmentéw bedzie realizowane z jeszcze wigksza
doktadnoscia ze wzgledu na zmniejszajacy si¢ poziom zaktocen. Z tego powodu warto rozwazyc
adaptacyjny sposob wprowadzania sktadnika anizotropowego do procesu, ktory bedzie zwigkszat udziat tego
typu dyfuzji wraz ze zmniejszajaca si¢ zawartoscia zakldcen na obrazie. Podejscie takie bytoby podobne do
adaptacyjnego sposoby wyznaczania wspolczynnika K dla procesu filtracji obrazéw (rozdziat 2.5.1) oraz
zmiennego wspotczynnika sprzg¢zenia wielokanatowego procesu dyfuzji (rozdziat 3.3.2).

Trzypunktowa metoda wyznaczania oszacowania krzywizny jest jednym ze sposobow regularyzacji
procesu filtracji. Warunki narzucone na parametry procesu (rozdziat 5.4.3) zapewniaja, ze otrzymany wynik
nie bedzie naruszat statycznych ograniczen zwigzanych z wlasno$ciami przestrzeni kwaterniondw.
Modyfikacja sposobu wyznaczania oszacowania krzywizny jest odpowiednikiem regularyzacji procesu
filtracji obrazow (rozdziat 2.5.3) i pozwala na zmniejszenie wptywu zaklocen na uzyskanie poprawnego,
odfiltrowanego rezultatu. Bez wprowadzenia tego typu podejscia istniatoby wigksze prawdopodobienstwo
otrzymania wyniku nieprawidtowego, w przypadku ktérego proces szybko osiaga minimum lokalne (w
odniesieniu do minimalizacji energii), lecz pozostaje cze¢s¢ zakldcen, ktore nie moga zosta¢ usunicte.

Nalezy pamigta¢, ze przedstawiona interpretacja geometryczna zostata zobrazowana potozeniami
odpowiednikéw wektorow w przestrzeni trojwymiarowej (przy uwzglednieniu dwoéch stopni swobody).
Zaproponowany wlasciwy proces filtracji jest przeprowadzany bezposrednio w przestrzeni kwaternionow.
Dzigki temu uwzgledniane sa wszystkie stopnie swobody zwiazane z orientacja lokalnego uktadu
wspotrzednych (obroty we wszystkich dostgpnych osiach). Wiasnos¢ ta wynika bezposrednio z wlasciwosci

operacji uzytych do dyskretyzacji rownania opisujacego procesu dyfuzji.

5.6 Wiasnosci filtracji dla trajektorii w S° opartych na réwnaniu
rozniczkowym dyfuzji

Zaproponowane algorytmy filtracji trajektorii orientacji uktadu zostana przeanalizowane ze wzgledu
na podstawowe wlasnosci, jakie charakteryzuja sposob dziatania filtrow cyfrowych. W kilku przypadkach
prezentowanych wlasnos$ci nie jest mozliwe ich wykazanie przy uzyciu standardowej interpretacji filtrow
opartych na sygnalach rzeczywistych. Zostanie zaproponowana interpretacja wlasnosci oparta na

geometrycznym opisie przestrzeni kwaternionowej 1 parametryzacji przestrzeni orientacji uktadu. Dowody
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wybranych wlasnosci oparte sa czgsciowo na schemacie prezentowanym w pracy [66], w ktorej jednak
rozwazane sa innego rodzaju przeksztatcenia (patrz rozdziat 5.1).
W niniejszym rozdziale wprowadzone zostaja nast¢pujace oznaczenia, aby mozliwe bylo czytelne i

spojne sformutowanie wtasnosci i dowodow.

e [ - przeksztalcenie (filtracja) typu LinQuat

F,(q,)=q, (q,flqi_l (a7 q. )I/ZT = g, explcloglg'g,., exp(0.510g(¢q.,,)) (5-90)

e [, - przeksztalcenie (filtracja) typu NonLinQuat

e (~1~ Y2 e~ ~ 1~
FN(qi) =q,; (qi qu(quqN) ) =4, exp(c log(% qu exp(O.S log(quqN )))) (5-91)
e [, - przeksztalcenie (filtracja) typu AnisoQuat

Flg,)=4, eXp(ﬂAg(ﬂlog(qZ ')~ loglg g, }\)log(q,-‘ ', exp(0.510g(7,'7, ) (5-92)

Oznaczenia pomocnicze:
G» = ¢, exp(C, loglg; ', ) = 4, GXP(/Ig(]P loglg; lqi_l}\)log(qf '4.)) (5-93)

Jiog(q;"g,.,)) (5 94)

Przydatna wtasnos$cia do przeprowadzenia dowodow jest pokazanie, ze przeksztatcenie F; jest

Gy =g, exp(e, loglg g, )= 4, eXp(ig(]P log(g; lqm}

szczegblnym przypadkiem przeksztalcenia Fy. Otrzymuje si¢ to przez przyjgeie statej wartosci

wspotczynnikow ¢ w rownaniach (5 — 93), (5 — 94):

=124, =9q, (5-95)
cy=1=4qy =9, (5 - 96)

Analogicznie mozna pokazaé, ze przeksztatcenie Fly jest szczegolnym przypadkiem przeksztatcenia
F, przy zalozeniu, ze anizotropowy wspotczynnik dyfuzji ¢, =1.

Dzigki takim przeksztalceniom wystarczy przeprowadzi¢ dowod wlasnosci dla przypadku
przeksztatcenia F, , aby taka sama wlasnos¢ dotyczyla przeksztatcen F oraz Fy. Jednocze$nie wystarczy
pokazaé, ze przeksztalcenie F; nie spelnia wlasnosci, z czego wynika, ze rdéwniez przeksztatcenia Fyy oraz Fy

jej nie spetniaja.
5.6.1 Liniowosc¢ przeksztalcenia

Do okreslenia liniowosci zaproponowanych przeksztatcen wykorzystuje si¢ nastgpujaca definicjg:

Definicja 5.1 — liniowos$¢ przeksztalcenia

Przeksztalcenie F jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego «, S € R, p,,1; € R" zachodzi:

Flap, + pr,)=aF (p,)+ BF(r;) (5-97)
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Zostanie sformutowana nastgpujaca wlasno$¢ zaproponowanych przez autora rozprawy algorytmow

filtracji trajektorii w przestrzeni orientacji.

Wiasnosé 5.2
Algorytmy filtracji trajektorii LinQuat, NonLinQuat, AnisoQuat realizowane na hipersferze jednostkowej S°

nie sa liniowe w rozumienia definicji 5.1.

Dowéd
Schematy filtracji nieliniowej oraz anizotropowej sa skonstruowane na podstawie schematu filtracji liniowe;.

Aby udowodni¢ wiasnos¢ 5.2 wystarczy pokazacé, ze przeksztatcenie F nie jest liniowe.

Niech a,,b, € H beda elementami trajektorii orientacji uktadu opisane w przestrzeni kwaternionow.

Otrzymuje si¢ nastgpujace sktadowe twierdzenia 5.1:

l78 (ai) =aa, exp(c log(al.’ ‘a, | exp(O.S log(a:laM )))) (5-998)
B, (Bb,)= b, explclog(b b, , expl0.510g(b; 16, ) (5-99)
F, (aa; + fb,) 5.

= (aai + pb, )eXp(c IOg((aai + b, )_1 (aam + fb., )eXp(O-S log((aai—l + b, )_1 (aam + b, ))))] 100)

Twierdzenie musi zachodzi¢ dla wszystkich dopuszczalnych parametréw c. Bez zmniejszenia ogoélnosci

mozna przyjac, ze twierdzenie musi zachodzi¢ dla ¢ =1. Upraszcza to rdbwnania do postaci:

F,(aa,)= aa, , exp(0.510g(a;a,., ) (5 101)
F,(Bb,)= pb, , expl0.5log(b'b..,)) (5-102)
F,(aa, + pb,)=(a, , + pb, , Jexpl0.510g((ca, , + b, Y (ca,, + b))
= aa, , expl0.5log((aa, , + pb,.,) (., + b, )) (5 103)
+ fib, expl0.510g((ea, , + b, ) e,y + p,.)))
oF, (a,)+ BF, (b,) = aa, , expl0.5log(a; ., ))+ Bb, , exp(0.510g(b b, )) (5 104)

Poréwnujac wyrazenia wedtug wyrazow stojacych przy sktadowych aa, , oraz fb, , rownan (5 —103), (5 —

104) otrzymuje sig¢ nastgpujace zaleznosci:

oa,, exp(O.S log(al.__llal.+1 ))= aa, | exp(O.S log((ocal._1 + b, )71(05al.+1 + b, )» (5-105)
P, , exp(0.510g(b; .., ))= b, , expl0.5logl(cxa, , + b, ,) (., + fb,.,))) (5 106)
Wyrazenia beda sobie rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sktadowe funkcji eksponencjalne beda sobie réwne:
al\a,, = (aai—l +pb,, )_1 (aam + :Bbm) (5-107)
b b, = (aai—l +fb., )71(aai+1 + ﬂbm) (5—108)
Prowadzi to do nastgpujacego warunku:

az:llaHl = bi:llbi+1 ° (5 N 109)
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co jest spetnione tylko w szczegdlnym przypadku. Dla dowolnie wybranych trajektorii a;, b; zaleznos¢ (5 —
109) nie jest prawdziwa. Stad przeksztalcenia F;, Fy, F4 nie sa przeksztatceniami liniowymi.
O

Nieliniowos$¢ zaproponowanych algorytmow wynika bezposrednio z realizacji filtracji w przestrzeni
kwaternionéw jednostkowych — otrzymywany wynik przeksztalcenia zawsze nalezy do hipersfery
jednostkowej. Dzigki temu zachowana jest stata warto$¢ predkosci katowej przy wyznaczaniu wyniku przez
interpolacje pomigdzy potozeniami. Gdyby jednak zatozy¢, ze wynik filtracji nie musi leze¢ na hipersferze
jednostkowej (co powoduje, ze predkosé katowa nie jest zachowana), a przeksztalcenie realizowane jest
przez interpolacje liniowa, to algorytm LinQuat bylby przeksztalceniem liniowym. Algorytmy NonLinQuat
oraz AnisoQuat sa nieliniowe niezaleznie od przyjetego ograniczenia na podprzestrzen dopuszczalna
wyniku.

Algorytm LinQuat jest nieliniowy w rozumienia definicji 5.1. Jednakze ze wzgledu na statq wartos¢
uzytego w nim wspotczynnika dyfuzji, jest on czasami nazywany algorytmem liniowym. Ponadto jego
konstrukcja oparta jest na uogolnieniu dyskretyzacji liniowego roéwnania rézniczkowego. Pamigta¢ jednak
nalezy, ze przyjgte ograniczenie narzucajace operacje na sferze jednostkowej sprawia, ze algorytm ten nie

moze by¢ rozpatrywany pod zadnym katem, jako liniowy.

5.6.2 Stacjonarnosc¢ przeksztalcenia (ang. time-invariance)

Niech operator przesunigcia czasowego bedzie zdefiniowany jako:

§*(p;)=pi (5-110)

Definicja 5.2 — stacjonarnos¢ przeksztalcenia

Przeksztalcenie F jest stacjonarne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dyskretnego sygnatu p, zachodzi:
S (F(p,)=F(s*(p,) (G-111)

Zostanie udowodniona nastgpujaca wlasnos$¢ dotyczaca proponowanej rodziny filtrow.

Wilasnos¢ 5.3

Algorytmy filtracji trajektorii LinQuat, NonLinQuat, AnisoQuat realizowane przez przeksztatcenia £, F),,

F, sa stacjonarne.

Dowdéd
Proponowana wlasno$¢ bedzie przeprowadzona na podstawie przeksztalcenia [, . Spelnienie jej dla tego

przeksztatcenia oznacza, ze jest ona spetniona dla pozostalych proponowanych algorytméw. Na podstawie

rownania (5 — 92) otrzymuje sig:
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s* (FA (ql‘ )) =§* [% exp(ﬁ’Ag(Hlog(q;qul )_ log(ql:llqi 1‘)1055(‘];1‘73(13) exp(O.S 10g(4~§(1p>675(m ))))]

(5-112)
=4 exp(/lAg(ﬂlog(qz'_—le(m)—k )_ log(q(;l—l)—kqi—k 1‘)10g(q{fkasm exp(O.S log(aS_(IP)aS(N) ))))
Oznaczenia pomocnicze roéwniez sa przeksztatcone do postaci:
aS(P) =4 exp(Ep log(qi_—lkq(i—l)—k )): q; exp(g(”2 log(qi_—lkq(i—l)—k 1‘)10g(qi_—1kq(i—l)—k )) (5-113)
%(N) =4 exp(EN log(‘]i_—le(i+l)—k )): q; exp(g(”Z log(qi_—lkq(iﬂ)—k 1‘)102‘%(4:1(%”1)—1{ )) (5-114)

Po przegrupowaniu indeksoéw otrzymuje si¢

S*(F.(4,))
= 4wy eXp(lAg Q‘log(q:—k)q(i—km )_ IOg(q(;l—quu—k) l‘)log(q(_il—k)aS(P) eXP(0-5 log(as_(lpﬁsw) )))) (5-115)
= FA(ql?k): FA(Sk(q[))
m
Poniewaz algorytmy LinQuat oraz NonLinQuat sa szczegdlnym przypadkiem bardziej ogoélnego
algorytmu AnisoQuat pokazano w ten sposob, ze wlasnos¢ filtracja jest spelniona dla wszystkich

proponowanych algorytméow.

5.6.3 Niezmienniczos¢ wzgledem transformacji (ang. coordinate-invariance)
Niezmienniczo$¢ wzgledem transformacji wspotrzednych (ang. coordinate-invariance) oznacza, ze

przeksztalcenie ma takie same wlasnosci w calej dopuszczalnej rozwazanej przestrzeni. W zwiazku z tym

wykonanie dodatkowej rotacji opisanej przez kwaterniony o stalej warto$ci da taki sam efekt gdy zostanie

wykonane dla trajektorii oryginalnej, jak i dla trajektorii przeksztatconej. Okresla to nastgpujaca definicja.

Definicja

Kwaternionowe przeksztatcenie F jest niezmiennicze wzgledem transformacji wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnych kwaternionéw a,b € S* zachodzi aF (qi )b =F (aql.b).

Wilasnos¢ 5.4

Algorytmy filtracji trajektorii LinQuat, NonLinQuat, AnisoQuat realizowane przez przeksztatcenia £, F),,

F', saniezmiennicze wzglgdem transformacji.

Dowéd
Zostanie zaprezentowany dowod zaadaptowany na podstawie dowodu przedstawionego w pracy [66]
dotyczacego schematu filtracji opisanej w rozdziale 5.1.1. Autorzy cytowanej pracy udowadniaja

nastepujaca wiasnos¢ potrzebna w dalszej cze$ci dowodu:
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exp(a"va): (cos W, sin|hv|| a‘lvaJ = (cos v ,0)+ (0, Si|l|l ||||V” a‘lva]
v v

. . ) (5-116)
=a” (cos v ,O)a + a‘l[O, s1n||||v|| vJa‘l = a‘l(cos v, sm||||v|| vja =a" exp(v)a
\% \%

gdzie ve R, a € S”. Analogicznie mozna pokazaé, ze:
log(a‘lqa)= a'log(q)a, (5-117)
dla g € S° . Oba wyprowadzenia opieraja si¢ na zaleznosci:
M =[p"v4, (5-118)
Rozwazajac przeksztatcenie F',, jako najbardziej ogélne, otrzymuje sig:
F (ag,b)=agbexp(e, log((agb)" g, expl0.510g(3:'q, ). (5 119)
gdzie
qp=aqb exp(EP log((aqib)_1 aqi_lb)) (5-120)
gy =aqb eXp(EN log((aqz'b)il aqi+lb)) (5-121)

Wspolczynniki dyfuzji nie zmieniaja swojej warto$ci, co mozna pokazac¢ przy uzyciu wlasnosci (5 — 116)(5 —
118):

¢p = g(”2 log{(ag,)” aqpb]\)= gQP log(b'q; la’laqpbl\)= gQPb‘l loglg;'g, )bH)

= ¢(2108le;a,)) oo
Cy = g(”2 log((aqib)*1 anb]‘)= g(”2 log(qi_qu 1‘) (5-123)
2, = 4,8llog(ag.6)" ag, )~ 10g{(aq, ,b) ' agb)))= 2,&{logls;" 4.~ toglar"q.)) (5 124)
Przeksztatcajac réwnania (5 — 120), (5 — 121) otrzymuje si¢ odpowiednio:
g, =aqb exp(EP log(b’lqi’ 1a’laqi_lb)): aq.b exp(EPb’l log(qi’ 'q., )b)
=aq,bb™ exp(EP log(q(i‘lch1 ))b =aq,b G-12)
gy =aqb exp(EN log(b_lqi_ 1a‘laqmb)): aq.b exp(ENb_1 log(ql.’ 'q.. )b)
=aq,bb™ exp(’EN log(q[ 'q.. ))b =aqb G-120
Podstawiajac zaleznosci do réwnania (5 — 119) otrzymuje sig:
F, (aqib) =aqb exp(E p log(b"lq[ 'a”'ag b eXp(O.S log((aa Pb)f1 aq Nb))))
=aq,b exp(EA log(bflqlfl(ipb exp(lf1 0.5 log((ﬁl(?N )b)))
=aqb exp(b"IEA log(ql._lqpbb"1 exp(O.S log((?;l(?,v )))b) G127
= ag, explC, loglg;"7, explb™0.510g(7;', )b = aF, (g, )b
O
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Whiosek
Jezeli wspolczynniki dyfuzji (¢,,Cp,Cy ) sa ustalone, to przeksztatcenie F, redukuje si¢ odpowiednio do

przeksztatcen Fy lub F;. Stato§¢ wspdlczynnikow dyfuzji nie zmienia wlasnosci przeksztalcenia (5 — 127).
Stad na podstawie powyzszego dowodu otrzymuje sig, ze przeksztalcenia Fy oraz F; sa niezmiennicze

wzgledem transformacji.

W wielu przypadkach dla algorytmoéw filtracji obrazow pokazywane jest, ze posiadaja one wlasnosc¢
niezmienniczo$ci wzgledem translacji. Nalezy zauwazy¢, ze przedstawiona wlasno$¢ niezmienniczosci
wzgledem transformacji jest pojgciem szerszym, gdyz uwzglednia rowniez rotacje wykonywane w
przestrzeni kwaternionéw. Zmiana wspotrzednych trajektorii, zar6wno globalnych, jak i lokalnych jest
dokonywana przez iloczyn z kwaternionem przeksztalcajacym. Taka transformacj¢ nie nalezy myli¢ ze
skalowaniem wykonywanym dla wielkos$ci skalarnych. Transformacja przez iloczyn kwaternionéw realizuje
zmiang wspotrzednych przez rotacj¢ orientacji uktadu. Nie mozna natomiast zdefiniowa¢ odpowiednika

wilasno$ci niezmienniczo$ci skalowania.

5.6.4 Ograniczenie przestrzennego rozrzutu
W przypadku filtracji obrazow jest formulowana nastgpujaca zasada maksimum (ang. maximum

principle) ([79], [107]):

(), <1 <(1,) (5-128)

i
gdzie warto$ci ekstremalne z otoczenia piksela (7, j) sa zdefiniowane jako (szczegdétowy opis oznaczen

dyskretyzacji procesu zawarty jest w rozdziale 2.5.2):

(Im);,j:min{(I’IN’IS’IE’IW)i,j} (5-129)

(1, ), =max{1.1,.1,.1,.1, )| (5-130)

W praktyce wtasno$¢ ta oznacza, ze proces filtracji nie wprowadzi zadnych nowych wartosci, ktore
bylyby odpowiednio wigksze lub mniejsze od juz istniejacych ekstremow. Spehienie tego warunku jest
szczegdlnie istotne przy analizie przestrzeni skal generowanych przez proces filtracji. Wystapienie
ekstremum funkcji dla danej chwili czasowej filtracji ¢ oznacza, ze we wczesniejszych chwilach istniato
ekstremum o niemniejszej warto§ci. Dzigki temu mozliwe jest przeprowadzenie $ledzenia zmienno$ci
potozenia ekstremum na catym obszarze dla kolejnych skal generowanych przez przeksztatcenie. Ponadto
zachowanie zasady maksimum ma podstawowe znaczenie w przypadku okreslenia stabilnosci algorytmu —
jezeli algorytm jest stabilny, to nie zostana wygenerowane warto$ci wigksze od maksymalnej wartosci
wystepujacej w zbiorze poczatkowym.

W przypadku rozwazania trajektorii w przestrzeni rotacji pozyteczne jest rozpatrzenie podobnej
pojeciowo, jednakze inaczej zdefiniowanej wilasno$ci. Interesujaca wilasno$cia moze by¢ ograniczenie

przestrzennego rozrzutu przeksztatcenia w sensie odleglo§ciowym zdefiniowane w nastgpujacy sposob.
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Definicja
Dany jest zbior elementow ¢, bedacych punktami trajektorii g . Niech y reprezentuje powloke wypukia

wyznaczong przed przeksztatceniem w dziedzinie kwaterniondw jednostkowych (w ogoélnosci moze to by¢
dowolne skonczone otoczenie, np. stozkowe, na sferze jednostkowej zawierajace wszystkie punkty

trajektorii). Przeksztatcenie F dziatajace na elementach trajektorii ¢ bedzie posiadato wlasnos¢ ograniczenia

przestrzennego rozrzutu, jezeli spetniony jest warunek

Vq,.Fg,)e x (5-131)

Warunek (5 — 131) oznacza, Ze przetworzony element trajektorii g, nie moze si¢ oddali¢ od catego

zgrupowania wszystkich elementow. Gdyby taka sytuacja zaszla, to bylaby mozliwo$¢, ze kolejne
przeksztatcenia spowoduja, ze elementy staja coraz bardziej oddalone od siebie. Oznacza to, Zze proces nie
dazy do stanu ustalonego, przez co trajektoria jest coraz bardziej rozrzucona. Na podstawie tej definicji

proponuje si¢ udowodni¢ nastgpujaca wlasnosc:

Wiasnosé 5.5
Przeksztalcenia realizowane przez algorytmy LinQuat, NonLinQuat, AnisoQuat posiadaja witasnosé

ograniczonego przestrzennego rozrzutu.

Dowadd

Rozwazane bedzie przeksztatcenie Fy, poniewaz jest ono najbardziej uniwersalne z zaproponowanej rodziny

algorytmow filtracji. W pojedynczym przeksztalceniu uwzgledniany jest kwaternion ¢;, ktérego nowe
polozenie wyznaczone zostaje na podstawie elementdw sasiednich w trajektorii: ¢, ,, ¢,,,. Nalezy
rozpatrzy¢ nastgpujace przypadki polozenia kwaternionéw z podzbioru Q: {9,.1,9:-9,,,} wzgledem
powtloki wypuktej y :

e clementy g, |, g,,, zawieraja si¢ we wngtrzu y ,

e clementy g, ,, q,,, naleza do brzegu y,

e jeden z kwaterniondw ¢, ,, ¢,,, nalezy do brzegu y , a drugi zwarty jest we wnetrzu ¥ .
Przeksztalcenie F4 opisane jest nastgpujacym wyrazeniem:
F,(q)=q, eXp(lAg(ﬂlog(q,-‘ ') log(qf_llqi}\)log(qf ', expl0.5108(@,'7, ). (5-132)
przy oznaczeniach pomocniczych zdefiniowanych w wyrazeniach (5 — 93), (5 — 94).
Zakres zmienno$ci wyrazenia realizujacego anizotropowy wspolczynnik dyfuzji ¢, jest ograniczony ze
wzgledu na wartosci funkcji g do przedziatu [O,l]. Poniewaz krok filtracji realizowany jest przez sferyczno-

liniowa interpolacje, to odlegtos¢ zdefiniowana zalezno$cia (5 — 132) zmienia si¢ liniowo wzdhuz linii
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geodezyjnej wyznaczonej przez kwaterniony poczatkowy ¢, 1 koncowy. Stad wystarczy sprawdzi¢
przypadki krancowe (generujace odpowiednio odlegtosci d,, d,):

Cho = /hg(ﬂlog(q{ ', )-loglg. g, ]\)= 0 (5-133)
Cp = Ag(ﬂlog(q{ lqi+l)—10g(q,-‘_11q,-}\)=1 (5-134)
Dla ¢, =0 wyrazenie znacznie si¢ upraszcza do postaci:

F,(4,)= ¢, explc, loglg;"7, exp(0.510g(g;'7y ) = 4, (5-135)
Oznacza to, ze nie wystapita transformacja elementu g, . Dla ¢, =1 otrzymuje sig:

F,(4,)= g, explc,, loglg;", expl0.510g(;'G, )= G expl0.510g(g: G, ) (5-136)
Polozenia opisane przez kwaterniony ¢,, ¢, sa otrzymywane przez liniowa interpolacj¢ opisana
rownaniami (5 —93), (5—94). Wspolczynniki interpolacji ¢,, ¢, sa ograniczone do zakresu [0,1].

Przyjmujac wartosci wspotczynnikow réwne 0 otrzymuje si¢ przypadek poprzedni opisany rownaniem

(5 — 135). Przyjmujac warto$ci wspotczynnikow ¢, = ¢, =1 otrzymuje sig:

F,(¢,)=q.,expl0.510glgq;,, ) =137

poniewaz

G =, exp(c, loglg,'g,.,) (5-138)

G, =4,exp(¢, loglg;'q...) (5-139)
W wyniku przeksztalcenia otrzymuje si¢ wigc Srednie polozenie elementéw ¢, ,, ¢,,,. Na tej

podstawie widoczne jest, ze dla przypadku granicznego rezultat przeksztalcenia nie zalezy od potozenia
kwaternionu ¢;. W odniesieniu do wcze$niej wyszczegolnionych przypadkéw na podstawie wiasnosci
otoczki wypuklej otrzymuje sig:

e Jezeli elementy g, | oraz ¢q,,, zawarte sa we wngtrzu powloki wypuktej y, to takze kazde
polozenie uzyskiwane, jako interpolacja pomigdzy nimi zawarta jest we wngtrzu ). W
szczegoblnosci graniczna interpolacja opisana wyrazeniem (5 — 137) nalezy do wngtrza y .

e Jezeli elementy g, , oraz ¢,,, naleza do brzegu y, to takze kazde potozenie uzyskiwane, jako
interpolacja pomigdzy nimi zawarta jest we wnetrzu ¥ lub nalezy do brzegu y . W granicznym
przypadku potozenie otrzymane po przeksztatceniu nalezy do jednej z tych dwoch dziedzin.

o Jezeli jeden z elementéw ¢, | lub g,, nalezy do brzegu y, a drugi zawarty jest w y otrzymuje
si¢ przypadek taczacy wilasnosci dwoch poprzednich. Ostatecznie jednak interpolacja opisana
wyrazeniem (5 — 137) nalezy do wngtrza y .

Oznacza to, ze rezultat przeksztalcenia Fy musi by¢ zawarty we wngtrzu lub naleze¢ do brzegu

powloki wypuklej wyznaczonej przed przeksztatceniem. Ze wzgledu na ograniczony zakres dopuszczalnych
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warto$ci wspotezynnikow szybkosci dyfuzji c¢,, ¢,, ¢, nie ma mozliwosci, aby potozenie kwaternionu

wynikowego nie nalezato do tego podobszaru w przestrzeni.

o
Poniewaz przeksztalcenia £, F), sa szczegélnym przypadkiem przeksztalcenia F,, to wlasnos¢

ograniczenia przestrzennego rozrzutu jest dla nich rowniez zachowana. W dowodzie pokazano, ze mozna
przyja¢ dla zaleznosci (5—132) state, ekstremalne wartosci wspotczynnikow dyfuzji procesu, co

odpowiednio prowadzi do procesu nieliniowego lub liniowego.

W dowodzie przyjgto zatozenie, ze A =A,=1, co nie zmniejsza ogdlnosci dowodu. Jednakze
bardzo istotne jest, aby zar6wno ten parametr, jak i wspotczynniki szybkosci dyfuzji c¢,, ¢,, ¢, nie

przekraczaty wartosci 1. Jezeli warunek ten nie jest zachowany, to powyzszy dowod nie obowiazuje, a
przeksztalcenie nie posiada wlasnosci ograniczenia przestrzennego rozrzutu. W rezultacie filtracja
przeprowadzana jest niestabilnie, co prowadzi do wprowadzenia niekontrolowanego znieksztalcenia.
Przypadek taki zostanie zaprezentowany w praktyce w rozdziale 6.2.1.

Nalezy zauwazy¢, ze w odroznieniu od analogicznej zasady sformulowanej dla obrazow, w tym
przypadku nie wystgpuje kryterium minimum. Porownywane jest jedynie kryterium maksimum ze wzgledu
na przyjecie warunku opartego na zachowaniu wlasnoséci geometrycznych grupy kwaterniondw tworzacych

trajektorig.

5.7 Podsumowanie propozycji filtréw przetwarzajacych trajektorie w
przestrzeni S*

W rozdziale 5 przedstawiono metody realizujace filtracj¢ trajektorii orientacji uktadéw. Tematyka
przetwarzania danych opisujacych orientacje (oraz rotacje) nie jest jeszcze dobrze zbadana w poréwnaniu do
przetwarzania wartosci skalarnych. Gléwny nacisk potozony zostal na metody uwzgledniajace trajektorie
opisane w przestrzeni kwaternionéw. Mozna wyrdzni¢ kilka podstawowych propozycji, ktore zostaty
wcezesniej sformutowane w ramach metod filtracji trajektorii orientacji. Metody oparte na liniowym
przetwarzaniu szeregu czasowego opieraja si¢ na rzutowaniu przestrzeni kwaternionow do ptaskiej
przestrzeni stycznej, w ktorej wykonywana jest filtracja przy uzyciu standardowych metod przetwarzania
[28], [66]. Praktyczna realizacja filtracji w tej grupie metod jest wiec wykonywana w przestrzeni stycznej R’
do hipersfery jednostkowej. W innych propozycjach realizowany jest schemat optymalizacyjny przy
okreslonym kryterium energetycznego dla trajektorii kwaternionow. Przyktady tego typu realizacji filtracji
mozna znalezé w pracach [55], [63], [101]. Rozne metody optymalizacji sa stosowane do lokalnej
minimalizacji energii. Metoda hybrydowa, ktora we wstepnej fazie uzywa algorytmu genetycznego
przedstawiona jest w pracy [43].

W przedstawionym rozdziale zostalo zaproponowane nowe podejscie do realizacji filtracji trajektorii
orientacji uktadu reprezentowanych przez kwaterniony jednostkowe. Otrzymane rezultaty mozna

podsumowa¢ w nastepujacych punktach:
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e zaproponowano algorytm filtracji trajektorii kwaterniondw oparty na realizacji liniowego
rownania dyfuzji (algorytm LinQuat) — algorytm jest nazywany liniowym ze wzgledu na uzyty
staly wspotczynnik dyfuzji; w ogoélnosci nie jest to przeksztatcenie liniowe,

e zaproponowany rozne rodzaje warunkow brzegowych, jakie moga by¢ uwzglednione przy
realizacji filtracji przez poszukiwanie rozwiazania zagadnienia poczatkowego dyfuz;ji,

e pokazano powigzanie pomigdzy wczesniej cytowanymi metodami, a algorytmem LinQuat
zrealizowanym na podstawie rownan rézniczkowych czastkowych,

e wyprowadzenie algorytmu na podstawie réwnan rézniczkowych pozwolito na zaproponowanie
uogoélnienia nieliniowego procesu dyfuzji (modelu Perona-Malik [78], [79] stosowanego w
filtracji obrazow) do algorytmu filtracji trajektorii kwaternionowych (algorytm NonLinQuat),

e nieliniowy algorytm dla kwaternionow zostal rozwinigty do postaci anizotropowej, w ktorej
dyfuzja zalezy nie tylko od polozenia w danej chwili czasowej, ale takze od lokalnej krzywizny
trajektorii — dzigki zaproponowanemu podejsciu AnisoQuat mozliwa jest filtracja zakldcen
wystepujacych w trajektorii przy jednoczesnym zachowaniu ksztaltu i charakteru przetwarzanej
trajektorii,

e zaprezentowano geometryczna interpretacj¢ algorytmow pokazujaca w sposob obrazowy
poszczegodlne kroki filtracji,

e przeprowadzono analiz¢ wraz z dowodami podstawowych wlasnosci zaproponowanych
algorytmoéw pod wzgledem liniowo$ci, stacjonarno$ci, niezmienniczo$ci wzgledem transformacji
oraz przestrzennej zbieznosci.

Realizacja algorytméw na podstawie rozwigzywania réwnan rézniczkowych mozliwa byta dzigki
wnikliwej analizie podobnych metod stosowanych do filtracji obrazow (rozdziat 2). Nie jest jednak mozliwe
bezposrednie zastosowanie metod uzywanych w przestrzeniach R" do przestrzeni kwaternionow
jednostkowych ze wzgledu na nieliniowy charakter dziedziny S°. Proponowane metody pozwalaja
uwzgledni¢ ograniczenia przestrzeni kwaterniondw jednoczesnie zachowujac podobne wiasnosci procesu
dyfuz;ji.

Rezultaty osiagnigte w tym rozdziale mozna rozpatrywac jako powiazanie i uogdlnienie dwoch (do
tej pory niezaleznych) nurtow zwiazanych z filtracja danych. Z jednej strony jest to uogdlnienie (ale tez
dalsze rozwinigcie) metod filtracji opartych na réwnaniach rézniczkowych o pochodnych czastkowych
uzywanych do obrazéw dwuwymiarowych [78]. Z drugiej strony najprostszy z zaproponowanych
algorytméw LinQuat jest w granicy realizacja optymalizacji przy okreslonym kryterium energetycznym dla
trajektorii ([55], [63]). Jednoczesnie podstawowa konstrukcja algorytmu jest podobna do metod opartych na
liniowym przetwarzaniu szeregu czasowego ([28], [66]). Jednak dzigki wyprowadzeniu schematu algorytmu
opartego na podstawie rownan rozniczkowych uzyskuje si¢ wigksza uniwersalno$¢ metody, co pozwala na
dalsze jej uogolnienie do postaci nieliniowej i anizotropowej. Eksperymenty numeryczne poréwnujace

dziatanie algorytmow zostang przedstawione w rozdziale 6.
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Rozdziat 6
Wyniki badan eksperymentalnych

W rozdziale 5 przedstawiono propozycje metod filtracji trajektorii w przestrzeniach rotacji
parametryzowanych przez kwaterniony. Zaprezentowane metody byly punktem wyjscia do konstrukcji
algorytméw. Praktyczna realizacja algorytmow pozwolita na uzyskanie eksperymentalnego potwierdzenia
wczesniej przedstawionych wiasno$ci metody filtracji. W kolejnych punktach rozdzialu zostanie
przedstawiona metoda badawcza, trajektorie testowe (proste i zlozone) oraz wyniki przeprowadzonych
eksperymentow. Otrzymane rezultaty pozwola przedstawic¢ zalety proponowanej anizotropowej nieliniowe;j
filtracji trajektorii w poréwnaniu do algorytméw filtracji liniowej prezentowanych w cytowanych pracach

[55], [63], [66].

6.1 Stosowana procedura badawcza

W ramach eksperymentow praktycznych porownywana bedzie skutecznos¢ algorytmow
implementujacych trzy metody filtracji. W dalszej czesci pracy beda stosowane nastgpujace oznaczenia w
prezentacji wynikow:

e LQ - algorytm LinQuat (rozdziat 5.2)

e NLQ —algorytm NonLinQuat (rozdziat 5.3)

o AQ - algorytm AnisoQuat (rozdziat 5.4)

W rozdziale 5.2.4 pokazano, ze algorytm LinQuat jest zbiezny z algorytmami filtracji
wykorzystujacymi liniowe filtry stacjonarne LTI [66]. Wyniki eksperymentéw dla tego algorytmu sa wigc
zbiezne z wynikami, ktore otrzymuje si¢ za pomoca cytowanych metod. Dzigki temu te same badania
pozwola na analiz¢ porownawcza wynikow pomigdzy nowa metoda filtracji anizotropowej i podejsciem
zastosowanych w cytowanych pracach.

Ogolna procedura badawcza stosowana w prezentowanej pracy jest analogiczna do procedur
stosowanych przy badaniu wlasnosci sygnatow cyfrowych (w szczegélnosci przy badaniu obrazéw, jak to
zostato zaprezentowane w rozdziale 3). Eksperymenty beda si¢ sktada¢ z nastepujacych krokow:

e  Wybdr sekwencji testowej (syntetycznej — rozdziat 7.2, ztozonej — rozdziat 7.3, 7.4).

e Wprowadzenie sygnalu zakldcajacego o znanym charakterze.
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e Filtracja przy uzyciu prezentowanych metod filtracji trajektorii realizowana dla okreslonej liczby

iteracji.

e Wyznaczenie miary jakosci filtracji w odniesieniu do sekwencji oryginalnej dla kazdej

przeprowadzonej iteracji.

e Wizualizacja graficzna rezultatow posrednich i koncowych.

e Ewentualna powtoérka catej procedury dla zmienionych parametrow uzytych w metodzie lub

parametrow $§rodowiska eksperymentu (zmiana poziomu zaszumienia, zmiana sekwencji
testowej, zmiana warunkow uwzgledniania dodatkowych informacji, itp.) .

Poniewaz w eksperymentach wprowadza sig¢ losowy czynnik zaktocajacy, cala procedura zostanie
powtorzona okreslona liczbg razy, a otrzymane wyniki okreslajace jakos¢ filtracji beda usrednione, aby
zostal zmniejszony btad wyznaczania wspotczynnika jakosci filtracji. W praktyce wyznaczenie wartosci dla
pojedynczej iteracji przy okreslonych parametrach wykonywano od 3 do 19 razy. Mniejsza liczbg powtorzen
stosowano dla dtugich sekwencji, ktore wymagaty bardzo dlugiego czasu obliczen. Nie zmnigjsza to jednak
ogo6lnosci otrzymanych obliczen, gdyz w trakcie przeprowadzania eksperymentéw zauwazono, ze juz po 3
losowych powtorzeniach sekwencji testowej, otrzymywano wyniki z doktadnos$cia nie gorsza niz 95 % (w
porownaniu do wynikdéw otrzymanych dla 19 powtdrzen). Wyniki numeryczne reprezentuja dane usrednione
z serii eksperymentow przeprowadzanych w takich samych warunkach. Oznacza to, ze do trajektorii za
kazdym razem byt dodawany sygnatl zaklocajacy o wartosciach losowych, lecz zawsze takich samych dla
danej trajektorii i konkretnego powtorzenia filtracji.

Prezentacja wynikow w postaci graficznej wizualizacji trajektorii dotyczy¢ natomiast bedzie

pojedynczego, losowo wybranego rezultatu przeprowadzone;j filtracji.

6.1.1 Zastosowane trajektorie testowe

Nalezy podkresli¢, ze w przeciwienstwie do dziedziny filtracji obrazéw dwuwymiarowych, nie
istnieja ogolnie przyjete wzorce sekwencji testowych uzywanych do badania algorytmow filtracji w
przestrzeni trajektorii. Jednym z powoddéw takiej sytuacji jest to, ze pierwsze tego typu algorytmy powstaty
stosunkowo niedawno, a liczba publikacji rozwazajacych problem filtracji w przestrzeni rotacji jest nadal
niewielka. Zazwyczaj kazdy autor stosuje apriorycznie wybrane sekwencje testowe, czgsto bez
doktadniejszego opisania sposobu generacji takich sekwencji. W prezentowanej pracy zostana
zaproponowane dwie grupy sekwencji testowych z doktadnym opisem sposobu ich generacji oraz
argumentacja, dlaczego takie podejscie jest stosowane. Ocena wydajnosci algorytmow jest dokonywana w
sposob poréwnawczy, co pozwala uzyskaé bardziej obiektywne wyniki niz odwotywanie si¢ do rezultatow

otrzymanych w innych pracach, w ktérych metoda testowa nie jest ustandaryzowana.

Syntetyczne trajektorie testowe

Pierwsza grupa sktada si¢ z trajektorii w przestrzeni orientacji wygenerowanych syntetycznie.

Oznacza to, ze tworzenie tych przebiegdw nie bylo zwigzane z zapisywaniem ruchéw wykonywanych w
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przestrzeni rzeczywistej. Trajektoria jest przygotowywana przez odcinkowo ciagla sferyczno-liniowa
interpolacje pomigdzy ustalonymi punktami we¢ztowymi w przestrzeni rotacji. Nie naktada si¢ jednak
zadnych dodatkowych ograniczen na otrzymana trajektori¢ (np. zwiazanych z rézniczkowalnos$cia krzywej,
fizyczne] mozliwosci realizacji trajektorii itp.). Celem tego eksperymentu jest sprawdzenie wlasnosci
prezentowanych metod w przypadkach sygnatu o okreslonych wtasnosciach. Syntetyczne wygenerowanie
trajektorii pozwala na uzyskanie pozadanego przebiegu, ktorego wilasnosci sa z gory okreslone. Podobne
podejscie stosuje si¢ przy badaniu algorytmow przetwarzania obrazéw (rozdziat 3).

W prezentowanej pracy wyroznia si¢ 3 gtdéwne rodzaje syntetycznych trajektorii testowych. Jezeli nie
zaznaczono inaczej, to w kazdym z przypadkow przyjmuje sig, ze liczba punktow interpolowanych

pomigdzy punktami wezlowymi wynosi n = 30 (wlaczajac poczatkowy punkt weztowy).

Trajektoria testowa nr 1: QuatEdge

Trajektoria ma na celu modelowaé odpowiednik krawedzi rozwazanych dla algorytmoéw filtracji
obrazoéw. Jednym z celéw opracowania anizotropowych algorytmow filtracji trajektorii jest zmniejszenie
wplywu deformacji trajektorii z punktu widzenia jej ksztattu. Wizualnie deformacja ksztattu jest zwiazana z
wprowadzeniem znacznej zmiany w kierunku wykonywanego ruchu. Przyjmuje si¢ ogolne zatozenie, ze
odpowiednikiem krawedzi dla trajektorii w przestrzeni rotacji, nazywac si¢ bedzie taki przebieg, w ktorym
wystepuje nagla zmiana potozenia lub ksztattu trajektorii.

Pierwsza trajektoria testowa reprezentuje ciagly ruch, w ktorym w dwoch punktach wystepuje nagla
zmiana kierunku. Podejscie takie ma symulowa¢ odpowiednik krawedzi dla trajektorii w przestrzeni rotacji
(QuatEdge). Realizowane jest to przez generacjeg trajektorii przy uzyciu nastgpujacych punktow weztowych:

e (0, 0, 0) - punktpoczatkowy, n elementow

e (-90, 45, 0) —n/3 elementow

e (-90, 0, 30) —nelementéow

e (-180, 0, 0) —punktkoncowy

Rysunek 6-1: Trojwymiarowa wizualizacja trajektorii testowej nr 1 (QuatEdge).
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Na rysunku 6-1 pokazana jest trojwymiarowa wizualizacja trajektorii testowej numer 1. Widoczne sa
dwa punkty, w ktorych wystgpuje zmiana charakteru trajektorii (zmiana kierunku ruchu). Aby lepiej
uwypukli¢ wlasciwosci tego sygnatu, na rysunku 6-2 pokazany jest on przy uzyciu sfery rotacji. Kolorem
niebieskim zaznaczono punkt poczatkowy. Kolorem czerwonym zaznaczone sa punkty wezlowe (z gory
okreslone). Kolor z6tty oznacza punkt koncowy trajektorii. Wartosci interpolowane zaznaczone sa zielonymi
punktami i polaczone odcinkami. Celowo zrezygnowano z zaznaczania wszystkich punktow przy uzyciu
stozka pokazujacego trzecia sktadowa rotacji. Wystarczajace jest pokazanie w ten sposob tylko kilku
wybranych punktow w calej trajektorii. W rozpatrywanym przyktadzie co 5 punktow interpolowanych
rysowany jest stozek reprezentujacy peilna rotacje (kolor jasnoniebieski). W pozostatych przypadkach
warto$¢ rotacji zaznaczona jest punktem zielonym. Sfera zostata obrocona o okoto -30 stopni wokot osi Y w
porownaniu do poprzednio prezentowanej orientacji w celu czytelniejszej wizualizacji prezentowanej

trajektorii.

Rysunek 6-2: Wizualizacja trajektorii testowej nr 1 (QuatEdge) przy uzyciu sfery rotacji.

Uzycie zaprezentowanej trajektorii testowej ma na celu sprawdzenie dziatania algorytmow w
przypadku sygnatu, w ktorym wystepuje istotna zmiana ksztattu (przez zmiang kierunku) trajektorii. Prosta
forma trajektorii (tylko 2 punkty weztowe) pozwoli na pokazanie wlasnosci i rdznic otrzymywanych przy
przetwarzaniu sygnatlu przez ré6znego rodzaju algorytmy. Podobny ruch w przestrzeni jest czgsto realizowany
w réznych przypadkach praktycznych. Rzadziej wystepuje przypadek, w ktorym trajektoria opisuje ruch o
znacznej zmianie zarowno kierunku, jak i chwilowej predkosci katowej. Trajektoria testowa realizujaca taka
sytuacje pokazana jest na rysunku 6-3. Jest ona modyfikacja poprzedniego przypadku, ktéra bedzie pomocna
w szczegblnosci do testowania algorytmu filtracji nieliniowej (NonLinQuat). W trajektorii tej nie wystgpuja
dodatkowej potozenia interpolowane pomigdzy drugim i trzecim punktem weztowym. Pozostale wlasnosci

trajektorii pozostaja bez zmian.
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Rysunek 6-3: Tréjwymiarowa wizualizacja zmodyfikowanej trajektorii testowej nr 1a.

Trajektoria testowa nr 2: QuatJumps

Druga trajektoria testowa pokazana zostala na rysunkach 6-4, 6-5 (w tym przypadku stozek
reprezentujacy rotacje jest rysowany co 10 elementdow, zastosowano obrét sfery rotacji o 180 stopni).
Trajektoria jest opisana przy uzyciu nastepujacych punktéw weztowych:

e (0, 0, 0) —punktpoczatkowy, n elementéw

e (-90, -10, 0) —n elementow

e (0, 60, 10) —n elementow

e (=70, 90, 0) —nelementdow

e (-10, 110, 10) —n elementéow

e (-60, 120, 10) —punktkoncowy

Rysunek 6-4: Tréjwymiarowa wizualizacja trajektorii testowej nr 2 (QuatJumps).
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Rysunek 6-5: Wizualizacja trajektorii testowej nr 2 (QuatJumps) przy uzyciu sfery rotacji.

Ruch wykonywany wzdtuz prezentowanej trajektorii testowej zmienia swoj kierunek czterokrotnie.
Predkos¢ katowa w kazdym ze statych odcinkow jest w przyblizeniu jednakowa. Trajektoria ta pozwoli
przetestowac dzialanie algorytmow dla bardziej skomplikowanego ruchu, w ktorym kierunek wielokrotnie
si¢ zmienia. Przy ocenie wydajnosci sprawdzane bedzie przede wszystkim mozliwo$¢ zachowania
charakteru sygnatu z punktu widzenia statej predkosci katowej przy jednoczesnej duzej zmiennoSci
kierunkow. Poniewaz przebieg sygnatu w przestrzeni rotacji charakteryzuja szybkozmienne regularne skoki,

trajektoria nazywana bedzie QuatJumps.

Trajektoria testowa nr 3: QuatMulti

Ostatnia syntetyczna trajektoria testowa jest najbardziej skomplikowana z punktu widzenia liczby
punktow weztowych oraz zmian wystepujacych w sygnale. Trajektoria pokazana na rysunku 6-6 tworzona
jest przez odcinkowo ciagla sferyczno-liniowa interpolacje zdefiniowana przez nast¢pujace punkty weztowe:

e (0, 0, 0) - punktpoczatkowy, n elementow

e (0, 70, 180) —n/2 elementow

e (10, 30, 0) —2*nelementow

e (0, 50, 150) — n/3 elementow

e (20, 20, 0) —3*nelementow

e (0, 0, 170) —n/4 elementdow

e (30, 10, 10) —4*n elementow

e (170, 45, 0) —nelementow

e (20, 60, 0) —n/2elementéw

e (160, 60, 10) —2*nelementow

e (-160, =30, 0) —n/3 elementdow
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e (0, 0, -120) —3*n elementéw

e (=30, 45, -60) —n/4 elementdéw
e (-150, -15, 0) —4*nelementéw
e (-60, 30, 10) —nelementéw

e (0, 0, 0)—punktkoncowy

Rysunek 6-6: Wizualizacja trajektorii testowej nr 3 (QuatMulti) przy uzyciu sfery rotacji.

Stopien skomplikowania tak zdefiniowanej trajektorii jest zbyt wysoki, aby mozliwe byto
przedstawienie jej przy uzyciu wizualizacji ruchu w przestrzeni trojwymiarowej. Stad pokazano jedynie
postaé trajektorii przy uzyciu sfery rotacji. Z tego wzgledu nie zaznaczono réwniez pozycji posrednich
pomigdzy punktami weztowymi przy uzyciu stozka rotacji. Sfera rotacji zostala obrécona o okoto 30 stopni
wzgledem osi Y.

Tak okreslony sygnat charakteryzuje si¢ zar6wno duzymi zmianami kierunki, jak i predkosci katowe;j
(nalezy zwrdci¢ uwage na liczbg elementéow interpolowanych wzdhuz odcinkow sfery). Pozwoli to na
sprawdzenie wlasnosci  algorytméw z punktu widzenia mozliwosci zachowania charakteru
skomplikowanego, nieregularnie zmiennego sygnalu. Ze wzgledu na duza zmienno$¢ sygnatu trajektoria

testowa nr 3 nazywana bedzie QuatMulti.

6.1.2 Zlozone sekwencje testowe

Syntetycznie przygotowane trajektorie pozwalaja na szczegdlowe sprawdzenie wlasnosci badanych
algorytmoéw. Jednak w praktyce algorytmy te beda najczesciej stosowane do przetwarzania ztozonych
sekwencji ruchow, ktorych trajektorie zostaly zarejestrowane w przestrzeni rzeczywistej. Idealnym
sposobem na sprawdzenie dzialania algorytmow w takim przypadku sa sekwencje ruchoéw wykonywanych
przez cztowieka, zarejestrowane przy uzyciu techniki motion capture. W rozdziale 4.5.2 na przyktadzie

szkieletu ludzkiego przedstawiono model ztozonego tancucha kinematycznego. Przy uzyciu tego modelu
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zostana przetestowane algorytmy filtracji rotacji zastosowane do trajektorii otrzymanych w wyniku
rejestracji ruchu zywych postaci. Wszystkie prezentowane sekwencje ruchow postaci pochodza z bibliotek
LifeForms 3.0, LifeForms 4.0, MeGa MoCap 2.0 firmy Credo Interactive.

Pierwsza sekwencja testowa reprezentuje prosty ruch postaci typu bieg przedstawiony na rysunku 6-7
(oryginalna nazwa sekwencji uzywana w bibliotece LifeForms, to Run loopable). Wykonywany ruch sktada
si¢ z dwoch krokéw, ktore sa opisane przy pomocy modelu ztozonego z hierarchicznie powiazanych
trajektorii w przestrzeni rotacji. Dla kazdej klatki definiuje si¢ dodatkowo globalne przemieszczenie
(translacj¢) postaci wzgledem poczatku uktadu wspdtrzednych sceny. Ze wzgledu na specyfike omawianych
algorytmoéw, globalne przemieszczenie postaci nie bedzie przetwarzane ani brane pod uwage w ocenie

skutecznosci przeprowadzone;j filtracji.

Rysunek 6-7: Wizualizacja testowej sekwencji ruchu nr 1 —
nazwa oryginalna Run loopable (dlugos¢ 17 klatek).

Druga sekwencja testowa reprezentuje bardziej zlozony ruch nazywany w biblitece Sprint to walk.
Ruch pokazany na rysunku 6-8 przedstawia postaé, ktora poczatkowo biegnie, a nastgpnie przyhamowuje,
aby zmieni¢ charakter ruchu na chéd. Sekwencja ta jest o wiele bardziej ztozona od poprzedniej, gdyz
wystepuja zarowno zmiana potozenia, jak i zmiana predkosci katowej dla kolejnych chwil czasowych.
Poczatkowo predkos¢ katowa jest znaczna, gdyz cata posta¢ porusza sig szybko. Na rysunku widoczne jest,
ze koncoéwka ruchu jest znacznie spowolniona, wigc réwniez predkosci katowe wystepujace dla czesci
szkieletu sa mniejsze. Zastosowanie tego typu trajektorii pozwoli na sprawdzenie przebiegu procesu filtracji
dla trajektorii o zroznicowanej charakterystyce.

Nalezy zwrdci¢ uwage, ze w przypadku obu trajektorii duzy stopien informacji o rodzaju
wykonywanego ruchu jest zawarty w ksztalcie trajektorii. Przyktadowo ruch konczyn dolnych moze by¢
opisany przez czasowa odleglo$¢ punktow, dla ktdrych nastepuje zmiana kierunku ruchu (co jest realizacja
ruchu wahadlowego). W zwiazku z tym mozna bedzie sprawdzié, czy testowane algorytmy posiadaja
zdolno$¢ do zachowywania ksztattu przetwarzanej trajektorii. Teoretycznie zatozenie tego typu dotyczy
przede wszystkim filtracji typu AnisoQuat. Przeprowadzone eksperymenty pozwola na praktyczne

potwierdzenie wczesniej sformutowanych teoretycznie wiasnosci algorytmow.
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Rysunek 6-8: Wizualizacja testowej sekwencji ruchu nr 2 —
nazwa oryginalna Sprint to walk (dlugos$¢ 74 klatki).

6.1.3 Metody oceny wynikéw przetwarzania
Aby wyniki filtracji mogly zosta¢ wlasciwie ocenione stosowane bgda nastgpujace metody
wizualizacji i porownywania:
e wizualizacja kolejnych potozen wybranego cztonu (lub peilnego) tancucha kinematycznego w
przestrzeni trojwymiarowej na podstawie modelu przedstawionego w rozdziale 4.4.1,

e wizualizacja rotacji realizowanej na trojwymiarowej sferze jednostkowej przy dodatkowym
uwzglednieniu lokalnego stopnia swobody [45] opisana w rozdziale 4.1.4,

o wykres zaleznosci kwaternionowej miary jakosci sygnalu QSNR w odniesieniu do sekwencji
wzorcowej opisana w rozdziale 4.5.3,

e wyznaczenie maksymalnej uzyskanej miary jakosci QSNR po wykonaniu okreslonej liczby

iteracji ruchu w zalezno$ci od zmiany parametrow.

Wykres miary QSNR bedzie najbardziej skuteczna metoda analizy charakterystyki algorytmu i
przebiegu procesu filtracji dla poszczegdlnych iteracji. Zamieszczenie wykresoOw na jednym rysunku
pozwoli na podkreslenie podobienstw i roznic pomigdzy realizacjami filtracji przy réznych parametrach Iub
procesoOw otrzymanych przez rézne algorytmy. Na podstawie przeprowadzonych wykresow zostana

sformutowane wnioski jako$ciowe i ilosciowe dotyczace proponowanych algorytmow.

6.2 Skutecznosé algorytmu LinQuat dla syntetycznych trajektorii
testowych

Algorytm filtracji LQ jest najprostszym z opisywanych algorytmoéw. Jak to zostalo pokazane w
rozdziale 5.2 jest on odpowiednikiem metod zaproponowanych w pracach [63], [66]. Algorytm rozni si¢ od
podejscia umieszczonego w cytowanych pracach z punktu widzenia zrodta schematu postgpowania - oparty
jest na dyskretnym schemacie réznicowym dla rownania dyfuzji zamiast na optymalizacji energetyczne;.
Natomiast ostateczny ksztalt przeksztatcenia oraz sposob dziatania sa zbiezne z algorytmami cytowanymi.

Stad bedzie on stuzyl, jako podejscie referencyjne przy porownaniu skutecznosci filtracji réznymi metodami.
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6.2.1 Skutecznos¢ filtracji LQ w zaleznosci od wspoétczynnika dyfuzji ¢

Wedhig oméwionej w rozdziale 6.1 procedury badawczej dokonano eksperymentow, w ktorym
filtrowano wybrane sekwencje testowe przy roznych warto$ciach parametru c. Na rysunku 6-9 pokazany jest
wykres zmiany wspolczynnika jako$ci sygnalu do szumu QSNR w funkcji iteracji procesu dla sekwencji
testowej nr 1. Zastosowany zostal warunek brzegowy typu D. Do sygnalu testowego zostata dodana jest

sktadowa losowa o rozktadzie normalnym i odchyleniu standardowym ¢=0.05.

c=0.1 —a— =03 c=0.5 — =07 =09 — &=1,005
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Rysunek 6-9: Miara jakos$ci QSNR dla rezultatéw filtracji LQ w zaleznoSci
od parametru c — syntetyczna trajektoria testowa nr 1.

Skutecznos¢ filtracji zmienia sig¢ w rézny sposob w zaleznos$ci od przyjetego wspotczynnika dyfuzji.
Poczatkowo niezaleznie od przyjgtego wspolczynnika nastgpuje wzglednie szybki przyrost jakosci sygnatu.
Po osiagnigciu maksimum jako§¢ sygnatu w sposob staly obniza si¢ dazac do jednakowej wartosci
niezaleznie od przyjetego wspotczynnika dyfuzji c. Jest to zwigzane ze sposobem dziatania filtru, ktore
zmierza do ujednolicenia wszystkich wartosci wystepujacych w sygnale. W przypadku kwaternionéw
filtracja ta zmierza do momentu, w ktorym kazdy element trajektorii znajduje si¢ w tym samym migjscu
przestrzeni rotacji.

Nalezy zauwazy¢, ze dla duzych warto$ci wspotczynnika ¢ wspotczynnik jakosci filtracji pogasza
si¢. Dla ¢=0,9 szybko$¢ poprawy jakosci sygnalu jest mniejsza od wigkszosci pozostatych przypadkow.
Ponadto maksymalna osiagana warto$¢ wspotczynnika QSNR rowniez jest zmniejszona. Dla wartosci bardzo
matych nastgpuje natomiast powolna poprawa jakosci sygnatu. Jednakze rowniez wolniej w takim przypadku
nastepuje pogorszenie si¢ sygnatu po osiagnieciu maksymalnej wartosci wspotczynnika QSNR.

W rozdziale 5 przy przeksztalceniu rownania dyskretyzacji procesu zostal postawiony warunek
¢ <1. Na rysunku 6-9 umieszczono dodatkowo wykres reprezentujacy zachowanie sie procesu w sytuacji
nieznacznego (o 0,5 %) warunku na parametr dyfuzji. Wykres wskazuje na znaczng niestabilnos¢ takiego
procesu. Poczatkowo niewielka poprawa jakosci sygnatu szybko si¢ konczy i zaczyna si¢ nieregularne, ale
statlo jego pogorszenie. Stad wniosek, ze dla zachowania stabilno$ci procesu, ze wzgledu na mozliwo$¢
kumulowania si¢ bt¢gdow numerycznych, parametr ¢ powinien spelnia¢ warunek ¢ <1. Na rysunku 6-10

pokazano wynik filtracji sygnatu testowego nr 1 przy uzyciu wspolczynnika dyfuzji ¢=1,005. Juz po 10
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iteracjach widoczne jest efekt niestabilno$ci objawiajacy si¢ przez oscylacje polozenia punktow.

Niestabilno$¢ procesu szybko rosnie z czasem, co jest dobrze widoczne po 200 iteracjach.

i
|I-',-

i

Rysunek 6-10: Wizualizacja rezultatow filtracji LinQuat — przyklad niestabilnego procesu dla parametru
¢ >1 (¢ =1,005). Wynik filtracji odpowiednio po 10 i 200 iteracjach.

Charakter zalezno$ci przebiegu procesu filtracji od wspotczynnika dyfuzji jest podobny do
przypadku filtracji obrazéw dwuwymiarowych przy uzyciu filtrow opartych na liniowym réwnaniu
rozniczkowym dyfuzji (rozdziat 2.6.2, rysunek 2-10). W tamtym przypadku réwniez filtracja nie mogta
poprawi¢ jako$ci sygnatu powyzej pewnej wartosci maksymalnej. Natomiast pogorszenie si¢ sygnalu po
osiagnigciu maksymalnej wartosci wspotczynnika w obu sytuacjach wynika z jego rozmyciem, czyli dalsza
utrata informacji nastgpujacej w wyniku dyfuzji juz po usunigciu sygnatu zaktocajacego. W przypadku
obrazoéw bylo to rozmycie krawedzi obiektow, w przypadku trajektorii kwaternionéw jest to zaktocenie
polozenia na skutek interpolacji.

Na rysunku 6-11 przedstawiono wybrane iteracje procesu filtracji sygnatu testowego nr 1 (parametry
zgodne z przykladem rozpatrywanym poprzednio). W pierwszym wierszu dla tatwiejszego poréwnania
przedtawiono sygnal oryginalny. Drugi wiersz przedstawia sygnal zaklocony przed rozpoczeciem procesu
filtracji. W trzecim wierszu pokazany jest wynik filtracji otrzymany po 10 iteracjach (maksymalna wartosci
miary QSNR). Wizualizacja na sferze rotacji dobrze pokazuje, ze sygnat zachowuje wzglednie podobny
przebieg do jego wersji oryginalnej. Widoczny jest jednak znaczacy wplyw wczesdniejszego zaszumienia,
ktore spowodowato znieksztatcenie trajektorii we wszystkich 3 osiach rotacji.

Ostatni wiersz przedstawia wynik filtracji po 50 iteracjach. Znieksztatcenie sygnatu wystepuje w tej
przede wszystkim w zwiazku z nadmierng filtracja, ktora powoduje, ze potozenia elementdéw trajektorii
(odpowiednik wartosci jasnosci punktow dla procesu operujacego na obrazach) zmniejszaja swoja odleglosé
1 daza do jednego punktu. Nalezy zwroci¢ rowniez uwage na efekt wywolany uzyciem warunku brzegowego
(traktowanie sygnatu, jako nieskonczonego przez lustrzane odbicie trajektorii na osi czasu t (ktérej nie
nalezy myli¢ z czasem przebiegu filtracji 7). Powoduje to, ze elementy krancowe trajektorii réwniez
zaczynaja si¢ oddala¢ od swojego potozenia poczatkowego. W kolejnym podpunkcie zostana przedstawione

roznice wynikow filtracji w zaleznosci od zastosowanego warunku brzegowego.
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Rysunek 6-11: Wizualizacja rezultatow filtracji LinQuat — syntetyczna trajektoria testowa nr 1
(w kolejnych wierszach: sygnal oryginalny, zaszumiony, iteracje 10 i 50).
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O wiele gorsza skutecznos$cia cechuje sig¢ filtracja przeprowadzona dla sygnatu testowego nr la.
Wykres wspotczynnika jakosci QSNR w funkcji iteracji dla tego przypadku pokazany jest na rysunku 6-12.
Parametry filtracji pozostaja niezmienione (warunek brzegowy typu D). Wizualizacja wynikow dla

wybranych iteracji przedstawiona jest na rysunku 6-13 (wspotczynnik dyfuzji ¢=0,5).
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Rysunek 6-12: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji LQ w zaleznoSci
od parametru c — syntetyczna trajektoria testowa nr 1a.

Rysunek 6-13: Wizualizacja rezultatow filtracji LinQuat — syntetyczna trajektoria testowa nr 1a
(sygnal oryginalny, zaszumiony, iteracje 5 i 50).
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Sygnat ten jest dos¢ specyficzny ze wzgledu na nagla zmiang wartosci rotacji, ktora wystepuje w
klatce 30. Zostal on przygotowany specjalnie w celu przetestowania wlasnosci filtracji dla trajektorii, w
ktorej wystepuje nagla zmiana predkosci katowej. Wykres na rysunku 6-12 pokazuje, ze filtr LinQuat bardzo
stabo sobie radzi z taka sytuacja. Na rysunku 6-13 dobrze widaé, ze juz po 5 iteracjach (dla ktérych
wystepuje maksimum warto$ci wspotczynnika QSNR) fragment trajektorii reprezentujacy nagla zmiang
predkosci katowej jest znacznie znieksztatlcony (zaznaczony kolorem czerwonym). Dalsze znieksztalcenie
prowadzi do sytuacji, gdy sygnat staje si¢ coraz bardziej zblizony do sygnatu testowego nr 1, w ktorym skok
taki nie wystepowat. Potwierdza to wniosek, ze filtracji typu LinQuat dazy do ujednolicenia predkosci
katowej oraz zminimalizowania krzywizny trajektorii. W przypadku zastosowanego warunku brzegowego
typu D oznacza to, ze w granicy chwilowa predkos¢ katowa bedzie minimalizowana do zera.

Dla pozostatych trajektorii testowych zalezno$¢ pomiedzy skutecznoscia filtracji LQ oraz wartoscia
wspotczynnika dyfuzji ¢ byta podobna. Analiza dziatania filtracji dla tych trajektorii bedzie przeprowadzona

w zaleznosci od innych czynnikow.

6.2.2 Skutecznos¢ filtracji LQ w zaleznosci od stopnia zaszumienia trajektorii

Dla stalej wartosci wspotczynnika dyfuzji ¢=0,5 przeprowadzono 5 préb filtracji trajektorii testowej
nr 2 przy réoznym stopniu wprowadzenia sygnatu zaklocajacego. Miara stopnia zakldécen dodanych do
sygnatu oryginalnego jest odchylenie standardowego o stosowane w rozkladzie normalnym uzytym do
generacji sktadowej losowej (patrz rozdzial 4.2.7). Otrzymane wyniki w postaci wykresu miary jako$ci

QSNR przedstawione sa na rysunku 6-14.
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Rysunek 6-14: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji LQ w zaleznoSci
od parametru stopnia zaszumienia sygnalu — syntetyczna trajektoria testowa nr 2, ¢=0,5.

Efekty filtracji silnie zaleza od poczatkowego stopnia zaszumienia w pierwszej fazie
przeprowadzanego procesu. Widoczne jest, ze dla niewielkiego zaszumienia ¢=0,01 jakos$¢ sygnatu szybko
zostaje poprawiona, a nastgpnie obniza si¢ na skutek wczesniej omawianego efektu bedacego
odpowiednikiem rozmycia krawedzi. Wprowadzona dyfuzja nie jest w stanie bardziej poprawi¢ jakosci
trajektorii, a staje sig¢ w tym przypadku powodem do jego pogorszenia. Pogorszenie jakosci sygnatu

wystgpuje w sensie zmniejszenia jego podobienstwa do sygnatu oryginalnego wedtug miary QSNR. Proces
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minimalizacji energii sygnatu (wedhug wilasnosci przedstawionych w rozdziale 5) jest staly i dazy do
skupienia trajektorii w jednym punkcie.

Efekt ten jest dobrze widocznego dla wynikow filtracji otrzymanych po duzej liczbie iteracji.
Widoczne jest, ze niezaleznie od poczatkowego zaszumienia sygnatu, miara QSNR przyjmuje podobna
wartos¢ juz po okoto 80 iteracjach. Od tego momentu rozpoczyna si¢ jako$¢ sygnatu zaczyna konsekwentnie
si¢ zmniejszac. Taki rezultat mozna tatwo wythumaczy¢ jeszcze raz analizujac wizualizacje wynikow filtracji
pokazana na rysunku 6-11. Juz po 50 filtracjach prawie wszystkie sktadowe o wyzszych czgstotliwosciach
wprowadzone przez poczatkowe zaszumienie, zostaly usunigte. Kolejne iteracje przynosza dalsze
pogorszenie sygnatu, poniewaz trajektoria filtrowana stale oddala si¢ od trajektorii poczatkowej — zaréwno
ze wzgledu na potozenie poszczegdlnych punktow, jak i ze wzgledu na podobienstwo ksztattu, ktoéry rowniez
staje si¢ coraz bardziej znieksztatcone.

Dokonano rowniez eksperymentu, w ktorym wyznaczono maksymalna warto$¢ wspolczynnika
QSNR uzyskana w ciagu 500 iteracji dla r6znego stopnia zaszumienia poczatkowego w zaleznosci od
warto$ci wspotczynnika dyfuzji. Wyniki zostaly zebrane w tabeli 3 oraz zobrazowane na wykresie (rysunek

6-15).

sigma_ | ¢=0,1 | ¢=0,3 | ¢=0,5 | ¢=0,7 | c=0,9
0,010 | 34,08 | 34,13 | 34,23 | 33,45 | 29,85
0,025 |29,80 29,84 | 29,88 | 29,93 | 27,45
0,050 |27,33|27,34|27,35| 27,36 | 26,11
0,075 | 25,82 | 25,84 | 25,85 | 25,87 | 25,33
0,100 | 24,86 | 24,87 | 24,88 | 24,90 | 24,61

Tabela 3: Maksymalna warto$¢ miary QSNR [dB] uzyskana w ciagu 500 iteracji dla filtracji LQ. Trajektoria
testowa nr 2, sygnal zaklécajacy o rozkladzie normalnym.

max{QENR)

Rysunek 6-15: Maksymalna warto$¢ miary jakosci QSNR dla filtracji LQ w zalezno$ci
od parametru c i stopnia zaszumienia sygnatu.

Otrzymane wyniki potwierdzaja wczesniej zaobserwowana prawidtowos¢ dotyczaca spadku jakosci
otrzymywanego sygnatu dla duzych wartosci wspotczynnika c. Jest to szczegdlnie dobrze widocznego dla
matej warto$ci zaszumienia, kiedy usunigcie zaklécen moze by¢ szybko zrealizowane, a duza wartos¢

wspotczynnika dyfuzji powoduje szybkie znieksztalcenie sygnatu. Wida¢ réwniez, ze dla duzego
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zaszumienia (¢ = 0,1) niezaleznie od przyjetego wspdtczynnika dyfuzji nie da si¢ uzyska¢ trajektorii
przefiltrowanej o jakosci lepszej niz okoto 24,9 dB. Wynika to z opisywanego efektu, ktory w tym
przypadku jest uwypuklony — usunigcie sktadowej zaklocajacej jest $ci§le zwiazane z wprowadzeniem
rozmycia wynikajacego z dyfuz;ji.

Na podstawie grupy przeprowadzonych eksperymentow mozna stwierdzi¢, ze optymalnym
wspotczynnikiem dyfuzji jest warto$§¢ okoto 0,3 — 0,7. Otrzymuje si¢ proces, ktory charakteryzuje sig
mozliwoscia osiagnigcia maksymalnej warto$ci miary jakosci QSNR przy jednoczesnym zachowaniu
ksztaltu sygnatu przez duza liczbg iteracji. W przypadku, gdy najistotniejsze jest wprowadzenie matej liczby
znieksztalcen wynikajacych z dyfuzji nalezy stosowa¢ wspotczynnik ¢ o niewielkich warto$ciach. W
dalszych eksperymentach czgstko bedzie przyjmowana warto$¢ ¢=0,5, jako filtracji referencyjna typu LQ.

Otrzymane zalezno$ci od stopnia zaszumienia oraz wspotczynnika dyfuzji sa charakterystyczne
jedynie dla homogenicznej filtracji LinQuat. W kolejnych rozdziatach zostanie pokazane, ze zaleznos$ci takie

nie wystepuja, gdy proces jest uzalezniony od danych wystepujacych w trajektorii.

6.2.3 Skutecznos¢ filtracji LQ w zaleznosci od warunku brzegowego
Wiynik filtracji moze zaleze¢ od przyjetego warunku brzegowego. Wykonano filtracj¢ dla trajektorii
testowych nr 2 i 3 przy identycznej wartosci ¢=0,5 1 zaszumieniu o rozktadzie normalnym ¢=0,05. Rezultaty

w postaci wykresu wspdlczynnika QSNR przedstawione sa na rysunku 6-16.
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Rysunek 6-16: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji LQ w zaleznoSci
od przyjetego warunku brzegowego — syntetyczna trajektoria testowa nr 2 (T2) oraz nr 3 (T3).

Dla trajektorii testowej nr 2, wyniki filtracji przy uzyciu warunkéw brzegowych A, B, D w praktyce
si¢ pokrywaja. Identyczno$¢ rezultatéw dla warunku B i D jest charakterystyczna dla filtracji typu LinQuat.
W przyadku, gdy brana bedzie pod uwage warto$¢ pochodnej dla elementéw brzegowych (jak to jest dla
filtrow NLQ, AQ) rezultat ten bedzie inny. Podobne rezultaty otrzymane dla warunku A nie wynikaja
bezposrednio z identyczno$ci otrzymywanych rezultatow, ale takze z charakteru stosowanej miary
podobienstwa sekwencji. Przy ocenie jako$ci sygnatu brana jest takze sktadowa opisujace zmiang krzywizny
trajektorii, ktora powyzej 50 iteracji jest taka sama dla omawiamy warunkow brzegowych. Dla wielu iteracji

ro6znica miary dla filtracji z warunkami A i D moze okazac¢ si¢ znaczaca.
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Najwigksza roznica w otrzymanych wynikach dotyczy warunku typu C. Niska jakos¢ sygnalu po
filtracji wynika z przyjetego btednego (dla trajektorii nr 2) zatozenia o periodycznosci sygnatu. Przez to
proces filtracji zaklada, ze elementy pierwszy i ostatni trajektorii tworza ze soba relacje sasiedztwa. Stad
interpolacja w procesie dyskretyzacji rownania rézniczkowego powoduje znaczne znieksztatcenie trajektorii

przez zblizenie krancowych elementow do siebie. Efekty te zostaly zobrazowane na rysunku 6-17.

Rysunek 6-17: Wizualizacja rezultatow filtracji LinQuat w zaleznoS$ci od warunku brzegowego dla trajektorii
testowej nr 2. Pierwszy wiersz — tr. oryginalna, warunek A. Drugi wiersz — warunek B/D, warunek C.

Dla zwigkszenia czytelno$ci rysunek sposob wyniki filtracji dokonanej na niezaszumionej trajektorii
testowej nr 2. Dla poréwnania, jako pierwsza zostata pokazana niezmodyfikowana trajektoria oryginalna. W
prawym gornym rogu przedstawiony jest wynik filtracji dla warunku brzegowego typu A. Widoczne jest, ze
elementy pierwszy 1 ostatni sg stale, a pozostale elementy trajektorii zostaly odpowiednio przeksztatcone.
Dobrze widoczny w tym przypadku jest efekt nadmiernego wygladzania trajektorii w punktach o duzej
zmianie krzywizny ruchu. Ponadto w takim przypadku filtracja nie dazy do pojedynczego punktu w
przestrzeni rotacji. W tym przypadku stanem ustalonym jest trajektoria, dla ktorej elementy sa
rownoroziozone (stata predkos¢ katowa w kazdym punkcie) wzdtuz linii geodezyjnej wyznaczonej przez
element poczatkowy i koncowy.

W lewym dolnym rogu pokazany jest efekt filtracji dla warunku brzegowego typu B. Poniewaz dla
filtracji LQ jest on identyczny, jak w przypadku warunku typu D, zrezygnowano z dodatkowej wizualizacji
dla obu tych warunkow. W tym przypadku widoczne jest, ze w stanie ustalonym trajektoria jest zredukowana

do pojedynczego punktu w przestrzeni rotacji.
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W prawym dolnym rogu dobrze widoczny jest efekt periodyzacji sygnatu, ktory oryginalnie nie jest
okresowy. Elementy brzegowe zostaty do siebie znacznie zblizone, co powoduje, ze podobienstwo takiego
sygnatlu jest dalekie od sygnatu oryginalnego. W efekcie zastosowanie tego warunku generuje wysoce
znieksztatcona trajektorie wynikowa.

Podobne zaleznos$ci zwiazane z warunkiem brzegowym dotycza trajektorii testowej nr 3. Jednakze
trajektoria ta z zalozenia jest okresowa. Stad réwniez dla warunku brzegowego typu C otrzymuje sig
podobne rezultaty, jak w przypadku warunkéw typu A, B, D. W efekcie wszystkie 4 krzywe na rysunku 6-16
pokrywaja sig.

Podobienstwo otrzymanych wynikow ze wzgledu na uzyskana jako$¢ QSNR nie jest jedynym
wyznacznikiem mozliwo$ci zastosowania danego warunku. Warunek typu A powinien by¢ stosowany w
sytuacji, gdy wiadomo, ze poczatkowe i koncowe potozenie elementow trajektorii jest niezakldcone lub
zaktocone w niewielkim stopniu (sytuacja taka moze wystapi¢ w niektorych systemach przechwytywania i
analizy ruchu). Warunki B/D wydaja si¢ by¢ najbardziej naturalne pozwalajace na wprowadzenie
najmniejszej ilosci dodatkowych zaktocen (dla niewielkiej liczby iteracji). Warunek C powinien by¢
stosowany tylko w przypadku sekwencji periodycznych (sytuacja czgsto spotykana przy rejestracji ruchow

periodycznych takich jak bieg, itp.).

6.2.4 Podsumowanie badan dla filtracji LinQuat

Na podstawie przeprowadzonych badan dotyczacych algorytmu realizujacego filtracje LQ mozna

zebra¢ nastgpujace wnioski:

e filtracja w sposob skuteczny usuwa wprowadzony sygnat zaktdcajacy, co prowadzi do trajektorii,
ktora jest wygladzona w znacznym stopniu,

e usuwanie zaktocen moze wprowadza¢ dodatkowe znieksztatcenia polegajace na nadmiernym
wygtadzaniu zmian kierunku (krzywizny) trajektorii; wynika to z wtasnosci przeprowadzanego
procesu dyfuzji, ktory dazy do minimalizacji odleglos$ci pomiedzy wszystkimi punktami,

e cfekty filtracji mozna poréwnaé¢ do algorytmow rozmywania gaussowskiego (ang. Gaussian
blur), ktore realizuja liniowe rownanie rozniczkowe dla obrazow; w przypadku trajektorii
kwaternionéw rozmycie wynika z utraty cech charakterystycznych dla sygnatu
reprezentowanych przez zmiang predkosci katowej oraz krzywizng trajektorii (analogia do utraty

cech obrazow reprezentowanych przez krawedzie).

6.3 Skutecznosé¢ algorytmu NonLinQuat dla syntetycznych trajektorii
testowych

W rozdziale 5.3 zostal zaproponowany nieliniowy algorytm filtracji trajektorii rotacji nazwany
NonLinQuat. Jego konstrukcja zostata oparta na dyskretyzacji rdwnania rézniczkowego realizujacego model
Perona-Malik dla obrazow. Istotng roznica, ktora juz wezesniej byta podkreslana, jest inny charakter danych

opisujacych obraz dwuwymiarowy i trajektori¢ w przestrzeni rotacji. W przypadku obrazéw elementem
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pozwalajacym na rozroznianie znaczeniowe jego fragmentéw jest zmiana jasno$ci pikseli. Dla trajektorii
reprezentujacych ruch nastgpuje ciagla zmiana potozenia bedacego odpowiednikiem warto$ci punktu na
obrazie. Zmiana predkosci ruchu jest wigc tylko jednym z kryteriow, ktore beda decydowaty o przekazie
znaczeniowym danej trajektorii. W praktyce rzadko wystepuje przypadek, w ktérym zmiana predkosci ruchu
jest jedynym takim kryterium. Algorytm NLQ, bedacy uogolnieniem modelu PM dla kwaternionow,
uwzglednia jedynie czynnik predkosci ruchu. Jest on podstawa do realizacji bardziej ztozonego podejs$cia do
filtracji przedstawiona w pelni w postaci algorytmu AnisoQuat. Stad testowanie algorytmu zostanie
ograniczone jedynie do sekwencji testowej numer la, ktora pozwoli na pokazanie jego wilasnosci w
przypadku, gdy w trajektorii w przestrzeni rotacji wystgpuje nagta zmiana predkosci wykonywanego ruchu.
Dla pozostatych trajektorii typu 1 lub 2 algorytmu NLQ nie bedzie wprowadzat zadnej poprawy dziatania ze
wzgledu na stata chwilowa predkosc katowa ruchu. W takich przypadkach algorytm NLQ moze co najwyzej
dawac tak samo dobre rezultaty filtracji, jak w przypadku podstawowego algorytmu LQ.

6.3.1 Skutecznos¢ filtracji NLQ w zaleznosci od wspoétczynnika wrazliwosci K
Parametr K jest uzywany w modelu Perona-Malik do okre$lania kontrastu (lokalnej réznicy jasno$ci
punktow), ktory jest wymagany do rozroznienia krawedzi obszarow. Odpowiadajacy mu parametr w
algorytmie NLQ decyduje o zmianie skalarnej wartosci predkosci katowej wymaganej do zréznicowania
odcinkéw ruchu reprezentowanego przez trajektorig. Dla trajektorii testowej nr la wykonano seri¢
eksperymentow numerycznych dla réznej wartosci parametru K (o stalej wartosci). Pozostate parametry
filtracji w kazdym z przebiegéw sa odpowiednio rowne: 1=0,1; ¢=1,0; funkcja g;; warunek brzegowy typu
D. Do trajektorii wprowadzano sygnat zaktocajacy o rozktadzie normalnym, ¢=0,5. Otrzymane rezultaty

zebrane zostaly na rysunku 6-18. Na wykresie zaznaczono dodatkowo krzywa reprezentujaca wynik filtracji

typu LQ przy wspotczynniku dyfuzji ¢=0,1.
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Rysunek 6-18: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji NLQ w zaleznoSci
od wspotezynnika wrazliwos$ci k — syntetyczna trajektoria testowa nr 1a.

Na podstawie otrzymanych rezultatow mozna wyrdzni¢ trzy grupy wynikow zalezne od przyjetego
parametru K. Dla bardzo matych wartosci (K=0,1 — krzywa niebieska) otrzymuje si¢ sytuacjg¢, w ktorej

dyfuzja jest zbyt mocno zahamowana przez czynnik nieliniowy w rownaniu. Jezeli sygnal nie bylby
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zaktocony, to dzigkie temu nie bylby on w znacznym stopniu deformowany przez za wysoki poziom dyfuzji,
co obserwowano dla filtracji LQ. Jednak wprowadzony czynnik zaklocajacy powoduje, ze lokalnie
wyznaczone zmiany chwilowej predkosci katowej sa traktowane, jako znaczace, co powoduje zmniejszenie
szybkosci dyfuzji dla tych elementow. W praktyce w takim przypadku w trakcie procesu filtracji zaczynaja
wystgpowac oscylacje elementow trajektorii, ktore prowadza do chwilowych standéw ustalonych.
Niedoktadnosci wynikajace z blgdow numerycznych moga by¢ przyczyna wytracenia trajektorii z tego stanu,
ktory prowadzi do kolejnej postaci ustalonej. Na rysunku 6-19 przedstawiono wybrane iteracje przyktadowe;j
realizacji tego typu procesu. Widoczne jest, ze dla kolejnych iteracji elementy trajektorii tworza skupiska,
ktore pozostaja stabilne przez pewien okreslony odcinek czasu. Analizujac iteracje 100 (prawa gora rysunku)
i 300 (lewy dot rysunku) mozna zauwazy¢ grupy elementow, ktore byly zgrupowane, a nastgpnie ich
wzajemna odleglos¢ si¢ ponownie zwigkszyta. Po 1000 iteracjach otrzymuje si¢ stan, w ktorym elementy
zostaja zgrupowane w lokalne skupiska. Ich wzajemne polozenie wynika z przyjgtej wartosci wspotczynnika

K, ktory dla takiego przypadku hamuje lokalna dyfuzje.

Rysunek 6-19: Wizualizacja rezultatow filtracji NonLinQuat — syntetyczna trajektoria testowa nr 1a.
Trajektoria po odpowiednio 0, 100, 300, 1000 iteracjach.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze w tym przypadku réwniez dyfuzja na krancach trajektorii zostata
zahamowana. Jest to wynikiem wystapienia opisanego efektu hamowania dyfuzji, ktéra dla elementéw
brzegowych wynika z rozszerzenia sygnalu na dziedzing¢ nieskonczona (zastosowano warunek brzegowy

typu D).
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Druga grupa wynikow wystepuje w rozpatrywanych badaniach dla filtracji przy parametrach K=0,25
oraz K=0,5. Wzrost wartosci parametru K pozwolil na przeprowadzenie dyfuzji dla tych fragmentow
trajektorii, w ktorych byta ona zbyt mocno zahamowana w poprzednim przypadku. Jednocze$nie parametr
ten jest jeszcze na tyle niewielki, ze dla znaczacej zmiany predkosci katowej (ktoéra wystepuje w potowie
trajektorii) dyfuzja jest hamowana. Dzigki temu otrzymuje si¢ niezahamowany proces dyfuzji dla fragmentu
jednolitego, a zostaje ona zmniejszona dla fragmentu o duzym gradiencie predkosci. Jest to analogia do
nieliniowego procesu dyfuzji typu Perona-Malik dla obrazéw. Wizualizacje wynikow filtracji dla
przyktadowej realizacji procesu przy parametrze k=0,25 pokazano na rysunku 6-20 (prawa kolumna). Dla
poréwnania procesoOw, w lewej kolumnie umieszczono wyniki filtracji uzyskane przy uzyciu procesu
LinQuat o odpowiadajacych parametrach (¢=0,1). Uzyto sygnatu zaktdcajacego o rozkladzie normlanym,
0=0,05.

Dla pierwszych 25 i 50 iteracji wida¢ najwigksza roznic¢ dla obu proceséw. Filtracja LQ jest
realizowana ze stala szybkos$cia niezaleznie od jakichkolwiek parametrow trajektorii. Dla filtracji NLQ
przyjety parametr K jest wystarczajaca maly, aby zahamowac dyfuzj¢ przy duzej zmianie predkosci katowej,
a jednocze$nie wystarczajaco duzy, aby filtracja dla pozostatych fragmentéw zachodzita z szybkoscig
podobna, jak w procesie LQ. Funkcja stopujaca g pelni wigc role ograniczenia uzaleznionego od wartosci
elementow trajektorii.

Po okoto 100 iteracjach dyfuzja zahamowana dla fragmentu $rodkowego trajektorii zaczyna powoli
by¢ realizowana. Zmniejszenie odlegto$ci w przestrzeni rotacji dla wyrdéznionych elementow powoduje, ze
dyfuzja bedzie w coraz mniejszym stopniu hamowana. Po 150 iteracjach (ostatni wiersz na rysunku) filtracja
przebiega z podobna predkoscia dla calej trajektorii, co powoduje, Zze sygnal staje si¢ coraz bardziej
znieksztatcony.

Efekty te tltumacza poczatkowy znaczny wzrost jakoSci sygnatu pokazany na rysunku 6-18. Gdy
dyfuzja przestaje by¢ hamowana, to rozpoczyna si¢ nadmierne wygtadzanie trajektorii objawiajace si¢ w
zmniejszeniu podobienstwa do trajektorii oryginalnej. Jest to kolejna analogia do procesu typu Perona-
Malik, ktory w nieskonczonosci jest rownowazny procesowi dyfuzji liniowe;.

Rezultaty filtacji dla parametru K>0,5 w praktyce doktadnie pokrywaja si¢ z wynikami otrzymanymi
przy filtracji LO. Oznacza to, ze wartos¢ parametru roznicujacego K jest na tyle duza, ze funkcja g przyjmuje
wartoséci zblizone do 1. Ograniczenie zwigzane z wystgpowaniem czynnika nieliniowego nie jest w tym
przypadku znaczaco aktywne, przez co filtracja przebiega identycznie, jak to jest realizowane w procesie

typu LinQuat.
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Rysunek 6-20: Poréwnanie rezultatow filtracji LQ (lewa kolumna) i NLQ (prawa kolumna) dla sekwencji
testowej nr 1a. W kolejnych wierszach iteracje: 25, 50, 100, 150.

216



Rownania rozniczkowe czqstkowe w problemach filtracji obrazow i trajektorii przestrzennych

Podobne wiasnosci zostaly zaobserwowane zarowno dla filtracji wykorzystujacej funkcje stopujaca
drugiego rodzaju g, jak i dla przypadku, gdy wspoétczynnik k jest wyznaczany adaptacyjnie. Na rysunku 6-
21 zebrano wyniki tak przeprowadzonych eksperymentéw dla trajektorii testowej nr la przy parametrach
¢=1,0; A=0,1. Dodatkowo zamieszczono wyniki filtracji tej samej trajektorii otrzymanej przy uzyciu funkcji
g; oraz adaptacyjnym wyznaczaniu wspotczynnika K o parametrze K,,,,=2,5 (przebieg, dla ktérego uzyskano
maksymalna miarg jakos$ci filtracji QSNR). Pokazano rowniez rezultat filtracji typu LQ z parametrem ¢=0,1

(pokrywa si¢ z przebiegami dla K,,,,>7,5).
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Rysunek 6-21: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji NLQ w zaleznoSci
od adaptacyjnego wspélczynnika wrazliwosci &, funkcja g, — syntetyczna trajektoria testowa nr 1a.

Analogiczna charakterystyke wynikow otrzymuje si¢ przy uzyciu funkcji g;. Przedstawiony na
wykresie przebieg dla tej funkcji obrazuje nieznacznie odmienny sposob przebiegu procesu przy tych
parametrach. Funkcja ta pozwala na otrzymanie duzego zysku jakosci sygnatu. Natomiast przy zastosowaniu
funkcji stopujacej g, i parametru K,,=1 otrzymuje si¢ wynik filtracji, ktéry dla wigkszej liczby iteracji
pozostaje stabilny. Po 3000 iteracji wynik miara jakosci sygnatu dla filtracji z funkcjami g; i g, wynosita
odpowiednio 13,68 oraz 16,0 dB.

Parametr K, jest w przypadku adaptacyjnej wersji algorytmu pomocniczy. Jednakze podobnie, jak
dla funkcji g; réwniez w tym przypadku dla duzych jego warto$ci otrzymuje sig proces nieograniczony przez
funkcje stopujaca, co prowadzi do filtracji analogicznej, jak przy uzyciu algorytmu LQ. Widoczne to jest dla
wynikow filtracji przy K., 0,5, ktore pokrywajq si¢ z odpowiadajacym przebiegiem LQ.

Filtracja przy uzyciu funkcji g, dla matych parametrow K przebiega tagodniej od jej odpowiednikow
dla funkcji g;. Rowniez w tym przypadku wystepuje efekt oscylacyjny prowadzacy do grupowania sig
elementow, jednakze odbywa si¢ to wolniej i bardziej regularnie.

We wszystkich tych przypadkach nalezy podkresli¢ jedng prawidtowos¢. Za kazdym razem, nawet
gdy wystepuje lokalna oscylacja elementow trajektorii, spetniona jest wlasno$¢ przestrzennej zbieznosci
procesu przedstawiona w rozdziale 5.6.3. Jakkolwiek elementy zmieniaja swoje potozenie, jednak nawet
przypadek grupowania nie tamie tej zasady, gdyz wszelka zmiana wynika¢é moze jedynie z potozenia

pozostatych punktow trajektorii. Przy zachowaniu odpowiednich warunkow nalozonych na parametry
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algorytmu, interpolacja wykonywana w kazdej iteracji zapewnia, ze nowe potozenie punktu trajektorii nie

spowoduje wystapienie odlegtosci od pozostatych punktéw wigkszej od poprzednio istniejace;j.

6.3.2 Skutecznos¢ filtracji NLQ w zaleznosci od wspétczynnika A

Jak to zostalo przy konstrukcji algorytmu filtracji NLQ, wspotczynnik A jest rownowazny ze
wspolczynnikiem c. W przedstawionych eksperymentach przyjmuje sig¢ warto$¢ ¢=1,0 dla algorytmu NLQ.
O szybkosci filtracji decydowaé wige bedzie wspotczynnik A. Na rysunku 7-19 zebrano wykresy miary
jakosci QSNR dla wynikow filtracji w zaleznoSci od przyjgtej wartosci parametru A. Dla wszystkich
przebiegdow uzyto funkcji stopujacej g;, warunku brzegowego typu D, wspotczynnika K,,,.=2,5 (wersja

adaptacyjna). Dla porownania zaznaczono roéwniez wybrane rezultaty uzyskane w trakcie filtracji LQ.
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Rysunek 6-22: Miara jako$ci QSNR dla rezultatéw filtracji NLQ w zaleznoSci od parametru 4
— syntetyczna trajektoria testowa nr 1a.

Otrzymany wykres potwierdza, ze parametr A pelni rolg czynnika sterujacego szybkoscia procesu.
Dla matych warto$ci parametru proces pozwala na powolne osiagnigcie sygnatu o wysokiej jakosci. Spadek
jakosci rowniez w tym przypadku nastgpuje powoli — pogarsza si¢ jakosci sygnalu filtrowanego
poréwnywalnie do filtracji algorytmem LQ. Duze warto$ci parametru pozwalaja natomiast na szybkie
osiagnigcie dobrych rezultatow. Jednakze w trakcie kolejnych iteracji rownie szybko nast¢puje deformacja
trajektorii i spadek wartosci miary QSNR. Proces ten powoduje, ze trajektoria staje si¢ w granicy tak samo
znieksztatcona, jak w przypadku odpowiadajacemu mu procesowi LQ. Jest to potwierdzenie wcze$niej
zaobserwowanego efektu (6-18) polegajacego na tym, ze proces, w ktdrym przestaje wystepowac dzialanie
funkcji stopujacej w swoim przebiegu zbliza si¢ do filtracji bez ograniczen typu LQ.

Otrzymane rezultaty wskazuja, ze dla filtracji realizowanej algorytmem NLQ w praktyce lepiej jest
uzywac niewielkich warto$ci wspdlczynnika 1. Réwniez dla takiego wspodtczynnika otrzymuje si¢ jeden z
najwyzszych uzyskanych wynikow filtracji (QSNR=31,22 dB). Regula ta jest inna niz uzyskana dla filtracji
LQ, w ktorej maksymalna poprawe trajektorii uzyskiwato si¢ dla srednich wartosci wspotczynnika dyfuz;ji.
Pokazuje to znaczacy wplyw skladnika nieliniowego, modyfikujacego charakterystuke procesu zaleznie od

wystepujacych punktow w trajektorii.
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6.3.3 Podatnosc¢ filtracji NLQ na poziom zaszumienia sygnatu

W kolejnym eksperymencie sprawdzono mozliwo$¢ odszumiania trajektorii w zalezno$ci od
poczatkowego stopnia zaszumienia sygnalu. W tym celu rozpatrywana byla trajektoria testowa nr la z
sygnalem zaklocajacym o rozktadzie normalnym. Algorytm odszumiajacy uzywat funkcji stopujacej nr 1,
adaptacyjnego wyznaczania wspotczynnika wrazliwos$ci z parametrem K,,,,=2,5 1 szybkoscia dyfuzji 1=0.1.
Na rysunku 6-23 przedstawiono uzyskane rezultaty w funkcji kolejnych iteracji procesu. Dla poréwnania

zaznaczono rowniez wyniki dla dwoch przypadkow filtracji algorytmem LQ.
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Rysunek 6-23: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji NLQ w zaleznoSci od stopnia zaszumienia sygnatu
(rozklad normalny) — syntetyczna trajektoria testowa nr 1a.

Podobnie, jak byto w przypadku filtracji LQ, otrzymane rezultaty w postaci miary QSNR zaleza od
poczatkowego poziomu zaszumienia trajektorii testowej. Im nizszy poziom zaszumienia (W postaci
mniejszego odchylenia standardowego generowanego rozktadu), tym lepszy rezultat filtracji udaje sig

osiagna¢. Jednak po okoto 100-150 iteracjach wyniki filtracji dla zaszumienia o poziomie o < 0,05 staja sie
identyczne. Dla dalszych iteracji taka prawidtowos$¢ dotyczy takze bardziej znaczacego zaszumienia
(0 =0,075) . Jest to efekt podobny do uzyskiwanego dla filtracji LQ (patrz rysunek 6-14 oraz dwie ostatnie
krzywe na wykresie).

Istnieje istotna r6znica w otrzymanych wynikach dla obu typow filtracji. Nalezy zwroci¢ szczegolna

uwage na krzywa zaznaczong kolorem czerwonym (zaszumienie o = 0,5). Reprezentuje ona filtracjg dla

przypadku bardzo silnie zaszumionego. Widoczne jest, ze otrzymany rezultat tylko nieznacznie poprawit
poczatkowa jakos$¢ trajektorii 1 utrzymuje si¢ na stalym bardzo niskim poziomie. W przeciwienstwie do
pozostatych wynikoéw, ten znajduje si¢ znaczaco ponizej rezultatow otrzymywanych dla filtracji LQ. Istotne
jest rowniez to, ze dla takiego samego poziomu zaszumienia, filtracja LQ uzyskuje po okoto 300 iteracjach
tak samo dobry wynik, jak dla zaszumienia mniejszego.

Na podstawie przeprowadzonych badan mozna wyciagna¢ wniosek, ze algorytm NLQ jest bardziej
podatny na zaszumienie od algorytmu LQ. Oznacza to, ze istnieje pewien poziom poczatkowego
zaszumienia trajektorii, ktory powoduje, ze algorytm nie jest w stanie osiagna¢ znaczacej poprawy filtracji

sygnatu. W takim przypadku zaklocenia w trajktorii powoduja, ze dyfuzja jest zatrzymana, a wystgpujace
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ewentualne oscylacje punktow (analizowane poprzednio) nie prowadza do poprawy jakosci sygnatu.
Algorytm NLQ jest wigc przydatny jedynie do przypadkéw o zaszumieniu nie przekraczajacym okreslonej

granicy. Warto$¢ tej granicy zaleze¢ jednak bedzie od rozpatrywanego sygnatu i jego charakterystyki.

6.3.4 Podsumowanie badan dla filtracji NonLinQuat

Eksperymentalne badanie algorytmu NLQ pozwolito na sformutowanie nastgpujacych wnioskow:

e Algorytm NLQ jest przydatny tylko w przypadku, gdy w trajektorii nalezy rozr6ézni¢ zmiang
chwilowej predkosci katowej. W pozostatych przypadkach algorytm pozwala najwyzej na
uzyskanie efektow nie gorszych niz w przypadku LQ.

e Proces wymaga dobrego okres§lenia parametru wrazliwosci K, od ktorego zalezy rozrdznienie,
jaka zmiana predkosci chwilowej jest jeszcze zakldceniem lub juz zmiang pozadana.

e Zastosowanie funkcji stopujacej g; pozwala na szybsze osiagnigcie lepszych efektow. Funkcja g,
daje w rezultacie trajektori¢ o nizszej jakosci, jednak bardziej stabilng dla duzej liczby iteracji
(jakos¢ nie pogarsza si¢ dla kolejnych iteracji).

e Dla rozwazanej trajektorii testowej nr la dobry dobor parametréw procesu pozwolit na ponad
60% wzrost jakosci sygnatu w poréwnaniu do filtracji LQ. Poprawa jako$ci sygnatu zalezy
jednak od poziomu zaszumienia trajektorii. Dla bardzo duzego zaszumienia algorytm traci
wlasnosci filtrujace i nie mozna uzyskac efektow lepszych niz algorytmem LQ.

o Algorytm NLQ mozna rozwazaé, jako kwaternionowy odpowiednik procesu Perona-Malik dla
obrazoéw. Proces PM bierze pod uwage estymacjg krawedzi, a algorytm NLQ estymacje
chwilowej predkosci katowej. Jednakze w przypadku obrazoéw krawedz jest bardzo
charakterystyczna cecha o duzym poziomie znaczeniowosci. Dla trajektorii w przestrzeni rotacji
odpowiadajaca cecha w postaci zmiany predkosci katowej nie niesie znacznej informacji o

przebiegu ruchu. Moze by¢ pomocna jedynie w wybranych przypadkach.

6.4 Skutecznos¢ algorytmu AnisoQuat dla syntetycznych trajektorii
testowych

Algorytm AQ realizuje najbardziej zaawansowany sposob z przedstawionych metod przetwarzania
trajektorii w przestrzeni rotacji. Zostana zaprezentowane wyniki badan wykonanych na wybranych
sekwencjach testowych, ktore pozwola na oceng¢ wiasnosci algorytmu ze szczegdlnym uwzglednieniem
zachowywania ksztattu trajektorii. Trajektoria testowa nr la zostanie uzyta w celu poréwnania dziatania
algorytméw NLQ oraz AQ. Najintensywniej badanym sygnalem bedzie trajektoria testowa nr 2, ktoéra
zawiera kilkukrotna zmiang ksztaltu. Trajektoria testowa nr 3 zostanie przebadana w celu sprawdzenia

dziatania algorytmu dla przypadku skomplikowanego i znacznie zr6znicowanego ruchu.
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6.4.1 Skutecznos¢ filtracji AQ w zaleznosci od wspoétczynnikéw wrazliwosci

Na podstawie wstepnych badan przedstawionych w poprzednim rozdziale, mozna wyciagnac¢
wniosek, ze przebieg filtracji w najwigkszym stopniu zalezy od przyjetego wspotczynnika wrazliwosci dla
funkcji stopujacej. Wspolczynnik ten jest odpowiedzialny za zahamowanie lub przyspieszenie dyfuzji w

zaleznosci od potozenia punktow wystepujacych w przetwarzanej trajektorii.

Poréwnanie skutecznos¢ filtracji AQ z wynikami dziatania algorytmu NLQ

Pierwsza grupa eksperymentow polega na poréwnaniu wiasnosci filtracji AQ z najlepszym
otrzymanyn wynikiem filtracji typu NonLinQuat. Filtracja bedzie przeprowadzona dla trajektorii testowej nr
la, poniewaz ona zostala przede wszysktim przebadana w przypadku algorytmu NLQ. Trajektoria zostata
zaszumiona sygnalem o rozktadzie normalnym i odchyleniu standardowym ¢=0,05. Dla obu algorytméw
uzyto warunku brzegowego typu D, parametru A=0,5 oraz funkcji stopujacej g; z adaptacyjnym sposobem
wyznaczania wspOlczynnika wrazliwosci. Dla sekwencji referencyjnej NLQ przyjeto wspdlczynnik
K,.=2,5, dla ktorego filtracja przebiegata z najlepsza skuteczno$cig. Taka sama warto$¢ wspotczynnika
przyjeto dla filtracji AQ w pierwszym z przeprowadzonych testow. Na rysunku 6-24 przedstawiono wykresy

otrzymane dla procesu filtracji przy roznych wartosciach anizotropowego wspotczynnika jakosci Ky
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Rysunek 6-24: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji AQ w zaleznoSci od anizotropowego wspolczynnika
wrazliwosci K 4, (funkcja g;) — syntetyczna trajektoria testowa nr 1a.

Podobnie, jak bylo w przypadku filtracji typu NLQ, réwniez w tym przypadku zastosowanie
wspotczynnika o zbyt matej warto$ci powoduje, ze algorytm traci wlasnosci filtracyjne. Wspolczynnik, ktory
wplywa posrednio na szybkos¢ filtracji jest zbyt maty, aby usuna¢ szum, ktory jest w takim przypadku
traktowany, jako charakterystyczna cecha sygnatu. Dopiero wzrost wspdtczynnika do wartosci 4, a
nastgpniei 8 powoduje, ze otrzymuje si¢ proces, ktory prowadzi do usunigcia szumow przy jednoczesnym
zachowaniu wlasnos$ci sygnatu, co prowadzi do uzyskania duzej wartosci miary jako$ci. Dalszy wzrost tego
wspotczynnika (wartosci 12 1 20) powoduje, ze przestaje on peli¢ rolg ograniczenia i przebieg procesu
zbliza si¢ do sytuacji, w ktorym nie ma ograniczenia anizotropowego. Ze wzgledu na rownosé

wspotczynnikow wrazliwosci K., z porownywanym procesem NLQ, w przypadku zmniejszenia roli
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wspotczynnika anizotropowego, przebieg obu proceséow zaczyna byé podobny i zbiezny. Swiadczy o tym
podobienstwo wykresoéw dla filtracji AQ (kolor czerwony) oraz NLQ (kolor brazowy).

Przeprowadzajac filtracje dla ustalonej wartosci anizotropowego wspélczynnika Ky, =8 w
zaleznosci od wspoélczynnika K, otrzymuje si¢ zestaw wykresow pokazanych na rysunku 6-25. W tym
przypadku rozwazane jest pierwszych 100 iteracji, gdyz w tym przedziale wystepuje najwigksza réznica w

przebiegu filtracji NLQ oraz AQ. Pozostate parametry filtracji pozostaja bez zmian.
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Rysunek 6-25: Miara jakos$ci QSNR dla rezultatow filtracji AQ w zaleznosci od wspélczynnika wrazliwosci K,
(funkcja g;) — syntetyczna trajektoria testowa nr 1a.

Podobnie, jak dla wspotczynnika anizotropowego oraz dla przypadku filtracji NLQ, zbyt mata
warto$¢ K., powoduje, ze filtracja nie moze by¢ zrealizowana z jako$cig lepsza od okre§lonej wartosci. Az
do wartosci K,,,,=2 jest to jako$¢ znacznie zanizona. Dopiero dla wartosci K,,.,,= 2,5 otrzymuje si¢ proces
nie gorszy od odpowiadajacemu mu procesowi NLQ. Dalszy wzrost wartosci tego wspotczynnika powoduje
zmniejszenie jakosci sygnalu, gdyz filtracja zaczyna przejmowacé cechy procesu LQ. Powoduje to zbyt
intensywna dyfuzje elementow, ktora prowadzi do znieksztalcenia trajektorii.

Najistotniejszym wnioskiem, ktéry mozna wyciagna¢ na podstawie przedstawionych wykresow jest
to, ze filtracja AQ oraz NLQ pozwalaja na uzyskanie podobnej maksymalnej warto$ci miary jakosci QSNR.
Jednakze dla filtracji NLQ po uzyskaniu tej wartosci po okolo 20 iteracjach, mimo wszystko rozpoczyna sig
proces nadmiernej dyfuzji, ktéra prowadzi do zmniejszenia jakosci sygnatu. Algorytm AQ po osiagnieciu
maksymalnej jakosci sygnatu, zachowuje jego wlasnosci dla kolejnych iteracji. Zachowanie takie wynika ze
zmniejszenia dyfuzyjnosci anizotropowej ze wzgledu na znaczng warto§¢ krzywizny w charakterystycznym
punkcie trajektorii.

Przedstawiony eksperyment pozwala rozpatrywaé filtracje AQ, jako proces, ktory posiada cechy
filtracji NLQ z dodatkowymi wlasnosciami, ktoére maja odtwarza¢ i zachowywaé lokalna krzywizng

trajektorii.

Badanie wlasnosci filtracji przy adaptacyjnym wyznaczaniu wspoétczynnikow wrazliwosci

Przeprowadzono badania filtracji dla bardziej ztozonej trajektorii testowej, jaka jest trajektoria nr 2

(QuatJumps). Rozwazany jest algorytm uzywajacy funkcje stopujaca g;, adaptacyjne wyznaczanie
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wspotczynnikow wrazliwosci, parametry dyfuzji 4=0,5 oraz 1,=1,0. W pierwszym badaniu dla stalej
warto$ci parametru K, sprawdzono skutecznos$¢ filtracji w zaleznosci od wartosci anizotropowego
wspotczynnika wrazliwosci Ky,... Otrzymane rezultaty pokazane zostaly na rysunku 6-26. Dla poréwnania
uwzgledniono wykres miary jako$ci otrzymany dla algorytmu LQ przy takim samym wspotczynniku dyfuzji

¢=0,5 (odpowiednik ).
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Rysunek 6-26: Miara jakosci QSNR dla rezultatow filtracji AQ w zaleznosci od wspélczynnika
wrazliwosci K 4,,,, (funkcja g;) — syntetyczna trajektoria testowa nr 2.

Otrzymane rezultaty sa podobne do uzyskanych w trakcie badania trajektrorii testowej nr 1. RoOwniez
w tym przypadku nadmierne zmniejszenie warto$ci anizotropowego wspotczynnika dyfuzji powoduje
pozbawienia procesu wlasnosci filtracyjnych. Takze zbyt duza wartos¢ wspotczynnika powoduje, ze proces
przyjmuje przebieg podobny do przebiegu uzyskanego algorytmem LQ. Najlepsze rezultaty uzyskano dla
wspotczynnika K4,,,,=8. Filtracja w takim przypadku pozwolila na uzyskanie sygnatu o jakosci wyzszej o
ponad 40% w poréwnaniu do filtracji typu LQ. Drugim réwnie waznym rezultatem jest stabilno$¢
otrzymanych rezultatow. Wysoka warto$§¢ miary jako$ci utrzymuje si¢ stabilnie przez bardzo dhugi czas
(przetestowano maksymalnie 10 000 iteracji). Sygnal nie jest poddawany nadmiarowej dyfuzji, ktéra w
sposob niepozadany deformuje trajektori¢ w przypadku procesu LQ.

Wykonano wielokryterialny eksperyment polegajacy na znalezieniu maksymalnej wartosci miary
jakosci sygnatu uzyskanej dla filtracji trajektorii testowej nr 2 algorytmem AQ przy zmiennych parametrach
Ky, Kymax- Pozostate parametry procesu pozostaja bez zmian. Dla kazdego z parametréw wyznaczano
maksymalng warto$§¢ miary QSNR dla zakresu 10 000 itearcji. Zebrane wyniki przedstawiono na zbiorczym
wykresie na rysunku 6-27. Komplementarny wykres zostal pokazany na rysunku 6-28. Dla kazdej pary
parametrow filtracji AQ okreslono numer iteracji, przy ktorej po raz pierwszy zostala osiagnigta maksymalna
warto$§¢ miary QSNR (zaznaczonej na rysunku 6-27). Ze wzgledu na duza rozpigto$¢ wartosci w tym
przypadku, na wykresie zastosowano skalg¢ logarytmiczng dla osi numerdw iteracji. Na obu rysunkach
wykresy zostaty pokolorowane wedtug automatycznie dobranej skali koloréw, gdzie kolor niebieski oznacza

warto$¢ miniamalna, a kolor ciemnoczerowony warto$¢ maksymalna na wykresie.
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Rysunek 6-27: Maksymalna warto§¢ miary jako$ci QSNR uzyskana w czasie 10 000 iteracji
dla rezultatéw filtracji AQ w zaleznoS$ci od wspétezynnikow K., Ky (funkeja g;).
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Rysunek 6-28: Numer iteracji, przy ktorej osiagnigto maksymalng warto$¢ miary jakosci QSNR dla
filtracji AQ w zalezno$ci od wspélczynnikow K., Kma (funkcja g;).
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Na podstawie rezultatow przeprowadzonego eksperymentu zbiorczego mozna wyciagna¢ kilka
bardzo wnioskow, istotnych z punktu widzenia okreslenia istotnosci roli parametréow algorytmu. Przede
wszystkim dla malych wartoéci obu parametréw wystepuje charakterystyczny spadek maksymalnej wartosci
uzyskiwane] miary QSNR. Dla tego zakresu parametrow proces jest nadmierniec hamowany, czego
mechanizm zostat wyjasniony w zwiazku z rysunkiem 6-26. Jednakze z rysunku 6-27 mozna odczytaé, ze
hamowanie procesu dla tego zakresu nie zalezy od tego, ktéry parametr przyjmuje mala wartos¢. Oznacza to,
ze oba parametry musza by¢ prawidlowo dobrane, aby zadna ze sktadowych filtracji (realizowana przez
ztozenie interpolacji) nie zostata zahamowana.

Dla wartos$ci wspolczynnika K, wickszych od okre§lonej wartosci granicznej (wynoszacej okoto
4,5) otrzymywane rezultaty przestaja od niego zaleze¢. W celu interpretacji tego efektu nalezy
przeanalizowac przebieg rozpatrywanej trajektorii testowej nr 2. Rozwazany sygnat ma w przyblizeniu stata
warto$¢ modutu predkosci katowej w kazdym momencie czasowym. Oznacza to, ze predkos¢ katowa nie jest
wyznacznikiem okre$lajacym charakter tego sygnatu. Wzrost miary QSNR dla wigkszych wartosci Ky
wynika z ograniczenia dziatania sktadowej nieliniowej bioracej pod uwage predkosc¢ katowa. Jezeli predkosc
ta jest stala, to zminimalizowanie tego ograniczenia bgdzie dawato lepsze efekty niz proba minimalizacji
przy uwzglednieniu czynnikow nie majacych wptywu na sygnal. Jest to efekt odblokowania szybkosci
filtracji przez przyjecie duzej warto$ci wspotczynnika K. Otrzymany rezultat dotyczy specyfiki trajektorii
testowej nr 2. Nalezy pamigtaé, ze analogiczne badanie dla trajektorii nr la (uwzgledniajacej zmiang
predkosci katowej) dato inne efekty. W praktyce jednak czgsto zdarza sig, ze warto$¢ predkosci katowej jest
stata w trakcie wykonywania ruchu.

Dla K,.,>4,5 otrzymuje si¢ natomiast istotna zalezno$¢ otrzymywanych rezultatow od
wspotczynnika Ky, Jest to inny sposob prezentacji danych, ktorych wycinek byt pokazany na rysunku 6-
26. Bardzo dobrze w tym przypadku widoczne jest, ze najwyzsza warto$¢ miary QSNR uzyskuje si¢ dla
wspotczynnika Ky,,,,=8. Optymalna warto$¢ wspdtczynnika bedzie jednym ze specyficznych parametrow dla
okreslonego sygnatu. Wynika ona z wartosci krzywizny sygnatu, dla ktérej powinna zosta¢ zahamowana
dyfuzja anizotropowa. Przyjecie wigkszej wartosci wspdlczynnika powoduje, ze proces zaczyna przyjmowac
charakter filtracji LQ, dla ktérej nie wystgpuja ograniczenia i sterowanie jego przebiegiem wynikajace z
polozenia punktow trajektorii (zotty obszar dla K 4,,,,>12).

Interesujace moze by¢ zestawienie wynikow przedstawionych na obu prezentowanych wykresach.
Dzigki temu mozna wyciagna¢ nastgpujace dodatkowe wnioski o charakterze filtracji. Dla duzych wartosci
K max maksymalna warto$¢ miary QSNR jest uzyskiwana na poczatku filtracji (okoto 50-100 iteracji —
niebieski kolor na wykresie). Oznacza to, ze proces ten szybko osiaga swoje maksimum, a nastgpnie
pogarsza si¢ jakos¢ trajektorii. Jest to zbiezne z analiza wykresu 6-27 dla tego obszaru parametrow, dla
ktorego okreslono, ze proces w takim przypadku zaczyna nabiera¢ cech filtracji LQ. Dla tego typu filtracji
rowniez szybko zostaje osiagnigta warto$¢ maksymalna, a nastgpnie nastgpuje znaczny spadek jakosci.

Wynika to z nadmiernej dyfuzji, ktéra po usunigciu zaktocenia, dodatkowo deformuje przetwarzany sygnat.
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Dla malych warto$ci parametrow Ky, <10 maksimum zostaje osiagnigte dopiero dla ostatnich
rozpatrywanych iteracji (brane byto pod uwagg 10 000 iteracji). Biorac pod uwage przebiegi z rysunku 6-26
mozna wyciagna¢ wniosek, ze miara QSNR ma tendencj¢ niemalejaca po przekroczeniu pewnej wartosci
granicznej. Jakkolwiek krotkookresowa analiza wykazata, ze miara ta otrzymuje si¢ na stalym poziomie, to
roszerzone badania wskazuja na mozliwo$¢ minimalnego wzrostu po osiagnigcia tego poziomu.
Teoretycznie réwniez tego rodzaju algorytm powienien prowadzi¢ w granicy do polozenia, dla ktérego
zostata zminimalizowana do O energia sygnalu. Jednakze moze to nastapi¢ dopiero po znacznie wickszej
liczbie iteracji.

Z punktu widzenia praktycznego, duza stabilno$¢ procesu w funkcji iteracji jest bardzo istotna.
Zastosowanie algorytmu w bardziej ztozonym systemie przetwarzajacym wymaga okreslenia warunku stopu
dla przeprowadzanej filtracji. Dla filtracji LQ warunek taki musiatby uwzglednia¢ doktadnie maksimum
globalne miary QSNR osiagane po kilkudzisigciu pierwszych iteracjach. Filtracji otrzymywana przy pomocy
algorytmu AQ jest pod tym wzgledem znacznie bardziej bezpieczna. Mozna z gory zatozy¢, ze wykonywane

jest okoto 500 iteracji, po ktorych nie wystgpuje znaczacy wzrost wartosci miary QSNR.

Poréwnanie dziatania filtracji dla alternatywnej funkcji stopujacej g.

Zastosowanie alternatywnej funkcji stopujacej g, daje inna charakterystyke procesu filtracji. Przy
uzyciu tej funkcji stopujacej przeprowadzono eksperyemnty, w ktéorych uzyto tych samych wartosci
parametrow, co w poprzednim przypadku: 1=0,5, 1,=1,0, poziom zaszumienia ¢=0,05. Parametr K,,,,=20, co
oznacza minimalizacj¢ tej sktadowe;j filtracji. Na wykresie dodatkowo zaznaczono krzywa reprezentujaca

rezultaty filtracji trajektorii dla wecze$niej omawianej funkcji g;. Wyniki przedstawione sa na rysunku 6-29.
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Rysunek 6-29: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji AQ w zaleznoSci od wspélczynnika
wrazliwosci K 4, (funkcja g,) — syntetyczna trajektoria testowa nr 2.

Uzycie funkcji g, daje w rezultacie gorsze rezultaty z punktu widzenia uzyskiwanej miary jakosci
QSNR. Dla poczatkowych iteracji (okoto 150) otrzymuje si¢ zblizona wartos¢ QSNR, jak dla przypadku
zastosowania funkcji g;. Jednak w kolejnych fazach procesu, filtracja stosujaca funkcje g; dodatkowo
poprawia jakos$¢ sygnalu o okolo 5 dB, nastomiast dla filtracji uzywajacej funkcje g, jako$¢ zaczyna

systematycznie si¢ pogarsza¢. Rowniez dla przebiegu dlugoterminowego nie zauwazono, zeby wystepowat
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dlugotrwaty efekt stabilizacji miary jakosSci, jaki wystepuje dla wielu parametréw procesu uzywajacego
funkcji g;.

W trakcie eksperymentdw zauwazono, ze funkcja g, ma tendencj¢ do nadmiernego wygtadzania
trajektorii. Jest to jednym z powoddw spadku jakosci trajektorii po przekroczeniu 200 iteracji. Analogiczne
rezultaty mozna bylto zaobserwowac dla procesu filtracji typu Perona-Malik przy uzyciu tej samej funkcji
stopujacej. Réwniez w tym przypadku wystepowal podobny efekt — krawedzie na obrazie byty bardziej
wygtadzane w trakcie procesu, jednak dzigki temu filtracja miata mniejsza tendencje do pozostawiania
nieprawidtowosci w postaci artefaktow.

Ostatecznie nie udato si¢ uzyska¢ rownie dobrych rezultatow filtracji przy uzyciu alternatywnej
funkcji stopujacej. Jej uzycie powoduje, ze proces posiada charakter przejSciowy pomigdzy filtracja AQ oraz
LQ. Zauwazono dodatkowo, ze filtracja z funkcja g, jest mniej wrazliwa na efekt catkowitego zatrzymania
dyfuzji. Efekt taki wystepuje dla funkcji g; przy za niskim wspotczynniki wrazliwosci. Cecha ta moze by¢
pozyteczna dla filtracji przy znacznym zaszumienia, dla ktérego trudno jest okresli¢ jednoznacznie stopnia

zaktocen oraz optymalnych wartosci wspotczynnika wrazliwosci K.

Skutecznosé filtracji przy statej wartosci wspétczynnika wrazliwosci K

W poprzednich punktach w badanym procesie filtracji stosowany byt adaptacyjny sposob
wyznaczania wspotczynnika wrazliwosci (przy okreSlonym parametrze skalujacym K,..). Podstawowy
schemat algorytmu bierze pod uwage stala warto$¢ wspolczynnika. Zostanie sprawdzona skuteczno$é
filtracji przy statych wartosciach K, K,. Nadal badana jest sekwencja testowa nr 2 przy poziomie
zaszumienia 0=0,05 oraz parametrach 4=0,5, 1,=1,0. W pierwszym badaniu ustalono warto$¢ wspolczynnika
K=1. Na rysunku 6-30 przedstawiono rezultaty filtracji przy zmiennej wartosci K4. Dodatkowo umieszczono
wykresy otrzymane dla filtracji z adaptacyjnym sposobem wyznaczania wspotczynnika (K, =20, K u:=8)

oraz filtracji typu LQ z parametrem ¢=0,5.
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Rysunek 6-30: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji AQ w zaleznoSci od wspélczynnika
wrazliwosci K 4, (funkcja g,) — syntetyczna trajektoria testowa nr 2.

Filtracja przy statym wspotczynniku K nie pozwala na osiagnigcie lepszych rezultatow niz w

przypadku wersji adaptacyjnej. Najlepszy z otrzymanych rezultatéw dla statego wspolczynnika jest gorszy o
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okoto 25% od najlepszego przypadku filtracji ze wspotczynnikiem adaptacyjnym. Dodatkowo dla
wspoélczynnika stalego wystepuja dwa niepozadane efekty: szybkos¢ poprawy jako$ci w pierwszej fazie
filtracji jest niewielka, a po osiagnigciu maksimum wartosci QSNR, jako$¢ sygnatu systematycznie sig
pogarsza.

Filtracja ze wspotczynikiem adaptacyjnym jest szybsza w poczatkowej fazie poniewaz wspotczynnik
ten jest w tym momencie wzglednie duzy. Oznacza to, ze dyfuzja przebiega z malymi ograniczeniami
thumiacymi jej szybkos¢. Staty wspotczynnik dla tego fragmentu procesu od poczatku w sposéb jednostajny
(ze wzgledu na zawarto$¢ szumu w catej trajektorii) hamuje proces filtracji. Stad gorszy przyrost jakosci
miary QSNR dla wspoétczynnika statego.

Po usunigciu znacznej czgsci zaktocen w poczatkowej fazie filtracji, warto§¢ wspotczynnika K
zostaje znacznie zmniejszona. Oznacza to, ze dyfuzja w dalszej czg$ci procesu zachodzi bardzo powoli.
Natomiast dla procesu ze statym wspotczynnikiem dyfuzja nie jest dodatkowo hamowana przez globalne
ograniczenie nalozone na predkos¢ dyfuzji. Nawet przy statym wspolczynniku dyfuzji jest ona zalezna od
zaszumienia trajektorii, jednak tylko lokalnie — wedlug modelu opisanego w rozdziale 5.4.3. Stad ostatecznie
filtracja ze statym wspolczynnikiem daje lepsze rezultaty od algorytmu typu LQ, w przypadku ktérego
predkos¢ dyfuzji nie jest w zaden sposob zalezna od potozenia punktéw w trajektorii.

Kolejnym efektem, na ktory warto zwroci¢ uwage jest podobienstwo do przebiegu filtracji typu LQ
dla zwigkszajacej si¢ wartosci wspolczynnika K,. Wynika to ze stopniowego zmniejszania udziatu
nicliniowej sktadowe] ograniczajacej predkos¢ dyfuzji, co ostatecznie prowadzi do catkowitego zaniku tej
sktadowej sterowania procesem. Ze wzgledu na duza warto$¢ wspodtczynnika K, ktora ogranicza sterowanie
dyfuzja zalezna od predkosci, zminimalizowanie sterowania zaleznego od krzywizny sprowadza proces do
filtracji bez ograniczen — podobna do przebiegu LQ. Warto jednak zwrdci¢é uwage na mozliwo$¢ plynnej
regulacji wptywu czynnika sterujacego predkoscia dyfuzji w zaleznosci od przyjetego parametru K.

Zalezno$¢ procesu od parametru K jest podobna, jak w przypadku liniowym. Ze wzgledu na stata
predkos¢ katowa w badanej trajektorii przyjeta warto§¢ K=1 minimalizuje hamowanie dyfuzji przez ta
sktadowa. Przyjecie mniejszych wartosci, takze dla funkcji g, powoduje zmniejszenie skutecznosci

przeprowadzane;j filtracji.

6.4.2 Regulacja szybkosci dyfuzji filtracji AQ

Badanie wlasnosci procesu w zaleznosci od szybkosci dyfuzji (okreslanej przy pomocy parametru A)
przeprowadzono dla procesu dyfuzji o parametrach: A,=1,0; funkcja stopujaca g;; adaptacyjne wyznaczanie
wrazliwosci dla K,,,,=20, K,,,.,.=8; warunek brzegowy typu D; zaszumienie trajektorii sygnalem o rozktadzie
normalnym ¢=0,05. Na rysunku 6-31 przedstawiono otrzymane rezultaty filtracji trajektorii testowej nr 2 dla

roznych wartosci paramtru A.
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Rysunek 6-31: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji AQ w zaleznoSci
od wspotczynnika A — syntetyczna trajektoria testowa nr 2.

Analogiczne badanie przeprowadzone dla procesu LQ wykazato znaczny wpltyw wiasciwego
dobrania wspotczynnika dyfuzji. Analizujac rysunek 6-31 mozna stwierdzi¢, ze w tym przypadku wplyw
tego parametru nie jest tak znaczacy. Nawet dla skrajnych warto$ci parametrow otrzymuje si¢ przebieg
procesu o bardzo dobrych wlasno$ciach (za kazdym razem znacznie lepszych od procesu typu LQ). Jednakze
analiza dtugookresowa przebiegu procesu wykazuje, ze jakos¢ miary QSNR stabilizuje si¢ na pewnym
poziomie w zaleznosci od przyjgtego wspotczynnika A. Na rysunku 6-32 przedstawiono maksymalng warto$¢

QSNR, jaka uzyskano po odpowiednio 1000 i 10000 iteracjach w zaleznosci od wspotczynnika A.
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Rysunek 6-32: Maksymalna warto$¢ miary jako$é¢ QSNR uzyskana
dla filtracji AQ przy wybranym parametrze A.

Poczatkowy przebieg filtracji wydawal si¢ pozwala¢ na uzyskanie podobnych rezultatow w
znacznym stopniu niezaleznych od przyjetego wspotczynnika A. Dopiero na rysunku 6-32 widoczne jest, ze
nawet po 10 000 iteracjach wystepuje znaczna réznica pomigdzy jakoscia filtracji dla A=0,4 oraz filtracji dla
2=0,9. Optymalna filtracja jest wigc realizowana dla wspotczynnika o warto$ciach okoto 0,4-0,5. Wynik ten
jest podobny do przypadku algorytmu LQ.

Mozna rowniez zauwazy¢ dwie nowe tendencje. Maksymalna jako$¢ otrzymywana dla duzych

wspotczynnikdéw A jest osiagana wzglednie szybko. Wystepuje niewielka poprawa jakosci dla 10 000 iteracji
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w porownaniu do warto$ci QSNR otrzymanej juz po 1 000 iteracji. W przypadku matych wartosci 4 rezultat
jest inny. Jako$¢ uzyskiwana na poczatku procesu jest znacznie nizsza od tej, ktora mozna uzyskaé po wielu
iteracjach. Stad wniosek, ze wolniej przeprowadzana filtracja daje dlugookresowo znaczne lepsze efekty. Po

wielu iteracjach rezultaty otrzymywane dla A < 0,5 niewiele si¢ od siebie r6znia, a sa znacznie lepsze od

reaultatow otrzymanych dla duzej wartosci wspotczynnika.
Podobnie, jak w przypadku algorytmu LQ, rowniez w tym przypadku stosowanie parametru A>1
powoduje niestabilnos¢ procesu. Ze wzgledu na mozliwos$¢ wystapienia btedéw numerycznych nie zaleca si¢

takze stosowania parametru A=1.

6.4.3 Rezultaty filtracji AQ w zaleznosci od poziomu zaszumienia sygnatu

Dla poprzednio stosowanych parametrow procesu AQ przeprowadzono eksperyment, w ktorym
sprawdzono skuteczno$¢ filtracji w zaleznosci od stopnia zaszumienia sygnatu. Do trajektorii zostat dodany
sygnal zaklocajacy o rozkladzie normalnym z rézna wartos$cia odchylenia standardowego o. Otrzymane
rezultaty zebrano i przedstawiono na rysunku 6-33. Dodatkowo dla poréwnania zamieszczono wykresy dla

filtracji typu LQ przy dwdch poziomach znacznego zaszumienia (6=0,1, 6=0,5).
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Rysunek 6-33: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji AQ w zaleznoSci
od stopnia zaszumienia trajektorii — syntetyczna trajektoria testowa nr 2.

Analizujac otrzymane rezultaty nalezy stwierdzi¢, ze algorytm AQ zachowuje wlasnosci filtracyjne
nawet dla trajektorii o bardzo duzym stopniu zawarto$ci zaklocen. Takiej whasnosci nie posiadatl wczesniej
omawiany algorytm NLQ, ktory nie byt w stanie w zadnym stopniu poprawi¢ jakosci sygnatu, gdy poziom
zaktdcen wzrdst ponad pewna wartos¢. Nalezy zwrdci¢ uwage na przebieg wykresu dla ¢=0,5 filtracji AQ,
ktory jest zblizny przez wiele iteracji do przebiegu dla filtracji LQ. Zbiezno§¢ wynika z przyjecia
adaptacyjnego sposobu wyznaczania wspotczynnika wrazliwosci K. Dla rozwazanego przypadku poziom
zaszumienia sygnatu jest na tyle duzy, ze wyznaczona warto$¢ wspoétczynnika K jest rOwniez wystarczajaco
wysoka, aby proces miat charakter zblizony do typu LQ. Stad wniosek, ze kolejna zaleta adaptacyjnego
sposoby okreslania K jest regularyzacja procesu w sytuacji bardzo znaczacego znieksztalcenia sygnatu.

Warto zauwazy¢, ze dla wzglednie duzego stopnia zaktocen 0=0,1 proces AQ poczatkowo rowniez

przebiega wspotbieznie z procesem LQ. Jednak po okoto 50 iteracjach nastgpuje wyrazne rozroznienie
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przebiegu dla obu metod filtracji. Filtracja LQ powoduje znieksztalcenie sygnatu, natomiast adaptacyjnie
prowadzony proces AQ stabilizuje si¢ przez zmniejszenie wartosci wspotczynnika wrazliwosci K. Istotna
cecha procesu jest to, ze niezaleznie od poziomu wprowadzonych zaktdcen, za kazdym razem udaje sig
uzyska¢ stan ustalony, dla ktorego nie wystgpuje znieksztalcenie trajektorii przez przeprowadzenie
nadmiernej dyfuzji. Jak to juz zostata podkreslone wczesniej, jest stabilizacja miary QSNR jest wazna w
zastosowaniu procesu we wszelkiego rodzaju systemach automatycznego odszumiania sygnaléw. Pozwala to
na okreslenie dobrego i skutecznego warunku zatrzymania filtracji takze dla duzego stopnia zaszumienia

sygnatu.

6.4.4 Wptyw przyjetego warunku brzegowego na przebieg filtraciji

Ze wzgledu na dodatkowe wspolczynniki wpltywajace na przebieg procesu AQ, inny niz dla
algorytmu LQ, bedzie réwniez przebieg filtracji w zaleznoSci od przyjetego warunku brzegowego. Dla
standardowych parametrow testowych (1=0,5, 4,=1,0, K,,;x=20, K4,.:=8, g1, 6=0,05, trajektoria testowa nr 2)
przeprowadzono eksperyment dla roznego rodzaju warunkow brzegowych. Interesujacy fragment wykresu
dla otrzymanych rezultatow zostal przedstawiony na rysunku 6-34. Na rysunku pominigto wykres dla
warunku brzegowego typu C, ktéry rowniez w tym przypadku generuje znacznie mniejsze warto$ci miary

QSNR ze wzgledu na nieperiodyczno$¢ stosowanego sygnatu testowego.
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Rysunek 6-34: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji AQ w zaleznoSci
od wybranego warunku brzegowego — syntetyczna trajektoria testowa nr 2.

W pierwszej fazie filtracji przedstawionej na rysunku (do okoto 200 iteracji) filtracja stosujaca
warunek brzegowy A uzyskuje nieznacznie lepsze rezultaty od pozostatych. Wynika to z faktu, ze elementy
krancowe trajektorii pozostaja nieruchome, przez co lokalna krzywizna sygnatu staje si¢ szybciej podobna
do krzywizny sygnatu oryginalnego. Najgorzej w tym zakresie wypada warunek brzegowy B. Jest to
odmienny rezultat do odpowiadajacemu mu wynikowi dla filtracji LQ (patrz rozdziat 6.2.3).

W drugiej fazie filtracji (powyzej 200 iteracji) sytuacja si¢ odmienia. Po okoto 400 iteracjach jeszcze
lepiej widoczne jest, ze zastosowanie warunku brzegowego typu D daje znaczaco lepsze rezultaty. Warunek
brzegowy typu A powoduje, Ze to, co poczatkowo bylo zaleta (state umiejscowienie elementow brzegowych)

zaczyna by¢ skladowa wprowadzajaca znieksztatcenie do wyniku filtracji. Jezeli elementy te byly
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poczatkowo zaktocone, to ich potozenie rozni si¢ od potozenia oryginalnego. Dodatkowo nie istnieje szansa,
ze potozenie to zostanie skorygowane. Jedyna sktadowa pozytywnie wplywajaca na warto§¢ miary jakosci
dla obszarow skrajnych jest krzywizna trajektorii.

Dla warunku D sytuacja jest najbardziej korzystna. Wszystkie elementy trajektorii moga zmieniac¢
potozenie. Dzigki temu polozenie elementow brzegowych jest korygowane przez proces filtracji w pierwszej
fazie procesu (w ktorej wystepuja znaczace wpltywy procesu LQ). Nastgpnie po zmniejszeniu stopnia
zaszumienia sygnatu, zmniejsza si¢ takze szybkos$¢ dyfuzji takze dla elementow brzegowych. Nalezy
pamicgta¢, ze warunek D oznacza rozszerzenie sygnatu na dziedzing nieskonczona. Oznacza to, ze dle
elementow brzegowych wystepuje bardzo znaczaca krzywizna, ktéra zgodnie z zastosowanym modelem
powoduje zmniejszenie dyfuzyjnosci w tym obszarze. Dzigki temu poczatkowo skorygowane potozenie
elementéw, nie jest nast¢pnie znaczaco zmieniane. W efekcie otrzymuje sig¢ proces, ktory rowniez dla
elementow brzegowych dazy do stanu ustalonego, w ktorym predkosc dyfuzji jest zminimalizowana.
Pozwala to na osiagnigcie stabilnej wartosci miary QSNR, ktora utrzymuje sig¢ dla bardzo wielu iteracji (co
zostalo pokazane w poprzednim paragrafie — do 10 000 krokéw algorytmu).

Interesujaca jest charakterystyka otrzymana dla warunku brzegowego typu B. Warunek ten oznacza
uktad izolowany. W zwiazku z tym otrzymuje si¢ sytuacje, w ktorej elementy moga by¢ caly czas
modyfikowane przez dyfuzje, co zmniejsza jakos$¢ sygnalu w drugiej fazie przedstawionej filtracji.

Podsumowujac nalezy stwierdzi¢, ze warunek brzegowy typu D jest najbardziej uniwersalnym
rozwiazaniem dla filtracji nieperiodycznych trajektorii. W powiazaniu z wilasno$ciami algorytmu AQ
pozwala on na przeprowadzenie filtracji takze dla elementéw brzegowych przy jednoczesnym zahamowaniu

dyfuzji po zmniejszeniu stopnia zaszumienia trajektorii.

6.4.5 Filtracja AQ dla skomplikowanej trajektorii testowej typu QuatMulti

Trajektoria testowa nr 3 przedstawia ztozony sygnat, w ktérym wystepuje zréznicowanie w kazdym
obszarze charakteryzujacym przebieg: polozenia punktow, chwilowej predkosci katowej oraz lokalnej
krzywizny trajektorii. Na rysunku 6-35 przedstawiono rezultaty filtracji tej trajektorii dla: funkcji stopujacej
g1, Kyx=20, 1=0,5, 1,=1,0, 6=0,05.

Otrzymane rezultaty pokazuja, ze wlasnosci filtracji nie zmienily si¢ znaczaco dla wzrostu
ztozonosci sygnatu. Wzgledna poprawa mozliwej do uzyskania jakosci sygnatu jest tym przypadku mniejsza
niz dla trajektorii nr 2. Niemniej jednak uzyskane rezultaty réwniez wykazuja tendencj¢ do stabilizowania
warto$ci miary QSNR przy odpowiednio dobranym parametrze K.

Przeprowadzany proces jest bardziej wrazliwy na dobor wspotczynnika wrazliwoséci. Stosowanie
wspotczynnika o statej wartoSci byloby jeszcze trudniejsze w praktyce, niz to si¢ okazato dla trajektorii nr 2.
Nalezy zwréci¢ uwage na znaczne zrdéznicowanie sygnatu testowego, ktoryna kazdym odcinku wykazuje
inny charakter przebiegu. Oryginalny sygnat testowy oraz przyktadowa zaszumiona posta¢ zostaty pokazane
na rysunku 6-36. Zastosowano sygnat losowy o rozkladzie normalnym ¢=0,05. Na rysunku wyraznie

widoczny jest bardzo znaczny stopien znieksztatcenia trajektorii oryginalne;.
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Rysunek 6-35: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji AQ w zaleznoSci
od wspélezynnika wrazliwosci K 4,,,— syntetyczna trajektoria testowa nr 3.

Rysunek 6-36: Oryginalna oraz zaszumiona trajektoria testowa nr 3.
Szum o rozkladzie normalnym, 6=0,05.

Rysunek 6-37 pokazuje wybrane iteracje procesow filtracji LQ oraz AQ. Analizujac rysunek mozna
porownac procesy, ktore zachodza w kolejnych chwilach iteracji. W pierwszej fazie obie metody generuja
podobne rozwiazanie (pierwszy wiersz rysunku). Nastgpnie zaczyna wystgpowac widoczne zroznicowanie w
dziataniu.

Na podstawie rezultatow dla 50 i 200 iteracji widoczne jest, ze proces LQ powoduje usuwanie
znieksztatcen przez wygladzanie trajektorii. Szczegoélnie dla 200 iteracji wida¢, ze proces dazy do
ujednolicenia potozenia i predkosci elementow. Powoduje to jednak znieksztatcenie niektorych fragmentow
sygnatu przez nadmierna dyfuzje, ktéra jest realizowana.

Odpowiedni proces AQ jest realizowany inaczej. Dla wigkszosci punktow, w ktérym zmieniany jest
ksztalt trajektorii udalo si¢ zachowaé wyrazna roznicg tej zmiany. Jednakze zastosowanie wartosci
wspotczynnika wrazliwosci statej dla catego przebiegu powoduje, ze w niektorych jego fragmentach
otrzymuje si¢ wlasciwie przeprowadzone filtrowanie, a na innych elementy trajektorii sa dodatkowo
znieksztalcone. Dobrze widoczne to jest dla 200 iteracji procesu AQ na ostatnim odcinku trajektorii (przed

klatka kluczowa zaznaczona kolorem zottym). Szum, ktéry wystepowat dla tego odcinka zostat w znacznym
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stopniu usunigty przez algorytm LQ. Niestety zastosowanie nieliniowego sterowania filtracji spowodowato,
ze dla tego fragmentu szum ten zostat wyrdzniony w postaci schodkowego przebiegu trajektorii wynikowe;.

Jest to odpowiednik artefaktow, ktore pozostawaty na obrazie dla procesu filtracji typu Perona-Malik.

\ o

Rysunek 6-37: Wizualizacja kolejnych krokow filtracji LQ (lewa kolumna) oraz AQ (prawa kolumna). W
wierszach pokazana odpowiednio: 10, 50, 200 iteracje.

Przedstawiony problem dotyczy¢ bedzie gtéwnie skomplikowanych, zréznicowanych sekwencji. W
takim przypadku trudno jest dobra¢ wilasciwe parametru K, ktore pozwolityby na jednoczesne usunigcie

sktadowej zaszumiajacej i prawidtowe zachowanie ksztattu przetwarzanej trajektorii.
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Ostatecznie nawet uwzgledniajac artefakty wprowadzone przez proces AQ, otrzymane rezultaty
wykazuja okot prawie 30% poprawe w odniesieniu do filtracji LQ. Takze w tym przypadku wystepuje efekt
stabilizacji wartosci normy QSNR dla bardzo wielu iteracji. Kolejne przebiegi filtacji AQ zostang

szczegdtowo opisane 1 zobrazowane w nastgpnym rozdziale.

6.4.6 Poréwnanie wtasnosci filtracji algorytmami LinQuat oraz AnisoQuat

Ze wzgledu na swoja zbiezno$¢ z innymi metodami przetwarzania trajektorii w przestrzeniach rotacji
algorytm LQ jest filtracja referencyjna. Z punktu widzenia wtasnosci wynikajacych z rownan rézniczkowych
czastkowych, algorytm ten ma wysoka zdolno$¢ usuwania zaklocen o rozkladzie normalnym. Czgsciowo
jego wilasnosci byly juz porownywane z algorytmami filtracji proponowanymi w tej pracy. W tym rozdziale
wyniki porownania zostana zebrane 1 podsumowane.

W tabeli 4 zebrano najlepsze wartosci miary QSNR uzyskane odpowiednio dla algorytméw AQ oraz
LQ. W trzeciej kolumnie umieszczono procentowa poprawe, jaka udato si¢ uzyskaé stosujac algorytm AQ w
odniesieniu do najlepszego wyniku filtracji LQ. Badania przeprowadzono dla wszystkich czterech

syntetycznych sekwencji testowych.

LQ AQ poprawa
Test01a 19,07 31,55 165,4%
Test01 28,63 41,16 143,8%
Test02 27,35 38,50 140,8%
Test03 22,25 28,28 127,1%

Tabela 4: Maksymalna warto$¢ miary QSNR [dB] uzyskana w ciagu 500 iteracji dla filtracji LQ oraz AQ.
Sygnal zaklocajacy o rozkladzie normalnym, ¢=0,05.

Wyniki filtracji LQ dla trajektorii testowej nr la sa znacznie nizsze od pozostatych ze wzgedu na
specyficzna konstrukcje tego sygnatu testowego. W rozdziale 6.3.1 pokazano, ze sygnatl jest trudny dla
algorytmu LQ ze wzgledu na znaczacy skok potozenia wystepujacy w polowie sekwencji. Sygnal ten jest
syntetyczny i zostal skonstruowany celowo w ten sposob, aby podkresli¢ i wyr6zni¢ wiasnosci badanych
filtrow.

Dla pozostatych filtrow otrzymywane wartosci miary jakoSci sygnatu sa podobne. Zastosowanie
algorytmu AQ pozwala uzyska¢ wyniki od 27 do 65 % lepsze od rezultatow filtracji LQ. Wlasnosci
filtracyjne proponowanego podejscia sa stabsze dla bardziej skomplikowanych sekwencji (nr 2 oraz nr 3).
Tendencja ta jest jeszcze lepiej widoczna przy analizie tabeli 5. W tabeli zostaly zebrane wyniki poprawy
filtracji (rozumianej, jako najwigkszego mozliwego zysku na jakosci sygnatu) dla sekwencji testowych w
zaleznos$ci od stosowanego stopnia zaszumienia. Wyniki zostaly zobrazowane na wykresie pokazanym na

rysunku 6-38.

0=0,01 0=0,05 | 0=0,075
Test01a | 185,7% | 165,4% | 151,7%
Test01 143,5% | 143,8% | 113,8%
Test02 125,4% | 140,8% | 112,0%
Test03 127,4% | 1271% | 121,0%

Tabela 5: Poprawa jakos$ci sygnatu dla maksymalnej warto$ci QSNR algorytmu AQ wzgledem maksymalnej
wartosci uzyskanej filtracja LQ. Sygnal zaklocajacy o rozkladzie normalnym.
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Rysunek 6-38: Poprawa jakosci sygnalu dla maksymalnej wartosci QSNR algorytmu AQ wzgledem
maksymalnej warto$ci uzyskanej filtracja LQ.

Otrzymane rezultaty w wickszosci pokrywaja si¢ z wczesniej otrzymana zalezno$cia dla réznego
stopnia zaszumienia przetwarzanego sygnatu. Najwigksza poprawe uzyskuje si¢ dla najmniej
skomplikowanych trajektorii. W przypadku malego zaszumienia (¢=0,01) uzyskiwana poprawa osiagala
prawie 90 % wzgledem filtracji LQ. W takich przypadkach filtracja LQ musi by¢ przeprowadzana z mata
predkoscia dyfuzji, aby nie znieksztalci¢ sygnatlu, w ktérym zawartos¢ zaktdcen jest niewielka.

Interesujacy rezultat otrzymuje si¢ dla trajektorii testowej nr 3. W tym przypadku niezaleznie od
stopnia zaszumienia sygnalu otrzymuje si¢ podobna procentowa poprawe¢ mozliwej do uzyskania jakosci po
zastosowaniu filtracji AQ. DIla malego poziomu zaszumienia obie metody filtracji szybko sa w stanie usunac
zaklocenia w pierwszej fazie procesu. Otrzymuje si¢ wysoka wartos¢ QSNR dla filtracji LQ, natomiast
artefakty wprowadzone przez filtracje AQ nie sa znaczace dla tego poziomu zaklocen.

Dla duzego zaszumienia proces typu LQ jest w stanie usuna¢ w znacznym stopniu zaklocenia przez
wygladzanie trajektorii. Jednakze w momencie, w ktorym zaklocenia zostaja usunigte, trajektoria jest
jednoczes$nie znacznie znieksztalcona przez przeprowadzona dyfuzje. W przypadku procesu AQ duzy
stopien zaklocen powoduje pojawianie si¢ wigkszej liczby artefaktow. Jednakze z otrzymanych rezultatow
wynika, ze wystgpowanie tych artefaktow nie deformuje filtrowanego sygnatu bardziej niz znieksztalcenie

wynikajace z nadmiernej dyfuzji typu LQ. Ostatecznie w granicach zaszumienia o < 0,075 proces AQ

pozwala na uzyskanie 20% poprawy w odniesieniu do analogicznej filtracji LQ. Dla wyzszych poziomow
zaklocen warto$¢ ta si¢ znacznie zmniejszy, co zostalo pokazane na wykresie 6-33 dla trajektorii testowej
nr 2 (QuatJumps).

Wyniki przedstawione w tabeli 5 obrazuja maksymalna mozliwa poprawe, jaka mozna uzyskaé
stosujac porownywane procesy filtracji. Jednak nalezy pamigtaé, ze proces AQ dazy do stabilizacji trajektorii
w przeciwienstwie do modelu LQ, ktéry po osiagnigciu maksimum wartosci QSNR znacznie pogarsza
jakos¢ sygnatu. Dla iteracji po osiagni¢ciu tego maksimu, chwilowa poprawa jakosci dla obu procesow

wyrazataby si¢ jeszcze wigksza wartoscia.
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Wizualizacja przebiegu procesu filtracji

W celu czytelnego przedstawienia wlasno$ci procesu zostang przedstawione wybrane iteracje dla
filtracji AQ ze standardowymi parametrami (1=0,5, 1,=1,0, K,,,,,=20, K4,,.,=8, g1, 0=0,05, trajektoria testowa
nr 2). Na rysunku 6-39 przedstawiono oryginalna trajektori¢ testowa nr 2 oraz trajektori¢ zaszumiona
sygnatem o rozktadzie normalnym, ¢=0,05. Zastosowanie wizualizacji przy pomocy sfery rotacji pozwala
zobaczy¢, ze jest to znaczny poziom zaszumienia, ktory dla obserwatora bardzo intensywnie deformuje

trajektorig.

‘,ﬂ i 3\.\ ﬁ;_-' U j -‘};‘:‘FE::

Rysunek 6-39: Oryginalna oraz zaszumiona trajektoria testowa nr 2.
Trajektoria zaszumiona — rozklad normalny, ¢=0,05.

W kolejnych wierszach rysunki 6-40 pokazane sa wybrane iteracje (10, 20, 50, 100) dla
poréwnywanych proceséw. Widoczne jest, ze w poczatkowej fazie filtracji proces LQ szybciej usuwa
zaktocenia przez znaczne wygladzanie trajektorii (patrz iteracja nr 10, 20). Jest to zgodne z otrzymanymi
poprzednio rezultatami, w ktorych miara jakosci QSNR byta poczatkowo wyzsza dla filtracji LQ.

Dla iteracji 20 zaczyna by¢ dobrze widoczny, a w iteracji 50 zostaje podkreslony efekt wygladzania
sygnatu uzyskiwany w procesie LQ. Odznacza si¢ to zmiana krzywizny trajektorii w charakterystycznych
punktach trajektorii — krzywizna jest w tym przypadku minimalizowana. Po 100 iteracjach wygladzanie staj¢
si¢ intensywne, co objawia si¢ zarowno w wygladzaniu punktow charakterystycznych trajektorii, jak i w
nadmiernym przemieszczeniu elementow brzegowych. Wynika to z zastosowanego warunku brzegowego
typu D, ktéry nie wnosi zadnego ograniczenia do procesu typu LQ.

Dla procesu AQ dopiero po 50 iteracjach widoczny jest efekt usunigcia sygnalu zaklocajacego.
Jednak w przeciwienstwie do filtracji LQ w tym przypadku nie nastgpuje dalszy proces dyfuzji we
fragmentach, w ktérych wystepuja charakterystyczne punkty o znacznej zmianie krzywizny. Dzigki temu
sygnat nie jest znieksztatcany, co prowadzi do stanu pokazanego dla iteracji nr 100. Stan ten jest nastgpnie
utrzymywany przez wiele iteracji, co zostalo pokazane w poprzednich eksperymentach (az do iteracji

10 000).
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Rysunek 6-40: Wizualizacja kolejnych krokoéw filtracji LQ (lewa kolumna) oraz
AQ (prawa kolumna). W wierszach pokazana odpowiednio iteracje nr: 10, 20, 50, 100.
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Dodatkowym pozytywnym efektem jest ustabilizowanie pozycji elementéw brzegowych trajektorii.
Zastosowanie warunku brzegowego typu D pozwala w przypadku algorytmu AQ zminimalizowaé dyfuzje
dla elementow poczatkowego i koncowego po zmniejszeniu stopnia zaszumienia sygnatu. Jest to efekt, ktory
pozwolit na zwigkszenie jakosci sygnalu w poréwnaniu z innymi warunkami brzegowymi (patrz
rysunek 6-34).

Najlepsze rezultaty dla filtracji LQ uzyskuje si¢ po okoto 20 iteracjach. Stabilny stan trajektorii w
przypadku trajektorii AQ otrzymany zostat po okoto 200 iteracjach. Na rysunku 6-41 pokazano wizualizacje
w przestrzeni 3D trajektorii dla iteracji, w ktorych otrzymano najlepsze rezultaty filtracji. Dobrze widoczny
jest efekt wygladzenia trajektori przy uzyciu filtracji LQ, ktory wystepuje juz na poczatku procesu. Filtracja
ta nie posiada mozliwosci elastycznej regulacji przebiegu procesu, wigc nie ma mozliwosci usunigcia
sktadowej zaktocajacej bez przeprowadzenia dyfuzji, ktora jednoczesnie nadmiernie wygtadza trajektorig.
Jest to widoczna analogia do efektow filtracji liniowej dla obrazow. W przypadku obrazéw réwniez
otrzymywalo si¢ usunigcie znieksztalcen przy jednoczesnym rozmyciu charakterystycznych cech, jakimi sa
krawedzie.

Dodatkowo wida¢ przemieszczenie elementow brzegowych, jakie powstalo w wyniku filtracji typu
LQ. Odleglos¢ pomigdzy punktami w obszarach brzegowych zaczyna si¢ zmniejsza¢ ze wzgledu na

wiasnosci filtracji, ktoéra dazy do minimalizacji catkowitej odlegtosci dla wszystkich punktow.

Rysunek 6-41: Wizualizacja trajektorii testowej nr 2. Lewa goéra: tr. oryginalna. Prawa gora:
tr. zaszumiona (6=0,05). Lewy dol: filtracja LQ, 20 iteracji. Prawy dol: filtracja AQ, 200 iteracji.
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Efekt nadmiernej deformacji sygnalu przez proces filtracji jest mniej widoczny dla przypadku
modelu AQ. Rezultat otrzymany po 200 iteracjach pokazuje (rysunek 6-41, prawy dot) wykazuje znaczne
podobienstwo do trajektorii oryginalnej (lewa gora). Przemieszczenie elementdw brzegowych jest znacznie
mniejsze niz w przypadku filtracji LQ. Dodatkowo charakterystyczne punkty zmiany krzywizny réwniez
zostaly zachowane bez nadmiernego rozmycia sygnatu. Widoczne jest, ze potozenie tych punktow jest
nieznacznie inne niz w sygnale oryginalnym. Wynika to z wplywu sygnatu zakldcajacego, ktory
zdeformowat og6lny przebieg trajektorii. Jednakze ostatecznie ksztalt trajektorii jest zachowany zwlaszcza
dla charakterystycznych punktéw zmiany krzywizny. Wtasciwos$¢ ta zostala doktadniej przeanalizowana dla

wybranego fragmentu trajektorii testowej na rysunku 6-42.

Rysunek 6-42: Fragment trajektorii testowej nr 2a.
Rezultaty filtracji AQ odpowiednio dla iteracji nr 25, 50, 75, 150.

Na rysunku 6-42 pokazano przebieg filtracji dla fragmentu trajektorii testowej, dla ktorej dobrze
widoczny jest efekt pozwalajacy na zachowane krzywizny sygnatu. Po pierwszych 25 iteracjach sygnat
zakldcajacy zostal usunigty z odfiltrowanej trajektorii. Jednakze spowodowato to takze znieksztalcenie
fragmentu, dla ktérego oryginalnie wystgpowata charakterystyczna zmiana ksztattu sygnatu. Po 50 iteracjach
trajektoria jest jeszcze bardziej regularna. Po 75 iteracjach bardzo wyraznie zaczyna by¢ widoczne, Ze
trajektoria przyjmuje ksztalt, ktory wystgpowat oryginalnie w tym fragmencie. Po 150 iteracjach otrzymuje

si¢ przebieg o ksztalcie w wysokim stopniu zblizonym do ksztaltu oryginalnego.
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Przedstawiony przebieg filtracji prezentuje wtasnosci analogiczne do filtracji typu Perona-Malik dla
obrazow (patrz rozdziat 2.6). W przypadku modelu PM rowniez otrzymywato si¢ efekt wyostrzenia obrazu,
ktore bylo realizowane przez dyfuzje przeprowadzana w obszarach jednolitych. Zasada maksimum nie
pozwalata na wprowadzenie nowych warto$ci do procesu, ktdre nie wystgpowatyby w obrazie oryginalnym.
Mimo tego efekt wyostrzania mozna byto uzyskac dzigki zastosowaniu nieliniowego wspolczynnika dyfuzji
zaleznego od wartosci funkcji jasno$ci obrazu.

W przypadku trajektorii kwaternionéw réwniez wystepuje odpowiednik efektu wyostrzania, ktory
potwierdza teoretycznie zaprezentowane wlasnosci procesu (patrz rozdziat 5.6). Analizujac kolejne iteracje
pokazane na rysunku 6-42 wida¢, ze wyostrzenie krzywizny nie wynika z oddalenia punktu, w ktorym
wystegpuje zakrzywienie. Wynika natomiast z szybszej dyfuzji przeprowadzanej w jednolitych fragmentach
trajektorii. W wyniku tego otrzymuje si¢ sygnal oczyszczony z zaktocen przy jednoczesnym zachowaniu

charakterystycznego ksztaltu decydujacego o zawartosci znaczeniowe;j.

6.4.7 Podsumowanie badan dla filtracji AnisoQuat

Otrzymane rezultaty badan eksperymentalnych pozwolilty na zebranie nast¢pujacych wnioskow i

obserwacji:

e Proces filtracji AQ posiada wlasnosci wyostrzania trajektorii z punktu widzenia zachowania
krzywizny trajektorii.

o Filtracja syntetycznych trajektorii testowych algorytmem AQ pozwala uzyska¢ od 20 do 80
procentowa poprawe jako$ci sygnatu w odniesieniu do odpowiadajacego mu procesowi LQ.

e Otrzymywana poprawa jakosci filtracji zmniejsza si¢ dla wyzszego stopnia zaszumienia sygnatu
oraz dla bardziej skomplikowanych trajektorii. Jednakze za kazdym razem filtracja AQ wykazuje
wlasnos$ci nie gorsze od procesu LQ.

e Zastosowanie adaptacyjnego sposobu wyznaczania wspétczynnika wrazliwo$ci znacznie
poprawia otrzymywane rezultaty.

e Filtracja ze wspoétczynnikiem adaptacyjnym poczatkowo ma charakter zblizony do filtracji LQ,
lecz dtugookresowo wykazuje wlasciwosci stabilizacji potozenia wszystkich punktow trajektorii.
Ostatecznie nawet po 10 000 iteracji sygnat byl nadal stabilny o bardzo wysokiej wartosci
wspotczynnika QSNR.

e Zastosowanie warunku brzegowego typu D daje rezultaty znaczaco lepsze od pozostatych.
Pozwala on na korekcjg polozenia elementow brzegowych przy jednoczesnym zahamowaniu
dyfuzji na brzegach trajektorii po usunigciu znacznej czgsci zaktocen.

o Algorytm AQ posiada wilasnosci algorytmu NLQ z mozliwoscia dodatkowego sterowania
przebiegiem filtracji ze wzgledu na warto$¢ lokalnej krzywizny trajektorii.

Nalezy zaznaczy¢, ze proponowane podejscie rozni si¢ znaczaco od algorytmow realizowanych przez

wzory (5—-12) - (5—14) [66]. W tamtym przypadku autorzy pracy proponuja filtry, ktére maja

jednoznacznie okre$lone dziatanie — wygladzajace lub wyostrzajace. Celem proponowanego algorytmu
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AnisoQuat jest natomiast inteligentne wygladzenie trajektorii przeprowadzone w ten sposob, aby usunaé
sktadowa zaktocajaca przy jednoczesnym zachowaniu znaczeniowych wlasnosci sygnatu (np. zmiany
krzywizny).

Podsumowujac nalezy stwierdzié, ze proponowany algorytm filtracji AnisoQuat pozwala na
uzyskanie rezultatbw o bardzo wysokiej jakosci. Jest to osiagane przez zlozenie wlasnosci filtracji
wygtadzajacej z wlasno$ciami wyostrzajacymi sygnat. W wyniku takiego polaczenia otrzymuje sig
uniwersalny algorytm, ktéry wykazuje dobre wlasnosci nawet dla trajektorii o bardzo wysokim stopniu

zaszumienia.

6.5 Skutecznosé filtracji dla sekwencji ruchu realizujacych ztozony
model hierarchiczny

Zaproponowany w pracy algorytm AnisoQuat dobrze sprawdzit si¢ w eksperymentach numerycznych
dla syntetycznych trajektorii testowych. Jego dziatanie zostato sprawdzone takze dla sekwencji realizujacych
ztozony hierarchiczny model kinematyczny zaprezentowany w rozdziale 4.6. Rozpatrywany jest ruch postaci
ludzkiej zarejestrowany przy uzyciu systemu motion capture. Zbadano charakterystyke filtracji AQ dla
dwoch sekwencji testowych w zaleznosci od stopnia zaszumienia sygnatu. Uwzgledniono najlepszy z
otrzymanych przebiegow filtracji. Dla sekwencji Run loopable stosowano parametru K,,,,=4, K n=4, a dla
sekwencji Sprint to walk K,,=4, Kinw=3 (oprocz stopnia zaszumienia ¢=0,05, dla ktérego uzyto
parametrow K,,,=2, Ks...=4). W obu przypadkach uzywana byla adaptacyjna wersja funkcji stopujacej g;,
4=0,1, 1,=0,5. Otrzymane rezultaty poréwnano z wynikami filtracji algorytmem LQ przy parametrze ¢ =
0,05. Sygnat zaktocajacy wprowadzony do sekwencji miat rozktad normalny. Wyniki przeprowadzonych

badan zostaty przedstawione na rysunkach 6-43, 6-44.

L, sigma=001 —&— AQ, sigma=001 i~ LO, ssgma=0.02 —— AQ, sigma=0,02 L, sigma=0,05
»— AQ, sigma=0,05
20

f/f"!—ﬂ_"l_ ) g ) ﬁ_‘_._—r_"*—_b—'i——-.—_n,_ ;

QSNR [dB]
=]

/] 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
iteracje

Rysunek 6-43: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji AQ oraz LQ w zaleznos$ci
od stopnia zaszumienia sygnalu — rzeczywista, zlozona trajektoria testowa Run loopable.
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Rysunek 6-44: Miara jako$ci QSNR dla rezultatow filtracji AQ oraz LQ w zaleznoS$ci
od stopnia zaszumienia sygnalu — rzeczywista, zloZona trajektoria testowa Sprint to walk.

Otrzymane rezultaty zbiorcze dotycza warto$ci miary QSNR dla catego modelu hierarchicznego.
Podobnie, jak w przypadku trajektorii testowych, rowniez w tym przypadku filtracji AQ pozwala na
uzyskanie lepszego rezultatu dla kazdego z badanego poziomu zaszumienia sygnalu. Otrzymana
charakterystyka rowniez wykazuje cechy stabilizacji trajektorii dla duzej liczby iteracji. Niemniej jednak w
przypadku ztozonych sekwencji stabilizacja taka nie wystgpuje w wyraznej postaci. Objawia si¢ raczej w
postaci wolniejszego spadku jako$ci sygnatu po osiagnigciu maksymalnej wartosci miary QSNR.

Dla obu testowanych sekwencji widoczna jest wlasciwos$¢, ktora wystepowata (lecz w mniej wyrazny
sposob) dla trajektorii syntetycznych. Przebieg filtracji LQ charakteyzuje si¢ szybszym wzrostem jakosci
sygnatu QSNR w poréwnaniu do odpowiadajacemu mu procesowi AQ. Proces ten jest nichamowany z
punktu widzenia zmiennych sterujacych filtracja, wigc dyfuzja zachodzi szybciej niz przy nawet
minimalnym ograniczeniu przez funkcj¢ stopujaca. Jednakze charakterystyka dlugookresowa pokazuje, ze
proces AQ uzyskuje wyzsza warto§¢ miary jakoSci QSNR. W tabeli 6 zebrano maksymalny uzyskany

przyrost jakos$ci uzyskany algorytmem AQ w porownaniu do filtracji LQ w zalezno$ci od stopnia

zaszumienia sekwencji.

0=0,01| 0=0,015| 0=0,02| 0=0,05
Run loopable 120,0%| 118,8%| 119,1%| 108,7%
Sprint to walk 114,1% | 111,3%| 107,3%| 101,1%

Tabela 6: Poprawa jakoS$ci sygnalu dla maksymalnej wartosci QSNR algorytmu AQ wzgledem maksymalnej
wartoS$ci uzyskanej filtracja LQ. Dwie sekwencje testowe dla zlozonego modelu hierarchicznego.

Maksymalna poprawa uzyskana dzigki zastosowaniu algorytmu AQ jest w kazdym z przypadkow
nizsza niz rezultaty dla syntetycznych trajektorii testowych. Nalezy jednak pamigtaé, ze rozwazana jest w
tym przypadku sekwencja o wiele bardziej skomplikowana od trajektorii syntetycznych. Ruch postaci
zawiera wiele subtelnych szczegdtow, ktore nie zostaly zamodelowane przez poprzednie trajektorie testowe.
Jednakze nawet przy tak wysokim stopniu zlozonosci sekwencji, uzycie algorytmu AQ pozwala na
uzyskanie do 20% poprawy jakosci filtracji w pordwnaniu do referencyjnego algorytmu LQ.

Biorac pod uwage tabele 6 oraz wykresy na rysunkach 6-43, 6-44 widoczna jest wtasciwos¢, ze

sekwencja rzeczywista jest trudniejsza do filtracji dla kazdego z algorytméw. Dotyczy to takze wrazliwosci
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na poziom zaszumienia trajektorii. Juz dla algorytmu LQ duzy poziom zaszumienia ¢=0,05 nie pozwala na
uzyskanie znacznej poprawy jakosci filtracji (w poréwnaniu do sekwencji zaszumionej), a chwilowa
poprawa zwiazana jest z rownie szybkim spadkiem miary QSNR. Dla poréwnania nalezy przypomniec€, ze
eksperymenty dla sekwencji syntetycznych wykazywaly satysfakcjonujace wtasnosci algorytmow nawet dla
10-krotnie wigkszego poziomu zaszumienia 6=0,5.

Jednocze$nie mozna stwierdzi¢, ze zaszumienie sekwencji ruchu na poziomie ¢=0,02 powoduje
znaczne znieksztatcenie sekwencji ruchu. Prawdopodobnie w praktyce nie beda wystegpowac zaktocenia na
tak wysokim poziomie.

Wyniki zebrane w tabeli 6 wskazuja takze, ze filtracja sygnatu Sprint to walk jest trudniejsza w
realizacji dla algorytmu AQ. Poprawa jakosci filtracji w tym przypadku nie przekracza 15%, a dla wigkszego
zaszumienia spada do 1 %. Wynika to z wyzszego stopnia zréznicowania tej sekwencji testowej. Sktada sig
ona z dwoch faz — biegu i chodu. Z tego wzgledu chwilowa predkos¢ katowa rdzni si¢ znaczaco w kazdym z
tych fragmentéw. Dlatego trudniejszy jest odpowiedni dobdr parametrow filtracji AQ tak, aby zachowane
zostaly charakterystyczne cechy ruchu dla obu czgéci przetwarzanej sekwencji. Podobne zjawisko
wystepowato dla syntetycznej sekwencji testowej nr 3.

Nalezy jednak zwrdci¢ uwage takze na charakter przebiegu filtracji AQ uzyskiwanej dla obu
sekwencji przy znacznym poziomie zaszumienia. O ile poprawa jakosci uzyskiwanego sygnatu jest
niewielka (1 — 5 %), to sygnal ten nie jest podatny na znieksztalcenia wynikajace z rozmycia wynikajacego z
dyfuzji algorytmem LQ. Dlatego warto$¢ miary QSNR dla przebiegow filtracji AQ pozostaje przez dtuzszy
czas stabilna na wyzszym poziomie. Jest to bardzo wazna zaleta algorytmu AQ, nawet jezeli wzgledna
poprawa jakosci nie jest uwidoczniona przez warto$¢ tego wspotczynnika. Aby dobrze zobrazowaé rdznice

w przebiegu filtracji zostang one zaprezentowane na przyktadzie sekwencji Run loopable.

\

Rysunek 6-45: Oryginalna oraz zaszumiona testowa sekwencja ruchu Run loopable.
Szum o rozkladzie normalnym, 6=0,02.

Na rysunku 6-45 przedstawiono oryginalna sekwencje ruchu Run loopable oraz sekwencjg
zaszumiona sygnalem o rozkladzie normalnym, ¢=0,02. Rysunek 6-46 pozwoli na przeanalizowanie

przebiegu filtracji wykonanej na tej sekwencji ruchu algorytmami LQ oraz AQ.
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Rysunek 6-46: Wizualizacja kolejnych krokéw filtracji LQ (lewa kolumna) oraz AQ (prawa kolumna). W
wierszach pokazana odpowiednio iteracje nr: 10, 20, 50, 200.

Wizualizacja kolejnych iteracji procesow potwierdza wcze$nie zaobserwowana zalezno$¢ —
poczatkowy przebieg filtracji LQ pozwala na szybsze usuni¢cie wprowadzonych zakldcen. Jednakze juz po
20 iteracjach widoczny zaczyna by¢ efekt rozmywania trajektorii przez nadmierny poziom niezahamowane;j
dyfuzji. Dla filtracji AQ dopiero wtedy rozpoczyna si¢ wlasciwe odszumianie algorytmu. Brak
synchronizacji pomigdzy przemieszczeniem calego ciata (ktory nie jest zaszumiony), a wykonywanym
ruchem konczyn jest szczeg6lnie widoczny dla filtracji LQ po 50 i 200 iteracjach. Te same kroki algorytmu

AQ pozwalaja uzyskac¢ sekwencj¢ ruchu, ktory jest zblizony do ruchu oryginalnego. Nalezy zwroci¢ uwage
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na potozenie ciata postaci w ostatniej klatce ruchu. Proces LQ w bardzo znaczacy sposob zmodyfikowat
potozenie wszystkich konczyn postaci ze wzgledu na minimalizacj¢ energii potozenia. Proces AQ biorac pod
uwage lokalna krzywizng trajektorii pozwolil na uzyskanie przefiltrowanej sekwencji o charakterze

znaczeniowym zblizonym do sekwencji oryginalne;j.

N

Rysunek 6-47: Fragment sekwencji Run loopable. Wersja oryginalna,
rezultat filtracji LQ (20 iteracji) rezultat filtracji AQ (200 iteracji).

Na rysunku 6-47 pokazany zostal fragment sekwencji ruchu, w ktorym dobrze widoczny jest ruch
nogi postaci. Filtracja LQ (Srodkowa czg$¢ rysunku) juz po 20 iteracjach (dla ktérych uzyskiwana jest
maksymalna warto$¢ jakosci QSNR) wprawdza znaczne znieksztalcenie potozenia dla tej konczyny. Na
podstawie rysunku widoczne jest, ze dla kolejnych iteracji znieksztalcenie to staje si¢ coraz bardziej
znaczace. W prawej czg$ci rysunku przedstawiony jest rezultat filtracji AQ po 200 iteracjach. Pewne
znieksztalcenenie sekwencji wynikajace z zaszumienia pozostalo. Jednakze charakter ruchu w postaci
wyraznie postawionego kroku jest w tym przypadku znacznie lepiej odwzrorowany. Na podstawie
otrzymanego rezultatu filtracji mozna nastgpnie w sposdb jednoznaczny okresli¢ na przyktad chwile, w
ktorych wykonywane jest odbicie nogi postaci od podtoza. W dalszej analizie moze to by¢ pomocne do

wyznaczenia globalnych parametréw ruchu takich, jak czgstotliwo$¢ krokow itp.

Whnioski z eksperymentow dla sekwencji ruchu

Otrzymane rezultaty wykazuja duzo pozytywnych wilasno$ci filtracji AQ takze w odniesieniu do

ztozonych sekwencji rzeczywistych dla modeli hierarchicznych. Wérod nich nalezy nastgpujace wlasnosci:

e Filtracja sekwencji ruchu jest trudniejsza do przeprowadzenia dla kazdego z badanych
algorytméw. Jednakze nawet dla tak trudnych warunkéw proces AQ uzyskiwal do 20% poprawy
jakosci sygnatu.

e Proces AQ réwniez w dla tego typu sekwencji jest bardziej stabilny. Oznaczy to, ze nawet po
bardzo wielu iteracjach nie deformuje znaczaco sygnatu przez wprowadzanie nadmiernej dyfuzji.
Deformacja jest jednak stabiej zahamowana w poréwnaniu do filtracji syntetycznych trajektorii
testowych ze wzglgdu na znaczne skomplikowanie sekwencji ruchow.

e Filtracja sekwencji ruchu wykazuje wlasnosci zachowywania znaczeniowego charakteru

ztozonego sygnatlu przez wyostrzanie trajektorii w punktach zmiany krzywizny ruchu. Jest to
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bardzo istotna cecha ze wzgledu na mozliwo$¢ dalszego przetwarzania tak przefiltrowanych
danych w algorytmach poréwnywania, klasteryzacji i rozpoznawania ruchéw na podstawie

wyodrgbnionych wiasciwosci globalnych.

Otrzymane rezultaty pokazaly, Ze zaproponowany w pracy algorytm typu AnisoQuat ma
bardzo wiele zalet w przypadku filtracji zarowno trajektorii syntetycznych, jak i rzeczywistych
zlozonych sekwencji ruchu. Jednak mozliwe to bylo jedynie dzigki zastosowaniu nieliniowego,
niejednostajnego sterowania procesem dyfuzji uzaleznionego od warto$ci w przetwarzanej trajektorii
kwaternionéw. Przeprowadzone eksperymenty wykazaly w praktyce zalety algorytmu oraz
zweryfikowaly wlasciwos$ci procesu, ktore wczesniej zostaly opracowane teoretycznie. Zrdéznicowanie
przygotowanych trajektorii testowych pozwolilo natomiast sprawdzi¢ wlasno$ci algorytmu dla

roznych konfiguracji i przypadkow, ktore moga wystepowaé¢ w problemach praktycznych.
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Rozdziat 7

Podsumowanie

W prezentowanej pracy zbadana zostata tematyka szeroko pojetej filtracji sygnalow na podstawie
rownan rozniczkowych o pochodnych czastkowych. Metody filtracji oparte na tego typu rownaniach sa
powszechnie stosowane w dziedzinie przetwarzania obrazow. Od wielu lat stosowane sa filtry liniowe
wykorzystujace proces dyfuzji opisany liniowym rownaniem rézniczkowym. W latach 90 szczegolnie
znaczacy wpltyw na dalszy rozwdj dziedziny miala praca Perona-Malik [79], w ktorej sformalizowano
zastosowanie nieliniowego rownania rézniczkowego do filtracji obrazéw. Wprowadzenie czynnika
nieliniowego pozwolitlo na otrzymanie procesu, ktory usuwal sktadowa zakltdcajaca przy jednoczesnym
zachowywaniu waznych elementéw obrazu rozumianych, jako krawedzie. Filtry tego typu zostaty nastgpnie
uogolnione do przypadku anizotropowego i przebadane mi¢dzy innymi w pracy [105] (Weickert).

W pracy przedstawiono podstawowe wlasnosci tego typu nieliniowego filtracji. W wyniku
przeprowadzania wstegpnych badan zostal zaproponowany sprzezony algorytm filtracji nieliniowej
uwzgledniajacy dodatkowa informacje o strukturze geometrycznej obrazu. W modelu Perona-Malik
nieliniowy czynnik w postaci funkcji stopujacej oparty jest na lokalnym estymatorze krawedzi realizowanym
przez dyskretng posta¢ gradientu jasnosci. W ogolnosci czynnik ten moze by¢ tensorem uwzgledniajacym
anizotropi¢, jednak za kazdym razem zalezy on od lokalnie wyznaczonych wartosci. Propozycja
przedstawiona w rozdziale 3 pracy polega na uwzglednieniu informacji o strukturze geometrycznej przez
zastosowanie globalnego deskryptora obrazu. Przykladowo zastosowany zostal deskryptor w postaci
tranformaty Hougha dla linii prostych. Proces filtracji wykorzystuje wigc dwa zrodta informacji do estymacji
istotnych wiasnosci obrazu, jakimi sa krawedzie: lokalnego gradientu jasnosci i globalnego deskryptora
ksztattu.

Przeprowadzone eksperymenty pokazaty, ze zastosowanie zaproponowanego procesu Sprz¢zonego
poprawia jako$¢ filtracji na dwa sposoby: krawedzie obiektow staja si¢ bardziej regularne, a fragmenty
obszaréw jednolitych zostaja szybciej i doktadniej oczyszczone z zaklocen. Zastosowanie algorytmu
sprzgzonego musi by¢ powigzane z rodzajem informacji dodatkowej o przetwarzanym obrazie.
Proponowany algorytm pozwala na dwojakie okreS$lenie wiedzy globalnej. Mozliwe jest zdefiniowanie
rodzaju struktur geometrycznych, ktore maja by¢ wyroznione na obrazie za pomoca wyboru odpowiedniej

wersji transformacji Hougha (lub innego deskryptora globalnej geometrii obrazu). Mozna takze okresli¢
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ilociowo stopien wystgpowania wybranych struktur: doktadna liczbg lub wzgledny poziom struktur, ktore
maja by¢ brane pod uwage. Druga metoda jest bardziej uniwersalna i pozwala na zastosowanie algorytmow
sprzgzonych w automatycznych systemach przetwarzania obrazow.

Szczegolnym przypadkiem sygnalu sa trajektorie zapisane w przestrzeniach rotacji czgsto
wykorzystywane w wielu zastosowaniach praktycznych. W rozdziale 4 zebrano sposoby opisu rotacji ze
szczegblnym uwzglednieniem przestrzeni kwaternionow. Kwaterniony sa czgsto uzywane, jako alternatywa
dla innych sposobow parametryzacji przestrzeni orientacji uktadow (np. macierzy obrotu lub katéw Eulera).
W skrécie przedstawiono wilasnosci 1 mozliwosci zastosowania tego typu liczb do opisu trajektorii w
przestrzeniach rotacji. Przedstawiono rowniez przeglad literaturowy zagadnien zwiazanych z tematyka
kwaternionéw. Najwazniejsze zagadnienia, ktore sa uzywane w dalszych czegsciach pracy zostaly opisane
doktadniej. Rowniez na potrzebe kolejnych rozdziatow zostalo zaprezentowane uogolnienie metody
dynamicznego znieksztalcania dziedziny czasu (ang. Dynamic Time Warping) dla trajektorii kwaternionow.
Zaproponowano metodg QDTW, ktora wykorzystuje wielokryterialny wskaznik podobienstwa elementow
trajektorii. Na jej podstawie opracowano miar¢ podobienstwa trajektorii kwaternionow QSNR
wykorzystywana w dalszych badaniach praktycznych.

W pracy skoncentrowano si¢ na trajektoriach kwaternionéw reprezentujacych ruch w przestrzeni
rotacji. Istnieje wiele metod filtracji i przetwarzania sygnatow dla przestrzeni rzeczywistych. Jednakze
przestrzen rotacji charakteryzuje si¢ swoja specyfika, ktdra nie pozwala na bezposrednia adaptacje tego
rodzaju metod.

Dla trajektorii kwaternionéw rowniez istnieja pewne algorytmy przetwarzania. Krotki przeglad tego
rodzaju metod zostal przedstawiony w rozdziale 6.1 Jednakze do tej pory nie sa znane autorowi
opracowania, w ktorych zaproponowana zostata konstrukcja algorytmow filtracji oparta na dyskretnym
rozwigzaniu rownania rézniczkowego dla przestrzeni kwaternionow. W rozdziale 6.2 zostato przedstawione
opracowanie metody filtracji trajektorii kwaternionowych na podstawie liniowego réwnania rézniczkowego
dyfuzji ciepta. Metoda to jest zbiezna z kilkoma innymi istniejacymi podejsciami cytowanymi wczesniej.

Uogolnienie modelu Perona-Malik pozwolito na opracowanie metody filtracji trajektorii
uwzgledniajacej lokalng zmiang chwilowej predkosci katowej NonLinQuat. Zaproponowany algorytm zostat
przedstawiony w rozdziale 5.3. Jednakze specyfika przestrzeni kwaternionéw jest inna niz dwuwymiarowe;j
przestrzeni obrazéw. Algorytm NonLinQuat ma wigc ograniczone zastosowanie do trajektorii, w ktorych
znaczaca informacja jest predkos¢ wykonywanego ruchu.

W praktyce istotniejszym czynnikiem pozwalajacym na rozrdéznienie trajektorii rotacji jest zmiana
ich lokalnej krzywizny. Zatozenie to jest punktem wyjscia do uogolnienia dyskretyzacji modelu Perona-
Malik do zaawansowanego algorytmu filtracji trajektorii kwaterniondw AnisoQuat. Algorytm zostat
zaprezentowany w rozdziale 5.4. W rozdziale 5.6 przedstawiono natomiast wlasnosci algorytméw, dla
ktorych wspolnym korzeniem jest rownanie rézniczkowe czastkowe procesu dyfuz;i.

Zaproponowane algorytmy wykazuja si¢ ciekawymi wlasno$ciami filtracji dla trajektorii

kwaternionowych. Przeprowadzono seri¢ eksperymentow przy uzyciu zaréwno syntetycznych, jak i
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rzeczywistych trajektorii testowych. Wyniki badan zostaty zebrane i opisane w rodziale 6. Podsumowujac
uzyskane rezultaty mozna wskaza¢ na nastepujace istotne cechy zaproponowanych algorytmow:

o Algorytm AnisoQuat wykazuje bardzo dobre wilasnosci filtracji trajektorii przy jednoczesnym
zachowywaniu jej charakteru przez nieliniowy proces zalezny od lokalnej krzywizny sygnatu.

o Wykazano, ze algorytm AnisoQuat posiada wlasno$ci wyostrzajace sygnal. Oznacza to, ze
dyfuzja zostaje zahamowana we fragmentach, ktore niosa informacj¢ znaczeniowa (znaczna
zmiana krzywizny ruchu).

e Dlugookresowa wiasnosci algorytmu AnisoQuat wskazuja na uzyskiwanie stabilnych stanow
trajektorii, dla ktorych nadmiarowa dyfuzja zostaje zahamowana (w przeciwienstwie do filtracji
LinQuat).

e Filtracja rzeczywistych sekwencji ruchu pozwala na prawidtowe odtworzenie charakteru ruchu.
Uzycie algorytmu AnisoQuat pozwala uzyska¢ przebieg sekwencji, w ktorym istotne
wlasciwosci zostaja znaczaco uwypuklone (na przyktad chwila wykonywania kroku).

e Filtracja realizowana przez zaproponowane algorytmy zachowywaly wczes$niej teoretycznie
opracowane wlasnosci: energia sygnatu byla minimalizowana (nierosnaca), nie zostaty
wprowadzone zadne nowe potozenia punktow w trajektorii (przestrzenna zbieznos$¢
przeksztatcenia), algorytmy wykazywaty stacjonarno$¢ 1 niezmienniczo$¢ wzgledem
transformac;ji.

e Zaproponowany wspotczynnik jakosci QSNR dobrze spehiala rolg¢ miary podobienstwa w
procesie porownywania otrzymanych rezultatow z trajektoriami oryginalnymi.

e W porownaniu do referencyjnego algorytmu LinQuat, algorytm AnisoQuat wykazywal do 80 %

poprawy jako$ci sygnatu dla trajektorii syntetycznych oraz do 20 % dla trajektorii rzeczywistych.

Podsumowujac nalezy stwierdzi¢, ze w prezentowanej pracy udalo si¢ osiagnaé nastgpujace nowe
rezultaty dotyczace roéwnan rozniczkowych w problemach filtracji:

e Zaproponowano algorytm filtracji uwzgledniajacy globalna (aprioryczna) wiedzg o strukturze
geometrycznej obrazu.

e Przebadano i przeanalizowana wyniki badan sprzezonego algorytmu filtracji obrazow dla
globalnego deskryptora struktury geometrycznej w postaci transformaty Hougha.

e Uogolniono algorytm Dynamic Time Warping dla trajektorii w przestrzeni kwaternionow.

e Zaproponowano algorytm LinQuat oparty na realizacji dyskretnej wersji liniowego rownania
roézniczkowego dyfuzji ciepta.

e Uogolniono model Perona-Malik dla przypadku filtracji dla trajektorii kwaternionow.

e Zaproponowano konstrukcje zaawansowanego algorytmu filtracji trajektorii kwaternionow
AnisoQuat, ktory zachowuje istotny charakter ruchu wzdhuz trajektorii przez uwzglednienie

lokalnej krzywizny sygnatu.
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e Zrealizowano adaptacyjna wersj¢ algorytmu AnisoQuat, ktorej parametry lokalne sa uzaleznione
od globalnych chwilowych wtasno$ci sygnatu.

e Przeprowadzono seri¢ eksperymentéw dla syntetycznych 1 rzeczywistych trajektorii w
przestrzeni kwaternionéw, ktore potwierdzily wysoka skutecznos¢ zaproponowanych
algorytmow.

Ponadto otrzymane zostaty nastepujace wyniki teoretyczne:

e Opracowano miar¢ podobienstwa trajektorii kwaterniondéw QSNR. Miara ta oparta jest na
opracowanym algorytmie QDTW oraz uwzglednia specyficzne wiasnosci trajektorii w
przestrzeni orientacji.

e Wykazano, ze zaden z prezentowanych algorytmow nie jest liniowy. W szczegolnosci nie jest
liniowy algorytm LinQuat, ktory posrednio oparty jest na liniowym réwnaniu rézniczkowym
dyfuzji. Nieliniowo$¢ algorytmu wynika z nieliniowosci sfery jednostkowej kwaternionow
bedacej dziedzing rozpatrywanej trajektorii.

e Dla wszystkich rozpatrywanych algorytmow wykazano stacjonarno$¢ przeksztalcenia oraz
niezmienniczo$¢ wzgledem transformacji w przestrzeni S°.

e Wykazano, ze kazde z proponowanych przeksztatcen posiada wtasnos¢ przestrzennej zbieznosci.
Wiasno$¢ ta zostala nastgpnie potwierdzona eksperymentalnie.

Zaproponowane algorytmy przetwarzania danych moga by¢ uzywane w wielu zastosowaniach
praktycznych dotyczacych przetwarzania trajektorii ruchu. Potencjalne obszary zastosowan obejmujg migdzy
innymi: analiz¢ trajektorii samolotu, przetwarzanie toru efektora manipulatora, rozpoznawanie ruchow
cztowieka. W ostatnim czasie coraz bardziej popularna staje si¢ analiza semantyczna, ktorej celem jest
okreslenie znaczenia wykonywanego ruchu, a takze dodatkowych informacji indywidualnie zwiazanych z
osoba wykonywujaca ruch. Prezentowane algorytmy filtracji moga by¢ zastosowane do odszumiana
sekwencji, ktore zostaly zapisane w postaci trojwymiarowej. Oddzielnym mozliwym zastosowaniem jest
wykorzystanie mozliwosci uwypuklenia niektdrych fragmentdw trajektorii, ktore moga by¢ zrodiem
istotnych informacji o znaczeniu ruchu. Mozliwe jest to dzigki wlasno$ciom algorytméw pozwalajace na
zachowywanie ksztattu przetwarzanej trajektorii. Uwypuklone elementy moga by¢ nastepnie wykorzystane,
jako cechy charakterystyczne w metodach poréwnywania i klasyfikacji danych.

Dalsze badania nad proponowanymi algorytmami moga uwzgledniaé, analogicznie, jak w przypadku
obrazow, dodatkowe informacje o wykonywanych ruchu. Informacje te moga by¢ wyrazony przyktadowo w
postaci modelu ograniczen natozonych na obserwowany obiekt. Dzigki temu moze zostaé jeszcze bardziej
zwigkszona szybko$¢ oraz jakos$¢ otrzymywanej filtracji. Zaprezentowane metody moga wigc by¢ punktem
wyjscia zarowno do dalszego rozwoju dziedziny filtracji sygnalow w przestrzeniach rotacji, jak tez

zastosowania ich w ztozonych, automatycznych systemach przetwarzajacych.
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Wykaz oznaczen

(i, /)
él(D)aéz(D)
E(x,y,t)

E(q)

g(s)
grad(f)=Vf

[loczyn skalarny wielkosci f, g

Tablica akumulatora przestrzeni Hougha
Parametr katowy w transformacji Hougha dla linii prostych
Funkcja skalarnego wspotczynnika dyfuzji

Wspotezynniki dyfuzji dla uktadu réwnan rézniczkowych
Anizotropowy wspotczynnik dyfuzji

Wspotczynnik dyfuzji dla modelu sprz¢zonego

Wektory jasnosci pikseli dla obrazéw 3-spektralnych

Cieplo wlasciwe srodowiska

Powloka wypukta

Odlegtos¢ euklidesowa

Odlegto$¢ Manhattan

Odlegtos¢ maksimum

Odlegtos¢ pomigdzy wektorami jasnosci pikseli ¢, oraz c,
Odlegtos¢ pomiedzy trajektoria p oraz g

Operator dywergencji pola wektorowego F

Wspotczynnik przewodzenia ciepta (skalarny lub tensorowy)
Diagonalna macierz wspotczynnikow dyfuzji D@

Macierz wag uwzgledniajaca strukture geometryczng obrazu
Gegstos¢ srodowiska

Element macierzy minimalnego kosztu dopasowania $ciezki
Wektory wlasne tensora/macierzy D

Funkcja estymatora krawedzi

Energia trajektorii ¢

Licznos¢ struktur w odwzorowaniu odwrotnej transformaty Hougha
Funkcja intensywnosci pikseli definiujaca obraz / w punkcie (i, j)
Warto$¢ $rednia jasno$ci pikseli na obrazie /

Funkcja przystosowania dla trajektorii g

Przeksztatcenie F' operujace na i-tym elemencie trajektorii g
Przeksztatcenie typu AnisoQuat na elemencie trajektorii g,
Przeksztatcenie typu LinQuat na elemencie trajektorii g,
Przeksztatcenie typu NonLinQuat na elemencie trajektorii g,
Transformata Fouriera funkcji f(x)

Funkcja strumienia dla pola temperatury 7

Funkcja stopujaca, kontrolujaca szybko$¢ przebiegu dyfuzji
Operator gradientu funkcji skalarnej f
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Funkcja celu okreslona dla trajektorii ¢
Funkcja wydajnosci przestrzennych zrodet ciepta
Krok dyskretyzacji dla wymiaru o indeksie »

Funkcja przynaleznosci punktu (x,,y,) do krzywej o parametrach (g, ,...,a, )

Funkcja okreslajaca stopien sprzezenia z transformata Hougha
Maksymalny dopuszczalny poziom sprzgzenia z transformata Hougha
Wspotczynnik okreslajacy charakter sprzezenia z transformata Hougha
Parametry kontrolujace poziom sprz¢zenia w zaleznos$ci od zaszumienia

Wysokos$¢ obrazu I w punktach

Grupa kwaternionow

Podgrupa kwaternionéw H bez elementu [0, (0,0,0)]
Podgrupa kwaterniondw jednostkowych (o normie 1)
Transformacja Hougha

Odwrotna transformata Hougha przy parametrze y

Licznik, numer iteracji, krok algorytmu
Zbidr indeksow siatki prostokatnej
Tensor struktury wyznaczony dla funkcji u

Krok kwantyzacji parametru o przestrzeni Hougha

Krok kwantyzacji parametru » przestrzeni Hougha

Wspolczynnik kontrastu dla funkcji stopujacej g

Funkcja wspotczynnika kontrastu zalezna od chwili czasowe;j ¢

Jadro rozktadu Gaussa o odchyleniu standardowym o , $redniej =0
Zbior pikseli znajdujacych si¢ w przestrzennym sasiedztwie piksela s
Lokalna krzywizna trajektorii ¢ dla elementu i

Wartos$¢ progowa jasnos$ci pikseli dla transformacji Hougha

Operator przypisania elementow (i, j) do siebie

Sciezka dopasowania dla algorytmu DTW

Parametr okreslajacy szybkos¢ dyfuzji

Parametr okreslajacy szybkos$¢ dyfuzji dla sktadowej anizotropowe;j
Warto$ci wiasne tensora D

Zbidr punktéw nalezacych do okreslonej krzywej f

Zbidr parametrow definiujacych okre$long krzywa f

Laplasjan funkcji skalarnej f

Parametr okreslajacy rozmiar dyskretnej maski
Maska dla filtru typu butterfly

Element macierz odlegto$ci pomigdzy elementami trajektorii

Btad $redniokwadratowy (ang. Mean Square Error)

Btad sredniokwadratowy (ang. Mean Square Error) dla kwaterniono6w
Wartos¢ srednia rozktadu

Wektor normalny do powierzchni

Wektor reprezentujacy o$ obrotu
Estymator poziomu catkowitego zaszumienia obrazu dla chwili czasowej ¢
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N (,u,a) Rozktad normalny o wartosci oczekiwanej u, odchyleniu standardowym o
NMSE Znormalizowany btad sredniokwadratowy
NMSE,, Znormalizowany blad sredniokwadratowy dla kwaternionow
Q Obszar rozpatrywania rownania rézniczkowego
0Q Powierzchnia (brzeg) obszaru QQ
P(x, v, z) Punkt w obszarze Q2
ip Wektor okreslajacy pozycj¢ punktu wzgledem uktadu wspotrzednych 4
q Kwaternion, trajektoria kwaterniondw
q Odpowiednik estymatora warto$ci $redniej dla kwaternionow
q, Element i trajektorii kwaternionow
o Element i trajektorii kwaterniondw w iteracji j algorytmu
q " Srednie odchylenie bezwzgledne dla populaciji n kwaternionow
0 Wektor strumienia ciepta
r Parametr odleglosci w transformacji Hougha dla linii prostych
4R Macierz obrotu uktadu B wzgledem uktadu odniesienia 4
R (a) Macierz obrotu wokot osi x o kat &
RT Transformacja Radona
P Dyskretna funkcja odlegtosci
s Cze$¢ rzeczywista (skalarna) kwaternionu
s, Liczba krokow kwantyzacji parametru « przestrzeni Hougha
s, Liczba krokéw kwantyzacji parametru r przestrzeni Hougha
S3 Hipersfera jednostkowa w przestrzeni czterowymiarowej
S ( p,q) Miara bliskosci dwoch osobnikow dla algorytmu genetycznego
Sk ( Pl-) Operator przesunigcia czasowego o k dzialajacy na elemencie p,
SO(3) Specjalna grupa ortogonalna
SNR Stosunek sygnatu do szumu (ang. Signal to Noise Ratio)
OSNR Kwaternionowy stosunek sygnatu do szumu
o Odchylenie standardowe rozktadu
o, Odchylenie standardowe sygnatu zakldcajacego o rozkladzie normalnym
o Wariancja jasnosci pikseli na obrazie /
g;n Odpowiednik wariancji dla » kwaternionéw
t Chwila czasowa (przypadek ciagly), numer iteracji (przypadek dyskretny)
. Maksymalna liczba iteracji
tr(R) Slad macierzy R
T Graniczna chwila czasowa w rozpatrywanym okresie [0, 7]
7(P,1) Funkcja pola temperatury w punkcie P € Q w chwili czasowej ¢
T, Okres wyznaczania transformaty Hougha i rekonstrukcji obrazu
oT Wektor translacji uktadu B wzgledem uktadu A4
TS’ Przestrzen styczna do hipersfery jednostkowej S°
T Zmienna parametryzujaca trajektori¢ w przestrzeni (elementow trajektorii)
G Wspotezynnik skalujacy dla funkcji kontrastu K (¢)
u(x) Rozwiazanie rownania rozniczkowego
uy(x) Warunek poczatkowy
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u, Element i-ty dyskretnej jednowymiarowej funkcji u
y Element o wspotrzednych (7, j) dyskretnej dwuwymiarowej funkcji u
u' Wartos$¢ elementu o wspodtrzednych s = (i, j) w chwili czasowe;j ¢
u, Funkcja u poddana regularyzacji przez splot z jadrem Gaussa K
u Rozszerzenie funkcji u na dziedzing nieskonczona + inne z falka
v Czg$¢ urojona (wektorowa) kwaternionu
w, Waga elementu i-tego
w(i, j) Element maski o indeksie (7, j) dyskretnej maski petniacy rolg wagi
W(] ) Szerokos¢ obrazu /I w pikselach
w(q,) Predkosci katowa wyznaczona dla elementu i trajektorii g
o, (%) Os$ obrotu elementu i trajektorii ¢ wyznaczona na podstawie predkosci katowe;j
X Wersor wektora X
X Va2, Wersory osi gléwnych uktadu wspétrzednych A
v, Warto$¢ progowa przy konstrukcji odwrotnej transformaty Hougha
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