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Streszezenie

Przedstawiono model matematyczny
grubosci stezeniowych warstw granicznych,
sterowanych przez stezeniowa liczbe Rayle-
igha 1 przeplywy objetosciowe dla ternar-
nych roztworow nieelektrolitow. Rownania
stanowigce 6w model nadajg sic do obli-
czed numerycznych.
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Mathematical model of the
membrane transport of ternary
non-electrolyte solutions: the
role of volume flows in creation
of concentration boundary
layers

Summary

The mathematical model of the thick-
ness of concentration boundary layers con-
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trolling by concentration Rayleigh number
and volume {lows for ternary non-electroly-
te solution was presented. The equations
determining of this model can be used to
numerical calculations.
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WSTEP

Jak juz wielokrotnie podkreslano [1-3], poro-
wate membrany polimerowe zaréwno obojetne
elektrycznie jak i jonowymienne, sa bardzo czule
zardwno na zmiany sktadu jak i wartosci parame-
trow okreslajacych wlasciwosci srodowiska fizyko-
chemicznego, w ktéorym owe membrany si¢ znaj-
duja. Dotyczy to zarowno membran naturalnych
jak i sztucznych. Oznacza to, ze przepuszczalnosé
membran moze by¢ zatem kontrolowana przez
zmiang skladu i stgzenia roztworow zewnetrznych.
Owa przepuszczalnos¢ moze by¢ tez zmieniana,
w wyniku umieszczenia membrany wraz otaczaja-
cym ja srodowiskiem fizykochemicznym w natu-
ralnych lub modelowych warunkach od hypo- do
hypergrawitacji, czy w dowolnym zewng¢trznym
polu elektromagnetycznym [4, 5]. Formowanie si¢
lub destrukcja juz istniejacych, lokalnych niejed-
norodnosci modyfikujacych transport membrano-
Wy w otaczajacym membrang srodowisku fizyko-
chemicznym, jest czesto wystepujaca odpowiedzia
ukladu fizykcchemicznego, zardwno biologicznego
jak i sztucznego, na zmian¢ parametrow owego
srodowiska [6].

Naturalna tendencja wystepujaca w przyrodzie
jest kreacja stgzeniowych warstw granicznych
(CBL) w otoczeniu porowatych obiektow [7]. Do-
tyczy to przede wszystkim ukiadéw membrano-
wych zawierajgcych zar6wno membrany biologi-
czne jak i sztuczne, rozdzielajace dwa roztwory lub
inne plyny o réznym stezeniu i/lub skladzie.
W owych ukladach CBL tworza si¢ najczesciej po
obydwu stronach membrany [8, 97. Jesli proces ich
powstawania nie jest zaburzony jakimkolwiek
czynnikiem zewnetrznym, to decydujace znaczenie
w procesie kreacji stezeniowych warstw granicz-
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nych (polaryzacji stgzeniowej) ma dyfuzja. Procesy
takie jak konwekcja swobodna czy przeplyw hy-
drauliczny maja destrukcyjny wplyw na stezenio-
we warstwy graniczne [2, 8, 10, 11]. W przypadku
membran jonowymiennych i roztworow elektroli-
tow, pojeciem polaryzacji stgzeniowej obejmuje si¢
nieco wigcej procesow [1, 12]. Polaryzacja steie-
niowa prowadzi przede wszystkim do czasowo-
przestrzennej ewolucji pola stezerd, a tym sa-
mym bodzcow i przeptywow termodynamicznych
[13-15]. W naszych pracach [2, 15-17] przyjmuje-
my, ze stezeniowe warstwy graniczne sa ciektymi
membranami. W zwiazku z tym przypisujemy im
odpowiednie wlasciwosci transportowe, wyrazane
poprzez wartosci odpowiednich wspotczynnikdw
transportowych.

Jednym z efektéw czasowo-przestrzennej ewo-
lucji pola stezen, jest zmiana wartodci stezenia na
stykach membrana/roztwér z Cy i C, w chwili po-
czatkowej do C; i C, w stanie ustalonym (C; < C,,
oraz C, >C;) [15]. Oznacza to, ze CBL poprzez
redukcje gradientu stezenia w poprzek membrany,
ograniczaja zaroéwno osmotyczny jak i dyfuzyjny
transport membranowy. Ograniczanie transportu
dyfuzyjnego jest przyczyna miedzy innymi zmian
elektrycznych potencjalow i pradéw membrano-
wych [2, 18]. Jedna z najczgsciej stosowanych me-
tod oceny grubosci CBL, jest pomiar strumienia
objetosciowego i/lub strumienia substancii rozpu-
szczonej [15, 19, 20]. Alternatywnym sposobem
okreslenia gruboéci CBL jest pomiar potencjalow
przy pomocy mikroelektrod i na tej podstawie,
i rekonstrukcja czasowych przebiegéw zmian ste-
zenia w otoczeniu membrany [18, 21, 22]. Profile
stezeniowe mozna zarejestrowaé takze metodami
optycznymi (np. interferometria Macha-Zehndera,
holografia) [20, 23 —26]. Kinetyka formowania sie
i ewolucji zardwno na poziomie semimolekular-
nym jak i fenomenologicznym, jest sterowana
przez stgzeniowa liczbg Rayleigha [2, 14, 16, 17,
20]

R¢ = gacfcd® (Dv)~1 (1)

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim, d — wy-
miarem ptynu wzdhuz kierunku grawitacyjnego (z),
ac = (0p/0C)/p — zmiang gestosci wraz ze steze-
niem, fc=0C/dz — gradientem stezenia,
D — wspdlczynnikiem dyfuzji w roztworze oraz
v — lepkoscia kinematyczna.

Nalezy tez wspomnie¢ o tym, ze stezeniowe
warstwy graniczne pelnig rolg dodatkowych barier
kinetycznych w procesie transportu dla szybko
przenikajacych substancji, zaréwno przez memb-
rany naturalne jak i sztuczne [8, 27-30]. Dowo-
dem popierajacym owa teze sa dane doswiadczal-

ne $wiadczace o tym, ze CBL sa zrédlem odchylen
od ogdlnie przyjgtej wartosci stalej Michaelisa
[29]. W zwiazku z tym, rézne funkcje nablonkéw
moga na przyklad latwo regulowaé absorpcje ma-
tych molekut [27, 28]. Oznacza to, ze gruboéé
CBL petni tu funkcje regulatorowg a nawet syner-
gistyczna. Warto wspomnieé, ze w warunkach zie-
mskich, CBL moga by¢ niszczone przez konwekcje
swobodna i/lub sedymentacje [4].

W obecnej pracy przedstawiono model mate-
matyczny transportu membranowego ternarnych
roztworow nieelektrolitow, uwzgledniajacy role
przeplywow objetosciowych w kreacji stezenio-
wych warstw granicznych, sterowanych przez ste-
zeniowa liczbg Rayleigha. Otrzymane réwnania
nadajg si¢ do obliczent numerycznych. Praca jest
zorganizowana nastepujaco. W sekcji 2 scharakte-
ryzowano rozwazny uklad membranowy. W sekcji
3 przedstawiono model matematyczny grubosci
stgzeniowych warstw granicznych, sterowanych
przez stgzeniowa liczbe Rayleigha i przepltywy
objetosciowe. Otrzymano niepetne réwnanie pia-
tego stopnia, w ktorym wspolczynniki uzaleznione
sa od parametréw transportowych kompleksu
stezeniowe warstwy graniczne — membrana lub
samej membrany, rdznicy ci$niedn mechanicz-
nych i innych wielkosci, ktére moina wyzna-
czy¢ doswiadczalnie w serii niezaleznych eks-
perymentow [15, 31] oraz stezeniowej liczby Ray-
leigha.

UKLAD MEMBRANOWY

Przedmiotem rozwazan bedzie uklad 1-memb-
ranowy przedstawiony schematycznie na rycinie.
Ow uktad posiada dwa przedziaty (1) i (h), wypel-
nione rozciedczonymi i nie mieszanymi mechanicz-
nie ternarnymi roztworami tych samych nieelekt-
rolitow i rozdzielone przez izotropowa, symetrycz-
ng, sclektywna i elektrooboj¢tna membrane M.
Jak juz wspomniano we wstepie, w tym ukladzie
woda i dwie substancje rozpuszczone, dyfundujace
przez membrang stwarzaja warunki do formowa-
nia si¢ stezeniowych warstw granicznych (CBL) ],
oraz l,. Te warstwy bedziemy traktowaé jak pseu-
domembrany.

Procesy transportu sa izotermiczne i stacjonar-
ne. Ponadto w roztworach nie zachodza reakcje
chemiczne. Oznaczymy odpowiednio przez C,,,
Cze, Cy; i Cy; stezenia roztwordw na granicach
1/M oraz M/l;, podczas gdy stezenia roztwordw
poza warstwami oznaczymy przez C;, C,,
Cyx oraz C,,. Wymienione stezenia spetniaja wa-
runki Cy, > Cyy, Cap > Cyy, €1y > Cyp,y Coy > Cy,
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Ci.>Cyy, Ci0>Cyy, Cipy=> Cy; oraz Cyy > Cy;.
Oznaczymy odpowiednio przez P, i P; ci$nienia
mechaniczne na granicach 1,/M oraz M/, podczas
gdy cisnienia mechaniczne poza warstwami ozna-
czymy przez P, oraz P,. Cisnienia spelniaja warun-
ki P,>P,, P;> P,, P, > P, oraz P, > P;. Mem-
brana (M) jest scharakteryzowana przez wspol-
czynniki: przepuszczalnosci hydraulicznej (L),
odbicia (o,) 1 przepuszczalnosci substancji rozpu-
szczonej (w,,). Warstwy (I,) oraz (I,) sa scharaktery-
zowane odpowiednio przez wspolczynniki: odbicia
spelniajace warunek ¢! = 65 = o} = ¢} =0 oraz
wspOtezynniki dyfuziji DY,, DY, D',, D%,, D%, D4,
D%, i D%,. Wspolczynniki przepuszczalnosci sub-
stancji rozpuszczonej membrany oznaczone sa
PTZEZ Wy, Wy, Wya, 1 W3, Natomiast wspolczyn-
niki odbicia — przez g, i ¢,. Wspolczynniki prze-
puszczalnosci substancii rozpuszczonej kompleksu
1;/M/l, sa oznaczone odpowiednio przez Q,, Q,,,
Q2 1 Qy;.

Iloraz wspolczynnikow oznaczanych przez du-
ze i male omega posiadajacych takie same indeksy,
daje wspolczynnik polaryzacji st¢zeniowej nazywa-
ny takze wzglgdnym wspolczynnikiem przepusz-

czalnosci substancji rozpuszczonej. Dla substancii
oznaczonej indeksem ,,1” otrzymujemy wspolczyn-
nik polaryzacji stezeniowej {; (0<(; < 1), a dla
substancji oznaczanej indeksem ,2” — wspol-
czynnik ({; (0 <, €£1). Grubo$¢ stezeniowych
warstw granicznych () i (I,) oznaczone sa odpo-
wiednio przez (5, oraz (4,).

Strumienie objgtosciowe przez warstwy I, i 1,
i kompleks 1;,/M/l, sa oznaczone odpowiednio
przez J;, J,, 1 J,s. Strumienie substancji rozpusz-
czonej przez warstwy [, i [, oraz kompleks 1,/M/1,
sa oznaczone odpowiednio przez Jy;, Ji4, J1g a1,
Jap 1 J5, (ryc).

MODEL MATEMATYCZNY

W celu obliczenia 8, oraz §, dla ternarnych roz-
tworow nieelektrolitow skorzystamy z definicji ste-
zeniowej liczby Rayleigha, ktora przedstawia row-
nanie (1). Jesli zidentyfikujemy grubosci 8, i &, ste-
zeniowych warstw granicznych [ i [, z d [20], wte-
dy przy pomocy relacji og fc; = g—a—p(

~ Ce_Ci)x
aC

r Vs

Ryc. Uklad membranowy: M — membrana; 1, I, — stezeniowe warstwy graniczne (CBLs); ays — wspoOl-
czynnik przepuszczalnodci substancji rozpuszczonej; P, P, — ciSnienia hydrostatyczne na zewnatrz
warstw; P,, P;— cisnienia mechaniczne na granicach 1;,/M oraz M/l; Cy, Cyp — Stezenia roztwordw na
zewnatrz warstw; Cy,, Cy; — stezenia roztworow na granicach /M oraz M/l,; J,,, J,z 1 J,, — strumienie
objetosciowe odpowiednio przez warstwy I, i 1, oraz kompleks 1/M/l,; Ju, Ju i Jie — strumienie k-tej
(k =1, 2) substancji odpowiednio przez warstwy |, i 1, oraz kompleks 1;/M/l,.

F1G. 1. The membrane system: M — membrane; I, 1, — concentration boundary layers (CBLs); w,,
— solute permeability coefficient; P,, P, — the mechanical pressures outside the boundaries; P,, P, — the
mechanical pressure at boundaries I;/M and M/l,; Cy, C, — concentrations of solutions outside the
boundaries; Cy., Cy; — the concentrations of solutions at boundaries I/M and M/,; J,p, JoniJ,: — volume
fluxes through the layers 1, and 1, and complex 1,/M/l,, respectively; Jy,, J;; i Ji, — Huxes of k-th substance
(k =1, 2) through the layers I, and 1, and complex I/M/l,, respectively.
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op
(pi 0 ) s Y%cn Bew = g@C(c
kladaja na warstwy liniowy gradient st¢zenia [20],
rownanie (1) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci

6 = ReDipiyy {Q‘ li(aa—a)(cm— Cu) 2
a =1
+ (Cz)(cze Czr):”

d
83 = RuDypys {g [(%)(Cm‘ Cu) (3)
1

o
+ (GC_;:) (Can— Czﬂ]}

W powyzszych réwnaniach Re; i Re, 0znaczaja
stezeniowe liczby Rayleigha odpowiednio dla
warstw [, i [, p; i ps sa gestosciami, a v, 1 v, lepkos-
ciami kinematycznymi roztwordw. Stezenia C,,,
Ci:, C;, oraz C,; mozna obliczyé w oparciu o row-
nanie Ficka [21, 23], Nernsta-Plancka-Poissona
[32, 33] czy Kedem-Katchalsky’ego [15—17,
19]. W obecnej pracy, podobnie jak w pracach po-
przednich [14, 15], skorzystamy z rownan Ke-
dem-Katchalsky’ego, ktore dla warstw [, i [, oraz
kompleksu 1;/M/l, zapiszemy w postaci

Jlf == 5,:_1 [D (Cle_C11}+D C?_e_CZl)] (4)
+3Ju(1=04 {1)(Cio+ Cyy)

Cj) (ph 5;1)_ 1, ktére na-

Jin =03 ' [D1(C1a—C1)+ D5 (Co—C1)] (5)
+3Jm(1=0% (1) (Cia+Cyy)

T2 =0 [D12(C1o—C1)+ D52 (C2.—Ca))] (6)
+3Ju(1~055)(Cae+Ca))

Jan =6y ' [D12(C1a—C1)+D55(Can—C1)]1 (1)
+3 T (L= 03 L) (Can+ Cai)

Jis=§RT [wy 1 (Cip— Cr))+ ®)
@321 (Coe—C2)]+3J,s(1—0, {,)(Cip+ Cy))
Ja3s =L RT [w,(Crp—Cyy)+ )

022 (Cae—C)]1+ 3 Jus (1 — 02 {5)(Cop+Cy)

W stanie ustalonym spelnione sa warunki

J1k:-flhz-]1s (10)
Jzz=J2h=-I2s (11}
Ju[:Juhz']vs (12)

Korzystajac z réwnan (4){(12) otrzymujemy
Cie—Cy (13)
0(A1+A)+07 (Az+Ay)
D11D22 Dby Dy +5J,6,(Dy +Dby) +1 7% 62

Cy.—Cy (14)
_ 8,(By+By)+07 (B5+By)
DY, D4, — Db, Diz+3J,58,(DY, +Db,)+ 4 JZ 6F

Cin—Cy (15)
_ 6, (K1 —Kj5)—07 (A3 +Ky) -
DY, D%, — D%y Dip+37,,04(Dhy + D) +5 267

Con—Cy (16)
_ ‘ W2 —2Zy)— 5:1( 3 t+2Zy)
D%, D%, —D4, D! Z'T'Zjuséh(Dll+Dg2)+4JEs§2

Ay = {1 Dha (w11 Amty +wyy Amy)—{; DYy (), Amy +

W22 Amty),

Ay =J,[Dh Cu—D32Cy+Dh(1-0,4,)C, —

DI?.].(I_UZ {2)Cal,

Az =3J4 (s (01 Amy +wy; Amy),

Ay=30% [(1—a,(y)Ci~Cy],

By = (o D1 (@012 Ay + w5 Amy)— 4 DY, (g Ay +

0,1 A,),

B, =Jy [Dlz Cu—D%, Cy+ DYy (1—0,05) Ca—

Du(l —010y) 1]

By =3Ju (s (g, Anl“_f‘fﬂzz Am,),

B. =402, [(1—030)Co—Cyl,

Ky =y D3y (@11 Amy+ wpg Ary)— 8, Dy (w015 Amey +

w33 AR,),

K, =1J,[Dh, glh_D;')l.l Ca+D5(1—0,0,)C+

D%y (1-0,(5)Cs], _ _

K. ='%Jgs(1“'f71§1) C, Z,= 2J (1- 0202) Cy,

Z, = {5 DYy (15 Ay + w5 Amy)—; DY, (4 Amy +

Wy AT,),

Zy=J[D}2Ci3+ D4, Cop+ Dy (1—0,y {3)Co—

Dlz(l a1 51)61]

C,=3(Ci+Cy), Co = 3(Con+Cy)

Amy = RT(Cyy— Ci), Amy = RT(Ca,—Cyi),

Jos = Lps(AP_Cl o1 Ay — {0, An,)
Uwzgledniajac rownania (13)H16) odpowied-

nio w réwnaniach (2) i (3) oraz zakladajac, ze

D, = D}, oraz D, = D%, otrzymujemy nastepujacy

uktad rownan

7’15154'?25?—?35:2—%5:—?5:0 17
X108 — X208+ %308 —xaOp—xs =0 (18)

gdzie
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t=o| (52, )+ (2 )Jos 20 |
2—-9[( )( 1= Kz)“‘(a )(21 ZZ):’:

V3 =2i£JusRcszUzD11=

e =3JusRepyo Dyy (DY +DYy),
V5= RczP:UzDh(DinDlzz—DIuDllz),
X3 :%stRChPhUhD’h,
14=%JusRmPhUhDiil(Dgl(D’{1+DIi1),
5= RChthhDil'.l(D)ll.l D"iz'—Dgl D}iz)-

Dyskusja otrzymanych zalezno$ci prowadzi
do nastepujacych wnioskéw:
1. Dla roztworéw binarnych (np. zakladajac,
ze roztwor tworzy substancja oznaczona indeksem
I Dzz = Dzz == Dl 21 = D12 = Diﬁ1 = D}iz = 0),

01(As+Ay)
—Cu= 19
T T, (D +17,.8) (19)
:{Clquﬁl+Jus[(1*0’151)c_1—cuj}51
Dlll+_§va5!
5 (As+Ky)
i i il 20
Cle e 1Jﬂs(D}lll'*'Z'Ist‘fS.h) ( )

{51 Wiy Amy +J [(1“‘5'1€ )C1*C11]} )
D}il+ va 5)1

AS = %vail CL:'I.lATl:la _
= ﬁst [(A-0:8)Ci—Cyl,
K4 =%J§s(1—0"1 51)61, Jys= Lps(AP_Ul {1 Am,).
2. Dla J,; =0, otrzymujemy warunek A, =
Ay=B3;=B,=K,=7Z,=0, ktory upraszcza
rownania (13)~(16) do postaci

21
Cie—Cui=0i(A1+A,) (DY D5, — DY,y Dlu)_(l !
22

Cie—Cy = 6,(By+B;) (D, Db, — Db, DYyp)t
(23)

Cin—Cri = 6,(K—K;) (D}, D5, — Db, Dh )t
(24)

Con—Cai= 51:(21—22)(Dh D'.’!’.Z_Dh D?z)_l
3. Przy pomocy A3 =A,=B;=B, =K, =

Z, = 0 réwnania (17) i (18) mozna uproscié¢ do po-

staci
& = (ysyz )23 (23)

O = (15 x2 ™% (24)
gdzie ‘

= (2 a0+ (22 ) w48 !

_ (2 9PNy
Xz—g[(acl)( K2)+(5C2>(21 ZZ)]!

¥Ys = RClptuiDtll(DIil D"'zz Dz1 D! 12);
%s = Ren Py UhDh (D}{i D"iz—Dg1 D"{z)-

4. Dla roztwordw binarnych (np. zakladajac,
ze roztwOr tworzy substancija oznaczona indek-
sem ,,17, Dzz = Dgz = DtZi = Dlu. = Dgl = D}iz =
0) rownania (23) i (24) mozna zapisaé w postaci

6, = Rg;*® {(D V2o I:QRTC1 Wy (;gl) (25)

] L il D HPAET
X (Cm_cu):l }

é
O = Rghzs {(Dhu)z Un Py [QRTC1 W11 (82) (26)

—~130.25
X(Cip— Cu)} }

Na podstawie réwnan (13-16), mozna obliczy¢
dla stanu ustalonego wartos¢ dodatkowej réznicy
stezen generowanych w procesie formowania sie
stezeniowych warstw granicznych w otoczeniu
membrany, zmniejszajacej roznice stezen na mem-
branie. Ponadto réwnania pokazuja, ze przeply-
wy objetosSciowe maja istotny wplyw na wartosé
owych roznic stezen. Wplyw ten jest istotny wtedy,
gdy wartos¢ strumienia adwekcyjnego substanciji
rozpuszczonej, ktory ilustrowany jest przez np.
Ju(1—01{)Cy, 1, Cyyi J,,Cyy 52 poréwnywalne
z wartoscia strumienia dyfuzyjnego. Poniewaz wy-
padkowy strumien objgtosciowy jest generowany
przez dwa bodice termodynamiczne (AP i An),
mozna latwo pokazac jaki jest udzial przeptywow
objgtosciowych generowanych przez te bodzce
w redukcji réznic stezen, opisywanych przez row-
nania (13)16). Z kolei réwnania (17) i (18) po-
kazuja jaki jest wplyw przeplywéw objetoscio-
wych, wywolywanych przez jednoczesnic dziataja-
ce bodzce: hydrostatyczny (AP) i osmotyczny
(Am), na grubo$¢ stezeniowych warstw granicz-
nych. Przedstawione w pracy rownania nadaja si¢
do obliczen numerycznych.

Wyniki prostych obliczerr grubosci stezenio-
wych warstw granicznych uzyskanych na podsta-
wie rownan (25) i (26) przedstawiono w pracy [17].
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