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PRZEDZIALY UFNOSCI DLA MEDIANY
W NIEZNANYM ROZKLADZIE

Streszczenie: W praktycznych zastosowaniach metod statystyki matematycznej czegsto po-
mija si¢ zalozenia, bez ktorych spelnienia korzystanie z poszczegdlnych narzedzi jest dysku-
syjne. Waznym aspektem jest poszukiwanie metod, ktore beda odporne na zmiany zatozen
dotyczacych rozktadéw cech. W pracy rozpatruje si¢ problem estymacji przedzialowej media-
ny w kontekscie zastosowan do konstrukcji kart kontrolnych dla indywidualnych pomiarow.
Proponuje si¢ wykorzystanie uogoélnionego rozktadu lambda do odtworzenia danych i kon-
strukcji przedzialu na podstawie tak otrzymanego modelu.

Stowa kluczowe: przedziaty ufnosci, metoda najmniejszych kwadratow, kwantyle, karty kon-
trolne, optymalizacja.

1. Wstep

Problem konstrukeji przedziatow ufnosci w klasycznym przypadku znanego (zwy-
kle normalnego) rozktadu zmiennej losowe;j jest zagadnieniem powszechnie znanym
i opisanym w podrgcznikach statystyki. Problem ten moze si¢ jednak znacznie skom-
plikowa¢ w sytuacji, kiedy zatozenie o znanym rozktadzie nie moze by¢ utrzymane,
co wigcej — z racji mozliwego do wystapienia rozktadu nie powinno si¢ konstruowac
przedziatow ufnosci wykorzystujacych klasyczne statystyki, takie jak srednia czy
odchylenie standardowe. W takiej sytuacji brak podstawy do przyjecia okreslnego
rozktadu F zmusza badaczy do wykorzystania statystyk pozycyjnych, ktore zwy-
kle nie majg juz tak dobrych (w kontekscie wymagan dotyczacych estymatorow)
wlasno$ci. Nalezy tu nadmienié, ze obserwuje si¢ coraz wigksze zainteresowanie
wykorzystaniem statystyk pozycyjnych w zastosowaniach praktycznych. Znane jest
wykorzystanie mediany do okre$lania poziomu ubdstwa w UE czy prezentowanie
rankingéw wynagrodzen z wykorzystaniem kwantyli. Waznym i tradycyjnym zasto-
sowaniem miar pozycyjnych jest wykorzystanie ich w konstrukcji kart kontrolnych.

W artykule przedstawiona zostanie metoda umozliwiajaca konstrukcje kart kon-
trolnych 1 przedziatow ufnosci dla mediany wykorzystujagca uogdlniony rozktad
lambda. Praktyczna czgs¢ pracy poprzedzi teoretyczny wywod uzasadniajacy po-
trzebe podjecia tematu.
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2. Wykorzystanie mediany zamiast Sredniej

Zielinski [2010] w swej pracy przedstawia problem pomiaru X, = 1 + ¢, , ktory sta-
je sie pretekstem do uzasadnienia podjecia tematu wykorzystania mediany zamiast
klasycznego parametru, jakim jest srednia. Rozpatruje on dwie sytuacje, w ktorych
znany lub nieznany jest rozklad btedu &, popelnianego przy pomiarze. Autor przy-
wolywanej pracy roznicuje tez rozklady, ktore bada. Pierwszy przypadek dotyczy
sytuacji, w ktorej rozktad btedu jest rozktadem normalnym o znanym parametrze ¢
1 wartos$ci oczekiwanej wynoszacej 0, a zatem:

X, =u+e¢, Ec=0, ¢ ~N(0,0). (1

Jest to przyktad klasyczny opisywany w podrecznikach statystyki, polegajacy
na tym, ze powtarza si¢ i usrednia pomiary, dzigki czemu redukuje si¢ popelniany
przy pomiarze btad. Im wigcej pomiarow, tym btad staje si¢ coraz mniejszy (rys. 1).
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Rys. 1. Rozktad $redniej z n-elementowej proby o rozkladzie normalnym

n=16

Zrodto: opracowanie wlasne.

Nieco inaczej wyglada¢ bedzie sytuacja, jezeli zatozy sie, ze rozktad btedu be-
dzie pochodzit z rodziny rozktadéw a-stabilnych, przy czym rozwazania ograniczo-
ne zostang w zasadzie wylacznie do rozktadu Cauchy’ego. Okazuje si¢ bowiem, ze
w takich rozktadach zwickszanie wielko$ci proby i usrednianie pomiaréw prowa-
dzi¢ moze do rozktadow o wigkszym rozrzucie niz pierwotny rozktad. Dla rozktadu
Cauchy’ego $rednia z proby ma doktadnie taki sam rozktad jak pierwotna zmienna.
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Zauwazy¢ to mozna, wykorzystujac funkcje charakterystyczng zmiennej losowej
w rozkladach a-stabilnych, ktora przyjmuje postac: ¢, (¢) = exp(i ut — |/1t|a ) Porow-

1

nujac ja z funkcja charakterystyczng dla $redniej z tego samego rozktadu, otrzymu-
A— ne At

! ] =exp(i,ut— J .
n

Przypomnijmy, Ze parametr « jest parametrem skali, u odpowiada za potozenie,
a rozproszenie reprezentowane jest przez parametr A.

Ograniczenie zmienno$ci pomiaréw takich rozktadow za pomocg $redniej wy-
daje si¢ zatem bezzasadne. Zielinski wskazuje w takim przypadku mozliwo$¢ wy-
korzystania mediany z proby, przy czym ogranicza si¢ do mediany z prob nieparzy-
stych (por. [Zielinski 2010]). Mediana z proby ma rozktad dany wzorem:

. ot
jemy: gy (1) = eXp(w;—
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gdzie X jest rozktadem obserwacji o medianie u. Zatem dystrybuanta mediany jest
dana wzorem:

P(Me, Sx)zB(F(x—y)'n+1'n+lj,

272 )

gdzie B jest rozktadem Beta, natomiast F jest rozktadem btedu o medianie 0.

Znajac zatem rozktad mediany z proby, mozna przedstawi¢ przedziat ufnosci dla
mediany:

Przedstawiony przedziat ufnosci jest wzorem ogolnym i moze by¢ wykorzy-
stany dla kazdego rozkladu /' zmiennej ¢, ~ F' bedacej bledem pomiaru. Wykorzy-
stanie przedziatu ufnosci dla mediany jest ogdlniejsze i mozliwe do wykorzystania
réwniez w sytuacji, gdy rozktad F jest na przyktad rozktadem normalnym. Pozostaje
natomiast pytanie, na ile ,lepszy” jest przedziat ufnosci wykorzystujacy $rednia,
przy zalozeniu, ze F jest rozkladem normalnym. Przeprowadzone symulacje wska-
zuja jednoznacznie (co jest wynikiem oczekiwanym), ze przedzialy ufnosci wy-
korzystujace mediane sa przedziatami szerszymi. Przyktadowo dla 21 obserwacji
wygenerowanych z rozktadu N(0, 1) dla poziomu ufnosci 0,95 obliczony przedziat
ufnosci dla mediany wyniost (-0,59; 0,47), natomiast przedziat ufnosci dla warto$ci
oczekiwanej wynosi (—0,69; 0,16). Na rysunku 2 przedstawiono réznice pomigdzy
szerokoscig przedziatu ufnosci dla mediany a szeroko$cig przedzialu ufnosci dla
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wartosci oczekiwanej, w sytuacji danych generowanych z rozktadu N(0, 1) w zalez-
nosci od wielkos$ci proby. Mozna zauwazy¢, ze potwierdzaja sie¢ wyniki o mniejszej
doktadnosci przedziatow ufnosci dla mediany, jednakze roznice te maleja wraz ze
wzrostem liczebnosci proby.
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0,5

Liczebnos¢ proby

Rys. 2. Réznice pomigdzy szeroko$cia przedzialow dla mediany i dla sredniej dla rozktadu normalnego
w zaleznosci od wielkosci proby

Zrodto: opracowanie wiasne.

Zagadnienie wyznaczenia przedzialu ufno$ci dla mediany znacznie bardziej
komplikuje si¢ w sytuacji, gdy nie jest znany rozktad F btgdu pomiaru. Wykorzy-
stanie wzoru (4) jest niestety niemozliwe, a jedynym rozwigzaniem jest uogoélnie-
nie problemu i wykorzystanie praw rachunku prawdopodobienstwa. Jezeli bowiem
zmienna X ma rozktad o dystrybuancie F, to zmienna Y = F(X) ma rozktad jedno-
stajny U(0, 1), a zmienna losowa F(X ) ma taki sam rozklad jak k-ta statystyka

pozycyjna z n-elementowej proby z rozktadu U(0, 1). Wobec tego mozna wyznaczy¢
n—k

n
przedziat ufnosci, korzystajac z zaleznosci: 2_"2 JZ 1-a, a doktadniej poszu-
s=k \ S

kujac takiej najwigkszej wartosci &, dla ktorej prezentowana zaleznos$¢ bedzie spet-
niona. Zauwazmy przy tym, ze wykorzystanie tej zalezno$ci i odnajdowanie granic
przedzialu ufnosci jest niezalezne od warto$ci zmiennych i1 od asymetrii rozktadow,
poniewaz zalezy jedynie od odpowiednich statystyk pozycyjnych. W tabeli 1 przed-
stawiono obliczenie niezbedne do wyznaczenia statystyk pozycyjnych dla proby
19-elementowe;. I tak, aby uzyska¢ przedziat ufnosci o poziomie ufnosci 0,95, nale-
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zy jako dolng granicg tego przedziatu wzigc 5 statystyke pozycyjng. Natomiast gorng
granice wyznacza 15 statystyka pozycyjna. Taki wybor gwarantuje 98-procentowy
przedziat ufnosci.

Tabela 1. Obliczenia niezbg¢dne do konstrukcji przedzialu ufnosci dla mediany
z wykorzystaniem statystyk pozycyjnych dla n =19

Numer statystyki pozycyjnej [:j S [Z) Poziom ufnosci
s=k

1 19 524286 0,999996
2 171 524248 0,999924
3 969 523906 0,999271
4 3876 521968 0,995575
5 11628 514216 0,980789
6 27132 490 960 0,936432
7 50 388 436 696 0,832932
8 75582 335920 0,640717
9 92 378 184 756 0,352394

10 92 378

11 75 582

12 50 388

13 27 132

14 11 628

15 3876

16 969

17 171

18 19

19 1

Zrodto: opracowanie wlasne.

Analogiczny sposodb postepowania (zob. tab. 2) przy probie 5-elementowej nie
pozwala uzyska¢ przedziatu ufnosci o zatozonym prawdopodobienstwie 0,95. Za-
uwazmy takze (juz bez szczegdlowych obliczen), ze dla proby 65-elementowej przy
poziomie ufnosci 0,95 nalezy wzig¢ 25 1 40 statystyke pozycyjna jako odpowiednio
dolna i gérng granice przedziatu ufnosci.

Mimo pewnych niedoskonatos$ci wynikajacych z ograniczenia si¢ wytacznie do
liczebnos$ci proby przedstawiony sposdb umozliwia postepowanie w przypadkach,
gdy klasyczne metody statystyki matematycznej wydaja si¢ niewystarczajace.



258 Piotr Peternek

Tabela 2. Obliczenia niezbgdne do konstrukcji przedziatu ufnosci dla mediany z wykorzystaniem
statystyk pozycyjnych dlan =5

Numer statystyki pozycyjnej [:] n_k(:j Poziom ufnos$ci
=k
1 5 30 0,9375
2 10 20 0,625
3 10
4 5
5 1

Zrodto: opracowanie wlasne.

3. Uogolniony rozklad lambda — podstawy teoretyczne

Przedstawione niedoskonato$ci w konstrukeji przedziatu ufnosci dla mediany dla
nieznanego rozktadu staly si¢ przyczyna poszukiwania metod, ktore zniwelowalyby
powyzsze niedogodnosci. Z tego wzgledu sposrdd kilku propozycji, m.in. Johnsona
[1949] czy Burra [1973], warto przyjrze¢ si¢ zaproponowanemu przez Ramberga
i Schmeisera [1974] tzw. uogdlnionemu rozktadowi lambda (General Lambda Di-
stribution).W podej$ciu Burra ograniczono si¢ w zasadzie tylko do rozktadow asy-
metrycznych, co jest istotnym ograniczeniem. Podstawowg zaletg zaproponowanego
przez Ramberga i Schmeisera podejscia, w poréwnaniu z propozycjami Johnsona
i Pearsona, jest wykorzystanie tylko jednej funkcji. Szeroki zakres krzywych od-
powiadajacy ksztattom réznych funkcji gestosci moze by¢ zatem aproksymowany
za pomoca jednej funkcji. Przez uvogdlniony rozktad lambda rozumie si¢ funkcje
postaci:

p" -(1-p)*
4

gdzie x oznacza kwantyl rozktadu rzedu p, A, to parametr polozenia, A, to parametr
S T .
skali, natomiast A, i A, to parametry ksztattu.

O(p)=x,=4+ ; (5)

Rozktad ten zostat zaproponowany jako uogoélnienie przeksztatcenia propono-
wanego przez Tukeya w 1960 r. W roku 2000 Kanji i Arif przedstawili w swej pracy
tzw. kwantylowy rozklad logistyczny (Quantile Logistic Distribution), ktory pola-
czyt zalozenie o rozktadzie logistycznym z przeksztatlceniem Ramberga i Schme-
istera. Umozliwilo to konstrukcje kart kontrolnych dla pojedynczych pomiarow.
Zasadnicza wada pracy Kanjiego i1 Arifa jest zatozenie o rozkladzie logistycznym
badanej zmiennej przyjete ze wzgledu na tatwos¢ estymacji parametrow tak prze-
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ksztalconego rozktadu lambda. Po uwzglednieniu rozktadu logistycznego uogdlnio-
ny rozktad lambda przyjmuje bowiem postac:

Q(p)=/Hg((l—(?)lnp—(1+5)1n(1—p), (6)

gdzie A, 7, 0 to parametry rozktadu reprezentujace odpowiednio parametr potozenia,
skali 1 sko§nosci.

Wykorzystanie uogdlnionego rozktadu lambda w oryginalnej zaproponowane;j
przez Ramberga i Schmeistera formie wymaga odpowiednich metod estymacji pa-
rametrow. W literaturze wymienia si¢ zasadniczo trzy metody estymacji. Pierwsza
to metoda momentow zaproponowana przez Ramberga i Schmeistera (1974), druga
to metoda najmniejszych kwadratow zaproponowana i udowodniona przez Ozturka
i Dale’a w 1985 r. Natomiast trzecia z wyr6znianych metod to metoda gwiezdna
(Starshipmethod) przedstawiona przez Kinga i MacGillivray w 1999 r. Wady i zalety
tych metod przedstawiono np. w pracy [Lakhany, Mausser 2000].

W niniejszej pracy, podobnie jak zrobiono to w pracy Kanjiego i Arifa [2000],
wykorzystano klasyczng metode najmniejszych kwadratow. Takie postepowanie nie
jest jednak pozbawione wad, poniewaz nie gwarantuje uzyskania rozwigzania opty-
malnego. Przyjety zostal sposdb optymalizacji nieliniowej pozwalajacy znalez¢ roz-
wigzanie w ekstremum lokalnym. Niezbedna zatem bedzie analiza uzyskanych roz-
wigzan z uwzglednieniem dobroci dopasowania danych do warto$ci teoretycznych.
Optymalizacji dokonano numerycznie z wykorzystaniem modutu Solver zawartego
w pakiecie Excel. Postuzono si¢ klasycznym rozumieniem metody najmniejszych
kwadratow, tzn. minimalizowano sume¢ kwadratow roznic pomigdzy warto§ciami
empirycznymi a warto$ciami teoretycznymi:

FC=i€f=Z[ i—QA( :1,11,17,/13,/14,D — > min. (7)

n

Nalezy zauwazy¢, ze w miejscu prawdopodobienstw w rozktadzie lambda poja-
wity si¢ czestosci, a takze, co oczywiste 1 niezmiernie wazne, warto$ci empiryczne
byly uporzadkowane od najmniejszych do najwiekszych. Umozliwito to poréwnania
dla poszczeg6lnych kwantyli. ,,Dobro¢” dopasowania danych sprawdzano wzroko-
wo na wykresie oraz analizowano wartos¢ funkcji celu.

W przeprowadzonych symulacjach probowano zweryfikowaé¢ mozliwos¢ wy-
korzystania pakietu Excel z modutem optymalizacyjnym Solver do konstrukcji kart
kontrolnych i przedziatow ufnosci dla mediany z wykorzystaniem uogoélnionego roz-
ktadu lambda. W tym celu generowano 65-elementowe proby z réznych rozktadow,
a nastepnie do tych prob (rozkladéw) dopasowywano uogélniony rozktad lambda.
Ze wzgledu na niejednoznaczno$¢ uzyskiwanego rozwigzania kazda optymalizacja
dokonywana byta kilkukrotnie, a za punkty startowe przyjmowano zar6wno mo-
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menty z proby, jak i punkty losowe. Uzyskanie zadowalajgcego wyniku estymacji
umozliwiato adekwatng konstrukcje kart kontrolnych czy tez przedziatoéw ufnosci.

4. Wyniki przeprowadzonych symulacji

Symulacyjng weryfikacje mozliwosci zastosowania opisanego wyzej sposobu po-
szukiwania przedziatu ufnosci dla mediany w dowolnym rozkladzie rozpoczeto od
sprawdzenia mozliwo$ci estymacji parametrow rozktadu przy wykorzystaniu me-
tody najmniejszych kwadratow w module Solver. W tym celu 4-krotnie wygene-
rowano 65 obserwacji pochodzacych z rozktadu N (10, 2), a nastepnie z rozkta-
du Cauchy’ego (10, 2). Na podstawie danych dokonano estymacji uogoélnionego
rozktadu lambda z wykorzystaniem MNK i modutu Solvera dla r6znych punktow
startowych — wyniki zaprezentowano w tab. 3 1 4. W tabelach dla kazdej z 4 prob
przedstawiono rezultaty dwoch estymacji MNK (dwoch réznych punktéw starto-
wych) — najbardziej zréznicowanych pod wzgledem wynikow. Natomiast na rysun-
kach 3, 4, 5 1 6 przedstawiono najlepiej i najgorzej dopasowane wyniki zaobserwo-
wane w tab. 3 i 4. Latwo zauwazy¢, ze w przypadku gdy estymowano parametry
uogoblnionego rozktadu lambda dla danych pochodzacych z rozktadu normalnego,
wartosci funkcji celu przyjmowaty rezultaty zadowalajace, a ro6znice pomigdzy wy-
nikami osiagni¢tymi dla roznych punktow startowych byty niewielkie. Potwierdzaja
to rys. 3 i 4, na ktorych wida¢ wyraznie dobre dopasowanie danych empirycznych
do teoretycznych. Niestety zupelnie inaczej wyglada sytuacja w przypadku, gdy es-
tymowany byt rozktad Cauchy’ego. Uzyskane wyniki dotyczace zarowno wartosci
funkcji celu, jak i dopasowania dla réznych punktéw startowych sa niesatysfakcjo-
nujace (por. tab. 4 oraz rys. 51 6).

Tabela 3. Wyniki symulacji GLD (General Lambda Distribution)
dla danych z rozktadu normalnego

N(10,2) FC A, A A 2,
1 proba 5,66 11,41 0,20 13,50 2,23
4,77 9,73 0,00 0,00 0,00
2 proba 2,79 10,19 0,00 0,00 0,00
2,79 10,20 0,00 0,00 0,00
3 proba 2,60 9,97 | -0,11 -0,12 0,11
2,60 9,97 | -0,11 -0,12 -0,11
4 préba 1,10 1,18 0,11 0,16 0,12
1,10 10,18 0,11 0,16 0,12

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Tabela 4. Wyniki symulacji GLD dla danych z rozktadu Cauchy’ego

Cauchy (10, 2) FC 2 A, a A,

1 proba 4770,47 —-1985,51 0,00 0,00 97,42
3590,19 —2234,83 0,00 0,00 105,60

2 proba 1388,50 —2084,88 0,00 0,00 108,39
1816,98 -1925,56 0,00 0,00 102,92

3 proba 962,15 9,59 0,00 54,12 43,48
11556,89 -224,49 0,00 0,04 59,47

4 proba 620,52 -1701,65 0,00 0,00 130,65
757,45 -1527,73 0,00 0,00 123,19

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 3. Dopasowanie danych empirycznych do GLD — rozktad normalny

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 4. Dopasowanie danych empirycznych do GLD — rozktad normalny

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 5. Dopasowanie danych empirycznych do GLD rozktad Cauchy’ego

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 6. Dopasowanie danych empirycznych do GLD — rozktad Cauchy’ego

Zrodto: opracowanie wlasne.

Jezeli zatem uznamy, ze estymacja parametrow uogolnionego rozktadu lamb-
da z wykorzystaniem metody najmniejszych kwadratéw dla danych pochodzacych
z rozktadu normalnego jest wystarczajaco dobra, to mozliwe jest skonstruowanie
odpowiedniej karty kontrolnej dla mediany. Jezeli bowiem dane przedstawione
w postaci graficznej na rys. 3 zapisano za pomoca odpowiadajacej funkcji kwanty-

p0,16 ~(1- p)0,12
0,11
zmiennej dla zadanego prawdopodobienstwa. Przypomnijmy, ze dane generowane

, to mozliwe jest odtworzenia warto$ci

lowej: O(p)=x,=10,18+
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byly z rozktadu normalnego o wartosci oczekiwanej rownej 10, zatem dla prawdo-
podobienstwa p = 0,5 warto§¢ odpowiadajacego temu prawdopodobienstwu kwan-
tyla wynosi 10, a z uogoélnionego rozktadu lambda uzyskuje sie¢:

0, 50,16 _ (1 _ 0’ 5)0,12

0,5)=10,18+
0(0,5) o1l

=9,99.

Bez problemu mozna zatem skonstruowac, podobnie jak robili to Kanji i Arif,
granice kart kontrolnych, przyjmujac np. tzw. przedziaty 3-sigmowe, zawieraja-
ce 99,73% obserwacji, czy tez prezentowane w tab. 5 przedziaty 95-procentowe.
W tym celu do uogdlnionego rozktadu lambda w miej-
scu prawdopodobienstwa wstawia si¢ odpowiednio
wartosci p = 0,025 dla wyliczenia dolnej linii kontro-
Inej (DLK) oraz p = 0,975 dla gornej linii kontrolne;j
M(10,2) | DLK | GLK (GLK).

Tabela S. Granice
95-procentowych kart
kontrolnych dla mediany

1 préba 6,62 15,02 Przy wykorzystaniu uogoélnionego rozktadu lamb-
6,30 14,86 da mozliwa jest takze inna konstrukcja przedzialu
2 proba 5,39 14,67 ufnosci dla mediany. Jezeli bowiem, jak to opisano
539 | 14.66 wezesniej, dla n = 65 obserwacji 95-procentowy prze-

dziat ufnosci realizowany jest odpowiednio przez 25

3 proba 5,07 14,76 ) . ..
i 40 statystyke pozycyjng, to dla 65 obserwacji sta-

5,07 14,76 . . .
- nowia one kwantyle odpowiednio: 25/65 = 0,38416
4 proba 6,16 13,51 . Sy
16 e oraz 40/65 = 0,6154. Korzystajac teraz z uogdlnionego

rozktadu lambda, mozna wyznaczy¢ granice przedzia-
Zrédlo: opracowanie whasne. hu ufnosci dla poszezegdlnych wartosci parametrow

lambda. Wyniki te przedstawione w tab. 6 wskazuja,
ze rozne wyniki estymacji parametrow pozwalajg na uzyskanie stosunkowo bliskich
wartosci dolnej (DGP) i gornej (GGP) granicy przedzialéw utnosci.

Tabela 6. Granice 95-procentowego przedzialu ufnosci dla danych generowanych z rozktadu
normalnego

N(10,2) FC A A, A, 2, DGP | GGP

1 préba 5,66 11,41 0,20 13,50 2,23 9,69 | 10,82
4,77 9,73 0,00 0,00 0,00 9,51 | 10,61

2 préba 2,79 10,19 0,00 0,00 0,00 9,53 | 10,72
2,79 10,20 0,00 0,00 0,00 9,53 | 10,73

3 préba 2,60 9,97 -0,11 -0,12 -0,11 941 | 1049
2,60 9,97 0,11 -0,12 0,11 941 | 1049

4 proba 1,10 10,18 0,11 0,16 0,12 943 | 10,53
1,10 10,18 0,11 0,16 0,12 943 | 10,53

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Tak dobre wyniki uzyskane dla rozktadu normalnego skonfrontowano z wynika-
mi, ktore uzyskano dla rozktadu Cauchy’ego (przypomnijmy, ze wyniki estymacji
uznano za niesatysfakcjonujace). Niestety, potwierdzone zostaly wczesniejsze wnio-
ski o braku dopasowania uogolnionego rozktadu lambda do danych pochodzacych
z rozktadu Cauchy’ ego (zob. tab. 7).

Tabela 7. Granice 95-procentowego przedziatu ufnosci dla danych generowanych
z rozktadu normalnego

Cauchy (10, 2) FC A, A, 2 2, DGP | GGP
1 préba 4770,47 [-1985,51 | 0,00 0,00 97,42 11,19 | 11,68
3590,19 [-2234,83 | 0,00 0,00 105,60 | 10,85 | 12,35

2 préba 1 388,50 |-2084,88 | 0,00 0,00 108,39 | 10,70 | 12,56
1816,98 [-192556 | 0,00 0,00 102,92 | 10,88 | 12,62

3 préba 962,15 9,59 | 0,00 54,12 43,48 9,59 | 9,59
11556,89 | 224,49 | 0,00 0,04 59,47 11,08 | 15,12

4 préba 620,52 |-1701,65 | 0,00 0,00 130,65 | 10,66 | 13,13
757,45 [-1527,73 | 0,00 0,00 123,19 | 10,77 | 13,08

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tabela 8. Granice 95-procentowego przedziatu ufnosci dla danych generowanych
z rozktadu chi-kwadrat

Chi*10) FC A, A A A, DGP GGP
1 proba 20,23 19,47 0,07 31,00 0,49 8,06 | 1041
34,38 6,59 0,00 0,00 0,00 805 | 1032

2 proba 14,54 7,74 0,14 | -0l16 | -034 784 | 10,00
14,54 7,74 0,14 | 016 | 034 784 | 10,00

3 préba 5431 | 14,61 0,05 2450 | 024 6,98 9,57
7,98 6,64 0,00 0,00 0,00 7,57 | 10,19

4 proba 10,27 13,19 0,10 7,62 1,47 838 | 11,02
7,40 5,84 0,04 0,03 0,27 819 | 11,07

Zrodto: opracowanie wlasne.

Powstato zatem pytanie, czy tak zly wynik dla rozktadu Cauchy’ego to przy-
padek czy tez ,,grube ogony” tego rozkladu uniemozliwiaja doktadniejszg estyma-
cje parametrow uogdlnionego rozktadu lambda, co skutkuje brakiem mozliwosci
wykorzystania uogdlnionego rozktadu lambda do konstrukcji przedziatow ufnosci.
Zdecydowano si¢ zatem na powtorzenie tego typu symulacji dla rozktadu chi-kwa-
drat o 10 stopniach swobody, a nastepnie dla rozktadow typu dyskretnego, tzn. dla
rozktadu dwumianowego oraz rozktadu Poissona. Wyniki prezentujg tab. 8, 9 1 10.
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Tabela 9. Granice 95-procentowego przedziatu ufnosci dla danych generowanych z rozktadu Poissona

Poisson (10) FC A X, A, A, DGP | GGP
1 préba 10,16 8,04 0,03 0,03 0,10 8,44 | 10,23
9,14 11,79 0,14 10,50 1,65 8,57 | 10,36
2 proba 12,47 8,53 -0,05 -0,06 -0,10 8,30 9,97
17,30 11,75 0,13 12,35 1,72 8,34 | 10,25

Poisson (2)
1 proba 5,30 5,04 0,19 90,90 0,64 1,16 2,17
6,63 3,13 0,30 1,29 0,21 1,11 2,19
2 proba 8,30 3,38 0,26 0,96 0,21 1,45 2,64
7,08 3,31 0,25 12,39 1,74 1,62 2,58

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Tabela 10. Granice 95-procentowego przedziatu ufnosci dla danych generowanych z rozktadu
dwumianowego

Dwumianowy (200; 0,05) FC 2 Ay sy 2, DGP | GGP
1 proba 5,68 8,95 0,17 0,44 0,53 8,27 | 10,19
5,87 9,16 0,19 2,86 3,02 8,30 | 10,16
2 proba 15,96 6,63 0,09 0,09 0,44 7,92 | 10,11
15,57 9,92 0,15 4,37 2,42 8,00 | 10,05

Dwumianowy (100; 0,1)
1 proba 5,30 5,04 0,19 90,90 0,64 8,73 | 10,29
6,63 3,13 0,30 1,29 0,21 8,84 | 10,38
2 proba 19,17 | 10,34 -0,27 -0,27 -0,30 9,84 | 11,05
15,74 9,62 0,12 4,75 13,75 9,70 | 10,47

Zrodto: opracowanie wilasne.

Nalezy zauwazyc¢, ze z wyjatkiem jednego przypadku wszystkie pozostate przedzia-
ty ufnosci zawieraly znang teoretyczna warto$¢ mediany. Zatem wyniki uzyskane
dla rozktadu Cauchy’ego muszg by¢ zwiazane z charakterystycznymi wlasnosciami
tego rozktadu.

5. Podsumowanie

Wykorzystanie uogdlnionego rozktadu lambda jest interesujaca propozycja umoz-
liwiajaca konstrukcje przedziatdéw ufnosci dla dowolnych rozktadow. Znaczace
ograniczenie jego zastosowania wynika z mozliwosci i doktadnos$ci estymacji para-
metrow modelu. Dla klasycznych rozktadow optymalizacje uzyskiwane z wykorzy-
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staniem modutu Solver zawartego w pakiecie MS Excel wydawaty si¢ wystarczajaco
dobre. Niestety, w przypadku analizowanych rozktadoéw o ,,grubych ogonach” wyni-
ki estymacji parametrow rozktadu lambda byly dalekie od oczekiwan i tym samym
bezzasadne bylo ich stosowanie. Niezwykle wazne w tej sytuacji wydaje si¢ poszu-
kiwanie takiej metody estymacji parametrow uogolnionego rozktadu lambda, ktéra
zapewniataby najdoktadniejsze dopasowanie modelu do danych, poniewaz tylko
taki wynik gwarantuje poprawnos¢ konstrukcji przedziatéw ufnosci i kart kontrol-
nych. Warto by poréwna¢ wyniki estymacji parametréw uzyskiwane za pomoca opi-
sywanych w literaturze metod z wynikami uzyskanymi za pomocg prezentowanej
klasycznej metody najmniejszych kwadratow. Wazne wydaje si¢ takze przeprowa-
dzenie wigkszej liczby symulacji tak, by mozna byto oceni¢ odporno$¢ uzyskiwane-
go estymatora przedziatlowego.

Mimo opisanych niedogodnosci wydaje si¢, ze opisana metoda konstrukcji
przedziatow ufnosci i kart kontrolnych w przypadku nieznajomosci rozktadu moze
okaza¢ si¢ skuteczna. Potwierdzeniem tego sa przeprowadzone w pracy symulacje.
Zauwazmy jednak, ze aby skutecznie korzysta¢ z opisanego podejscia, uogélniony
rozktad lambda musi by¢ wystarczajaco dobrze dopasowany do danych empirycz-
nych.
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CONFIDENCE INTERVALS FOR THE MEDIAN
IN THE UNKNOWN DISTRIBUTION

Summary: In practical applications of methods of mathematical statistics the assumptions
without which the use of each tool is debatable are often passed over. An important aspect
is the search for methods that will be resistant to the change of the assumptions about the
distributions. It is proposed to use generalized Lambda distribution to fit distribution and to
construct control charts for median.

Keywords: confidence intervals, metod of the smallest squares, quantiles, control charts,
optimization.





