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METODA ILORAZU ODLEGLOSCI
— ZAGADNIENIE GRAFICZNEJ PREZENTACJI
OBSERWACJI WIELOWYMIAROWYCH

Streszczenie: W artykule zaprezentowano autorska metod¢ analizy danych wielowymia-
rowych. Jej koncepcja oparta zostata na zasadzie redukcji wymiaru przestrzeni w wyniku
rzutowania obserwacji na ptaszczyzng. Tak uzyskany obraz jest podstawa dalszej analizy
wzrokowej badanych obserwacji. Glownym zadaniem zaprezentowanej metody jest doko-
nanie rotacji obiektow w przestrzeni cech w taki sposob, aby uzyskany obraz uwidocznit
ewentualng niejednorodno$¢ populacji. Zaproponowane podejscie przedstawione zostalo na
tle metody gtownych sktadowych. Wyniki przeprowadzonych symulacji wykazaty, ze autor-
ska metoda jest szczegdlnie skuteczna w procesie wykrywania niejednorodnych populacji.
Istotng jej zalety jest brak konieczno$ci uprzedniej standaryzacji zmiennych, co zapewnia
funkcja kryterium warunkujaca wybor wlasciwego rzutowania obserwacji.

Stowa kluczowe: ryzyko kredytowe, rozpoznawanie obrazow, klasyfikacja.

1. Wstep

Analiza danych wielowymiarowych pociaga za sobg na ogot konieczno$¢ zobrazo-
wania obiektow znajdujacych si¢ w przestrzeni o wymiarze wigkszym anizeli trzy.
Ograniczenia wynikajace z ludzkiej percepcji sprawiaja, ze geometryczne wyobra-
zenie o strukturze zbioro6w obserwacji jest zazwyczaj niepetne. Stad naukowcy do
wielu lat prowadzg badania nad metodami umozliwiajacymi prezentacje obiektow
wielowymiarowych w prostszej postaci, tj. redukujgc wymiar przestrzeni. Prze-
ksztalcenie oryginalnych danych wigze si¢ oczywiscie z utratg czesci informacji,
jakkolwiek jest to koszt, ktory badacz sktonny jest ponie$¢ w celu uzyskania wiedzy
o badanym zjawisku. Zatem jednym z powodow tak szerokiego wachlarza mozli-
wych podej$¢ do zagadnienia analizy danych wielowymiarowych jest ciagle poszu-
kiwanie sposobow ograniczania strat powstatych w wyniku przeksztatcania orygi-
nalnych danych.

W literaturze przedmiotu zagadnienie odnoszace si¢ do ogdlnego problemu roz-
poznawania obrazow bez nauczyciela byto wielokrotnie badane. Wyr6zni¢ mozna
trzy podstawowe grupy podejs¢ obejmujacych metody opisowe, metody stocha-
styczne oraz metody graficzne [Jajuga 1990]. Podejscia opisowe obejmuja metody
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grupowania oraz metody klasyfikacji rozmytej. W ramach grupy metod stochastycz-
nych wyr6zni¢ mozna podejscie klasyfikacyjne oraz mieszankowe. Ostatnia z wy-
r6znionych grup obejmuje metody graficzne bedace przedmiotem niniejszego arty-
kutu. Ich celem jest przedstawianie obserwacji wielowymiarowych na ptaszczyznie,
a nastepnie ich dalsza analiza.

Nowatorskim rozwiazaniem w procesie prezentacji danych wielowymiarowych
postuzyt si¢ Chernoft [1973], ktory w tym celu wykorzystat twarze, w ramach kto-
rych zakodowane zostaly poszczegdlne wartosci cech opisujacych obiekty. Innym
rozwigzaniem szeroko wykorzystywanym przez badaczy s wykresy gwiazdowe,
nazywane réwniez sieciami pajeczymi (spider chart). W ramach tego podejscia
obserwacje wielowymiarowe przedstawiane sg na ptaszczyznie w postaci gwiazd,
ktorych dlugosci ramion odpowiadajg wartos$ciom poszczegolnych cech. Metodg te
jako pierwszy wykorzystal G. von Mayr [1877] jeszcze w XIX wieku. Uzyteczne
podejscie zaprezentowal Gabriel [1971], nazywa si¢ je metoda podwojnego wykre-
su (biplot graphic display). Koncepcja ta umozliwia prezentacj¢ na plaszczyznie
zardwno obserwacji wielowymiarowych, jak i samych cech je opisujacych. Kolej-
nym sposobem prezentacji obserwacji wielowymiarowych jest wykres typu paraller
coordinates, ktorego pierwsze wykorzystanie odnotowano jeszcze w XIX wieku.
Inselberg, ktérego mozna uznaé za popularyzatora niniejszej metody, poswiecit jej
wiele publikacji [1985]. Podejscie to stuzy prezentacji obserwacji wielowymiaro-
wych przez odznaczanie warto$ci poszczegolnych cech na réwnolegtych osiach. Po-
faczone liniami punkty umozliwiajg wzrokowg analiz¢ danych. Dalszym rozwojem
tej metody zajmowali si¢ m.in. Moustafa oraz Wegman [2002]. Autorzy zwrocili
roéwniez uwage na zwigzek pomiedzy ta metodg a metodg Andrewsa [1972], w ktorej
obserwacje przedstawiane sg przez krzywa analizowang w przedziale od —m do m.
Sposrod pozostatych spotykanych w literaturze metod shuzacych prezentacji obser-
wacji wielowymiarowych wymieni¢ nalezy metod¢ syberbox zaproponowang przez
Alperna oraz Cartera [1991], radical coordinates visualisation autorstwa Hoffmana
[1999], table lens opracowang przez Fao oraz Carda [1994] oraz pozostate, jak np.
recursive pattern [Keim i in. 1995], spiral techniques [Keim, Kriegel 1994], dimen-
sional starking [LeBlanc i in. 1990].

Sposréd metod stuzacych prezentacji danych wielowymiarowych szczegdlnie
interesujgce wydaja si¢ te, ktore oparte sg na zasadzie redukcji wymiaru przestrzeni.
Wspomniana redukcja realizowana jest przy tym w postaci prostopadtego rzutu ob-
serwacji na ptaszczyzne w przestrzeni m-wymiarowej. Innymi stowy celem tych me-
tod jest uzyskanie dwuwymiarowego ,,zdjecia” wielowymiarowych obiektow. Ich
zaleta jest pozostawanie w $cistym zwigzku z geometryczng reprezentacja obiektow
przez punkty w przestrzeni cech. Dzigki temu oryginalne dane nie podlegaja tak
znacznej transformacji jak w przypadku pozostatych metod, co oddala niebezpie-
czenstwo blednego wnioskowania. Kluczowym zagadnieniem jest przy tym takie
utozenie ptaszczyzny rzutowania, aby uzyskany obraz uchwycit w jak najwigkszym
stopniu charakter struktury danych. Przyktadem takiego podejscia jest metoda gtow-
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nych sktadowych zastosowana przez Hotellinga [1933]. Wyznaczone w jej ramach
dwie pierwsze skladowe odpowiadajace najwigkszym wartosciom wlasnym macie-
rzy kowariancji umozliwiaja prezentacj¢ obserwacji na ptaszczyznie.

Celem niniejszego artykutu jest przedstawienie autorskiej metody umozliwiaja-
cej graficzng prezentacje obserwacji wielowymiarowych na ptaszczyznie. Zadaniem
metody jest takie odwzorowanie obserwacji wiclowymiarowych w przestrzeni dwu-
wymiarowej, aby w przypadku braku jednorodnosci eliptycznej populacji zostato to
wyraznie uwidocznione na powstatym rysunku. Zaproponowane rozwigzanie przed-
stawiono na tle metody gtownych sktadowych, ktéra wykorzystywana jest w tego
typu analizach. Autor przeprowadzit szereg symulacji celem poréwnania wynikow
wlasnej metody z metodg glownych sktadowych. Tym samym szczeg6lna uwaga
poswigcona zostata zweryfikowaniu hipotezy $wiadczacej o tym, iz w przeciwien-
stwie do metody gtownych sktadowych proponowane rozwigzanie jest niewrazliwe
na wysokie warto$ci wariancji poszczegolnych cech. Stad mozliwe jest tworzenie
obrazoéw dwuwymiarowych pod katem analizy niejednorodnosci populacji w odnie-
sieniu do danych oryginalnych (niepoddanych standaryzacji).

2. Problem jednorodnosci zbiorow
w kontekscie modeli scoringowych

W celu budowy modeli scoringowych stuzacych ocenie wiarygodnosci kredytowe;j
klientoéw banku wykorzystuje si¢ dane historyczne pozyskiwane z systemoéw banko-
wych. Znajomos$¢ sald zaleglosci kredytobiorcéw umozliwia ich podziat na grupe
rzetelnych oraz nierzetelnych klientow, co wykorzystywane jest nastgpnie w postaci
préby uczacej. Na bazie uzyskanych obserwacji estymowane sg parametry modelu.
Brak jednorodnosci eliptycznej populacji kredytobiorcow dobrych lub ztych moze
by¢ przyczyna niskiej efektywnosci modeli scoringowych. Wykorzystywane modele
scoringowe nalezag zwykle do klasy tzw. modeli liniowych. W ramach tego podej-
$cia w przestrzeni cech opisujacych poszczegolnych kredytobiorcow budowana jest
hiperptaszczyzna majaca za zadanie jak najlepsze odseparowanie kredytobiorcow
rzetelnych od nierzetelnych. Gdy jedna lub obie populacje kredytobiorcéw sg nie-
jednorodne, wowczas moze okazac sig, ze wykorzystanie jednego modelu liniowego
nie jest wystarczajace i prowadzi do wielu nietrafnych prognoz, w rezultacie czego
jakos$¢ modelu scoringowego znacznie si¢ obniza. Przypadek taki przedstawia rys. 1,
na ktorym w przestrzeni dwoch cech kredytobiorcéw przedstawiono przyktadowe
obserwacje reprezentujace klientow banku. Kolorem czarnym oznaczono kredyto-
biorcéw nierzetelnych, natomiast kolorem szarym kredytobiorcow rzetelnych.

Brak jednorodnosci eliptycznej kredytobiorcow rzetelnych sprawia, ze nie jest
mozliwe wyznaczenie jednej linii prostej, ktora poprawnie rozdzielitaby klientow
rzetelnych od nierzetelnych. Proby budowy jednego modelu scoringowego skutku-
ja oszacowaniem modelu oznaczonego linig przerywang. Zasada dziatania modelu
polega na klasyfikacji wszystkich obserwacji znajdujacych si¢ na lewo od linii prze-
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Rys. 1. Prezentacja zagadnienia jednorodnosci eliptycznej populacji kredytobiorcow

Zrodto: opracowanie wlasne.

rywanej jako kredytobiorcéw nierzetelnych, natomiast pozostatych obserwacji jako
kredytobiorcow rzetelnych. Na rysunku 1 mozna zauwazy¢, ze wprawdzie prezen-
towany model w przewazajacej liczbie przypadkow poprawnie klasyfikuje obiekty,
jednak czg$¢ obserwacji pozostaje sklasyfikowana btednie. Warto zwrdci¢ uwage na
fakt, iz posiadajac informacje o braku jednorodnosci populacji kredytow rzetelnych,
mozna zbudowa¢ dwa modele liniowe (linie kropkowane) zapewniajace bezbtedna
klasyfikacje obserwacji. Zatem kluczowe w procesie budowy modeli scoringowych
jest wykrycie ewentualnych skupisk obserwacji §wiadczacych o niejednorodnosci
populacji.

Sposrod podejs¢ wykorzystywanych celem oceny jednorodno$ci eliptycznej
populacji interesujace rozwigzania stanowig metody umozliwiajace prezentacje da-
nych w sposob graficzny przez rzutowanie ich na ptaszczyzng. Analiza obiektow
W przestrzeni o wymiarze wigkszym niz trzy nastr¢cza wiele klopotow wynikaja-
cych z ograniczonej ludzkiej percepcji. Stad badacz wykorzystujacy metody zakta-
dajace a priori istnienie jednorodno$ci populacji pozostaje w niepewnosci co do
rezultatow swoich badan. Wiele metod wykorzystywanych w ramach statystyczne;j
analizy wielowymiarowej opartych jest na zatozeniu wystepowania jednorodnosci
danych, gdzie obserwacje pochodza z jednomodalnej populacji. W przypadku braku
jednorodnos$ci obiektow nawet taka miara jak $rednia traci swoje wiasciwosci, nie
wskazujac typowej obserwacji, lecz np. punkt lezagcy pomiedzy dwiema populacja-
mi, w okolicy ktorego brak jest jakichkolwiek obserwacji. Przyktad zaprezentowany
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na rys. 2 dowodzi istotnosci zagadnienia oceny jednorodnosci populacji w procesie
budowy modeli scoringowych.
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Rys. 2. Prezentacja obserwacji $redniej dla populacji niejednorodne;j

Zrodto: opracowanie wlasne.

W przypadku gdy wymiar analizowanej przestrzeni przekracza trzy, nie spo-
sob postuzy¢ sie geometryczng interpretacja z powoddéw wczesniej wspomnianych.
Stad wielu badaczy korzysta z szerokiej klasy metod wchodzacych w sktad analizy
skupien opartych na matematycznych kryteriach. Jakkolwiek jednym ze sposobow
analizy danych wieclowymiarowych jest ich graficzna prezentacja w przestrzeni
o wymiarze dostgpnym dla ludzkiej percepcji. Warto przy tym pamigtaé, ze geo-
metryczna interpretacja w ocenie Karla Pearsona powinna by¢ podstawowa metoda
badania materiatu statystycznego, a nie tylko stanowi¢ kolejne narzedzie prezenta-
cji danych.

3. Zagadnienie redukcji wymiarow

Gdy wymiar przestrzeni, w ktorej znajduja si¢ obserwacje, przekracza dwa, wow-
czas bezposrednia prezentacja danych na ptaszczyznie nie jest mozliwa. Konieczny
jest wowczas zabieg polegajacy na redukcji jej wymiaru. W niniejszym artykule
rozwazane jest przedstawienie obserwacji wielowymiarowych z wykorzystaniem
przestrzeni dwuwymiarowej. Stad w dalszej czesci artykutu badana bedzie transfor-
macja postaci:

Y = Xa, (D
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gdzie X jest macierza obserwacji o wymiarach n x m (n — liczba obiektow, m — licz-
ba cech). Y jest macierza obserwacji po transformacji (o wymiarach #x 2 ), nato-
miast a jest macierzg przeksztalcenia, przy czym:

a a .o a

T 11 12 1

a = "l 2)
ay Ay, ...d,

m

Transformacja dana wzorem (1) odwzorowuje macierz X w macierz Y, ktorej
wektory kolumnowe sg liniowymi kombinacjami wektoréw cech macierzy X. Wier-
sze macierzy X stanowig wartosci cech poszczegodlnych obiektow, ktorymi w przy-
padku systemow scoringowych sa kredytobiorcy. W wyniku transformacji opisanej
wzorem (1) uzyskujemy zatem n punktow gotowych do prezentacji na ptaszczyznie.
Transformacja polegajaca na redukcji wymiaru przestrzeni niewatpliwie wigze si¢
z utratg czesci informacji zawartych w obserwacjach m-wymiarowych, stad niezbed-
na wydaje si¢ ocena jakos$ci uzyskanego przeksztatcenia.

4. Analiza glownych skladowych

Jedna z najstarszych metod shuzacych do graficznej prezentacji obserwacji wielo-
wymiarowych jest analiza glownych sktadowych zaproponowana w 1901 r. przez
K. Pearsona [1901], a zastosowana nastepnie przez Hotellinga. Metoda ta polega
na ortogonalnym przeksztatceniu m-wymiarowego uktadu zmiennych opisujacych
obserwacje wielowymiarowe na nowy uklad zmiennych nieskorelowanych, tzw.
gtéwnych sktadowych. Przeksztalcenia tego dokonuje si¢ w taki sposdb, aby wa-
riancje kolejnych sktadowych byly coraz mniejsze, przy czym catkowita wariancja
wszystkich zmiennych wyj$ciowych jest rowna sumie wariancji wszystkich gtow-
nych sktadowych. Oznacza to, ze udziat wariancji kolejnych gtéwnych sktadowych
w catkowitej zmienno$ci obserwacji wielowymiarowych jest coraz mniejszy.
W metodzie glownych sktadowych liniowa transformacja wyraza si¢ wzorem:

Y = Xa, 3)

gdzie macierz a jest macierza przeksztatcenia ortogonalnego, stad jej elementy spet-
niaja nastepujace warunki:

aa,=1 dla j=1,..,m, 4)
aa, =0 gdy j=k; j,k=1..,m. )
W przypadku gdy a jT =[a;, ..., a,,] oznacza j-ta kolumng¢ macierzy a, wow-

czas transformacj¢ mozna przedstawi¢ w postaci:
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szXajzaﬂTX1+...+ajmTXm j=1..,m, (6)

gdzie: Y, oznacza j-ta gtéwng sktadowa.

Jak mozna zauwazy¢, gtowne sktadowe sa kombinacjami liniowymi zmiennych
Xj oraz pozostaja nieskorelowane. Macierz a przy zadanych warunkach (4) oraz
(5) moze by¢ natomiast interpretowana jako przeksztatcenie polegajace na obrocie
obiektow wokot poczatku uktadu wspotrzednych. Podkresli¢ przy tym nalezy, ze
w wyniku tego przeksztalcenia struktura obiektow pozostaje niezmieniona ze wzgle-
du na zachowanie odleglosci pomiedzy obiektami w przestrzeni m-wymiarowe;.
Zmianie ulega natomiast powstaly w wyniku rotacji obraz danych widzianych przez
obserwatora znajdujacego si¢ w miejscu poczatku uktadu wspédtrzednych.

Zgodnie z metoda gltéwnych sktadowych, aby dokona¢ transformacji macie-
rzy X w Y, konieczne jest wyznaczenie macierzy a przeksztalcenia ortogonalnego.
W podejsciu tym wyznacza si¢ kolejno wektory macierzy a, determinujace gtowne
sktadowe w taki sposob, aby wariancja kolejnych zmiennych byta jak najwicksza.
Wariancje poszczegolnych gtéwnych sktadowych mozna zapisa¢ (przy zalozeniu, ze
wartos$ci Srednie roOwnajg si¢ zero):

V(¥)=YY,=a] X" Xa, =a] Sa,. ™)
gdzie: macierz S jest macierza kowariancji cech stanowigcych sktadowe macierzy X.

Na podstawie rownania (7) mozna zauwazyc¢, ze szukany wektor a,, ktorego ce-
lem jest uzyskanie maksymalnej wariancji zmiennej Y, (dtugosci wektora ), powi-
nien by¢ wektorem wlasnym macierzy kowariancji S. Z definicji wektora wlasnego
macierzy przeksztatcenia wynika bowiem, ze cala sita przeksztatcenia skupiona jest
na jego wydluzeniu przez przemnozenie sktadowych przez statg. W tym przypadku
warunek ten zapewnia uzyskanie maksymalnej wariancji zmiennej Y.wW niniejszym
podejsciu pierwszej gtownej sktadowe;j Y, odpowiada wektor wlasny o najwigkszej
warto$ci wlasnej, natomiast kolejnym sktadowym odpowiadaja wektory wiasne
o coraz mniejszych wartosciach wtasnych.

5. Metoda ilorazu odleglo$ci

Idea metody gtownych sktadowych sprowadza si¢ do takiego rzutu obserwacji
m-wymiarowych na plaszczyzneg, aby wariancja zmiennych przeksztalconych byta
maksymalna. Takie postgpowanie jest intuicyjnie oczywiste, gdyz logiczna wyda-
je sie proba ,,wnikniecia” w zbidr obserwacji i spojrzenia na niego z perspektywy
najwickszej dyspersji. Badacz szukajacy w zbiorze obserwacji naturalnych skupisk
ma prawo liczy¢ na to, Zze otrzyma obraz ujmujacy zaleznosci migdzy obiektami.
Intuicyjnie oczywiste jest takze to, ze niejednokrotnie metoda ta moze zawodzic,
gdyz szukanie tzw. przeswitow miedzy grupami obserwacji nie musi pokrywacé si¢
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z szukaniem maksymalnej wariancji gtownych sktadowych. Niejednokrotnie ko-
nieczne jest standaryzowanie zmiennych przed rozpoczeciem analizy gltéwnych
sktadowych. W przypadku bowiem, gdy zabieg standaryzacji nie zostanie przepro-
wadzony, a jedna ze zmiennych wykazuje istotnie wigksza bezwzgledng zmiennos¢
w stosunku do pozostatych zmiennych, wowczas mozna si¢ spodziewac, ze pierwsza
wyodrebniona gtowna sktadowa bedzie ,,nasladowac” ceche o najwickszej warian-
cji. Stad konieczny jest czesto zabieg standaryzacji zmiennych, ktory jest znaczng
ingerencjg w strukture danych.

Aby omina¢ problem koniecznos$ci standaryzacji danych i jednocze$nie umoz-
liwi¢ zaprezentowanie obserwacji w sposob ukazujacy istnienie ewentualnych
skupisk, opracowana zostala autorska metoda nazwana metodg ilorazu odlegtosci.
Podobnie jak w metodzie glownych sktadowych szukane jest ortogonalne prze-
ksztalcenie wielowymiarowych obserwacji, jednak kryterium determinujacym prze-
ksztalcenie zmiennych nie jest maksymalizacja wariancji.

Transformacj¢ w proponowanej metodzie przedstawi¢ mozna w postaci (3),
przy warunkach okre$lonych rownaniami (4) oraz (5). W celu przedstawienia ob-
serwacji wielowymiarowych na plaszczyznie konieczne jest wyznaczenie dwoch
zmiennych bedacych liniowymi kombinacjami oryginalnych wektorow cech macie-
rzy X. Istota proponowanej metody sprowadza si¢ do dokonania obrotu obiektow
(poszczegolnych obserwacji) w przestrzeni m-wymiarowej wokot poczatku uktadu
wspotrzednych w taki sposob, aby funkcja kryterium osiggneta maksimum. W ten
sposob uzyskana zostaje pierwsza zmienna stuzaca do sporzadzenia rysunku na
ptaszczyznie. Druga zmienna jest wyznaczana analogicznie, przy zachowaniu wa-
runkow przeksztatcenia ortogonalnego. Efektem opisanych dziatan jest obraz przed-
stawiajacy obserwacje wielowymiarowe, ktory mozna interpretowac jako ich rzut na
plaszczyzne. Ulozenie plaszczyzny rzutowania ustalone jest wedlug wspomnianej
funkcji kryterium. Celem wyznaczonego kryterium jest zapewnienie jak najlepszego
odwzorowania wielowymiarowych obserwacji, gdzie przez ,,dobro¢” rozumie si¢
uwidocznienie ewentualnej niejednorodnos$ci zbioréw przez wystapienie ,,przeswi-
tu” pomigdzy zwartymi grupami obiektow. Sytuacja taka przedstawiona zostata na
rys. 3, gdzie widoczne sa wyrazne dwa skupiska. W proponowanej metodzie gtow-
nym przedmiotem poszukiwan jest wlasnie przeswit zaprezentowany na rys. 3.

W celu zilustrowania dziatania metody przyjmijmy, ze badane obiekty sg ob-
serwacjami dwuwymiarowymi, zatem przedstawienie ich na ptaszczyznie nie sta-
nowi problemu. Zat6zmy przy tym, ze nasza percepcja ograniczona jest jedynie do
przestrzeni jednowymiarowej. W zwiazku z tym graficzne przedstawienie zbioru
obiektow wymaga dokonania redukcji wymiaru przestrzeni. Najprosciej jest w tym
przypadku postuzy¢ si¢ prostopadtym rzutem obiektow na pierwsza z osi, tj. X1, co
prezentuje rys. 4. Analizujgc obraz rzutu oryginalnych obserwacji, nie sposob jest
wykry¢ istniejaca niejednorodno$¢ danych, bowiem jednowymiarowy obraz, ktory
otrzymano, nie wskazuje na istnienie przeswitu. Konieczne jest zatem dokonanie
kolejnego rzutu w nadziei, ze uwidoczniony zostanie przeswit $wiadczacy o niejed-
norodnosci populacji.
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X2

Rys. 3. Prezentacja obiektow wielowymiarowych na plaszczyznie z widocznymi dwoma skupiskami
obiektow

Zrbdto: opracowanie wiasne.
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Rys. 4. Rotacja i rzut prostopadty obserwacji dwuwymiarowych

Zrbdto: opracowanie wiasne.
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Rysunek 4 przedstawia mozliwy obrot obiektow wokot poczatku uktadu wspot-
rzgdnych. Mozna zauwazy¢, ze rzut obserwacji po ich rotacji uwidocznit przeswit
istniejacy pomigdzy skupiskami obiektow. Analogiczny rzut dokonany na podstawie
oryginalnych obserwacji spowodowatby, ze obiekty obu skupisk ,,nachodzityby” na
siebie. Analizujac uzyskany jednowymiarowy obraz (0§ X1), nalezy stwierdzi¢, ze
zaobserwowany przeswit miedzy obserwacjami moze by¢ wynikiem wystepowania
dwoéch populacji. Zatem na podstawie wzrokowej analizy wykresu wykryta zostata
niejednorodnos$¢ zbioru danych.

W prezentowanej metodzie ilorazu odlegtosci pozadany obrot ortogonalny jest
wyznaczany droga maksymalizacji funkcji kryterium. Dla przejrzystosci wywodu
prezentowany wczesniej przyktad obejmowat przypadek redukcji wymiaru prze-
strzeni z R2 do R1. Dla celow praktycznych w przypadku danych wielowymiaro-
wych korzystnie jest postuzy¢ si¢ redukcjg wymiaru przestrzeni do R2. Wowczas
wcigz mozliwa jest wzrokowa ocena uzyskanego obrazu, a strata informacji powsta-
fa w wyniku redukcji wymiaru jest mniejsza.

Pierwsza zmienng niezbedng do prezentacji danych na ptaszczyznie wyznacza
si¢ wedtug wzoru:

Y=Xa,=Xa,+..+X,q,,, (8)
gdzie a," =[a,,, ..., a,,] jest wektorem spetniajacym warunek a, a, =1.

Druga zmienna rowniez jest kombinacjg liniowag wektoréw kolumnowych ma-
cierzy X, co przedstawia rOwnanie:

Y,=Xa,=Xa, +.+X,a,,, 9
gdzie a,” =[a,,, ..., a,,] speinia warunek aja, =1 oraz a,"a, =0.

Szukany wektor a, stanowigcy element macierzy przeksztalcenia wyznacza sig
W sposob iteracyjny w drodze maksymalizacji nastgpujacego wyrazenia:

I ><|Xa1 —)_(a1|

B = = —,
\/(Xal — Xa, )T (Xa, — Xa,)

1

(10)

gdzie I jest wektorem wymiaru n x 1 sktadajacym si¢ z jedynek; X jest macierzg
wymiaru n X m, ktorej wierszami sa wektory srednich dla wszystkich cech (wszyst-
kie wiersze sg identyczne), | X | oznacza warto$¢ bezwzgledna z wszystkich elemen-
tow macierzy X.

Kolejng zmienng wyznacza si¢ analogicznie z zachowaniem warunku ortogonal-
nego obrotu obiektow. Warto zwroci¢ przy tym uwage na fakt, iz wartosci P, zawsze
beda wicksze od jednosci oraz mniejsze niz \/; (n — liczba obserwacji macierzy X),
co wynika z geometrycznej interpretacji uzyskanych wektorow Y.
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Dobro¢ przeksztatcenia mozna okresli¢ z wykorzystaniem wzoru:

n+h
= ) (11)
Z+Z,+..+Z,

gdzie P, P, obliczane sa wedlug rownania (10) z zachowaniem odpowiedniej in-
deksacji, natomiast Z, wynosi:

I'|x, - X||
\/(Xl _)?i)T(Xi _)?i) ’

Z, =

gdzie I jest wektorem wymiaru n x 1 sktadajacym si¢ z jedynek; X, jest i-tg ko-
lumng macierzy X; X, jest wektorem wymiaru n x 1 skladajacym si¢ ze $rednich
obliczonych dla zmiennej X, .

Rys. 5. Graficzna prezentacja cech Y, dla przypadku 3 obserwacji

Zrbdto: opracowanie wiasne.

W celu interpretacji maksymalizowanego kryterium okre$lonego wzorem (10)
mozna rozpatrywac je jako stosunek odleglosci obiektu bedacego nowg przeksztat-
cong (ukrytg) cechg (Xa,) od obiektu reprezentowanego przez wektor wartosci prze-
cietnych ()_(al) W przestrzeni n-wymiarowej. Przy czym odleglo$¢ w liczniku wyra-
zona jest w metryce miejskiej, natomiast odleglo$¢ w mianowniku jest odlegtoscia
euklidesowg. Odleglosci wyznaczone w roznych metrykach sa ze soba powigzane,
jakkolwiek ich iloraz nie jest staly i zalezy od macierzy przeksztatcenia a. Uprosz-
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czong graficzng prezentacje pierwszej przeksztalconej zmiennej (¥, — po odjeciu
sredniej warto$ci) przedstawia rys. 5. Dhugos¢ otrzymanego wektora mozna inter-
pretowac jako odchylenie standardowe nowej uzyskanej cechy bedacej wynikiem
redukcji wymiaru przestrzeni. Suma warto$ci bezwzglednych wspotrzednych anali-
zowanego wektora jest natomiast odleglo$cia wyrazong w metryce miejskie;j.

Kryterium okre$lone wzorem (10) wykorzystuje iloraz dtugosci prezentowanego
narys. 5 wektora wyrazonych odpowiednio w metryce miejskiej oraz metryce eukli-
desowej. Metoda ilorazu odlegtosci zaklada, ze przeksztatcenie jest tym lepsze, im
wigkszy jest uzyskany iloraz. Warto zwroci¢ uwagg na fakt, iz w wyniku przeksztat-
cenia powodujgcego wzrost wariancji cechy Y, (narys. 5 odpowiada to zwigkszeniu
kwadratu dtugosci prezentowanego wektora) warto$¢ rozwazanego ilorazu (wzor
(10)) nie ulega zmianie. Wiasciwo$¢ ta jest niezmiernie istotna z punktu widzenia
praktycznych zastosowan metody. Zadane kryterium jest bowiem niewrazliwe na
przeksztatcenia ,,faworyzujace” wysoka wariancje zmiennych wejsciowych tak, jak
ma to miejsce w przypadku metody gtownych sktadowych. Stad oryginalne cechy
nie muszg by¢ poddawane standaryzacji bedacej ingerencja w strukture danych.

Z punktu widzenia badania jednorodno$ci zbiorow obserwacji korzystne jest,
gdy stosunek we wzorze (10) pozostaje jak najwigkszy. Rozwazmy bowiem przy-
padek, w ktorym uzyskujemy dwa przeksztalcenia, dla ktorych odchylenia standar-
dowe zmiennej Y, (dlugos¢ wektora na rys. 5) sg rowne lub ich warto$ci sg bardzo
zblizone. Wowczas przeksztatceniem lepszym wydaje si¢ to, dla ktérego odlegltosé
miejska jest wigksza. Dzieje sie tak, gdyz odlegtos¢ miejska jest suma wartosci bez-
wzglednych poszczegolnych wspotrzednych (powstatych po odjeciu wektora sred-
nich). Maksymalizowane kryterium (10) faworyzuje zatem takie przeksztalcenia,
w ramach ktorych odlegtosci obiektow w przestrzeni m-wymiarowej od wyznaczo-
nej obserwacji $redniej pozostaja jak najbardziej do siebie zblizone. Innymi stowy
algorytm dba o to, aby wszystkie obserwacje byly potozone ,,jednakowo” daleko
do $redniej. W przypadku dwoch odrebnych skupisk ,,punkt sredni” znajdowacé sig¢
bedzie w miejscu szukanego przeswitu. Zabieg taki prowadzi zatem wprost do zaob-
serwowania ewentualnych prze$witow migdzy dwiema niejednorodnymi grupami,
powodujac symetryczne roztozenie obiektoéw wzgledem $rednie;.

6. Wyniki symulacji

W celu zweryfikowania skuteczno$ci zaproponowanej metody przeprowadzonych
zostato wiele symulacji polegajacych na wygenerowaniu obserwacji z wykorzysta-
niem dwuwymiarowego rozktadu normalnego. Jednoczesnie zaprezentowano wyni-
ki uzyskane w wyniku zastosowania metody glownych sktadowych, stad mozliwe
bylo porownanie rezultatow otrzymanych w obu podejsciach.

Kazda z symulacji odnosi si¢ do populacji osadzonych w przestrzeni dwuwy-
miarowej, ktore sg liniowo separowalne. Punkty o réznych kolorach nalezg do od-
rebnych populacji, jakkolwiek obydwie z prezentowanych metod, tj. metoda ilorazu
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odlegtosci oraz gtéwnych sktadowych, w zaden sposob nie korzystajg z informacji
okreslajacych przynalezno$¢ obiektow do ktorejkolwiek populacji. Ich zadaniem jest
redukcja wymiaru przestrzeni w celu uzyskania obrazu obiektow przedstawiajacych
»prze§wit” pomigdzy zbiorami punktow §wiadczacy o niejednorodnosci badanych
obserwacji. W prezentowanych symulacjach redukcja nastgpuje do przestrzeni jed-
nowymiarowej, zatem interpretacja uzyskanych wynikdéw polega na analizie obiek-
tow z perspektywy osi poziomej, tj. X1. Metoda graficznej prezentacji obiektéw jest
tym lepsza, im ich rzut na 0§ X1 ujawni wigkszy ,,przeswit”. Innymi stowy, koniczne
jest dokonanie takiej rotacji punktow wzgledem poczatku uktadu wspolrzednych,
ktora uwypukli brak jednorodnosci.

Lacznie przeprowadzono trzy grupy symulacji odzwierciedlajacych roznorodne
potozenie obu populacji wzgledem siebie. Pierwsza z nich zaprezentowana zostata
na rys. 8, gdzie wygenerowane obiekty mozna zaobserwowaé na rysunkach a, b
oraz c¢. Parametry rozktadu normalnego wykorzystanego w procesie generowania
obserwacji, gdzie dla uproszczenia przyjeto, ze zmienne wyjsciowe sa niezalezne,
przedstawione zostaly w tab. 1. R6znica pomigdzy wymienionymi wariantami pole-
ga na rownoleglym przesunigciu obiektow oznaczonych kolorem czarnym, co skut-
kuje uzyskaniem wigkszego ,,przeswitu”. Podejscie takie umozliwia ocen¢ wptywu
utworzonego ,,prze§witu” na jakos$¢ uzyskanych wynikow w obrebie obu metod.

Tabela 1. Parametry populacji generowanych w ramach symulacji — wariant |

wariant a wariant b wariant ¢

Populacja 1 Populacja 2 Populacja 1 Populacja 2 Populacja 1 Populacja 2
X1 X2 X1 X2 X1 X2 X1 X2 X1 X2 X1 X2

warto$¢ przecietna 40 3,0 5,0 7,0 40 3,0 5.0 8.0 40 3,0 5.0 10,0
odchylenie standardowe | 2,5 0,8 25 08 25 08 25 0.8 25 08 25 0.8

Zrodto: opracowanie wlasne.

Na rysunku 6 wykresy oznaczone jako d, e oraz f obrazuja wyniki uzyskane
z wykorzystaniem metody ilorazu odlegtosci, podczas gdy g, 4 oraz i przedstawiaja
wyniki metody gléwnych sktadowych. Zatem interpretacja rezultatow otrzymanych
dla populacji przedstawionych na wykresie @ odnosi si¢ do analizy wynikéw znajdu-
jacych si¢ w tym samym wierszu na rysunku, czyli wykresow d oraz g.

Na rysunku 6 mozna zauwazy¢, ze metoda ilorazu odlegtosci zobrazowana przez
rotacje obiektow zaprezentowang na wykresach d, e oraz f wyrdznia si¢ niezmiernie
wysoka skuteczno$cig w prezentacji istniejacego ,,przeswitu”. Uzyskane w wyniku
maksymalizacji zaproponowanego kryterium obrazy, niezaleznie od zadanej w sy-
mulacji odleglosci pomiedzy populacjami, w kazdym przypadku uwidocznity szu-
kany ,,przeswit”. Wyniki uzyskane w metodzie gtdéwnych sktadowych przedstawiaja
si¢ odmiennie. W przypadku a, gdy obie populacje znajduja si¢ stosunkowo bli-
sko siebie, metoda gtdéwnych sktadowych nie poradzita sobie z zadaniem wykrycia
»przeswitu”, co prezentuje wykres g. Stopniowe oddalanie populacji od siebie sprzy-
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Rys. 6. Wyniki analizy symulacyjnej w wariancie |

Zrbdto: opracowanie wiasne.

ja jednak uzyskaniu lepszych rezultatow. Na wykresie & widzimy, ze wprawdzie
»przeswit” uzyskany na osi X1 nie jest jeszcze widoczny, jednak przeprowadzona
rotacja jest lepsza niz poprzednia. Na wykresie i z perspektywy osi X1 mozna nato-
miast zauwazy¢ wyrazny przeswit, jakkolwiek nie jest on az tak szeroki jak w przy-
padku wynikéw uzyskanych we wszystkich wariantach metody ilorazu odleglosci.

Drugi wariant symulacji rowniez obejmuje dwie populacje, z czego ta ozna-
czona kolorem czarnym rozni si¢ warto$cig wariancji jednej z cech. Wygenerowa-
ne wedlug tego schematu obserwacje przestawione zostaty na rys. 9 na wykresach
a, b oraz c. Analogicznie jak w przypadku wcze$niejszym roznice migdzy nimi
wynikaja z wielkos$ci ,,przeswitu”, co mozna zauwazy¢ na podstawie danych za-
wartych w tab. 2.
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Tabela 2. Parametry populacji generowanych w ramach symulacji — wariant 11

wariant a wariant b
Populacja 1 Populacj; Populacja 1 Populacja 2
X1 X2 X1 X1 X2 X1 X2
wartosé przecietna 40 30 50 70 40 30 50 80 40 30 50 100
odchylenie standardowe | 3,0 0,8 1,0 1,0 3,0 0,8 1.0 1.0 3,0 0,8 1.0 1.0
Zrbdto: opracowanie wiasne.
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Rys. 7. Wyniki analizy symulacyjnej w wariancie 11

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Podobnie jak w przypadku wynikow symulacji w wariancie I rowniez tu metoda
ilorazu odlegtosci okazata si¢ niezmiernie skuteczna, przewyzszajac wyniki uzy-
skane metodg gtoéwnych sktadowych. Ta ostatnia okazala si¢ skuteczna dla danych
wygenerowanych zgodnie ze scenariuszem c, co zostato zobrazowane na wykresie i.
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W przypadku tym uzyskany ,,przeswit” jest widoczny, czego nie mozna stwierdzié
na podstawie wynikow zobrazowanych wykresami g oraz 4.

Ostatni z wariantow przeprowadzonej symulacji przedstawiony zostat na rys. 8.
W tym przypadku wygenerowano obserwacje w taki sposob, aby w obydwu po-
pulacjach wariancje drugiej zmiennej X2 byty znacznie wigksze anizeli zmienne;j
X1. Przypadek ten jest niezmiernie interesujacy, poniewaz jest odwrotnoscia sce-
nariusza I. Wczesniej zaobserwowanie przeswitu wymagato takiej rotacji obiektow
W przestrzeni, aby wariancja szacowana tacznie dla wszystkich obserwacji zblizata
si¢ do jej minimum. To tlhumaczy w znacznej mierze, dlaczego metoda gtdéwnych
sktadowych okazata si¢ wowczas nieskuteczna. W istocie faworyzuje ona bowiem
taka rotacje, ktora zapewni maksymalng wariancje pierwszej sktadowej. Dlatego tez
przypadek III umozliwia zweryfikowanie hipotezy $wiadczacej o tym, iz by¢ moze
metoda ilorazu odlegtosci jest skuteczna jedynie wobec specyficznych zbioréw ob-
serwacji.

Na rysunku 8 wykresy a, b oraz ¢ przedstawiaja wyjsciowe warianty obejmujace
wygenerowane obserwacje zgodnie z parametrami rozkladu normalnego zawartymi
w tab. 3.

Tabela 3. Parametry populacji generowanych w ramach symulacji — wariant II1

wariant a wariant b wariant ¢
Populacja 1 Populacja 2 Populacja 1 Populacja 2 Populacja 1 Populacja 2
X1 X2 X1 X2 X1 X2 X1 X2 X1 X2 X1 X2
warto$¢ przecietna 4.0 2,0 40 10,0 40 20 4,0 12,0 4.0 2,0 40 14,0
odchylenie standardowe 1,0 2,0 1,0 2,0 1,0 2,0 1.0 2,0 1,0 2,0 1.0 2,0

Zrodto: opracowanie wlasne.

Uzyskane wyniki w ramach symulacji III (rys. 8) wskazuja, ze rotacje w ramach
metody gléwnych sktadowych umozliwiaja zaobserwowanie pozadanego ,,przeswi-
tu” analizowanego z punktu widzenia jednego wymiaru, tj. osi X1. Rowniez metoda
ilorazu odlegtosci umozliwila uzyskanie wynikdéw sprzyjajacych zaobserwowaniu
niejednorodnosci populacji. Obie metody w tej symulacji wykazaly si¢ zatem wyso-
ka skuteczno$cig niezaleznie od zadanej odlegtosci pomigdzy populacjami.

W ramach wariantu III analiza wzrokowa nie umozliwia jednoznacznej oceny co
do wyzszosci ktorejkolwiek z metod, jednak uzyskane wyniki w obu przypadkach
sa satysfakcjonujace. Potwierdza to tym samym tezg, iz metoda ilorazow odlegtosci
jest skuteczna rowniez w przypadkach wymagajacych takiej rotacji obiektow, kto-
ra zapewnia maksymalng warto§¢ wariancji szacowanej w ramach zredukowanej
przestrzeni jednowymiarowej. Stad kolejny raz zaproponowane kryterium w ramach
metody ilorazu odlegtosci potwierdzito swojg skutecznoseé.
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a obserwacje nieprzeksztaicone d obserwacje przeksztatcone wg metody g obserwacje przeksztatcone wg metody
sotunku odlegtosci gtéwnych sktadowych
X2 X2 X2

X1 X1
o o ¢

‘s

8o%

o

b obserwacje nieprzeksztatcone e obserwacje przeksztatcone wg metody h  obserwacje przeksztaicone wg metody
sotunku odlegtosci gtéwnych sktadowych
X2 ° oo X2 X2

x1 X1
3 * o ©
. 3 % oo 8
. Y o Futie
. ’“ooc,%Q R oo o ©
BLRMY S 0 SR * o ZF9
¥ . 2 .
.
c obserwacje nieprzeksztatcone f obserwacje przeksztatcone wg metody i obserwacje przeksztatcone wg metody
sotunku odlegtosci gléwnych sktadowych
X2 X2 X2
. " 9
o o
1."
*e
) X1 X1 X1
Sop o o O . % %
- 0 9 o8
L el s o B
o ) o
3 3, ° =% il %, %
-~ %% o ° . 0 °
° PR 00 oo
. .
o o® ¢
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Zrbdto: opracowanie wiasne.

7. Podsumowanie

Zagadnienie wystgpowania zjawiska jednorodnosci populacji warunkuje mozliwos¢
wykorzystania wigkszo$ci metod dyskryminacyjnych stosowanych w bankowosci,
obronnosci czy medycynie. Metody graficzne, ktdre umozliwiaja rzutowanie obser-
wacji wielowymiarowych na ptaszczyzng bez konieczno$ci ingerencji w ich struk-
ture, stanowig interesujace podej$cie. Gtoéwna ich zaleta jest mozliwo$¢ prostej oraz
intuicyjnej interpretacji uzyskanych wynikow. Podkresli¢ przy tym nalezy, ze ana-
lizie poddawane sg nieprzeksztalcone w wyniku standaryzacji lub innych zabiegow
normalizujacych zmienne. Zatem podejscie to polega na wykonaniu ,,fotografii”
obiektow wielowymiarowych celem zaobserwowania braku jednorodnosci popula-
cji. Utrata cze$ci informacji w wyniku rzutowania obiektow na przestrzen o mniej-
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szym wymiarze jest nieuchronna, jakkolwiek nie wyklucza mozliwo$ci wykrycia
szukanych ,,przeswitow”.

Uzyskane w przeprowadzonych symulacjach wyniki wskazuja, Ze zapropono-
wana metoda ilorazu odlegtosci jest skuteczna. Analiza poréwnawcza wykazata
ponadto, ze podejscie wykorzystujace metode glownych sktadowych w wielu przy-
padkach okazuje si¢ znacznie gorsze. Zaprezentowana w $wietle otrzymanych wy-
nikéw metoda ilorazu odlegtosci moze by¢ uzytecznym narzedziem w celu analizy
jednorodnos$ci danych wielowymiarowych. Maksymalizowana w ramach niniejszej
metody funkcja okazata si¢ niewrazliwa na wystepujace roéznice w wariancjach
cech, co umozliwia analiz¢ oryginalnych danych. Podobnie jak w przypadku innych
graficznych metod tego typu brak jest jednak obiektywnego kryterium stwierdzaja-
cego niejednorodnos¢. Jakkolwiek wzrokowa analiza wydaje si¢ w tym przypadku
wystarczajaca.
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Pawet Siarka

DISTANCES RATIO METHOD — THE ISSUE OF GRAPHICAL
PRESENTATION OF THE MULTIDIMENSIONAL OBSERVATION

Summary: The article presents the author’s method of multidimensional data analysis. Its
concept is based on the principle of reduction of the space dimension by projecting the ob-
servation on two-dimensional plane. The resulting image is the basis for the further visual
analysis of the observation. The main objective of the presented method is to rotate the ob-
servations in such a way that the resulting image has highlighted the possible heterogeneity
of the population. The proposed approach is presented against the background of the method
of principal components. The results of the simulation showed that the author’s method is
particularly effective in the detection of heterogeneous populations. An important advantage
is no need for the prior standardization of variables, which provides a criterion function used
for projection of observation.

Keywords: credit risk, pattern recognition, classification.





