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Stowo wstepne

Ilekro¢ spotykamy si¢ z takimi pojgciami jak: metamatematyka, matematyka wyzsza, fizyka
i chemia kwantowa czy teoria wzglednosci przed wigkszos$cia z nas wyrasta mur uniemozli-
wiajacy zapoznanie si¢ z tymi teoriami. Nikogo tez taka reakcja nie dziwi, bowiem rzeczywi-
Scie bez profesjonalnego przygotowania, np. w formie studiow, zglgbienie tej wiedzy jest na
ogo6l niemozliwe. Trudno si¢ z takim stanowiskiem nie zgodzié, co wcale nie oznacza, ze dla
tej wigkszosci jest to owoc zakazany, co chcemy pokaza¢ w naszych artykutach.

Wspomniane dyscypliny naukowe sg przeciez owocem intelektualnego wysitku wielu
pokolen i zmian w postrzeganiu natury otaczajacego nas $wiata. Doskonale mozna to prze-
$ledzi¢ na przyktadzie chociazby matematyki i fizyki. W matematyce co najmniej dwa po-
jecia sg fundamentalne: pojecie liczby 1 zbioru, bowiem pojgcia te zawsze, bez wzgledu na
czas 1 okolicznosci, istnialy. W metamatematyce najwazniejsza jest koncepcja utozsamiana
z logikg dwuwartosciowg kojarzong z Arystotelesem. W fizyce sa to pojecia czasu, Swiatla,
masy 1 oddzialywania, wspotczes$nie opisywane zunifikowang teorig pola.

Historia nauki do§¢ dobrze thumaczy przyczyny odniesionych sukcesow w odkrywaniu
nowych praw. W matematyce przetlomem bylo zerwanie z tzw. aspektem praktycznym ma-
tematyki 1 spojrzenie na matematyke jako na nauke¢ o strukturze aksjomatycznej i abstrak-
cyjnej. Powstanie w XIX wieku sformalizowanej teorii mnogosci G. Cantora umozliwilo
nieskrgpowany rozwoj zaréwno same;j teorii, jak i kolejnych: teorii relacji, teorii liczb, teorii
funkcji rzeczywistych, geometrii czy topologii. To z kolei doprowadzito do powstania teorii
prawdopodobienstwa i ogblnie teorii metod stochastycznych, teorii grup, analizy funkcjonal-
nej, teorii ergodycznej, topologii algebraicznej, teorii gier, teorii katastrof 1 innych. Mialo
to istotny wpltyw na powstanie i rozw6j innych dyscyplin nauki decydujacych o postepie
cywilizacyjnym, np. ekonomii, fizyki, biologii molekularnej czy medycyny, a w ten sposob
na nowe technologie.

W fizyce widoczne to jest jeszcze lepiej z powodu tzw. zasady korespondencji, ktdra
najprosciej jest wyjasni¢ na przykladzie relacji pomigdzy dwiema podstawowymi teoriami
fizycznymi — klasyczng mechanikq newtonowskq 1 mechanikq kwantowg. W pewnym przy-
blizeniu mozna stwierdzi¢, ze dla obiektdéw wymiaru sredniego pierwsza jest efektem zasto-
sowania tej drugiej. Zwrot we wspotczesnej fizyce to okres fin de siecle, czyli przetomu XIX
i XX wieku. Z punktu widzenia swiata starego Swiat ten stat si¢ nieciekawy, bowiem wedlug
owczesnych pogladow i osiggnie¢ naukowych okazat si¢ by¢ catkowicie zdeterminowany.
Byto to zastuga picknej teorii Jacobiego-Hamiltona-Lagrange 'a (JHL). Obowiazujaca teoria
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laczaca w sobie teorie rownan rozniczkowych, zasady rachunku wariacyjnego i mechaniki
newtonowskiej realizowala w znakomitym stopniu oczekiwania jej beneficjentow. Z teore-
tycznego punktu widzenia opisywata wszystkie znane do tego czasu zjawiska. Robita to
w yjeciu dynamicznym w postaci trajektorii w 6-wymiarowej przestrzeni fazowej. Co wigcej,
opis ten umozliwiat antycypacj¢ opisu obserwowanego stanu, w tym sensie powodowatl jego
zdeterminowanie. Wszystko byto wigc jasne i czytelne, bo przewidywalne. Wtedy wydawato
sig, ze byt to kres mozliwosci intelektualnych i poznawczych czlowieka.

Tylko przetom mogt zmieni¢ ten mechanistyczny poglgd. Stato si¢ to juz wkrotce, bo na
poczatku XX wieku i co najmniej z trzech powodow. Pierwsze dwa zwigzane byty z rewizja
postrzegania swiatla i czasu, trzeci miat zwigzek z atrybutem wielkosci $wiata, ktorym po-
stuzyliSmy si¢ przy akcentowaniu roli zasady korespondencji. Jak si¢ okazalo, to, co nowe
i decydujace dla rozwoju mysli ludzkiej, kryje si¢ nie w §wiecie o rozmiarze posrednim, a w
mikro 1 makro $wiecie, co dostatecznie wykazata mechanika kwantowa i astrofizyka. W tym
sensie, bo w $§wiecie o rozmiarze $rednim, racj¢ mieli autorzy teorii HJL, ktorzy stali na sta-
nowisku, ze osiagnegli wszystko, co mozna byto. Nowe otwarcie nauki zdyskredytowato to
stanowisko i zastgpito nowym $wiatopogladem.

ks

Zaprezentowany ponizej cykl artykulow odnoszacych si¢ swoimi tre§ciami do przedsta-
wionych wyzej wydarzen pokazuje, ze nawet w sytuacji braku niezbednej wiedzy mozna
partycypowac intelektualnie w zdobyczach wspodtczesnej nauki. Pozwala na to wazna, ale
i czgsto niedoceniana w Polsce dzialalno$¢ popularyzatorska osiagnig¢ nauki. W literaturze
$wiatowej robione to jest z powodzeniem na duza skal¢ przez wydawnictwa uniwersyteckie
i inne. Na krajowym rynku wydawniczym wyglada to juz gorzej. Z doSwiadczenia zawodo-
wego wiemy, ze rOwniez zainteresowanie ze strony studentow taka forma aktywnosci inte-
lektualnej jest niewielkie. Cheieliby$my to zmieni¢, wptywajac na podaz, ale i popyt takiej
formy przekazywania wiedzy, zaczynajac od najblizszego nam srodowiska — naszych studen-
tow 1 absolwentow PWSZ im. Witelona w Legnicy oraz stuchaczy Uniwersytetu Trzeciego
Wieku. Glgboko wierzymy, ze cieckawos¢ $wiata, che zrozumienia jego natury i zasad funk-
cjonowania, ktore zawsze towarzyszyly czlowiekowi, nigdy nie przestang by¢ wazne i za-
wsze beda sila napedowa postepu.

Ryszard Rebowski
Witold Urbanik
Tomasz Stechnij
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Uwagi o dylatacji czasu
w warunkach szczegolnej teorii wzglednosci

STRESZCZENIE

Kluczem do zrozumienia szczegdlnej teorii wzglednosci Einsteina jest pojecie czasu
i problem mozliwosci jego synchronizacji. Wychodzac z dwoch postulatow STW,
metodami elementarnymi przedstawiono sposob pomiaru czasu w warunkach STW,
zarowno dla przypadku pojedynczego, jak i dwoch uktadow inercjalnych. Na tej
podstawie wyprowadzono pojecia czasu wlasnego i czasu obserwowanego zjawiska.
Zsynchronizowanie zegaréw rejestrujacych czas wlasny i czas obserwowany umozli-
wia porownanie tych czasow, czego efektem jest zjawisko dylatacji czasu. Zwrdcono
uwagg na zwiazki dylatacji czasu ze STW i jego interpretacj¢ w postaci dobrze znanego
paradoksu blizniat.

Stowa kluczowe: dylatacja czasu, szczegélna teoria wzglednosci, przeksztatcenie
Lorentza, paradoks bliZniat.

1. Wstep

Termin dylatacja czasu na ogo6l kojarzy si¢ ze szczegdlna teorig wzglednosci (STW) Einste-
ina, a jeszcze czesciej z interpretacja zjawiska dylatacji nazywanego paradoksem bliznigt.
Mowiac wprost — chodzi o czas i 0 jego znaczenie. Gdybysmy fizyke umownie podzielili
na t¢ ,,przed” i ,,p0” Einsteinie, to ,,przed” z czasem nie bylo zadnego problemu — mial on
znaczenie absolutne, czyli byt wspolny dla wszystkich uktadow fizycznych. Seria odkry¢
fizyki dziewietnastowiecznej, miedzy innymi: teoria pola Maxwella, wyniki eksperymentow
Michelsona-Morleya, transformacje Lorentza jako uogolnienie dobrze znanych transforma-
cji Galileusza czy zasada wzgledno$ci Henri Poincare’go, zmusita rodzaca si¢ ,,nowa” fizyke
do zweryfikowania dotychczasowej roli czasu. Jak wiemy, zaszczyt ten przypadt mtodemu
urz¢dnikowi biura patentowego z Berna w Szwajcarii. Nastata era fizyki ,,po” Einsteinie,
w ktorej rola czasu przestata by¢ szczeg6lna.

Naszym zamiarem nie jest przedstawienie STW — w tym przypadku odsytamy Czytelnika
do bogatej literatury (np. [Einstein 1916, Einstein 1997, Infeld 1962, Schwartz i MaGuinness
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1989]). Tym bardziej nie mamy intencji poslugiwania si¢ sformalizowanym jezykiem tej teo-
rii. Interesuje nas natomiast aspekt fizyczny tej teorii zwigzany ze zrozumieniem znaczenia
czasu w jej ramach.

2. Pojecie czasu

Czas begdziemy rozumieli jako wynik pomiaru. Zaczniemy od opisania wzorcowego przyrza-
du pomiarowego. Wezmy odcinek dlugosci / metrow. Przez zegar o podstawie | bgdziemy
rozumieli uktad dwodch réwnolegtych luster oddalonych od siebie o /. Nazwiemy je odpo-
wiednio lustrem dolnym i gérnym. Lustro dolne zaopatrzone bedzie w zrodto §wiatla. Przez
Jednostke czasu /\;t takiego zegara bedziemy rozumieli zjawisko polegajace na tym, ze $wia-
tlo wychodzace ze Zrédla pokona droge do drugiego lustra i po odbiciu powrdci do lustra
dolnego (patrz rys. 1).

Poniewaz droga, jaka pokona $wiatto, wynosi 2/, to przy zatozeniu, ze w rozwazanym

osrodku porusza si¢ z predkoscia ¢ (w m/s), mozemy zapisac¢
ANt = Q—Z @)
c
Wtedy kazda wielko$¢ ¢ postaci ¢ = r/\;t, gdzie r oznacza liczb¢ rzeczywista nieujemna,
bedziemy nazywali czasem wlasnym.

Dla dalszych rozwazan przyjmiemy dwa nastgpujace postulaty STW:

1. Prawa fizyki sg jednakowe we wszystkich uktadach inercjalnych.

2. Predkosc¢ $wiatta w prozni jest taka sama dla wszystkich uktadow inercjalnych we
wszystkich kierunkach.

O zjawisku fizycznym powiemy, ze jest ono mierzalne, jesli dla kazdego uktadu inercjal-
nego pozwala si¢ ono opisa¢ co najmniej w kategoriach zaczelo sie—skonczylto sie. Atrybuty
te pozwalajg wtedy na okreslenie przedziatu czasowego, ktorego pomiar zegarem pozwala
na wyznaczenie czasu, ktory mozemy nazwac czasem Zycia tego zjawiska. Pomiaru czasu
zjawiska moze dokonac¢ tylko obserwator. Jesli obserwator wraz z zegarem bedzie przebywat
w uktadzie inercjalnym mierzonego zjawiska, to tak wyznaczony czas zjawiska nazwiemy
jego czasem wlasnym. Dalej zjawiska mierzalne bedziemy nazywali krotko zjawiskami.

lustro gérne

| - odlegtosc¢ luster

lustro dolne

Rys. 1. Model zegara o podstawie |
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3. Zjawisko i jego pomiar

Przyjmiemy, ze wszystkie zjawiska, o ktorych bgdzie mowa, beda zachodzity w przestrzeni
rozumianej jako zbior punktow opisanych czworkami liczb (x, y, z, ), gdzie trzy pierwsze
opisuja potozenie, czwarta stuzy do rejestracji czasu wlasnego. Z tego powodu przestrzen te
nazywa si¢ czasoprzestrzeniq. Upraszajac sytuacje, bedziemy mowili, ze w punkcie (x, ), z)
znajduje si¢ zegar, ktorego wskazanie wynosi t. Zatozymy, ze kazdy taki zegar ma t¢ samg
podstawe /. W takim razie dla czasu wlasnego nazwanego wczeséniej ,,tyknigciem” takiego
zegara mamy A;¢ — %’ Tyknigcie to wyznacza przedzial czasowy 1,5 okreslony przez dwa
zjawiska: 4 — impuls $wiatla jest generowany przez zrodto umiejscowione na dolnym lustrze,
B — impuls $wiatta wskutek odbicia od gornego lustra powrocit.
Wtedy
|Lag| At

gdzie |1,5| oznacza dlugos¢ przedziatlu /5, wyznacza czas wlasny zjawiska rowny %l Dla-
tego w naszym przypadku |I;z| = 1. Z tego powodu o A\;t mozemy mysle¢ jako o jednostce
miary czasu. Ogdlnie |145| jest liczba rzeczywista nieujemna, ktéra wezesniej oznaczana byta
przez r. Zatem znajomos$¢ dtugosci przedziatu czasowego pozwala wyznaczy¢ czas wlasny
zjawiska, co jest doskonale znane.

Dalej bedziemy zaktadali, ze wraz z zegarem o lokalizacji w punkcie (x,, Vo, Zo, f) ZWia-
zany jest co najmniej jeden ukfad inercjalny U. Z matematycznego punktu widzenia jest
to pewien podzbidr punktow przestrzeni (x, y, z, ) € U, ktdre charakteryzuja si¢ tym, ze
wektory predkosci punktéw materialnych umieszczonych w (x, y, z) sa jednakowe. Niech
(x1, y1, z1) opisuje lokalizacje drugiego, innego punktu. Oczywiscie z punktem tym zwiaza-
ny jest jego zegar. Nie ma zadnego powodu, aby doszukiwaé si¢ jakiegokolwiek zwigzku
pomigdzy zachowaniem si¢ obu tych zegaréw. Jesli jednak przyjmiemy, ze oba rozwazane
punkty (czyli zegary) sa elementami tego samego uktadu inercjalnego, to mozna dokonac
procesu synchronizacji obu zegaréw. W tym celu w srodku odcinka o koncach (x,, vo, zo) 1 (x;,
kierunkach wyznaczonych przez te punkty. Jesli przed emisja oba zegary byly w spoczynku
i zostang uruchomione wskutek odbioru impulsu, to powiemy, ze zegary zostaly zsynchro-
nizowane. Mniej formalnie bedziemy tez mowili, ze zegary pracuja w tym samym rytmie,
bowiem znajdujgc si¢ w tym samym uktadzie, nie moga si¢ wzglgdem siebie przemieszac
oraz zgodnie z druga zasada STW w kazdym kierunku impuls §wiatta porusza si¢ z tg samg
predkoscig. Dalej przyjmiemy, ze kazde dwa zegary znajdujace si¢ w uktadzie inercjalnym
s zsynchroniowane.
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3.1. Przypadek pojedynczego ukladu

WeZmy dwa rézne punkty przestrzeni (pamigtamy o synchronizacji zegaré6w) tego samego
uktadu inercjalnego i zatézmy, ze obserwator znajduje si¢ w (x1, y1, z1). W punkcie (xo, Vo,
z,) umiescimy nasze zjawisko, ktore jest ,,tyknigciem” zegara. Niech przedziat czasowy tego
zjawiska nazywa si¢ I45. Obserwacja tego zjawiska przez naszego obserwatora sprowadza
si¢ do wyznaczenia przedzialu czasowego 45, gdzie jego poczatek 4’ jest efektem zaobser-
wowania zjawiska A4, odpowiednio koniec B’ zjawiska B. Wyjasnienia wymaga zwrot obser-
wacja. Przede wszystkim do tego celu potrzebne jest medium. Wykorzystamy do tego celu
ponownie impuls §wiatla. W momencie pojawienia si¢ 4, impuls $wiatta po przebyciu drogi
aczacej punkty (xo, Yo, Zo) 1 (X1, V1, 21) Wygeneruje 4". Podobnie B wygeneruje B'. Poniewaz
oba punkty znajduja si¢ w tym samym uktadzie inercjalnym, wigc zgodnie z drugim postu-
latem STW

|1AB\ = |1A'B'|,

co oznacza, ze czas wlasny zjawiska jest identyczny z czasem jego obserwacji.

Omowiong wyzej sytuacje przedstawiono na rys. 2, gdzie 0§ czasu zorientowana jest na
prawo. Rysunek ten ilustruje ,,efekt przesuniecia” przedziatu zjawiska powstaty w wyniku jego
obserwacji. Przedzial Ic4 z rys. 2 reprezentuje to przesunigcie. Z punktu widzenia drugiej zasa-
dy STW efekt ten jest niezalezny od umiejscowienia potozenia obserwatora zjawiska.

c A B’

Rys. 2. Efekt ,,przesunigcia” przedziatu w uktadzie inercjalnym

3.2. Przypadek dwoch ukladéw

Podstawowy problem zwigzany z pomiarem zjawiska polega na tym, ze obserwator takiego
zjawiska nie musi by¢ elementem uktadu inercjalnego zwigzanego z tym zjawiskiem. Za-
16zmy, ze zjawiskiem tym bedzie rowniez ,tyknigcie” zegara o podstawie /. Wtedy, jak to
stwierdziliSmy wczedniej, przedzial czasowy g (patrz rys. 3) zwigzany z tym zjawiskiem
wyznacza, jesli obserwator znajduje si¢ w ukladzie zegara, czas wlasny rowny jednostce
czasu /\;t.

Zatbézmy teraz, ze obserwator nie znajduje si¢ w ukladzie zdarzenia. Doktadniej, przyj-
mijmy, ze uktad inercjalny zjawiska porusza si¢ (wzgledem ukladu obserwatora) ruchem
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jednostajnym prostoliniowym rownolegle do ptaszczyzny luster z predkoscia 0 < v < c. Wte-
dy to, co zobaczy obserwator (zasada obserwacji przedstawiona zostata w podrozdziale 3.1),
przedstawia rys. 3. Dokladniej, punkty 4, B, C reprezentuja, przy uwzglednieniu efektu ru-
chu uktadu zegara wzgledem obserwatora, wynik obserwacji zachowania si¢ zegara: impuls
przed wystaniem, impuls w momencie odbicia od gérnego lustra, impuls po powrocie. Ze
wzgledu na druga zasad¢ STW mamy symetrie, ktorg na rys. 3 przedstawia odcinek DC
(trojkaty AADC i ABDC sa przystajace).

Zgodnie z drugim postulatem, na odcinku AC predkosé §wiatta dalej bedzie roéwna ¢. Diu-
g0$¢ odcinka AB ze wzglgdu na ruch jednostajny prostoliniowy z predkoscia v jest rowna v,
gdzie ¢ oznacza czas zdarzenia zarejestrowany przez obserwatora. Dalej f nazwiemy czasem
obserwacji zjawiska. Dtugos¢ odcinka DC jest przyjetym parametrem zegara i wynosi /. Ze
wzgledu na symetri¢ dtugos$¢ odcinka AD jest potowa dtugosci odcinka 4B. Piszac twierdze-
nie Pitagorasa, dla trdjkata ACD dostaniemy

vi 2 ct\?

5= )

(3) +2=(3
21

gdzie, jak pamigtamy, T = A\;t jest czasem wiasnym obserwowanego zjawiska. Poniewaz
wtedy [ = %, wigc ostatnia rownos$¢ bedzie miata postaé

VAT cA(Ai)? P

4 4 47

co daje
t2(c* —v?) = A (Agt)2

Po podzieleniu stronami przez ¢? i spierwiastkowaniu (v < ¢) otrzymamy

2
At =t]1- 2. )
C

Wzor (2) thumaczy zwiazek, a jednoczesnie réznice pomi¢dzy dwoma pomiarami tego
samego zjawiska jako efektu umieszczenia obserwatora w uktadzie poza poruszajagcym si¢
uktadem inercjalnym obserwowanego zegara. Efektem tego pomiaru jest czas zaobserwo-
wanego zjawiska ¢ w odroznieniu od czasu wiasnego A\;t. Okoliczno$ci towarzyszace ob-
serwacji zjawiska zmuszajg do poshugiwania si¢ dwiema skalami pomiaru takiego czasu.
Rola wzoru (2) polega wtedy na ,,przettumaczeniu” jednej skali na druga, o czym napiszemy
wigcej dalej.

Uwaga. W literaturze przedmiotu wzor (2) zazwyczaj zapisuje si¢ w postaci

YAV}
t= 3)

c2
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Wtedy czynnik

1

’Y =
) )
c2
nazywany jest wspotczynnikiem dylatacji.
[
ct/2 -dt. drogi AC
A D B
Poczatek zjawiska Koniec zjawiska
(poczatek przedziatu) (koniec przedziatu)

vt - dlugos¢ drogi AB

Rys. 3. Efekt obserwacji ,,tykniecia zegara”

Efekt dylatacji mozna zilustrowaé graficznie, modyfikujac sytuacje przedstawiong na
rys. 2, co pokazano na rys. 4, ktory ilustruje (poza efektem ,,przesunigcia”) efekt ,,rozciagnie-
cia”’przedzialu czasowego I,z wskutek obserwacji zjawiska ,,tyknigcia zegarado przedziatu
Lyp . Nauwagg zastuguje fakt, ze wartos$¢ dylatacji nie zalezy od potozenia zegara wzgledem
obserwatora. Zalezy natomiast tylko od warto$ci predkos$ci poruszajacego si¢ uktadu zegara.

A B

A’ B’

Rys. 4. Efekt dylatacji przedzialu czasowego

4. Interpretacja zjawiska dylatacji

Korzystajac z postulatow STW pokazalismy, w jaki sposob mozna przeskalowac czas wlasny
(zaobserwowany) na czas zaobserwowany (wlasny) zjawiska.
W szczegolnosci z rownosci (2) wynika, ze

Nt < t, (%)

co oznacza, ze czas obserwacji ,,tyknigcia” zegara poruszajacego si¢ ruchem jednostajnym
prostoliniowym jest dluzszy anizeli czas wlasny tego zjawiska.
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Zauwazmy, ze wartos¢ czasu zaobserwowanego ,.tyknigcia” nigdy nie moze by¢ réwna
czasowi wlasnemu ,,tyknigcia” dla kazdej podstawy / zegara, chyba ze v = 0. Istotnie, gdyby
t= %l dla pewnej wartosci /, to wtedy (patrz rys. 3) mieliby$my

ct\? vt 2 ct\?
(3) -(F) +(5)
co oznacza, ze v = 0. Oznacza to, ze rdznica pomigdzy czasami ¢ i /\;¢ nie jest spowo-
dowana zmiana zachowania si¢ zegara poruszajacego si¢ polegajaca na tym, ze spowal-
nia on, czyli czas wlasny jego ,tykniecia” wydtuza si¢. Jest natomiast tylko konsekwencja
przyjetej metodologii pomiaru zjawiska opartego na postulatach STW. Dokladniej, réznica
ta jest i tylko jest efektem pojawienia si¢ obserwatora zjawiska. Bez wzgledu na to, czy
ten obserwator jest, czy go nie ma, czas wlasny ,.tykania” zegara poruszajacego si¢ jest nie-
zmienny — wynosi A;t = %’ W rozdziale poswigconym tzw. paradoksowi bliznigt wrocimy
do tej kwestii.

Uwaga. Efekt przeskalowania opisany zasada dylatacji czasu juz wczesniej byt do-
brze znany. W matematyce pojawia si¢ np. w twierdzeniu o zamianie zmiennych w calce
Riemanna. Przypomnimy szybko to twierdzenie. Przypusémy, ze dany jest odcinek [a, b],
ktérego elementy bedziemy oznaczali symbolem x, oraz drugi odcinek [a, f] z elementami
s. Niech [a, f] D s — y(s) =x € [a, b] oznacza funkcje, ktora przeksztatca odcinek [a, f]
na odcinek [a, b] (funkcja y wcale nie musi by¢ funkcja liniowa!). Jesli dodatkowo funkcja
v przeprowadza konce odcinka na konce, czyli: w(a) = a, w(f) = b oraz jest dostatecznie
regularna, tzn. jej pochodna jest ciagla na [a, 5], to dlax = w(s), s € [a, f]

dz =/ (s)ds oraz flx)de =
a,b]

[ ] F(W(s))'(s)ds

[a,8

dla kazdej funkcji ciaglej /- Oczywiscie nas interesuje przypadek, kiedy funkcja ta stale
przyjmuje warto$¢ jeden. Zauwazmy, ze wynik catkowania po przedziale [a, b] (lewa strona
powyzszego wzoru), jak i wynik catkowania po przedziale [a, f] (prawa strona) daja dtugosci
przedziatu [a, b], gdzie f= 1. Z drugiej strony ,,zaobserwowana jego dlugos¢”, czyli dtugosc¢
przedziatu [a, f] wcale nie musi by¢ rowna b — a.

Jesli teraz wrocimy do zagadnienia dylatacji, to zauwazmy, ze czas whasny (At) to
zmienna x, czas zaobserwowany (), ktory jest miarg dtugosci przedziatu i dlatego mozemy
go oznaczy¢ przez ¢ (nie nalezy myli¢ z A\;t!) — to s. Wtedy wzdr (2) mozemy zapisac¢ na-
stepujaco

2
v
Alt == 1 - 72 . At
C b
2
gdzie 1/1(75) =4/1- Z—Q -t (bo v jest stale!). Jesli przypomnimy sobie teraz, ze przyrost
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zmiennej niezaleznej (argumentu funkcji) jest jej rézniczka, to zasada dylatacji mowi, ze
w wyniku obserwacji zdarzenia znajdujacego si¢ w ukladzie inercjalnym poruszajacym si¢
ruchem jednostajnym prostoliniowym (a wigc ze stalg predkoscia), pojawiajace si¢ przedzia-
ly czasowe [ oraz I' w procesie mierzalnosci tego zdarzenia sg takie, ze

V2
Alt:/w’(t)dt:/ 1— —dt.
I I I c

Jesli natomiast v jest bardzo mate w stosunku do ¢, czyli % ~ (0, to z (2) wynika, ze
t ~ /\jt. Jest zatem tak jak w fizyce przed Einsteinem.

Z drugiej strony, im wigksza jest predkos¢ uktadu z zegarem, tym czas obserwacji ,,ty-
kania” zegara jest wickszy, bowiem wtedy warto$¢ wspotczynnika dylatacji y rosnie oraz
t = v/\jt. W sytuacji granicznej, kiedy v zbliza si¢ do wartosci e, obserwujemy efekt pozor-
nego zatrzymania si¢ zegara, bowiem czas obserwacji jest dowolnie duzy (méwimy wtedy,
ze jest nieskonczony).

Wykorzystujac zaleznos$¢ (2) dla czasu jednostkowego, tatwo jest przetlumaczy¢ efekt
zmiany skali pomiaru jednostki czasu dla czasu zycia zjawiska. W tym celu wystarczy (2)
pomnozy¢ stronami przez dodatnig liczbg rzeczywista r. Dostaniemy wtedy

tr
T Alt = — (6)
v
gdzie ¢, = rt oznacza zaobserwowany czas zycia zjawiska.

W takim razie zaobserwowany czas zycia zjawiska jest zawsze dluzszy anizeli czas
wlasny zycia zjawiska, o ile uktad inercjalny, w ktérym zjawisko to obserwowano porusza
si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym.

Ostatnie wyniki mozna zilustrowa¢ wykresem, co przedstawia rys. 5.

«
o
>
‘N
1)
©
N
o
>
c
©
8 =0
Q
1]
Q
[e]
©
N
Vi<Vy<C
V2
V=C

czas whasny zycia

Rys. 5. Efekt zmiany skali dla zjawiska dylatacji
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Réznice wzgledna
Cteot 1

d Alt - V2 -1 7

bedziemy nazywali miarg wzgledna dylatacji. W ponizszej tabeli przedstawiliSmy symulacjg
zmiany warto$ci wspotczynnika dylatacji i jego miary.

Tablica 1 Symulacja wartosci wspotczynnika dylatacji i jego miary
| ulamek wartosci ¢ | wartos¢ v | wartos¢ w % d |

0 1 0
0,1 1,00005 0,005
0,5 1,15 15
0,9 2,29 129

0,9998 158,11 15711
1,00 00 00
5. Dylatacja a STW

Przedstawione rozwazania, w szczegolnosci wzor (2), sa bezposrednig konsekwencja postu-
latow STW, a nie samej teorii. Sktadowa STW jest transformacja, ktorej rola sprowadza si¢
do odpowiedzi na nastepujace pytanie: w jaki sposob zaobserwowang rzeczywistos¢ prze-
ksztalcié na istniejgcg rzeczywistosc?

Z formalnego punktu widzenia (czyli matematycznego) kazdy uktad inercjalny U rozu-
mie si¢ jako kartezjanski uktad wspotrzednych (x, y, z, t), gdzie pierwsze trzy liczby opisujg
polozenie, czwarty czas. Dalej bedziemy pisali U.,.-,). Zagadnienie, ktore dyskutowaliSmy,
wymaga dwoch takich uktadow: U, ., 1 U'yz). Zgodnie z pierwszym postulatem STW
mozemy zalozy¢, ze tak zdefiniowane uktady (tak naprawde zostaly one opisane) sg wzgle-
dem siebie roéwnolegle (odpowiednie osie tych ukladéw sa réwnolegle i majg jednakowe
zwroty). Dokonamy tez pewnego uproszczenia polegajacego na tym, ze mowiac, iz uktad
U',2 porusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym z predkoscia v wzgledem uktadu
U,z porusza si¢ wzdtuz prostej rownoleglej do osi x. Aby unikna¢ nieporozumien, przyj-
miemy, ze potozenie w kazdym z ukladow bedziemy oznaczali duzymi literami. W takim
razie czworka liczb (X, Y, Z, T) bedzie opisywala potozenie w uktadzie Uy, . natomiast
X, Y, Z', T") odpowiednio w uktadzie U'(yrr. ).

Jak dobrze wiadomo, z punktu widzenia STW w miejsce klasycznego przeksztalcenia
Galileusza obowigzuje wtedy jej posta¢ uogdlniona — przeksztalcenie Lorentza, ktdre przy
poczynionych zatozeniach wyglada nastepujaco:
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(X,Y,Z,T)— (XY, Z T)

>

gdzie przy obowiazujacych uproszczeniach

Y=Y, 72 =2

>

natomiast

vX
JW:ﬂX—vﬂ,sz@H-&)

gdzie stata y — wspotczynnik dylatacji (patrz tez wzor (4)) przyjmuje warto$¢

Wtedy po chwili T’ (zaobserwowanej w uktadzie U) takiej, ze X = v7, z powyzszej zalez-
nosci dostaniemy

2T
ol e Y
v2 c?

-3

Jasne jest, ze wzor ten opisuje zjawisko dylatacji czasu jak w (2).

6. Dylatacja czasu a paradoks blizniat

Zgodnie z STW obserwator rowniez posiada swoj zegar. Zauwazmy, ze dla potrzeb rozwazan
przeprowadzonych w rozdziale 3 i 4 z tego faktu nie korzystaliSmy. Zrobimy to teraz. A za-
tem mamy dwa uktady inercjalne U i U', gdzie obserwator znajduje si¢ w uktadzie U. Niech
uktad U' porusza si¢ wzgledem uktadu U ruchem jednostajnym prostoliniowym z predkos$cia
v. Oznaczmy przez t' czas wlasny zycia zjawiska w uktadzie U', przez ¢ zaobserwowany
przez obserwatora czas zycia tego zjawiska . Wtedy pomigdzy warto§ciami ¢ oraz ¢' wystapi
efekt dylatacji (patrz (6) oraz rozdziatl 4), czyli

2
f:mhfga (8)

Jesli zalozymy, ze na poczatku rozwazanego przedziatu czasu zegary zostaly zsynchro-
nizowane (mozna to byto zrobi¢, bowiem znajdowaty si¢ w tym samym uktadzie inercjal-
nym), to ¢’ — warto$¢ zaobserwowana przez obserwatora czasu wlasnego zdarzenia w ukta-
dzie U' bedzie pokrywala sie ze wskazaniem zegara obserwatora w uktadzie U. Pamigtamy
(patrz rozdziat 3 i 4), ze efekt omawianej tutaj dylatacji jest konsekwencjg tylko:

* obu postulatéw STW,
przy zatozeniu
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* jednostajnego prostoliniowego ruchu jednego uktadu inercjalnego wzgledem drugiego.

W takim razie zjawisko, ktore jest przedmiotem naszej dyskusji — ma charakter syme-
tryczny. Po przeniesieniu obserwatora do uktadu U', obserwator ten stwierdzi, ze to uktad
U porusza si¢ (wzgledem uktadu U'). Ze wzoru (8) wynika, ze dla czasow ¢, ¢’ mamy relacje
t'<t. Poniewaz czas obserwacji jest jednocze$nie czasem wlasnym obserwatora, nierownos¢
te mozemy zinterpretowac nastepujaco:

czas zycia zjawiska obserwowanego jest nie dluzszy
anizeli czas jego obserwacji.
Ale ruch obu uktadow jest wzgledny, wigc wprowadzajac drugiego obserwatora i zaktada-
jac, ze w czasie kiedy on jest obserwowany, czyni to samo w stosunku do drugiego, z punktu
widzenia obu obserwatoréw powstang sprzeczne informacje. Jak dobrze wiadomo, w litera-
turze taka sytuacje nazywamy paradoksem bliznigt. Ale czy na pewno?

Zjawisko dylatacji czasu ma nature relacji dwuargumentowej symetrycznej. Zdefiniuje-
my te relacje. Oznaczmy przez U rodzing wszystkich uktadow inercjalnych. Wezmy dwa
elementy tej rodziny, czyli dwa uklady inercjalne U;, U, € /. Powiemy, ze uktad U, jest
w relacji R z uktadem U,, jesli ma miejsce jednostajny i prostoliniowy z predkoscia |v| (jako
warto$¢ skalarna) ruch wzgledny uktadu U, wzgledem U, (wtedy bedziemy mowili, ze ob-
serwator znajduje si¢ w uktadzie U;). Dalej bedziemy pisali U; R U,. Zauwazmy, ze z zasady
symetrii ruchu wzglgdnego wynika, iz

URU,=>U,RU,

co oznacza, ze relacja R jest symetryczna.

Jak wiemy, U, R U, oznacza, ze dla czasow zycia zdarzenia ¢, i czasu zycia obserwacji
tego zdarzenia ¢; zachodzi zasada dylatacji. Wtasno§¢ symetrycznosci relacji nie jest zadna
wlasnoS$cig sprzeczng, wrgcz przeciwnie, w wielu sytuacjach jest ona pozadana. Ttumaczy
na przyktad, dlaczego nie mozna zsynchronizowa¢ ze soba dwoch zegaréw znajdujacych
si¢ w roznych uktadach inercjalnych U,, U,. Efekt postrzegania przez obserwatora opdznie-
nia czasu wlasnego zjawiska jest tym powodem. Oznacza to, ze jeSli dwa zegary znajduja
si¢ w tym samym ukladzie inercjalnym (U, = U,) i zostaty zsynchronizowane, to pozostaja
zsynchronizowane dopodty, dopoki wzgledem siebie bgda spoczywaty (v = 0). Ruch jedno-
stajny prostoliniowy z predkoscig 0 < |v| < ¢ jednego z nich, powiedzmy U,, powoduje, ze
ich opis z punktu widzenia STW musi uwzgledni¢ fakt, ze zegary te reprezentuja rézne
uktady inercjalne. Konsekwencja takiego stanu jest zjawisko dylatacji czasu zycia zjawiska
w uktadzie poruszajacym sie, czyli réznica wzgledna (7). W zaistnialej sytuacji, je$li chcemy
okresli¢ czas ¢ rejestrowany w uktadzie U, zajécia zjawiska w ukladzie poruszajacym si¢ U,
(z punktu widzenia uktadu obserwatora), to mozemy to zrobi¢ tylko w jeden sposob — po-
przez zastosowanie przeksztatcenia (3). W taklm razie musimy przyjaé, ze dla danej wartosci
t (zarejestrowanej w ukladzie U, ), wartos¢ \/— jest warto$cig wskazania zegara obserwa-
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tora, czyli . Mozemy powiedzie¢, ze dokonali§my w ten sposob polowicznej synchronizacji
obu zegar6w. Poniewaz w omawianej sytuacji mamy do czynienia z symetrig, dokonczenie
synchronizacji nie moze udac si¢. Skoro przed pojawieniem si¢ ruchu wzglednego tych ukta-
dow zegary byly zsynchronizowane, oznacza to, ze w wyniku ruchu utracily t¢ wiasnos¢.
Co wiccej, utracily ja w sposob nieodwracalny. Jesli kiedy$ ponownie U; = U,, to beda
wymagaly ponownej synchronizacji, czyli czasy dla obu zegaré6w beda musiaty by¢ liczone
od poczatku.

Dlaczego zatem paradoks bliznigt budzi takie emocje? Odpowiedz z punktu widzenia
powyzszych uwag jest tylko jedna — problem zostat zle sformutowany. W paradoksie, o czym
pisaliSmy wyzej, pojawia si¢ drugi obserwator. Problem nie istnieje, dopoki kazdy z nich
osobno interpretuje relatywistyczny efekt pomiaru czasu obserwacji zdarzenia, czyli dylata-
cj¢. Wtedy dziata jeszcze efekt polowicznej synchronizacji. Jesli probuja to robié¢ obaj jedno-
czesnie, a o to wlasnie w tym paradoksie chodzi, to ich informacje dotyczace dylatacji czasu
musza zosta¢ wzajemnie wymienione, a na ten temat nic nie wspomina si¢, bowiem z po-
wodu braku synchronizacji zegaréw jest to niemozliwe. Wyjsciem z sytuacji moze by¢ trzeci
obserwator, ktory wystapilby w roli ,,arbitra” stwierdzajacego owe rozbieznosci w rejestra-
cji czasow. Tego jednak efekt dylatacji czasu nie uwzglednia, bowiem nie mozna zsynchro-
nizowac ze sobg trzech zegardw znajdujacych si¢ w dwoch réznych uktadach inercjalnych.
W takim razie paradoks bliznigt, jako zagadnienie spoza STW, nie moze by¢ rozstrzygany
na gruncie tej teorii.

7. Zakonczenie

O wiele cickawszym przypadkiem jest wersja paradoksu bliznigt, ktora tamigc symetri¢ po-
miedzy uktadami (w takim razie jeden z nich nie moze by¢ uktadem inercjalnym), zaktada,
ze blizniaczy zegar wprawiony w ruch powroci. Jak dobrze wiadomo, obiegowa opinia na
temat takiej sytuacji mowi, ze wskazania na obu zegarach bedg rézne — zegar po powrocie
bedzie wskazywal opdznienie w stosunku do tego, ktdry spoczywat. Doktadniej, opdznie-
nie to begdzie wielko$cia dylatacji czasu (patrz tabela symulacji dylatacji czasu). Czy tak
jest, nikt na razie tego jednoznacznie nie jest w stanie stwierdzi¢, aczkolwiek od wielu lat
uporczywie przeprowadzane sg eksperymenty probujace to potwierdzi¢. W tym przypadku
ewidentnie nie mamy do czynienia z efektem relatywistycznym STW, ktora opisuje zjawiska
zachodzace tylko w uktadach inercjalnych. Trzeba zatem siggnac do jej uogodlnienia — ogol-
nej teorii wzglednosci. To z kolei wykracza poza skromne ramy tego artykutu.



Uwagi o dylatacji czasu w warunkach szczegotnej teorii wzglednosci 19

Bibliografia

Einstein A., Relativity: The Special and General theory, Mathuen & Co Ltd, 1916.

Einstein A., Istota teorii wzglednosci, Proszynski i S-ka, Warszawa 1997.

Infeld L., Ewolucja fizyki, rozwoj poglgdow od najdawniejszych pojec¢ do teorii wzgled-
nosci i kwantow, PWN, Warszawa 1962.

Schwartz J, McGuinness M., Einstein dla poczqtkujgcych, Wydawnictwo ,,Alfa”,
Warszawa 1989.

SUMMARY

Remarks on the time dilation in the conditions
of special theory of relativity

The key to understand Einsteins Special Theory of Relativity is the time and the pos-
sibility of synchronization problem . Proceeding from two postulates of SRT, elementary
methods present the way to measure time in terms SRT for both, single and two inertial
systems. On this basis, there are derived the own time concept and the time of observed
phenomena. Synchronized clocks recording the own time and observed time allows
the comparison these times that results in the phenomena of time dilation. There is
draw attention to the relationships of time dilation with SRT and its interpretation of
well known twin paradox.

Key words: time dilatation, special theory of relativity, Lorentz transformation, twin
paradox.
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STRESZCZENIE

Liczba m towarzyszyta cztowiekowi od zawsze — przeciez koto bylo jego jednym
z najwickszych wynalazkow. Kazdego roku, 14 marca $wiat naukowy obchodzi jej
imieniny. Z tej okazji przypomnielismy podstawowe fakty dotyczace geometrycznego
pochodzenia m oraz histori¢ najwazniejszych odkry¢ w matematyce pozwalajacych
lepiej zrozumie¢ jej znaczenie w nauce.

Stowa kluczowe: liczba =, koto, $rednica kota, radian.

1. Wstep

Kt6z z nas nie styszat o m, nawet jesli nie zdaje sobie sprawy z tego, ze litera m pochodzi
z alfabetu greckiego. Bowiem nie o znajomo$¢ greki tutaj chodzi, a — jak wigkszos¢ z nas
mysli, i stusznie — chodzi o koto, czyli o geometri¢. Kazdy z nas pewnie kiedy$ na lekcji
matematyki badat zalezno$¢ obwodu tego kota od jego $rednicy i w wyniku kilku pomiaréw
stwierdzit zadziwiajaca zaleznosc:

L t
— = const.,
d

gdzie L oznacza obwdd kota, d jego $rednice.

Wtasnie to spostrzezenie rzuca si¢ od razu w oczy, aczkolwiek wcale nie jest jasne, dla-
czego tak jest! Jesli juz to zauwazyliSmy, to rzecza naturalng jest zapyta¢ o warto$¢ tej sta-
fej. Tym razem jest jeszcze gorzej, anizeli zdajemy sobie z tego sprawe. Nie wtajemniczeni
choralnie odpowiadaja: 3,14, ale tym razem populizm nie zwycig¢za, bowiem odpowiedz jest
niepoprawna!

Co do jednego watpliwosci nie powinniSmy mie¢ — ta stata, o ktdrej mowa jest wyzej, to
liczba. W takim razie pytanie powinno brzmie¢: jaka liczba?
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2. Geometryczne pochodzenie liczby ©t

Zostawmy na chwile ostatnig kwesti¢ 1 zajmijmy si¢ samg regula proporcji, o ktorej mowa
wyzej. Sprobujmy ja uzasadni¢. W tym celu wezmy kolo o promieniu R. Niech L oznacza
jego obwod. Wybierzmy z tego kota jego wycinek o kacie srodkowym a € (0°, 360°). Wtedy
z zasady proporcji dtugo$¢ L tuku tego wycinka jest rowna

=~ «

~ 7360

Zatézmy, ze a = a, jest takie, ze L = R. Wtedy powyzsza proporcja bedzie miata postaé

L o
o o, = 360°,
co oznacza, ze kat pelny jest rowny % jednostek, gdzie jednostka ta jest miara kata a.

Spojrzmy teraz na rozwazane koto z punktu widzenia jego srodka i polprostej wyprowa-
dzonej z tego $srodka. Wtedy potozenie kazdego punktu nalezacego do tego kota mozemy
opisa¢ para dwoch liczb:

p — odlegloscia tego punktu od Srodka kota,

@ — miarg kata skierowanego w kierunku przeciwnym do wskazéwek zegara, gdzie

@ €<0°,360°.

WezZmy teraz uktad wspotrzednych kartezjanskich, gdzie na osi poziomej bedziemy od-
mierzali warto$ci kata ¢ w jednostkach a,, zas na osi pionowej wartosci p. Wtedy wszystkie
punkty z kola o promieniu R mozna opisa¢ za pomoca punktow znajdujacych si¢ w prosto-
kacie umiejscowionym w zdefiniowanym wyzej ukladzie, ktoérego podstawa jest odcinek
<0, %) lezacy na osi Og, natomiast (lewym) bokiem odcinek < 0, R > lezacy na osi Op (patrz
rys. 1).

(o] L/R[ao] 3

Rys. 1. Obraz kota w uktadzie Opp

Zauwazmy, ze wtedy pole tego prostokata réwne jest dlugosci okregu naszego kota.
Wezmy teraz wycinki naszego kota o parametrach: a,, » < R, jak to pokazano na rys. 2, gdzie
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przez L, oznaczylismy dtugo$¢ tuku wycinka kola o promieniu . Wtedy wycinki w ukladzie
Ogp beda prostokatami jak na rys. 3. W takim razie z zasady proporcji, w jednostkach a,, L,
ma dlugosé

L.=r-1[a,) =1,

dla kazdego 0 <r<R. W szczegdlnosci, podstawiajac r = R i z uwagi, ze Lg = R (patrz rys. 2),
w standardowych jednostkach dostaniemy

Qo

R=1L

360°

r R

Rys. 2. wycinek kotowy o parametrach a, 7, R

PokazaliSmy zatem, ze dla kazdego kola o promieniu R i dlugosci okregu L zachodzi

réwnos¢
360
L= R
(&7}
W szczegolnosei
L 180
— = , d =2R.
d o,
Oznaczajac teraz przez w warto$¢ liczby
180
ag,

mozemy zapisac

L =27R.
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(o)

1 L/R[o0] 0

Rys. 3. Obrazy wycinkéw kotowych w uktadzie Ogp

3. Podstawowe fakty o liczbie n
1. Dobrze wiadomo! , Ze miara kata a, w przyblizeniu ma warto$¢

57,29577951°

i jednostke 1[a,] nazywa si¢ radianem, w skrocie rad.

2. Wtedy warto$¢ przyblizona liczby  jest rowna
7 =3,14159265376.

3. Wykazane wyzej zalezno$ci pozwalajg zamieni¢ jednostke [°] na [rad] i na odwroét.
Jesli dla kata plaskiego a, przez a® oznaczymy jego miare w stopniach, a przez a[rad] w ra-
dianach, to

o

afrad] = w[rad].

180°
Jak pokazat w 1882 roku F. Lindemann, liczba = nie jest pierwiastkiem zadnego rownania
algebraicznego, a wigc postaci W(x) = 0, gdzie W oznacza dowolny wielomian rzeczywisty
o wspotczynnikach catkowitych. Jako taka nie moze by¢ liczba wymierna. Pozwolito to wraz

! Uzasadnienie przedstawionych faktow mozna znalez¢ np. w [Boyer 1964, Cajori 1994, Courant
i Robbins 1962, Downing 1995, Merzbach, Boyer 2010, Tanton 2005, Weisstein 1985].
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z twierdzeniem Wantzela—Gaussa rozstrzygna¢ stynny problem szkoly pitagorejskiej — pro-
blem kwadratury kota. Pitagorejczycy pytali sig:

czy za pomocq linijki i cyrkla mozna skonstruowaé kwadrat, ktorego pole
bedzie rowne polu danego kota?

Z twierdzenia Wantzela—Gaussa wynika, ze jes$li kwadratura kota miataby rozwigzanie, to
liczba w musiataby by¢ algebraiczna, a tak nie jest, co wlasnie wykazat Lindemann.

4. Liczba & jako liczba niewymierna nie pozwala si¢ zapisa¢ w ukladzie dziesi¢tnym,
stad potrzeba postugiwania si¢ jej przyblizeniem. Doktadniej, taki zapis wygladatby wtedy
nastgpujaco

3, €1C2ee. Cpuvey

gdzie ciag ¢; przyjmuje wartosci ze zbioru {0, 1, ... , 9} (c;=1,¢c, =4, c3=1, ¢4, =5 itd.)
oraz odpowiedni szereg liczbowy jest zbiezny do warto$ci cze$ci utamkowej liczby mt, czyli

T=3 .

Ponadto zadna sekwencja postaci ¢, Cx+1, ... Cx Digdy nie powtorzy sie w ciagu (c;).

Z drugiej strony istnieja sposoby jej wyreprezentowania. Jedng z takich metod jest teoria
szeregdw liczbowych i szeregow funkcyjnych. Studenci informatyki PWSZ im. Witelona
w Legnicy wiedza, ze funkcj¢ arctg x mozna rozwina¢ w taki szereg, czyli przedstawic ja
nast¢pujaco

1

arctg r = 2:(—1)"7:1:2"+1 dla € [0,1].
ot 2n + 1

W szczegolnosei po podstawieniu x = 1 dostaniemy

T > 1
— =Y (=" .
4 n:O( ) 2n+1

n_ 1

Co za regularnos¢! Przeciez ciag ((_1) 2n—|—1)n>0 jest naprzemiennym ciggiem odwrot-
nosci kolejnych liczb nieparzystych! Jakze daleko mu do geometrii kota. A jednak.

5. Liczba  zwigzana jest ze stynng funkcja dzeta { Riemanna, gdzie

oo

1
C(S):Z;7S>]—'

n=1

Wtedy, jak wykazat po raz pierwszy Euler, dla szeregu 2-harmonicznego mamy
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> 1 2
C(z):;§:€~

Genezg tej rownosci zajmiemy si¢ w kolejnym artykute po§wigconym liczbie 7.

6. Na liczbe m, jak pokazal w 1748 roku L. Euler, nalezy spojrze¢ z ogdlniejszej perspek-
tywy — liczb zespolonych. Ze stynnego wzoru Eulera wynika, ze

67":—}—1:0.

Fenomen tego wzoru, z tego powodu czg¢sto nazywany najpigkniejszym wzorem matematy-
ki, polega na tym, ze obok siebie znalazlo si¢ pi¢¢ z szesSciu najwazniejszych liczb: liczby
0, 1, bez ktérych nie mozna moéwic o ciele liczb rzeczywistych, dwie najwazniejsze liczby
niewymierne e, 7 (niektorzy do tego zbioru zaliczaja jeszcze liczbe +/2) oraz jednosé urojo-
na i pozwalajaca rozszerzy¢ cialo liczb rzeczywistych do ciata liczb zespolonych, co po raz
pierwszy wykazal wielki Gauss. Jaka szkoda, ze we wzorze tym zabrakto miejsca na szdsta
liczbe, slynna liczbe ¢ (fi od nazwiska antycznego rzezbiarza Fidiasza) zwigzang z ciggiem
Fibonacciego, ze zlotg proporcjq czy linig spiralng pojawiajaca si¢ w geometrii i przyrodzie
(np. [Rebowski 2009]).

7. Liczba & zagoscita takze w teorii prawdopodobienstwa, co dla wielu byto i w dalszym
ciggu jest sporym zaskoczeniem. Ponizej przytoczymy dwa klasyczne przyktady, o ktérych
szczegOlowo napiszemy w kolejnym artykute. Pierwszy zwigzany jest z geometrig i nie po-
winien akurat wzbudzaé z tego powodu nieufnosci co do koneksji z liczba m — przeciez
geometria jest jej rodowodem. Aczkolwiek nie do konca, bowiem sygnalizowany przyktad
zwigzany jest bezposrednio z geometrig kwadratu. Doktadnie;j:

zalozmy, ze mamy kwadrat jednostkowy, z ktorego losowo wybieramy punkt
o wspotrzednych (a, b). Pytamy sig, jakie jest prawdopodobienstwo, ze istnieje
trojkqt rozwartokqtny o bokach dtugosci odpowiednio a, b, 1.

Mozna wykaza¢ (zrobimy to w sygnalizowanym kolejnym artykule), ze prawdopodobien-
stwo takiego zdarzenia wynosi ; — %

Kolejny przyktad jest o wiele bardziej interesujacy. Zasadniczym powodem jest to, ze
nie ma on nic wspdlnego z geometrig. Po wtdre dotyczy on trudnej, ale waznej teorii liczb
pierwszych oraz zwigzany jest ze wspomniang wyzej funkcja dzeta Riemanna. Problem ten
sprowadza si¢ do pytania o prawdopodobienstwo wylosowania dwéch liczb catkowitych
wzglednie pierwszych. Jak pokazemy w kolejnym artykute, prawdopodobienstwo to jest za-

skakujace, bowiem rowne %.

8. Z wczesniejszej uwagi nikogo nie powinno juz dziwié, ze liczba m doczekata si¢ row-
niez swojej interpretacji na gruncie statystyki matematycznej.
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W roku 1773 Georges-Louis Leclerc, hrabia Buffon, sformutowat swoj stynny problem.
Pytat w nim:

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze igla o dlugosci I rzucona na plaszczyzne,
na ktorej naniesione sq rownolegle i oddalone od siebie o I proste, przetnie
takq prostg.

Metodami probabilistycznego modelu geometrycznego mozna pokazac, ze prawdopodo-
bienstwo to jest rowne % (patrz np. [Rgbowski 2006]). Z kolei metodami statystyki mate-
matycznej pozwala to uzyskiwaé bardzo doktadne przyblizenie warto$ci liczby z, bowiem
z mocnego prawa wielkich liczb wynika, ze

2
= k—n z prawdopodobienstwem 1,

n

gdzie n oznacza liczbg powtorzen rzutow igla, k,, liczbg przecigc.

4. Zakonczenie

Artykut ten pomyslany zostat jako ,tagodne” wprowadzenie w $wiat liczb, bez ktdrego nie
byloby matematyki. Nieprzypadkowo zrobiliSmy to na przyktadzie liczby =, ktorej obec-
no$¢ w stworzonej przez cztowicka cywilizacji jest uzasadniona i niezastgpiona. Tak rozu-
miana popularno$¢ powoduje jej tatwa dostepnos¢. Z drugiej strony oczekuje, ze szanowny
Czytelnik zauwazy, ze jest to tylko iluzja. Liczba ta jest bowiem gleboko ,,usadowiona”
zardwno w zbiorze liczb rzeczywistych jak i samej matematyce. Jej ,,zobaczenie” wymaga
bardzo zaawansowanych poje¢ i metod, ktére wypracowane zostaty przez kilkadziesiat po-
kolen badaczy, a w zdecydowanej wigkszosci uzyskanych w XIX i XX wieku. Na mysli mam
tutaj przede wszystkim teori¢ zbioréw i ciat liczbowych, w tym teori¢ liczb niewymiernych,
teori¢ rownan algebraicznych, teori¢ funkcji rzeczywistych i zespolonych, teori¢ prawdopo-
dobienstwa i statystke matematyczng. Zgodzimy si¢, ze brzmi to imponujaco i od kazdego
z nas wymaga respektu i odpowiedniego dystansu. W niniejszym artykute $wiadomie zre-
zygnowalis$my z wielu szczegotéw. Ich obecno$¢ na tym poziomie zniechecitaby bowiem
Czytelnika, a przeciez nie takiego efektu spodziewamy si¢. Skoro jednak — a takie jest nasze
zatozenie i oczekiwanie — rozbudzilismy juz ciekawos¢, bedziemy musieli postawié kropke
nad i 1 pokaza¢ kawatek solidnej matematyki. Zrobimy to, o czym wcze$niej wielokrotnie
wspominaliSmy, w kolejnym artykule pomyslanym jako kontynuacja niniejszego. Juz teraz
zachgcamy do jego lektury.

Artykut ten dedykuje swoim bytym i obecnym studentom PWSZ w Legnicy. Zajecia,
jakie odbywali$my w ramach kursé6w z matematyki, matematyki dyskretnej i metod pro-
babilistycznych, powinny przyblizy¢ Panstwu poruszong w tym artykule tematyke.
Rozmawialiémy bowiem o liczbach zespolonych i ich postaci wyktadniczej, réwnaniach
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algebraicznych, prawdopodobienstwie geometrycznym, prawach wielkich liczb, ciggach re-
kurencyjnych Fibonacciego i o statystyce matematyczne;j.
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SUMMARY
3.14 or the name-day of the number n

The number & has accompanied man since ecer — we must remember that the wheel was
one of the biggest invention. Each year, 14" of March scientific world celebrates the
name-day of the number m. On that occasion, we have remained the basic facts about
geometric origin of the number 7 and the history of the most important discoveries
in mathematics that can help to understand the meaning of the number = in science.

Key words: number 7, whell, whell diameter, radian.
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Cze$¢ pierwsza

STRESZCZENIE

Zaprezentowano dorobek kilkunastu pokolen matematykow, ktorzy swoimi badaniami
przyczynili si¢ do wyjasnienia znaczenia i roli liczby © w matematyce. W czgsci pierw-
szej pracy skoncentrowano si¢ na metodach stosowanych w teorii funkcji rzeczywistych,
geometrii i teorii liczb. W wigkszos$ci sytuacji starano si¢ odtworzy¢ rozumowania
i techniki rachunkowe, ktore doprowadzity do tak spektakularnych wynikéw jak
w przypadku wzoru Leibnitza, wzordw Eulera czy zwiazku liczby n z funkcja dzeta
Riemanna. Przypomniano o innych sposobach reprezentowania liczby = na przykltadzie
metody iloczynu Wallisa i nieskonczonych utamkow tancuchowych Eulera. Wspomniano
o miejscu liczby n w najpigkniejszym wzorze matematyki — wzorze Eulera oraz o jej
zwigzku z inng wazng liczbg, liczba Eulera.

Stowa kluczowe: liczba 7, szereg potegowy, szereg harmoniczny, liczba pierwsza,
utamek tancuchowy.

1. Wstep

W artykute ,,3,14 — czyli imieniny liczby n”” [Rebowski 2012] sygnalizowalismy, ze w ko-
lejnej pracy pokazemy szczegdtowo zacytowane tam wyniki. Oczywiscie kazdy z nich jest
dobrze znany i czgsto cytowany w literaturze przedmiotu. Dlaczego w takim razie robimy to
po raz kolejny? Argumentow ,,za” jest co najmniej kilka.

1. Pokazujac uzasadnienia tych wynikow, chcemy wyraznie podkresli¢ zasygnalizowane
w [Rebowski 2012] zjawisko glebokiego ,,usadowienia” liczby & w wielu wspodtczesnych
teoriach matematycznych.

2. Poruszana przez nas tematyka dotyczy wielu dyscyplin matematycznych. Zapoznanie
si¢ z nig wymagatoby od Czytelnika znajomosci specjalistycznej wiedzy.
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3. Studiowanie literatury poswigconej takiej tematyce dla niewtajemniczonego w arkana
matematyki Czytelnika jest na ogot ktopotliwe, zeby nie powiedzie¢ trudne. Przedstawione
dalej problemy wymagaja bowiem zaawansowanej wiedzy i sprawnosci technicznej,
a wszystko to odbywa si¢ kosztem zaangazowanego czasu. Idac naprzeciw oczekiwaniom
Czytelnika, cheieli$my caty ten proces uprosci¢ i maksymalnie skrocié.

4. Wreszcie chcieliSmy osiggna¢ cel podstawowy — spopularyzowac ten aspekt wiedzy,
bowiem co jak co, ale liczba & na pewno na to zashuguje.

Liczbe @ czgsto nazywa si¢ stalg Archimedesa, aczkolwiek jej pochodzenie jest o wiele
starsze !. Na pewno postugiwal sie nig tworca geometrii euklidesowej — Euklides (365-300
p-n.e.) Niewatpliwie Archimedes (287-212 p.n.e.) byl jednym z pierwszych, ktory zaczat ba-
da¢ liczb¢ @ naukowo. Stosujac metody geometrii, udato mu si¢ oszacowac jej warto$¢ z do-
ktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku. Nie ma natomiast zadnego dowodu na to, ze
oznaczal i nazywat te liczbe tak jak wspodlczesni, czyli wt-ludolfina. Symbol @ wprowadzono
do literatury przedmiotu dopiero w 1706 roku. Uznaje si¢, ze zawdzigczamy to Williamowi
Jonesowi (1675-1749), ktory zaproponowal uzywania greckiej litery pi dla oznaczenia statej
Archimedesa. Zrobil to w swoim dziele Synopsis Palmariorum Mathesos. Dla podkreslenia
geometrycznego pochodzenia tej liczby, czyli obwodu, uzyt pierwszej litery Stowa perime-
tron z greckiego mpiutpov. Spotkato si¢ to ze zrozumieniem owczesnego $wiata nauki,
a kropke nad ,,i” postawit Euler, wyrazajac swoja aprobate. Z kolei termin /udolfina odno-
si si¢ do matematyka niemieckiego Ludolpha van Ceulena (1540-1610), ktory jako jeden
z pierwszych nowozytnych uczonych zajmowat si¢ obliczeniem wartosci liczby z. Dopiero
w 1761 roku Johan Heinrich Lambert (1728—1777), matematyk szwajcarski francuskiego
pochodzenia, udowodnit, ze liczby tej nie mozna przedstawi¢ w postaci ilorazu dwoch liczb
catkowitych. Tym samym pokazal, Ze jest liczbg niewymierng. Stato si¢ wigc jasne, dlacze-
go ani Archimedesowi, ani Ceulenowi i innym nie udalo si¢ ustali¢ jej wartosci. Co wiecej,
okazato si¢, co pokazat w 1882 r. Ferdinand Lindemann (1852-1939), ze jest ona liczbg
przestepng, czyli nie moze by¢ pierwiastkiem rownania algebraicznego o wspotczynnikach
catkowitych?. Ma to swoje konsekwencje w postaci nawet niemozliwo$ci zapisania & za
pomoca skonczonego zapisu ztozonego z liczb catkowitych, dzialan arytmetycznych, utam-
kéw oraz poteg i1 pierwiastkow. Z geometrycznego punktu widzenia odkrycie to ostatecznie
rozstrzyga, ze niemozliwa jest klasyczna konstrukcja (przy pomocy linijki i cyrkla) kwadratu
o powierzchni rownej powierzchni danego kota. Problem ten nazywany jest w literaturze
przedmiotu kwadraturq kola.

Wszystkie fakty historyczne zaczerpneli§my z cytowanej literatury. Na szczego6lng uwa-
ge zashuguja wydawnictwa: [Boyer 1964, Cajori 1994, Courant i Robbins 1962, Downing

! Znane sg dowody $wiadczgce o korzystaniu z wiasnosci liczby © juz w starozytnym Babilonie.
Odkryto, ze na jednej z kamiennych tablic, datowanej na lata 1900—1680 p.n.e. pojawia si¢ opis wartosci
obwodu kota o $rednicy 1, przyblizony przez wartos¢ 3,125.

2 Réwnania, ktore powstaje z przyréwnania wielomianu do zera.
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1995, Merzbach i Boyer 2010, Tanton 2005, Weisstein 1989]. Czytelnika zachgcamy réwniez
do lektury [Aczel 1998, Guedj 2001] oraz do skorzystania z zasobow zrodta internetowego
http://mathworld.wolfram.com. Artykut z przyczyn technicznych sktada si¢ z dwoch czgsci.
Strukturalnie podzielony zostat na pig¢ rozdziatéw. Przedstawione w czgsci 2 zdjecia uczo-
nych pobrano z repozytorium wolnych zasobow Wikimedia Commons.

2. Liczba 7 w teorii funkcji rzeczywistych

7 jest liczbg niewymierng, o czym wiadomo co najmniej od 1761 roku. To wiasnie dlatego
trudno jest postugiwac si¢ ® w obliczeniach numerycznych czy w technice. Wymaga to bo-
wiem uzywania jej wartosci przyblizonej, np. 3,14159, ale rowniez czasami rozwinigciem
postaci
= 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510
58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679 82148
08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128 48111 74502
84102 70193 85211 05559...,

a w konsekwencji kontroli doktadnosci takiego rachunku. Dla matematyki taka aproksymacja
jest niedostateczna, co stalo si¢ wyzwaniem dla wielu pokolen matematykéw. Dociekliwego
Czytelnika odsytamy w tym miejscu do lektury bardzo znanej w literaturze przedmiotu
ksigzki E. Couranta i H. Robbinsa Co fto jest MATEMATYKA oraz do strony internetowe;j
http://mathworld.wolfram.com.

Skoro liczby m nie mozna zapisa¢ w notacji pozycyjnej?, zaczeto poszukiwaé metod
i technik rachunkowych pozwalajacych t¢ trudno$¢ obejs¢. Stato si¢ to za sprawg wielu ma-
tematykow, wsrod nich na uwage na pewno zastuguja: P. Fermat (1601-1665), 1. Newton
(1643-1727), G. W. Leibnitz (1646-1716), B. Taylor (1685-1731), L. Euler (1707-1783),
J.B.J. Fourier (1768—-1830), C.F. Gauss (1777-1855), A. Cauchy (1789-1857), B. Riemann
(1826-1866), J. Hadamard (1865-1963), S. Ramadujan (1887—-1920) i inni. Przelomem stato
si¢ zdefiniowanie pojecia zbieznosci ciagu liczbowego oraz jego uogodlnienie na przypadek
funkcji rzeczywistych. Pozwolilo to sposrdd wszystkich funkcji rzeczywistych wybra¢ te
»dobre”, czyli funkcje ciggle. Stad byt juz maly krok, chociaz w historii matematyki okazat
si¢ on krokiem milowym, w kierunku funkcji gladkich, czyli rozniczkowalnych. Mariaz teorii
szeregdw z uzyskanymi wynikami rachunku rézniczkowego oraz teorii catki zaowocowat
zaistnieniem poteznego narzedzia — feorii szeregow funkcyjnych, w tym szeregow potego-
wych i szeregow Fouriera. O mozliwo$ciach tej teorii w badaniu zagadnien teorio-liczbowych
napiszemy dale;j.

3 Wecale to nie oznacza, ze zaprzestano zajmowac si¢ tym problemem. Do$¢ sugestywnie przedstawio-
no to np. w filmie zatytulowanym ,,n”” Darrena Aronofskiego z 1998 r. Ponadto dalej trwaja poszukiwania
doktadniejszych rozwinigé m (patrz np. http://mathworld.wolfram.com, 28.09.2011.).
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2.1. Rozwiniecie funkeji arctg i wzoér Leibniza na n

Wezmy funkcje
™ T
R >z — arctg(x) € (— 5 5)
Przypomnijmy, ze funkcja ta powstaje w wyniku wzigcia funkcji odwrotnej do pierwszej ga-
fezi funkcji trygonometrycznej fangens. Oznacza to, ze jej wykres wyglada tak jak na rys. 1.

Z podstaw rachunku rézniczkowego wiadomo, ze
! 1
(a,rctg(:z:)) =112 dla wszystkich rzeczywistych x.

Wynik tego rdzniczkowania nalezy skojarzy¢ z ciggiem geometrycznym, dokladniej z jego
skonczong suma. Z matematyki elementarnej wiadomo, ze dla ciagu

dla g # 1, S, — suma jego wyrazow ma postac

1—-q"

S, =
1—gq

co po prostym przeksztatceniu daje

1
— =1 g
i R A et

Jesli teraz dokonamy podstawienia g = —x?, to otrzymamy pochodna funkcji arctg (q zawsze
jest rozne od jednosci dla kazdego x), czyli

(arctg(x))/ = 2(_1,2)1' n (17 2)n

A
+ 22
lub réwnowaznie
n—1 )n 2n

(arm‘g ) 1) z% +
i—0

dla z € R.

<.
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1,5

0,5

-0,5

I

—

0
1

Rys. 1. Wykres funkcji arctg

Scalkujmy te rownos$¢ obustronnie po przedziale jednostkowym [0, 1]. Z podstawowego
twierdzenia rachunku catkowego Riemanna—Newtona—Leibniza, liniowosci catki i faktu, ze
fol ahde = k%l dla wszystkich naturalnych k, dostaniemy

tgl —arctgd =1— 4~ -1 2 +(1)"/1 L
arct — arct = — = - — = e — — —=ar.
g g 375 7 o — 1 o 1+ a2

Poniewaz arctgl = 7,

macyjnej, oznacza, ze

arctg0 = 0, wigc ostatnia rownos¢, po zastosowaniu konwencji su-

T - (—1)7-t Loogp2n
z- D
g ;2]’71“ )/01+12 "

: e : . T n (—l)j’1
Daje to nam przybliZenie liczby 7 suma > 7, T

1 2n 1 2n
€ = |(—1)”/ B :/ S dx.
o 1+ 22 o 1+ 22

Pozostaje zbadac zbiezno$¢ ciagu (€,). Z definicji €, >0 dla kazdego n.

z doktadnoscig e, gdzie

Z drugiej strony, jesli spojrzymy na funkcje

2n

f(z) z €[0,1],

Tl

to poniewaz 1 + x2 > 0 oraz x** > 0,
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f(z) <2 z€0,1].
Z interpretacji geometrycznej catki wynika, ze fo x)dr < f z?dz i dlatego

! 1
€n < / zdy = .
0 2n+1

Poniewaz wyrazy ciagu (¢,) s3 nieujemne, wi¢c powyzsza nierownos¢ pozwala wykorzystac

znane kryterium zbieznosci ciggu — twierdzenie o trzech ciggach. Oznacza to, ze (¢,) — 0.
W takim razie z twierdzenia o granicy sumy dwdch ciaggéw dostaniemy

& (1
= lim Z .
n—o0 = 27 —1

Wykorzystujac pojecie szeregu liczbowego 1 jego sumy, ostatnia rowno$¢ mozemy zapisac
nastgpujaco

[ee]

= 27 -1’
co oznacza, ze liczba & jest rowna czterokrotnej sumie naprzemiennego szeregu odwrot-
nosci kolejnych liczb nieparzystych. W literaturze powyzsza rowno$¢ znana jest jako wzor
Leibniza. Bylo to pierwsze takie przedstawienie liczby 7.

2.2. Szeregi harmoniczne a liczba n

Wsrod szeregébw liczbowych o wyrazach dodatnich wazng role odgrywaja tzw. szeregi
o—harmoniczne, czyli ©
Z —, gdzie a > 0.
n()t

n=1

Dobrze wiadomo, ze dla a € [0, 1] szeregi te sa rozbiezne, natomiast dla o > 1 juz sg zbiezne.
Pozwala to, jak zauwazyt Riemann, zdefiniowa¢ funkcje nazywang funkcja { Riemanna *,
czyli
1
=3 —, 1.
¢(a) ; >
Przyktadem rozbieznego szeregu a—harmonicznego jest szereg ., o nazywany szere-
giem harmonicznym. Zjawiska opisane szeregiem harmonicznym znane byty w jakims sensie
juz starozytnym. Pojawialy si¢ jako paradoks Zenona z Elei (490 rok p.n.e.). Zanim zajmie-
my si¢ zwigzkiem migdzy szeregami a—harmonicznymi a liczba m, podamy przyktad jedne;j
z wersji takiego paradoksu.

4 Z funkcjg tg, a tak naprawde z jej zespolonym rozszerzeniem zwigzana jest stynna, bowiem nie
rozstrzygnieta do tej pory, hipoteza Riemanna. Jej znaczenie jest wazne w teorii liczb pierwszych.
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Mowi on o Archimedesie, ktory §ciga podazajacego przed nim zétwia. Sprecyzujmy wa-
runki, w jakich odbywa si¢ ta rywalizacja.

1. Archimedes jak i z6tw poruszajg si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym.

2. W chwili zero Archimedes znajduje si¢ w punkcie 4 odlegtym od punktu Z, w ktérym
znajduje si¢ zotw.

3. Odlegtos¢ punktu 4 od Z wynosi d,,.

4. Jesli v, 1 vz oznaczaja odpowiednio predko$¢ Archimedesa i zotwia, to v4 = fv, dla
S >1 (przeciez Archimedes nie poruszat si¢ w z6twim tempie).

Zajmijmy si¢ najpierw analiza logiczna zjawiska tego poscigu. W chwili zero obaj ru-
szajg przed siebie, ruchem jednostajnym prostoliniowym?. Po pewnej chwili, powiedzmy ¢,
Archimedes dotrze do punktu Z. W tym czasie zotw przebedzie droge, ktora zaprowadzi go
do punktu Z;, r6znego od Z. W kolejnym kroku analizy Archimedes po kolejnej chwili #, do-
trze do punktu Z,, z kolei z6tw oddali si¢ do nowego punktu Z; itd. Poniewaz nie ma powodu,
aby twierdzi¢, ze iteracje tego zjawiska kiedys zakoncza si¢, przeciez oboje, Archimedes, jak
i z0tw, poruszaja si¢ zgodnie ze sformutowanymi zasadami, nie ma podstaw twierdzi¢, ze
Archimedes kiedykolwiek dogoni zétwia. Z drugiej strony, chociazby z autopsji wiemy, ze
taki poScig zakonczy si¢ zawsze sukcesem i jest to tylko kwestia czasu. W takim razie przed-
stawione wyzej rozumowanie wyklucza istnienie ruchu! O co tutaj chodzi?

Aby definitywnie rozstrzygnaé kwesti¢ przedstawionego poscigu, przeprowadzimy jego
analiz¢ numeryczna, czyli ilosciowa. W tym celu wprowadzmy nastgpujace oznaczenia:

*d,dlan=0,1,2, ... niech oznacza dtugos$ci odcinkow AZ, ZZ,, Z\Z,, ...;

s t,dlan=0,1,2, ... czas, jaki potrzebuje Archimedes i z6tw na przebycie kolejnych
odcinkow.

Z zatozenia v, = vz id, = Vyt, oraz d| = vzt,, bowiem odcinki AZ i ZZ, oboje pokonuja
do

w czasie ¢,. Poniewaz wtedy 1, = %, wigc

. dy, wvad, d,
di=vy— = —— =
! 2y A B va I

Podobnie, poniewaz d, = v 4t; 1v4¢) = vz, (Archimedes i z6tw przebywaja odcinek ZZ,), wigc
t1 = #t, i dlatego

- i ¢ UZIL (/UA ) 21 do do
do = v =Vz—1t, = | — —_—— = .
2 A ZUA C 3 VAL ‘62
I ogdlnie, powtarzajac powyzsze rozumowanie, otrzymamy, ze d, = ‘3]7 dla wszystkich na-
turalnych n. DostaliSmy wigc szereg liczbowy o wyrazie ogdlnym d,,, ktory jest zbiezny. Jesli

przez S oznaczymy jego sumg, to

S = ;d" = d; 7= dm

5 Umdwmy sie, ze dla uproszczenia pomijamy wstepng faze ruchu, kiedy to wystepujg przyspieszenia.
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Wtedy S jest catkowitg droga przebyta przez zotwia w tej wedrowce. W tym samym czasie
Archimedes pokona droge rowna

S+d,=d,—— ! al*dL
‘B-1 ‘-1
na koncu ktdrej dogoni zétwia! Zatem nie jest tak, jak thumaczy to logika, ktéra w swoim ro-
zumowaniu nie uwzglednia efektu zbieznos$ci, a tylko nieskonczone pojawianie si¢ wartosci
dodatnich. Ruch w takim razie jednak istnieje!
Wracamy do naszego gléwnego problemu tego rozdziatu — zwigzku pomiedzy liczba 7
a szeregami a—harmonicznymi. Wezmy jeszcze raz wzor na pochodng funkcji arctg otrzy-
many w podrozdziale 1.1

n—1 1)n 2n

(m(z‘g ) Y% 4
i—0

dla z € R.

<.

Ustalmy ¢ € [0,1] i scatkujmy t¢ rowno$¢ obustronnie po przedziale [0, 7]

n—1

/Ot (m‘ctg(x))/dx = Z(—l)j /Ot 2¥dy + (—1)" /Ot %dr

Jj=0

Liczac kazdg z calek, otrzymamy

n—1 -t2j+1 t ‘,L,Zn
arctg(t) =Y (-1) - +(—1)"/ —da.
i=0 0

2741 14 a2

Szykujemy si¢ do wykonania przejscia granicznego przy n — co. W tym celu skorzysta-
my z oszacowania, ktore w podobnej wersji pojawito si¢ w podrozdziale 2.1

n-1 t2j+1 t e t £2n+1 1
larctg(t) E / Zdl’ < / 2dx = < S
= 2j+1 0o 1+ 0 2n+1 7~ 2n+1

co pokazuje, ze dlax € [0, 1]

0 .
$271+1

arctg(x) = Z(fl)”

n=0

n+1

Jest to tzw. rozwinigcie w szereg potegowy, zwany tez szeregiem Taylora—Maclaurina, funk-
cji arctg.

Euler zauwazyl, ze szereg ten (jak i wiele mu podobnych) mozna poddaé pewnemu prze-
ksztatceniu®, w wyniku czego dostaniemy

arctg(z 1+T2Z 2n+1ﬂ(1+x2> ’

© Mowa tutaj o przeksztatceniu Eulera (patrz np. [Fichtenholz 1976]). Niestety, ale zaprezentowanie
jego tresci wykracza poza ramy tego artykuhu.
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gdzie symbolem (27)!! (odpowiednio (2 + 1)!!) oznaczyliSmy iloczyn kolejnych liczb pa-
rzystych (nieparzystych) od 2 do 2x (od 1 do 2 + 1). Na przyktad

MN=1-3-5-7=105,6!=2-4-6=48.

Powyiszq réwnos$¢ przeksztalcamy dalej. Zaczniemy od zamiany zmiennych, podstawiajac
T = \/ﬁ dla ¢ € [0, ¥2]. Niech liczba s € (=%, 5 ) bedzie taka, ze

t
arct =5
N
Wetedy, z definicji funkcji arctg i tg oraz uwagi, ze cos(s) > 0 dla wybranego s, dostaniemy
kolejno

t sin(s) sin(s) sin(s)

Vv1—1¢2 =t9(s) = cos(s) - \V/cos?(s) N V1= sin2(s)

Rozwiazujgc te proporcje, otrzymamy 2 = sin’(s), skad ¢ = sin(s), bowiem ¢ oraz sin(s) jest
nieujemne. Oznacza to, ze s = arcsin(f) i dlatego

arctyg = arcsin(t).

1—1¢

Aby dokonaé zamiany zmiennych we wzorze na arctg musimy jeszcze wyrazié 322 oraz
% za pomoca t. Wyglada to nastgpujaco

t

x _ V112 _ t(l_t2) =t 1—t2’
1+ 22 1+1tz V1—1t2
:L,Q t2
1—t%) =+,
1+ 22 1—t2( )

Po zamianie zmiennych we wzorze na arctg dostaniemy

(2n)
arcsin(t) =tvV1 —t? Z (2 :L_ D! n,

albo po przeksztatceniu

[e%e]

arcsin(t) (2n)! V2
1‘2"“ dlate [0 —}
Ji_2 Z 2n+1 . 2

n=,



38 Ryszard Rebowski

Niestety, ale na tym nie koniec. Juz z dotychczasowych wynikéw wida¢, ze Euler byt
wirtuozem techniki rachunkowe;. Zobaczmy, co uczynit dalej. Zaczat od obustronnego scat-
kowania po przedziale [0, s], gdzie s < Y2, catkujac prawg strone wyraz po wyrazie’, czyli

* arcsin( > s
t2n+ldt.
Jo 1/17#2 22n+1ll/

Dla plerwszeJ catki wystarczy zauwazy¢, ze poniewaz funkcja pierwotna jest rowna
((ncam( )) , j&j warto$¢ wynosi

o g2n+2

1
2(‘”“‘” ) :Z 2n+1 on +2°

n=

Na szeregu wystepujagcym po prawej stronie wzoru dokonamy kolejnego przeksztatce-
nia — zamienimy zmienne, podstawiajac 2k = 2n+2. Wtedy wartosci wskaznika sumacyjnego
beda zmieniaty si¢ od 1 do oo i dlatego

” 2k

1 oo
5 ((17(,57/71/ S ) Z 2k ,1 I Qk

k=1

Swiatetko w tunelu zobaczymy, jesli zauwazymy, ze ciag Zk f;.: 5 mozna zapisaé za

pomoca silni. Istotnie, z definicji operacji !! mamy

(k—211  2-4-6-8-...-(2k—2)

(2k— D2k 1-3-5-7-...-(2k—1) -2k’
Ale

2:4-6-8-.. -(2k—2) = 2(2:2)(2:3)(2-4) ... 2(k—1) = 2¢"11.2.3-4-. . - (k—1) = 2"} (k—1)!
Podobnie
o 12340 (2k— 12k (2Kk)!
1-3:-5-7-...-(2k—1)-2k = 5168 @ 2 Tkl

Dlatego

(b= 1 [(k= D

2k — )12k (2k)!
Wracajac do glownego rachunku, otrzymamy
1 7 - [(k =1 2%k—2
3 (arcam(s)) = kz:; W(Zs)

lub réwnowaznie

Q(arcsm ) i 25)2k dla s € [ ?}

k=1

7 Oczywiscie Euler wezesniej wykazat, ze tak mozna (patrz np. [Fichtenholz 1976]).
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. . . L 1 . . . T 1 .
Przyjmujac w ostatnim wzorze s = 3, poniewaz sing = 5, dostaniemy

(e~ 12
(2k)!

2

e

WK

k=1
Zaraz, zaraz, przeciez miat by¢ szereg a—harmoniczny. Domyslamy si¢, co chcemy napi-
sa¢. Euler wykazal8, ze

o0 1 (o)
2,72:32 ;

n=1 k=1
co pozwala nam ostatecznie podaé tre$¢ stynnego wzoru Eulera

2

<1
D=3

W rozdziale 3 wzoér ten pozwoli nam rozwigza¢ ciekawy problem liczb wzglednie
pierwszych.

2.3. Liczba m a liczby pierwsze

Czas, aby doktadniej przyjrzec si¢ funkcji dzeta Riemanna. Euler jako pierwszy zauwazyt, ze
istnieje zwigzek pomigdzy ta funkcja a zbiorem liczb pierwszych. Przypomnijmy, ze liczby
pierwsze to takie liczby naturalne p > 1, ktorych rozktad na czynniki pierwsze jest trywialny,
czyli ma posta¢ p = 1- p. Dlatego na przyktad liczby 2, 3, 5, 7, 11 sg liczbami pierwszymi.
Oznaczmy zbor wszystkich liczb pierwszych przez P. Juz Euklides zauwazyl, ze zbior liczb
pierwszych nie moze by¢ skonczony. Euklides rozumowat nastepujaco: gdyby tak nie byto,
to P = {py, ps, ..., pn}. W takim razie liczba n = p; p, ... p, + 1 na pewno nie mogtaby by¢
pierwsza, bowiem nie nalezy do zbioru P. Z drugiej strony, przy dzieleniu przez kazda liczbe
pierwsza p; liczba n daje reszte 1, stad jej rozklad na czynniki pierwsze ma postacn=1-n
W takim razie musi by¢ liczba pierwsza, co przeczy temu, ze zbidr P jest skonczony. Dlatego
zbidr liczb pierwszych nie jest skonczony. Euklides zauwazyt wigcej, co przeszto do historii
literatury przedmiotu pod nazwa twierdzenia o faktoryzacji (patrz np. [Sierpinski 1965]).
Udowodnit bowiem, ze kazdg liczb¢ naturalng n > 1 mozna przedstawié w postaci n = p; p,
.. Pn, gdzie p; € P, k> 1 1 rozklad ten jest jedyny.
Po tym wstegpie wro¢my do funkcji dzeta. Ustalmy liczbg pierwsza p. Wtedy dla kazdego

s>1,0< z% <1 i dlatego dla nieskonczonego ciggu geometrycznego p% ., mamy

1 1 1
I+ =+ +... =¥
p p —

8 Szczegbty tego rozumowania pominiemy. Mozna je znalez¢ np. w [Fichtenholz 1976)].
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Przypu$émy, ze czynnos¢ t¢ powtérzyliSmy dla n kolejnych liczb pierwszych py, pa, . . ., px
(pamigtamy, ze P jest zbiorem nieskonczonym). Pomnézmy stronami otrzymane réwnania
przez siebie, czyli

= 1 ) ( = 1 = 1 1 1 1
(ZW Z?>(ZK): _iq_ 1y _ 1
k1 ' ka ’ kn=0 Pr i Py i i

-0 P1 —0 P2 j2 PS5

Spojrzmy na lewa strone ostatniej rownosci. Z zasady rozdzielno$ci mnozenia wzgle-
dem dodawania i twierdzenia o granicy iloczynu, po lewej stronie dostaniemy sum¢ wyrazen

postaci 11 1 1

J1, J2

o R )

JlS ]28

P1

Z twierdzenia Euklidesa o faktoryzacji wynika, ze iloczyny p/'p} ... pir generuja zbior liczb
naturalnych wiekszych od jednos$ci. Poniewaz w sumie po lewej stronie jest rowniez sktadnik
réwny 1, wigc lewa strona dla dostatecznie duzego » bedzie miata postaé
1+ l PRL I
3s ks’
W takim razie, przechodzac do granicy przy n — oo, dostaniemy

o0

s)=D — = MH

n=1 17]

W matematyce ostatniag granice nazywa si¢ iloczynem nieskonczonym, co zapisuje si¢
. . o0 .o . r 7
symbolicznie [[;~;. Dlatego dla ful’le]l dzeta Riemanna mamy réwnosé¢

Poniewaz wiemy, ze ((2) = %2, mamy kolejng, nalezacg rowniez do Eulera, reprezenta-
cj¢ liczby m, tym razem zwigzang z liczbami pierwszymi

2.4. Tloczyn Wallisa jako reprezentacja n

Do tej pory glownie pokazywaliSmy metody prowadzace do wyreprezentowania liczby o
za pomocg szeregow liczbowych. Nie ulega watpliwosci, ze w zdecydowanej wigkszosci
przypadkow stato si¢ to za sprawa wielkiego Eulera. Nie tylko jednak on przeszedt do hi-
storii matematyki jako odkrywca takich zaleznosci. Na uwagg zastuguje rowniez oryginalny
wynik J. Wallisa (1616-1703), ktérym wlasnie teraz zajmiemy si¢. Istnieje wiele sposobow
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uzyskania wyniku Wallisa. Jak zwykle prym wiedzie tutaj Euler. Metoda, ktora zaprezentu-
jemy, wydaje si¢ by¢ najprostsza, bowiem technicznie najmniej wymagajaca i trochg zapo-
mniana. Tym bardziej warta jest od§wiezenia.

Pomyst polega na tym, aby skonstruowa¢ pewien regularny ciag liczbowy® biorgcy sig
z scatkowania funkcji sin”. Doktadniej, niech

Q= /2 sin”™(x)dz, dlan > 0.
0

s

Nie ma wickszego problemu z pierwszymi dwoma wyrazami tego ciaggu, bowiem @o = 5
oraz

a; = /2 sin(z)dx = —cos(:}:)}og =1
0

Zapami¢tajmy te wyniki, dalej beda nam potrzebne. W takim razie wezmy teraz n > 2.
Poniewaz sin"(x) = sin" '(x)sin(x), wigc mamy do czynienia z klasyczna sytuacja — funkcja
podcatkowa jest iloczynem i mozemy probowac zastosowac metode catkowania przez czesci
(patrz np. [Fichtenholz 1976]). Postepujac zgodnie z procedura, bierzemy rozktad

u = sin™ " (z), dv = sin(z)dz

du = (n — 1)sin™ %(x)cos(z), v= —cos(x).

Ze wzoru na catkowanie przez cze¢sci dostaniemy teraz

s

a, = —cos(:r)sm'“l(:r)}o% +(n—1) /05 sin" " (z)cos*(x)dz.

Pozwala to nam napisaé
z
a, = (n— 1)/ sin™2(z)(1 — sin®(z))dz =
0

—(n — 1)/0g sin"™(z)dz + (n — 1)/072T sin™ 2 (z)d.

Po uporzadkowaniu dostaniemy

s

2
a, =—(n—1)a, + (n— 1)/ sin" % (x)dx,

0

co ostatecznie daje

=
n—1 [z . n—1
a, = sin™2(2)dr = ———ay_o.
n Jo n

° Ciagi takie nazywamy rekurencyjnymi (patrz np. [Rebowski 20091]).
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Aby wyznaczy¢ kolejne (dla n > 2) wyrazy tego ciagu, postuzymy si¢ wielokrotnie po-
wyzszg zalezno$cig. Dla n = 2 wyglada to prosto, bowiem

1 17
s = —ag = ——.
27270 T 22
Dla n > 2 przebiega to tak
n—1 n—1n—2-1
ap = Ap—2 = Ap—4.
n n n—2

Rozwazymy teraz dwa przypadki, kiedy n jest parzyste i nieparzyste. W sytuacji pierw-
szej, powtarzajac odpowiednig ilo$¢ razy powyzszy rachunek, otrzymamy
n—1n—-3n-5 1 n—1n—-—3n-5 17

a, = S =, = —.

n n—2n—4""2 n n—2n—4"""22

Jesli teraz n jest nieparzyste, to wygladato to bedzie nastgpujaco

n—1ln—-3n—5 2 n—1ln—3n—5 2
= R
n n—2n—4 3 n n—2n—4 3

Ay =

Dalej wygodniej bedzie zapisa¢ oba wzory, przedstawiajac liczbe parzysta jako 2n, niepa-
rzysta 2n + 1. Otrzymamy to w wyniku podstawienia w tych wzorach zamiast » odpowiednio
2n12n+ 1. Wtedy wyrazy parzyste ciagu (a,) beda miaty postac

2n—12n—32n—15 }E
2n 2n—22n—4"""22

Aop =

natomiast nieparzyste

2n 2n—22n—4 g
n+12n—12n -3 "3

A2n+1 =

Dla dalszego rozumowania istotne wydaje si¢ by¢ zauwazenie, ze ciag (a,) zachowuje si¢
monotonicznie, czyli

0 < agnyr < agp < agp_1.

™

Wynika to wprost z jego definicji i wtasno$ci funkcji sin dla argumentu z przedziahu [0, 5].
Poniewaz wtedy sin(x) € [0, 1], wigc
sin® ! (x) < sin®"(x) < sin® (),

co z monotonicznosci catki uzasadnia monotoniczno$é ciagu (a,). W takim razie mamy

1< A2p, < A2n—1

Qont1  Q2ny1
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Czas wykorzysta¢ uzyskane wyniki. Z otrzymanych wzordéw na as, i dg,,; 1 nierdwno-
& azn : .
sei 1 < 7= wynika, Ze

1<2n—12n—32n—5 }E n+12n—12n—-3 §
- 2n 2n—22n—4"""22 on 2n—22n—4 2’

co mozemy zapisa¢ nastg¢pujaco

1<2n+12n—12n—12n—32n—3 5331w

M 2m 2m—22n—22n—4 44222

Analogicznie dla ilorazu 2*=* mozemy zapisaé

a2n+1

2n+12n—12n—3 3

A1 Qon—1)+1 _ 2n—22n—42n—6

. B

2
Qs @1 2n—12n—32n—5 "3  2n 2n—22n—4 2
co po skréceniu daje

A9pn—1 - 2n+1

Aon+1 2n

Z przedstawionych wyzej rachunkow wynika, ze

= 2n 20 2m—22n—22n—4 44222~ 2n

<2n—0—12n—12n—12n—32n—3 53317r<2n+1

Z twierdzenia o trzech ciggach oznacza to, ze

i n+12n—12n—12n—32n — 3 5331w 1
im === =1,
n—oo  2n 2n 2n—22n—22n—4 44222

co oznacza, po zmianie kolejnosci czynnikow w iloczynie, ze

T . 22446 2n—2 2n 2n
—=lim ———=- .
n—oo 13355 2n—12n—12n+1

Jest to sygnalizowany na wstepie stynny wzor Wallisa, przedstawiajacy liczbe T w posta-
ci iloczynu nieskonczonego. Co za zaskakujgca regularno$¢!

2.5. Liczba & jako nieskonczony ulamek lancuchowy
Kt6z z nas nie styszal o zasadzie podzielnos$ci. Przeciez o tym byta mowa juz w szkole pod-
stawowej. Przypomnijmy ja, aby tatwiej bylo kontynuowac¢ rozumowanie. W mysl tej zasady

dla dowolnej liczby catkowitej p i naturalnej ¢ istniejg liczby catkowite w, r, ze

p=wq+r,gdzie r€{0,1,2,...,q— 1}.
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Co wigcej, liczby w, r o podanych wlasnosciach wyznaczone sa jednoznacznie. Méwimy
wtedy, ze r jest resztq z dzielenia p przez q. Jesli dodatkowo r = 0, oznacza to, ze g dzieli p.
Zasada ta pozwala zapisa¢ kazda liczbe wymierng w postaci pewnego szczegdlnego
utamka. Ale po kolei. Przede wszystkim zapiszmy zasade podzielnosci w innej, rtOwnowaz-
nej postaci » .
—=w+ —.
q q
Wtedy po lewej stronie tej rownosci mamy liczb¢ wymierng. Prawa strona mowi, ze liczbe
te mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci frakcji catkowitoliczbowej 1 w utamkowe;j
- €10,1].
Wezmy ten utamek, zaktadajac, ze » > 0, 1 zapiszmy go w postaci

T
q w1+%'

Procedurg t¢ mozemy powtarza¢ dopoty, dopoki w i-tym kroku »; > 0, ale co najwyzej po
r krokach, z powodu Ze cigg powstalych reszt (r;) jest malejacym ciggiem liczb catkowitych
nieujemnych. W efekcie zastosowania tej procedury otrzymamy
P L
—=w+
q v 1
wy
wy + 1

w4+ ...— .
U)j

Drugi sktadnik ostatniej sumy nazywamy ufamkiem tancuchowym. Przesledzmy to jesz-
cze raz na przykladzie liczby 2. Dostaniemy kolejno

9 _ 14 _ 1 I I 1 B
ﬁfaJrﬁfoJrﬁfoJr 3—o+ 1—o+ -
3 13
5+ ! 5+ !
P
1 1
4+5 4+—1
P 143
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Czytelnik pewnie zastanawia si¢, czego oczekujemy od pojecia utamka tancuchowego.
Przeciez postugiwanie si¢ tym pojeciem jest klopotliwe — zajmuje sporo czasu i miejsca
na kartce papieru. Domyslamy si¢, ze powod jest i jak najszybciej musimy o nim napisac.
Przede wszystkim nie chodzi tutaj o liczby wymierne. Te prosciej jest zapisa¢ w uktadzie
pozycyjnym, na przyktad dziesi¢tnym. Skoro tak, to bedziemy mowili o liczbach niewy-
miernych. Ale kazdy utamek tancuchowy jest liczbg wymierng, wigc co$ jest nie tak. To tez
wyjasnimy, tym razem zaczynajac od przyktadu, biorac do tego v/2 — 1.

Bezpo$rednim rachunkiem mozemy sprawdzi¢, ze /2 — 1 jest pierwiastkiem rownania

2242 —1=0dlaz>0.

Roéwnanie to zapiszemy inaczej

P?+2r-1=02(r+2)-1=02= .
T+ 2

Z réwnania tego, w wyniku podstawiania w miejsce X po jego prawej stronie wyrazenia 53,
otrzymamy

2
+x+2

Wyglada to znajomo, przeciez to jest (algebraiczny) ulamek lancuchowy. Oznaczmy
prawa stron¢ powyzszej rownosci przez. Jesli powtdrzymy te procedure dla rownania
x = [1(x), to dostaniemy

2+

2+

Prawg strone otrzymanego rownania oznaczmy przez [»(x). Poréwnujgc dwa ostatnie rowna-
nia, fatwo zauwazy¢, ze poniewaz

faz) = fl(x Jlr 2)’

drugie rownanie ma postaé

iz'fl(x}rQ)’

Nietrudno sprawdzi¢, ze jesli procedure te przeprowadzimy n razy, a przez [,(x) oznaczy-
my prawg stron¢ otrzymanego réwnania

.‘2-%—1;
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to
x= fu(z)dlaz>0

oraz

fua@) = 1(=5).

Z konstrukcji kolejnych rownan wynika, ze kazde z nich ma to samo rozwigzanie x,

w zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich, mianowicie x, = v/2—1. Z powyzszego wynika,

ze dla x,, ciag [.(x,) jest zbiezny do x,. Symbolicznie ostatnie stwierdzenie mozemy zapisaé
nastgpujaco

V2-1= !

2+

2+

1

2+
1 nazywamy cigglym utamkiem tancuchowym.
W takim razie liczbe niewymierna v/2 mozemy wyreprezentowa¢ jako

1
V2=1+

2+
2+

1

24
Teraz wszystko jest jasne. Ciagly utamek lancuchowy pozwalajacy wyreprezentowaé
liczbe niewymierng /2 wykazuje zadziwiajacg regularnosé, w przeciwienstwie do efektu
zapisu dziesigtnego, ktéry w ogdle — poprzez skrajng nieregularno$¢ — nie jest mozliwy.
Ogo6lnie méwiac, mozna udowodni¢, ze kazda liczbg niewymierna i tylko liczbe niewy-
mierng mozna przedstawi¢ w postaci cigglego utamka tancuchowego (patrz np. [Rebowski
2009]). Mistrzem w reprezentowaniu liczb niewymiernych za pomoca ciaglych utamkow
tancuchowych byt Euler.
W przypadku liczby & wykazat (szczegoly pominiemy), ze
m 1
4 12
1+

32
52
72
92

2+
2+
2+
2+

2+

Jest to jednoczesnie jeden z dowoddw na to, ze 7 jest liczbg niewymierng.
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2.6. Liczba & a najpiekniejszy wzér matematyki

Zanim przedstawimy najpigkniejszy wzor matematyki, potrzebujemy jeszcze jednej waznej
liczby rzeczywistej. Liczba m zwigzana jest z rownie wazng liczbg, zwang liczbg Eulera ',
ktéra symbolicznie oznaczamy literg e. Domys$lamy si¢, na czym polega problem — jest ona
liczbg niewymierna, co po raz pierwszy pokazat Euler!!.

Znanych jest kilka sposoboéw definiowania liczby e. Wspomnimy tutaj tylko o tych naj-
bardziej znanych.

1. Liczbe e definiuje si¢ % jako granice ciggu rosngcego i ograniczonego z gory (a,), gdzie

I\
an = (1 + 7) .
n

Wigkszo$¢ Czytelnikow tego tekstu zapewne w takich okoliczno$ciach zapoznata si¢ z ta

liczba.
2. O wiele mocniejszym wynikiem jest przedstawienie liczby e jako sumy nastgpujacego
szeregu liczbowego '3 ~
=3
’ = nl '

Argumentow na to jest wiele. Jednym z nich jest szybko$¢ zbieznosci tego szeregu do e,
ktora jest nieporownanie wigksza, anizeli ciagu (a,). Kolejny, koronny, argument wykorzy-
stuje ten szereg do zdefiniowania jednej z najwazniejszych funkcji elementarnych — funkcji

wyktadniczej © _n
Ror—¢e" = Z —'
n
n=0

3. Niech f oznacza funkcje rzeczywista rozng od statej i rozniczkowalng, dla ktorej
f'(x) = f(z) dla wszystkich rzeczywistych z.

Wtedy f musi by¢ eksponenta.
4. Wezmy funkcje f dang wzorem

@
[1,00) 32 — / —dt.
1 t

Wowczas jedynym rozwigzaniem rownania f(2) = 1 jest liczba e.

10 Czasami nazywana jest liczhg Nepera. J. Napier (Neper) (1550-1617), szkocki wlasciciel ziemski
jest odkrywcg logarytmow naturalnych, ktore w podstawie miaty liczbe e.

11" Jest nawet przestepna, co wykazat Ch. Hermite (1822-1901). Z prac Hermite’a korzystat pozniej
Lindemann, dowodzac przestgpnosci liczby 7.

12 Po raz pierwszy zrobit to J. Bernoulli (1667—1748).

13 Wynik ten nalezy do Eulera. Od 1728 roku liczba ta oznaczana jest symbolem e.
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Istnieje Scisty zwigzek pomiedzy tymi dwiema waznymi liczbami. Po raz pierwszy do-
strzegl to A. de Moivre (1667-1754) pokazujac, ze wynik operacji n! jest asymptotycznie
rowny cn"tie~" , dla pewnej stalej rzeczywistej c. Oznacza to, ze

n!
— 1.

Cnn-%—% e—"n
Nastepnie J. Stirling (1692—-1770) poprawit ten wynik, pokazujac, ze stala ¢ we wzo-
rze de Moivre’a jest rowna v/27. Wynik ten przeszed! do historii jako tzw. wzor Stirlinga
W postaci

nl ~ (ﬁ> V2
e

albo rownowaznie |
. n!
hm — = 1
n—oo /27 (2)"

Stad juz maty krok do sygnalizowanej zalezno$ci pomigdzy liczbami 7 i e,

V4 27m> B

n!

e = Jim n

Po tych dywagacjach na temat liczby Eulera mozemy wrdci¢ do wyjasnienia, co rozumie-
my przez najpigkniejszy wzor w matematyce. Zwigzane to jest z kolejnym wielkim odkry-
ciem, sformalizowanym przez Gaussa i W.R. Hamiltona (1805-1865), a dotyczacym ciata
liczb zespolonych ', Jest rzecza zdumiewajgca, ze Gaussowi brakto wyobrazni i poprzestat
na algebraicznym opisie liczb zespolonych, nie zauwazajac potrzeby wykorzystania ich in-
terpretacji geometrycznej, aczkolwiek w literaturze mowi sie o plaszczyznie Gaussa®>.

Spojrzenie na liczby zespolone z perspektywy geometrii spowodowalo, ze dotychcza-
sowy kartezjanski uktad wspotrzgdnych nalezato zastapi¢ ukladem polarnym, zwanym tez
biegunowym. W uktadzie takim kazda liczbe zespolona z rozumiang jako punkt plaszczyzny
zespolonej mozna jednoznacznie opisa¢ para liczb:

* p —jej odlegtoscia od ustalonego punktu, zwana modufem | z|

* ¢ — jej azymutem liczonym wzgledem ustalonej potprostej, zwanej argumentem glow-
nym arg z.

Doprowadzito to do postaci wykiadniczej liczby zespolonej, ktora po raz pierwszy meto-
dami czysto analitycznymi uzyskat Euler'¢

z = pe? = p(cos(p) + isin(y)),

14 Liczby zespolone odkryt o wiele wczesniej Girolamo Cardano (1501-1576), ktory nie wierzac
w rzeczywiste istnienie odkrytych liczb, liczbie zespolonej i nadal nazwg jednostki urojone;j.

15 Zauwazyl to po raz pierwszy matematyk norwesko-dunski J. H. Wessel (1745-1818).

16 Euler rowniez nigdy nie widzial interpretacji geometrycznej przedstawionej narys. 2. W serwisie
YouTube (http://www.youtube.com/watch?v = zApx1UlkpNs & feature) na temat tego wzoru zamiesz-
czono film pokazujacy dowdd wzoru Eulera.
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gdzie i oznacza jednostke urojong wprowadzong przez G. Cardano (patrz przyp. 11).

Rys. 2. Ilustracja geometryczna wzoru Eulera dla p = 1

Podstawmy we wzorze Eulera p = 1, ¢ = n. Dostaniemy wtedy
ei"+1=0.

Oto najpigkniejszy wzor matematyki! Urzeka swoja prostota i przejrzystoscia. Laczy on
w sobie wysilek intelektualny wielu pokolen matematykow. Pokazuje site i skutecznos$¢ rozu-
mowania opartego na starej regule arystotelowskiej postugujace;j sie¢ tylko prawdq i falszem.
Kojarzy teori¢ liczb z zaawansowanymi metodami teorii funkcji rzeczywistych, geometri¢
z abstrakcyjna strukturg ciata zespolonego. Znalazto si¢ w nim miejsce na pi¢¢ najwazniej-
szych liczb, bowiem:

* Liczby 01 1 stanowia fundament arytmetyki liczb wymiernych, jako elementy neu-
tralne dwoch dziatan arytmetycznych: dodawania i mnozenia. Bez tych liczb nie by-
loby liczb przeciwnych, a wigc i uyjemnych oraz odwrotnych, czyli utamkow.

* Oroli liczby & wiemy juz dostatecznie duzo i darujemy sobie dodatkowe komentarze.

* Znaczenie liczby Eulera jest przeogromne. WspomnieliSmy o eksponencie, wzorze
Stirlinga. Nalezy réwniez wspomnie¢ np. o logarytmie naturalnym czy rozkiadzie
normalnym jako centralnym w teorii prawdopodobienstwa.

* Uzupehienie zbioru {0, 1} liczba i pozwolilo wykonaé, jak pokazal to Hamilton i Gauss,
konstrukcje, ktora rozszerzyta ciato liczb rzeczywistych do ciata liczbowego, dla kto-
rego kazde rownanie algebraiczne nad tym ciatem ma co najmniej jeden pierwiastek 7.

17 Jest to stynne podstawowe twierdzenie algebry Gaussa, ktore oznacza, ze ciato liczb zespolonych
jest algebraicznie domknigete.
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Na koniec powinni§my wyraznie podkresli¢, ze zbior ,,waznych” liczb w matematyce jest
o wiele obszerniejszy. Naleza do nich na pewno liczby: Fibonacciego, Fermata, Bernoulliego,
Catalana, Mersenne’a, Stirlinga, stata Eulera 1 wiele innych (patrz np. [Rgbowski 20097]).
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SUMMARY

On the number 7 equal to 3.141592653589793... from the perspective
of probability theory and not only.
Part one

The paper presents the achievements of several generation of mathematics who con-
tributed by their researching to clarify the meaning and the role of the number n
in mathematics. The first part of the paper focuses on methods used in the theory of real
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functions, geometry and number theory. In most situation, they tried to recreate the
reasoning and techniques of accounting which led to such spectacular results as general
Leibniz rule, Eulers formula or the relationship of the number n with Riemann zeta
function. Other ways of representing number © was reminded in the example of Walls
product and Eulers infinite continued fractions. Moreover, the place of number n was
mentioned in the greatest formula of mathematics which is Eulers formula and its con-
nection with another important number, Eulers number.

Key words: number &, power series, harmonic series, prime number, continued fraction.
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STRESZCZENIE

Zaprezentowano cztery klasyczne sytuacje pojawiania si¢ liczby = w zagadnieniach
probabilistycznych. Szczegdlng uwage poswigcono geometrycznemu modelowi probabi-
listycznemu na przyktadzie losowej konstrukcji trojkata rozwartokatnego i zagadnienia
igly Buffona. Pokazano w szczegotach rozwiazanie zagadnienia losowania liczb wzgled-
nie pierwszych, przypominajac zwigzek wyniku rozwigzania tego problemu z funkcja
dzeta Riemanna.

Stowa kluczowe: liczba m, rozktad Gaussa, igta Buffona, prawdopodobienstwo geo-
metryczne.

Artykutl ten jest kontynuacja rozwazan nad liczbg m zapoczatkowanych w [Rebowski,
3.14 — czyli imieniny liczby x| 1 dalej rozwijanych w [Rebowski, O liczbie x]. Z merytorycz-
nego i redakcyjnego punktu widzenia jest on niezalezny od zacytowanych wyzej i moze by¢
przedmiotem samodzielnej lektury.

1. Liczba &t w teorii prawdopodobienstwa

W czgsci pierwszej explicite pokazaliSmy koneksje liczby @ z geometria, teorig liczb catko-
witych i rzeczywistych, algebra abstrakcyjna, teorig liczb zespolonych, teorig funkcji rzeczy-
wistych. Nalezy stwierdzié, ze zwiazki te z powodu natury obiektu, ktérym si¢ interesujemy
nie powinny nikogo dziwi¢ — mozna si¢ byto tego spodziewac¢. Natomiast to, o czym chcemy
napisac teraz, jest juz o wiele mniej intuicyjne. Okazuje si¢ bowiem, ze naturalnym srodowi-
skiem liczby 7 jest rowniez teoria prawdopodobienstwa. Sprobujemy pokazac ten fenomen
na przyktadzie czterech zagadnien.
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1.1. Liczba & a krzywa dzwonowa Gaussa
Wezmy nastepujaca funkcje

12
ez dlazeR,

f@) =

2w

ktorej wykres przedstawia rys. 1.

Rys. 1. Funkcja dzwonowa Joufretta

Okazuje sie?, ze dla tej funkcji

+o00 2
_z
/ e 2dr =+V2m,
—00

co oznacza, ze funkcja dzwonowa moze by¢ traktowana jako gestos¢c cigglego rozktadu praw-
dopodobienstwa (patrz np. [Feller 1969]). Rozktadem tym jako pierwszy postugiwat si¢ de
Moivre w 1773 roku. Jego oficjalna nazwa, jako rozkladu normalnego, ukuta zostata w 1875
roku przez CH. S. Peirece’a (1839-1914), F. Galtona (1822—-1911) i W. Lexisa (1837-1914).
Tymeczasem jesli zajrzymy do dowolnego podre¢cznika z teorii prawdopodobienstwa, zauwa-
zymy, ze synonimem nazwy tego rozktadu jest rozklad Gaussa. Niektorzy mowia, ze zadzia-
tato w tym wypadku jedno z praw Murphy ego, tzw. prawo Stingera®. MySle, ze Czytelnik

I'W literaturze niestusznie nazywana funkcja dzwonowg Gaussa. Termin ten pochodzi od francu-
skiego oficera-artylerzysty E. Joufretta (1837-?) z 1872 roku.

2 Co weale nie jest takie oczywiste, bowiem funkcja pierwotna funkcji —% nie jest funkcja ele-
mentarng. Oznacza to, ze przy liczeniu tej calki nie mozna korzysta¢ ze standardowego twierdzenia
Riemanna—Newtona—Leibnitza (patrz np. [Feller 1969]).

3 Brzmi ono; ,,Wlaczone do kontaktu lepiej dziata”.
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wybaczy, jesli wstrzymamy si¢ od skomentowania tego przypadku. Z drugiej strony powin-
nismy mie¢ §wiadomos¢, ze co jak co, ale Gauss na to sobie zastuzyt!

Znaczenie llczby 7 w omawianej sytuacji sprowadza si¢ do roli czynnika normujgcego
dla funkcji ¢~ %, bez ktérego funkcja ta nie moze by¢ funkcja gestosci zadnego rozktadu
prawdopodobienstwa. Z drugiej strony, jak zauwazyli to juz de Moivre i P.S. Laplace (1749—
1827), w przypadku rozktadow dyskretnych, a uogolnione zostato to na klasg dowolnych
rozktadow posiadajgcych drugi moment*, rozktad ten jest rozktadem granicznym dla ciggu
usrednionych niezaleznych kopii danego rozktadu. Jest to fundamentalne twierdzenie kla-
sycznej teorii prawdopodobienstwa thumaczace konsekwencje stochastycznego (czyli loso-
wego) opisu zjawisk. Wbrew obawom wynikajacym z intuicyjnego pojmowania zjawiska
losowego, natura losowa wykazuje jednak rozne przejawy regularnosci. Jedna z nich wlasnie
opisuje stynne CTG.

1.2. Problem geometryczny jako zjawisko losowe

Przypusémy, ze z odcinka [0, 1] losowo wybieramy dwie liczby a, b3. Nalezy rozstrzygnac,
jakie jest prawdopodobienstwo, ze mozna zbudowac¢ trojkat rozwartokatny, ktéorego odpo-
wiednie boki majg dtugosci rowne a, b, 1.

Tak jak zawsze w takim przypadku, analiz¢ problemu zaczniemy od skonstruowania
przestrzeni probabilistycznej, ktora pozwoli nam opisac zjawisko stricte natury geometrycz-
nej jezykiem teorii prawdopodobienstwa. Z punktu widzenia obserwacji przedstawionego
eksperymentu® wynikiem powinny by¢ obie liczby. Poniewaz dopuszczamy sytuacje, ze wy-
losowane liczby moga by¢ jednakowe, nie mozemy do tego celu uzy¢ opisu mnogosciowego.
Dlatego aby je od siebie odrdznié¢, musimy ustawic je w ciag, np. (a, b). To z kolei nie powin-
no oznaczac, ze w takiej kolejnosci liczby te byly wylosowane. Po wylosowaniu obu i zapa-
mig¢taniu wyniku losowania, na pierwszym miejscu odnotowujemy liczbg, ktéra ma nazwe a.
Para ta bedzie zdarzeniem elementarnym konstruowanej przestrzeni probabilistycznej, czyli

w = (a,b).
W takim razie przestrzen wszystkich zdarzen elementarnych Q bedzie miata postaé

Q={w=(a,b): a,be(0,1)}.

4 Mowa tutaj jest o twierdzeniu Lindenberga—Lévy’ego, zwanym centralnym twierdzeniem granicz-
nym (CTG) (patrz np. [Feller 1969]).

5 Losowo oznacza, ze ich wybor nie jest konsekwencjg zadnego planu. Wazne natomiast jest to, czy
wybieramy je w kolejnosci jedng po drugiej, czy obie naraz, bowiem to drugie oznacza, ze implicite
zaktadamy, ze wybrane liczby sg rézne. Umowimy si¢, ze obowigzuje pierwszy wariant wyboru, ale nie
jest wazna kolejno$¢ tak wylosowanych liczb.

¢ Tak nazwali$my losowanie dwoch liczb z odcinka.
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Zobaczmy, jak bedzie wygladato zdarzenie opisujace w jezyku teorii prawdopodobien-
stwa powstanie figury plaskiej — trojkata rozwartokatnego. Poniewaz w kazdym trojkacie
suma dtugosci dwoch dowolnych jego bokéw jest wigksza od dhugosci boku pozostatego,
trojkat ten (jako rozwartokatny) musi wygladacé tak jak to przedstawiono na rys. 2.

A B
a

Rys. 2. Trojkat rozwartokatny o bokach a, b, 1

Z powyzszej uwagi wynika, ze wylosowane liczby a, b € (0, 1) muszg by¢ takie, ze
a+ b > 1. Niech 4 oznacza zdarzenie, ze w wyniku wylosowania liczb powstat trojkat roz-
wartokatny. Wtedy

weA=w=(a,b)€Q: b>1—a.

Z drugiej strony, jesli z liczb a, b, 1 ma powstac¢ trojkat jak na rys. 2, to ich dtugosci musza
by¢ takie, ze a + b > 1 oraz

1 = a® +b* — 2abcos(B3)s

gdzie f jest miarg kata rozwartego w tym trojkacie’. Ale wtedy cos(f) < 0 i dlatego

a+ 0 < 1.

Pokazali$my tym samym, ze
A={weQ: b>1—-aiad®+b <1}

Oznacza to, ze zdarzenie A jest podzbiorem borelowskim iloczynu kartezjanskiego
(0, 1) x (0, 1) i dlatego o—cialo wszystkich zdarzen jest rodzing wszystkich podzbioréw
borelowskich kwadratu (0, 1) x (0, 1). Mamy wi¢c do czynienia z modelem geometrycznym
plaskim przestrzeni probabilistycznej. W szczego6lnosci oznacza to, ze P(4) — prawdopodo-
bienstwo zdarzenia 4 liczymy wedtug reguty

7 Jest to znane twierdzenie cosinusow.
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gdzie symbolem | | oznaczyliSmy pole odpowiedniej figury plaskiej. Z rys. 3 mozna zauwa-
zyé, ze |A| =7 — § idlatego P(A) =7 — 1.

To, ze liczba & pojawita si¢ akurat w rozwigzaniu tego problemu, nie powinno by¢ za-
skoczeniem — przeciez byl to problem zwigzany z geometria ptaszczyzny. Jak zobaczymy,

kolejny problem bedzie juz mniej intuicyjny i wymaga wigkszej uwagi.

b

a+b=1

a

0 1

Rys. 3. Interpretacja geometryczna zdarzenia dla problemu trojkata

1.3. Igla Buffona tez potrzebuje liczby n

Wyobrazmy sobie, ze mamy do dyspozycji plaszczyzne, na ktorej usytuowano poziomo
w odlegtosci d proste rownolegle. Eksperyment polega na tym, ze opuszczamy na t¢ plasz-
czyzng igle tej samej dtugosci co d. Doswiadczenie przebiega prawidlowo, jesli igta na sku-
tek upadku bedzie lezata na powierzchni ptaszczyzny.

Problem igly Buffona® sprowadza si¢ do nastgpujacego pytania:

z jakim prawdopodobienstwem igla po upadku przetnie prostq na tej plaszczyznie?

Zanim przejdziemy do opisu modelu probabilistycznego tego doswiadczenia, zwrocimy
uwage na jeszcze kilka szczegdtow:

1. Termin ,,przetnie” wyklucza zjawisko dotknie, zatem igla moze przeciagé co najwyzej
jedna taka linig.

2. Umoéwimy sig, ze eksperymentator wykonujacy rzuty igla i odczytujacy jej potozenie
po upadku zajmuje statg orientacje wzgledem linii na plaszczyznie.

3. Jesli igla upadnie, to w przypadku kiedy nie jest prostopadia do linii, bedziemy wy-
rozniali jej lewy koniec, w przeciwnym razie jej dolny koniec.

8 Wiasciwie George-Louis Leclerc, hrabia Buffon. Problem ten Leclerc sformutowal po raz pierwszy
w 1773 roku, rozwigzat dopiero cztery lata pozniej.
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Mozemy teraz okresli¢ uktad odniesienia, ktory pozwoli nam na opis lezacej po upadku
igly na plaszczyznie.

Uktadem tym bedzie ta (jedyna) prosta, ktora znajduje si¢ ponizej wyrdéznionego konca
naszej igly. Sam opis potozenia igly bedzie polegal na podaniu warto$ci dwoch liczb (x, ),
gdzie:

* x oznacza odleglos¢ konca igly od tej proste;j,

* o jest miarg kata skierowanego liczonego od tej prostej, w kierunku przeciwnym do

wskazowek zegara, do prostej wyznaczonej przez igle.

Taki opis polozenia igly, czyli opis wyniku doswiadczenia, bedzie zdarzeniem elemen-
tarnym. Zatem

N={w=(z,a): z€(0,d), ae€l0,m)}

Niech 4 opisuje sytuacje, kiedy w wyniku poprawnie przeprowadzonego eksperymentu igta
przetnie jedng z linii.
Zauwazmy, ze
weAsr+dsina>d, dlaae (0,7)
czyli

A={(z,a): a € (0,7), v =x(a) € (d(1l —sina), d)}.

Zbior ten jest podzbiorem borelowskim ptaszczyzny i mamy do czynienia, jak w po-
przednim podrozdziale, z dwuwymiarowym modelem geometrycznym.
Z drugiej strony z teorii catki dobrze wiadomo, ze jest to tzw. trapez krzywoliniowy
(rys. 4), a jego wielkos$¢, czyli pole powierzchni, mozna obliczy¢ za pomoca calki, dlatego
I ¢ 2
P(A) = wd ), (d—d(1 —sina))da = %/0 sin adaw = _

24

0,5

0 g T T T T
0 1 2 3

X

Rys. 4. Interpretacja geometryczna zdarzenia dla problemu Buffona dla d = 2
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Teraz wszystko jest jasne i nikogo nie powinno dziwi¢, ze liczba t pojawia si¢ w rozwigza-
niu problemu Buffona. Opis probabilistyczny podkresla zwiagzek rzutu igla z geometrig — ob-
rotem igly zauwazanym z punktu widzenia linii poziomych pokrywajacych plaszczyzne.

1.4. Losowanie liczb wzglednie pierwszych a liczba ©

Zaczniemy od definicji. Powiemy, ze dwie liczby catkowite p, ¢ sa wzglednie pierwsze, jesli
ich najwigkszym wspdlnym dzielnikiem jest liczba 1. Na przyktad 4 i 8 nie sa wzglgdnie
pierwsze, natomiast 7 i 9 sg wzglednie pierwsze. Wprost z definicji kazde dwie liczby pierw-
sze muszg by¢ wzglednie pierwsze. Ponadto tatwo uzasadni¢®, ze dwie kolejne liczby natu-
ralne tez s3 wzglednie pierwsze. Mimo ze nie kazde dwie liczby naturalne p, ¢ sa wzglgdnie
pierwsze, to zawsze dzielac obie przez ich najwickszy wspolny dzielnik, dostaniemy dwie
liczby p’, q', ktére juz sa wzglednie pierwsze. Ponadto, jesli kazda z liczb nie dzieli si¢ przez
zadna liczbg pierwsza, to sama jest liczbg pierwsza. Dalej skorzystamy z tej praktycznej
uwagi. Umowimy si¢, ze ograniczymy si¢ tylko do zbioru liczb naturalnych.

Zatdézmy, ze wybdr pary liczb bedziemy traktowali jako zdarzenie elementarne. Poniewaz
interesuja nas tylko rozne wylosowane liczby oraz nie ma powodow, aby sposrod wyloso-
wanych wyrozni¢ jedng z nich, przyjmiemy, ze w = {a, b}. Niech 4 oznacza zdarzenie, Ze
wylosowana para liczb jest wzglednie pierwsza. Postawmy formalne pytanie:

Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia A?

Jesli chcemy odnie$é si¢ do tego pytania, to musimy ustali¢ model probabilistyczny opi-
sujacy omawiane zjawisko. Wiemy juz, ze Q jest zbiorem wszystkich dwuelementowych
podzbiorow {n,m}, rodzina wszystkich mozliwych zdarzen jest rodzing wszystkich podzbio-
row Q. Pozostaje problem funkcji prawdopodobienstwa P. Poniewaz nie ma powodu, aby
jaka$ wylosowana para byla wyrdzniona, nalezy przyjaé, ze w tym modelu dla kazdej o € Q,
P({w}) jest jednakowe ',

Z drugiej strony Q nie jest zbiorem skonczonym, wigc gdyby P({w}) > 0, to byloby
P(Q) > 1, co — jak dobrze wiemy — jest niemozliwe. Oznacza to, ze nie mamy zadnych teo-
retycznych podstaw twierdzi¢ a priori, ze wybor pary liczb mozna opisaé modelem probabi-
listycznym i na tej podstawie odpowiedzie¢ na postawione pytanie. Jak wykazaliSmy wyzej,
takiego modelu po prostu nie ma, bowiem nie istnieje nieskonczony model jednorodny.

Mozna jednak pozosta¢ przy opisie probabilistycznym dyskutowanego zjawiska, o ile
zatozymy, ze wybor pary liczb bedzie odbywat si¢ ze skonczonego podzbioru zbioru liczb
naturalnych. Z formalnego punktu widzenia bedziemy mieli wtedy do czynienia z ciggiem
przestrzeni probabilistycznych (Q,, Z,, P,) oraz ciagiem zdarzen 4, € ¥, gdzieAn=A N Q,,

° Wystarczy skorzysta¢ z zasady podzielno$ci.
10 Taki model probabilistyczny nazywamy dyskretnym, jednorodnym (patrz np. [Rebowski 2006]).
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J 4, =4 iciag P,(4,) — p dla pewnej liczby p € (0, 1). Wtedy liczbe p tak skonstruowang
mozemy nazwac asymptotycznym prawdopodobienstwem zdarzenia A. Powinni$my jednak
pamigtaé, ze liczba ta nie jest prawdopodbienstwem w rozumieniu teorii prawdopodobien-
stwa. Tak tez bedziemy rozumieli postawiony na wstgpie problem. Ponizej w szczegétach
podamy sposob wyliczenia wyrazow ciagu P,(A4,) 1 jego granicy p, ktora, jak domys$lamy sie,
zwigzana jest z liczba m.

Ustalmy w tym celu liczb¢ naturalng n > 2 i wezmy pod uwage ciag zbioréw

Q, — rodzina wszystkich dwuelementowych podzbiorow zbioru {1, 2, .. ., n}

z o—ciatem zdarzen X, ztozonym ze wszystkich podzbioréw €, i prawdopodobienstwem kla-
sycznym P,. Przez P, oznaczmy zbior wszystkich liczb pierwszych mniejszych od n. Dla
ustalonej liczby pierwszej p € P,, niech 4,,, oznacza zdarzenie w X, ztozone z takich zda-
rzen elementarnych w = {m, k} € Q,, ze liczba p nie dzieli m i k. Dalej celem uproszczenia
obliczen zatozymy, ze

n € {p\p2, P1PaP3, -+ s

gdzie przez p; oznaczyli$émy kolejne liczby pierwsze.
Ustalmy takie n i liczbe pierwsza p; < n. Z definicji liczb wzglednie pierwszych (pisali-
$my o tym na wstegpie) wynika, ze

() Anp, ={w € Q: w={m k} oraz p; nie dzieli zadnej z nich}

PjE€EPn

Dlatego
ANQ,=A,= () Ay,
p;€Pn
Obliczymy najpierw P,(4,,). W tym celu obliczymy prawdopodobienistwo zdarzenia
przeciwnego. Ze wzoru na prawdopodobienstwo klasyczne mamy

. |45,
Pn(An,p]) = |Q | .

Z opisu zdarzen elementarnych wynika, ze Q, jest zbiorem wszystkich dwuelementowych
kombinacji zbioru n-elementowego, dlatego |Q,| = (Z) Zliczymy elementy zbioru A7 , .
Z definicji elementy te sg postaci

o = {m, k}, gdzie p; dzieli obie liczby m, k.
Dla wygody zat6zmy, ze m > k (wiemy, ze zawsze sg rozne). Oznacza to, ze jesli
meE {p;,2p;,...,sp;} CT{L,2,...,n},

gdzie z zalozenia o wyborze n, n = sp; dla pewnej liczby s. Jesli teraz wybierzemy
m=Ip;(1=1,2,...,s), to takiemu wyborowi odpowiada wybor liczby & tez podzielnej przez
p;nal— 1 sposobéw. Oznacza to, ze
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AC | =0+1+2+.. +S—1—2(s—1)

Stad ( |
$(s—1
Po(AS )= 21" —
" (5)
€O po uproszczeniu daje
S(S B 1) S(S — 1) 3 n
PnAC':ir PnAn =1- 5 s = —
( n,p]) n(n _ 1) Sk@d ( <p]) gd21e S

n(n—1)

Poréwnamy teraz wyliczone prawdopodobienstwo zdarzenia A,, z iloczynem
IL,er, (1 — = ). Nietrudno pokazac¢!!, ze istnicje ciag y.(p;), ze dla kazdego j

1 1
- =< c < _ )
1 p] b, (Anp]) = (1 p2)7n(p])a

J

bj

oraz ciag [] pier, Yn(py) jest zbiezny do jednosci. Mnozac dla kolejnych liczb pierwszych
p; € P, ostatnig nier6wno$¢ stronami, otrzymamy

[T (- 5p) = I A = T1 (- 55) T1 e

P;€Pn P;E€Pn P;€Pn J° pj€Pn

Mozna udowodnié, ze 2

n(Aan): n n) :P”( m An:PJ H P

n pJ
PjEPn PjE€Pn

Ostatecznie pozwala to nam napisa¢ nastgpujace przyblizenie

P.(ANQ) ~ [] (1—1)

Pj €Pn p]

Musimy sobie teraz przypomnie¢ wynik z podrozdziatu 2.3 pierwszej czgsci pracy
[Rgbowski 2012b], stwierdzajacy, ze iloczyn [, _p. (1 - f) zbiezny jest do sz = .
W takim razie dostaniemy

P,(ANQ,)~p 0
albo precyzyjniej

PaANQ,) —p=

1 Szczegoly tego elementarnego rachunku pomingli$my. Czytelnika zachecamy mimo wszystko
do jego powtorzenia.

12 Wzér ten ma swojg interpretacje probabilistyczng. RoOwno$¢ ta oznacza, ze wystepujace w niej
zdarzenia sg stochastycznie niezalezne (patrz [Weaver 1970]).
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Przyznac¢ trzeba, ze wyniki ten jest zdumiewajacy z punktu widzenia obecnosci liczby .
Z drugiej strony nalezy tez stwierdzi¢, ze droga, jaka do niego prowadzi, wcale nie jest tatwa.
Pominglis$my przeciez sporo szczegdtow w przedstawionym rozumowaniu oraz skorzystali-
$my z wielu faktow. Taka jest wlasnie matematyka!

2. Zakonczenie

Zamiarem naszym bylo pokazanie w miar¢ w przystgpny sposob podstawowych fak-
tow zwigzanych z liczbg z. Zalezalo nam na tym, aby zrobi¢ to wszechstronnie, zar6wno
uwzgledniajac strong merytoryczng zagadnienia, jak i nie mniej wazny aspekt historyczny.
Zdajemy sobie doskonale sprawg, ze o wielu problemach nie napisaliSmy, ze pomingliSmy
inne wazne '* czy wktad innych nie wymienionych tutaj uczonych. Jasne jest, ze na kilku-
dziesigciu stronach jest to niemozliwe. Artykut z powodéw technicznych podzielony zostat
na dwie czgséci. Pierwsza zawiera aspekty analityczne zagadnienia, druga probabilistyczne.
Oczywiscie literatura przedmiotu po$wigcona omawianej tematyce jest bardzo obszerna.
Czytelnika bardzo zachgcamy do dalszego studiowania. Mamy nadzieje, ze artykut ten spetni
swoja rol¢ — po jego lekturze Czytelnik zauwazy pigkno matematyki oraz jej moc. Zrozumie,
ze jej studiowanie wymaga, owszem, sporego zaangazowania i wysitku intelektualnego, ale
warto to robi¢. Zauwazy tez fenomen, ktory dobrze jest widoczny z perspektywy historii ma-
tematyki i nie tylko, polegajacy na tym, ze byty kilkunastu ludzkich pokolen potrafi potaczy¢
produkt ludzkiego rozumu. Ta, nazwijmy ja, zasada cigglosci jest kluczowa dla cztowieka.
Jest gwarancja, ze wklad jednostki ma charakter ponadczasowy i z tego punktu widzenia jest
uniwersalny.

Dlatego uznali$my, ze tym najwickszym winni jesteSmy pamig¢, zamieszczajac w ostat-
nim rozdziale co$ w rodzaju galerii ich portretow. Czytelnika zachecamy do lektury pozycji
o charakterze historycznym cytowanych w tym artykule celem wzbogacenia wiedzy o na-
szych bohaterach.

13 Chociazby stynng zasade nieoznaczonosci Heisenberga, czy tez rownanie pola grawitacyjnego
ogolnej teorii wzglednosci Einsteina (patrz np. [Stein 2011]).
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3. Galeria matematykow zwiazanych z liczba n
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SUMMARY

On the number m equal to 3.141592653589793 . . . from the perspective
of probability theory and not only.
Part two

The publication presents four classic situations concerning the appearance of the number
7 in probabilistic issues. Particular attention is given to geometric probabilistic model
showing the example of the random structure of obtuse triangle and Buffons needle
problem. The solution of drowing co-prime numbers is shown in details with the the
special recall of the connection with the Riemann zeta function.

KEY WORDS: number r, Gaussian distribution, Buffon’s needle, geometric probability.
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Jak wyglada elektron, gdy nikt nie patrzy?

STRESZCZENIE

W artykule przedstawiono w prosty sposdb wyprowadzenie nierownos$ci Bella, odgry-
wajacej wazng role w probach zrozumienia natury czastek elementarnych. Nier6wnos¢
ta, wyprowadzona przy pewnych ,,rozsadnych” zalozeniach realizmu i lokalnosci, nie
jest spetniona w mikro$wiecie. Oznacza to wigc, ze owe zalozenia nie muszg naleze¢
do paradygmatu poznania mikro§wiata. Jego ,,dziwnos$¢” stawia wysokie wymagania
naszej wyobrazni opartej na intuicji wywodzacej si¢ ze $wiata makroskopowego.

Stowa kluczowe: nierdéwnos¢ Bella, eksperyment Sterna—Gerlacha, mechanika kwan-
towa, splatanie kwantowe, realizm, lokalnos¢

1. Wstep. W jaki sposob istnieja czastki elementarne?

Tytutowe pytanie moze postawi¢ kazdy, kogo ciekawi $wiat, nie tylko ten, ktéry mozemy po-
zna¢ wlasnym wzrokiem, dotykiem, stuchem... Ta sama dociekliwos¢ kierowata Kolumbem,
ktéry chciat poznac, co jest za wielkg woda, czy pionierami badan kosmicznych, ktérzy
chcieli zobaczy¢ druga strong Ksi¢zyca. To pytanie dotyka bardzo podstawowych cech swiata
czastek elementarnych — tego $§wiata, ktorego dziwne prawa zaczgto poznawac u poczatkow
ubieglego wieku, gdy powstawata nowa gataz fizyki zajmujaca si¢ mikro§wiatem, zwana fi-
zyka kwantowa. Na drodze jej rozwoju napotkano problemy dotyczace glebokich filozoficz-
nych podstaw istnienia $wiata fizycznego oraz granic jego poznania. I wiasnie jeden z takich
probleméw zawiera proste z pozoru tytutowe pytanie. Trzeba jednak na wstepie stwierdzic,
ze tak postawione w zasadzie... nie ma sensu i — jezeli juz — to mozna je rozumie¢ tylko
jako pewng metafore. W odniesieniu do elektronu czasowniki ,,wygladac¢” i ,,patrzy¢” sa
nie na miejscu. Czy elektron lub inng czgstke elementarng mozna w ogole zobaczyc? Nasze
oko widzi, a mdézg analizuje informacj¢ zawarta w docierajacym do niego strumieniu $wia-
tla emitowanego przez przedmiot obserwacji lub od niego odbitego. Jak przekonaliSmy si¢
w wieku XX, ale i znacznie wcze$niej, niektorzy badacze przyrody intuicyjnie doszli do
tego, ze $wiatto mozna traktowaé jako strumien czastek zwanych fotonami. Jesli przyrow-
namy czastk¢ elementarng do ziarnka piasku, to czy mogliby$my je wykry¢, ,,o$wietlajac”
je strumieniem wody z sikawki strazackiej? Do tego potrzeba bardziej subtelnych metod.
Aby zobaczyé czastke elementarng, nalezy na przyklad trafi¢ ja inng pojedyncza czastka
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i zaobserwowac, czyli zmierzy¢ przy pomocy czulych przyrzadow, efekty tego zderzenia.
Tak odkrywano czastki elementarne i wigksze obiekty mikros$wiata, takie jak jadra atomow,
ainadal sg nadzieje na dalsze odkrycia. W tym celu buduje si¢ mniejsze czy wicksze ,,dziata”
rozpedzajace czastki elementarne. Do tego typu urzadzen nalezy niedawno zbudowany, a juz
stynny, Wielki Zderzacz Hadronow (LHC)!.

Musimy si¢ pogodzi¢ z tym, ze czastki elementarnej nie mozemy zobaczy¢ tak jak obiek-
tu makroskopowego, jakim jest na przyktad lecaca pilka. Istotna réznica polega na tym, ze
pitka jako obiekt makroskopowy istnieje dla nas poprzez niezliczona liczbe cech ja okresla-
jacych: kolor, materiat, fakture z jej drobnymi szczegdtami, ksztalt... i tak dalej, i tak dale;j.
Ta mnogo$¢ cech tworzy tozsamo$¢, niepowtarzalno$¢ i odréznialno$¢ od innych obiektow.
W przypadku pojedynczych czastek elementarnych, np. elektronu, eksperyment dostarcza
nam jedynie informacji o bardzo ograniczonej liczbie cech (atrybutow), zwykle tylko jed-
nej (np. o potozeniu, pedzie). Elektron lub inna czastka jest dostgpna — i w jakim$ sensie
istnieje dla nas — tylko poprzez ten atrybut powodujacy subtelna reakcj¢ naszej aparatury
pomiarowej. Stwierdzenie ,,elektron znajduje si¢ tu” jest skrotem my$§lowym. W istocie mo-
zemy powiedzie¢ tylko, ze nasz przyrzad pomiarowy odebrat sygnal ,,bycia tu”, czyli ze
,»-pojawit si¢ sygnat, ze zdarzyto co§ w tym, a nie innym miejscu”. Majac dostep jedynie do
atrybutow, dla uproszczenia jezyka naszego opisu dobudowujemy do nich pewng rzeczywi-
stos¢, w ktorej zyja hipotetyczne byty. Wyobrazmy sobie nastgpujaca, nieco makabryczna,
sytuacje. Od urodzenia zyjemy w catkowicie zaciemnionym pokoju i do tego mamy ogra-
niczong swobodg¢ ruchu. Co pewien czas slyszymy bzyczenie. Wyobrazamy sobie, ze za
tym atrybutem stoi jaki$ byt, ktéry wysyla ten dzwigk. Decydujemy si¢ nazywac ten byt
,»mucha”. W tej sytuacji ,,mucha” to w istocie dla nas synonim ,,czystego” atrybutu: ,,bzy-
czenia”. Jesli ustyszymy inny dzwigk, to prawdopodobnie uznamy, ze to juz nie jest ,,mu-
cha”. Pojawiajg si¢ jednak pewne problemy ,,metafizyczne”. Czy gdy styszymy bzyczenie,
to zawsze jest ta sama mucha? A moze ta sama mucha moze wydawac rézne dzwigki? Tu
musimy uwazac! Zadajac takie pytania, bezwiednie czynimy pewne z pozoru oczywiste za-
lozenie. Mianowicie przyjmujemy, ze za dostepnymi nam atrybutami (cechami) stoja jakies$
byty, ktore posiadajq te atrybuty nawet, gdy ich nie obserwujemy. Innymi stowy — ,,przy-
miotniki” odpowiadajg jakim$ ,,rzeczownikom”. Takg postawe teoriopoznawcza polegajaca
na zatozeniu, ze cechy obiektu istniejg niezaleznie od obserwacji, nazywa si¢ realizmem.
Czasami dodaje si¢ jeszcze przymiotnik lokalny, gdy twierdzimy, ze o tym, co si¢ fizycznie
dzieje ,,tu i teraz”, decyduja tylko czynniki, ktore wystepuja ,.tu i teraz”. Czy realizm teo-
riopoznawczy ma jaka$ rozsadng alternatywe we wspotczesnych naukach przyrodniczych?
Czy czastka elementarna moze istnie¢ ,,w inny sposob” niz obiekt makroskopowy, na przy-
ktad pitka? Filozofowie wyraziliby to w pytaniu o ewentualng roéznice w statusie ontycz-
nym, czyli ,,sposobie bycia”, migdzy czastka i pitka. Czy ma sens zastanawianie si¢ nad
problemami tego typu? Ano, poczekajmy.

! Wiecej informacji o LHC mozna znalez¢ np. na stronie: http://Ihc.fuw.edu.pl
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2. Dziwne prawa §wiata czastek elementarnych

Poniewaz w mikro$wiecie mamy dostep tylko do cech (atrybutéw) czastek elementarnych,
a cechy sa nierozréznialne (jak w makro$wiecie — nie mozna odréznic¢ ,kulistosci” od ,.ku-
listosci” czy ,,bialosci” od ,,biatosci”), to czastki, a raczej te hipotetyczne obiekty, ktore nazy-
wamy czastkami, tez sg nierozréznialne. Nie mozna do konkretnego elektronu przywigzac
kokardki albo go zaobraczkowac, by moc $ledzi¢ jego losy.

Innym ,,dziwnym” prawem mikro§wiata jest tak zwana zasada nieoznaczonoSci
Heisenberga?. Mowi ona, ze nie mozna jednocze$nie pozna¢ dokladnych wartosci pew-
nych wielkosci fizycznych opisujacych czastke. Nie wynika to z naturalnego ograniczenia
doktadnosci naszych pomiaro6w wynikajacego z niedoskonatosci przyrzadow pomiarowych
lub naszych umiejgtnoscei, lecz jest to nieusuwalna cecha mikro$wiata. Na przykltad, jezeli
znamy doktadne potozenie elektronu, to nie mozemy z dowolna doktadno$cia zmierzy¢ jego
pedu. Scislej méwiac, iloczyn wartosci ,,niedoktadnoéci” okreslenia potozenia (oznaczmy ja
przez Ax) oraz ,,niedoktadno$ci” pedu Ap nie moze by¢ mniejszy od pewnej okreslonej war-
tosci, ktora jest wyrazona przez jaka$ stala o randze podstawowe;j statej fizycznej # zwanej
stala Diraca? lub cze$ciej po prostu ,,h kreslone”. Stala ta powiazana jest z inng zwang stalg
Plancka* i1 wzorem j = o Tak wigc zasada nieoznaczonos$ci moze zosta¢ wyrazona przez
nierownose:

L
Ac-apz D
P23

Podobna nieréwno$¢ wiaze ,,niedoktadnos$¢” okreslenia czasu A¢ i energii ‘AE:

At-AEZE.
2

Ta ostatnia oznacza, ze w przypadku bardzo krotkich przedzialow czasu (mate A¢)
energia czastki nie jest dokltadnie okre§lona (duza ,,niedoktadnos$¢” AE), a wigc na chwi-
l¢ moze zosta¢ ztamana... zasada zachowania energii — fundamentalna zasada fizyki, ktora
glosi, ze nie moze powstac ,,co$” z ,,niczego”! Z pustki, ktéra ma oczywiscie energi¢ zero-
wa, mogg wigc wyskakiwac czastki, czyli obiekty o niezerowej energii, aby jednak zaraz
znikna¢. Préznia buzuje wigc weiaz pojawiajacymi si¢ z niebytu i znikajacymi wirtualnymi
czastkami.

Zasada nieoznaczonosci jest konsekwencja nieprzemienno$ci pomiaréw w ramach wy-
zej wspomnianych par wielkosci fizycznych (x i p oraz ¢ i E). Je$li najpierw zmierzymy

2 Werner Karl Heisenberg — niemiecki fizyk (1901-1976), laureat Nagrody Nobla w 1932 roku.

3 Paul Adrian Maurice Dirac — brytyjski matematyk i fizyk (1902-1984), laureat Nagrody Nobla
w 1933 roku.

4 Max Karl Ernst Ludwig Planck — (1858-1947), laureat Nagrody Nobla w 1918 roku.
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na przyktad polozenie x czastki a potem jej ped p, a nastgpnie uczynimy to w odwrotnej
kolejnosci, to wyniki beda rozne. Innymi stowy pomiar jednej wielkosci fizycznej wptywa
na pomiar innej.

zrodto czastek przystona ekran

Rys. 1. Eksperyment z dwiema szczelinami (ilustracja wlasna)

Przedstawione powyzej ,,dziwne” prawa mikro§wiata sg w pewnym sensie konsekwencja
réwnie ,,dziwnej” 1 nieintuicyjnej wlasnosci czastek. No wlasnie, czy na pewno czgstek?
Podczas pewnych eksperymentow obiekty, ktore zasiedlaja mikro$wiat, zwane czastkami,
ukazujg drugg twarz, a jest to twarz... fali. Jakze bowiem inaczej interpretowac sytuacje,
gdy strumien elektrondéw lub fotonow (czastek swiatta) przepuszczany przez dwie szczeliny
w postawionej na jego drodze przestonie daje na ekranie obraz interferencyjny (patrz rys. 1).
Na ekranie wida¢ bowiem obszary, ktore wskazujg na wzajemne wygaszenie (,,anihilacje”)
dwu strumieni przepuszczanych przez szczeliny, oraz inne obszary, gdzie wystepuje wzmoc-
nienie. Taki efekt jest charakterystyczny dla zjawisk falowych. A wigc czastki zachowuja si¢
w tym eksperymencie jak fale. Jako czastki nie moglyby przeciez znikaé przy wzajemnym
spotkaniu. Nie obserwujemy znikania kul bilardowych, gdy zbliza si¢ do siebie. W przypad-
ku $wiatla efekt interferencji nas nie dziwi, bo jestesmy przyzwyczajeni do myslenia o nim
jako o fali elektromagnetycznej, choé, jak wspomniano, mozna je traktowac rowniez jako
strumien czastek (fotonow). Juz Izaak Newton przeczuwal, ze mozna i tak patrze¢ na §wiatlo.

W innych eksperymentach badane obiekty wyraznie przejawiaja natur¢ korpuskularng
(czasteczkowa). Ta dwoistos¢ okazywana przez obiekty mikro§wiata nazywana jest duali-
zmem korpuskularno-falowym. Ale nie jest to tylko wlasciwos$¢ czastek elementarnych.
Ow dualizm jest bowiem cechg calego $wiata fizycznego. Z kazdym obiektem, takze makro-
skopowym, mozna skojarzy¢ pewng fale, a z falg — czastkg. Mozna traktowac to tylko jako
pewien ciekawy ,,fakt matematyczny”. Eksperymentalnie uzyskano jednak efekt interferen-
cyjny nawet w przypadku obiektow wickszych niz czgstki elementarne, a mianowicie czaste-
czek chemicznych zbudowanych z kilkudziesigciu atoméow. Pozostaje pytanie: Jaki charakter
ma owa fala zwigzana z takim czy innym obiektem ,,korpuskularnym”? Jak nalezy ja in-
terpretowac? Zastanawiano si¢ nad tym od poczatkow fizyki kwantowej. Pozostawmy ten
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problem na boku, bo nie jest on bezposrednio zwigzany z tytutowym pytaniem?. Wystarczy
tylko wspomnie¢, ze gdy zwigkszamy informacj¢ o obiekcie, to z fali staje si¢ ,,bardziej”
czastka. Efekt interferencyjny we wspomnianym wyzej eksperymencie z dwiema szczelina-
mi znika, gdy kontrolujemy, przez ktora szczeling przeszia czastka.

3. Eksperyment Sterna-Gerlacha,
czyli jak mozna zmierzy¢ spin elektronu

Wréémy jednak do gtownego tematu. Pobawimy si¢ troche elektronami, cho¢ praktyczniej
bytoby do tych celow uzy¢ fotonow, ktore skutecznie sg wykorzystywane w roznych wersjach
eksperymentéw podobnych opisanemu nizej. Doswiadczenia te zostaty zaliczone do grona
tych najwazniejszych, ktore przyniosly fizyce wazne i rozstrzygajace wyniki. Dodatkowo
ich wyjatkowo$¢ polega na przeniesieniu istotnego pytania z dziedziny filozofii przyrody
(teorii poznania i bytu) do laboratorium fizycznego. Spekulatywna metoda filozofii nie data
definitywnej odpowiedzi — mial jg da¢ eksperyment. O jakie pytanie chodzitlo? Ano o to
zawarte w tytule, czyli pytanie, czy realizm jest prawidtowa postawg teoriopoznawcza w od-
niesieniu do fizyki kwantowej jako fizyki mikro$wiata, a w istocie catej fizyki, skoro z obiek-
tow mikro§wiata zbudowany jest caly Wszechswiat. Tu trzeba wspomnie¢ nazwisko Alaina
Aspecta®, ktory wraz z grupa wspotpracownikdéw na poczatku lat osiemdziesigtych ubieglego
wieku z sukcesem kontynuowat rozpoczete o dekade wezesniej eksperymenty w dziedzinie
podstaw fizyki kwantowej. Pozniej dotaczyt do tego nurtu badan Anton Zeilinger”.

Wré¢my do naszych elektronéw. Kazdy z nich oprocz elementarnego tadunku elektrycz-
nego posiada pewng dodatkowa wtasnos¢ okreslang mianem spinu. Na uzytek naszych roz-
wazan wystarczy przyjaé, ze spin czyni elektron malym magnesem. Okazuje si¢, ze w polu
magnetycznym rzut spinu w kierunku pola moze przyjmowac tylko okreslone dwie wartosci,
a mianowicie %2 lub —'. Nie jest istotne, jakie to wartosci — wazne, ze sa dwie. W fizy-
ce kwantowej, co sugeruje w jej nazwie sam przymiotnik, wiele wielkos$ci fizycznych jest
skwantowanych, czyli moze przyjmowac tylko wartosci dyskretne. Mozemy sobie wyobra-
zi¢ spin, a wladciwie rzut spinu, jako strzatke skierowana w jedng badz druga strong wzdtuz
kierunku linii pola (umownie odpowiednio ,,w gore” lub ,,w dot”).

5 Zainteresowani podstawami fizyki wspotczesnej moga siegna¢ do przystepnie napisanej ksigzki
Marcusa Chowna [Chown M.] oraz wielu innych publikacji o réznym poziomie trudnosci, ale i niestety
réznej jakosci. Przyktadowo mozna poleci¢ pozycj¢ [Gribbin J.] lub trudniejsza i nieco kontrowersyjna
[Penrose R.]. Wielka ilo$¢ wiedzy wspartej elementami multimedialnymi (zdjecia, filmy, animacje)
mozna znalez¢ w internecie (np. powiazane z tematem [Harrison D.], [Czachor M.], [Mermin N.D.],
[Schneider D. R.] oraz symulacja komputerowa eksperymentu zwigzanego z nierdwnoscig Bella [inter-
net]). Niestety, jak to w sieci, mozna trafi¢ takze na nierzetelne publikacje. Mozna jednak ufa¢ stronom
akademickim oraz powiazanym z organizacjami i agencjami badawczymi (np. NASA).

¢ Alain Aspect — fizyk francuski.

7 Anton Zeilinger — fizyk austriacki.
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Rys. 2. Filtr Sterna—Gerlacha (ilustracja wtasna)

Elektrony o réznej warto$ci spinu w kierunku pola magnetycznego poruszaja si¢ inaczej
w tym polu. Pozwala to wydzieli¢ ze strumienia elektronéw tylko te, ktore maja okreslona
warto$¢ spinu (rzutu spinu) w kierunku pola. Tylko one przechodzg przez taki filtr. Na rys. 2
przedstawiony jest uproszczony schemat takiego urzadzenia zwanego filtrem Sterna’—
—Gerlacha®. Mozna dodatkowo obraca¢ nim wokot osi nadbiegajacego strumienia elek-
tronéw, czyli zmienia¢ kierunek ,.filtrujacego” pola magnetycznego, mierzac w ten sposob
udziat elektrondéw przechodzacych przez filtr w catym strumieniu.

4. Pomiar spinu dla elektronéw splatanych

Przejdzmy do eksperymentu podobnego do przeprowadzanych przez wspomnianego Alaina
Aspecta na fotonach. Potrzebne beda dwa filtry Sterna—Gerlacha i zroédto strumienia elektro-
néw — ale zrodto bardzo specjalne. Generowane sa w nim pary elektron6w o spinach skore-
lowanych. Fizycy mowia wtedy o elektronach ,,splatanych”. Jezeli na przyktad czastka bez
spinu rozpada si¢ na dwie czastki, to ich spiny zgodnie z jedng z zasad zachowania, musza
by¢ przeciwne (przeciwnie skierowane), czyli w sumie dawac spin zerowy. Na rys. 3 przed-
stawiony jest schemat uktadu do$wiadczalnego. Eksperyment polega na zliczaniu przej$¢
elektronoéw przez lewy (L) i prawy (P) filtr przy r6znych wzglgdnych ustawieniach ich kie-
runkow przepuszczania. Fizyka kwantowa przewiduje, a eksperyment to potwierdza, ze gdy
kat migdzy tymi kierunkami jest rowny o, to na N stwierdzonych przej$¢ elektronow przez

8 Otto Stern — niemiecki fizyk (1888-1969), odkryt spin elektronu w 1922, laureat Nagrody Nobla
w 1943.
° Walter Gerlach — niemiecki fizyk, (1889-1879).
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jeden z filtréw przypada M = « * N jednoczesnych przej$¢ przez drugi z nich. Wspotczynnik
K wyrazony jest nast¢pujacym wzorem:

K = sin? %))

generator par elektronow

filtry Sterna-Gerlacha
lewy L i prawy P

Rys. 3. Eksperyment na parach elektronéw (ilustracja wiasna)

Sprawdzimy powyzsza regute w szczeg6lnych przypadkach. Gdy przekrgcimy lewy filtr
wzgledem prawego o ¢ = 180° czyli ustawimy ,,do gory nogami”, to sin(90°) = 1, a wiec
k= 1. Wynik wyglada na prawidlowy. Jak wyzej wspomniano, spiny elektronow z lewej wigz-
ki sg przeciwne do spindw z wiazki prawej. Jezeli elektron przejdzie przez prawy filtr, to jego
»Splatany” przeciwnie skierowany towarzysz przejdzie przez filtr lewy ustawiony ,,do gory
nogami”. Gdy kat ¢ = 0°, czyli oba filtry s3 ustawione tak samo, to k = 0, bowiem sin (0°) = 0.
To tez zgadza si¢ z naszg intuicjg. Wspomniany splatany towarzysz elektronu nie przejdzie
przez filtr lewy. Beda nam pdzniej potrzebne jeszcze dwie warto§ci wspdtczynnika «:

0 =45"= «=0,15,
¢ =90°=> x=0,50.

Wynika stad, cho¢ na pierwszy rzut oka moze to si¢ wydawac dziwne, ze gdy kierunki
filtrow nie sa rownolegle, czyli ¢ # 0°1 ¢ # 180°, to jednak niektore ,,lewe” elektrony prze-
chodza. Mozna tu wspomnie¢, ze podobne zjawisko wystepuje w przypadku przechodzenia
$wiatla spolaryzowanego przez par¢ polaryzatoréw (filtrow polaryzacyjnych). Pamigtajmy
jednak, Ze nalezy by¢ ostroznym przy stosowaniu w §wiecie czastek elementarnych intuicji
ze $wiata makroskopowego.

Przerwiemy ten wywdd, aby poswigci¢ chwilg prostym, wrecz szkolnym, rozwazaniom
z dziedziny teorii mnogosci '°.

10 Tdeg prostego wyprowadzenia nieréwnosci Bella zaczerpnigto z [Harrison D.], podobnie w [Cza-
chor M.].
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5. Wyprowadzenie pewnej do$é¢ oczywistej formuly
dla trzech zbioréw

nie A

Rys. 4 Diagramy Venna zbioréw (ilustracja wtasna)

Abstrakcyjny zbior, czyli zbior ,,czegokolwiek”, bedziemy symbolicznie oznacza¢ we-
dlug powszechnie stosowanej konwencji zwanej diagramami Venna poprzez narysowanie
kota. Narys. 4 po lewej stronie mamy wtasnie takie przyktadowe koto przedstawiajace zbior,
ktory nazwalismy A. Zakreskowane wnetrze kota wraz z jego brzegiem graficznie wyobraza
elementy nalezace do tego zbioru, a otoczenie kota, a wiec ,,wszystko, co nie jest kotem”,
reprezentuje elementy do tego zbioru nienalezace, czyli tworzace jego dopetnienie, ktore
oznaczymy przez ,,nie A”.

Ai (nie B)

Rys. 5 Zakreskowany zbior elementow nalezacych do A, ale nie do B (ilustracja wtasna)

Gdy narysujemy kilka ko6t symbolizujgcych rdzne zbiory, ich zachodzgce na siebie czesci
przedstawiajg wspolne elementy tych zbiorow. Na rys. 4 po prawej stronie wida¢ najogol-
niejsza postac ,,rozetki” utworzonej z trzech kotek symbolizujacych zbiory A, B i C. Mamy
tu elementy nalezace tylko do jednego zbioru: obszar zakreskowany pionowo — do zbioru A,
poziomo — do zbioru B i szary — do zbioru C. Poza tym w obszarze kratkowanym znajdujg si¢
elementy nalezace jednoczesnie do dwu zbioréw A oraz B i podobnie pionowo zakreskowa-
ny szary obszar obejmuje elementy nalezace jednoczesnie do A i C, a zakreskowany poziomo
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szary obszar — elementy nalezace jednoczesnie do B i C. W koncu $rodkowy szary kratko-
wany ,,nibytrojkat” reprezentuje elementy wspolne dla wszystkich trzech zbiorow. Myslac
o trzech zbiorach zawsze mozemy przywota¢ do wyobrazni taki obrazek bez niebezpieczen-
stwa utraty ogdlnosci naszych rozwazan.

B i (nie C)

Rys. 6 Zakreskowany zbior elementow nalezacych do B, ale nie do C (ilustracja wtasna)

Ai (nie C)

Rys. 7 Zakreskowany zbior elementow nalezacych do A, ale nie do C (ilustracja wiasna)

Narys. 5 pionowymi liniami zaznaczono obszar symbolizujacy te elementy zbioru A, kto-
re nie nalezg jednoczes$nie do zbioru B. Inaczej mowiac, jest to zbior bedacy czescig wspolng
zbioru A i dopehienia zbioru B (zbioru ,,nie B”), co zapisujemy [A N nie B]. Podobnie na
Rys. 6 zakreskowano poziomo czg¢$¢ wsp6lng zbioru B i dopetnienia zbioru C czyli zbidr
[B N nie C]. I w koncu na rys. 7 pokazany jest zakreskowany zbiér elementéw bedacy
czesdcig wspolng zbioru A i dopetnienia zbioru C, czyli zbior [A N nie C]. Tyle — miejmy
nadziejg¢, ze zbednej — powtorki ze szkoty.

A teraz chwila skupienia. Zauwazmy, ze jezeli dodamy do siebie zakreskowane obszary
narys. 5 irys. 6, to ten obszar bedzie zawierat w sobie obszar zaznaczony na rys. 7. Tak wigc
ten ostatni zbior jest podzbiorem sumy dwu pozostatych zbiorow (patrz rys. 8), co mozna
zapisac:

[A N nie C] € [A N nie B] U [B N nie C].
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Wynika stad w sposob oczywisty, ze suma liczno$ci (liczby elementéw), czyli mocy, zbio-
ru [A N nie B] oraz zbioru [B N nie C] jest wigksza lub rowna licznosci zbioru [A N nie CJ:

Moc[A N nie C] € Moc [A N nie B] U Moc [B N nie C].

Rys. 8 ,,Nierdéwnos¢ Bella” dla zbioréw (ilustracja wtasna)

6. Kulminacja, czyli nierownos¢ Bella i jej konsekwencje

Od tej dosy¢ oczywistej nierdwnosci tylko jeden krok do nieréwnosci sformutowanej
przez Bella!! w roku 1964 w publikacji [Bell J. S.] — oczywiscie w bardziej og6lnej formie.
Nierownos¢ Bella jest jednym z wigkszych osiagni¢¢ na drodze ku zrozumieniu praw fizyki
kwantowej. Wystarczy tylko nada¢ abstrakcyjnym zbiorom A, B i C sens zbiorow wynikoéw
w przedstawionym wyzej eksperymencie na parach elektronow. Pamigtamy, ze kierunek spi-
nu elektronu mozemy okresli¢ bezposrednio, gdy przejdzie przez filtr Sterna—Gerlacha usta-
wiony w okreslonym kierunku. Z drugiej strony mozna uzyska¢ posrednio informacje¢ o jego
spinie poprzez przejscie lub nie jego towarzysza przez drugi filtr ustawiony inaczej. Na przy-
ktad prawy filtr jest ustawiony pod katem 0° do pionu, a lewy pod katem 45°. Zatézmy, ze
w przypadku obu filtrow obserwujemy przejscie splatanych elektronow. Co wiec w efekcie
stwierdzamy? Prawy elektron ma spin w kierunku pionowym o zwrocie ,,w gor¢” i jednocze-
$nie nie ma spinu pod katem 45° do pionu ,,w gore”, bo taki ma jego towarzysz, a bytoby to
niezgodne z zasadg zachowania spinu. Co oznacza w ostatnim przypadku termin ,,w gore”?
Kazdy filtr Sterna—Gerlacha mozna ,,zorientowac” poprzez oznaczenie ,,gory”, na przyktad
tak jak pokazuje rys. 2. Ustalenie to pozostaje w mocy takze przy obracaniu filtra.

W naszym rozumowaniu przyjeliSmy milczaco zalozenie, ze elektron ma okreslony spin,
takze gdy go nie obserwujemy. StaneliSmy wigc na gruncie realizmu, co wydaje si¢ dosy¢
rozsadnym podejéciem do naszego eksperymentu. Wykonajmy seri¢ pomiaréw polegaja-
cych na notowaniu faktow przejscia elektronéw przez kazdy z dwu filtrow Sterna—Gerlacha
(patrz rys. 3) przy réznych ustawieniach kierunkow przepuszczania lewego i prawego filtra.
Generator znajdujacy si¢ miedzy nimi wysyla pary splatanych elektronow w kierunku obu
filtrow. Przyjmijmy wigc, ze

1 John Stewart Bell — fizyk brytyjski (potnocnoirlandzki) (1928-1990).
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e A —zbiér wynikdw, gdy zarejestrowalismy przejscie elektronu przez prawy filtr usta-

wiony pod katem 0° wzgledem pionu i,,do gory” (w skrocie: ,,w gorg”/0°),

o B —zbidr wynikéw, gdy zarejestrowalismy przejscie elektronu przez prawy filtr usta-

wiony pod katem 45° wzgledem pionu i ,,do gory” (w skrocie: ,,w gore”/45°),

e C —zbidr wynikow, gdy zarejestrowalismy przejscie elektronu przez prawy filtr usta-

wiony pod katem 90° wzgledem pionu i ,,do gory” (w skrocie: ,,w gorg”/90°).

Dopetnienia tych zbioréw to zbiory wynikéw, gdy nie zarejestrowano przejscia elektro-
nu. Na przyktad ,,nie A” oznacza, ze przez prawy filtr ustawiony pod katem 0° wzgledem
pionu i ,,do gory” nie przeszedt elektron.

Sprébujmy dokonaé pewnych operacji mnogosciowych na wyzej zdefiniowanych zbio-
rach. Na przyktad wyznaczmy cz¢$¢ wspdlna zbiorow A i nie B. Jak nalezy to rozumie¢?
Wynik obserwacji elektronu, u ktérego stwierdzono spin pionowy ,,w gorg”, bo przeszedt
przez tak ustawiony filtr, nalezy do zbioru A. Tymczasem drugi elektron, jego splatany to-
warzysz, przeszedl przez filtr ustawiony pod katem 45° ,,w goére”. Mozna wigc stwierdzic,
ze pierwszy elektron musi mie¢ przeciwny spin, czyli nie moglby przej$¢ przez filtr ustawio-
ny pod katem 45° ,,w goére”, a wigc nie moze naleze¢ do zbioru B. Oznacza to, ze nalezac
do zbioru A, jednoczes$nie nalezy do dopetnienia zbioru B, czyli nalezy do czgsci wspodlnej
[A N nie B] tych zbiorow.

Wyprowadzona wyzej nierowno$¢ dla liczno$ci (inaczej: mocy) zbioréw nabraé¢ moze
konkretnego sensu fizycznego i staje si¢ wtedy jedna z mozliwych wersji nieréwnosci Bella:

Moc{,,w gore”/0° i nie ,,w gorg”/45°} + Moc{,,w gore”/45° i nie ,,w gorg”/90°} <
< Moc{,w goér¢”/0° i nie ,,w gor¢”/90°}

Sprobujmy wyrazi¢ ja poprzez liczbe jednoczesnych przejs¢ elektrondéw przez lewy (L)
i prawy filtr (P). Zastosujemy notacj¢ skrotowa. Na przyktad zapis {,,w gor¢”/0°/P} oznacza,
ze przez prawy filtr ustawiony pod katem 0° do pionu przeszedt elektron o spinie ,,w gore”.
Ta sama nierdwnos$¢ wyglada wtedy nastgpujaco:

Moc{,,w gorg”/0°/P i ,,w gore”/45°/L} + Moc{,,w gore”/45°/P i ,,w gbre”/90°/L} <
< Moc{,,w gor¢”/0°/P i ,,w gor¢”/90°/L}.

W wyrazeniach po lewej stronie nierdéwnosci kierunki filtrow roznia si¢ o 45°, a w wyra-
zeniu po prawej — o 90°. Jezeli podzielimy obie strony powyzszej nierownosci przez liczbe
wszystkich prob pomiaru spinu elektronu w dwu kierunkach, to zamiast liczno$ci pojawia
si¢ tam warto$ci wyrazone przez wyzej wspomniany wspotczynnik «, czyli liczby okresla-
jace, jaki utamek z liczby wszystkich obserwacji stanowig jednoczesne przej$cia splata-
nych elektronéw przez dwa filtry Sterna—Gerlacha skrgcone wzgledem siebie o pewien kat.
Przywotajmy wczeéniej podane wartosci tego wspotczynnika:
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« {,,w gore” P/0° i ,,w gore” L/45°} = 0,15,
K {,,w gor¢” P/45° i ,,w gor¢” L/90°} = 0,15,
K {,,w gore” P/0° 1 ,,w gor¢” L/90°} = 0,5.

Podstawiamy te warto$ci do wyprowadzonej nieréwnosci i ...

0,15+0,15=0,3<0,511?

Nieréwnos¢ nie jest spelniona! Dlaczego? Czyzby niestuszne byty zatozenia? Nierownos¢
dla zbioréw wyprowadziliSmy, korzystajac z elementarnych zasad logiki i teorii mnogosci.
PrzyjeliSmy réwniez w analizie eksperymentu postawe opierajaca si¢ na realizmie poznaw-
czym, czyli twierdziliSmy, ze elektron ma okreslony kierunek spinu, nawet gdy go nie obser-
wujemy. Czyzby jedno z tych zalozen miatoby by¢ nieprawdziwe? Chyba nie to pierwsze
dotyczace prawdziwosci logiki i teorii mnogosci? Matematycy, i nie tylko oni, ostro by pro-
testowali. W takim razie trzeba pozegna¢ si¢ z drugim zatozeniem. A wigc jednak realizm
poznawczy w przypadku mikro$wiata nie sprawdza si¢?

Jest jeszcze jedno wyjscie. Moze elektrony, ktore jednak poddaja si¢ realizmowi, ale
potrafia w momencie pomiaru jakos$ si¢ porozumiec i ,,zmowié si¢” tak, aby da¢ taki zaskaku-
jacy rezultat eksperymentu. Tylko ze wtedy to fizycy zaczynaja kreci¢ nosem, bo takie prze-
kazywanie informacji mi¢dzy elektronami dokonywatoby si¢ z szybkoscia przewyzszajaca
szybkos$¢ $wiatta uwazajg za niemozliwe i majg na to argumenty!

W koncu powinna pas¢ jednak odpowiedz na tytulowe pytanie. Jak wyglada elektron,
gdy nikt na niego nie patrzy? W ogéle nie wyglada! Gdyby ,,jako$§ wygladat”, to spelnialby
przeciez postulat realizmu, czyli bytby obiektem ,,niosagcym” konkretna warto$¢ cechy
(np. kierunek spinu), nawet wtedy, gdyby nie byl obserwowany. Niespehianie nierownosci
Bella w sytuacji wyzej rozwazanej sklania nas jednak do watpienia w shuszno$¢ postula-
tu realizmu. Konsekwencjg jego odrzucenia bedzie stwierdzenie, ze dopiero w momencie
obserwacji elektron, czy inny obiekt zyjacy w mikro§wiecie, ukazuje ,,na zawolanie” okre-
Slona warto$¢ cechy. Nie mozna nawet powiedzie¢, ze jakas ma przed lub po momencie
obserwacji (pomiaru). Mozna raczej twierdzi¢, ze wtedy niesie wszystkie warto$ci naraz
,»W potencjalno$ci”, czyli innymi stowy nie ma gotowej odpowiedzi na nasze pytanie o wy-
nik pomiaru, a jedynie posiada wszystkie ,,mozliwo$ci” odpowiedzi. W momencie pomiaru
wybiera jedng z nich.

Oto jeszcze jedna ,,dziwna”, zeby nie powiedzie¢ ,,dziwaczna”, wlasno$¢ kwantowego
mikro$wiata, ktora stawia wysokie wymagania naszej wyobrazni.
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ABSTRACT
How does the electron look like when no-one is looking?

The paper contains a simple introduction to the Bell’s inequality which is important
in understanding the nature of elementary particles. The inequality was derived under
“reasonable” assumption of realism and locality and is not satisfied in the quantum
world of particles. It means that the above assumption does not necessarily belong to
the quantum world paradigm.

Key words: Bell’s inequality, Stern—Gerlach experiment, quantum mechanics, quantum
entanglement, realism, locality






Zeszyty Naukowe Panstwowej Wyzszej Szkoty Zawodowej im. Witelona w Legnicy
ISSN 1896-8333 nr 7/2011

Tomasz Stechnij
Panstwowa Wyzsza Szkota Zawodowa im. Witelona w Legnicy,
Wydzial Zarzadzania i Informatyki

O paradoksie Josepha Bertranda
Artykul popularnonaukowy

STRESZCZENIE

Publikacja dotyczy niezbyt znanego ,,paradoksu”, opisanego przez Josepha Bertranda —
matematyka francuskiego. Tematyka artykutu oscyluje wokot probabilistyki. Jest to
dzial matematyki nieczgsto lubiany przez studentdéw, a przeciez bliski naturze naszego
$wiata — bardziej niz cho¢by geometria analityczna. Popularnonaukowy charakter ar-
tykulu pozbawiony jest gruntownych formalizméw i skoncentrowany na ,,sensie tego
wszystkiego”. W ramach rozpatrywania zagadnienia ukazano wiele pytan zwigzanych
Z teorig poznania, a takze z miejscem matematyki jako ludzkiego instrumentarium
w naukowym mysleniu o Kosmosie.

Stowa kluczowe: popularnonaukowy, losowo$¢, prawdopodobienstwo geometryczne,
filozofia przyrody, paradoks matematyczny

1. Prawdopodobienstwo geometryczne

Prawdopodobienstwo czegos, losowos¢, zmienno$¢ nieprzewidywalna to cechy zjawisk, kto-
re kazdy czlowiek raczej potrafi intuicyjne zdefiniowaé, choéby enumeratywnie! méwiac:
los, ruletka!

Intuicyjne rozumienie prawdopodobiefnstwa towarzyszy nam od starozytnosci. Jednak —
jak to w epistemologii? — rdznie bywa, czesto poznanie intuicyjne, niepoglebione bywa
zwodnicze — czasami za$ nie. Ale kiedy nie, a kiedy tak, nie wiadomo, trzeba to zbadac.

Pojecie i pewien problem prawdopodobienstwa geometrycznego, o ktorym bedzie tutaj
mowa, tez wydaje si¢ by¢ intuicyjny. Prawie kazdy (w wieku wigkszym lub rownym wieko-
wi autora) grywat w ,,pchetki” (najlepsze byly krazki wycigte z grubego papieru $ciernego),
czy ,.klasy” (malowane kreda na szkolnym chodniku) — nic prostszego, gry te ,,rzadza si¢”
prawdopodobienstwem geometrycznym, ktore to pojecie, powoli bedzie stawaé si¢ coraz
jasniejszym. Podobnie na strzelnicy, gdy w wirujaca tarcze probujemy trafi¢ lotka z koloro-
wym pedzelkiem, wygrywamy bombonierke, bibulkowy kwiatek albo nic. Oczywiscie we
wspominanych grach mamy determinizm dzielnego czlowieka, chcacego trafic w takie czy

! Z Taciny: kolejne wymienianie, definiowanie przez wyliczanie przyktadow.
2 Epistemologia to dziat filozofii zajmujgcy si¢ kryteriami i granicami ludzkiego poznania.
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inne pole, ale pola sg r6znych rozmiaréw, cel ruchomy, co dodaje losowosci — nieprzewidy-
walnosci, bo gdyby bylo inaczej, nie bytoby gry i Wszechswiat zrobitby si¢ nudnawy.

Po krotkiej kosmologicznej refleksji wro¢my do geometrii.

Zadajmy sobie trud wyobrazenia jakiej§ powierzchni, np. kola (tarczy na strzelnicy).
Mamy wigc pewna czg$¢ plaszezyzny wyznaczong okrggiem o promieniu R. Pomyslmy, ile
jest sposobow trafienia w taka tarcze lotka z wiatrowki? Uwaga, przez dalsza czes$é tekstu
rozumowaé beda dwie, nieco rdézne mentalno$ci: Matematyk i Fizyk. Matematyk powie:
punktow kota jest nieskonczenie wiele, traktujac trafienie jako wybranie dowolnego punk-
tu z zadanego obszaru, istnieje nieskonczenie wiele sposobow trafienia tarczy.

Fizyk powie: $rednica wbijanego ostrza nie jest nieskonczenie mata, a tym bardziej zero-
wa, 1 wynosi ¢ (np. 1 mm), a ponadto i przede wszystkim zarowno sSrednica, jak i wspolrzed-
ne potozenia lotki sg skwantowane! Nasze pociski uktadajg si¢ skokowo, jak ponumerowane
tekturowe krazki umieszczane wewnatrz okragtej ramki z dnem zaopatrzonym w przegrody.
Jest to m.in. klasyczne zagadnienie logistyczne: jak umiesci¢ n jednakowych puszek w jed-
nowarstwowej skrzynce, tak aby zmiesci¢ ich jak najwigcej. Sposobow wygenerowania tak
zdefiniowanych matryc (tzw. parkietazy) jest skonczenie wiele.

Fizyk, nieco lekkomys$lnie, moze jeszcze dywagowac: skoro dlugos¢ jest skwanto-
wana, to okregi nie istnieja, istniejg co najwyzej n-katy (,,n-kwanty”) foremne, co jeszcze
bardziej upraszcza mozliwe kombinacje ukladania puszek w okraglej skrzynce. Bok kaz-
dego wielokata ma 1 kwant dtugosci, tarcza ma m katow, a pocisk n, m > n i tyle. Mozna
to przeciez obliczy¢ i narysowaé. Warto, np. w srodowisku AutoCAD, narysowaé wielokat
foremny o 360 katach i promieniu okregu opisanego 1000, nastepnie skalujac go, zastanowic
si¢, czym rozni si¢ od okregu o promieniu 1000.

Fizyk zada matematykowi takze pytanie: w takim razie ile jest sposobow trafienia w okrag
tego kota (,,brzeg” naszej tarczy)? Oczywiscie matematyk odpowie, ze nieskonczenie wiele,
na co fizyk si¢ usmiechnie, a zawodowy strzelec rozesmieje. Mamy tylko i az matematyke —
a ,tutaj” nie zawsze czg¢$¢ jest mniejsza od catoscei.

A teraz sformutujmy zadanie matematyczne:

Niech || oznacza pole powierzchni kota, podzielmy je na czgéci wpisanym wen trojka-
tem foremnym. |4] to pole powierzchni trojkata. Ile wynosi prawdopodobienstwo trafienia
na,,chybit trafit” w trojkat? Oczywiscie |4| : |Q|. Powiedzmy, Ze na strzelnicy obszar trojkata
bytby premiowany czerwonym tekturowym kwiatkiem. Prawdopodobiefistwo trafienia po-
zostatych obszarow tarczy wynosi: (|Q| — |4]) : |2|. Wczuwajac si¢ w role wlasciciela strzel-
nicy — prosze uprzejmie... — ponownie tekturowy kwiatek, tym razem niebieski. Jak widaé,
pojecie prawdopodobienstwa takiego zdarzenia nie powinno nastr¢cza¢ trudnosci, jest ono
intuicyjne i tatwo zrozumiate. Ale...

Wydaje sig, ze sytuacja, w ktorej rozktad jest dwupunktowy, czyli zdarzenia sa dwa:
kwiatek czerwony albo niebieski (o roznych prawdopodobienstwach zajscia) sa wynikowo
zredukowane do typowego rzutu monetg asymetryczng (np. orzet z otowiu, reszka z mie-
dzi) —pozornie. Istota zjawiska jest inna, nasza przestrzen zdarzen (£2) to zbidr nieskonczony,
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a klasyczna przestrzen probabilistyczna monety jest skonczona — orzet, reszka. Definiujac
zdarzenie poprzez podziat kota na wyrdznione obszary, dokonalismy redukcji zjawiska do
wyboru dwupunktowego (zaktadajac oczywiscie, ze zawsze trafimy w tarcze) — czerwony
albo niebieski kwiatek. Sposobéw wygrania kwiatkéw jest nieskonczenie wiele, bo na nie-
skonczenie wiele sposobow mogg trafi¢ w trojkat albo w ktorys z trzech odcinkow kota. Cele
dwa. Trajektorii lotu pocisku nieskonczenie wiele?

2.7Zadanienr1i2i3

Mamy okrag o promieniu 1, w okrag (podobnie jak poprzednio) wpisaliémy trdjkat rowno-
boczny. Rzucamy na nasz uktad figur cigciwg C (np. bierkg losowo spuszczang na kartke
z narysowanymi figurami). Jaka jest szansa, ze cigciwa bedzie dluzsza, niz bok trojkata row-
nobocznego wpisanego w ten okrag? Rozwigzemy to zadanie kilkoma ,,sposobami”.

Ryec. 1. Ilustracja zadania nr 1

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [Gruzewski 1966].

I. Za zdarzenie elementarne przyjmujemy wybranie kata a, tworzonego migdzy zacze-
piong w wierzchotku trojkata cieciwg a srednicg potozona na dwusiecznej kata a. Obracajac
teraz cigciwa, probkujemy wszystkie jej mozliwe polozenia i dtugosci. Polprosta, na ktorej
konstruujemy cigciwe moze zakresli¢ kat 7 (180°), od kata prostego do ,,minus prostego”.
A zatem przestrzen zdarzen jest przedzialem Q = [—7/2, 7/2]. Kiedy C bedzie dtuzsza od
boku trojkata? Rozwigzanie jest oczywiste i wida¢ je na rysunku. Granicznym katem jest
7/6 (30°), wowczas to cigciwa pokrywa si¢ z bokiem trojkata, przy kacie > 30° albo, liczac
zgodnie z ruchem wskazowek zegara, przy kacie < —30° cigciwa bedzie dtuzsza od boku.
A, zatem A = [—n/2, /2], czyli 60° Obliczmy prawdopodobienstwo:

P =14|: |Q| = 60% 180° = 1/3.
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Odp.: Prawdopodobienstwo tego, ze losowo zadana cigciwa okregu jest dtuzsza od boku
trojkata rownobocznego wpisanego w okrag wynosi 1/3.

Zadanie mozna by na tym zakonczy¢, wydaje si¢ ono prostg (i juz rozwigzang) geome-
tryczng tamigtéwka. A jednak...

I’. Zastosujmy inne rozumowanie. Zapomnijmy chwilowo o rozumowaniu opartym na
katach. Jesli wybierzemy losowo dwa punkty na okregu i potaczymy je cigciwa, to jak wy-
bra¢ te punkty, aby spetni¢ warunek zadania (C > a)? Pierwszy punkt zadajmy dowolnie (np.
wierzchotek trojkata), pokonujac po okregu droge rowna 1/3 dtugosci okregu lokalizujemy
drugi punkt — ,,naprzeciwko” pierwszego. Okrag podzielili§my na 3 cze$ci o dlugosciach po
1/3-2zR. Latwo zauwazy¢, ze zdarzenie polegajace na losowej lokalizacji drugiego punk-
tu tak, aby powstata cigciwa byta dtuzsza od boku trojkata, ma prawdopodobienstwo 1/3.
Wynik ten sam, ale droga do wyniku inna.

II. A teraz jeszcze inaczej. Za zdarzenie elementarne przyjmujemy odleglto$¢ srodka
skonstruowanej cieciwy od §rodka okregu. Wowczas 2 = [0, 1], gdyz pamigtamy, ze pro-
mien wynosi 1. Nasza cigciwa przesuwa si¢ od ,,$rodka do brzegu”. Kiedy bedzie dtuzsza od
boku trojkata? Rzecza oczywista jest, ze pomiedzy punktami a i b. Poniewaz|ab| = R, oraz
zbidr punktow sprzyjajacych zdarzeniu 4 = [0, 1/2], zatem

P=R/2:R=1/2.

Ryec. 2. Ilustracja zadania II

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [Gruzewski 1966]

Odp.: Prawdopodobienstwo tego, ze losowo zadana ci¢ciwa okregu jest dtuzsza od boku
trojkata rownobocznego wpisanego w ten okrag, wynosi 1/2.
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Zaczyna by¢ ciekawie, wynik jest r6zny od poprzednich, a rozumowanie wydaje si¢
poprawne.

Ryec. 3. Tlustracja zadania III

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [Gruzewski 1966]

II1. Proba trzecia (ryc. 3). Zdarzenie elementarne to wybdr dowolnego punktu wewnatrz
naszego okregu, czyli punktu ,,duzego” kota. Zdarzenie sprzyjajace (sukces) zajdzie wte-
dy, gdy wybrany losowo punkt znajdzie si¢ wewnatrz kota (,,matego”) wpisanego w roz-
wazany trojkat rownoboczny. Kiedy tak si¢ stanie, to dowolny pek prostych przechodza-
cych przez nasz wybrany punkt tworzy nieskonczenie wiele cigciw spetniajacych warunek
C > a. Stosunek promienia duzego kota do malego wynosi 2:1. Zatem zbior zdarzen ele-
mentarnych Q = [0, 1]. Zdarzenie sprzyjajace to 4 = [0, 1/4], bo pole ,,matego” kota wyno-
si w(R/2)*> = 1/4-xR?, czyli 1/4 pola ,,duzego” kota. Zatem prawdopodobiefistwo zdarzenia
A wynosi 1/4.

Odp.: Prawdopodobienstwo tego, ze losowo zadana ci¢ciwa okregu jest dtuzsza od boku
trojkata rownobocznego wpisanego w ten okrag wynosi 1/4.

3. Paradoks

Paradoks? Jedno zadanie, trzy (moze wigcej?) rdzne, sprzeczne, wykluczajace si¢ wyniki?!
Zaprezentowane zagadnienia roztrzasat francuski matematyk Joseph Louis Frangois Bertrand
w roku 1888, a moze i wczesniej. Byt bliski sformutowania nowej, odmiennej od klasycznej,
teorii prawdopodobienstwa; gdyz jest to znakomity przyklad, gdzie ilo§¢ zdarzen sprzyja-
jacych jak i mozliwych jest nieskonczenie wiclka, a nie (klasycznie) okreslona jakas skon-
czong liczba naturalng. P6Zniej na bazie jego dorobku pracowatl m.in. Pafnucy Czebyszew
(1821-1894).
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Kiedy spotykamy tego rodzaju tamigléwki, zastanawiamy si¢, gdzie tkwi pulapka, bo
intuicyjnie jesteSmy przekonani, ze gdzie$ tkwi, ze jednak nasz umyst jest spdjny pomimo
»dowodu”..., Ze nie jest.

Matematyk zagadnienie wyjasnitby tak. Trzy przedstawione zadania nie sg jednym i tym
samym. Rzecz ma si¢ wzglednie, zalezy od przyjetego universum?3, czyli Q, kluczowy wptyw
na obliczane prawdopodobienstwa ma wybor Q — tj. sposoéb doboru zbioru zdarzen elemen-
tarnych. Kolejnym istotnym aspektem jest sposob zadawania cigciw, zmienia on istotnie
tre$¢ zadania. Co to znaczy losowo poprowadzi¢ cigciwe? W trakcie rozwazan dopowiedzia-
no (nieco podstgpnie) warunki definiowania cigciw wedtug wlasnego uznania, dla kazdego
z przypadkdéw inaczej. ,,Podstep” lezy bowiem w sposobach losowania potozenia cigciw, kto-
re nie s3 wzajemnie rownoznaczne przy trzech (czterech) roznych definicjach zbioru zdarzen
elementarnych. Po samowolnym przyjeciu zatozen dalej rozumowali$my prawidtowo.
Ale prawidtowe sformulowanie zadania we fragmencie odnoszacym si¢ do cigciwy kota po-
winno brzmie¢: ,,...skonstruowano losowo cigciwg C w sposob...”. Jest to zatem dodanie do
klasycznej definicji prawdopodobienstwa funkcji-uzupetnienia dla zbioréw nieskonczonych,
ktéra w jednoznaczny sposob okresli sposdb losowania elementéw z tego zbioru. Losowo to
nie dowolnie!

Istotnym spostrzezeniem jest rowniez fakt, ze operujac na zbiorach nieskonczonych,
nie mozemy stosowac klasycznej definicji prawdopodobienstwa, rozumianej jako liczba
zdarzen sprzyjajacych |4| do liczby wszystkich (policzalnych) zdarzen elementarnych |Q)|.
Zastosowanie tej definicji na takie cigglosci jak wspotrzedne biegunowe (miary katow), dhu-
gosci odcinkow czy tez pola powierzchni figur prowadzi do sprzecznych wynikow.

Okazuje sig, ze nie ,,wszystkie drogi prowadza do Rzymu”. W powyzszym przypadku
dedukcja formalnie poprawna okazata si¢ niewystarczajaca, zadanie musi by¢ sformutowa-
ne nie tylko na poziomie warunkéw brzegowych zagadnienia, ale i na poziomie warunkéw
brzegowych rozwiazania. Rozwigzanie zagadnienia nie moze by¢ tutaj tylko wynikiem toku
dedukcyjnego, przyjmujac jaka$ nieznang nam wczesniej jednoznaczng postaé — musimy je
wczesniej ograniczy¢ a priori do konkretnych przypadkdéw, nie za$ oczekiwac, ze wyloni si¢
samo, automatycznie, jak z tre$ci szkolnego zadania.

Pewng analogig jest tzw. analiza starozytnych w zakresie rozwigzywania rownan alge-
braicznych, z tym ze otrzymywane rozwigzania sg sprawdzalne i mozna odrzuci¢ niepra-
widlowe. W analizowanym przypadku nie ma takiej mozliwo$ci — rozwiazania sg pozornie
sprzeczne, ale wszystkie prawidlowe.

Zniecierpliwieni zapewne orzekna, ze dywagacje zaczynaja by¢ jatowe — ile ,,w koncu”
wynosi owo prawdopodobienstwo?! Jakie ptyna utylitarne wnioski z naszego roztrzasania
sprawy? Chcemy, podobnie jak natogowy hazardzista kawaler de Méré i nieco mniej natogo-
wy hazardzista Pascal (Francja, wiek XVII), wiedzie¢, jak obstawi¢ u krupiera zaktad w grze
o wysoka stawke. Nasze kasyno jest oparte na trojkaciku, patyczku i koteczku. Empirycznie

3 Po tacinie znaczy: zupetno$é, ogot.
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mozemy rzucaé patyczkiem na rysunek, wykonywa¢ pomiary i dowiedzie¢ si¢, ile wyno-
si szacunkowe prawdopodobienstwo, tak jak w nieco innym zagadnieniu George Buffon
w 1777 roku obliczyt warto$¢ liczby 7.

Problem jednak tkwi w zaprojektowaniu eksperymentu (podejmowano nawet proby sy-
mulacji z zastosowaniem czgsteczek gazow), symulacja (jednoznaczna i powtarzalna) kaz-
dej z sytuacji wydaje si¢ trudna. Najbardziej zblizonym do eksperymentu fizycznego, a nie
mys$lowego, wydaje si¢ przypadek ostatni (P=1/4), tatwo jest empirycznie rozpoznac, czy
cigciwa (rzucony pret) przechodzi przez jakikolwiek punkt kota wpisanego w trojkat, czy tez
nie. Organizujac tego typu gre na podworku albo w kasynie, przyjecie takiego modelu bytoby
dla graczy komunikatywne.

Ciekawe wyniki daja symulacje komputerowe metodami typu Monte Carlo. Zadajac 3
r6zne warunki uktadania cieciw uzyskuje si¢ 3 rozne wyniki w postaci trzech réznych obra-
zow graficznych, powstajacych np. po pseudolosowaniu 500 cigciw w okreslonym polu. Sa
to ilustracje brzegowych warunkow losowania, nie wynikow.

P=1/3 P=12 P=1/4

Ryec. 4. Symulacja przypadkéw

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [http://bayes.wustl.edu]

Napisanie tego rodzaju programu w wigkszo$ci jezykoéw programowania (cho¢by w po-
czciwym Turbo Pascalu) nie powinno sprawi¢ wiekszego problemu — zachgcam, mozna wte-
dy ,,cksperymentowaé” do woli. Jednak pamigtajmy, ze maszyna cyfrowa operuje skonczo-
nymi warto§ciami, a jej kwantem geometrii jest piksel. Maszyna to artefakt — nie przyroda,
utopijny $wiat ptyty gtéwnej naszego ,,peceta” zapewne problem przyjmie i zniesie, ale nie-
stety niewiele wniesie.

Podsumowujac, nalezy zmartwi¢ hazardzistow — podpowiedzi brak!
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4. Final

Zachodzi pytanie metodologiczne, czy aby nasze ,,paradoksy” nie wynikaja z przyjetego
aksjomatycznie abstraktu figur geometrycznych. Jak daleko mozna budowac abstrakcje,
,wymysla¢” problemy? Wielki Bertrand Russell (patrz: antynomia Russella albo paradoks
zbioru wszystkich zbioréw Cantora) pokazat, ze nie kazda zbudowana formalnie poprawnie
abstrakcja jest dopuszczalna — otdz, abstrakty maja swoje granice! Nasz problem okazal si¢
raczej tymczasowym stanem niewiedzy, nieprawidtowym zdefiniowaniem warunkéw brze-
gowych, pomieszaniem pojec¢. Na bazie jezyka matematyki, ktora stworzyta owo zagadnie-
nie, mozna je objasni¢ teorig prawdopodobienstwa w zbiorach nieskoniczonych, przyjmujac
aksjomatyczng definicje Kotmogorowa; chociaz fizyk powie nieco ironicznie, ze to jest idem
per idem*. Celem wyjasnienia wymyslonego abstraktu postuzymy sie kolejnym abstraktem.

Matematyka poszta w kierunku rozwoju poje¢ nieskonczonosci i ciaglosci. Takie pojgcia
jak ciag i granica to wynik tej drogi. Historycznie najpierw powstawaly teorie nieskonczenie
matych liczb (twoérca pochodnej Leibniz wtasnie tym pojeciem si¢ postugiwat). Teoria nie-
skonczenie matych (i duzych) jest na nowo rozwinig¢ta przez wspaniatego matematyka (uro-
dzonego zreszta w Watbrzychu) Abrahama Robinsona. Zasadniczo teoria ta lepiej thumaczy
$wiat, bo w $wiecie nic nie wskazuje na istnienie nieskonczenie wielkich i ciaglych, za to
bardzo mate, ale chyba skonczone wystgpuja licznie.

Wréémy jeszcze do empirii tarczy na strzelnicy. Fizyk powie tak, nawet jezeli obszar tra-
fienia grotu bedzie bardzo maty, np. 1 4, to jednak skonczenie maty. Réwnoczeénie potozenia
naszych trafiajacych grotow lotek nie sa ciagte, sa skwantowane, jezeli ten kwant polozenia
bedzie miat Srednice grotu — paradoksy znikaja, lotka trafia tylko w matryc¢ wyznaczonych
miejsc, to fizyka ciala statego — krystalografia. Nie ma tu zadnych nieskonczonych mnogosci
ani ciggtosci, lecz jedynie zmiana skali na mikro.

Determinizm!? Tak, ale nie do ogarni¢cia, bo skonczenie mate sg naprawdg mate i jest ich
duzo, a aktualnie najlepsze maszyny cybernetyczne potrafig efektywnie operowac algoryt-
mem z kilkunastoma dynamicznie zaleznymi od siebie zmiennymi. Analitycznie, na kartce
papieru, mamy juz problemy z doktadnym rozwigzaniem klasycznego zagadnienia mechani-
ki nieba — trzech, czterech grawitujacych ciat. Czyli jednak probabilistyko ratu;j!

Fizyk podzickuje zatem matematykowi za teori¢ mnogosci jak i statystyke z zastrzeze-
niem, ze to tylko modele, ktore owszem — pomagaja. Wspotczesna probabilistyka pozwala
zamodelowa¢ niezwykle skutecznie wiele proceséw zachodzacych w Kosmosie i w artefak-
tach. Jednak matematyka jest uktadem zastgpczym, ktory pozwala rzeczywisto$¢ symulowac,
ale nie powinnismy wnioskow z tej symulacji kategorycznie odnosi¢ do przyrody, gdyz
mozna dokona¢ interwencji w rzeczywistos¢, a potem ktécié sie jak pewien kardynat
z Galileuszem (spierano si¢ o kratery na Ksiezycu). Ow kardynat rzekt: Po c6z mam patrzeé

4 Znaczy: to samo przez to samo.
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w teleskop, skoro, stosujac zasady logiki Arystotelesa, dowiedziono, ze Ksi¢zyc i planety sa
idealnie gladkimi kulami (,,krysztalowymi”) i by¢ inaczej nie moze, bo nasz aparat wniosku-
jacy jest nieomylny (a trzeba pamictaé, ze 6w kardynal byt naprawdg biegty w logice!)?
Aparat moze i tak, ale dane wejsciowe na pewno nie. Matematyka nie jest naukg absolutna,
jest tylko modelowaniem $wiata, a nie jego zasada. DoszliSmy do starego pytania, czy ma-
tematyka jest, czy my jg wymysSlamy, powiedzmy tak — czy e”? +1 = 0 takze w Galaktyce
Andromedy? Nie wiem.

sk

Na koniec do przemyslenia, ,.trzy grosze” od fizyka. Nieskonczonos¢ raczej nie istnieje, bo
skoro nukleonow we Wszech§wiecie jest 103 (albo inaczej mowiac, masa Wszech$wiata jest
skonczona) to nie mozna napisa¢ nieskonczenie dhugiej ksigzki (tym samym liczby), gdyz
przetwarzajac cala materic Kosmosu (w tym siebie samego) na piéro, inkaust i pergamin,
w koncu... bedziemy musieli postawi¢ ostatnig kropke.
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ABSTRACT
The Joseph Bertrand’s paradox

The publication relates to the not very well-known ,,paradox”, described by Joseph
Bertrand — the French mathematician. The subject matter of the article oscillates around
probabilistic. This part of mathematics is infrequently popular by students, but is close
the nature of our world — more than (for example) analytic geometry. The popular
character of the article is devoid “hard formulas” and concentrated on the ,,sense of
this all”. Many questions connected with the theory of the science, and also with the
place of mathematics as human scientific thinking process.

Key words: popular the science, chance variation, geometrical probability, the philosophy
of the nature, mathematical paradox.
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O paradoksie blizniat

Artykul popularyzatorski
dedykowany tym, co lubiqg fizyke, czyli chyba nie nikomu

Pamieci pewnego czlowieka, ktory odszedt 13 czerwca
2010 roku, byt bardzo dzielny cate zycie, a najbardziej
w ostatniej chwili

STRESZCZENIE

Publikacja zawiera elementarny opis kluczowych pytan szczegdlnej teorii wzglednosci
Alberta Einsteina (1879—-1955). Celem i zamiarem owego skromnego eseju jest popula-
ryzacja fizyki jako fundamentalnej nauki przyrodniczej, w ktorej zbiega si¢ wigkszo$¢
naukowych torow myslenia. Ukazane zostaly podstawowe koncepcje relatywistyki
Einsteina: przeksztalcenie Lorentza oraz pozostale aspekty dylatacji czasu. Zaznaczo-
no takze szereg problemow filozofii nauki. Motywacja autora jest powr6t do rdzennie
przyrodniczego myslenia, analizowania zjawisk, fenomenow. Wspotczesnosé, niestety
pelna jest tzw. ,racji” zamiast zasad, a takze ,,prawd” przeglosowywanych na wiecach,
a nie odczytywanych z przyrody. ,,Wzglednos¢”, wszechobecna we wspoélczesnej
postmodernistycznej strukturze cywilizacji, niewiele ma wspdlnego, poza semantyka,
z teorig wzglednosci. Z punktu widzenia nauki istotne sg te racje, ktorych cztowiek nie
uformowat we wlasnym umysle, ale ktore jego krytyczny umyst dostrzegt w przyrodzie.

Stowa kluczowe: popularnonaukowy, teoria wzglednosci, Einstein, transformacja Lo-
rentza, podrdz w czasie, paradoks blizniat.

1. Moja racja

Majqgc dwadziescia lat, myslatem tylko o kochaniu.
Potem kochatem juz tylko myslec.

Albert Einstein

Zagadnienia poruszone w niniejszej publikacji to ikona nauki, a na pewno pop-nauki. Jak to
z ikonami bywa, powstaja legendy, zmyslenia, bajki.
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Tytutowy temat jest znany, ale bywa, ze niezgtebiony. .. Warto zatem, nie pomijajac szcze-
g0tow i nie upraszczajac nadmiernie, nieco zrozumie¢ ten kawatek wiedzy o Wszechswiecie,
ktérego jesteSmy uczestnikami.

Bez watpienia autentyczne przyjecie do wiadomosci faktow, o ktérych bedzie mowa,
moze powodowac¢ napigcia. Osobiscie znam tezy A. Einsteina od lat i autentycznie si¢ oswo-
item. W tresci opracowania zawartych jest wiele fragmentdéw interdyscyplinarnych, co po-
winno utatwié¢ zrozumienie przelomowego dla filozofii nauki nowego relatywistycznego
sposobu widzenia przyrody.

Mam nadzieje, ze Czytelnik przebrnie przez rozumowanie, ktére na wiele sposobow de
facto zmierza ku jednolitym wnioskom.

2. Racja fizyka

Racja fizyka, Kaska butow nie ma.
Jozef M. Bochenski

Rzecz si¢ ma nastgpujaco: dwaj bracia blizniacy, Jacek i Placek udali si¢ na dworzec astro-
nautyczny. Jacek wsiadl do statku kosmicznego, pomachat przez luminofor na pozegnanie
i odlecial. Odbyl dlugo trwajaca (wedtug rozktadu jazdy na tablicy ogloszeniowej dworca
astronautycznego) w przeroznych rejonach najblizszego Wszechs§wiata podréz z ré6znymi
predkosciami wzgledem Ziemi, ale czgsto byly one ~ 299792458 m/s, po czym powrécit na
naszg planete — do Placka.

Niby nic takiego si¢ nie stato, to przeciez jak 2 lata rejsu trojmasztowcem wokot globu,
po powrocie bracia sg o 2 lata starsi, wesolo gaworza przy golonce z chrzanem i ogladajg
fotografie z podrézy — a jednak wszystko wskazuje na to, ze nie!

A teraz jak zwykle od poczatku

Zacznijmy od fizykalnego faktu, ze §wiat poznajemy my, ludzie, a nie np. $limaki.
Ponadto poznajemy go aparatem, ktory posiadamy, a jest tak, ze podstawowym sygnatem,
jaki odbieramy, jest §wiatlo, pozniej dzwigk i inne. Z aspektu fizyki najwazniejszym no-
$nikiem informacji (bodzcem) jest $wiatlo, fizjologicznie obstugiwane wzrokiem. Tak juz
jest i to jest nasz $wiat; nickoniecznie taki jest Swiat, ale my takim go obserwujemy, bo taki
mamy umyst oraz jego uzbrojenie — zmysty. GdybysSmy byli niewidomi — wszyscy bez wyjat-
ku, nasz §wiat (bo nie $wiat) zapewne wygladatby w odbiorze inaczej... Podstawowym
narzgdziem poznania byltby sonar, aktualnie jest to kamera. U §lepego i gluchego psa przede
wszystkim wech — no 1 jak wtedy zbudowaé kinematyke?!
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W fizyce ukutym jest poj¢cie obserwatora, ktore to w swoim zrédlostowie zawiera od-
wolanie do zmyshu wzroku, tak wige fizyk to przede wszystkim ,,wzrokowiec”.

Oczywistos¢ tych spostrzezen (znéw oko + §wiatlo) jest oczywista! Zatrzymujac si¢ jed-
nak nad oczywisto$ciami, mozemy niejednokrotnie dostrzec (znéw oko + §wiatlo) glebokie
cechy przyrody.

Co to zatem znaczy dostrzec, zaobserwowaé? To znaczy zarejestrowaé pewien stan
umystu bedacy wynikiem dziatania §wiatlta (czym ono jest — pomijamy, wiemy, ze na nas
dziata).

Obserwator odczytal napiecie woltomierza, wyniosto 7V; obserwator dostrzegt na rada-
rze wrogi samolot; astronom ujrzat komete w konstelacji Byka. Przytoczone tu zdarzenia
to oddzialywanie migdzy cztowiekiem a zjawiskiem, kluczowym no$nikiem wiedzy o tych
zjawiskach jest $wiato.

Swiatto jest strumieniem czastek — taka definicje przyjmijmy. Wszystkich
oponentow, zwolennikow glebszej polowej, bardziej elektromagnetycznej wersji definicji
Swiatla uprasza si¢ — na razie — o uprzejma zgodg na naszg definicjg.

Przypu$émy, ze jesteSmy na mistrzostwach w futbolu. Jezeli w meczu pitkarskim zaszto
zdarzenie gola, to wysyta ono w stron¢ obserwatora strumien czastek (nazywanych fotona-
mi), powodujac u niego pewien stan umystu, mianowicie zaobserwowanie gola. Zazwyczaj
wszyscy na stadionie twierdza, ze jednoczesnie i razem widzieli to, co widzieli: gol!

Swiatlo, czyli fotony przemieszczajg si¢ w przestrzeni z pewng ograniczona predkoscia,
wynosi ona 299 792 458 m/s w prozni absolutne;j. Jest to fakt (potwierdzona stata) fizyczny,
ktory Czytelnik musi przyja¢ do wiadomosci (oczywiscie warto to sprawdzi¢). Z oczywi-
stych zatem powodoéw nie moze foton od pitki do oka obserwatora dolecie¢ natychmiast,
niezwlocznie. Widzowie sportowego spektaklu siedzg w roznych odlegtos$ciach od pilki,
kazdy z (powiedzmy) 60 tys. widzéw w innej. Wniosek: gol jest zjawiskiem wzglednie
nierdwnoczesnym, kazdy z widzow obserwatoréw zauwazy go po réznym czasie (¢, ¢, ...
to000) 0d faktu zaistnienia w bramce. Rzec mozna, kazdy obserwator widzi ,,swojego” gola
w swoim czasie (pada 60 tys. goli). Jezeli ziemski mecz obserwowaliby$Smy na planecie
Uran, to sygnat telewizyjny, ktory (tak si¢ sktada) porusza si¢ z predkoscia identyczng jak
swiatto (bedziemy oznaczac¢ jg c), dotartby do nas w czasie ¢, = 2h40’. Czyli nasz gol byt
»innym” golem niz ziemski, z naszego (fotel na Uranie) punktu obserwacji stwierdzili$my,
ze na stadionie bramka padta o 2h40’ pozniej. Wigc gol padt o 10:00, czy o 12:40 — jak to
rozumie¢? Inne pytanie do samodzielnej analizy: czy jest jaki$ sposob, aby powiadomié
o bramce kibica na Uranie, bez zwloki, natychmiast, rownocze$nie ze zdarzeniem na ziem-
skim stadionie?

Rozwazania powyzsze sa prawie oczywiste, zachgcamy jednak do ich dalszego sa-
modzielnego rozpatrywania. W codziennosci ignorujemy owe fakty, predko$¢ $§wiatla,
¢ = 1080000000 km/h, co dla nas, istot do§¢ powolnych, jawi si¢ jako nieskonczonosc!
Przecigtng obserwacj¢ zdarzen rejestrujemy jako natychmiastowsg i rownoczesng dla obser-
watora stojacego obok.
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Ale jest tak, ze ¢ # R '. Gdyby $wiat byl przez nas przede wszystkim nastuchiwany,
a nie obserwowany, rozwazania owe bylyby bardziej oczywiste i w sumie sg, bo przeciez
kazdy moze w gorach, lesie czy nad jeziorem krzykna¢ i ustysze¢ wtasne echo...

A teraz juz fizyka

Sprobujmy nieco uscisli¢ nasze rozumowanie. Postawmy problem dwoch stadionow: je-
den na Ziemi, a drugi na Uranie. O godzinie 17:00 czasu ratuszowego w Krakowie majg roz-
pocza¢ si¢ mecze na obu stadionach. Jak to zrobi¢? Proste, na ¢, = 2,66 h przed ziemska ratu-
szowa 17:00 wysta¢ w kierunku Uranu sygnat z komenda: zaczynamy! Wyobrazmy sobie, ze
na obu planetach (stadionach) sg zegary, sg tez komentatorzy sportowi, ktorzy je obserwuja
i $ledza mecz. Majg takze monitory, na ktérych z opdznieniem obserwujg drugie spotkania.

Pytanie: jak obserwowaé oba mecze rownoczesnie bez przesunigcia w czasie, tak aby na
monitorach widzie¢ np. 17. minute, sekund 5 jednego i drugiego meczu tacznie? Odpowiedz:
usig$¢ posrodku, w potowie drogi Ziemia—Uran, wowczas to zdarzenia zachodzace na obu
planetach beda docieraly do nas z jednakowym opodznieniem, czyli beda obserwowane jako
réwnoczesne, na monitorach w prawym gérnym rogu ekranu ujrzymy doktadnie ten sam
czas, np. 17. minut¢ meczu, sekund 5. Zdarzenia nadal sa obserwowane z przesunigciem cza-
sowym, ale sa rownoczesne dla obserwatora trzymajacego rowny dystans od stadionowych
zegarow (ryc. 1).

Ziemia 1/2 odlegtosci @ 1/2 odlegtosci Uran

Ryc. 1. Wzgledna rownoczesno$¢ zdarzen

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Doszli$my do zagadnienia synchronizacji zegarow. I nie jest to bynajmniej wy-
wazanie otwartych drzwi. Zazwyczaj moéwimy, ze dwa zegary sa zsynchronizowane, gdy
pokazuja ten sam odczyt. Po rozwazaniach na poprzednich stronach wiemy, ze znaczenie
stowa ,,synchronizacja” i ,,ten sam” albo stracito sens, albo nabrato nowego... Zauwazmy,
dwa zdarzenia nazwiemy réwnoczesnymi (zsynchronizowanymi) wtedy, gdy obserwator
znajdujacy si¢ doktadnie w polowie odleglosci pomigdzy nimi dozna tego samego stanu
obserwacji. A jak zsynchronizowa¢ dwa odlegle zegary? Nalezy, bedac w réwnej odleglosci
od obu, wysta¢ impulsy synchronizujace (np. 2 rakiety) o identycznych predkosciach. Znajac

'R, — czytaj ,alef zero”, hebrajska litera oznaczajaca tutaj moc zbioru liczb naturalnych.
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odlegtosci i predkosci, mozemy obliczy¢ przesunigcia odczytow czasow z zegar6w na Ziemi
i Uranie, czyli zsynchronizowac¢ zegary.

Ziemia 1/2 odlegtosci - @ = 1/2 odlegtosci Uran

Ryc. 2. Synchronizacja zegarow

Zrodto: opracowanie wlasne.

Warto zastanowi¢ si¢, Szanowny Czytelniku, jak zsynchronizowatbys trzy zegary (ryc. 3)
poruszajace si¢ z predkosciami przy§wietlnymi w réznych kierunkach ptaszczyzny albo na-
wet przestrzeni. Wyniki rozmy$lania nad tym zagadnieniem sa zdumiewajace!

I jeszcze trzy definicje porzadkujace pojgcia:

Zegar jest to uktad, ktory wytwarza policzalne zdarzenia, po wytworzeniu zdarzenia
wraca do stanu poczatkowego. Jest zatem uktadem pracujacym cyklicznie. Mowiac o cza-
sie, mamy na mysli ilo$¢ ,,tyknie¢” zegara. Nie zastanawiamy si¢ (jeszcze), co to jest czas,
ale tykniecia umiemy policzy¢. Z poprzednich rozwazan wynika bardzo istotny warunek
rzetelnego uzycia zegara, musi on znajdowac si¢ blisko zdarzenia, tak aby droga $wiatta od
zdarzenia do zegara: ct = 0.

0,99¢ T
0,0c 0,90¢

0,95¢ \

Ryc. 3. Problem synchronizacji trzech zegaréw

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Przypomnijmy, inercjalny uklad odniesienia to taki, ktdorego wektor predkosci jest
niezmienny (czyli ma stata warto$¢ predkosci, kierunek i zwrot). Jest to twor wyidealizowa-
ny, matematyczny, fizycznie nieistniejacy. W niniejszej publikacji domyslnie moéwimy
o uktadach inercjalnych i ruchu rozumianym jako jednostajny prostoliniowy. Czytajac ni-
niejszy artykul, wydaje nam sig, ze jesteSmy ukladem spoczywajacym, tylko co to znaczy
»Spoczywamy’’?

Intuicja méwi, ze predko$¢ ¢ to to samo co v rowerzysty czy lokomotywy, a jednak
nie! Predkos¢ ¢ jest na szczegdlnych prawach, co nalezy teraz stanowczo powiedzie¢. To, ze
swiatto w prozni zawsze porusza si¢ z bezwzgledng wartoscig ¢, jest udowodnione bezspor-
nie — doswiadczalnie. Konsekwencja tego jest niemozno$¢ klasycznego dodawania wekto-
réw predkosci poruszajacych si¢ cial, gdyz swiatto zawsze porusza si¢ wzglgdem ,,swojego”
uktadu z predkoscia $wiatta, nie moze zatem poruszac si¢ np. z predkoscia 3¢. Reguta ,,0s0-
bista” dowolnego uktadu fizycznego brzmi: ,,Nic nie moze poruszaé si¢ szybciej od §wia-
tla, wzgledem mnie”. Wyprowadzajac na kolejnych stronach wzoér na dylatacj¢ czasu
w przeksztatceniu Lorentza, bedziemy korzystaé z tego fundamentu oraz z réw-
nowazno$ci uktadéw poruszajacych si¢ wzgledem siebie ruchem jednostajnym. Dlaczego
tak jest, ze ¢ jest w przyrodzie uprzywilejowane — a to juz pytanie metafizyczne, w fizyce
zazwyczaj nie chodzi o odpowiedz na pytanie ,,dlaczego”, tylko na ,,jak™?

Transformacja? Lorentza3

Przeprowadzmy teraz nastgpujacy eksperyment myslowy:

Z ruchomego zrédia $wiatla (np. latarki jadacej jednostajnie po prostej) wylatuje
sygnal §wietlny i dolatuje do lustra naprzeciwko, po czym wraca do odbiornika (oka). Ile to
bedzie trwalo? Oczywiscie (ryc. 4) dwukrotnie L/c, czyli jakis czas T (tyle czasu — | tyknie-
cie poczekamy na odbior $wiatla od momentu jego wystania z latarki) w uktadzie (z punktu
widzenia przesuwanej w prawo latarki) poruszajacym sig¢ to:

2 Transformacja — z taciny transformatio, znaczy przeksztatcenie, przeistoczenie.
3 Lorentz Hendrik (1853-1928), Holender, noblista z dziedziny fizyki.



O paradoksie bliznigt Artykul popularyzatorski dedykowany tym, co lubiq fizyke... 101

Ryec. 4. Do$wiadczenie myslowe H. Lorentza

Zrodho: opracowanie whasne na podstawie [Szymacha 1985].

Precyzujac sprawe, nalezy powiedzie¢, ze czas (oznaczmy go T') w uktadzie spoczy-
wajacym (obserwacja sytuacji z punktu widzenia nieruchomego uktadu) bedzie zalezny
od dhugos$ci boku trojkata 4, a nie od jego wysokosci L.

T = ﬁ + ﬁ =2 E 2)
c ¢ c

Zwr6¢my uwage na t¢ oczywista roznice, jest to moment kluczowy. Analogiczny ekspe-
ryment mozemy przeprowadzi¢ z pitka koszykowa, z ktdra biegniemy. Jaki tor lotu z naszego
punktu obserwacji wykonuje pitka? A jaki tor dostrzeze obserwator siedzacy na tawce przy
$cianie sali?

Caty uktad (latarki, palca i oka) porusza si¢ w prawo (ryc. 5). Przebyt wigc pewng droge
d=vT.

Ryec. 5. Przesunigcie uktadu zrodta §wiatta

Zrodlo: opracowanie whasne na podstawie [Szymacha 1985]
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Dalej (ryc. 6) znajduje si¢ trojkat prostokatny, ktéry podsumowuje cate zjawisko, trzeba
go jedynie rozwiazac, co potrafili juz pitagorejczycy.

Ryec. 6. lustracja do obliczenia dylatacji czasu

Zrodto: opracowanie wlasne na podstawie [Szymacha 1985]

2
h? = (—d) + L? —twierdzenie Pitagorasa.

=20 gour =L igcie ~d = Ly
ale: T =—, d =T, h=—-ioczywicie —d = ST

Z poprzednich (ryc. 4 i 5) ilustracji wynika, ze:

Ostatecznie po podstawieniu otrzymujemy:

(5 -G+ (5)

Rozwiazujac roéwnanie ze wzglgdu na T uzyskujemy:

T =——, v<c .(3)
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Wyprowadziliémy jeden z najwazniejszych wzoréw (dylatacja* czasu w prze-
ksztalceniu Lorentza) neoklasycznej fizyki, co — jak wida¢ — nie bylo trudne!
Zadziwiajace jest, iz takie rozumowanie mogt przeprowadzi¢ Pitagoras (byly wowczas
zwierciadla, konie, wozy, §wiatlo i matematyka), mogt tez wielki Newton, mogt kazdy
z nas, a jednak ta ,,oczywista oczywisto$¢” dotkneta dopiero umysty Lorentza, Poincarego,
Michelsona, Einsteina i moze kilku innych. Prowadzit je juz w 1843 roku Doppler, ale jego
wnioskowanie poszto w kierunku zmiany dtugos$ci fali. Podobne rozwazania mozna popro-
wadzi¢ z piteczka tenisowa odbijajaca si¢ od Sciany oraz biegajacym wzdhuz i w poprzek
kortu tenisista.

Po co jednak to zrobili$my (,,a po co nam to wszystko”)? To pytanie dla niektorych bywa
denerwujace, inni czasami trzaskajg drzwiami. ..

Odpowiedzmy: Mozemy obliczy¢, o ile rézni si¢ odczyt czasu trwania tego samego zda-
rzenia pomiedzy obserwatorem z zegarem poruszajacym si¢ z predkoscia v, a spoczywaja-
cym wzgledem niego innym obserwatorem réwniez uzbrojonym w zegar.

Owo T ruchu $wiatta (rozumianego fenomenologicznie, jako zjawisko) to jest pojecie
czasu w sensie fizyki zjawiska. WyprowadziliSmy zalezno$¢ miedzy obserwowanymi wza-
jemnie odczytami zegarow w dwoch poruszajacych si¢ wzglgdem siebie uktadach. Jak wi-
da¢, odczyty te beda r6zne. Omawiane rownanie nr 3 opisuje przesunigcie czasu jako para-
metru ruchu; przy predkosciach bliskich ¢ opisuje opdznienie rejestracji impulsu Swietlnego
jednego uktadu wzgledem drugiego, w konsekwencji opisuje przesunigcia wskazan zegarow
poruszajacych si¢ w uktadach inercjalnych.

W tym miejscu odpowiemy cze$ciowo na fundamentalne pytanie: Czym jest czas?
W omawianym zagadnieniu pojgcie to jest inne niz zwyczajowo nabyte. Jest to
parametr sygnatu, jego przebiegu. Zasadniczo méwimy o czasie pokonania danej drogi przez
foton (sygnat). Czas (tak to co$§ nazywamy) odnosi si¢ tutaj nie do pojecia abstrakcyj-
nego czy absolutnego, ale do wzglednego rejestrowania wskazan zegarow jednego uktadu
w drugim uktadzie. Pomys$lmy jak fizyk, obserwator $wiata, prozaicznie — czas to jakie$
co$ bedace argumentem funkcji drogi s(¢) opisujacej btysk $wietlny i — jak si¢ okazuje — ta-
kie rozumienie czasu jest wystarczajaco uniwersalne i wyczerpujaco proste; miast tysiecy
stron poematow i traktatow popetnionych na temat czasu przed rokiem 1905 (gdyz wtedy to
Albert Einstein opublikowat rozwazania, ktore tutaj prowadzimy, zawarte w ramach
szczegolnej teorii wzglednos$ci).

Dygresje do zastanowienia: jesli (hipotetycznie) v > ¢, to wyrazenie podpierwiastkowe
(wzor 3) jest ujemne, jaki i czy to ma sens fizyczny? W tym miejscu zachgcamy do zaintere-
sowania si¢ Hermanem Minkowskim oraz ponownego zastanowienia si¢, czy czas jest typo-
wym skalarem. Przeanalizujmy ponadto, ze w granicy, gdy v = ¢ zegary dla obserwatoréw
»zatrzymuja si¢”, a gdy zatozymy zgodnie z mechanika klasyczng, ze ¢ — oo, otrzymamy
zrownanie odczytow zegaréw T = T, czyli brak efektu przesunigcia. Gdy v < ¢, problem

4 Lacinskie dilatio znaczy zwloka.
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»zhika”. Wracamy do tzw. przeksztalcenia Galileusza, ktore co prawda uwzgled-
nia réznice predkosci, ale czas jest obligatoryjny i ten sam dla wszystkich uktadow, 7= T".
Po co odstepujemy od przeksztatcenia Galileusza? Bo v uktadu moze by¢ bliskie ¢, a ¢ jest
skonfczone.

Analogia jest motocyklista jadacy wzdtuz nasypu kolejowego ze stala predkoscia, np.
50 km/h, wzgledem skarpy i,,gonigcy” pociag poruszajacy si¢ ze stalg predkoscia, powiedz-
my 100 km/h. Dokonujac pomiaru czasu (z poziomu wagonu albo motocykla) od jakiej$
chwili wlasnej ¢, do ¢,, mozemy zastosowac rownania liczace dylatacj¢ czasu:

! !
T pociagu T motocykla

Tnotocykia = Thociagu =
v ’1 2 oraz ~Pocag ) 2 - 4
c? c?

Dylatacja jest symetryczna! A zatem z punktu widzenia pociggu odczyt czasu wydtuzyt
si¢ u motocyklisty, ale rowniez z punktu widzenia motocyklisty odczytane wskazanie czasu
byto przesunigte, wydtuzone (zegar tykat wolniej) w pociagu. Kazdy poréwnuje wyniki ze
swojego punktu widzenia!

I prosze, nauka nie zawsze potrzebuje od razu ,trudnej” matematyki (o ile matema-
tyka jest trudna?), ale zawsze potrzebuje zmyslnego koncypowania i wyobrazni. Szczegodlna
teoria wzglednosci nie jest trudna do pojgcia i nie wymaga wielkiej abstrakcji, jest to taka
nieco dociekliwiej roztrzasana kinematyka Newtona.

A teraz blizniaki

Klasyczna formuta dylatacji czasu ma (znang nam juz) postac:

v2 T
T'=T[l-— = T=——
c 1_1;_2

c2

Przy pewnych (poprzednio zreferowanych) zatozeniach jest ona prawdziwa. Ale zazwy-
czaj bywa bltednie rozumiana, upraszczana i dlatego zgubna we wnioskowaniu. ..

Obliczenia takie dotycza pewnego ,,wycigtego” odcinka drogi oraz odczytow wilasnych
zegaréw dwoch inercjalnych uktadow i nie sg precyzyjnie adekwatne do zagadnienia bliz-
niat, ktore jest naszym tytulowym tematem.

Rozwigzmy teraz typowe szkolne zadanie (jest w niejednym zbiorze):

Nasz brat — Astronauta odleciatl w rakiecie poruszajacej si¢ z predkoscia wynoszaca 0,8 ¢
wzgledem Ziemi. Ile lat uptyneto na Ziemi, jezeli w statku kosmicznym mingto (77) 30 lat
(ale jakich?).

30 30 30

0802 0,64c2 VI—064,

_30_50
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Ol w
wl|| ©
o))



O paradoksie bliznigt Artykul popularyzatorski dedykowany tym, co lubiq fizyke... 105

Odpowiedz: Na Ziemi uptyneto 50 lat.

Rozwigzanie zadania zawiera nastepujace uproszczenie: zaklada, ze oba uklady braci po-
ruszaja si¢ wzgledem siebie ruchem jednostajnym prostoliniowym, jakby ten stan rzeczy byt
juz zastany, uksztattowany, istniat dla potrzeb naszego zadania tekstowego (co nie jest prawda
— sytuacja musi si¢ rozwijaé, niezbedne sg przyspieszenia, zmiany kierunkow, predkosci etc.).

Szkolne ujecie opisane powyzej nie oddaje precyzyjnie sensu zjawiska majgcego miejsce
w przypadku Jacka i Placka, ujmuje sytuacj¢ jakby byta statyczna, gdzie wystgpuje jedynie
jedna predkos$é oraz jakis absolutnie naliczony odcinek czasu, np. 30 lat. Wykonywane
»statyczne” obliczenie relatywistycznego wydluzenia czasu jest duzym uprosz-
czeniem, ktore zmienia sens fizyczny rozpatrywanej sytuacji. Tymczasem jest nieco inaczej.

Modelowe zadanie jest prawdziwe, ale tylko w wyidealizowanym przypadku, gdy dwa
uklady inercjalne, juz rozpedzone, poruszaja si¢ jednostajnie i prostoliniowo (bez wirowa-
nia) wzdtuz wspdlnej osi, np. x. Pr¢dkos¢ jednego wzgledem drugiego wynosi 0,8 ¢ i nikt nie
zawraca.

Rzeczywiscie tak rozpatrujac kwesti¢ Jacka, i Placka i jeden, i drugi jest starszy/mtodszy.
Czy to moze by¢ prawda? O tym dale;j.

A teraz troche formalniej

Plan lotu kosmonauty przedstawia rycina 7, model planu lotu rycina 8. Wyobrazmy so-
bie lini¢ wielu zsynchronizowanych bliskich sobie zegaréw, potozonych na odcinku
pewnej drogi, np. s = ¢t =1 m (czyli  =3,33 ns). Wzdluz tej linii porusza si¢ punkt (rakieta)
ze zmiennym v, $rednio bliskim ¢. Obserwatorzy znajdujg si¢ w zegarach oraz jeden obser-
wator w poruszajacym si¢ punkcie. Kazdy z zegardéw jest w bardzo bliskim (ze wzgledu na
v = ¢) sasiedztwie innego. Wszyscy obserwatorzy notuja, odczyty moga roznic si¢ zaledwie
0At~3,33 ns. Uszeregowane wyniki ich obserwacji tworza kolejng o$ zegardw prim (ryc.9).
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Ryec. 7. Lot kosmonauty posrod gwiazd

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Ryc. 8. Model krotkiego odcinka lotu

Zrédto: opracowanie wilasne.

>
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Ryec. 9. Zestaw zarejestrowanych obserwacji po przelocie rakiety, uktad prim

Zrodto: opracowanie wlasne.

Uktad zegaréw jest inercjalny. Uktad lecacego punktu (czyli rakiety) nie. Jednak punkt
poruszajacy si¢ w granicy przebywa w poblizu kazdego z zegarow, tak iz ich predkosci wy-
réwnuja si¢ v = v’, a obserwatorzy ,,w zegarach”, znajdujac si¢ co 1 metr, moga dokona¢

pomiaru.
Wréémy teraz do przeksztatcenia Lorentza, ktore z definicji dotyczy jedynie uktadow
inercjalnych:
TI
T= =
v
1=z

Zatdzmy, ze rozpatrujemy przedziaty (odcinki) czasowe przelotu punktu AT1AT’. Wycinamy
zatem pewien fragment zdarzen (postrzeganych wzglednie) pomigdzy ¢, i ¢,
AT =t,—t,oraz AT'=t'~t’, Azatem:

Relacja jest tym dokladniejsza, im przedziat (interwal®) czasowy jest krotszy. AT — 0
i AT’ — 0, co daje posta¢ rdézniczkowa:

5 Po facinie intervallum znaczy przerwe, odleglo$¢ miedzy dwoma punktami.
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dt' = |1

v2(t
-, ©
c
Zalozylismy, ze nasze rozpatrywane przyrosty czasu sa bardzo mate, a predkos¢ v zalezy
od czasu ¢, jest to niestalo$¢ ruchu statku kosmicznego.

Chcac obliczy¢ catkowita dylatacje czasu tak sformulowanego przypadku, catkujemy
obustronnie rownanie 5 i otrzymujemy:

T

[ 2(t> T Z(t)
fd Of 1- Of 1— (6)

0

Catka z rownania 6 (formalnie nie jest to catka Riemanna, totez uzyto symbolu <) ukazuje
sumg¢ czasow wiasnych wszystkich stowarzyszonych chwilowo zegaréw. Symbol v(¢) jest
predkoscia punktu, a nie uktadu odniesienia! Zegary nie moga by¢ zwigzane z punktem w ru-
chu (naliczanie czasu wlasnego rakiety), gdyz on przyspiesza, dziataja sity. Pomiar z zegara
sztywno zwigzanego z ciatem bylby nierzetelny, wptyw przyspieszenia (uktad nie jest iner-
cjalny) — brak spetionych postulatow poczatkowych transformacji Lorentza, przestajemy
poruszac si¢ na polu kinematyki, a zaczynamy na polu dynamiki. Aby obliczy¢ czas wlasny
punktu, catkujemy (czyli wysumowujemy) przedziaty czasowe pomiarowej linii zegarow.
Jest to sumowanie czasow zegaréw inercjalnych, chwilowo stowarzyszonych z lecacym
(uktad nieinercjalny) punktem.

Odmierzamy zatem czas wlasny obiektu poprzez zegary uktadow, ktore obiekt mija, poru-
szajac sig, o ile znamy funkcje v(¢). W tym sensie jest to (réwnanie 6) nastgpujaca zaleznos¢:

Blizniak Jacek przyspiesza, a Placek jest ,,inercjalny i siedzi na Ziemi”. Jedynie gdy
przyspieszenie jest mate i ma niewielki wptyw na chéd zegara poruszajacego si¢, mozna go
(zegar) wigza¢ sztywno z uktadem poruszajacym si¢ (czyli uktad jest wtedy infinitezymalnie
inercjalny). Dlatego zastosowaliSmy tok myslenia, ktory pozwolit ,,pozby¢” si¢ problemu
przyspieszenia.

Jak mozna wywnioskowac z rozwazan o blizniakach, jedyne, co jest bezwzglednie mie-
rzalne, to przyspieszenie, a zatem takze sity przez nie wywotywane (wciskanie Jacka w fotel
gdzie§ w okolicach Andromedy, kiedy ,,dat gaz w podloge” po porannym postoju na $niadanie).
Predkoscei, czasy, ruch sg niewyznaczalne. Ruch z przyspieszeniem nie jest wzgledny (jak jed-
nostajny bez przyspieszen), ten, kto przyspiesza (doznaje sit bezwladnosci), porusza sig¢.



108 Tomasz Stechnij

Zilustrujmy to nastepujacg analiza: jestesSmy w stanie zmierzy¢ przyspieszenie w sposob
absolutny, ale nie mozemy zmierzy¢ absolutnej predkosci czy potozenie. Pomimo Ze znajac
funkcj¢ potozenia (ogdlnie méwigc droge s), wyznaczymy predkosc:

ds_
dt—v,

a znajac predko$¢, wyznaczymy przyspieszenie:

dv

E=a.

Coz zatem takiego trudnego, znajac przyspieszenie, wyznaczy¢ v i s? A jednak, z po-
chodnej funkcji (co, miejmy nadzieje, kazdy wie), nie mozna wyznaczy¢ funkcji w sposob
jednoznaczny! Stata calkowania ma tutaj niebagatelne znaczenie fizyczne, zwlaszcza ze
operujemy na polu zjawisk relatywistycznych.

Podsumowujac stan rzeczy, moznarzec, ze zgodnieze szczegolna teorig wzgled-
nosci zpunktu widzenia Placka, pozostajacego caty czas na Ziemi, uptyw czasu w rakiecie
byt spowolniony. Jezeli Placek czekat na brata czas T (liczony jakimi$ jednostkami ,,we-
wnetrznymi” uktadu Placka, np. stoperem w jego kieszeni), to wedtug niego podczas catej
podrozy kosmicznej Jacka az do momentu jego powrotu uptyw czasu w rakiecie powi-
nien wynosic:

T
v2(t
T’zj 1-— (z)dt<T,
c
0

gdzie v(¢) jest zmienng (co bardzo wazne!) w czasie ¢ predkoscig statku, ¢ — stala, ktora wy-
nosi 299792458 m/s.

Podkreslmy stosowane konsekwentnie oznaczenia. 7" to czas ptynacy w statku kosmicz-
nym (czyli ukladzie poruszajacym si¢). T to czas spoczynkowy, plynacy na Ziemi z punktu
widzenia Ziemi oraz linii zegarow (ryc. 8).

Zegar

Nalezy zada¢ pytanie wprost dotyczace rozumienia omawianych zjawisk. Mowigc intu-
icyjnie: czy spowolnienie zegardow jest realne? Tak. Kazdy obserwator realnie widzi to, co
widzi, takie ma odczyty zegaréw. I to, co widzi, uwazamy za realno$¢, o czym byla mowa
w poprzednich czesciach tekstu. Sens teorii nie dotyczy zmiany biegu poruszajacego si¢
zegara (jego czasu wlasnego) — skrot myslowy mowiacy o tym, ze poruszajacy si¢ zegar
dziata wolniej (jakoby ,,zgestnial”), jest zwodniczy! W zakresie swojego wlasnego uktadu
inercjalnego kazdy zegar chodzi identycznie. Ale pomiar odstepéw czasowych pomiedzy
zdarzeniami juz identyczny nie jest!
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Przyktadowo niech zegarem bedzie zjawisko rozpadu jadra promieniotwdrczego, $redni
czas (wlasny) zycia jadra w jego uktadzie b¢dzie zawsze niezmienny, np. 2 s, ale odczytany
przez roznych obserwatoréw wyniesie np. 3 us, 4us, Sus! Jezeli nie mamy innych danych
o zjawisku (danych dotyczacych ukladéw odniesienia) i znamy jedynie owe rézne odczyty
okresow zycia jadra promieniotworczego, nie jesteSmy w stanie dokona¢ weryfikacji pomia-
ru. Nie poznamy czasu wlasnego rozpadu konkretnego izotopu, ani nawet charakterystyki
(typu) izotopu, bo ktory z czasow rozpadu jest tym ,realnym”! Jezeli jadro rozpadajace,
hipotetycznie, poruszatoby sig z c, to jego t — X, czyli nigdy nie dowiemy sig, Ze si¢ roz-
padto, dla nas (jestesmy ,,inercjalni”) trwa wiecznie, ale ono samo w sobie juz si¢ rozpadto,
po 2us nie istnieje. Jednak jego 2 us to nasza wieczno$¢, albo nasza ,,kiepska” wiecznos¢ to
dla niego 2 us moment.

Jednoczesno$é

Przeprowadzmy teraz rozumowanie oparte na dylemacie rownoczesnos$ci zda-
rzen! O réwnoczesnosci (albo nierdwnoczesnosci) zdarzeh mowa byla juz na poczatku — byt
to problem stadionow. Wraz ze zmiang parametréw uktadu, w ktéorym przebywa astronauta
Jacek, zmienia sig tez relacja rownoczesnosci zdarzen odpowiadajaca jego punktowi widzenia.
Aspekt réwnoczesno$ci zdarzen jest kolejnym kluczem zrozumienia zjawiska, nie jedynie pa-
rametry wektora ruchu. Jak za chwile postaramy si¢ dowies¢, poszczegolne chwile zycia obu
braci bywaja jednoczesne albo niejednoczesne, zgodne w jednoczesnosci albo rozbiezne.

Bywaly takie momenty zycia obu braci, szdste rano, kiedy Jacek stat ,,zacumowany” i ra-
zem (czyli jednoczesnie z punktu widzenia nieruchomego obserwatora znajdujacego si¢ w po-
towie drogi pomigdzy nimi) zaczynali si¢ golié. O 6.00 + [ statek Jacka dokonat szybkiego
zwrotu w prawo o /4 radiana i obrat kurs w kierunku gwiazdozbioru Oriona. Nastepnie Jacek,
weiskajac ,,gaz w podloge”, spowodowat ,,rozjechanie” si¢ rownoczesnosci golenia. Jacek zy-
skat czas, ktory ,,wypadl mu z ziemskiej rachuby”, wskutek zmian (wartosci predkosci oraz
przyspieszen) rownoczesno$ci zdarzen w jego ukladzie odniesienia. Na Ziemi z kolei czas pty-
nat ,,swoim rytmem” na stoperze w kieszeni drugiego brata do momentu ich spotkania (czas
czekania Placka). Prosta ilustracja zagadnienia rownoczesnosci zdarzen znajduje si¢ na ryc. 10.

Jacek ma 30 jednostek + ,,zysk” czasu np. 20.

Placek ma 30 jednostek czasu do ,,dyspozycji”.

Ryc. 10. Zmiany rownoczesnosci zdarzen Jacka i Placka

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Okresy zycia Jacka rownoczesne (oznaczone ) z odpowiednimi okresami zycia Placka
(oznaczone ___ lub ----), s3 odpowiednio pofragmentowane.

Przypatrzmy si¢ innej ilustracji (ryc. 11), pomocnej w zrozumieniu zjawisk rownoczesno-
$ci 1 nierdbwnoczesno$ci zdarzen. Na ziemi Placek, postugujac sie radiem, pozdrawia cyklicz-
nymi (1 raz na rok) impulsami brata (alfabetem Morse’a). Brat odpowiada. Sygnaty jednak
rozmijajg si¢ (oprocz pierwszego, kiedy obaj odbiorg sygnaty po czasach wiasnych wynosza-
cych 2,6) z powodu bliskich §wiathu predkosci lotu Jacka. Szybko$¢ sygnatlu radiowego jest
bezwzgledna stala. Liczac ilo$¢ odebranych przez braci impulsow, mozemy okresli¢ wza-
jemne przesunigcie czasowe. Diagram wykonany jest przy zalozeniach v = 0,745¢i1 7" = 17,7,
a T'=11,5. Mozna samodzielnie wykona¢ obliczenia weryfikujace jego poprawnos¢.

Warto zwréci¢ uwage na zmiang czgstotliwosci sygnatow po zwrocie statku w kierunku
Ziemi i zastanowic si¢, czym jest ona spowodowana?

tA
Tor statku kosmicznego
............ Sygnaty radiowe wysytane
TTEN z Ziemi
>N\ Sygnaly radiowe wysytane
10 TN ze statku kosmicznego
ol WIO\S
= SO
[S] NN
S NN
T 8p R
E AN “\S
g s \\\ \\\
N A ) AN
R NS _.v\\
< - g a Centaura (4,3 lat Swietinych
=} . N " .
od Ziemi)
2 [ RN I
- 5P - |
g > N I
O AN 3 I
4= I
’ \\A:'V |
= \\ Y |
3 ___4‘-"2 I pierwszy
) | kontakt
2 '—"‘\\\_,.- pierwszy :
kontakt |
. 1 |
1E |
I
I
1 1 1 L1 >
0 1 2 3 4 x/c

Odlegtos¢ od Ziemi w latach $wietinych

Ryc. 11. Diagram kontaktéw radiowych braci blizniakow

Zrodto: opracowanie wiasne na podstawie [Ugarow 1985].
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Rycina 11 (bardzo podrgcznikowa) to zwielokrotniony przypadek uktadu lusterek, dzigki
ktorym wyprowadzilismy wzor dylatacji czasu (zwro¢my jeszcze raz uwage) migdzy dwoma
inercjalnymi uktadami poruszajacymi si¢ na jednej osi. W diagramie zaktadamy (nierealnie),
ze Jacek momentalnie startuje, pozniej leci (v = const.), natychmiast zawraca, wraca i mo-
mentalnie laduje.

Ale, czy to w ogbéle dziata?

Fatwo jest zrozumie¢ nastepujacy fakt. Swiat, ktory widzimy w naszym , teraz”, nie istnie-
je, skoro np. gromada M 13 w Herkulesie jest odlegta od nas o0 25100 lat §wietlnych, to mogta (z
jakis powodow) juz przestac istnie¢, a my widzimy jej stan sprzed 25100 lat, nie widzimy wigc
tego, co jest rownoczesne z uderzeniem dzisiejszej kropli deszczu o parapet naszego domu, wi-
dzimy co$, czego juz nie ma, ale co wyslato komunikat, ze jest i ten komunikat wtasnie dotart.

Na podstawie szczegolnej teorii wzglednosci wykonywane byty (i sa nadal) eksperymen-
ty. Jeden z dwoch zsynchronizowanych zegaro6w atomowych umieszczano w szybkim samo-
locie, ktory odbywat dluga podréz, po czym wracat na miejsce startu. Okazywalo sig, iz ze-
gar, ktory odby? podro6z, nieznacznie si¢ p6znil wzgledem zegara, ktory caty czas pozostawat
nieruchomy. W latach siedemdziesigtych XX wieku Joseph Hafele i Richard Keating wysyta-
li 4 przenos$ne zegary cezowe w dwukrotng podr6z dookota $wiata na poktadach samolotow
pasazerskich. Stwierdzono opoznienia, uzyskana niepewno$¢ pomiarowa wyniosta 10%.
Pozniej fizycy z University of Maryland przeprowadzili podobne doswiadczenie z jeszcze
wigkszg doktadnoscia. Dzigki kolejnym, trwajacym po 15 godzin, lotom atomowego zegara
wokot zatoki Chesapeake zdotali potwierdzi¢, ze wartos¢ dylatacji czasu rowna jest wartosci
przewidywanej przez szczeg6lna teori¢ wzglednosci z niepewnoscia pomiarowa mniejsza
niz 1%. Obecnie, gdy zegary atomowe przewozi si¢ z miejsca na miejsce, na przyktad w celu
kalibracji, uwzglednia si¢ dylatacj¢ czasu wywolang ich ruchem!

Najcickawsze eksperymenty mozna jednak przeprowadzi¢ w dziedzinie atomistyki,
w mikroskali. Badano czas istnienia mion6éw (jedna z czastek elementarnych) wytworzonych
w gornych warstwach atmosfery. Rejestracja obecno$ci mionéw na poziomie morza, gdzie
musialy dolecie¢, oraz pomiary czasu ich zycia udowodnily dylatacj¢ czasu. Bez obserwacji
zjawiska opoznienia czasu czastki uleglyby rozpadowi w trakcie drogi, zanim dotarlyby do
powierzchni Ziemi, inaczej mowiac, mozliwym jest dla nich pokonanie drogi z gornych sfer
atmosfery do powierzchni Ziemi tylko dzigki uzyskanej ,,premii” czasowej z tytutu przesu-
nigcia. Miony za krétko istniejg i gdyby czas si¢ dla nich nie wydhluzal, rozpadtyby si¢
w trakcie lotu. Obliczony ,,wydtuzony” $redni czas zycia mionow poruszajacych si¢ z pred-
koscig 0,9994c¢ wzgledem laboratorium zgadzat si¢ z empirycznie zmierzonym.

Nie wiadomo, dlaczego mezony si¢ rozpadajg i tworza miony ani dlaczego w ogodle sa
(pytan o sens istnienia nie zadaje fizyka ale metafizyka), za to wiadomo, ze podlegaja pra-
wom teorii wzglgdnos$ci. Analogiczne eksperymenty wykonuje si¢ wspotczesnie w wielu ak-
celeratorach czastek elementarnych na §wiecie. To dziata!!!
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Antynomie fizyczne? Nie, tylko dydaktyczne

PrzyblizyliSmy nieco sens fizyczny modelu ,,podrozy w czasie”. Czgsto zarysowana tutaj
sytuacja (postrzegana symetrycznie), opatrywana mianem ,,paradoksu blizniat”, bywa po-
dawana za przyktad niespojnosci logicznej, paradoksu, jakiego$ rozumowania sprzecznego
z porzadkiem rzeczy.

Paradoksalne jest nastgpujace spojrzenie: Z punktu widzenia Jacka, to Placek caty czas
si¢ poruszal i po powrocie, to Placek powinien by¢ mtodszy. Ot paradoks?! Nie, raczej bted-
na dydaktyka.

Uktady nie sg symetryczne, inercjalne wzglgdem siebie. Asymetria powstaje w chwili np.
zawracania Jacka, ktory zmienia uktad inercjalny i ma na to dowody empiryczne (przyspie-
szenia, a zatem sily bezwtadnosci). Z kolei Placek jest stale w tym samym uktadzie inercjal-
nym, nie doznaje przyspieszen!

Blad w rozumowaniu doszukujacym si¢ paradoksu polega wigc na niedostrzeganiu, iz
uktad Jacka nie jest inercjalny (statek musi porusza¢ si¢ z przyspieszeniami, zmiennymi
w czasie predkosciami) i dlatego modelujacy zjawisko wzor (3) na dylatacje czasu w prze-
ksztatceniu (transformacji) Lorentza nie jest odpowiedni, jest on statycznie liczonym wspot-
czynnikiem 7"/T albo na odwrdt 7/7(co jest dla fizyki bez znaczenia, najwazniejsze jest, jak
to rozumiemy i czy rozumiemy). Przy zalozeniu istnienia uktadéw inercjalnych (idealizm!)
jest prawda, ze: T"/T=const. oraz T/T’=const. Jacek nie poruszal si¢ ruchem jednostajnym
prostoliniowym, wrecz przeciwnie — przyspieszat, zwalniat, skrecat etc., nie spetnit wige wa-
runku dopuszczajacego stosowania wzgledem obu ukladéw zasad réwnowaznosci dla ukta-
dow inercjalnych. Sytuacja obu braci nie jest z punktu fizyki zjawiska jednakowa.

Zwr6émy jeszcze raz uwage na sens wyprowadzonego wzoru (6) catkujacego wzgle-
dem czasu, wlasciwie (kinematycznie) modelujacego problem bliznigt. Czlowiek wymyslit
(a moze odkry}) matematyke i nie po to operujemy catka, aby byto trudnie;j..., ale po to, aby
adekwatniej ukazac¢ rzeczywisto$¢.

W przypadku zagadnienia bliznigt zastosowanie ma takze ogolna teoria wzgledno-
$ci ujmujaca zjawiska z punktu widzenia dynamiki, a nie jedynie kinematyki. Podrozny
w Kosmosie bedzie doznawat dziatania sit, gdyz beda miaty miejsce przyspieszenia i opoz-
nienia. Sama kinematyka réwniez wyjasnia zjawisko; fizyka wymaga jednak doktadnego,
a bywa ze i powolnego myslenia. Uwage skupiamy zatem na kinetycznej dylatacji czasu,
a nie grawitacyjnej (dynamicznej). ,,Paradoks” mozna wyjasnic bez ogodlnej teorii wzglgdno-
$ci, aczkolwiek daje ona pehiejszy obraz.

Podsumowujac, dwoch wielkich powiedziatoby tak:

— Galileusz: jest absolutny czas, nie ma absolutnej predkosci, ¢ — oo

— Einstein: jest absolutna predko$¢, nie ma absolutnego czasu, ¢ = idem °!

Czy to jest powiazane z ilo$cig zmarszczek na czole, to juz inna sprawa...

¢ Lacinskie idem znaczy: jak poprzednio, to samo.
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Czlowiek

Powstajace napi¢cie ma mniej wiccej takg forme: ,,A zatem jak to jest? Skoro urodzitem
si¢ na Ziemi i tu jest mdj brat, to w wyniku »sztuczki« z czasem uciekltem czasowi, przeciez
na Ziemi mija 5000 lat, a u mnie chwila, niemozliwe. Odczyt »blyskow« $wietlnych to nie
to samo co starzenie si¢!”

Ostatni w tej czesci problem to kwestia fizjologicznego uptywu czasu, warto si¢ tym
zagadnieniem zainteresowac. Nasz uptyw czasu jest mierzony jakimi$ niezmiennymi jed-
nostkami o charakterze wewnetrznym, zasadniczo mierzymy go nieodwracalnoscig zdarzen
i procesow: ilos¢ ziaren piasku przesypanych w klepsydrze, ilo$¢ drgan uktadu rezonujacego,
dhugos¢ i1 siwos¢ brody. Wszystkie te zjawiska to nieodwracalne procesy, ktore wartosciuje-
my, skalujemy i nazywamy czasem.

Co do pewnosci, ze broda jednego z braci begdzie dluga i siwa, to jej nie ma! Nikt tego
nie sprawdzil! Pozostaje nam jedynie ,,dowod myslowy” nie wprost. Doswiadczenia my$lo-
we, ktore przeprowadzamy, pozwalajg jednak wnioskowaé, iz czas pojmowany przez 0so-
be Placka w osobie Jacka bedzie ptynat wolniej, a doktadniej Astronauta ma wigcej czasu
wzgledem Ziemianina. Zatem puls, przyrost wlosow, replikacja DNA, mejoza i mitoza w ko-
morkach, wszystko biegnie wolniej... Czy na pewno?

Fizyk powie: wzgledem Ziemi na pewno, gdyz inaczej prawa fizyki bylyby zmien-
ne, w zalezno$ci od uktadoéw inercjalnych. Podstawowym postulatem teorii wzglgdnosci,
na ktérym zbudowane jest cale nasze rozumowanie, jest niezmienno$¢ praw w uktadach
inercjalnych (czyli obserwatorzy w tych ukltadach nie moga odrézni¢ swojej rzeczywisto-
$ci od innej — zasada wzglednosci), gdyby mogli np. po dlugosci przyrastajacych paznokei,
oznaczatoby to wyznaczenie czasu absolutnego mierzonego bezwzglegdnie, niezaleznego od
predkosci, sit 1 pol — od kilku stron staramy si¢ pojac, ze tak wilasnie nie jest! Przyrost wlo-
sow kosmonauty pozwolitby jemu obliczy¢ bezwzgl¢dna predkos¢ statku, a to przeczy
fundamentalnemu postulatowi teorii wzglednosci.

Dla Ziemianina, wzgledem ktérego Astronauta si¢ porusza, procesy u Astronauty ja-
wia si¢ jako dtuzsze, spowolnione, ale Astronauta nie bedzie tego osobiscie odczuwatl
i nie moze, gdyz wowczas mogtby dokonaé¢ pomiaru predkosci wlasnej, a ona — jak
wiadomo — nie jest bezwzglednie mierzalna. Astronauta nie przeczyta w zyciu wigcej
ksiazek i nie zje wigkszej ilosci kotletow. Jego zycie dla niego samego biegloby jego
wlasnym zwyklym tempem, nie uciekiby $mierci. Ale mogltby zobaczy¢ Ziemi¢ w roku
5000... Jest to pocieszajace — Zasadniczo mozemy dolecie¢ dos$¢ daleko, w krotkim
czasie poktadowym. A co dzieje si¢ wtedy na Ziemi? Wiemy — wszystko przemija
i nic na to nie poradzimy.

Inna watpliwos¢: cztowiek to uktad ztozony, jak przebiega starzenie — wiadomo, ale dla-
czego, nie wiadomo. To, ze protony, elektrony podpadaja pod zjawisko dylatacji czasu ich
zycia, niekoniecznie oznacza, ze tak samo bedzie zachowywat si¢ uktad z nich zbudowany,
jakim jest cztowiek, w ktorym zachodza procesy biologiczne, majace swoje modus
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operandi’, zgodne z fizykg ale zdeterminowane... czym, Kim, tego nauki przyrodnicze nie
wiedza.

A zatem moze elektrony ,,zyja” dluzej, ale cztowiek, w ktorym si¢ krecily, zyt bedzie i tak
swoje 70—80 lat!? Jednak to by obalato podstawowy postulat teorii wzglgdnos$ci o niewyzna-
czalnosci czasu absolutnego i teoria popada w ruing.

Wezesniej sformutowaliSmy definicje zegara jako uktadu majacego zdolno$é do cyklicz-
nego powrotu do stanu wyj$ciowego po wykonaniu jakiego$ zdarzenia. Czlowiek nie spetnia
tej definicji, procesy fizjologiczne sg nicodwracalne i nie majg cech cykli, rezonansu, tykania
etc. Cztowiek, jajko wysiadywane przez kure i zaba nie sg (w mysl tej definicji) zegarami.

Wyobrazmy sobie zegar — nie atomowy, ktory dziala na zasadzie rozpadu, emisji i in-
nych zjawiskach atomistyki, ale biologiczny. Czas rozwoju skrzeku zaby z gatunku Z wynosi
N.. Dla danej fazy rozwoju i zbudowalismy uktad pomiarowy, umiesciliémy w ,,centrum”
(a gdzie to jest?!) Wszechswiata (zbudowalismy pankosmiczny system lacznosci z tym ze-
garem — tylko jak?!) i nasze zaby sa bezwzglgdnym metronomem Wszech§wiata = koniec
teorii wzglednosci w formule z 1905 roku.

Cztowiek musi by¢ zegarem czasu wlasnego, chyba ze jesteSmy wyjatkowi, ,,poza cza-
sem”, dotyczy nas inny czas niz calej reszty Universum. Zegar mechaniczny, atomowy i kaz-
dy inny musi zatem mie¢ spowolniony obserwowany z Ziemi rytm, czyli spowolniony proces
naliczajacy.

Koniczac spojrzenie fizyczne, warto powiedzie¢, ze problem blizniakow jest technicznie
nierealizowalny, na razie, daleko nam do maszyn osiagajacych predkosci bliskie fotonom...
Na polu fizyki czastek elementarnych zagadnienie to jest z kolei codzienno$cia laboratoriow,
gdzie np. strumienie protondéw sa rozpedzane do predkosci przyswietlnych, a wykonywa-
nie obliczen dylatacji czasu jest laboratoryjng koniecznoscig przy projektowaniu ekspery-
mentu. W poteznych akceleratorach przyspiesza si¢ czastki do v = 0,9955¢. Rozpedzenie
ogromnego dzieta inzynierii, jakim jest statek kosmiczny, jak na razie jest nierealizowalne...
Osobiscie obstawiam, ze finalnie to Placek bedzie miat dtugg siwa brode, a Jacek wciagz szar-
mancki wasik...! Po powrocie bracia beda w réznym wieku biologicznym.

Zagadki ,,utrwalajace wiadomosci”

Czy i kiedy zadzwonia dzwonki (ryc. 12), ktory zadzwoni pierwszy? Wszystkie znajdu-
ja si¢ obok siebie gdzies daleko w pustej przestrzeni Kosmosu. Jest dwoch fizykow, jeden
przy dzwonkach, a jeden 10 lat $wietlnych dalej przy roznych urzadzeniach uruchamiaja-
cych dzwonki. Wszystkie wiaczniki zostaja uruchomione w jednym zsynchronizowanym
momencie.

7 modus operandi — sposob dzialania, (parafrazujgc) system operacyjny
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Ryc. 12. Zagadnienie oddziatywan we Wszechswiecie

Zrodto: opracowanie wlasne.

PodpowiedZ: Impulsy o predkosci absolutnej ¢ nie potrzebuja do propagacji zadnego
osrodka (,,eteru”). Ale dzwigk potrzebuje, fala na jeziorze takze. Prawidtowe odpowiedzi na
owe zagadki pozwalaja zrozumie¢ istote nienatychmiastowosci i nierdownoczesno$ci oddzia-
tywan w fizyce.

3. Racja filozofa

Poniewaz nagtowek rozdziatu mowi o filozofii (co mylnie sugeruje niecktorym nauke nie-
precyzyjna), nie pojawia si¢ wzory, cho¢ warto zauwazy¢, ze filozofia to jak najbardziej
»hauka $cista”! Czesto wielu zapowiada zmierzch filozofii, wspotczesnie to raczej szeroko
rozumiana fizyka zaczyna by¢ filozofia, ale pamigtajmy, ze filozofia byta przez wieki napg-
dem postepu mysli i zbyt wiele jej zawdzigczamy, aby tak od razu jg pogrzebac. Adresatami
tego skromnego rozdziatu sg wigc Czytelnicy o filozoficznych zainteresowaniach i sktonno-
Sciach..., czyli wszyscy.

Filozof (zwlaszcza ten euroazjatycki) ma zapewne kilka kwestii do roztrzasniecia
w przedmiotowej sprawie. Nie znajacy dobrze fizyki, doszukalby si¢ paradoksu juz omo-
wionego wczesniej: skoro dylatacja czasu jest symetryczna, to Jacek jest mtodszy od Placka
i Placek jest mtodszy od Jacka. Ostatni sad zaiste mozna by skierowaé do instancji logiki,
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ale... ta kwestia zostala rozstrzygnigta wczesniej — przez racje fizyczne. Uklady nie sg fak-
tycznie symetryczne, chociaz relacja dylatacji jest symetryczna.
Oczywiscie podstawowym dylematem pozostaje...

Wehikut czasu

Kolejna dygresja dla filozofii. W tym akurat zagadnieniu nikt nie przeczy odwiecznej
zasadzie przyczynowosci (owszem, sa pola fizyki, gdzie bywa ona nieco pokr¢tna). Zasada
ta wydaje si¢ niezaprzeczalnym zdroworozsgdkowym prawidlem $wiata. A jednak moze jest
tylko kolejnym zdroworozsagdkowym mniemaniem, ktore — jak wiele podobnych — okazalo
si¢ wadliwe. Tak wigc to niekoniecznie paradoks, ale brak zrozumienia. Od czasu mechaniki
kwantowej (a zwlaszcza elektrodynamiki kwantowej) przyczyna—skutek, poprzednik—na-
stepnik przestaty by¢ niezaprzeczalnymi sekwencjami.

Psychologiczny ,,paradoks” przyrodzonej zasady przyczynowosci w zagadnieniu blizniat
nie wystgpuje.

Mozna ,,podrozowaé” w czasie tylko na zasadzie jednokierunkowej: ku przysztosci.
Jezeli (dla pewnosci medyka, a nie fizyka) zahibernowany czlowiek ucieknie w statku ko-
smicznym (o przy$wietlnych szybkosciach) przed ziemskim czasem o np. 30 lat, to wracajac
z podrézy do ,,do zycia”, zastanie opuszczone wczesniej niemowle w postaci dorastajacego
30-letniego m¢zezyzny. Zdarzenia te jednak sa nieodwracalne i ewidentnie powigzane tancu-
chem przyczynowo-skutkowym. Nie mozna juz sprawi¢, aby mezczyzna byt niemowleciem,
»duzy osesek” nie moze si¢ cofna¢ np. do daty startu statku kosmiczno-czasowego. Za to
30-latek moze rozpocza¢ teraz swoja podroz kosmiczna i tym razem to on przeczeka w prze-
strzeni 30 lat, ,,doganiajac” np. swojego rocznego syna, ktory po powrocie 30-letniego taty
bedzie miat np. 29 lat ziemskich!

Jestestwa ludzi (blizniakéw) sg najprawdopodobniej zegarami mierzacymi czas wilasny,
a na odczyt uptywu czasu ma wptyw predkosé ruchu — co stwierdziliSmy jasno. W szczegol-
nej teorii wzglgdnos$ci nie ma zatem mowy o swobodnie pojmowanej podrézy w czasie, lecz
jedynie o zjawiskach fizycznych, ktore cho¢ niesamowite, to jednak naturalne. Nie
jest to przemieszczanie si¢ w czasie, ale wzgledna zmiana tempa jego uptywu.

W naukach przyrodniczych jest wiele innych ,,niezwyktych”, ale przemys$lanych kon-
cepcji, np. lustrzanego Wszech§wiata Diraca czy wielu Czaso-Wszech§wiatow Everetta. Nie
powinny one wzbudzaé oporow. Dygresja bardzo osobista: Opory raczej powinny
wzbudza¢ liczne lansowane, nieprzyrodnicze i plytkie ,.teoryjki”, ktdrych ostatnio (a rzeko-
mo cywilizacja postepuje, przeciez mamy XXI wiek!, za to bredni wigcej niz w I wieku) i na
ktore szkoda glowy, inkaustu i piéra (ale, jak powszechnie widaé, nie telewizora).

Od wiekow dla czlowieka bywa, Ze najtrudniejsza rzecza jest opisac §wiat i siebie takim,
jaki jest. Przezabawnym jest, ze nawet stojac przed lustrem, pragne¢libySmy czgsto, aby $wia-
tlo zatamywato si¢ w sposdb, ktory nas wypigkni... Tylko po co? Kosmos jest, jaki jest (wra-
cajac az do arystotelesowskiej i Sredniowiecznej definicji prawdy: veritas est adaequatio rei
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et intellectus®) i to bez wzgledu na ztozone intelektualnie i kulturowo umocowanie naszych
(jakze czgsto uwiedzionych) umystow.

Gnoseologia

Problemem czaséw Newtona i wezesniejszych bylo metafizyczne, a nawet transcendent-
ne rozumienie czasu. Czas — pojmowany kiedy$ — to trwanie §wiata, pewien matematyczny
byt, bedacy rzecza sama w sobie, nie zwiazana z niczym. Ponadto zaktadanie, ze predkosc¢
swiatla jest nieskonczona, bylo mato przyrodnicze, za to mocno matematyczne, platonicz-
ne... Tak pojmowany czas byl typem eteru, w ktérego biegu zanurzony jest Wszech§wiat,
gdy tymczasem okazato sig, ze jest bardziej prozaicznie, nie ma wielkosci (np. czasu, dtugo-
$ci) istniejacych absolutnie, w oderwaniu od rzeczy. Sg one definiowane tylko i wylacznie
poprzez pomiar dla konkretnego obserwatora. Czas nie jest jednolitym strumieniem taktuja-
cym caty Wszech$wiat jedynym niezmiennym pulsem. Wyobrazenie o czasie absolut-
nym (metronomie Wszech§wiata) to nie paradoks, to stan umyshu.

Teoria wzgledno$ci wptynela zatem istotnie na zagadnienie pomiaru, czyli takze episte-
mologii. Jezeli r6zni obserwatorzy, z réznych uktadow, patrza na jedno i to samo zjawisko,
to pomiary zwigzanych wielkosci wzglednych dajg rozne wyniki, informacja o zjawisku do-
ciera do tych obserwatoréw w r6znej formie. Nie ma pomiaru absolutnego, czyli tzw. prawdy
obiektywnej o rzeczy, faktu obiektywnego.

Z metafizycznego rozumienia czasu wynikaly rowniez a priori zalozone réwnoczesnosci
wszelakich zdarzen. W $wiato-ogladzie sprzed 1905 roku nikt nie zadawal wczes$niej wprost
tak oczywistego pytania: co to sg zdarzenia rbwnoczesne i czy aby nasze sady o jednocze-
snos$ci zdarzen nie sg bledne? Albo inaczej — cata fizyka sprzed 1905 roku zbudowana byta
na fundamencie pewno$ci rownoczesnosci zdarzen (¢ — o), ale nikt nie pytat o fundament...
Bylo to poje¢cie wprowadzone bez namystu, jako zdroworozsagdkowa oczywistos¢, i jak to
czesto w przyrodzie bywa, nasz zdrowy rozsadek zawiddl. Zauwazmy oczywista stabos¢
tych dogmatow, w przyrodzie kazde 0 i o sg podejrzane. ..

Kluczowym pojgciem $wiata klasycznego jest cialo materialne, bryla w uktadzie Kartezjusza.
Bryly te wypehiaja (u Kartezjusza) pustg skrzynke — przestrzen, w fizyce Einsteina pojeciem
kluczowym jest zdarzenie, co$, co mialo miejsce w czasoprzestrzeni (x, y, z, f). Stosunki w cza-
soprzestrzeni wyznaczaja zdarzenia jako cato$¢, czterowymiarowg. Czterowymiarowosc¢ ujaw-
nifa si¢ natychmiast po zakwestionowaniu absolutnosci czasu i rOwnoczesnosci jego biegu dla
wszystkich zdarzen. Ani punkt przestrzeni (Newton), ani niezalezny czas (Newton) nie maja
fizycznego znaczenia (nie sa umocowane w Kosmosie, ale jedynie w blednych aksjomatach
intelektu), znaczenie ma zwigzek czterowymiarowy (Einstein). Ruch w czasoprzestrzeni gene-
ruje zdarzenia. Zdarzenie to nieoddzielony czas od przestrzeni (x, y, z, ), nie za§ ruch punktu
(czyli ciagg kolejnych x, y, z) i absolutne samoistne ¢ ,,gdzie$ obok™.

8 Sentencja tacinska: prawda jest zgodnoécig rzeczy i umyshu.
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Dystansujac si¢... Wszystko sa to i tak operacje na abstrakcjach naszego umyshu.
Oczywiscie ze ludzki umyst zniesie wszystko, ale w niniejszym opracowaniu staraliSmy si¢
zadawac takze pytania technika-inzyniera (moze nieco uskrzydlonego), a nie aksjomatycz-
nego geometry.

W $wietle teorii wzglednosci nie da si¢ rowniez odsuna¢ od siebie (starych dla filozofii)
pytan idealistow: neokantyzmu, machizmu i innych (odwiecznych) nurtow kwestionujacych
obiektywne istnienie (i poznanie) materii i §wiata. Mocnym zwolennikiem tego myslenia byt
H. Poincaré, jeden ze wspottworcow teorii wzglednosci, ktory jako agnostyk nie rozwinat
jej z powodu mniemania, ze jest jedynie geometryczng zabawg bez korzysci i celowosci dla
spoteczenstwa.

Nierozsadne jest jednak podejscie ujmujace teori¢ wzglednosci jako efekt ztudzen
optycznych, mirazy czy tez geometrycznych igraszek. Teoria ma fizykalny wymiar, odnosi
si¢ do poje¢ fizyki, jest ponadto empirycznie umocowana. Rozwijajac ten nurt pytan, zadaj-
my jeszcze jedno: Czy wszystkie nasze problemy wynikaja z zasad propagacji §wiatta i tego,
ze obserwacja jest oddziatywaniem elektromagnetycznym (czyli z graniczna predkoscia roz-
chodzenia si¢ = c¢) pomie¢dzy uktadami? Czas staje si¢ wowczas parametrem sygnatu, o czym
wielokrotnie mowilismy.

A gdyby tak znalez¢ inne oddziatywanie, szybsze od §wiatla, inny rodzaj no$nika wiedzy —
problemy nie znikna, pojawig si¢ nowe, bedziemy mieli tylko inng predkos$¢ absolutng > ¢ — to
nic nie zmieni. Nasz $wiat jest $wiatem oddziatywan polowych. Aby zlikwidowac relatywizm
poznawczy, nalezatoby odkry¢ oddziatywania natychmiastowe, sposoby przesylania i rejestra-
cji danych bez zwloki — temu przeczy cale dotychczasowe doswiadczenie przyrodnicze.

Aby mowi¢ o fizyce, a nie metafizyce, niezbgdne jest zdefiniowanie poj¢¢ fizycznych,
mierzalnych wielkosci, migdzy ktorymi poszukujemy zwigzkow. Oczywistym jest, Ze to wia-
$nie w zjawiskach elektromagnetycznych odnaleziono niezmienniki (poszukiwane
od starozytnos$ci poprzez Abelarda i dalej), wielkosci, ktore pozwalaja przypisac pojeciu cza-
su (umocowac¢ je) znaczenie fizyczne.

4. Racja logika
Logicus purus asinus est’.
Faktycznie pseudo-paradoks blizniat rodzi si¢ z nieprawidlowego sformutowania problemu,
wtedy moze sta¢ si¢ — pozornie — paradoksem w sensie logicznym. Chociaz nie jest to para-
doks klasyczny (jak np. u Zenona z Elei), gdzie wlasnos¢ tworzaca paradoks (,,paradoksal-

na”) jest immanentna, stanowi o jego istocie i zarazem jest kluczem rozwigzania, myslowa
putapka, ale z wyjsciem.

9 Sredniowieczna sentencja lacinska: czysty logik jest ostem.
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Zasadniczo po poprzednich rozwazaniach logik-metodolog nie bedzie mial zbyt wiele
pracy do wykonania w kwestii paradoksu. Co najwyzej mozna przeanalizowa¢ semantyke
wypowiedzi. Mit paradoksu zostal odmitologizowany i paradoks okazat si¢ ,,paradoksem”,
ten za$ — blednie stosowanym poje¢ciem. Antynomii i paradoksow wewnatrz teorii brak.

Typowym, ale czgstym, blgdem poznawczym jest nierozrdznianie zbudowanego mo -
delu matematycznego od realnej fizyki. Model odnosi si¢ do abstrakcji matema-
tycznej, ktdra na wszystko (w ramach matematyki) pozwala, dopuszczajac warianty: ¢ — o
i v = c. Interesuje nas zatem niezwykle sens matematyczny zbudowanego modelu, ale kiedy
go zbadamy, to ostatecznie interesuje nas jego sens fizyczny. Poznajac przyrode, zawsze
musimy rozroéznia¢ sens matematyczny od fizycznego, dopuszczalne granice interpretacji
wyznacza eksperyment, §wiat, a nie abstrakcja matematyki.

W niniejszej publikacji autor pragnat zrealizowac alternatywne do typowego podejscie.
Zazwyczaj opracowania tego typu sa albo dogmatycznie formalne (,,niech bedzie”, ,,dane
jest”, ,.istnieje taki, ze” — znamy to...) albo fantastyczno-basniowe (,,Star Trek 10%#”). Z jed-
nych i z drugich niewiele wynika. Owszem, do niniejszego skromnego opracowania przy-
dalaby si¢ moze bardziej rozbudowana cze$¢ formalna (ktéra jednak jest w stosownych
opracowaniach), tutaj byto jedynie kilka elementéw. Ale i formalne zagadnienia potrzebuja
alternatywnego podejs$cia. Podrgczniki za mato méwig o sensie ,,tego wszystkiego”, wcho-
dzac natychmiast na wysokie obroty aparatu matematycznego (stosowanego czgsto nieade-
kwatnie do potrzeb), epatujac rownaniami. Tylko po co, skoro sens fizyczny owego zagad-
nienia jest kluczem, a nie zasypanie problemu tong wzordéw i ttumaczenie niezrozumiatego
przez bardziej abstrakcyjne. Od pewnego momentu czytania takich pozycji Czytelnik reali-
zuje juz tylko igraszke¢ matematyczna, nie zastanawiajac si¢, czy to wszystko ma sens i jaki. ..
Czy aby nie jest to, co wlasnie powstalo, jedynie artefaktem matematyki? Matematyka jest
potrzebna, nic lepszego nie wymyslono, ale trzeba z nig ostroznie. Bo jest ona jedynie w na-
szych umyslach, a nie w Kosmosie. Foton nie zna elektrodynamiki kwantowej, a jednak
,»leci”, bocian nie zna aerodynamiki i rownan rézniczkowych, a jednak ,,leci”...

Brak wiedzy to nie paradoks. Wiele paradokséw w toku historii nauki rozpadto sig, byty
jedynie etapem niewiedzy. Moze one nie istnieja, bo rzeczywistos¢ Kosmosu istnieje i nie
rozpada si¢, rozpadaja si¢ za to nasze cz¢sto nieudolne modele.

Na dzien dzisiejszy tak widzimy §wiat, moze jutro bedzie inaczej, jest kilka punktow,
ktore daja podstawy do krytyki omawianej tutaj teorii (co nie byto celem autora, celem byto
ukazanie postaci bedacej dzisiaj kanonem), ale na razie trzyma si¢ ona w miar¢ dobrze na
pozycjach.

Zapewne formuta teorii przedstawiona w niniejszym artykule kiedy$ catkowicie ustapi
miejsca bardziej poglebionej analizie naszego $wiata, w koncu ma ona juz 107 lat!
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ABSTRACT
The gemini paradox

The publication contains the basic description of the key questions of the Albert Ein-
stein (1879-1955) theory. The popularization of physics is aim and the intention of
that essay, as the fundamental natural science. The basic conceptions of the Einstein:
Lorentz’s transformation and the remaining aspects of the time dilatation were showed.
The problems of the philosophy was also marked: natural thinking and phenomena
analysing. Essential of science is from the point, which the man did not form in the
own mind, but which his critical mind perceived in the nature.

Key words: popular the science, relativity of Albert Einstein, Lorentz’s transformation,
trip in the time, gemini paradox.
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