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GRANICZNE DYSTRYBUANTY
WARTOSCI EKSTREMALNYCH DLA ZALEZNYCH
CIAGOW ZMIENNYCH LOSOWYCH

Streszczenie: W pracy przedstawiony zostal zarys asymptotycznej teorii wartosci ekstre-
malnych na potrzeby zastosowan w finansach, hydrologii i ubezpieczeniach. Opracowanie
zawiera twierdzenia i definicje, ktore pozwalaja na wyznaczenie dystrybuant granicznych
dla rozktadow maksiméw w trzech przypadkach. Przypadek pierwszy dotyczy ciagu nieza-
leznych zmiennych losowych. Przypadek drugi dotyczy stacjonarnych proceséw zmiennych
losowych, dla ktorych spetnione sa warunki zalezno$ci D(u,) i D’(u,,) (tzw. zalezno$¢ gasna-
ca). Ostatni, trzeci przypadek dotyczy stacjonarnych procesow, dla ktorych warunki D(u,,)
i D’(u,) nie sa spetnione.

Slowa kluczowe: statystyki pozycyjne, dystrybuanta graniczna ekstremum, warunki zalez-
nosci D(u,) 1 D’(u,,), indeks ekstremalny.

1. Wstep

Wartosci ekstremalne ze wzgledu na swoj istotny — w wigkszosci przypadkow nega-
tywny — wplyw na wiele dziedzin Zycia i nauki sg tematem zainteresowan nie tylko
naukowcow 1 badaczy z wielu dziedzin od diugiego czasu. Negatywny wpltyw eks-
tremalnych warto$ci okreslonych charakterystyk obserwuje si¢ m.in. w takich dzie-
dzinach, jak ekonomia, a doktadnie rynki finansowe, szeroko rozumiana meteorolo-
gia ze szczegblnym uwzglednieniem hydrologii oraz ubezpieczenia. Nie bez przy-
czyny wymienione zostaty te trzy konkretne dziedziny. Nasilajgcy sie w ostatnich
latach kryzys ekonomiczny, ktory ma wptyw na wyrazne zmiany jako$ciowe w sze-
regach finansowych, oraz gwaltowne zmiany warunkéw atmosferycznych, ktore sa
przyczyng wielu katastrof meteorologicznych i hydrologicznych na terenie naszego
kraju oraz na caltym $wiecie, powoduja zwigkszenie zainteresowania teorig wartosci
ekstremalnych.

Zainteresowanie to glownie skupia si¢ na tym, w jaki sposob zabezpieczy¢ si¢
przed negatywnym oddziatywaniem ekstremalnie wysokich lub niskich wartosci
okreslonych charakterystyk finansowych czy tez hydrologicznych i meteorologicz-
nych, ktore sg bezposrednig przyczyng powstawania negatywnych zjawisk opisanych
powyzej.
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Nie jesteSmy w stanie powstrzyma¢ oddziatywania ekstremalnych czynnikow
w jakiejkolwiek dziedzinie. Jedyne, co mozna zrobic¢, to odpowiednio przygotowac
si¢ na efekt ich oddzialywania przez dobrze przygotowany system prognoz ostrze-
gawczych.

System prognoz ostrzegawczych oparty na teorii rozktadéw ekstremalnych zwig-
zany jest konieczno$cig badania okreslonych ciaggow zmiennych losowych, ktore
stanowig monitorowane charakterystyki odpowiadajgce w wymienionych wyzej
dziedzinach za wystgpowanie zjawisk niepozagdanych. W wigkszosci przypadkow
rozpatrywane ciagi zmiennych losowych sg w okreslonym stopniu od siebie zalezne.
Dlatego ta praca poswiecona jest w cato$ci granicznym rozktadom wartosci ekstre-
malnych w przypadku zaleznych zmiennych losowych.

2. Asymptotyczne rozklady ekstremum — podstawowe pojecia

W tym rozdziale przedstawimy podstawowe pojecia i oznaczenia, ktore wykorzy-
stywane bgda w niniejszym opracowaniu. Przyjmujemy na poczatek, ze X, X, ...
bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o identycznych rozktadach lub
inaczej moéwigc — o wspodlnej dystrybuancie F(x). W dalszej czgéci pracy warunek
niezalezno$ci zostanie zniesiony i rozpatrywac bedziemy ciag zmiennych bez wa-
runku ich niezaleznosci.

Przez M, oznaczymy zmienng losowg bedaca n-tg statystyka pozycyjna
w n-elementowej probie losowej [Magiera 2002, s. 120], tzn.

M, =max(X,, X,, .., X,). (1)

Ze wzgledu na fakt, iz rozpatrywana teoria rozkladow dla M, ma charakter
asymptotyczny, to szczegodlnie spelnione sg jej wlasnosci, gdy n —» . Oznacza to,
ze w celu otrzymania rzetelnych wynikow nalezy rozpatrywaé stosunkowo liczne
ciggi zmiennych losowych. Wszystkie wyniki, jakie uzyskuje si¢ dla maksimow,
mozna w bardzo prosty sposob przenies¢ na minima, wykorzystujac relacje:

m, =min(X,, X,, .., X,)=—-max(-X,,— X,, ...,— X,). 2)

Dystrybuante zmiennej losowej M, w tej sytuacji mozna w prosty sposob przed-
stawi¢ za pomocg ponizszego wzoru:

P{M,<x}=P{X,<x,X,<x, .., X, <x}=F"(x), 3)
gdzie F(x) oznacza dystrybuante zmiennych X; (i =1, 2, ..., n) (por. [David, Nagaraja
2003, s. 9]).

Istotnym faktem w teorii asymptotycznych rozktadéw dla ekstremow jest to, ze
niezdegenerowana dystrybuanta zmiennej losowej M, musi naleze¢ to jednej z trzech
mozliwych ogodlnych rodzin dystrybuant granicznych, ktdre zostang zdefiniowane
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w dalszej czesci pracy, bez wzgledu na postac dystrybuanty F(x). W zastosowaniach
omawianej teorii jedng z najwazniejszych spraw dla badacza jest poznanie mozliwie
szczegotowo natury dystrybuanty F(x) badanego ciggu zmiennych losowych. Po-
trzebne jest to do ustalenia, do ktorej z trzech mozliwych dziedzin przyciagania (do-
main of attraction) dystrybuant granicznych ona nalezy. Wtasciwie to jest determi-
nowane przez zachowanie si¢ ogona dystrybuanty F' (x) dla duzych wartosci x. Ogon
dystrybuanty definiowany jest w nastepujacy sposob: F(x)=1-F(x).

Zbieznos¢ wedhug rozktadu (por. [Magiera 2002, s. 100]) dystrybuanty zmienne;j

M, po odpowiednim znormalizowaniu przez state a,> 0 i b, do pewnej dystrybuanty
granicznej G(x) przedstawia wyrazenie:

P{aM,—b,) < x}—¥—G(x), “)

gdzie —¥—> oznacza, ze zbiezno$¢ pojawia si¢ w ciagtych punktach G — chociaz
tak naprawde, zglebiajac asymptotyczng teori¢ dla rozkltadéw ekstremow, nalezy
stwierdzi¢, ze wszystkie analizowane funkcje G sa ciagle. Dla nas najwazniejsze jest
to, jakie dystrybuanty mogg znalez¢ si¢ po prawej stronie granicy (4).

W tym miejscu przedstawimy twierdzenie dotyczace typow ekstremalnych, ktore
podaje trzy rodziny funkcji G(x), ktore sa dystrybuantami granicznymi dla maksi-
mow.

Twierdzenie 1. (Extremal Types Theorem) (por. [Leadbetter, Lindgren, Rootzen
1983]). Niech M, =max(X,, X,, ..., X, ), gdzie X; sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o identycznych rozktadach. Jesli dla pewnych statych a,> 0 1 b, zachodzi
zbieznos¢ (4) dla pewnej niezdegenerowanej dystrybuanty G, wtedy G przyjmuje
jedna z trzech postaci

Tpl: G,(x)zexp(—e"‘), —0< X <0
0, x<0

Dyp 1:G,(x)=
P pr(—x“), dla pewnego @ >0, x>0

—\ “ dl 0’ SO
Typ I : G(x) = eXp( (=) ) a pewnego >0, x

1, x>0.

Odwrotnie — kazda dystrybuanta G typu wartosci ekstremalnych moze wystepo-
wac jako ograniczenie w (4), kiedy G sama sobie jest dystrybuantg kazdej zmien-
nej X;. Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w pracy [Leadbetter, Lindgren,
Rootzen 1983]. Przypadek dla zmiennych niezaleznych rozpatrzony zostanie
w dalszej cze$ci pracy, a twierdzenie to stanowi jedynie wstep do rozwazan dla
przypadku z zaleznoscia.
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Jak wczesniej zostato wspomniane, z punktu widzenia praktycznego wazne jest
dla nas, ktorg z trzech dystrybuant granicznych danych w (5) zastosowa¢, gdy kazda
zmienna losowa X; ma okre§lony rozktad prawdopodobienstwa. Znane sg rdzne po-
trzebne 1 wystarczajace warunki do tego, zeby wiedzie¢, do ktorej z trzech dziedzin
przyciaggania dla trzech dystrybuant granicznych nalezy okreslona dystrybuanta F
rozpatrywanych zmiennych losowych X;. Ze wzgledu na ograniczone ramy tego
opracowania nie bedziemy w nim przedstawia¢ twierdzen, w ktorych zawarte sg te
warunki, oraz twierdzenia, ktore okresla sposdb wyznaczania statych normujacych a,
i b, w przypadku, gdy rozpatrywane zmienne losowe maja dystrybuante F. Twier-
dzenia mozna znalez¢ w pracy Leadbettera, Lindgrena i Rootzena [1983], a ich
szczegotowe dowody w pracy de Haan [1976].

3. Dystrybuanty graniczne
w przypadku zaleznych zmiennych losowych

Przypadek ciggdw zmiennych losowych zaleznych jest w praktycznych zastosowa-
niach zdecydowanie cze$ciej spotykany anizeli przypadek niezalezny. Z tego powo-
du jest on obiektem zainteresowania badaczy z réznych dziedzin.

Na samym poczatku omoéwimy pojecie zaleznosci dla stacjonarnych ciggow
zmiennych i przedstawimy podstawowe definicje warunkow zalezno$ci wykorzy-
stywane w teorii statystyk pozycyjnych.

Cho¢ rezygnujemy z zatozenia o niezaleznosci, w dalszym ciagu utrzymywac
bedziemy zalozenie, ze cigg {X,} ma wspolny rozklad. Rozwazane ciagi sa ciggami

stacjonarnymi, tzn. ciggi sg takie, ze rozktady (X o e X ) i (X im0 X mm) Y]

identyczne dla pewnego wyboru n, j,, ..., j, i m. Zakladamy dodatkowo, Ze zalez-
no$¢ migdzy X; i X; maleje w pewien okreSlony sposéb dla réznych ciaggow zmien-
nych, gdy |i - j| ro$nie. Najprostszym przyktadem tego typu ograniczenia, ktore
rozwazamy, jest m — zalezno$¢, zgodnie z ktora X; i X; sa faktycznie niezalezne, jesli
|i = j|>m (por. [Czekata 2001]).

Do ograniczen dla zalezno$ci w ciggach stacjonarnych nalezy silne mieszanie
(strong mixing) (wprowadzone po raz pierwszy przez Rosenblatta w 1956 r.). Mowi
sig, ze cigg { X, } spehnia zatozZenie silnego mieszania, jezeli istnieje funkcja miesza-
jaca funkcja g(k) (mixing function) dazaca do zera, jezeli k — o, i taka, ze:

[P0 B)= P(A)P(B)| < g (k),

gdzie: Ae3(X,,...,X,) i Be3I(X

ptk+1°

X

piksas ) dla pewnego p ik, gdzie 3(e)
oznacza o — cialo generowane przez wskazane zmienne losowe. Tak wigc jezeli
ciag zmiennych jest mieszajacy, to pewne zdarzenie 4 ,,na podstawie przesztosci do

czasu p” jest blisko niezalezne od zdarzenia B ,,na podstawie przyszitosci od czasu
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p t k +1 naprzod”, kiedy £ jest duze. Na uwage w tym miejscu zastuguje fakt, ze
warunek mieszajacy jest jednostajny, tzn. ze funkcja g(k) nie jest zalezna od 4 i B.
Inne sposoby definiowania zalezno$ci wraz z ich zastosowaniami sg omoéwione m.in.
w pracach [Bradley1981; Bradley, Bryc 1985; Hellwig 1975; Hellwig 1969].
Zauwazmy, ze teoria wartosci ekstremalnych interesuje si¢ zdarzeniami postaci

{X, <u} lub ich skrzyzowaniem. Dla przykladu zdarzenie {M, <u} jest wlasnie
takim zdarzeniem {X L Su, X, S0, X, < u} . Stad dochodzimy do warunku zalez-

nosci podobnego do warunku mieszajacego oméwionego powyzej. Warunek ten
oznaczany jest jako warunek D i jego definicja podana jest ponizej.

Definicja 1. Warunek D jest spemiony dla pewnych liczb catkowitych
i< .. <i, i j<..<j,,dlaktorych j, —i, 2/, ipewnego rzeczywistego u

E‘l, oy Jis ey (”) - El,m,i}, (“)F/l Sy (”) < g(l), (6)

gdzie g(/)—>0 jak | — o (zapis F, ;W) oznacza F, ;. (uu,...u),

l,,“,ip, Jis o Ji i

jezeli F,  (x,..,x,) oznacza laczna dystrybuant¢ zmiennych X, ..., X, ). W tym

i i
miejscu nalezy zauwazy¢, ze twierdzenie 1 spetnia warunek D. Pomimo Ze warunek
D jest zdecydowanym ograniczeniem wymagan natozonych przez mieszanie, to
mozna zrobi¢ to jeszcze lepiej. Rozwazymy teraz warunek D(u,), ktory jest ostabie-
niem warunku D w takim sensie, Ze stosujemy w nim tylko pewne ciagi {u,}, i nie-
koniecznie do wszystkich wartosci. Przyjmujemy, ze {u,} jest danym ciagiem rze-
czywistym, i warunek D(u,) definiujemy jak nize;j.

Definicja 2. Warunek D(u,) jest spetniony, jesli dla pewnych liczb catkowi-
tych
i <..<i, 1 j <..<j,<n, dlaktorych j, —i, >/, otrzymujemy

F_, o =F _ WF,  w|<a,. %)

gdzie: @, — 0, gdy n— oo dla pewnego ciagu /, = o(n).

Istota powyzszego warunku polega wigc na tym, ze rdéznice dystrybuanty tacznej
i iloczynu dystrybuant brzegowych daza dla argumentu u, do zera (gdy n — ),
jezeli cigg /, (minoranta roznicy mig¢dzy ostatnim indeksem w pierwszym wektorze
i pierwszym indeksem w drugim wektorze zmiennych losowych) jest rzedu o(n)
(por. [Czekata 2001]).

Okazuje si¢, ze warunek D(u,) zapewnia jedynie oszacowanie (od dotu) dystry-
buanty rozkladu statystyk ekstremalnych. Z tego powodu w literaturze wykorzystuje
si¢ dodatkowe zalozenie, ktore okresla si¢ mianem warunku D’(u,) (por. [Watson
1954)).
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Zanim przedstawimy definicj¢ warunku D’(u,), W tym miejscu zajmiemy Si¢
zbieznoscig prawdopodobienstwa nastgpujacej formy P{an (M,-b,)< x} , ktorg
mozna zapisa¢ rownowaznie jako P{M, <u,}, gdzie u,(x)=x/a, +b, . Zbienosé
stochastyczna wymagana jest dla kazdego x. Kolejne twierdzenie dotyczace zbiez-
nosci powyzszego wyrazenia jest niemal trywialne dla przypadku ciggu niezaleznych
zmiennych losowych o identycznych rozktadach, ale jest bardzo uzyteczne w zasto-

sowaniach do ciggéw zaleznych zmiennych losowych, ktorych dotyczy to opracowa-
nie, oraz ciaglych procesow czasowych.

Twierdzenie 2 (por. [Galambos 1978]). Niech {X n} bedzie ciggiem niezalez-

nych zmiennych losowych o identycznych rozktadach. Niech dodatkowo 0<7 < oo
i zaktadamy, Zze {un} jest ciagiem liczb rzeczywistych takich, ze

n(l—F(un))—>T gdy n— oo, ®)
Wtedy
P{M,<u,}—>e" gdy n— o )

Odwrotnie, jezeli (9) jest spelnione dla pewnego 7, 0 <7 <0, to wtedy zbiez-
nos¢ (8) jest rowniez spetniona. Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w pracy
Leadbetter, Lindgren, Rootzen [1983].

Nas interesuje teraz takie ograniczenie, w ktorym formulujemy warunki, przy
ktorych (8) i (9) sa rownowazne dla stacjonarnych ciggéw, tzn. warunki, przy
ktorych (9) jest rownoznaczne do (8).

Definicja 3. Warunek D’(u,) jest spetniony dla stacjonarnego ciagu {X;}i ciagu
statych {u,}, jesli

[n/k)
limsupny P{&>u, X, >u,} >0 jak k—>o, (10)
n—0 j=2

gdzie [n/k] oznacza czg$¢ catkowita.

Zauwazmy w tym miegjscu, ze przy spetnionym (8) poziom u, w (10) jest taki, ze
jest érednio okoto 7 przekroczen u, wérdd X, Xo, ..., X, i w ten sposéb 7/k
przekroczen wérod X, X,, ..., X, Warunek D’(u,) wyznacza granicg praw-

dopodobiefistwa wigcej niz jednego przekroczenia wsrod X, X, ..., X, ;-

Teraz podamy twierdzenie, ktore jest uogolnieniem twierdzenia 2 dla stacjonar-
nych ciggdw zmiennych przy spetnionych warunkach D(u,) 1 D’(u,,).
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Twierdzenie 3. Niech {u,} bedzie statymi takimi, ze D(u,) 1 D’(u,) sa spetnione
dla stacjonarnego ciggu zmiennych {X,}. Niech 0 <7 <oo. Wtedy (8) i (9) sa
robwnowazne, tzn. P{M - un} — e " jesliitylko jesli n(l -F (un)) 7.

W kontekscie zastosowan niestety okazuje sie, ze istnieje bardzo duzo rozktadéw
zmiennych losowych, dla ktoérych warunki D(u,) i D’(u,) nie sa spetnione. Tymi
rozktadami sg w duzej mierze rozktady o tzw. grubych ogonach. W takiej sytuacji
rozpatrywany jest szczegélny przypadek zalezno$ci, ktory szczegdlowo zostanie
omowiony w kolejnej sekcji opracowania.

Z punktu widzenia zastosowan napotykamy jeszcze do$¢ powazny problem,
a mianowicie badanie spetnienia warunkéw D(u,) 1 D’(u,) jest zadaniem w wigkszo-
sci przypadkéw bardzo trudnym. W przypadku procesow gaussowskich, gdzie waru-
nek D’(u,) daje si¢ przedstawi¢ za pomoca wspotczynnikow korelacji, czy tez
w przypadku zmiennych losowych m-zaleznych, gdzie wystarczajgce jest porowna-
nie szybkosci zbiezno$ci ogona dystrybuanty dwuwymiarowej z szybkoscia zbiezno-
$ci ogona dystrybuanty jednowymiarowej i oba warunki mozna w sposob efektywny
sprawdzi¢. Twierdzenie, ktore moéowi, jak sprawdza¢ spelnienie warunkow D(u,)
i D’(u,) w przypadku stacjonarnych ciggéw zmiennych losowych o rozktadzie nor-
malnym, mozna znalez¢ w pracy [Leadbetter, Lindgren, Rootzen 1983].

4. Dziedziny przyciagania dystrybuant granicznych
w przypadku zaleznych zmiennych losowych

W rozdziale tym przedstawimy twierdzenia i definicje, z ktorych wynika, jakiej po-
staci sg dystrybuanty graniczne rozktadow ekstremalnych wraz z ich dziedzinami
przyciagania w przypadku, gdy spetione sg warunki D(u,) i D’(u,), jak rowniez
w przypadku, gdy nie sg spetnione.

W celu omowienia dziedzin przyciggania dla zaleznych ciggéw zmiennych
losowych w twierdzeniu o typach ekstremalnych wprowadzimy cigg niezaleznych

zmiennych losowych o identycznych rozktadach {)A( n}, ktéry ma wspolng dystry-
buantg¢ F(x) jak kazdy element stacjonarnego ciggu {X n} . Ciag {)A( n} bedzie okre-
Slany jako ,niezalezny cigg powigzany z {X n} ” oraz zapiszemy, Ze
A;[n =max()2'1,)2'2, ves /\A’n).

Twierdzenie 4. Niech D(u,) i D’(u,) beda spelione dla stacjonarnego ciagu
{X,}. Wedy P{M,<u,}—>0>0, jesli i tylko jesli P{M,<u,}—0. Te same
warunki sg spetnione, jesli @ =0, gdy warunki D(u,) i D’(u,) sa zastapione przez
wymaganie, ze dla dowolnie duzego 7 <oo istnieje ciag {un} spehniajacy

n(1-F(v,))— 7 itaki, ze D(v,) i D’(v,) s rowniez spetnione.
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Z tego twierdzenia mozemy dedukowac, ze graniczny rozklad a, (M, —b,) jest
taki sam jak w przypadku, gdy rozpatrywany byltby cigg {)? n}, tzn. ma taki sam

rozktad graniczny jak a, (M ,—b,) przy spetmionych warunkach D(u,) 1 D’(u,).

Twierdzenie przedstawione przez nas ponizej daje mozliwo$¢ wyznaczenia dystry-
buanty granicznej dla zmiennej M,, jezeli zmienne losowe sg zalezne.

Twierdzenie 5. Zaktadamy, ze spelnione sg warunki D(u,) i D’(u,) dla
pewnego stacjonarnego procesu {Xﬂ}, kiedy u, =x/a,+b, dla kazdego x

({a,>0},{b,} sa danymi ciaggami stalych). Wtedy jezeli P{an (Mn—bn)Sx}
— G(x), zachodzi dla pewnej niezdegenerowanej dystrybuanty G tylko wtedy,

gdy zachodzi P{an (a7,-5,)< x} - G().

Dowody powyzszych twierdzen mozna znalez¢ w pracach [Leadbetter Lindgren,
Rootzen 1983; Loynes 1965].

Istota ostatniego przedstawionego twierdzenia polega na tym, ze dystrybuanta
graniczna dla rozktadu maksimum dla ciggu zaleznych zmiennych losowych jest taka
sama jak w przypadku ciggu zmiennych niezaleznych. Warunkiem, ktory jest wy-
starczajacy do stosowania powyzszej réwnowaznosci, jest spelnienie warunkow
D(u,) 1 D’(u,). Niestety, jak to zostato juz wspomniane w poprzedniej sekcji, badanie
spelnienia powyzszych warunkoéw jest zadaniem bardzo trudnym. Powoduje to
znaczne ograniczenia w zastosowaniach praktycznych. Niemniej jednak nie jest to
zadanie niewykonalne.

Jednym ze sposoboéw na rozwigzanie problemu trudnosci weryfikacji wymienio-
nych warunkow jest badanie ciggéw zmiennych losowych przy uzyciu innych metod
statystycznych w celu ustalenia, czy wykazuja one wiasnosci, na podstawie ktorych
mozna wnioskowac, iz warunki D(u,) 1 D’(u,) sa spetnione. Ze wzgledu na ograni-
czone ramy tego opracowania problem ten szerzej zostanie omowiony w kolejnych
pracach. Teraz rozpatrzymy przypadek, w ktorym warunki D(u,) i D’(u,) nie sg spet-
nione lub ich weryfikacja w zaden sposob nie jest mozliwa. Odpowiednie twierdze-
nie poprzedzimy definicja dotyczacg istnienia indeksu ekstremalnego dla danego
procesu stacjonarnego.

Definicja 4. Proces stacjonarny {X n} ma ekstremalny indeks & (0 <0< 1) ,
jezeli dla kazdego 7 > 0 spelnione sg warunki:

(1) n(l —F(un(r))) ->7 gdy n—>w,

(ii) P(Mn <u, (r)) —e”.

Jezeli w warunku (ii) stata @ =1, to otrzymujemy przypadek analogiczny do
przypadku dla niezaleznych zmiennych losowych opisanego przez twierdzenie 2.

Teraz podamy twierdzenie, ktore rozstrzyga zbiezno$¢ rozktadow maksimum dla
stacjonarnego ciaggu zmiennych losowych.
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Twierdzenie 6. Zaklada si¢, Ze stacjonarny proces {X n} ma indeks ekstre-

malny 6. Zaktadamy, ze {Un} jest ciagiem liczbowymi 0 < p <1. Wtedy
G da  6>0  jeshi P{Mn Sl)n} Sp gdy n>wineN wtedy

P{M,<v,} - p’ i odwrotnie
(i) dla =0,
a) jesli liminf, ,, P{M, <v,|>0 wtedy P{M,<v,} -1,

b) jesli limsup, , P{Mn < un} <1 wtedy P{Mn < un} —0.

Dowod twierdzenia znajduje si¢ w pracy [Leadbetter, Lindgren, Rootzen 1983].
Szczegolnie wazny z punkty widzenia praktycznego zastosowania jest przypadek (i)
powyiszego twierdzenia. Nietrudno zauwazyé, ze wyrazenia P{M LS, }sa war-
tosciami dystrybuant maksimow, ktore bez problemu otrzymuje si¢, wykorzystujac
twierdzenia dla przypadku, kiedy rozpatrywany cigg zmiennych losowych jest
niezalezny. W takim przypadku, jezeli M, jest maksimum dla przypadku zaleznych
zmiennych losowych, to dystrybuante graniczng dla tego przypadku mozna
otrzymaé, podnoszac okreslong dystrybuante z twierdzenia 1 do potegi €. Nalezy
zauwazy¢, ze wlasnos¢ maksymalnej stabilnosci spowoduje, ze nie ulegnie zmianie
klasa dystrybuant typu I, II i III. Ponizej przedstawimy postacie dystrybuant trzech
typow dla przypadku zaleznych zmiennych losowych, wykonujac elementarne
dziatanie potegowania.

Dla dystrybuanty typu 1, dla x € R G/(x) = exp(~fe™) = exp(—exp(—x+ n 0))
=G/x-Inb).

Dla dystrybuanty typu 2, dla x>0 G’(x)= (exp(—x'“))e = exp(—(e”ax)“)
=G,(0"x).

Dla dystrybuanty typu 3, dla x <0 Gzl(x) = (exp(—(_x)“)) _ Gzl (gl/ax)'

Twierdzenie 6 orzeka przede wszystkim, ze w przypadku ciggu zaleznych
zmiennych losowych, jezeli indeks ekstremalny & >0, to rozktad dystrybuanty
granicznej jest taki sam jak w przypadku niezaleznym. Z powyzszych rozwazan
wynika réwniez, ze kazda dystrybuanta typu L, II, Il nalezy do wlasnego obszaru
przyciggania. Wystarczy, ze w powyzszych trzech wymienionych formulach
w miejsce & wstawimy 7.

5. Zakonczenie

W pracy zostal omowiony zarys teorii wartosci ekstremalnych pozwalajacy na wy-
znaczanie dystrybuant granicznych dla rozktadéw ekstremalnych. Przedstawilismy
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twierdzenia i definicje, ktore pozwalaja na wyznaczenie dystrybuant granicznych dla
maksimow dowolnych rozktadow, jezeli oczywiscie takie dystrybuanty istnieja.
Rozpatrzone zostaly trzy przypadki. Pierwszy z nich, najbardziej trywialny, dotyczy
sytuacji, gdy badany jest cigg niezaleznych zmiennych losowych o identycznych
rozktadach. Drugi przypadek dotyczy procesow stacjonarnych, dla ktorych spetnione
sa warunki zaleznosci D(u,) i D’(u,) (jest to tzw. gasnaca zalezno$¢). Ostatni, trzeci
przypadek dotyczy stacjonarnych ciagéw zmiennych losowych, dla ktorych warunki
D(u,) i D’(u,) nie sg spetione. Dla wszystkich trzech warunkow zostaty przedsta-
wione trzy klasy dystrybuant granicznych wraz z ich dziedzinami przyciagania. Ze-
brane w opracowaniu twierdzenia i definicje majg stanowi¢ podstawe do zastosowan
praktycznych w takich dziedzinach, jak hydrologia, finanse i ubezpieczenia. Zasto-
sowania praktyczne pojawig si¢ kolejnych pracach.
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LIMITING DISTRIBUTION FUNCTION OF EXTREME VALUES
FOR THE DEPENDENT SEQUENCES RANDOM VARIABLES

Summary: In the article the outline of asymptotic theory of extreme values has been intro-
duced for the application to finance, hydrology and insurance. The study includes the theo-
rems and the definitions which give the possibility to appoint the limiting distribution func-
tion for the distributions of maximum in three cases. The first case concerns the sequence
independent random variables. The second case concerns the stationary processes of random
variables for which the conditions D(u,) and D’(u,) are satisfied (i.e. “the extinguishing de-
pendence”). The last case concerns the stationary processes for which the conditions D(u,,)
and D’(u,) are not satisfied.

Keywords: order statistics, limiting distribution function of extreme, dependence conditions
D(u,) and D’(u,), extreme index.



