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ROZMYTA KLASYFIKACJA SPEKTRALNA 
C-ŚREDNICH DLA DANYCH SYMBOLICZNYCH 
INTERWAŁOWYCH

Streszczenie: Celem artykułu jest zaproponowanie nowej metody klasyfikacji rozmytej na 
potrzeby analizowania danych symbolicznych interwałowych. W  artykule przedstawiono 
podstawowe pojęcia z zakresu analizy danych symbolicznych, klasyfikacji spektralnej oraz 
rozmytej klasyfikacji c-średnich. W części empirycznej przedstawiono wyniki badań symula-
cyjnych dla sztucznych zbiorów danych wygenerowanych w programie R. 

Słowa kluczowe: klasyfikacja spektralna, rozmyta klasyfikacja c-średnich, dane symboliczne 
interwałowe.

1. Wstęp

Metodę rozmytej klasyfikacji c-średnich dla danych w rozumieniu klasycznym za-
proponował Dunn [1973], następnie jej modyfikację wprowadził Bezdek [1981]. 
W  pracach El-Sonbaty’ego i  Ismaila [1998], Yanga i  in. [2004] przedstawiono  
rozmyte metody klasyfikacji danych symbolicznych różnych typów. W  pracach  
de Carvalho [2007] oraz de Carvalho i Tenório [2010] zaproponowano kolejne ada-
ptacje i modyfikacje różnych metod klasyfikacji rozmytej na potrzeby analizy da-
nych symbolicznych interwałowych.

Klasyfikacja spektralna, którą zaproponowali w swej pracy Ng, Jordan i Weiss, 
jest tak naprawdę nie tyle nową metodą klasyfikacji, ile nowym podejściem do przy-
gotowywania danych na potrzeby klasyfikacji, która wykorzystuje ideę dekompozy-
cji spektralnej.

Celem artykułu jest zaprezentowanie nowej metody klasyfikacji rozmytej dla 
danych symbolicznych interwałowych – rozmytej klasyfikacji spektralnej c-śred-
nich, test to propozycja stanowiąca autorskie połączenie dwóch istniejących rozwią-
zań w zakresie klasyfikacji danych – tj. dekompozycji spektralnej i rozmytej klasy-
fikacji c-średnich. 

W  części empirycznej przedstawiono wyniki symulacji z  wykorzystaniem 
sztucznych zbiorów danych symbolicznych interwałowych wygenerowanych z wy-
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korzystaniem pakietów clusterSim oraz clusterGeneration programu R 
oraz rzeczywistych zbiorów danych.

2. Dane symboliczne

Obiekty symboliczne mogą być opisywane przez następujące rodzaje zmiennych 
symbolicznych [Bock, Diday (red.) 2000, s. 2-3]:

a) ilorazowe,
b) przedziałowe,
c) porządkowe,
d) nominalne,
e) interwałowe, których realizacją są przedziały liczbowe rozłączne lub nieroz-

łączne,
f) wielowariantowe, gdzie realizacją zmiennej jest więcej niż jeden wariant 

(liczba lub kategoria),
g) wielowariantowe z wagami, gdzie realizacją zmiennej oprócz wielu warian-

tów są dodatkowo wagi (lub prawdopodobieństwa) dla każdego z wariantów zmien-
nej dla danego obiektu.

Niezależnie od typu zmiennej w analizie danych symbolicznych możemy mieć 
do czynienia ze zmiennymi strukturalnymi [Bock, Diday (red.) 2000, s. 2-3; 33-37]. 
Do tego typu zmiennych zalicza się zmienne hierarchiczne – w których a priori 
ustalone są reguły decydujące o tym, czy dana zmienna opisuje dany obiekt czy nie; 
zmienne taksonomiczne – w których ustalone są a priori realizacje danej zmiennej; 
zmienne logiczne – tj. takie, dla których ustalono a priori reguły logiczne lub funk-
cyjne, które decydują o wartościach zmiennej.

W analizie danych symbolicznych wyróżnia się dwa typy obiektów symbolicz-
nych:
•	 obiekty symboliczne pierwszego rzędu – obiekty rozumiane w  sensie „kla-

sycznym” (obiekty elementarne), np. konsument, przedsiębiorstwo, produkt, pa-
cjent czy gospodarstwo domowe,

•	 obiekty symboliczne drugiego rzędu – obiekty utworzone w wyniku agrega-
cji zbioru obiektów symbolicznych pierwszego rzędu, np. grupa konsumentów 
preferująca określony produkt, region geograficzny (jako wynik agregacji pod-
regionów).

3. Rozmyta klasyfikacja spektralna c-średnich

W  literaturze przedmiotu zaproponowano trzy rozmyte metody klasyfikacji,  
które mają zastosowanie wyłącznie dla danych symbolicznych interwałowych – są 
to rozmyta klasyfikacja c-średnich, rozmyta adaptacyjna klasyfikacja c-średnich  
de Carvalho [2007] (por. [Pełka 2010]) oraz rozmyta klasyfikacja k-średnich  
de Carvalho i Tenório [2010].
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Rozmyta klasyfikacja c-średnich oraz rozmyta adaptacyjna klasyfikacja c-śred-
nich dla danych symbolicznych interwałowych bazują w swej konstrukcji na ada-
ptacji odległości euklidesowej (zob. [de Carvalho 2007, s. 425-426; Pełka 2010]). 
Metody te są modyfikacją klasycznej rozmytej klasyfikacji c-średnich na potrzeby 
danych interwałowych. 

Rozmyta klasyfikacja k-średnich dla danych symbolicznych bazuje w swej kon-
strukcji na adaptacji odległości Mahalanobisa (por. [de Carvalho, Tenório 2010,  
s. 2980]). Na potrzeby analizy danych symbolicznych interwałowych w  artykule  
de Carvalho i Tenório [2010] zaproponowano różne warianty obliczania macierzy 
kowariancji M. Podstawowe podobieństwa i różnice między tymi metodami zapre-
zentowano w tab. 1.

Tabela 1. Podobieństwa i różnice w metodach klasyfikacji rozmytej dla danych symbolicznych 
interwałowych

Kryterium 
porównania

Rozmyta klasyfikacja 
c-średnich

Rozmyta adaptacyjna 
klasyfikacja c-średnich

Rozmyta klasyfikacja  
k-średnich

Funkcja- 
-kryterium

Metoda minimalizuje funkcję-kryterium, w której wykorzystywany jest stopień 
przynależności obiektu do klasy ( ikµ )

Zmienne 
symboliczne

Wyłącznie zmienne symboliczne interwałowe

Miara odległości Funkcja-kryterium wykorzystuje adaptację odległości 
euklidesowej

Funkcja-kryterium 
wykorzystuje 
adaptację odległości 
Mahalanobisa

Liczba klas Liczba klas jest parametrem, który ustala badacz

Wybór liczby 
klas

Można zastosować różnorodne miary jakości klasyfikacji bazujące na 
przynależności obiektu do klasy, a także skorygowany indeks Randa dla 
klasyfikacji rozmytych

Źródło: opracowanie własne na podstawie prac [de Carvalho 2007; de Carvalho, Tenório 2010; Pełka 
2010].

Proponowana w  niniejszym opracowaniu rozmyta klasyfikacja spektralna  
c-średnich dla danych symbolicznych interwałowych składa się z dwóch zasadni-
czych elementów:

1. Klasyfikacji spektralnej, która tak naprawdę jest nie tyle nową metodą klasy-
fikacji, ile nowym podejściem do przygotowania danych na potrzeby klasyfikacji 
(por. [Ng i in. 2001; Walesiak, Dudek 2009]). W wyniku zastosowania tego podej-
ścia otrzymuje się nową macierz danych (macierz Y), która jest podstawą do zasto-
sowania wybranej metody klasyfikacji.

2. Rozmytej klasyfikacji c-średnich, w której macierzą danych jest macierz Y 
otrzymana dzięki zastosowaniu klasyfikacji spektralnej.
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Klasyfikacja spektralna dla danych symbolicznych interwałowych składa się 
z następujących kroków (zob. [Walesiak, Dudek 2009, s. 12-14]):

1. Konstrukcja tablicy danych symbolicznych ijv =  V o  wymiarach mn ×   
( 1, ,i n=   – numer obiektu, 1, ,j m=   – numer zmiennej).

2. Zastosowanie estymatora jądrowego do obliczenia macierzy podobieństw 
[ ]ikA=A (affinity matrix) między obiektami. Najczęściej do wyznaczenia macierzy 

A  wykorzystywany jest estymator gaussowski (zob. [Karatzoglou 2006, s. 26]):

( )exp , , 1, , ,ik ikA d i k nσ= - ⋅ =  (1)

gdzie: dik – odległość między i-tym i k-tym obiektem symbolicznym, 
σ  – parametr skali (szerokość pasma – kernel width).

3. Obliczenie diagonalnej macierzy D, na głównej przekątnej tej macierzy znaj-
dują się sumy każdego wiersza z macierzy A, a poza nią są zera.

4. Konstrukcja znormalizowanej macierzy Laplace’a:
1/2 1/2 .- -=L D AD (2)

Własności tej macierzy zaprezentowano m.in. w pracy [von Luxburg 2006].
5. Obliczenie wartości własnych i  odpowiadających im wektorów własnych 

(o  długości równej jeden) dla macierzy L. Uporządkowanie wektorów własnych 
według malejących wartości własnych. Pierwsze u, gdzie u - liczba klas, wektorów 
własnych tworzy macierz ije =  E o wymiarach un × .

6. Przeprowadzenie normalizacji macierzy E zgodnie ze wzorem:

2

1
,

u

ij ij ij
j

y e e
=

= ∑  (3)

gdzie: 1, ,i n=   – numer obiektu, 1, ,j u=   – numer zmiennej, u – liczba klas. 

Dzięki tej normalizacji długość każdego wektora wierszowego macierzy 
ijy =  Y  jest równa jeden.

7. Macierz Y stanowi punkt wyjścia zastosowania klasycznych metod analizy 
skupień (proponuje się tutaj wykorzystanie rozmytej klasyfikacji c-średnich).

Zasadnicze znaczenie dla klasyfikacji spektralnej ma parametr σ. Zagadnie-
nie wyboru odpowiedniej wartości parametru zawarto w  pracy Walesiaka i  Dud-
ka [2009] oraz Karatzoglou [2006]. Drugim ważnym zagadnieniem w przypadku 
danych symbolicznych jest wybór odpowiedniej miary odległości (zob. wzór (1)). 
Miary odległości dla danych symbolicznych omówione są m.in. w pracach Gatnara 
i Walesiaka [2011], Bocka i Didaya [2000].

Rozmyta klasyfikacja c-średnich jest metodą iteracyjno-optymalizacyjną, której 
idea jest bardzo mocno zbliżona do klasycznej metody k-średnich. Głównym celem 
tej metody jest znalezienie takich środków ciężkości klas, które zminimalizują funk-
cję-kryterium w postaci:
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2

1 1
,

c n
m

m ij ij
i j

J dµ
= =

=∑∑ (4)

gdzie: μij – stopień przynależności j-tego obiektu do i-tej klasy rozmytej,
dij – odległość euklidesowa między środkiem ciężkości i-tej klasy roz-

mytej a j-tym obiektem,
m – parametr rozmycia, przy czym m > 1.

Algorytm rozmytej klasyfikacji c-średnich składa się z następujących kroków:
1. Ustalenie początkowych przynależności obiektów do poszczególnych klas 

rozmytych - otrzymujemy macierz [ ]ikµ=U . Określenie maksymalnej liczby itera-
cji T oraz kryterium stopu ε (np. ε = 10–6), t = 1.

2. Ustalenie środków ciężkości klas zgodnie ze wzorem:

1

1

,

n
m
ik k

k
i n

m
ik

k

y
c

µ

µ

=

=

=
∑

∑
(5)

gdzie: oznaczenia jak we wzorach (4) oraz (3).

3. Obliczenie nowej macierzy NU  zgodnie ze wzorem:

2
1

1

1 ,ij
mc

ij

l lj

d
d

µ
-

=

=
 
  
 

∑
(6)

gdzie: dij - odległość między l-tym środkiem ciężkości klas a j-tym obiektem, pozo-
stałe oznaczenia jak we wzorze (4).

4. Jeżeli ,N ε- >U U  gdzie N -U U  to odległość euklidesowa, wówczas 
N=U U  i należy wrócić do kroku 2 algorytmu, zwiększając liczbę iteracji o jeden 

( )1+= tt . Całość postępowania kończy się, gdy zostanie osiągnięta założona liczba 
iteracji T lub gdy .N ε- <U U

4. Badania symulacyjne

Na potrzeby badań symulacyjnych przygotowano w  programie R pięć zbiorów 
danych o  znanej strukturze klas. Zbiory danych wygenerowano z  wykorzysta-
niem pakietu clusterSim (funkcja cluster.Gen) oraz pakietu mlbench 
(funkcje mlbench.shapes, mlbench.cassini, mlbench.spirals oraz 
mlbench.smiley). W  celu otrzymania danych symbolicznych interwałowych 
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z  wykorzystaniem pakietu mlbench otrzymane dane traktowane są jako środki 
zmiennej symbolicznej interwałowej. Rozstęp zmiennych jest dobierany w taki spo-
sób, aby zachować oryginalny kształt danych. Najczęściej jest on dobierany losowo 
z przedziału [ ]1;0 . Wygenerowane zbiory danych zaprezentowano na rys. 1.

Rys. 1. Zbiory danych symulacyjnych

Źródło: opracowanie własne z wykorzystaniem programu R.

Dla każdego zbioru danych wykonano 20 symulacji i obliczono średnią wartość 
skorygowanego indeksu Randa dla klasyfikacji rozmytych (MR) oraz wartość od-
chylenia standardowego dla tego indeksu (SR). Indeks ten zaprezentowano w pracy 
[Hüllermier i Rifqi 2009]. 

W badaniach symulacyjnych zastosowano cztery różne warianty miar odległości 
na potrzeby klasyfikacji spektralnej – nieznormalizowaną odległość Ichino-Yagu-
chiego (U_2), odległość Hausdorffa (H), odległość de Carvalho bazującą na poten-
cjale opisowym obiektu symbolicznego (SO_3) oraz odległość de Carvalho bazu-
jącą na mierze Ichino-Yaguchiego (SO_2) (zob. [Bock, Diday 2000, s. 139-185]). 
Wyniki symulacji zawarto w tab. 2.
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Tabela 2. Wyniki badań symulacyjnych

Miara 
odległości

Zbiór 1 
(Shapes) Zbiór 2 Zbiór 3 

(Cassini)
Zbiór 4 
(Spirals)

Zbiór 5
(Smiley)

Ichino- 
-Yaguchiego
(U_2)

MR = 1
SR = 7,04E-11

MR = 1
SR = 3,63E-07

MR = 1
SR = 7,41E-09

MR = 0,99999
SR = 1,90E-07

MR = 1
SR = 1,23E-09

Hausdorffa  
(H)

MR = 0,99999
SR = 8,50E-08

MR = 1
SR = 2,84E-08

MR = 1
SR = 3,79E-08

MR = 0,99999
SR = 5,85E-07

MR = 0,999999
SR = 9,68E-08

de Carvalho  
(SO_2)

MR = 1
SR = 1,09E-08

MR = 0,99999
SR = 2,60E-07

MR= 1
SR = 1,18E-08

MR = 0,99999
SR = 3,61E-07

MR = 0,999996
SR = 3,29E-06

de Carvalho  
(SO_3)

MR = 1
SR = 9,27E-10

MR = 1
SR = 4,09E-10

MR = 0,99999
SR = 6,95E-08

MR =0,99999
SR = 5,99E-07

MR = 1
SR = 4,97E-08

Źródło: obliczenia własne w programie R.

5. Podsumowanie

Dane symboliczne interwałowe mają tendencję do tworzenia klas nierozłącznych 
(rozmytych) o  różnorodnych kształtach. Zaproponowana w artykule rozmyta kla-
syfikacja spektralna c-średnich pozwala analizować dane tego typu. Dodatkowo 
zaproponowana metoda może znaleźć zastosowanie dla danych symbolicznych do-
wolnego typu. Wówczas należy zastosować jedynie odpowiednią miarę odległości 
dla tych danych.

Przeprowadzone zostały badania symulacyjne z  wykorzystaniem czterech  
wybranych miar odległości dla danych symbolicznych. Zbliżone wyniki otrzyma-
no przy zastosowaniu nieznormalizowanej odległości Ichino-Yaguchiego, miary  
de Carvalho bazującej na potencjale opisowym obiektu symbolicznego oraz miary 
de Carvahlo bazującej na mierze Ichino-Yaguchiego. 

W  badaniach symulacyjnych nie sprawdzano, czy rozmyta klasyfikacja spek-
tralna c-średnich pozwala na odkrycie właściwej struktury klas. Niemniej jednak 
dotychczasowe rezultaty sugerują, że w przypadku, gdy liczba klas zadana przez 
badacza jest większa od rzeczywistej liczby klas, wówczas przynależność obiektu 
do tych „dodatkowych” klas bardzo szybko się zbliża się do zera.

Dla wszystkich analizowanych w badaniu symulacyjnym zbiorów danych otrzy-
mano mocno stabilne rezultaty. 

Celem dalszych badań będzie porównanie rozmytej klasyfikacji spektralnej  
c-średnich z innymi metodami klasyfikacji rozmytej dla danych symbolicznych in-
terwałowych z zastosowaniem różnorodnych zbiorów danych.
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A SPECTRAL FUZZY C-MEANS CLUSTERING ALGORITHM 
FOR INTERVAL-VALUED SYMBOLIC DATA

Summary: The main aim of the paper is to present a proposal of new fuzzy clustering method 
for symbolic interval-valued data. The paper presents basic terms of symbolic data, spectral 
clustering and fuzzy c-means clustering. In the empirical part results of simulation study with 
application of artificial data sets obtained from R software are presented. 

Keywords: spectral clustering, fuzzy c-means clustering algorithm, symbolic interval-valued 
data.
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