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Ewa Wędrowska 
Uniwersytet Mikołaja Kopernika w Toruniu 

WRAŻLIWOŚĆ MIAR DYWERGENCJI 
JAKO MIERNIKÓW NIEPODOBIEŃSTWA STRUKTUR 

Streszczenie: W badaniach zjawisk społeczno-ekonomicznych często podejmowana jest 
problematyka podobieństwa obiektów gospodarczych scharakteryzowanych wskaźnikami 
struktury. Zazwyczaj miary wykorzystywane do kwantyfikacji podobieństwa bądź niepodo-
bieństwa struktur są funkcjami metryk odległości ich wskaźników cząstkowych. W badaniu 
podobieństwa struktur wykorzystać można także miary dywergencji. W artykule wskazana 
została możliwość wykorzystania do oceny stopnia rozbieżności struktur miar dywergencji 
klasy Csiszára (f-dywergencje), w szczególności takich jak: odległość Hellingera, odległość 
trójkątną, symetryczną chi-kwadrat dywergencję, dywergencję Kullbacka-Leiblera, dywer-
gencję Jensena-Shannona. Cel artykułu stanowi zbadanie oraz wzajemne porównanie stop-
nia wrażliwości wskazanych miar na zmiany stopnia rozbieżności struktur. 

Słowa kluczowe: miary dywergencji Csiszára, podobieństwo struktur, analiza danych. 

1. Wstęp 

W analizie porównawczej obiektów scharakteryzowanych wskaźnikami struktury 
stosowanych jest wiele mierników o różnorodnej konstrukcji. Miary zgodności struk-
tur określają stopień podobieństwa pary struktur. Badanie podobieństwa obiektów 
opisanych przez wskaźniki struktury bądź udziału może mieć charakter statyczny 
(przestrzenny) lub dynamiczny. Wśród popularnych miar zgodności wskazać można 
te, które należą do rodziny miar dywergencji. Przykładem są odległość Hellingera, 
odległość trójkątna czy też entropia względna Kullbacka-Leiblera. Wykorzystanie 
tych miar w analizach porównawczych struktur staje się przyczynkiem do zastosowa-
nia we wspomnianych analizach innych mierników należących do miar dywergencji. 

Celem artykułu jest porównanie popularnych miar niepodobieństwa struktur oraz 
miar dywergencji pod względem stopnia wrażliwości na rozbieżność w rozkładzie 
składowych porównywanych struktur.  

Miary dywergencji, które odgrywają znaczącą rolę w statystyce i teorii informa-
cji, zaproponowane zostały przez Jeffreysa [1946], Kullbacka i Leiblera [1951], 
Rényi’ego [1961], Csiszára [1963, 1967, 1974], Havrada i Charváta [1967], Sibsona 
[1969], Burbea i Rao [1982],  Kapura [1984], Lina [1991], Taneja [1995]. W ciągu 
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ostatnich lat badane są teoretyczne własności miar dywergencji oraz ich wzajemne 
zależności [Sahoo, Wong 1988; Topsǿe 2000; 2001; Kumar, Chhina 2005; Taneja, 
Kumar 2006; Dragomir 2004; Taneja 2005; 2008; Kumar, Johnson 2005; Anwar, 
Hussain, Pečarić 2009; Wędrowska 2012]. 

Jednym z istotnych problemów zastosowania miar dywergencji jest badanie od-
ległości, rozbieżności czy dyskryminacji pomiędzy rozkładami prawdopodobień-
stwa. Wśród miar dywergencji można wyróżnić mierniki o różnorakich własno-
ściach. Należą tu zarówno miary spełniające własności metryki, jak i miary niespeł-
niające warunku symetrii. 

2. Miary dywergencji klasy Csiszára 

Koncepcja f-dywergencji jako miary rozbieżności pomiędzy dwoma rozkła- 
dami prawdopodobieństwa zaproponowana została równocześnie przez  Csiszára  
w 1967 r. oraz Ali’ego i Silveya w roku 1966. W literaturze miary należące do klasy 
f-dywergencji określane są najczęściej mianem dywergencji Csiszára lub, rzadziej, 
Csiszár–Ali–Silvey dywergencjami.  

Dywergencja Csiszára jest uogólnieniem pewnych miar rozbieżności i stanowi 
klasę miar zdefiniowanych za pomocą wypukłych funkcji f określonych na przedzia-
le ),0[ ∞ . 

Miara dywergencji należąca do klasy Csiszára (f-dywergencja) pomiędzy struktu-
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 [Menéndez i in. 2003].  

Dywergencja ),( n
s

n
rf SSC  dla pary struktur nnn

s
n
r SS Γ×Γ∈),(  jest wypukła  

i przyjmuje wartości nieujemne dla wypukłej funkcji ℜ→∞),0[:f , takiej że 

0)1( =f  [Taneja 2005]. Ponadto 0),( =n
r

n
rf SSC  dla wszystkich funkcji przyjmu-

jących wartość zero dla argumentu równego jedności [Dragomir, Gluščević, Pearce 
2001]. 



Wrażliwość miar dywergencji jako mierników niepodobieństwa struktur 117 
 

Wiele znanych miar dywergencji należy do uogólnionej klasy zaproponowanej 
przez Csiszára. Do najczęściej stosowanych f-dywergencji należą: odległość miejska, 
kwadrat odległości Hellingera, odległość trójkątna, χ2-dywergencja, dywergencja 
Kullbaca-Leiblera oraz propozycje przedstawione przez Lina, Taneja czy też Kumara.  

Tabela 1. Wybrane miary dywergencji Csiszára wraz z wypukłą funkcją f 

Nazwa Formuła Wypukła funkcja 
:[0, )f ∞ →ℜ  

Przedział 
wartości Źródło* 
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miejska 
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n

rs ir is
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V ω ω
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( ) 1Vf x x= −
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[Wędrowska 
2012] 
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* Źródło dotyczy literatury, w której wskazano wypukłą funkcję :[0, ) .f ∞ →ℜ  
** W formule określającej dywergencję Jansena-Shannona ( )sH S  oznacza entropię Shannona. 

Źródło: opracowanie własne na podstawie cytowanej literatury. 
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Miary dywergencji kwantyfikują stopień rozbieżności pomiędzy składowymi po-
równywanych struktur, mają zatem charakter miar niepodobieństwa. Dla struktur 
identycznych osiągają wartość zero. Z kolei w przypadku całkowitej rozbieżności 
pomiędzy strukturami nie zawsze występuje górne ograniczenie zbioru wartości. 
Wśród miar dywergencji Csiszára występują miary o wartościach z przedziału [0, 1] 
lub z przedziału ograniczonego z góry przez pewną liczbę dodatnią, a także miary 
o nieograniczonych z góry wartościach [Wędrowska 2012]. 

Porównywanie struktur w czasie i przestrzeni dokonywane jest za pomocą wielu 
mierników. Wskazuje się najczęściej, że na wybór miernika mają głównie wpływ: 
cel badania oraz możliwość oceny i interpretacji rezultatów analiz [Młodak 2006]. 
Kolejna determinanta wyboru metodologii porównywania struktur wynika z własno-
ści algebraicznych i statystycznych metody i dotyczy wrażliwości poszczególnych 
miar na określony układ strukturalny. 

Porównanie stopnia wrażliwości miar niepodobieństwa struktur oraz miar dywe-
rgencji na rozbieżność pomiędzy składowymi struktur ograniczono do miar unor-
mowanych w przedziale ]1,0[ , co umożliwiło zachowanie porównywalności uzy-
skanych wyników. Wybrano następujące miary należące do klasy dywergencji 
Csiszára: odległość Braya-Curtisa, odległość trójkątną, K-dywergencję oraz dywer-
gencję Jensena-Shannona. Pozostałe miary wybrane do analizy to popularne miary 
wykorzystywane w badaniu zróżnicowań strukturalnych. Są to: unormowana odleg-
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odległość Hellingera. 
Za współczynnik wrażliwości przyjęto następujący miernik [Młodak 2006]: 
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gdzie ),( 31
nn SSd  oraz ),( 32

nn SSd  stanowią wartości odpowiednich miar niepodo-
bieństwa.  

W pierwszej kolejności zbadany został stopień wrażliwości miar w przypadku 
struktur, dla których występowały jednakowe moduły różnic pomiędzy składowymi. 
Rozważono w tym celu przypadek arbitralnie dobranych składowych trzech struktur 
(tab. 2). 
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Tabela 2.  Struktura trzech obiektów z występującymi jednakowymi modułami różnicy składników 

Obiekty 
Elementy struktury obiektów Moduły różnic 

4
1S  4

2S  4
3S  4 4

1 3S S−  4 4
2 3S S−  

1X  0,30 0,10 0,20 0,10 0,10 
2X  0,35 0,25 0,30 0,05 0,05 
3X  0,20 0,30 0,25 0,05 0,05 
4X  0,15 0,35 0,25 0,10 0,10 

Suma 1,00 1,00 1,00 0,30 0,30 

Źródło: obliczenia własne. 

Rezultaty wartości porównywanych miar dla odpowiednich par struktur wraz 
z wartościami współczynnika wrażliwości przedstawiono w tab. 3. 

Tabela 3. Wartości miar niepodobieństwa struktur oraz miar dywergencji Csiszára 
wraz ze współczynnikami wrażliwości dla danych z tab. 2. 

Miara 
 

Wartość miary dla pary struktur Współczynnik 
wrażliwości 

4 4
1 3( , )S S  4 4

2 3( , )S S  γ 
BC
rsd  0,150000 0,150000 0,00000 

*E
rsd  0,112000 0,112000 0,00000 

*Can
rsd  0,159509 0,170455 0,06422 

Cl
rsd  0,173755 0,197115 0,11851 

*H
rsd  0,117295 0,122687 0,04395 

*
rsd∆  0,027201 0,029545 0,07936 

( , )n n
r sK S S  0,020090 0,022624 0,11202 

( , )n n
s rK S S  0,019454 0,020532 0,05252 

( , )n n
r sJS S S  0,019772 0,021578 0,08371 

Źródło: obliczenia własne. 

Analiza wrażliwości miar dywergencji na rozbieżność w rozkładzie składowych 
porównywanych struktur w przypadku jednakowych modułów różnic pomiędzy 
składowymi struktur 4

1S  i 4
3S  oraz 4

2S  i 4
3S  prowadzi do następujących wniosków: 

• Pomimo odmienności w rozkładach składowych analizowanych struktur nie 
występuje zróżnicowanie wartości miar wykorzystujących jedynie różnice 
składowych (odległość Bray’a-Curtisa oraz unormowana odległość przeciętna). 
W przypadku tych miar współczynnik wrażliwości przyjmuje wartość zero. 



120 Ewa Wędrowska 

• W przypadku pozostałych miar występuje zróżnicowanie wartości w określaniu 
stopnia rozbieżności pomiędzy strukturami. Miary, w których różnice pomiędzy 
składowymi odnoszone są do sumy tych składowych, czyli unormowana metryka 
Canberra oraz współczynnik dywergencji Clarka, przypisują większe znaczenie 
różnicom uzyskanym ze składowych o niższych udziałach, stąd ich wartości są 
największe dla struktur o składowych zaproponowanych w tab. 2. 

• Dla struktur o składowych zaproponowanych w tab. 2 wartości współczynnika 
wrażliwości wskazują, że największe zróżnicowanie pomiędzy stopniem rozbież-
ności odpowiednio struktur 4

1S  i 4
3S  oraz 4

2S  i 4
3S  wykazują kolejno: współczyn-

nik dywergencji Clarka, jedna z K-dywergencji, dywergencja Jansena-Shannona. 
Najmniejsze zróżnicowanie wartości wystąpiło dla odległości Hellingera. 
Kolejnym etapem w badaniu wrażliwości analizowanych miar niepodobieństwa 

oraz miar dywergencji na określony układ strukturalny jest rozważenie struktur 
o niejednakowych modułach różnicy ich składowych, lecz o tej samej sumie ich 
modułów. Ponownie rozważony został przypadek o arbitralnie przyjętych wskaźni-
kach. Składowe struktur zamieszczone zostały w tab. 4, a wartości miar niepodo-
bieństwa oraz miar dywergencji Csiszára dla porównywanych struktur wraz ze 
współczynnikiem wrażliwości zamieszczono w tab. 5. 

Tabela 4. Struktura trzech obiektów o niejednakowych modułach różnicy składników 

Atrybuty cechy 
Elementy struktury obiektów Moduły różnic 

4
1S  4

2S  4
3S  4 4

1 3S S−  4 4
2 3S S−  

X1
 0,55 0,60 0,45 0,10 0,15 

X2
 0,30 0,20 0,25 0,05 0,05 

X3
 0,10 0,15 0,20 0,10 0,05 

X4
 0,05 0,05 0,10 0,05 0,05 

Suma 1,00 1,00 1,00 0,30 0,30 

Źródło: obliczenia własne. 

Tabela 5. Współczynniki wrażliwości dla unormowanych miar niepodobieństwa struktur 
oraz miar dywergencji Csiszára dla danych z tab. 4 

Miara 
Oznaczenie 

Wartość miary dla pary struktur Współczynnik  
wrażliwości 

4 4
1 3( , )S S  4 4

2 3( , )S S  γ 
1 2 3 4 
BC
rsd  0,15000 0,15000 0,00000 

*E
rsd  0,11180 0,12247 0,08713 

*Can
rsd  0,21439 0,18254 0,17451 

Cl
rsd  0,24520 0,20265 0,20994 
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1 2 3 4 
*H

rsd  0,12850 0,11341 0,13307 
*

rsd∆  0,03227 0,02540 0,27074 

( , )n n
r sK S S  0,02554 0,01899 0,34466 

( , )n n
s rK S S  0,02173 0,01796 0,21034 

( , )n n
r sJS S S  0,02364 0,01848 0,27938 

Źródło: obliczenia własne. 
 
Wartości miar niepodobieństwa struktur oraz miar dywergencji są odmienne, co 

jest oczywiste, gdyż miary te mają odmienne konstrukcje. W przypadku porówny-
wania struktur o niejednakowych modułach różnicy ich składowych jedynie odleg-
łość Braya–Curtisa nie wykazuje wrażliwości na rodzaj odmienności pomiędzy 
strukturami 4

1S  i 4
3S  oraz 4

2S  i 4
3 .S  Analiza wartości pozostałych miar wskazuje, że 

występują istotne różnice w wartościach tych miar odpowiednio dla par struktur 
4 4
1 3( , )S S  oraz 4 4

2 3( , )S S , dla których występuje jednakowa suma modułów różnic 
składowych. Stąd uzyskano znaczne wartości współczynnika wrażliwości dla anali-
zowanych miar niepodobieństwa struktur oraz miar dywergencji Csiszára. Najwięk-
sze rozróżnienie pomiędzy wartościami rozważanych miar uzyskanymi dla porów-
nywanych par struktur wykazują kolejno: jedna z K-dywergencji, dywergencja Jen-
sena-Shannona, odległość trójkątna, a zatem miary należące do klasy dywergencji 
Csiszára. Dotyczy to miar, które osiągały relatywnie najniższe wartości, uzyskując 
jednocześnie najwyższe wartości współczynnika wrażliwości. 

3. Podsumowanie 

Porównywane miary niepodobieństwa struktur oraz miary dywergencji Csiszára 
charakteryzują się różnym stopniem wrażliwości na stopień rozbieżności pomiędzy 
strukturami. Wpływ na to mają nie tylko bezwzględne różnice składowych struktur, 
ale też fakt, czy różnice te uzyskane są ze składowych o relatywnie dużych czy też 
małych wartościach. Zatem dobór odpowiedniej miary niepodobieństwa powinien 
wynikać ściśle z charakteru i specyfiki badań nad rozbieżnością struktur, a stopień 
wrażliwości miar powinien być uwzględniany przez badacza. Można jednak uznać, 
że miary dywergencji Csiszára mogą stanowić poszerzenie aparatu pomiarowego 
stosowanego w analizie porównawczej struktur ze względu na dużą wrażliwość na 
rozbieżność w rozkładzie składowych porównywanych struktur. Zastosowanie tych 
miar zasadne jest w sytuacjach, gdy istnieje potrzeba uwypuklenia tej wrażliwości. 
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SENSITIVITY OF DIVERGENCE MEASURES AS STRUCTURE 
DISSIMILARITY MEASUREMENTS 

Summary: The analyses of social and economic phenomena often involve the issue of simi-
larity between business objects characterized by structure indicators. Usually, measures used 
for quantifying similarity or the lack of similarity between structures are a function of the 
distance metrics of their partial indicators. An examination of the similarity between struc-
tures can also apply divergence measures. This article indicates the possibility of using 
Csiszár class divergence measures (f-divergences), in particular: Hellinger discrimination, 
triangular discrimination, symmetric Chi-square divergence, arithmetic-geometric mean di-
vergence, Kullback-Leibler divergence and Jensen-Shannon divergence to evaluate the de-
gree of discrepancy between structures. The aim of the article is to examine the sensitivity of 
the indicated measures to the changes in the degree of discrepancy between structures. 

Keywords: Csiszar's divergence, similarity of structure, data analysis. 


