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Ewa Wedrowska

Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu

WRAZLIWOSC MIAR DYWERGENCJI
JAKO MIERNIKOW NIEPODOBIENSTWA STRUKTUR

Streszczenie: W badaniach zjawisk spoteczno-ekonomicznych czesto podejmowana jest
problematyka podobienstwa obiektow gospodarczych scharakteryzowanych wskaznikami
struktury. Zazwyczaj miary wykorzystywane do kwantyfikacji podobienstwa badz niepodo-
bienstwa struktur sa funkcjami metryk odlegtosci ich wskaznikow czastkowych. W badaniu
podobienstwa struktur wykorzysta¢ mozna takze miary dywergencji. W artykule wskazana
zostata mozliwo$¢ wykorzystania do oceny stopnia rozbieznosci struktur miar dywergencji
klasy Csiszara (f~dywergencje), w szczegolnosci takich jak: odlegto$¢ Hellingera, odlegtos¢
trojkatna, symetryczng chi-kwadrat dywergencje, dywergencje Kullbacka-Leiblera, dywer-
gencj¢ Jensena-Shannona. Cel artykutlu stanowi zbadanie oraz wzajemne poréwnanie stop-
nia wrazliwosci wskazanych miar na zmiany stopnia rozbieznosci struktur.

Stowa kluczowe: miary dywergencji Csiszara, podobienstwo struktur, analiza danych.

1. Wstep

W analizie porownawczej obiektow scharakteryzowanych wskaznikami struktury
stosowanych jest wiele miernikow o réznorodnej konstrukcji. Miary zgodnosci struk-
tur okres$lajg stopien podobienstwa pary struktur. Badanie podobienstwa obiektow
opisanych przez wskazniki struktury badz udzialu moze mie¢ charakter statyczny
(przestrzenny) lub dynamiczny. Wsrdd popularnych miar zgodnosci wskaza¢ mozna
te, ktore nalezg do rodziny miar dywergencji. Przyktadem sg odlegtos¢ Hellingera,
odleglos$¢ trojkatna czy tez entropia wzgledna Kullbacka-Leiblera. Wykorzystanie
tych miar w analizach porownawczych struktur staje si¢ przyczynkiem do zastosowa-
nia we wspomnianych analizach innych miernikow nalezacych do miar dywergencji.

Celem artykutu jest porownanie popularnych miar niepodobienstwa struktur oraz
miar dywergencji pod wzgledem stopnia wrazliwosci na rozbiezno$¢ w rozktadzie
sktadowych poréwnywanych struktur.

Miary dywergencji, ktore odgrywaja znaczaca role w statystyce i teorii informa-
cji, zaproponowane zostaty przez Jeffreysa [1946], Kullbacka i Leiblera [1951],
Rényi’ego [1961], Csiszara [1963, 1967, 1974], Havrada i Charvata [1967], Sibsona
[1969], Burbea i Rao [1982], Kapura [1984], Lina [1991], Taneja [1995]. W ciagu
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ostatnich lat badane sg teoretyczne wiasnosci miar dywergencji oraz ich wzajemne
zaleznos$ci [Sahoo, Wong 1988; Topsge 2000; 2001; Kumar, Chhina 2005; Taneja,
Kumar 2006; Dragomir 2004; Taneja 2005; 2008; Kumar, Johnson 2005; Anwar,
Hussain, Pecari¢ 2009; Wedrowska 2012].

Jednym z istotnych probleméw zastosowania miar dywergencji jest badanie od-
legtosci, rozbieznosci czy dyskryminacji pomigdzy rozkladami prawdopodobien-
stwa. Wérdéd miar dywergencji mozna wyr6zni¢ mierniki o roéznorakich wiasno-
sciach. Naleza tu zar6wno miary spetniajgce wlasnosci metryki, jak i miary niespet-
niajgce warunku symetrii.

2. Miary dywergencji klasy Csiszara

Koncepcja f-dywergencji jako miary rozbiezno$ci pomigdzy dwoma rozkta-
dami prawdopodobienstwa zaproponowana zostata rownocze$nie przez Csiszara
w 1967 r. oraz Ali’ego i Silveya w roku 1966. W literaturze miary nalezace do klasy
Jf-dywergencji okreslane sg najczesciej mianem dywergencji Csiszara lub, rzadziej,
Csiszar—Ali=Silvey dywergencjami.

Dywergencja Csiszara jest uogélnieniem pewnych miar rozbieznos$ci i stanowi
klase miar zdefiniowanych za pomoca wypuktych funkcji f okreslonych na przedzia-
le [0,0) .

Miara dywergencji nalezaca do klasy Csiszara (f~dywergencja) pomigdzy struktu-

n
. n n . n o_ n o_ T _
rami S, oraz S; ze zbioru I' —{Sj =lw;,0,;, ..., 0,] |0§a;,.j31, E a)ij—l}
i=1

dla j=1,..., m okreSlona jest nastgpujaco:

Cy(87.80)= Zw”f( j (1
gdzie f:[0,00) > R jest funkcjg rozniczkowalng i wypukla, takg ze dla x =1
f(MH=0, f'"M)=0 oraz dla x=0 zachodzi: 0-f [%) =0 oraz

0-f ( j f () [Menéndez i in. 2003].
XA)DO X

Dywergencja C,(S,',S;) dla pary struktur (S7,8) el xI'" jest wypukta

i przyjmuje warto$ci nieujemne dla wypuktej funkcji f :[0,00) > R, takiej ze

f(1)=0 [Taneja 2005]. Ponadto C (S;,S;) =0 dla wszystkich funkcji przyjmu-

jacych wartos$¢ zero dla argumentu rownego jednosci [Dragomir, Gluscevi¢, Pearce
2001].
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Wrazliwo$¢ miar dywergencji jako miernikow niepodobienstwa struktur

Wiele znanych miar dywergencji nalezy do uogolnionej klasy zaproponowanej
przez Csiszara. Do najczesciej stosowanych f~dywergencji naleza: odleglo$¢ miejska,
kwadrat odleglosci Hellingera, odleglos¢ trojkatna, y’-dywergencja, dywergencja
Kullbaca-Leiblera oraz propozycje przedstawione przez Lina, Taneja czy tez Kumara.

Tabela 1. Wybrane miary dywergencji Csiszara wraz z wypukla funkcja f

Nazwa Formula Wyp.ukla funkcja Przedzrla'l Frédio™
J:[0,0) >R wartosci
Metryka B C _ e [Anwar i in.
mle_] ska VFS - le‘wir Wy fV ()C) - ‘x 1‘ [072] 2009]
Odlegtos¢ BC _ Z _l [Wedrowska
Bray’a-Curtisa s | Jac)= 2 =1 [0.1] 2012]
Odleglosé |2 D .
tréjkatna Z v, + @ Ja(x)= il [0,2] [Taneja 2005]
Unormowana
odleglos¢ drA _ Z‘ e )_l(x 1)? [0.1] [Wedrowska
trojkatna @y + Dss x+1 2012]
Kwadrat A% £
d = NI 2
odlegtosci ( & ) le( @ =) fi(x) = (J} - 1) [0,2] [Simic 2009]
Hellingera =
Unormowany
N 1 2
kwadrat (d i ) Z(\/j o, ) S (%) = f(x/; - 1) [Wedrowska
odlegioéé 2 [0.1] 2012]
Hellingera
n 2 .

. 2 (0, — W) 2 Anwar i in.

/-dywergencja Xrs = ZT flz (x)= (x - 1) [0,+0] [ 2000]
i=1 s
) D(S},S)

Dywergencja
Kullbacka- S (x) = xlog, x [0,+0] [Wg‘z)rfzv]v ska
-Leiblera Z 10g2

. Y 2 .
K-dywergencja | X»= Z rlogz lw- LT Sx(x)=xlog, ﬁ [0,1] [Lin 1991]

2 w 2 (A}
n gn 5! +8¢
Dywergencja ISy Ss >:HS[ P ] Jrs(x) = 10g2x
Jensena- ) ., ! 5 [0,1] [Taneja 2005]
Shannona** {M] +%10g2( +1J
X

* 7Zrodto dotyczy literatury, w ktérej wskazano wypukly funkcje f :[0,00) — R.

** W formule okreslajacej dywergencj¢ Jansena-Shannona H(S) oznacza entropi¢ Shannona.

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie cytowanej literatury.
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Miary dywergencji kwantyfikuja stopien rozbieznosci pomi¢dzy sktadowymi po-
rownywanych struktur, maja zatem charakter miar niepodobienstwa. Dla struktur
identycznych osiagaja warto$¢ zero. Z kolei w przypadku catkowitej rozbieznosci
pomiedzy strukturami nie zawsze wystepuje gorne ograniczenie zbioru wartosci.
Wisréd miar dywergencji Csiszara wystgpuja miary o wartosciach z przedziatu [0, 1]
lub z przedzialu ograniczonego z gory przez pewng liczb¢ dodatnig, a takze miary
0 nieograniczonych z gory wartosciach [ Wedrowska 2012].

Porownywanie struktur w czasie i przestrzeni dokonywane jest za pomocg wielu
miernikow. Wskazuje si¢ najczesciej, ze na wybor miernika majg gtownie wptyw:
cel badania oraz mozliwos$¢ oceny 1 interpretacji rezultatdéw analiz [Mtodak 2006].
Kolejna determinanta wyboru metodologii pordwnywania struktur wynika z wtasno-
$ci algebraicznych i statystycznych metody i dotyczy wrazliwosci poszczegdlnych
miar na okreslony uktad strukturalny.

Porownanie stopnia wrazliwosci miar niepodobienstwa struktur oraz miar dywe-
rgencji na rozbiezno$¢ pomi¢dzy skltadowymi struktur ograniczono do miar unor-
mowanych w przedziale [0,1], co umozliwitlo zachowanie poréwnywalnosci uzy-

skanych wynikow. Wybrano nastepujace miary nalezace do klasy dywergencji
Csiszara: odlegtos¢ Braya-Curtisa, odleglto$¢ trojkatng, K-dywergencj¢ oraz dywer-
gencje Jensena-Shannona. Pozostale miary wybrane do analizy to popularne miary
wykorzystywane w badaniu zr6znicowan strukturalnych. Sg to: unormowana odleg-

1os¢ przecigtna [ = \/ Z( , (r,s=1,. m)}, unormowana wersja

metryki Canberra (d,f"”* = z (r s=1,. m)J , wspélczynnik dywer-

Cl 1 u a)ir _60- ?
gencji Clarka dg = _Z ——| ,(r,s=L..,m) | oraz unormowana

n i=1 C()” + a)lv
odlegtos¢ Hellingera.
Za wspdlczynnik wrazliwosSci przyjeto nastepujacy miernik [Mtodak 2006]:
S| 2805, @
d(S8;,55)

gdzie d(Sy',S5) oraz d(S5,S;) stanowia wartosci odpowiednich miar niepodo-
bienstwa.

W pierwszej kolejnosci zbadany zostal stopien wrazliwosci miar w przypadku
struktur, dla ktérych wystepowaty jednakowe moduty réznic pomiedzy sktadowymi.

Rozwazono w tym celu przypadek arbitralnie dobranych sktadowych trzech struktur
(tab. 2).
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Tabela 2. Struktura trzech obiektow z wystgpujacymi jednakowymi modutami réznicy sktadnikow

' Elementy struktury obiektéw Moduly réznic
obiey s st 5 st-si | si-si
X 0,30 0,10 0,20 0,10 0,10
X, 0,35 0,25 0,30 0,05 0,05
X3 0,20 0,30 0,25 0,05 0,05
Xy 0,15 0,35 0,25 0,10 0,10
Suma 1,00 1,00 1,00 0,30 0,30

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Rezultaty wartosci porownywanych miar dla odpowiednich par struktur wraz
z wartosciami wspotczynnika wrazliwos$ci przedstawiono w tab. 3.

Tabela 3. Warto$ci miar niepodobiefistwa struktur oraz miar dywergencji Csiszara
wraz ze wspoOlczynnikami wrazliwosci dla danych z tab. 2.

Miara Warto$§¢ miary dla pary struktur V‘ngﬁ?g;gik
(S1',53) (53,53) y

a2 0,150000 0,150000 0,00000
dE* 0,112000 0,112000 0,00000
asem” 0,159509 0,170455 0,06422
d<! 0,173755 0,197115 0,11851
atr 0,117295 0,122687 0,04395
ds 0,027201 0,029545 0,07936
K(S!,S5™) 0,020090 0,022624 0,11202
K(S",S") 0,019454 0,020532 0,05252
JS(S",8™) 0,019772 0,021578 0,08371

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Analiza wrazliwosci miar dywergencji na rozbiezno$¢ w rozktadzie sktadowych
porownywanych struktur w przypadku jednakowych modutow réznic pomiedzy

sktadowymi struktur ;' i S34 oraz S; i S34 prowadzi do nastepujacych wnioskow:

e Pomimo odmiennosci w rozktadach sktadowych analizowanych struktur nie
wystepuje zroznicowanie warto$ci miar wykorzystujacych jedynie rdznice
sktadowych (odlegtos¢ Bray’a-Curtisa oraz unormowana odlegto$¢ przecigtna).
W przypadku tych miar wspotczynnik wrazliwosci przyjmuje warto$¢ zero.
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o W przypadku pozostatych miar wystepuje zréznicowanie warto$ci w okreslaniu
stopnia rozbieznosci pomigdzy strukturami. Miary, w ktdrych roznice pomigdzy
sktadowymi odnoszone sg do sumy tych sktadowych, czyli unormowana metryka
Canberra oraz wspotczynnik dywergencji Clarka, przypisuja wigksze znaczenie
réznicom uzyskanym ze sktadowych o nizszych udziatach, stad ich wartosci sg
najwigksze dla struktur o sktadowych zaproponowanych w tab. 2.

e Dla struktur o skladowych zaproponowanych w tab. 2 wartosci wspotczynnika
wrazliwo$ci wskazuja, ze najwigksze zréznicowanie pomi¢dzy stopniem rozbiez-
nosci odpowiednio struktur S;' i Sy oraz S3 i S; wykazujg kolejno: wspotezyn-
nik dywergencji Clarka, jedna z K-dywergencji, dywergencja Jansena-Shannona.
Najmniejsze zréznicowanie wartosci wystgpito dla odlegto$ci Hellingera.
Kolejnym etapem w badaniu wrazliwosci analizowanych miar niepodobienstwa

oraz miar dywergencji na okreslony uktad strukturalny jest rozwazenie struktur

o nigjednakowych modutach roznicy ich sktadowych, lecz o tej samej sumie ich

modutéw. Ponownie rozwazony zostal przypadek o arbitralnie przyjetych wskazni-

kach. Sktadowe struktur zamieszczone zostaty w tab. 4, a wartoSci miar niepodo-
bienstwa oraz miar dywergencji Csiszara dla porownywanych struktur wraz ze

wspotczynnikiem wrazliwo$ci zamieszczono w tab. 5.

Tabela 4. Struktura trzech obiektéw o niejednakowych modutach réznicy sktadnikow

Elementy struktury obiektow Moduly réznic
Atrybuty cechy s s S;‘ st S;‘ i S;;
X, 0,55 0,60 0,45 0,10 0,15
X, 0,30 0,20 0,25 0,05 0,05
X; 0,10 0,15 0,20 0,10 0,05
X, 0,05 0,05 0,10 0,05 0,05
Suma 1,00 1,00 1,00 0,30 0,30

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Tabela 5. Wspotczynniki wrazliwosci dla unormowanych miar niepodobienstwa struktur
oraz miar dywergencji Csiszara dla danych z tab. 4

Miara Warto$¢ miary dla pary struktur “ﬁgﬁf@ﬁgik
Oznaczenie (5145534) (53,534) p
1 2 3 4
aBc 0,15000 0,15000 0,00000
dE” 0,11180 0,12247 0,08713
asen 0,21439 0,18254 0,17451
d<! 0,24520 0,20265 0,20994
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1 2 3 4
at 0,12850 0,11341 0,13307
di’ 0,03227 0,02540 0,27074

K(S!,ST) 0,02554 0,01899 0,34466
K(S",8) 0,02173 0,01796 0,21034
JS(S!, S 0,02364 0,01848 0,27938

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Wartosci miar niepodobienstwa struktur oraz miar dywergencji sa odmienne, co
jest oczywiste, gdyz miary te maja odmienne konstrukcje. W przypadku porowny-
wania struktur o niejednakowych modutach réznicy ich sktadowych jedynie odleg-
lo$¢ Braya—Curtisa nie wykazuje wrazliwo$ci na rodzaj odmiennosci pomiedzy
strukturami S i S; oraz Si i S;. Analiza wartosci pozostatych miar wskazuje, ze
wystepuja istotne roéznice w wartosciach tych miar odpowiednio dla par struktur
(S,4,S§1 ) oraz (S;,S; ), dla ktorych wystepuje jednakowa suma moduldéw rdéznic
sktadowych. Stad uzyskano znaczne wartosci wspotczynnika wrazliwosci dla anali-
zowanych miar niepodobienstwa struktur oraz miar dywergencji Csiszara. Najwick-
sze rozroéznienie pomiedzy wartoSciami rozwazanych miar uzyskanymi dla poréw-
nywanych par struktur wykazujg kolejno: jedna z K-dywergencji, dywergencja Jen-
sena-Shannona, odlegto$¢ trojkatna, a zatem miary nalezace do klasy dywergencji
Csiszara. Dotyczy to miar, ktore osiggaty relatywnie najnizsze wartoSci, uzyskujac
jednoczes$nie najwyzsze wartosci wspotczynnika wrazliwosci.

3. Podsumowanie

Porownywane miary niepodobienstwa struktur oraz miary dywergencji Csiszara
charakteryzujg si¢ réznym stopniem wrazliwo$ci na stopien rozbieznosci pomiedzy
strukturami. Wptyw na to maja nie tylko bezwzgledne réznice sktadowych struktur,
ale tez fakt, czy roznice te uzyskane sg ze sktadowych o relatywnie duzych czy tez
matych warto$ciach. Zatem dobor odpowiedniej miary niepodobienstwa powinien
wynika¢ $cisle z charakteru i specyfiki badan nad rozbieznoscig struktur, a stopien
wrazliwosci miar powinien by¢ uwzgledniany przez badacza. Mozna jednak uznac,
ze miary dywergencji Csiszara mogg stanowi¢ poszerzenie aparatu pomiarowego
stosowanego w analizie porownawczej struktur ze wzgledu na duzg wrazliwos$¢ na
rozbieznos¢ w rozktadzie sktadowych poréwnywanych struktur. Zastosowanie tych
miar zasadne jest w sytuacjach, gdy istnieje potrzeba uwypuklenia tej wrazliwosci.
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SENSITIVITY OF DIVERGENCE MEASURES AS STRUCTURE
DISSIMILARITY MEASUREMENTS

Summary: The analyses of social and economic phenomena often involve the issue of simi-
larity between business objects characterized by structure indicators. Usually, measures used
for quantifying similarity or the lack of similarity between structures are a function of the
distance metrics of their partial indicators. An examination of the similarity between struc-
tures can also apply divergence measures. This article indicates the possibility of using
Csiszar class divergence measures (f-divergences), in particular: Hellinger discrimination,
triangular discrimination, symmetric Chi-square divergence, arithmetic-geometric mean di-
vergence, Kullback-Leibler divergence and Jensen-Shannon divergence to evaluate the de-
gree of discrepancy between structures. The aim of the article is to examine the sensitivity of
the indicated measures to the changes in the degree of discrepancy between structures.

Keywords: Csiszar's divergence, similarity of structure, data analysis.



