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Mariusz Kubus
Politechnika Opolska

LINIOWY MODEL PRAWDOPODOBIENSTWA
Z REGULARYZACJA JAKO METODA
DOBORU ZMIENNYCH

Streszczenie: W artykule zaproponowano zastosowanie liniowego modelu prawdopodobien-
stwa z regularyzacja jako narzedzia doboru zmiennych przed regresja logistyczna. W etapie
selekcji zmiennych dodatkowo stosowano sprawdzanie krzyzowe. Takie podejscie zapewnia
skuteczniejsza eliminacj¢ zmiennych nieistotnych od powszechnie stosowanej regularyzo-
wanej regresji logistycznej, a bledy klasyfikacji porownywanych metod nie rdznig si¢ w spo-
sob statystycznie istotny. W badaniach empirycznych wykorzystano zbiory z repozytorium
Uniwersytetu Kalifornijskiego, a sztucznie wprowadzane zmienne nieistotne generowano
z rozktadéw zero-jedynkowego lub normalnego.

Stowa kluczowe: selekcja zmiennych, regularyzacja, liniowy model prawdopodobienstwa.

1. Wstep

W dobie dostepu do duzych baz danych powszechnie stosowane sg metody data
mining w celu wydobycia wiedzy z danych. Badacz przystepujacy do analizy czesto
nie ma wiedzy a priori na temat badanego zjawiska, dotyczy to zardwno specy-
fikacji modelu, jak i zmiennych istotnie wplywajacych na badane zjawisko, ktére
w regresji i dyskryminacji reprezentowane jest przez zmienng objasniang. Mozna
wskaza¢ wiele metod cechujacych si¢ wysoka doktadnoscia predykeji czy klasyfi-
kacji nowych obiektow (np. agregowane drzewa), jednak dziatajg one na zasadzie
czarnej skrzynki i brak im waloréw interpretacyjnych. Miedzy innymi dlatego wcigz
atrakcyjne sag modele liniowe, czg¢sto bowiem celem analizy jest nie tylko predykcja
czy klasyfikacja, ale odkrycie zwigzkéw zachodzacych miedzy cechami statystycz-
nymi. Pracownik sieci telefonii komorkowej (czy firmy ubezpieczeniowej) chciatby
pozna¢ przyczyny odejscia niektorych swych klientow, by odpowiednio wczesnie
poczyni¢ kroki w kierunku ich utrzymania. Inwestor (lub pracownik banku) jest za-
interesowany poznaniem regut przewidujacych bankructwo firmy. Z kolei lekarzowi
zalezy na wczesnym zdiagnozowaniu choroby, by wybra¢ odpowiedni sposob le-
czenia (przy dzisiejszych technologiach dokonuje tego nieraz na podstawie danych
zawierajacych ekspresje tysiecy genow pozyskiwanych z DNA).
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W przypadku duzych zbiorow danych i braku przestanek co do waznos$ci zmien-
nych (wiedzy eksperta) stosowanie metod regresji czy dyskryminacji bez selekcji
zmiennych prowadzi do modeli niestabilnych, nadmiernie dopasowanych do da-
nych, a w efekcie do stabej jakosci rozpoznawania dla nowych obiektéw (spoza pro-
by uczacej). Znajduje to teoretyczne odzwierciedlenie w tzw. kompromisie migdzy
obcigzeniem a wariancjg (bias-variance trade-off). Modele zbyt ztoZzone, ktore sg
nadmiernie dopasowane do danych, cechujg si¢ malym obciazeniem i duza warian-
cja btedu. Z drugiej strony modele zbyt proste, ktore nie wydobywaja catej informa-
cji z danych, charakteryzuja si¢ duzym obcigzeniem i malg wariancjg. Obrazowym
przyktadem moze by¢ domyslna reguta klasyfikacji, ktora przypisuje obiekt do klasy
z wickszym prawdopodobienstwem a priori, szacowanym na zbiorze uczacym. Re-
guta taka nie wykorzystuje w ogole informacji niesionej przez zmienne objasniajace.
Istotg skutecznego modelowania w regresji i dyskryminacji jest wybor modelu o od-
powiedniej ztozonosci, posredniego migdzy dwiema wspomnianymi skrajno§ciami.
W przypadku modeli liniowych ztozono$¢ jest najczesciej definiowana jako liczba
parametréw modelu. Jesli nie uwzgledniamy wyrazen interakcyjnych czy ogolnie
dodatkowych zmiennych bedacych funkcjami zmiennych oryginalnych, to ztozo-
nos$¢ jest tozsama z liczbg zmiennych. W tym ujeciu selekcja zmiennych jest nie
tylko zadaniem odpowiadajagcym na potrzeby interpretacyjne, ale tez sposobem na
konstrukcje modelu o jak najlepszych zdolnosciach przewidywania wartosci zmien-
nej objasnianej dla obiektow, ktore pojawig si¢ w przysztosci.

Celem artykulu jest zaproponowanie procedury doboru zmiennych do modelu
regresji logistycznej. W tym celu wykorzystany bedzie liniowy model prawdopo-
dobienstwa (LMP) z regularyzacja, a do uzyskania wigkszej stabilnosci wynikow
dodatkowo przeprowadzane zostanie sprawdzanie krzyzowe. Takie podejscie za-
pewnia skuteczniejsza eliminacj¢ zmiennych nieistotnych od regularyzowanej re-
gresji logistycznej, mimo ze LMP nie jest atrakcyjng metoda dyskryminacji. Teza ta
zostanie zweryfikowana empirycznie za pomocg symulacji.

2. Dyskryminacja jako przeformulowanie zadania regresji

Metody statystycznego uczenia z nauczycielem polegaja na budowaniu modelu na
podstawie zbioru uczacego:

(), 0))s oo (g, ¥y )i, € X =(X,, 0, X)), €Yiedl, ., N, (D)

gdzie Y (tzw. zmienna objasniana) reprezentuje zjawisko, ktore chcemy wyjasni¢
na podstawie obserwowanych cech X, ..., X b Jesli Y jest zmienng ilosciows, to
mamy do czynienia z modelem regresji, w przypadku nominalnej zmiennej ¥ z mo-
delem dyskryminacji. Model taki jest nastgpnie wykorzystywany do przewidywa-
nia nieznanej wartosci Y dla nowych obiektow, dla ktorych zaobserwowano cechy
X, ..y X, . Ze wzgledu na prostote 1 mozliwosci interpretacji chyba najpopularnie;j-
szy jest liniowy model regresji wielorakie;j:
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y=by+bx +..+b,x, +¢. (2)

Model taki tatwo przeformutowac na zagadnienie dyskryminacji dwoch klas.
Kategorie dychotomicznej zmiennej objasnianej kodowane sg wowczas warto$cia-
mi {0; 1}. Interpretuje si¢ je jako prawdopodobienstwa, ze obiekt nalezy do klasy
zakodowanej przez 1. Model taki znany jest z literatury jako liniowy model praw-
dopodobienstwa (LMP). Jego atrakcyjng cecha jest fakt, ze estymacji parametrow
strukturalnych mozna dokona¢ metoda najmniejszych kwadratow. Niedogodno$¢ ta-
kiego podejécia polega na tym, ze warto$ci teoretyczne J,, ktore sa oszacowaniami
prawdopodobienstw a posteriori, moga by¢ ujemne lub wigksze od jednosci. Wady
tej nie ma model regres;ji logistycznej. Zaktada sig¢ tu, ze logarytm ilorazu wiarygod-
nosci jest liniowg funkcjg zmiennych objasniajacych:

P(Y =1|x)

n———— " =p +hx, .. tbx .
1-py=1x vy )

Estymacji jego parametrow dokonuje si¢ metoda najwiekszej wiarygodnosci,
a logarytm funkcji wiarygodnos$ci mozna przedstawi¢ nastepujaco:

N
InL(b)=Y"[ y,- (b +bx, +...+b,x,) = In(l+ exp(b, +bx, +...+b,x,)].  (4)
i=1

gdzie y, sa zaobserwowanymi wartos$ciami zmiennej Y (a wigc zerami lub jedyn-
kami). Poniewaz pochodne czastkowe logarytmu wiarygodno$ci sg nieliniowy-
mi funkcjami parametrow, do rozwigzania problemu estymacji stosuje si¢ metody
numeryczne. Najpopularniejszy jest algorytm Newtona-Raphsona, ktéry mozna tu
przeformulowaé na metod¢ najmniejszych kwadratow z iteracyjnie aktualizowany-
mi wagami (IRLS — iteratively reweighted least squares). Numeryczne rozwiazanie
problemu estymacji jest do$¢ kosztowne obliczeniowo dla duzej liczby zmiennych,
co stanowi jeszcze jeden argument przemawiajacy za selekcja zmiennych.

3. Selekcja zmiennych przez regularyzacje

Metody selekcji zmiennych dzieli si¢ obecnie na trzy gldwne podejscia (zob. np.
[Guyon i in. 2006]): dobdr zmiennych na podstawie wybranego kryterium przed
zastosowaniem algorytmu uczacego (filters), wyszukiwanie optymalnego podzbio-
ru zmiennych sterowane oceng jakosci modelu (wrappers) lub selekcja zmiennych
wewnatrz algorytmu uczacego (embedded methods). Ogromng popularno$cig cie-
szy si¢ trzecie z nich, a przyktadami sg regularyzowane wersje metod omoéwionych
w poprzednim punkcie.

Glowna idea regularyzacji jest mozliwos¢ sterowania ztozonoscia modelu. Uzy-
skuje si¢ to poprzez natozenie kary P(b) za duze wartosci bezwzgledne parametrow
w kryterium wykorzystywanym do estymacji:
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i=1 Jj=1

. N » ?
(regresja liniowa lub LMP) b =arg min{Z[yi —b, — ijxij] +A-P(b) |, ®)
b .

(regresja logistyczna) b = argmin(dev+4- P(b)), (6)
b

gdzie: dev=-2In L(b) jest tzw. odchyleniem modelu. Pierwszy sktadnik takiego kry-
terium odzwierciedla stopien dopasowania modelu do danych. W regresji liniowe;j
(oraz LMP) jest to zwykle kwadratowa funkcja straty, a w regres;ji logistycznej od-
chylenie. Regularyzacja powoduje zmniejszanie warto$ci bezwzglednych parame-
trow, a czasem ich zerowanie, co jest rownoznaczne z selekcjg zmiennych i decyduje
o atrakcyjnosci tych metod. Nawigzujac do kompromisu obcigzeniowo-wariancyj-
nego, regularyzacja daje mozliwos$¢ uzyskania estymatorow o mniejszej wariancji,
cho¢ obcigzonych. R6zne metody regularyzacji r6znig si¢ przede wszystkim posta-
cig komponentu kary. Byty one pierwotnie proponowane dla regresji liniowej, ale
moga tez by¢ stosowane w regresji logistycznej. Historycznie pierwsza byta regresja
grzbietowa [Hoerl i Kennard 19701]:

p
P(b)= Z;bj. (7)
=
Nastepnie Tibshirani [1996] zaproponowat LASSO:
P
P(8)=2Jb,| ®)
=

natomiast Zou i Hastie [2005] komponent kary bedacy ich kombinacja (elastic net):
3 2
P, k)= (ab} +(1-a)p,|). )
j=1

Selekcja zmiennych (przez zerowanie niektorych wspotczynnikow) mozliwa jest
w przypadku, gdy komponent kary ma postac (8) lub (9). Parametr lambda decyduje
o rozmiarze kary i w efekcie steruje ztozono$cig modelu. Jego ustalenie jest gtdéwna
trudnoscig stosowania modeli z regularyzacjg. Zwykle w tym celu stosuje si¢ ocene
btedu klasyfikacji przez sprawdzanie krzyzowe lub kryteria informacyjne. Studium
poréwnawcze tych kryteriow dla przypadku regresji liniowej mozna znalez¢ w pracy
Kubusa [2011]. Zadanie estymacji parametrow strukturalnych (5) ma rozwigzanie
w postaci zamknigtej jedynie w przypadku regresji grzbietowej. LASSO wyma-
ga rozwigzania zadania programowania kwadratowego z liniowymi ograniczenia-
mi, ale zwykle stosuje si¢ metody przyblizone. Obecnie najbardziej popularny jest
algorytm LARS Efrona i in. [2004], ktory cechuje mata ztozono$¢ obliczeniowa.
Wykorzystuje si¢ go tez w implementacjach elastic net, gdyz mozna udowodnié,
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ze zadanie estymacji w tym przypadku da si¢ przeformulowaé na zadanie LASSO.
W regularyzowanej regresji logistycznej zadanie estymacji wymaga zastosowania
metod numerycznych. W literaturze pojawilo si¢ wiele propozycji rozwigzania tego
problemu. Przeglad najwazniejszych wynikow i studium poréwnawcze mozna zna-
lez¢ np. w artykutach [Lee i in. 2006; Yuan i in. 2012]. Obecnie rekomendowany
jako najszybszy jest algorytm coordinate descent Friedmana i in. [2010], ktéry zo-
stal zaimplementowany w pakiecie glmnet programu R.

4. Eksperyment

W artykule proponuje si¢ wykorzystanie LMP z regularyzacjg w postaci elastic
net do wstepnej selekcji zmiennych. Na zredukowanym w ten sposob podzbiorze
zmiennych objasniajacych budowany bedzie klasyczny model regresji logistyczne;j.
Zaproponowane podejscie oznaczane bedzie w tabelach wynikowych symbolem
EN+RL. Nalezy jeszcze podkresli¢, ze do selekcji zmiennych stosowano 10-cze-
sciowe sprawdzanie krzyzowe. Eliminowano zmienne, dla ktoérych mediana wspot-
czynnikdw szacowanych w tej procedurze byta rowna 0. Do celow poréwnawczych
wykorzystano: regresje logistyczna (RL) bez selekcji zmiennych, regresje logistycz-
ng z regularyzacja LASSO (RL+L1) oraz LMP z regularyzacjg elastic net (EN),
ktory byt stosowany zaréwno do selekcji zmiennych, jak i budowy modelu.

Tabela 1. Wykorzystane zbiory danych

Zbidr Liczba obserwacji Liczba zmiennych Liczba klas
Pima 768 8 2
ionosphere 351 33 2
sonar 208 60 2

Zrédto: UCI Repository of Machine Learning Databases.

W przeprowadzonym eksperymencie wykorzystano trzy zbiory z repozytorium
Uniwersytetu Kalifornijskiego [Frank, Asuncion 2010], ktorych krétka charaktery-
styka znajduje si¢ w tab. 1. Do oryginalnych zbioréw wprowadzano sztucznie gene-
rowane zmienne nieistotne na trzy sposoby:

1) 10 zmiennych z rozktadu zero-jedynkowego z jednakowymi frakcjami zer
i jedynek,

2) 10 zmiennych z rozktadu N(0; 1),

3) 10 zmiennych z rozkladu zero-jedynkowego z jednakowymi frakcjami zer
i jedynek oraz 10 zmiennych z rozktadu N(0; 1).

W ten sposob do badan uzyskano 9 zbioréw, ktore w tab. 2-4 oznaczone sg we-
dhug klucza ZBIOR_NR, gdzie NR oznacza sposob generowania zmiennych nie-
istotnych.
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Tabela 2. Mediany (w nawiasach) oraz $rednie liczby wprowadzanych
do modeli zmiennych nieistotnych (z btgdami standardowymi)
w procedurze sprawdzania krzyzowego

Zbior RL+LI1 EN + RL
Pima 1 0) 3,0 +-15 0
Pima 2 ) 1,0 +~ 1,0 0
Pima 3 (0) 0,0 +~ 0,0 0
ionosphere 1 ®) 7,7 t/- 0,6 0
ionosphere 2 (5,5 54 +- 04 0
ionosphere 3 (13) 12,7 +/- 0,7 0
sonar 1 6,5 5,8 +/-04 0
sonar 2 3) 33 +-0,8 0
sonar 3 1) 3,6 +/- 14 1

Zrédto: obliczenia whasne dla zbiordw z tab. 1 po wprowadzeniu zmien-
nych nieistotnych.

Tabela 3. Bledy klasyfikacji (w %) estymowane 10-czgsciowym sprawdzaniem krzyzowym
(z btgdami standardowymi)

Zbior RL RL+L1 EN EN + RL
Pima 1 23,9 +/-2,7 24,2 4+/-1,8 24,3 4+/-1,4 25,1 4+/-1,6
Pima 2 25,9 +/~1,7 23,74/~ 1,5 23,4+/-22 24,8 +/—2,1
Pima 3 25,0 +/-2,1 23,7+/-1,3 27,9 +/-1,5 24,6 +/— 1,5
ionosphere 1 15,1 +-23 11,7 +/-2,4 13,7 +/-2,7 12,0 +/~-1,9
ionosphere 2 13,4 +/-1,7 14,0 +/- 1,1 145+/-1,3 11,3 +/-2,1
ionosphere 3 12,2 +/~1,9 12,0 +/- 3,0 142 +/~19 11,4 +/-1,7
sonar 1 29,8 +/— 1,8 25,9 +/- 3,4 25,9 +/-1,8 22,54/-2,0
sonar 2 29,3 +/-1,6 254 +/-1,8 26,0 +/—-1,7 25,0+/-23
sonar 3 31,7+/-2,5 26,0 +/—4,2 25,54/-5,3 21,1 4+/-2,6

Zrodto: obliczenia whasne dla zbiordw z tab. 1 po wprowadzeniu zmiennych nieistotnych.

W tab. 2 zestawiono liczby zmiennych nieistotnych wprowadzane do modeli
w procedurze sprawdzania krzyzowego. Zaproponowane w artykule podejs$cie oka-
zalo si¢ niemal bezbledne, podczas gdy regularyzowana regresja logistyczna wpro-
wadzala nieraz dos¢ znaczna liczbe zmiennych nieistotnych. Nastepnie uzyskane
wyniki zweryfikowano ocena jakosci modeli. W tym celu szacowano bledy klasy-
fikacji za pomoca 10-czgSciowego sprawdzania krzyzowego (zob. tab. 3). Zapro-
ponowana metoda dawata na ogét nieco mniejsze bledy dla zbiorow z do$¢ duza
liczbg zmiennych objasniajacych (ionosphere i sonar), jednak rdznice nie byty sta-
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tystycznie istotne, co zbadano testem Kruskala-Wallisa. Jeszcze jednym argumen-
tem przemawiajacym za proponowanym podej$ciem jest poréwnanie czasOw pracy
algorytmoéw (zob. tab. 4).

Tabela 4. Czas (w sekundach) pracy procedury sprawdzania krzyzowego
(procesor 2,1 GHz oraz 4,0 GB RAM)

Zbibr RL+L1 EN +RL
Pima 1 5,8 5,3
Pima 2 8,9 5,5
Pima 3 8,7 9,3
ionosphere 1 49,7 11,7
ionosphere 2 55,1 11,6
ionosphere 3 46,6 15,6
sonar | 27,7 21,7
sonar 2 31,3 21,3
sonar 3 243 26,7

Zrodto: obliczenia wiasne dla zbioréw z tab. 1 po wprowadzeniu zmiennych nieistotnych.

5. Podsumowanie

W artykule zaproponowano wykorzystanie liniowego modelu prawdopodobienstwa
z regularyzacja jako metody doboru zmiennych do modelu regresji logistyczne;j.
W etapie selekcji zmiennych dodatkowo zastosowano procedure sprawdzania krzy-
zowego dla efektywniejszej eliminacji zmiennych nieistotnych. Przeprowadzone
symulacje potwierdzily atrakcyjnos$¢ takiego podejscia. Zaproponowana metoda
identyfikuje zmienne nieistotne o wiele skuteczniej od powszechnie stosowanej re-
gularyzowanej regresji logistycznej i jest na ogot szybsza, co moze mie¢ znaczenie
w analizie zbiorow z duza liczbg zmiennych. Uzyskane modele charakteryzowaty
si¢ tez czesto nieco mniejszymi btedami klasyfikacji, lecz rdéznice nie byly staty-
stycznie istotne.
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REGULARIZED LINEAR PROBABILITY MODEL AS A FILTER

Summary: The application of regularized linear probability model as a filter which precedes
the logistic regression is proposed in this paper. Additionally the cross-validation is applied in
the feature selection stage. Such an approach guaranties more efficient elimination of the irrel-
evant variables than commonly used regularized logistic regression and classification errors
of compared methods do not differ significantly. The datasets from UCI Repository were used
in empirical study and noisy variables were generated from Bernoulli or normal distributions.

Keywords: feature selection, regularization, linear probability model.



