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Mariusz Kubus
Politechnika Opolska

LINIOWY MODEL PRAWDOPODOBIEŃSTWA 
Z REGULARYZACJĄ JAKO METODA 
DOBORU ZMIENNYCH

Streszczenie: W artykule zaproponowano zastosowanie liniowego modelu prawdopodobień-
stwa z regularyzacją jako narzędzia doboru zmiennych przed regresją logistyczną. W etapie 
selekcji zmiennych dodatkowo stosowano sprawdzanie krzyżowe. Takie podejście zapewnia 
skuteczniejszą eliminację zmiennych nieistotnych od powszechnie stosowanej regularyzo-
wanej regresji logistycznej, a błędy klasyfikacji porównywanych metod nie różnią się w spo-
sób statystycznie istotny. W badaniach empirycznych wykorzystano zbiory z repozytorium 
Uniwersytetu Kalifornijskiego, a sztucznie wprowadzane zmienne nieistotne generowano  
z rozkładów zero-jedynkowego lub normalnego.

Słowa kluczowe: selekcja zmiennych, regularyzacja, liniowy model prawdopodobieństwa.

1. Wstęp

W dobie dostępu do dużych baz danych powszechnie stosowane są metody data 
mining w celu wydobycia wiedzy z danych. Badacz przystępujący do analizy często 
nie ma wiedzy a priori na temat badanego zjawiska, dotyczy to zarówno specy-
fikacji modelu, jak i zmiennych istotnie wpływających na badane zjawisko, które 
w regresji i dyskryminacji reprezentowane jest przez zmienną objaśnianą. Można 
wskazać wiele metod cechujących się wysoką dokładnością predykcji czy klasyfi-
kacji nowych obiektów (np. agregowane drzewa), jednak działają one na zasadzie 
czarnej skrzynki i brak im walorów interpretacyjnych. Między innymi dlatego wciąż 
atrakcyjne są modele liniowe, często bowiem celem analizy jest nie tylko predykcja 
czy klasyfikacja, ale odkrycie związków zachodzących między cechami statystycz-
nymi. Pracownik sieci telefonii komórkowej (czy firmy ubezpieczeniowej) chciałby 
poznać przyczyny odejścia niektórych swych klientów, by odpowiednio wcześnie 
poczynić kroki w kierunku ich utrzymania. Inwestor (lub pracownik banku) jest za-
interesowany poznaniem reguł przewidujących bankructwo firmy. Z kolei lekarzowi 
zależy na wczesnym zdiagnozowaniu choroby, by wybrać odpowiedni sposób le-
czenia (przy dzisiejszych technologiach dokonuje tego nieraz na podstawie danych 
zawierających ekspresje tysięcy genów pozyskiwanych z DNA). 
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W przypadku dużych zbiorów danych i braku przesłanek co do ważności zmien-
nych (wiedzy eksperta) stosowanie metod regresji czy dyskryminacji bez selekcji 
zmiennych prowadzi do modeli niestabilnych, nadmiernie dopasowanych do da-
nych, a w efekcie do słabej jakości rozpoznawania dla nowych obiektów (spoza pró-
by uczącej). Znajduje to teoretyczne odzwierciedlenie w tzw. kompromisie między 
obciążeniem a wariancją (bias-variance trade-off). Modele zbyt złożone, które są 
nadmiernie dopasowane do danych, cechują się małym obciążeniem i dużą warian-
cją błędu. Z drugiej strony modele zbyt proste, które nie wydobywają całej informa-
cji z danych, charakteryzują się dużym obciążeniem i małą wariancją. Obrazowym 
przykładem może być domyślna reguła klasyfikacji, która przypisuje obiekt do klasy 
z większym prawdopodobieństwem a priori, szacowanym na zbiorze uczącym. Re-
guła taka nie wykorzystuje w ogóle informacji niesionej przez zmienne objaśniające. 
Istotą skutecznego modelowania w regresji i dyskryminacji jest wybór modelu o od-
powiedniej złożoności, pośredniego między dwiema wspomnianymi skrajnościami. 
W przypadku modeli liniowych złożoność jest najczęściej definiowana jako liczba 
parametrów modelu. Jeśli nie uwzględniamy wyrażeń interakcyjnych czy ogólnie 
dodatkowych zmiennych będących funkcjami zmiennych oryginalnych, to złożo-
ność jest tożsama z liczbą zmiennych. W tym ujęciu selekcja zmiennych jest nie 
tylko zadaniem odpowiadającym na potrzeby interpretacyjne, ale też sposobem na 
konstrukcję modelu o jak najlepszych zdolnościach przewidywania wartości zmien-
nej objaśnianej dla obiektów, które pojawią się w przyszłości.

Celem artykułu jest zaproponowanie procedury doboru zmiennych do modelu 
regresji logistycznej. W tym celu wykorzystany będzie liniowy model prawdopo-
dobieństwa (LMP) z regularyzacją, a do uzyskania większej stabilności wyników 
dodatkowo przeprowadzane zostanie sprawdzanie krzyżowe. Takie podejście za-
pewnia skuteczniejszą eliminację zmiennych nieistotnych od regularyzowanej re-
gresji logistycznej, mimo że LMP nie jest atrakcyjną metodą dyskryminacji. Teza ta 
zostanie zweryfikowana empirycznie za pomocą symulacji.

2. Dyskryminacja jako przeformułowanie zadania regresji

Metody statystycznego uczenia z nauczycielem polegają na budowaniu modelu na 
podstawie zbioru uczącego:

	 1{( , ), ..., ( , ) : ( , ..., ), , {1, ..., }},1 N p iy y X X y Y i N∈ = ∈ ∈1 N ix x x X 	 (1)

gdzie Y (tzw. zmienna objaśniana) reprezentuje zjawisko, które chcemy wyjaśnić 
na podstawie obserwowanych cech 1, ..., pX X . Jeśli Y jest zmienną ilościową, to 
mamy do czynienia z modelem regresji, w przypadku nominalnej zmiennej Y z mo-
delem dyskryminacji. Model taki jest następnie wykorzystywany do przewidywa-
nia nieznanej wartości Y dla nowych obiektów, dla których zaobserwowano cechy 

1, ..., pX X . Ze względu na prostotę i możliwości interpretacji chyba najpopularniej-
szy jest liniowy model regresji wielorakiej:
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0 1 1 ... p py b b x b x ε= + + + + . (2)

Model taki łatwo przeformułować na zagadnienie dyskryminacji dwóch klas. 
Kategorie dychotomicznej zmiennej objaśnianej kodowane są wówczas wartościa-
mi {0; 1}. Interpretuje się je jako prawdopodobieństwa, że obiekt należy do klasy 
zakodowanej przez 1. Model taki znany jest z literatury jako liniowy model praw-
dopodobieństwa (LMP). Jego atrakcyjną cechą jest fakt, że estymacji parametrów 
strukturalnych można dokonać metodą najmniejszych kwadratów. Niedogodność ta-
kiego podejścia polega na tym, że wartości teoretyczne iŷ , które są oszacowaniami 
prawdopodobieństw a posteriori, mogą być ujemne lub większe od jedności. Wady 
tej nie ma model regresji logistycznej. Zakłada się tu, że logarytm ilorazu wiarygod-
ności jest liniową funkcją zmiennych objaśniających:

0 1 1

( 1 )
ln ...

1 ( 1 ) p p

P Y
b b x b x

P Y
=

= + + +
− =

x
x

. (3)

Estymacji jego parametrów dokonuje się metodą największej wiarygodności,  
a logarytm funkcji wiarygodności można przedstawić następująco:

0 1 1 0 1 1
1

ln ( ) ( ... ) ln(1 exp( ... ))
N

i p p p p
i

L y b b x b x b b x b x
=

 = ⋅ + + + − + + + + ∑b . (4)

gdzie iy  są zaobserwowanymi wartościami zmiennej Y (a więc zerami lub jedyn-
kami). Ponieważ pochodne cząstkowe logarytmu wiarygodności są nieliniowy-
mi funkcjami parametrów, do rozwiązania problemu estymacji stosuje się metody 
numeryczne. Najpopularniejszy jest algorytm Newtona-Raphsona, który można tu 
przeformułować na metodę najmniejszych kwadratów z iteracyjnie aktualizowany-
mi wagami (IRLS – iteratively reweighted least squares). Numeryczne rozwiązanie 
problemu estymacji jest dość kosztowne obliczeniowo dla dużej liczby zmiennych, 
co stanowi jeszcze jeden argument przemawiający za selekcją zmiennych.

3. Selekcja zmiennych przez regularyzację

Metody selekcji zmiennych dzieli się obecnie na trzy główne podejścia (zob. np. 
[Guyon i in. 2006]): dobór zmiennych na podstawie wybranego kryterium przed 
zastosowaniem algorytmu uczącego (filters), wyszukiwanie optymalnego podzbio-
ru zmiennych sterowane oceną jakości modelu (wrappers) lub selekcja zmiennych 
wewnątrz algorytmu uczącego (embedded methods). Ogromną popularnością cie-
szy się trzecie z nich, a przykładami są regularyzowane wersje metod omówionych  
w poprzednim punkcie.

Główną ideą regularyzacji jest możliwość sterowania złożonością modelu. Uzy-
skuje się to poprzez nałożenie kary P(b) za duże wartości bezwzględne parametrów 
w kryterium wykorzystywanym do estymacji:
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(regresja liniowa lub LMP) ( )
2

0
1 1

ˆ arg min ,
pN

i j ij
b i j

y b b x Pλ
= =

  
 = − − + ⋅    
∑ ∑b b  (5)

(regresja logistyczna) ( )( )ˆ arg min ,
b

dev Pλ= + ⋅b b  (6)

gdzie: dev = –2ln L(b) jest tzw. odchyleniem modelu. Pierwszy składnik takiego kry-
terium odzwierciedla stopień dopasowania modelu do danych. W regresji liniowej 
(oraz LMP) jest to zwykle kwadratowa funkcja straty, a w regresji logistycznej od-
chylenie. Regularyzacja powoduje zmniejszanie wartości bezwzględnych parame-
trów, a czasem ich zerowanie, co jest równoznaczne z selekcją zmiennych i decyduje 
o atrakcyjności tych metod. Nawiązując do kompromisu obciążeniowo-wariancyj-
nego, regularyzacja daje możliwość uzyskania estymatorów o mniejszej wariancji, 
choć obciążonych. Różne metody regularyzacji różnią się przede wszystkim posta-
cią komponentu kary. Były one pierwotnie proponowane dla regresji liniowej, ale 
mogą też być stosowane w regresji logistycznej. Historycznie pierwsza była regresja 
grzbietowa [Hoerl i Kennard 1970]:

( ) 2

1
.

p

j
j

P b
=

=∑b (7)

Następnie Tibshirani [1996] zaproponował LASSO:

( )
1

,
p

j
j

P b
=

=∑b (8)

natomiast Zou i Hastie [2005] komponent kary będący ich kombinacją (elastic net):

( )2

1
( ) (1 )

p

j j
j

P b b bα α α
=

= + −∑ . (9)

Selekcja zmiennych (przez zerowanie niektórych współczynników) możliwa jest 
w przypadku, gdy komponent kary ma postać (8) lub (9). Parametr lambda decyduje 
o rozmiarze kary i w efekcie steruje złożonością modelu. Jego ustalenie jest główną 
trudnością stosowania modeli z regularyzacją. Zwykle w tym celu stosuje się ocenę 
błędu klasyfikacji przez sprawdzanie krzyżowe lub kryteria informacyjne. Studium 
porównawcze tych kryteriów dla przypadku regresji liniowej można znaleźć w pracy 
Kubusa [2011]. Zadanie estymacji parametrów strukturalnych (5) ma rozwiązanie  
w postaci zamkniętej jedynie w przypadku regresji grzbietowej. LASSO wyma-
ga rozwiązania zadania programowania kwadratowego z liniowymi ograniczenia-
mi, ale zwykle stosuje się metody przybliżone. Obecnie najbardziej popularny jest 
algorytm LARS Efrona i in. [2004], który cechuje mała złożoność obliczeniowa. 
Wykorzystuje się go też w implementacjach elastic net, gdyż można udowodnić, 
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że zadanie estymacji w tym przypadku da się przeformułować na zadanie LASSO. 
W regularyzowanej regresji logistycznej zadanie estymacji wymaga zastosowania 
metod numerycznych. W literaturze pojawiło się wiele propozycji rozwiązania tego 
problemu. Przegląd najważniejszych wyników i studium porównawcze można zna-
leźć np. w artykułach [Lee i in. 2006; Yuan i in. 2012]. Obecnie rekomendowany 
jako najszybszy jest algorytm coordinate descent Friedmana i in. [2010], który zo-
stał zaimplementowany w pakiecie glmnet programu R.

4. Eksperyment

W artykule proponuje się wykorzystanie LMP z regularyzacją w postaci elastic 
net do wstępnej selekcji zmiennych. Na zredukowanym w ten sposób podzbiorze 
zmiennych objaśniających budowany będzie klasyczny model regresji logistycznej. 
Zaproponowane podejście oznaczane będzie w tabelach wynikowych symbolem 
EN+RL. Należy jeszcze podkreślić, że do selekcji zmiennych stosowano 10-czę-
ściowe sprawdzanie krzyżowe. Eliminowano zmienne, dla których mediana współ-
czynników szacowanych w tej procedurze była równa 0. Do celów porównawczych 
wykorzystano: regresję logistyczną (RL) bez selekcji zmiennych, regresję logistycz-
ną z regularyzacją LASSO (RL+L1) oraz LMP z regularyzacją elastic net (EN), 
który był stosowany zarówno do selekcji zmiennych, jak i budowy modelu. 

Tabela 1.  Wykorzystane zbiory danych

Zbiór Liczba obserwacji Liczba zmiennych Liczba klas

Pima 768 8 2

ionosphere 351 33 2

sonar 208 60 2

Źródło:  UCI Repository of Machine Learning Databases.

W przeprowadzonym eksperymencie wykorzystano trzy zbiory z repozytorium 
Uniwersytetu Kalifornijskiego [Frank, Asuncion 2010], których krótka charaktery-
styka znajduje się w tab. 1. Do oryginalnych zbiorów wprowadzano sztucznie gene-
rowane zmienne nieistotne na trzy sposoby:

1) 10 zmiennych z rozkładu zero-jedynkowego z jednakowymi frakcjami zer  
i jedynek,

2) 10 zmiennych z rozkładu N(0; 1),
3) 10 zmiennych z rozkładu zero-jedynkowego z jednakowymi frakcjami zer  

i jedynek oraz 10 zmiennych z rozkładu N(0; 1).
W ten sposób do badań uzyskano 9 zbiorów, które w tab. 2-4 oznaczone są we-

dług klucza ZBIÓR_NR, gdzie NR oznacza sposób generowania zmiennych nie-
istotnych.

21-Kubus.indd   205 2013-08-16   12:46:39



206	 Mariusz Kubus

Tabela 2. Mediany (w nawiasach) oraz średnie liczby wprowadzanych 
do modeli zmiennych nieistotnych (z błędami standardowymi) 
w procedurze sprawdzania krzyżowego

Zbiór RL + L1 EN + RL
Pima 1   (0)     3,0  +/–  1,5 0
Pima 2   (0)     1,0  +/–  1,0 0
Pima 3   (0)     0,0  +/–  0,0 0
ionosphere 1   (8)     7,7  +/–  0,6 0
ionosphere 2 (5,5)    5,4  +/–  0,4 0
ionosphere 3  (13)  12,7  +/–  0,7 0
sonar 1 (6,5)     5,8  +/–  0,4 0
sonar 2    (3)     3,3  +/–  0,8 0
sonar 3    (1)     3,6  +/–  1,4 1

Źródło: obliczenia własne dla zbiorów z tab. 1 po wprowadzeniu zmien- 
nych nieistotnych.

Tabela 3.  Błędy klasyfikacji (w %) estymowane 10-częściowym sprawdzaniem krzyżowym 
(z błędami standardowymi)

Zbiór RL RL + L1 EN EN + RL

Pima 1 23,9 +/– 2,7 24,2 +/– 1,8 24,3 +/– 1,4 25,1 +/– 1,6
Pima 2 25,9 +/– 1,7 23,7 +/– 1,5 23,4 +/– 2,2 24,8 +/– 2,1
Pima 3 25,0 +/– 2,1 23,7 +/– 1,3 27,9 +/– 1,5 24,6 +/– 1,5
ionosphere 1 15,1 +/– 2,3 11,7 +/– 2,4 13,7 +/– 2,7 12,0 +/– 1,9
ionosphere 2 13,4 +/– 1,7 14,0 +/– 1,1 14,5 +/– 1,3 11,3 +/– 2,1
ionosphere 3 12,2 +/– 1,9 12,0 +/– 3,0 14,2 +/– 1,9 11,4 +/– 1,7
sonar 1 29,8 +/– 1,8 25,9 +/– 3,4 25,9 +/– 1,8 22,5 +/– 2,0
sonar 2 29,3 +/– 1,6 25,4 +/– 1,8 26,0 +/– 1,7 25,0 +/– 2,3
sonar 3 31,7 +/– 2,5 26,0 +/– 4,2 25,5 +/– 5,3 21,1 +/– 2,6

Źródło: obliczenia własne dla zbiorów z tab. 1 po wprowadzeniu zmiennych nieistotnych.

W tab. 2 zestawiono liczby zmiennych nieistotnych wprowadzane do modeli 
w procedurze sprawdzania krzyżowego. Zaproponowane w artykule podejście oka-
zało się niemal bezbłędne, podczas gdy regularyzowana regresja logistyczna wpro-
wadzała nieraz dość znaczną liczbę zmiennych nieistotnych. Następnie uzyskane 
wyniki zweryfikowano oceną jakości modeli. W tym celu szacowano błędy klasy-
fikacji za pomocą 10-częściowego sprawdzania krzyżowego (zob. tab. 3). Zapro-
ponowana metoda dawała na ogół nieco mniejsze błędy dla zbiorów z dość dużą 
liczbą zmiennych objaśniających (ionosphere i sonar), jednak różnice nie były sta-
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tystycznie istotne, co zbadano testem Kruskala-Wallisa. Jeszcze jednym argumen-
tem przemawiającym za proponowanym podejściem jest porównanie czasów pracy 
algorytmów (zob. tab. 4). 

Tabela 4. Czas (w sekundach) pracy procedury sprawdzania krzyżowego 
(procesor  2,1 GHz oraz 4,0 GB RAM)

Zbiór RL + L1 EN + RL
Pima 1 5,8 5,3
Pima 2 8,9 5,5
Pima 3 8,7 9,3
ionosphere 1 49,7 11,7
ionosphere 2 55,1 11,6
ionosphere 3 46,6 15,6
sonar 1 27,7 21,7
sonar 2 31,3 21,3
sonar 3 24,3 26,7

Źródło: obliczenia własne dla zbiorów z tab. 1 po wprowadzeniu zmiennych nieistotnych.

5. Podsumowanie

W artykule zaproponowano wykorzystanie liniowego modelu prawdopodobieństwa 
z regularyzacją jako metody doboru zmiennych do modelu regresji logistycznej.  
W etapie selekcji zmiennych dodatkowo zastosowano procedurę sprawdzania krzy-
żowego dla efektywniejszej eliminacji zmiennych nieistotnych. Przeprowadzone 
symulacje potwierdziły atrakcyjność takiego podejścia. Zaproponowana metoda 
identyfikuje zmienne nieistotne o wiele skuteczniej od powszechnie stosowanej re-
gularyzowanej regresji logistycznej i jest na ogół szybsza, co może mieć znaczenie 
w analizie zbiorów z dużą liczbą zmiennych. Uzyskane modele charakteryzowały 
się też często nieco mniejszymi błędami klasyfikacji, lecz różnice nie były staty-
stycznie istotne.
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REGULARIZED LINEAR PROBABILITY MODEL AS A FILTER

Summary: The application of regularized linear probability model as a filter which precedes 
the logistic regression is proposed in this paper. Additionally the cross-validation is applied in 
the feature selection stage. Such an approach guaranties more efficient elimination of the irrel-
evant variables than commonly used regularized logistic regression and classification errors 
of compared methods do not differ significantly. The datasets from UCI Repository were used 
in empirical study and noisy variables were generated from Bernoulli or normal distributions.

Keywords: feature selection, regularization, linear probability model.
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