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Streszczenie
Wprowadzenie. Metody termodynamiki sieciowej Peusnera (PNT) umożliwiają symetryczną i/lub hybrydową transformację 
równań Kedem-Katchalsky’ego (K-K) do postaci sieciowej. Dla ternarnych roztworów nieelektrolitów można otrzymać dwie 
symetryczne i sześć hybrydowych postaci sieciowych równań K-K zawierających symetryczne (Rij lub Lij) lub hybrydowe (Hij, 
Wij, Nij, Kij, Sij lub Pij) współczynniki Peusnera. 
Cel pracy. Przedstawienie sieciowej postaci równań K-K dla jednorodnych ternarnych roztworów nieelektrolitów zawierającej 
współczynniki Peusnera Wij (i, j  ∈ {1, 2, 3}), obliczenie zależności współczynników Wij od średniego stężenia jednego 
składnika roztworu w membranie (—C1) przy ustalonej wartości drugiego (—C2) oraz porównanie tych zależności z odpowied-
nimi zależnościami dla współczynników Hij, Lij i Rij przedstawionymi w 1, 2 i 3 części pracy. 
Materiał i metody. Materiałem badawczym była membrana do hemodializy Nephrophan o znanych parametrach transpor-
towych dla wodnych roztworów glukozy i etanolu, a metodą badawczą formalizm PNT oraz równania K-K dla ternarnych 
roztworów nieelektrolitów. 
Wyniki. Przedstawiono sieciową postać równań K-K dla roztworów nieelektrolitów składających się z rozpuszczalnika i dwóch 
substancji rozpuszczonych. Obliczono zależności współczynników Peusnera Wij oraz ilorazów współczynników Wij/Hij, Wij/
Lij i  Wij/Rij (i, j  ∈ {1, 2, 3}) dla warunków jednorodności roztworów od średniego stężenia jednego składnika roztworu 
w membranie (—C1) przy ustalonej wartości drugiego (—C2). Obliczenia wykonano, korzystając z wyznaczonych doświadczalnie 
współczynników: odbicia (σ), przepuszczalności hydraulicznej (Lp) i solutu (ω).
Wnioski. Sieciowa postać równań K-K zawierająca współczynniki Peusnera Wij (i, j ∈ {1, 2, 3}) jest kolejnym narzędziem, 
które można wykorzystać do badania transportu membranowego. Wykazano, że większość współczynników Wij i ilorazów 
Wij/Hij, Wij/Lij i Wij/Rij (i, j ∈ {1, 2, 3}) jest czuła na stężenie i skład roztworów rozdzielanych przez membranę polimerową 
(Polim. Med. 2013, 43, 4, 241–256). 

Słowa kluczowe: transport membranowy, termodynamika sieciowa Peusnera, współczynniki Peusnera, równania Kedem- 
-Katchalsky’ego, roztwory ternarne.
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Polimery, biopolimery i tworzywa sztuczne są waż-
nymi desygnatami kształtującymi współczesną cywili-
zację i stanowią bazę dla różnych obszarów działalno-
ści człowieka zarówno o charakterze poznawczym, jak 
i  utylitarnym  [1]. Medycyna i  lecznictwo są jednymi 
z najważniejszych obszarów działań społeczności ludz-
kiej o charakterze usługowym, wykorzystującymi pro-
dukty polimerowe pochodzące ze sfer gospodarczych 
o charakterze wytwórczym. Zalicza się do nich środki 
opatrunkowe, kleje medyczne, opakowania lekarstw, 
sprzęt medyczny, materiały inteligentne (np. zacho-
wujące kształt), protezy (implanty) i  części narządów, 
środki krwiozastępcze, systemy z  kontrolowanym 
uwalnianiem leków czy leki na nośnikach polimero-
wych [2–5]. 

Jednym z ważniejszych kierunków badań polime-
rów medycznych jest eliminacja substancji toksycz-
nych z organizmu człowieka za pomocą hemoperfuzji 
i/lub hemodializy  [3]. Hemoperfuzja polega na usu-
waniu szkodliwych toksyn z  krwi pacjenta i  ich ab-
sorpcji w  odpowiednich złożach polimerowych (np. 
agaroza z  mikrosferami poliakroleinowymi)  [1–3]. 
Z kolei hemodializa polega na dyfuzyjnym usuwaniu 
szkodliwych substancji z  krwi pacjenta za pomocą 
selektywnych membran polimerowych o  silnie roz-
winiętej powierzchni (zwoje membranowe, wiązki 
porowatych włókien kapilarnych) [1, 3]. Pory w mem-
branie mają średnicę 2–5 nm i stanowią barierę jedy-
nie dla elementów morfotycznych krwi i  cząsteczek 
białek, których średnica znacznie przekracza średnicę 
porów  [2, 3]. Oznacza to, że membrana dla elemen-
tów morfotycznych krwi i  tych cząsteczek białek jest 
półprzepuszczalna. Dla pozostałych składników krwi 

(mocznika, glukozy, jonów elektrolitów etc.) jest se-
lektywnie przepuszczalna albo nieselektywna  [3]. 
Takie właściwości mają membrany z celulozy, celofa-
nu, octanu celulozy, poliakrylonitrylu czy poliwęgla-
nów [1, 2]. Przykładem membrany z octanu celulozy 
dawniej wykorzystywanej do hemodializy jest Neph-
rophan. 

 Możliwości aplikacyjne membrany są zdetermi-
nowane przez jej właściwości transportowe, których 
miarą, zgodnie z  formalizmem termodynamicznym 
Kedem-Katchalsky’ego, są współczynniki: przepusz-
czalności hydraulicznej (Lp), odbicia (σ) i  przepusz-
czalności dyfuzyjnej (ω)  [6]. Z  utylitarnego punktu 
widzenia najważniejszą cechą membrany jest selek-
tywność, której miarą jest współczynnik odbicia mem-
brany (σ), który może przyjmować wartości spełniają-
ce relację 0  ≤  σ  ≤  1. Należy zaznaczyć, że jeśli σ  =  0, 
to membrana jest nieselektywna. Warunek σ  =  1 jest 
spełniony dla membrany półprzepuszczalnej. Z  kolei 
w systemach kontrolowanego uwalniania leków stoso-
wane są membrany selektywne, tzn. takie, dla których 
0 < σ < 1. Kontrolowane uwalnianie leków polega na 
regulowaniu (spowalnianiu lub przyspieszaniu) za po-
mocą odpowiednio dobranej membrany i wielkości si-
ły termodynamicznej generującej transport, szybkości 
uwalniania leku z makro- lub mikrosystemu [1, 2]. Ro-
la tych systemów w organizmie polega na zapewnieniu 
niezbędnego poziomu koncentracji leku, niezbędnego 
profilu oraz szybkości uwalniania leku, dostosowanych 
do aktualnego stanu fizjologicznego organizmu wyra-
żanego poprzez wartość temperatury, pH czy stężenia 
glukozy [1]. Taki sposób aplikacji leku do organizmu 
przedłuża działanie i zmniejsza częstotliwość jego po-

Abstract
Background. Peusner Network Thermodynamics (PNT) enables symmetrical and/or hybrid transformation of classical 
Kedem-Katchalsky (K-K) equations to network forms. For homogenous nonelectrolyte solutions, two symmetrical and six 
hybrid forms of network K-K equations can be obtained that contain symmetrical (Rij or Lij) or hybrid (Hij, Wij, Nij, Kij, Sij or 
Pij) Peusner’s coefficients. 
Objectives. The aim of this paper is to present network form of K-K equations for homogenous ternary nonelectrolyte solu-
tions that contains Peusner’s coefficients Wij (i, j ∈ {1, 2, 3}). We also aim to calculate dependences of Wij coefficients on 
average concentration of one component of solution in a membrane (—C1) when value of the second one (—C1) is fixed and to 
compare these dependences with appropriate dependences for coefficients Hij, Lij and Rij presented in 1–3 parts of the paper.
Materials and Methods. We used a  cellulose hemodialysis membrane (Nephrophan) of known transport parameters for 
aqueous glucose and ethanol solutions as a research material. The PNT formalism and classical form of K-K equations for 
ternary non-electrolyte solutions was a research tool in this paper.
Results. The network form of K-K equations was presented for ternary solutions that contain solvent and two dissolved 
substances. For homogenous solutions, we calculated dependences of Peusner’s coefficients Wij and quotients Wij/Hij, Wij/Lij 
and Wij/Rij (i, j ∈ {1, 2, 3}) on average concentration of one component (—C1) of the solution in a membrane when value of the 
second one is fixed (C—2). Calculations were made using experimentally determined coefficients of reflection (σ), hydraulic 
permeability (Lp) and solute permeability (ω). 
Conclusions. The network form of K-K equations that contain Peusner’s coefficients Wij (i, j ∈ {1, 2, 3}) is a novel tool to 
study membrane transport. We showed that majority of the coefficients Wij and quotients Wij/Hij, Wij/Lij and Wij/Rij (i, j ∈ 
{1, 2, 3}) is sensitive for composition and concentration of solutions separated by a polymer membrane (Polim. Med. 2013, 
43, 4, 241–256).
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dawania. Zatem poznanie mechanizmów molekular-
nych transportu membranowego jest nie do przece-
nienia. 

Do opisu transportu membranowego najczęściej są 
wykorzystywane modele opracowane w ramach termo-
dynamiki nierównowagowej [7]. W ostatnim półwieczu 
do analizy transportu przez membrany polimerowe 
stosuje się także termodynamikę sieciową (NT) [8–14]. 
Podstawy owej termodynamiki, w  latach 70. XX w., 
stworzyli George Oster, Alan Perelson i  Aharon Kat-
chalsky oraz Leonardo Peusner, wykorzystując pionier-
ską ideę Meixnera [8–11]. W ramach NT są stosowane 
dwa równorzędne sposoby opisu danego zjawiska: 
metoda grafu połączeń (bond graph metod) opraco-
wana przez Paytnera i  wprowadzona do NT przez 
Ostera et al. (Oster, Perelson i Katchalsky’s NT) oraz 
metoda Peusnera wykorzystująca symbolikę i  teorię 
analogowych obwodów elektrycznych (Peusner’s 
NT) [8, 10–15]. Obecnie sieci są stosowane do bada-
nia układów otwartych w biologii, ekologii czy urba-
nistyce [16].

Termodynamika sieciowa Peusnera (PNT) została 
zbudowana dzięki syntezie kilku dyscyplin naukowych, 
a  mianowicie termodynamiki nierównowagowej, teo-
rii obwodów elektrycznych, teorii grafów oraz geome-
trii różniczkowej. Można z  niej wyprowadzić metody, 
umożliwiające badanie dynamiki nierównowagowych 
procesów transportu masy, ładunku, energii i informa-
cji w  układach biologicznych  [10–13]. W  przypadku 
transportu membranowego binarnych roztworów nie-
elektrolitów w ramach PNT wprowadzono dwie grupy 
współczynników Peusnera: symetryczne (Lij, Rij) i  hy-
brydowe (Hij, Pij) (i, j  ∈ {1, 2})  [10–13]. Owe współ-
czynniki występują w sieciowych formach równań Ke-
dem-Katchalsky’ego (K-K), które mają postać równań 
macierzowych [10–14, 17–19]. 

W poprzednich pracach autorów sieciowe posta-
ci równań Kedem-Katchalsky’ego (K-K), zawierające 
współczynniki Peusnera Lij, Rij lub Hij (i, j ∈ {1, 2, 3}) 
otrzymane w wyniku symetrycznych (Lij, Rij) lub hybry-
dowych (Hij) transformacji sieci termodynamicznych 
Peusnera, zastosowano do opisu transportu ternarnych 
roztworów nieelektrolitów w  warunkach jednorod-
ności roztworów  [20–22]. W  pracach tych rozważano 
przypadek dwukierunkowego dwuportu termodyna-
miki sieciowej Peusnera dla trzech bodźców i  trzech 
strumieni. Ów dwuport jest rozwinięciem klasycznego 
dwuportu Peusnera i ma pojedyncze wejścia dla prze-
pływu J1 i sprzężonej z nim siły X1, przepływu J2 i sprzę-
żonej z nim siły X2 oraz przepływu J3 i sprzężonej z nim 
siły X3. Oprócz wymienionych wyżej sieciowych postaci 
równań K-K można otrzymać sieciowe postaci równań 
K-K zawierające współczynniki Peusnera Wij, Sij, Nij, Kij 
i Pij (i, j ∈ {1, 2, 3}). Poprzednia i obecna praca autorów 
jest poświęcona kolejnej kombinacji strumieni (J1, J2, J3) 
i  sił termodynamicznych (X1, X2, X3), która ma nastę-
pującą postać [23]:
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(1)

Wykorzystując powyższy schemat, w  pracy Batko 
et al. dokonano hybrydowej transformacji równań K-K, 
w celu otrzymania sieciowej postaci równań K-K zawie-
rających współczynniki Wij (i, j  ∈ {1, 2, 3}). W  pracy 
tej obliczono zależności współczynników Peusnera 

.21)( constCij CfW ==  (i, j ∈ {1, 2, 3}) dla roztworów za-
wierających rozpuszczalnik (wodę) i  dwie, oznaczo-
ne indeksami „1” i  „2”, rozpuszczone w  niej substan-
cje dla membrany celulozowej. Obliczenie zależności

.21)( constCij CfW ==  (i, j ∈ {1, 2, 3}) wykonano dla kilku 
różnych, ale ustalonych wartości  —C2. W obecnej pracy 
zależności .21)( constCij CfW ==  (i, j ∈ {1, 2, 3}) zostaną 
obliczone dla jednej ustalonej wartości —C2 i membrany 
polimerowej Nephrophan i  porównane z  odpowied-
nimi zależnościami dla współczynników Hij, Lij i  Rij 
(i,  j ∈ {1, 2, 3}) przedstawionymi w poprzednich pra-
cach autorów poprzez obliczenie ilorazów Wij/Hij, Wij/
Lij i Hij/Rij [20–22].

Wyprowadzenie sieciowej 
postaci równań K-K 
zawierającej współczynniki 
Peusnera Wij

Analogicznie jak w  poprzednich pracach auto-
rów, zostanie rozważony stacjonarny i  izotermiczny 
transport przez membranę polimerową w  układzie, 
w  którym membrana (M), ustawiona w  płaszczyźnie 
pionowej, rozdziela przedziały (l) i  (h)  [20–23]. Owe 
przedziały są wypełnione jednorodnymi (mieszany-
mi mechanicznie) roztworami tych samych substancji 
o  stężeniach w chwili początkowej Ckh i Ckl (Ckh > Ckl, 
k  =  1, 2). Membranę cechuje izotropowość, symetria 
strukturalna, elektroobojętność i selektywność dla wo-
dy i  rozpuszczonych w niej dwóch substancji nieelek-
trolitycznych. Jednorodność roztworów powoduje, że 
stężenie rozpuszczonych w  niej substancji rozpusz-
czonych jest takie samo na powierzchni styku każdego 
z roztworów z membraną, jak i daleko od membrany. 
Tradycyjnie, zgodnie z  formalizmem Kedem-Katchal-
sky’ego, właściwości transportowe membrany zostaną 
określone za pomocą współczynników: przepuszczal-
ności hydraulicznej (Lp), odbicia (σ1, σ2) i przepuszczal-
ności substancji rozpuszczonych (ω11, ω22, ω21, ω12) [6]. 
Strumień objętościowy i  strumienie substancji roz-
puszczonych przez membranę oznacza się, zachowując 
symbolikę O. Kedem i A. Katchalsky’ego, odpowiednio 
przez Jv, Js1 i Js2. Owe strumienie, dla warunków jedno-
rodności roztworów, można opisać za pomocą równań 
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Kedem-Katchalsky’ego dla ternarnych roztworów nie-
elektrolitów [6, 24, 25] 

	 )∆∆∆( 2211 πσπσ −−= PLJ pv 	 (2)

	 112121111 )1(∆∆ CJJ vs σπωπω −++= 	 (3)

	 222221212 )1(∆∆ CJJ vs σπωπω −++= 	 (4)

gdzie: Jv – strumień objętościowy, Js1 i Js2 – strumienie 
solutu substancji „1” i „2” przez membranę w warun-
kach jednorodności roztworów, Lp –  współczynnik 
przepuszczalności hydraulicznej, σ1 i σ2 – współczynni-
ki odbicia odpowiednio substancji „1” i  „2”, ω11 i  ω22 
– współczynniki przepuszczalności solutu substancji 
„1” i „2” generowanej przez siły z  indeksami „1” i „2” 

oraz ω12 i ω21 – współczynniki krzyżowe przepuszczal-
ności solutu substancji „1” i  „2” generowanej przez 
siły z  indeksami „2” i „1”. ΔP = Ph – Pl –  różnica ciś- 
nień hydrostatycznych (Ph, Pl oznacza wyższą i niższą 
wartość ciśnienia hydrostatycznego). Δπk = RT(Ckh – Ckl)  
jest różnicą ciśnień osmotycznych (RT oznacza ilo-
czyn stałej gazowej i  temperatury termodynamicz-
nej, natomiast Ch i Cl – stężenia roztworów, k = 1, 2). 

11)])[ln(( −−−= klkhklkhk CCCCC  – średnie stężenie solu-
tu w membranie.

Dodając i odejmując od prawej strony równania (2) 
wyrazy LpΔπ1 i LpΔπ2 i mnożąc i dzieląc odpowiednie 
wyrazy równań (3) i (4) przez —C1 i 

—C2,  można przekształ-
cić równania (2)–(4) do postaci zgodnej z  lewą stroną 
równania (1). W  wyniku tych operacji algebraicznych 
otrzyma się [23]:
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Z kolei uwzględniając równanie (6) w równaniu (5), równania (5) i (6) w równaniu (7) oraz równanie (5) w rów-
naniu (6) otrzyma się 
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A = ω11ω22 – ω21ω12

Z równań (12)–(14), (16) i (17) wynika, że W12 =W21, 
W13 ≠ W31 oraz W23 ≠ W32. Ponadto z równań (11)–(18)  

wynika, że jedynie współczynniki W12, W21, W22, W23 
i W32, występujące w równaniu (19) są zależne od stę-
żenia roztworów. Układ równań (8)–(16), stanowiący 
sieciową postać równań Kedem-Katchalsky’ego za-
wierających współczynniki Peusnera Wij, opisujących 
transport ternarnych roztworów nieelektrolitów w wa-
runkach ich jednorodności, można też zapisać w posta-
ci równania macierzowego [23]:
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Wyniki obliczeń i omówienie
Korzystając z  procedury przedstawionej w  po-

przednich pracach autorów, obliczono współczyn-
niki Wij występujące w  macierzy [W] dla membrany 
polimerowej Nephrophan i  roztworów ternarnych 
składających się z  rozpuszczalnika (wody), substancji 
oznaczonej indeksem „1” i  substancji oznaczonej in-
deksem „2”  [20–23]. Stężenie substancji „1” w  prze-
dziale h zmienia się w zakresie od C1h = 1 mol m–3 do 
C1h = 1001 mol m–3, natomiast stężenie substancji „2” 
w przedziale h było stałe i wynosiło C2h = 201 mol m–3. 
Z  kolei stężenie obydwu składników znajdujących się 
w przedziale l było stałe i wynosiło C1l = C2l = 1 mol m–3.  
Obliczenia współczynników Peusnera W11, W12, W13, 
W21, W22, W23, W31, W32 i  W33 wykonano na podsta-
wie równań (11)–(18). Do obliczeń wykorzystano stałe 
wartości współczynników przepuszczalności hydrau-
licznej (Lp), odbicia (σ1, σ2), przepuszczalności dyfuzyj-
nej (ω11, ω22, ω21, ω12) wyznaczone dla jednorodnych 
roztworów rozdzielanych przez membranę oraz tzw. 
średnie stężenia składników roztworu w  membranie 
(—C1, 

—C2)  [20–22,  26]. Wartość tych współczynników 
wynosi: Lp = 4,9 × 10–12 m3N–1s–1, σ1 = 0,068, σ2 = 0,025, 
ω11  =  0,8  ×  10–9  mol N–1s–1, ω12  =  0,81  ×  10–13  mol 
N–1s–1 i ω22 = 1,43 × 10–9 mol N–1s–1 i ω21 = 1,63 × 10–12  
mol N–1s–1 [20–22, 26]. 

Z przeprowadzonych obliczeń wynika, że war-
tość współczynnika W11 nie zależy od —C1 przy ustalo-
nej wartości —C2 i  wynosi W11 =  5,59  ×  10–12 m3N–1s–1. 
Niezależne od —C1 , przy ustalonej wartości —C2, są także 
współczynniki W13=W31 i  W33. Ich wartości są równe 
W13 = W31 = –0,78 × 10–3 m3 mol–1 i W33 = 0,21 × 108 m3  
N s mol–2. Z kolei wartości współczynników W12, W21, 
W22, W23 i W32 są zależne od  —C1, przy ustalonej war-
tości —C2, o  czym świadczą wykresy przedstawione na 
ryc. 1–3. 

Przedstawione na ryc. 1 charakterystyki (wykres 1) 
.2121 )( constCCfW ==  i  .2112 )( constCCfW ==  (wykres 2) ob-

liczone odpowiednio na podstawie równań (14) i  (12) 

są liniowe, rosną i pokazują, że wartości współczynnika 
W21 są dodatnie i rosną, a wartości współczynnika W12 
są ujemne i maleją liniowo wraz ze zwiększeniem warto-
ści —C1, przy ustalonej wartości —C2. Zamieszczona na ryc. 2 
krzywa ilustrująca charakterystykę .2122 )( constCCfW ==  
obliczoną na podstawie równania (15) jest parabolą 
i  pokazuje, że wartości współczynnika W22 początko-
wo rosną, a  po uzyskaniu wartości maksymalnej, dla 
—C1 ≈ 87 mol m–3, maleją wraz ze zwiększeniem wartości 
—C1, przy ustalonej wartości —C2. Dla —C1  ≥  165  mol m–3 
wartość współczynnika W22 zmienia znak z dodatniego 
na ujemny. Z przedstawionej na ryc. 3 charakterystyki 

.2132 )( constCCfW ==  (wykres 1) obliczonej na podsta-
wie wyrażenia (17) wynika, że wartości współczynnika 
W32 są dodatnie i rosną liniowo wraz ze zwiększeniem 
wartości —C1, przy ustalonej wartości —C2. Prosta 2 ilustru-
jąca charakterystykę .2123 )( constCCfW ==  obliczoną na 
podstawie wyrażenia (16) i  zamieszczona na tej samej 
rycinie pokazuje, że wartości współczynnika W23 są do-
danie i  maleją liniowo wraz ze zwiększeniem wartości 
—C1, przy ustalonej wartości —C2.

Porównamy teraz wartości współczynników Wij 
z  wartościami współczynników Hij, Lij i  Rij (i, j  ∈ 
{1, 2, 3}), obliczając ilorazy Wij/Hij, Wij/Lij i Hij/Rij. Wy-
rażenia opisujące współczynniki Hij (H11, H12, H13, H21, 
H22, H23, H31, H32 i  H33), Lij (L11, L12, L13, L21, L22, L23, 
L31, L32 i L33) oraz Rij (R11, R12, R13, R21, R22, R2 3, R31, R32 
i  R33) przedstawiono w  poprzednich pracach autorów 
pracy  [20–22]. Z  kolei współczynniki W11, W12, W13, 
W21, W22, W23, W31, W32 i W33 są opisane przez wyraże-
nia (11)–(18). Wykonując odpowiednie przekształcenia 
algebraiczne, można pokazać, że ilorazy Hij/Rij (i, j  ∈ 
{1,  2,  3}, w  których współczynniki Hij i  Rij mają takie 
same wskaźniki, przyjmują następującą postać:
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Ryc. 1. Graficzna ilustracja zależności .2121 )( constCCfW == (prosta 1) i  .2112 )( constCCfW ==  (prosta 2) dla roztworów składających 
się z rozpuszczalnika i dwóch substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji oznaczonej 
indeksem „2” było stałe. Wartości współczynnika W21 obliczono na podstawie równania (14), a współczynnika W12 – na podsta-
wie równania (12) 

Fig. 1. Graphic illustration of dependencies .2121 )( constCCfW ==  (line 1) and .2112 )( constCCfW ==  (line 2) for solutions consisting 
of solvent and two dissolved substances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration designated by the 
subscript “2” was constant. The values of the coefficient W21 were calculated on the basis of equation (14), and the coefficient 
W12 – on the basis of equation (12)
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Ryc. 2. Graficzna ilustracja zależności .2122 )( constCCfW ==  dla roztworów składających się z rozpuszczalnika i dwóch substancji 
rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji oznaczonej indeksem „2” było stałe. Wartości współczyn-
nika W21 obliczono na podstawie równania (15)

Fig. 2. Graphic illustration of dependence .2122 )( constCCfW ==  for solutions consisting of solvent and two dissolved substances 
identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration designated by the subscript “2” was constant. The values of 
the coefficient W21 were calculated on the basis of equation (15)

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270
–140

–120

–100

–80

–60

–40

–20

0

20

40

W
22
 1

09  [m
ol

 m
–3

]

1C [mol m–3]



Sieciowa postać równań Kedem-Katchalsky’ego. 4. Ocena współczynników Peusnera Wij membrany polimerowej 247

	
22

2
22213

13

])1([ CCL
L

H
W

p

p

σω −−
= 	 (22)

	
])1()[1(
])1()1([

2
2

22211

22121122

21

21

CLC
CCL

H
W

p

p

σωσ

σωσω

−−−
−−−

= 	 (23)

	
112

2
222

211222111
2

1222
2

211

22

22

])1([
)]1)(1)(()1()1([

ωσω

σσωωσωσω

CL
CCCCLA

H
W

p

p

−−
−−+−−+−−

= 	 (24)

Ryc. 3. Graficzna ilustracja zależności .2132 )( constCCfW ==  (prosta 1) i  .2123 )( constCCfW ==  (prosta 2) dla roztworów składają-
cych się z rozpuszczalnika i dwóch substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji oznaczonej 
indeksem „2” było stałe. Wartości współczynnika W32 obliczono na podstawie równania (17) oraz współczynnika W23 – na pod-
stawie równania (16)

Fig. 3. Graphic illustration of dependencies .2132 )( constCCfW ==  (line 1) and .2123 )( constCCfW ==  (line 2) for solutions consisting 
of solvent and two dissolved substances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration designated by the 
subscript “2” was constant. The values of the coefficient W32 were calculated on the basis of equation (17), and the coefficient 
W23 – on the basis of equation (16)
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gdzie: A = ω11ω22 – ω21ω12.

Wyrażenia dla ilorazów Wij/Lij (i, j  ∈ {1, 2, 3}), 
w  których współczynniki Wij i  Lij mają takie same 
wskaźniki, można przedstawić w postaci:
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gdzie: A = ω11ω22 – ω21ω12.
Ilorazy Wij/Rij (i, j ∈ {1, 2, 3}), w których współczynniki Wij i Rij mają takie same wskaźniki, można zapisać w postaci:
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gdzie: A = ω11ω22 – ω21ω12, B = ω22 – Lp(1 – σ2)2—C2.
Z obliczeń wykonanych na podstawie równań  

(20)–(22), (26), (28)–(31), (35), (40) i  (46) wy-
nika, że W11/H11  =  2,73  ×  10–27 m6N–2s–2, 
W13/H13  =  –W31/H31  =  1,04  ×  10–4 m6  mol–2, 

W32/H32 = 2,16 × 109 m3Ns mol–2, W33/H33 = 3,92 × 10–4 
m6N2s2  mol–4, W11/L11  =  –W12/L12  =  1,14, 
W13/L13  =  W31/L31  =  –1,51  ×  108 m3Ns mol–2, 
W33/L33 = 3,49 × 1014 m6N2s2 mol–4, W13/R13 = 5,59 × 109 
m3N–1s–1 i W33/R33 = 1,14. Pozostałe ilorazy, tj. W12/H12, 
W21/H21, W22/H22, W21/L21, W22/L22, W23/L23, W11/R11, 
W12/R12, W21/R21, W22/R22, W23/R23, W32/R32 oraz W31/R22 
są zależne od —C1 przy ustalonej wartości —C2, co ilustrują 
wykresy przedstawione na rycinach 4–14. 

Na ryc. 4 przedstawiono graficzną ilustrację zależności 
.211212 )(/ constCCfHW ==  (krzywa 1) i  .212121 )(/ constCCfHW ==  

(krzywa 2) obliczonych na podstawie równań odpo-
wiednio (21) i  (23). Z  wykresów zamieszczonych na 
tej rycinie wynika, że krzywe 1 i  2, umiejscowione 
w  pierwszej ćwiartce układu współrzędnych, pokazu-
ją, że wartość W12/H12 maleje, a wartość W21/H21 roś-
nie nieliniowo do ustalonej wartości minimalnej wraz 
ze zwiększeniem wartości —C1, przy ustalonej wartości 
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—C2, którą obydwie krzywe osiągają dla —C1≥  21,67  mol 
m–3. Dla krzywej 1 (W12/H12)min = 0,55 m3N–1s–1, a dla 
krzywej  2 –  (W21/H21)min  =  0,56 m3N–1s–1. Z  kolei za-
leżności .212222 )(/ constCCfHW == i .212323 )(/ constCCfHW ==
, przedstawione na ryc. 5 i 6 i obliczone odpowiednio 
na podstawie równań (24) i (25) pokazują, że zarówno 
W22/H22 jak i W23/H23 maleją liniowo wraz ze zwiększe-
niem wartości  —C1, przy ustalonej wartości —C2. Można 
zauważyć, że dla —C1 ≤ 116 mol m–3 W22/H22 przyjmuje 
wartości ujemne, natomiast dla —C1 > 116 mol m–3, sto-
sunek W22/H22 jest dodatni. Z kolei W23/H23 przyjmuje 
wartości ujemne w całym zakresie —C1.

Na rycinie  7 przedstawiono zależność 
.212121 )(/ constCCfLW ==  obliczoną na podstawie rów-

nania  (30). Przebieg krzywej zamieszczonej na tej 
rycinie wskazuje, że w  W21/L21  maleje od wartości 
W21/L21 = 1,15 mol N–1s–1 do wartości W21/L21 = 1,12 mol 
N–1s–1 przedziale 2,97  mol m–3 ≤  —C1  ≤  12,72  mol m–3. 
Dla —C1  >  21,67  mol m–3, W21/L21  ≈  1,14  mol N–1s–1. 
Zamieszczona na ryc.  8 krzywa ilustrująca zależność 

.212222 )(/ constCCfLW == pokazuje, że wartość W22/L22 ma-
leje nieliniowo wraz ze zwiększeniem wartości —C1, przy 
ustalonej wartości —C2. Dla —C1 ≤ 166 mol m–3 W22/L22 > 0, 
a dla —C1> 166 mol m–3 W22/L22 < 0. Z kolei na ryc. 9 poka-
zano krzywą ilustrującą zależność .212323 )(/ constCCfLW == . 
Z  przebiegu tej krzywej wynika, że największy spadek 
wartości W23/L23 pojawia się w  przedziale 2,97  mol 

m–3 ≤  —C1  ≤  12,72  mol m–3, a dla —C1  >  21,67  mol  m–3, 
W23/L23 = 2,11 m3Ns mol–3, z dokładnością do drugiej 
cyfry znaczącej.

Na ryc.  10 przedstawiono obliczoną na podstawie 
równania (38) krzywą ilustrującą zależność .211111 )(/ constCCfRW ==  

.211111 )(/ constCCfRW == . Z tej ryciny wynika, że W11/R11 > 0, w ca-
łym zakresie wartości —C1 oraz że W11/R11 maleje nieli-
niowo wraz ze zwiększeniem wartości —C1, przy ustalonej 
wartości —C2. Z kolei na ryc. 11 przedstawiono graficzną 
ilustrację zależności .211212 )(/ constCCfRW ==  (wykres 1)  
i  .212121 )(/ constCCfRW ==  (wykres 2), obliczonych na pod-
stawie równań odpowiednio (39) i (41). Zamieszczone 
wykresy są liniowe i  pokazują, że wartości W12/R12 są 
dodatnie i rosną, a wartości W21/R21 są ujemne i maleją 
liniowo wraz ze zwiększeniem wartości —C1, przy ustalo-
nej wartości —C2. Przedstawiona na ryc.  12 krzywa ilu-
strująca zależność .212222 )(/ constCCfRW == została obliczo-
na na podstawie równania (42). Z przebiegu tej krzywej 
można wywnioskować, że wartość W22/R22 początkowo 
rośnie nieliniowo aż do osiągnięcia wartości maksy-
malnej (W22/R22)max = 25,21 × 10–16 mol3m–6N–1s–1 dla 
—C1 = 106, 21 mol m–3 oraz —C2 = 37, 71 mol m–3. Następ-
nie po osiągnięciu wartości maksymalnej W22/R22 male-
je nieliniowo. Dla 2,97 mol m–3 ≤ —C1 ≤ 166,83 mol m–3, 
W22/R22  >  0, a  dla —C1  >  166,83  mol m–3, W22/R22  <  0. 
Na ryc.  13 przedstawiono graficzną postać zależności 

.212323 )(/ constCCfRW ==  (wykres 1) i  .213232 )(/ constCCfRW ==  

Ryc. 4. Graficzna ilustracja zależności .211212 )(/ constCCfHW ==  (krzywa 1) i  .212121 )(/ constCCfHW ==  (krzywa 2) dla roztworów 
składających się z rozpuszczalnika i dwóch substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji 
oznaczonej indeksem „2” było stałe. Wartości W12/H12 obliczono na podstawie równania (21) oraz współczynnika W21/H21 – na 
podstawie równania (23)

Fig. 4. Graphic illustration of dependence .211212 )(/ constCCfHW ==  (curve 1) and .212121 )(/ constCCfHW ==  (curie 2) for solutions 
consisting of solvent and two dissolved substances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration desig-
nated by the subscript “2” was constant. The values of W12/H12 were calculated on the basis of equation (21) and coefficient 
W21/H21 – on the basis of equation (23)
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Ryc. 5. Graficzna ilustracja zależności .212222 )(/ constCCfHW ==  dla roztworów składających się z rozpuszczalnika i dwóch sub-
stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji oznaczonej indeksem „2” było stałe. Wartości 
W22/H22 obliczono na podstawie równania (24)

Fig. 5. Graphic illustration of dependence .212222 )(/ constCCfHW ==  for solutions consisting of solvent and two dissolved sub-
stances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration designated by the subscript “2” was constant. The 
values of W22/H22 were calculated on the basis of equation (24)

Ryc. 6. Graficzna ilustracja zależności .212323 )(/ constCCfHW ==  dla roztworów składających się z rozpuszczalnika i dwóch  
substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji oznaczonej indeksem „2” było stałe. Wartości 
W23/H23 obliczono na podstawie równania (25)

Fig. 6. Graphic illustration of dependence .212323 )(/ constCCfHW ==  for solutions consisting of solvent and two dissolved sub-
stances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration designated by the subscript “2” was constant. The 
values of W23/H23 were calculated on the basis of equation (25)
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Ryc. 7. Graficzna ilustracja zależności .212121 )(/ constCCfLW ==  dla roztworów składających się z rozpuszczalnika i dwóch sub-
stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji oznaczonej indeksem „2” było stałe. Wartości 
W21/L21 obliczono na podstawie równania (30)

Fig. 7. Graphic illustration of dependence .212121 )(/ constCCfLW ==  for solutions consisting of solvent and two dissolved sub-
stances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration designated by the subscript “2” was constant. The 
values of W21/L21 were calculated on the basis of equation (30)

Ryc. 8. Graficzna ilustracja zależności .212222 )(/ constCCfLW ==  dla roztworów składających się z rozpuszczalnika i dwóch sub-
stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji oznaczonej indeksem „2” było stałe. Wartości 
W22/L22 obliczono na podstawie równania (33)

Fig. 8. Graphic illustration of dependence .212222 )(/ constCCfLW ==  for solutions consisting of solvent and two dissolved sub-
stances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration designated by the subscript “2” was constant. The 
values of W22/L22 were calculated on the basis of equation (33)
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Ryc. 9. Graficzna ilustracja zależności .212323 )(/ constCCfLW ==  dla roztworów składających się z rozpuszczalnika i dwóch  
substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji oznaczonej indeksem „2” było stałe. Wartości 
W23/L23 obliczono na podstawie równania (34)

Fig. 9. Graphic illustration of dependence .212323 )(/ constCCfLW ==  for solutions consisting of solvent and two dissolved sub-
stances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration designated by the subscript “2” was constant. The 
values of W23/L23 were calculated on the basis of equation (34)

Ryc. 10. Graficzna ilustracja zależności .211111 )(/ constCCfRW ==  dla roztworów składających się z rozpuszczalnika i dwóch  
substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji oznaczonej indeksem „2” było stałe. Wartości 
W11/R11 obliczono na podstawie równania (39)

Fig. 10. Graphic illustration of dependence .211111 )(/ constCCfRW ==  for solutions consisting of solvent and two dissolved sub-
stances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration designated by the subscript “2” was constant. The 
values of W11/R11 were calculated on the basis of equation (38)
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Ryc. 11. Graficzna ilustracja zależności .211212 )(/ constCCfRW ==  (prosta 1) i  .212121 )(/ constCCfRW ==  (prosta 2) dla roztworów 
składających się z rozpuszczalnika i dwóch substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji 
oznaczonej indeksem „2” było stałe. Wartości W12/R12 obliczono na podstawie równania (40) oraz W21/R21 na podstawie równa-
nia (41)

Fig. 11. Graphic illustration of dependence .211212 )(/ constCCfRW ==  (line 1) and .212121 )(/ constCCfRW ==  (line 2) for solutions 
consisting of solvent and two dissolved substances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration desig-
nated by the subscript “2” was constant. The values of W12/R12 were calculated on the basis of equation (40) and W21/R21 on the 
basis of equation (41)

Ryc. 12. Graficzna ilustracja zależności .212222 )(/ constCCfRW ==  dla roztworów składających się z rozpuszczalnika i dwóch sub-
stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji oznaczonej indeksem „2” było stałe. Wartości 
W22/R22 obliczono na podstawie równania (42)

Fig. 12. Graphic illustration of dependence .212222 )(/ constCCfRW ==  for solutions consisting of solvent and two dissolved sub-
stances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration designated by the subscript “2” was constant. The 
values of W22/R22 were calculated on the basis of equation (42)
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Ryc. 13. Graficzna ilustracja zależności .212323 )(/ constCCfRW ==  (krzywa 1) oraz .213232 )(/ constCCfRW ==  (prosta 2) dla roztwo-
rów składających się z rozpuszczalnika i dwóch substancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji 
oznaczonej indeksem „2” było stałe. Wartości W23/R23 obliczono na podstawie równania (43) oraz W32/R32 na podstawie równa-
nia (45)

Fig. 13. Graphic illustration of dependence .212323 )(/ constCCfRW ==  (curve 1) and .213232 )(/ constCCfRW ==  (line 2) for solutions 
consisting of solvent and two dissolved substances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration desig-
nated by the subscript “2” was constant. The values of W23/R23 were calculated on the basis of equation (43) and W32/R32 on the 
basis of equation (45)

Ryc. 14. Graficzna ilustracja zależności .213131 )(/ constCCfRW ==  dla roztworów składających się z rozpuszczalnika i dwóch sub-
stancji rozpuszczonych oznaczonych indeksami „1” i „2”. Stężenie substancji oznaczonej indeksem „2” było stałe. Wartości 
W31/R31 obliczono na podstawie równania (44)

Fig. 14. Graphic illustration of dependence .213131 )(/ constCCfRW ==  for solutions consisting of solvent and two dissolved sub-
stances identified by two indexes “1” and “2”. The substance concentration designated by the subscript “2” was constant. The 
values of W31/R31 were calculated on the basis of equation (44)
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(wykres 2), obliczonych na podstawie równań od-
powiednio (43) i  (45). Krzywa ilustrująca zależność 

.212323 )(/ constCCfRW ==  jest półparabolą, leżącą w pierw-
szej ćwiartce układu współrzędnych. Z  kolei zależ-
ność .213232 )(/ constCCfRW ==  jest liniowa, a  wartości 
W23/R23 maleją wraz ze zwiększeniem wartości —C1, przy 
ustalonej wartości —C2. Półparabolą, leżącą w  pierwszej 
ćwiartce układu współrzędnych, jest także zależność 

.213131 )(/ constCCfRW ==  przedstawiona na ryc. 14. Tę za-
leżność obliczono na podstawie równania (44) i przed-
stawiono na ryc. 7. 

Wnioski
Na podstawie przeprowadzonych badań można 

sformułować następujące wnioski:
Współczynniki W11, W33 i ilorazy W11/H11, W13/H13, 

W32/H32, W33/H33, W11/L11, W13/L13, W33/L33, W13/R13, 
W33/R33 są stałe i dodatnie, a współczynniki W13= W31 
oraz ilorazy W31/H31, W12/L12, W31/L31 –  stałe i  ujem-
ne. Wartości współczynników W12, W21, W22, W23 i W32 
oraz ilorazów W12/H12, W21/H21, W22/H22, W23/H23, 
W21/L21, W22/L22, W23/L23, W11/R11, W12/R12, W21/R21, 
W22/R22, W23/R23, W32/R32 oraz W31/R22 są zależne od —C1 
przy ustalonej wartości —C2.

Wartości współczynników W32, W21 i  W12/R12 są 
dodatnie i  rosną liniowo, a  współczynniki W12 i  W23 
oraz ilorazów W23/H23, W21/R21 i  W32/R32 są ujemne 
i maleją liniowo wraz ze zwiększeniem wartości —C1 przy 
ustalonej wartości —C2. Wartości W22/H22 maleją liniowo 
wraz ze zwiększeniem wartości —C1 przy ustalonej war-
tości —C2 i  znajdują się w  pierwszej i  czwartej ćwiartce 
układu współrzędnych,

Krzywe ilustrujące nieliniowe zależności współ-
czynnika W22 i  ilorazu W22/R22 od wartości —C1 przy 
ustalonej wartości —C2 znajdują się w pierwszej i czwartej 
ćwiartce układu współrzędnych. 

Krzywe ilustrujące zależności ilorazów, W12/L12 
i W11/R11 od —C1 przy ustalonej wartości —C2 są hiperbola-
mi znajdującymi się w pierwszej ćwiartce układu współ-
rzędnych, krzywa ilustrująca zależność ilorazu W23/L23 
od —C1 przy ustalonej wartości —C2 jest hiperbolą znajdującą 
się w czwartej ćwiartce układu współrzędnych, a krzywa 
ilustrująca zależność ilorazu W22/L22 od —C1 przy ustalo-
nej wartości —C2 jest hiperbolą znajdującą się w pierwszej 
i czwartej ćwiartce układu współrzędnych. 

Krzywe ilustrujące zależności ilorazów W23/R23 
i W31/R31 od —C1 przy ustalonej wartości —C2 są półpara-
bolami znajdującymi się w  pierwszej ćwiartce układu 
współrzędnych. 
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