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EFEKTYWNOSC METODY k-SREDNICH
W ZALEZNOSCI OD SEPAROWALNOSCI GRUP

Streszczenie: W pracy przedstawiono wybrane wyniki badan symulacyjnych dotyczacych
efektywnosci metody k-$rednich, mierzonej procentem poprawnie zaklasyfikowanych ob-
serwacji w zalezno$ci od separowalnos$ci grup, blednej specyfikacji liczby skupien oraz
obecnosci obserwacji odstajacych. Znaleziono analityczng posta¢ funkcji opisujacej efek-
tywnos¢ metody k-$rednich przy poprawnym ustaleniu liczby grup.

Stowa kluczowe: analiza skupien, metoda £-$rednich, efektywnos¢.

1. Wstep

Metoda k-$rednich jest jedng z najpopularniejszych metod taksonomicznych. Nie-
wiele osob, nawet w Polsce, wie, Ze jej zasady jako pierwszy zaproponowat Hugo
Steinhaus [1956]. W 1957 r. metode opisat S. Lloyd w wewnetrznym opracowaniu
dla Bell Laboratories. Opublikowatl ja dopiero w 1982 r. Lloyd [Lloyd 1982].
Najczesciej nazwa metody: k-Srednich kojarzona jest z Jamesem MacQueenem
[MacQueen 1967]. Istnieje wiele wersji i modyfikacji metody k-$rednich. Dobry
przeglad historyczny zawierajg prace [Bock 2007 oraz Jain 2010].

Standardowy algorytm metody k-§rednich obejmuje nastgpujace kroki (przy
zadanym k):

1) wybor wstepnych srodkow skupien,

2) przyporzadkowanie kazdego obiektu do najblizszego $rodka,

3) wyznaczenie nowych $rodkdéw skupien,

4) powro6t do punktu (2).

Przesuwanie punktow konczy si¢, gdy kazdy punkt jest blizej srodka wlasnej
grupy niz jakiejkolwiek innej.
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2. Cel pracy

Jednym z celéw niniejszej pracy byla ocena efektywno$ci metody k-Srednich w
zalezno$ci od odleglosci skupien. Jest oczywiste, ze metoda tym tratniej bedzie
rozpoznawata obserwacje i dzielita zbior, im dalej od siebie potozone sg $rodki
grup. Dlatego naszym zadaniem bylo poszukiwanie postaci analitycznej funkcji,
ktora bedzie dobrze opisywata zmiang efektywnosci metody w zaleznosci od sepa-
rowalno$ci grup. Efektywnos$¢ jest tu mierzona procentem prawidtowo zidentyfi-
kowanych obiektow. W pracy przedstawiono tez niektore wyniki badan wptywu
obserwacji odstajacych na zachowanie si¢ metody k-$rednich oraz zakldcenia efek-
tywnosci wynikajace z niewtasciwej identyfikacji liczby grup.

3. Badania symulacyjne

Model symulacyjny przewidywat analizy w przestrzeni dwuwymiarowej dla zada-
nej liczby trzech grup. Obserwacje z tych grup generowane sg przez dwuwymiaro-
we rozklady normalne o niezaleznych sktadowych. Rozwazano rozktady o brze-
gowych odchyleniach standardowych 1 oraz 2. Grupy oddalajg si¢ od siebie
wzdtuz prostej y = x, a odleglto$§¢ migdzy srodkami grup oznaczona jest przez o.

x(.2]

Rys. 1. Rozrzut punktow dla k =3 oraz o = 2,5

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Generowano proby o liczebnosciach 500 oraz 1000. W badaniach wykorzystano
program napisany specjalnie w tym celu w $rodowisku R. Wstepne $rodki grup
wybierane byly w sposob losowy, a jako miare odleglosci wzigto odleglos¢ eukli-
desowa. Efektywno$¢ byla mierzona frakcja obiektow poprawnie zakwalifikowa-
nych. Przykltadowy rozrzut punktow dla k£ = 3, o = 2,5 przedstawiono na rys. 1.
Efektywnos¢ wyniosta w tym przypadku 0,942.

A) iteracja 1 B) iteracja 100

Rys. 2. Oddalanie si¢ grup w modelu symulacyjnym

Zrodlo: obliczenia wlasne.

W analizach symulacyjnych badano zmiany efektywnosci zwigzane ze stop-
niowym oddalaniem si¢ grup od siebie, z niewielkim skokiem, rownym 0,01 (poje-
dynczy skok to tzw. iteracja). Srodkowa grupa ma obydwie warto$ci przecietne
rowne zeru. Pierwsza grupa ma wartosci przecig¢tne roéwne u; = —1 — 0,01 j, gdzie j
jest numerem iteracji. Warto$ci przecigtne trzeciej grupy sg rowne u; = +1+ 0,01 .
Oddalanie si¢ grup ilustruje rys. 2.
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4. Wyniki analizy efektywnoS$ci metody A-Srednich

Na drodze analizy wynikéw symulacyjnych badan efektywnos$ci oraz prob dopa-
sowywania réznych funkcji analitycznych stwierdzono, ze efektywno$¢ metody
k-$rednich da si¢ bardzo dobrze opisa¢ za pomocg funkcji (przy zatozeniu prawi-
dtowej specyfikacji liczby grup):

E = ﬂo + ﬁla_l + ,320!_2 + ,330!_3.
Wykorzystujac wyniki symulacji, oszacowano parametry tej funkcji metoda
najmniejszych kwadratow, otrzymujac:
E =0,953729 + 0,785544a~* — 3,568560a 2 + 2,609153a 3.

Parametry tej funkcji sg wysoce istotne statystycznie (co stwierdzono testem
istotnosci parametrow strukturalnych modelu regresji wielorakiej, wykorzystuja-
cym statystyke #-Studenta), a jej przebieg ilustruje rys. 3.

o
-

0.9

efeklywnosé podziatu
0.8

—
—

T T T T T
2 3 4 5 6 7 8

Srednia odlegtosc srodkow skupisk
Rys. 3. Efektywnos¢ metody k-$rednich w zaleznosci od odlegtosci skupisk

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Wykonano szereg analiz symulacyjnych, pozwalajacych na ocene efektywnosci
metody k-$rednich przy niewlasciwym ustaleniu liczby skupisk oraz w przypadku
obecnos$ci obserwacji odstajacych. Tutaj prezentujemy tylko wybrane, typowe wy-
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066
1

063
1

elektywnosE podzialu dia k=2
Ded
[

052
1

| | i I 1 ] I

2 3 4 ] & 7 B
drednia odleglost Srodkdw skupisk

Rys. 4. Efektywnos¢ metody k-$rednich w przypadku przyjecia k = 2 zamiast k=3

Zrddlo: obliczenia wiasne.
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Rys. 5. Efektywnos¢ metody k-$rednich przy blednym podaniu k = 4 zamiast k =3

Zrbddlo: obliczenia wiasne.
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niki. Jezeli btednie przyjeto £ = 2 (zamiast k = 3), to efektywno$¢ nieznacznie tyl-
ko przekracza 2/3, gdyz jedna grupa (Srodkowa) jest sztucznie rozdzielana na dwie
czesci (rys. 4).

Przy podaniu zbyt duzej liczby skupisk jedno z nich jest sztucznie rozdzielane,
a efektywnos$¢ (przy przyjeciu prawidlowej identyfikacji jako tej, ktora dobrze
przyporzadkowuje kod grupy) niejako rozdziela si¢ i nie poprawia nawet przy du-
zej separowalnosci (rys. 5).

=]
—

efektywnodd podziaiu
08

0.7

0.5

2 4 G 3
Srednia odieglosc Srodkdow skupisk

Rys. 6. Efektywnos¢ metody k-Srednich w przypadku obecnoéci 1% punktéw odstajacych

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Ciekawe, lecz raczej spodziewane wyniki przyniosty analizy efektywnosci przy
obecnosci obserwacji odstajacych. W eksperymencie symulacyjnym zamieniano
1% losowo wybranych punktéw na punkty o wspotrzednych (15, 15). Jezeli w
przebiegu metody k-$rednich taki punkt odstajacy zostaje wylosowany jako wstep-
ny $rodek skupienia, wowczas metoda nie jest w stanie go juz opusci¢. Dla pozo-
statych punktow brakuje wiec jednego $rodka i efektywnos$¢ nie przekracza 2/3.
Gdy punkt odstajacy nie jest wybierany jako wstepny srodek, to jest przyporzad-
kowywany do trzeciej grupy, a punkty odstajagce obnizaja tylko graniczng, maksy-
malng efektywnos$¢.
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5. Podsumowanie

Badania symulacyjne wykazaly oczywiste 1 spodziewane zjawisko poprawiania si¢
efektywnosci metody k-§rednich w miar¢ wzrostu separowalnosci grup. Osiggnig-
ciem pracy jest zidentyfikowanie analitycznej postaci funkcji (i oszacowanie jej
parametréw), ktora bardzo dobrze opisuje zmiany tej efektywnosci. Prawdopodo-
bienstwo zaktocenia poprawnosci dziatania metody k-§rednich przez obserwacje
odstajace wzrasta wraz ze wzrostem udziatu tych obserwacji w ogdlnej liczbie
klasyfikowanych obiektow, gdyz wowczas wzrasta prawdopodobienstwo tego, ze
taki punkt izolowany zostanie wylosowany jako wstgpny $rodek grupy. Ekspery-
menty symulacyjne potwierdzily tez kluczowe znaczenie wtasciwego wyboru licz-

by grup.
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CLUSTER SEPARABILITY AND THE EFFECTIVENESS
OF K-MEANS METHOD

Summary: Selected results of simulation analysis on kA-means method effectiveness is pre-
sented in the paper. The effectiveness is measured by the percentage of correctly identified
observations. The effectiveness has been studied depending on group separability, wrongly
identified number of clusters and the presence of outliers. The analytical function describing
the effectiveness has been found and estimated.

Keywords: cluster analysis, k~-means, effectiveness.





