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WIELOMIANOWE MODELE LOGITOWE
WYBOROW DYSKRETNYCH I ICH IMPLEMENTACJA
W PAKIECIE DiscreteChoice PROGRAMU R

Streszczenie: Celem artykutu jest prezentacja pakietu DiscreteChoice, opracowanego
dla srodowiska R, ktéry moze by¢ stosowany do analizy wyboréw konsumentéw ze zbioru
dostepnych opcji. Pakiet zawiera implementacje¢ wielomianowego, warunkowego oraz mie-
szanego modelu, a takze funkcje, ktore moga by¢ zastosowane w metodzie wyborow dys-
kretnych do konstrukcji eksperymentu m.in. budowy czastkowego uktadu czynnikowego,
kodowania zbioru opcji i estymacji modelu. W artykule przedstawione zostaty przyktady za-
stosowania funkcji pakietu Di screteChoice w analizie preferencji konsumentow.

Stowa kluczowe: mikroekonometria, preferencje, wielomianowe modele logitowe wyborow
dyskretnych, program R.

1. Wstep

W badaniach preferencji wyrazonych stosowane sg najcze$ciej metody dekompo-
zycyjne, ktorych idea polega na rozkladzie (dekompozycji) preferencji empirycz-
nych (wyrazonych na przyktad w badaniu ankietowym) na uzytecznosci czastkowe
pozioméw atrybutéw opisujacych badane profile produktow lub ustug. Wérod me-
tod dekompozycyjnych wyrdznia si¢ dwie podstawowe grupy: metody conjoint
analysis oraz metody wyborow dyskretnych.

Podstawe teoretyczng modeli wyboréw dyskretnych stanowi teoria uzyteczno-
sci losowej [Coombs, Dawes, Tversky 1977, s. 214], ktora umozliwia kwantyfika-
cj¢ uzytecznosci, a w konsekwencji identyfikacje czynnikow, ktorymi kierujg sig
konsumenci, wybierajac okreslone produkty lub ustugi. Czynniki te moga by¢
zwigzane zarOwno z charakterystykami konsumentow, jak i atrybutami produktow
lub ustug. Oznacza to, ze w badaniu preferencji konsumentow zastosowanie znaj-
duja modele kategorii nieuporzadkowanych, wsérdd ktorych najczesciej stosowane
modele to: wielomianowy model logitowy, warunkowy model logitowy oraz mie-
szany model logitowy [Winkelmann, Boes 2006].
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W literaturze przedmiotu rozréznienie migdzy tymi modelami nie jest jedno-
znacznie interpretowane. Celem artykutu jest oméwienie podstawowych rdznic
migdzy wyrdznionymi modelami logitowymi [Bak 2012] oraz prezentacja pakietu
DiscreteChoice opracowanego dla programu R [Bak, Barttomowicz 2013a],
ktoérego funkcje umozliwiaja realizacj¢ procedury badawczej opartej na wyborach z
wykorzystaniem modeli wielomianowych. Funkcje pakietu zilustrowano przyktadem
zastosowania w empirycznych badaniach preferencji wyrazonych konsumentow.

2. Wielomianowe modele logitowe wyboréw dyskretnych

W badaniach marketingowych prowadzonych za pomocg metod wyborow dyskret-
nych znajdujg zastosowanie modele kategorii nieuporzadkowanych w postaci wie-
lomianowego (MultiNomial Logit Model — MNLM) i warunkowego (Conditional
Logit Model — CLM) modelu logitowego oraz mieszanego modelu logitowego
(Mixed Logit Model — MLLM), bedacego potaczeniem wymienionych modeli [Ca-
meron, Trivedi 2009, s. 500].

Wielomianowy model logitowy jest uogoélnieniem modelu logitowego dla da-
nych binarnych i moze by¢ stosowany, gdy zmienna objasniana przyjmuje w spo-
sob dyskretny wartosci ze zbioru liczacego wigcej niz dwie kategorie. Model wy-
wodzi si¢ z teorii uzytecznosci losowej oraz tzw. aksjomatu wyboru Luce’a (mode-
lu statej uzytecznosci) [Coombs, Dawes, Tversky 1977, s. 217; Bierlaire 1997].
Wielomianowy model logitowy mozna przedstawi¢ w postaci [So, Kuhfeld 1995;
Long 1997, s. 151; Powers, Xie 2008, s. 243; Cameron, Trivedi 2009, s. 500;
Gruszezynski (red.) 2010, s. 161]:

 ew(p)
Sew(vi5) 0

ki

gdzie: B,— prawdopodobiefistwo wyboru i-tej kategorii przy k-tym stanie zmien-
nych objasniajacych opisujacych konsumentow; x; — wektor reprezentujacy k-ty
wiersz macierzy X (warto$ci zmiennych objasniajacych dla k-tego konsumenta);
B, — wektor parametréw zwigzany z i-t kategoriag zmiennej objasniane;.

W przypadku warunkowego modelu logitowego zaproponowanego przez
McFaddena [McFadden 1974, s. 105-142] prawdopodobienstwo wyboru i-tego
profilu ze zbioru liczacego n elementéw jest szacowane na podstawie zaleznosci

[So, Kuhfeld 1995, s. 7; Long 1997, s. 178; Powers, Xie 2008, s. 256; Cameron,
Trivedi 2009, s. 500; Gruszczynski (red.) 2010, s. 172-173]:

exp(z,fia)

S exp(z)a)
=1

ki

)
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gdzie: P,— prawdopodobiefistwo wyboru i-tej kategorii przy k-tym stanie zmien-
nych objasniajacych; z, — k-ty wektor macierzy Z (zmiennych objasniajacych opi-
sujacych i-tg opcj¢ wybrana przez k-tego konsumenta); « — wektor parametrow.

Zaréwno wielomianowe, jak i warunkowe modele logitowe wykorzystywane sa
do analizy wyborow indywidualnych ze zbioru dostepnych alternatyw (kategorii,
opcji, profilow), przy czym w modelu wielomianowym (1) szacuje si¢ prawdopo-
dobienstwo wyboru i-tej opcji z uwzglgdnieniem zmiennych objas$niajacych cha-
rakteryzujacych konsumentoéw, podczas gdy w modelu warunkowym (2) jest to
prawdopodobienstwo wyboru i-tej opcji ze wzgledu na wartosci zmiennych objas-
niajacych charakteryzujacych te opcje. Wynika to z zatozenia — co stanowi jedno-
cze$nie gtowne rozroznienie tych modeli — ze w wielomianowym modelu logito-
wym analizuje si¢ cechy konsumentow i ich wpltyw na wybory okreslonych opcji.
W modelu warunkowym natomiast analizuje si¢ cechy produktow lub ustug (opcji
wyboru) i ich wplyw na dokonywane przez konsumentow wybory.

W mieszanym modelu logitowym (3) prawdopodobienstwo wyboru i-tej kate-
gorii przy k-tym stanie zmiennych objasniajgcych opisa¢ mozna za pomocg zalez-
nosci:

exp(ka,b’l. + z,ga)

ey ‘
Zexp(x[ﬂl +sz,0¢)
=1

Model mieszany uwzglednia zardéwno cechy konsumentdw, jak i cechy opisu-
jace opcje wyboru. Oznacza to, ze macierze zmiennych objasniajacych uwzgled-
niajg zarowno indywidualne charakterystyki konsumentow, jak i charakterystyki
produktéw lub ustug.

ki

3)

3. Pakiet DiscreteChoice programu R

Pakiet DiscreteChoice [Bgk, Barttomowicz 2013a] to autorskie oprogramo-
wanie zawierajace implementacj¢ wielomianowych modeli logitowych wyborow
dyskretnych dla programu R [R Development Core Team 2013], udostepniane na
podstawie licencji GNU GPL. Korzystanie z pakietu wymaga zainstalowania wer-
sji bazowej programu R oraz pakietow AlgDesign i rms. Pakiet mozna pobrad
1 zainstalowa¢ ze strony internetowej Katedry Ekonometrii i Informatyki Uniwer-
sytetu Ekonomicznego we Wroctawiu'.

W aktualnej wersji pakietu (1.00) oferowanych jest 12 funkcji, ktoére umozli-
wiajg (por. tab. 1): wygenerowanie uktadu badania w postaci czastkowego uktadu
czynnikowego z zadeklarowang liczbg blokoéw oraz profilow w kazdym z blokow
(funkcja MNMdesign), przekonwertowanie danych o indywidualnych wyborach

"'URL: http://keii.ue.wroc.pl/DiscreteChoice.
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konsumentéw na zbiory danych dla modeli logitowych (funkcje: MNLdata,
CLMdata, MLMdata), estymacj¢ parametrow modeli logitowych (funkcje: MNL-
model, CLMmodel, MLMmodel) z wykorzystaniem funkcji optim [zob. Jackman
2007] oraz szacowanie prawdopodobienstw wyboréw profilow wedtug zadanych
modeli (funkcje: MNLprob, CLMprob, MLMprob). Ponadto w roli funkcji specjal-
nego przeznaczenia wymieni¢ nalezy funkcje CLMattrsel, ktorej zadaniem jest

Tabela 1. Funkcje pakietu DiscreteChoice

Funkcje pakietu
MNMdesign (vars, names, blocks=3, profiles=6) - funkcja generujgca czast-
kowy ukfad czynnikowy z sugerowang liczbg blokéw oraz profildw w kazdym z blokéw
(wliczajgc profil ,zaden z powyzszych”)
MNLdata (y, x, z) — funkcja konwertujgca macierz danych opisujgcg indywidualne
wyboryna zbiér danych do wielomianowego modelu logitowego
CLMdata (x, y) — funkcja konwertujgca macierz danych opisujaca indywidualne wybory
na zbiér danych do warunkowego modelu logitowego
MLMdata (y, %, z) — funkcja konwertujgca macierz danych opisujgcg indywidualne
wybory na zbiér danych do mieszanego modelu logitowego
MNLmodel (y, x, z) — funkcja wyznacza wartosci wyrazéw wolnych dla indywidualnych
predyspozycji jednostki (charakterystyk konsumentéw), wykorzystujac wielomianowy mo-
del logitowy; wartosci parametrow reprezentujg efekt wptywajgcy na prawdopodobienstwo
wyboru opcji (profiléw) w stosunku do opciji (profilu) odniesienia
CLMmodel (x, vy) — funkcja wyznacza wartosci wyrazéw wolnych dla charakterystyk
alternatyw (atrybutéw produktéw lub ustug), wykorzystujgc warunkowy model logitowy
MLMmodel (y, x, z) — funkcja wyznacza wartosci wyrazéw wolnych dla indywidualnych
predyspozycji jednostki (charakterystyk konsumentéw) oraz charakterystyk alternatyw
(atrybutéw produktéw lub ustug), wykorzystujgc mieszany (hybrydowy) model logitowy
MNLprob(y, x, z) — funkcja szacujgca prawdopodobienstwo wyboru profiléw wedtug
wielomianowego modelu logitowego
CLMprob (x, y) — funkcja szacujgca prawdopodobienstwo wyboru profilow wedtug wa-
runkowego modelu logitowego
MLMprob (y, x, z) — funkcja szacujgca prawdopodobienstwo wyboru profilow wedtug
mieszanego modelu logitowego
CLMattrsel (x, y) — funkcja generujgca zbiér zmiennych (bez zmiennych powtarzajg-
cych sie) do warunkowego modelu logitowego
CLMgraph (x, y) — funkcja generujgca wykres ilorazu hazardu na podstawie modelu
warunkowego

Argumenty funkgji
vars wektor liczby pozioméw zmiennych
names wektor nazw zmiennych
blocks liczba blokéw (parametr opcjonalny), warto$¢ domysina: blocks=3
profiles |liczba profildbw w kazdym z blokéw (parametr opcjonalny), warto$¢ domysina:
profiles=6
v wektor lub macierz zmiennych opisujgcych indywidualne wybory (zmienna
objasniana)
macierz zmiennych objasniajgcych, np. charakterystyk opcji wyboru (alternatyw)
z macierz parametréw zwigzanych z kategoriami zmiennej objasnianej

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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selekcja zbioru zmiennych dla warunkowego modelu logitowego (pominigcie
zmiennych sztucznych wspotliniowych) oraz funkcje CLMgraph, ktéra generuje
wykres ilorazu hazardu dla modelu warunkowego.

Nalezy zauwazy¢, ze prezentowany pakiet wspiera nierealizowane dotychczas
w zadnym z pakietow programu R elementy procedury metody wyboréw dyskret-
nych.

Szczegotowa charakterystyka oraz przyktady zastosowania wszystkich funkcji
dostepne sa w dokumentacji pakietu DiscreteChoice.

4. Badanie preferencji z wykorzystaniem
pakietu DiscreteChoice

W przyktadzie ilustrujagcym sposdb wykorzystania wielomianowych modeli logi-
towych identyfikacja i analiza preferencji respondentow dotyczy ustug gastrono-
micznych [Bak, Barttomowicz 2013b]. W badaniu wytypowano 4 atrybuty (wraz
z odpowiadajacymi im poziomami): cen¢ (do 10 zt, 10-20 zt, powyzej 20 zt), miejsce
konsumpcji (bar, restauracje, stotdwke, punkt gastronomiczny), rodzaj konsumpcji
(positek, deser, napdj) oraz godzing konsumpcji (poranng, popotudniowa, wieczor-
ng). Badanie przeprowadzono wérdd mieszkancow Jeleniej Gory i okolic w roku
2010, co ostatecznie umozliwito wykorzystanie danych® ze 136 prawidlowo wy-
petionych kwestionariuszy ankietowych.

Pomimo ze w badaniu mozna byto wykorzysta¢ maksymalnie 108 roznych pro-
filow ustug gastronomicznych, ostatecznie na potrzeby badania wytypowano 3
zbiory danych po 6 profilow, w ktérych na ostatniej (6., 12. oraz 18.) pozycji zna-
lazty si¢ profile odniesienia (indeksy kodowania o jeden wigksze niz liczba pozio-
mow danej zmiennej):

> X<-MNMdesign (vars=c(3, 4, 3, 3), names=c(”"price”, ”“place”, ”“kind”,
”"time”), profiles=6, blocks=3)
> print (X)
price place kind time
1 2 4 2 1
2 1 1 3 1
3 1 3 2 2
4 3 3 3 2
5 2 3 1 3
6 4 5 4 4
7 1 4 1 2
8 3 1 2 2
9 2 2 2 2
10 2 2 3 2
11 2 1 3 3
12 4 5 4 4
13 2 3 3 1

% Dane zostaty zebrane przez M. Wiectaw.
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14 2 1 1 2
15 3 4 3 2
16 3 4 2 3
17 1 2 3 3
18 4 5 4 4

Dla przyktadu, blok pierwszy (wiersze 1-6 macierzy X) to zakodowany zbior
profilow (wraz z profilem odniesienia) prezentowany przez tab. 2.

Tabela 2. Przykladowy zbior profilow do wyboru

Cena Miejsce konsumpcji | Rodzaj konsumpcji | Godzina konsumpcji Wybor
(price) (place) (kind) (time) (choice)
10-20 zt bar deser poranna 1
do 10 zt restauracja napdj poranna 2
do 10 zt stotowka deser popotudniowa 3
powyzej 20 zt | stotdwka napdj popotudniowa 4
10-20 zt stotowka positek wieczorna 5
zaden z profilow 6

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Respondenci za kazdym razem wybierali 1 z 6 profilow. Zmienng specyficzng
dla respondenta jest wiek (age), wybrang opcj¢ wyboru okresla cena (price),
natomiast wybrany profil reprezentuje zmienna (choice).

W wyniku zastosowania funkcji MNLmodel, w wielomianowym modelu logi-
towym otrzymuje si¢ oszacowania parametrow dla charakterystycznej dla respon-
dentow zmiennej specyficznej wiek (age):

> zl<-as.data.frame(Z[, 2])
> n<-names (Z)
> colnames (z1)<-n[2]
> MNLmodel (Y3, X3, zl)
Sestimate

coef se t Pr(>|t|) exp(coef)
interceptl -3.8384611 2.1502095 -1.78515680 0.0742359 0.0215267
intercept2 1.0990329 0.7011029 1.56757717 0.1169798 3.0012621
intercept3 1.0298781 0.9619891 1.07057149 0.2843621 2.8007244
interceptd4 -0.0127671 1.0149001 -0.01257966 0.9899631 0.9873141
intercept5 1.9049344 0.8047372 2.36715092 0.0179256 6.7189668
agel 0.5098369 0.5252525 0.97065107 0.3317221 1.6650196
age?2 -0.0460678 0.2040738 -0.22574088 0.8214029 0.9549772
age3 -0.5154486 0.3236660 -1.59253243 0.1112651 0.5972326
aged -0.2220330 0.3141375 -0.70680196 0.4796895 0.8008889
ageb -0.5731541 0.2643481 -2.16817938 0.0301450 0.5637445
$logLik
[1] -199.8646
SMcFaddenR2

[1] 0.026917
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Uzyskany zestaw wynikow (5 wyrazoéw wolnych (intercept) oraz 5 para-
metréow dla zmiennej specyficznej (age)) reprezentuje efekt wpltywajacy na praw-
dopodobienstwo wyboru opcji (profilu) 1-5 w stosunku do profilu odniesienia
oznaczonego numerem 6. Porownanie uzyskanych warto$ci wskazuje, ze profil 1
jest wybierany gtownie przez mtodszych respondentow (w wieku do 25 lat).

W wyniku zastosowania funkcji MNLprob uzyskuje si¢ oszacowania prawdo-
podobienstwa wyboru poszczegdlnych profilow przez respondentdéw (na poziomie
indywidualnym oraz w przekroju wszystkich respondentow):

> zl<-as.data.frame(Z[,2])
> n<-names (2)
> colnames (z1)<-n[2]
> MNLprob (Y3, X3, zl)

pl p2 P3 p4 PS5 Po6
[1,] 0.01650361 0.4341366 0.09909333 0.08423948 0.19993692 0.1660900
[2,] 0.03242261 0.4891803 0.06982926 0.07960448 0.13299180 0.1959715
[3,] 0.03242261 0.4891803 0.06982926 0.07960448 0.13299180 0.1959715
[4,] 0.06014667 0.5204827 0.04646493 0.07103201 0.08353173 0.2183420
[5,] 0.06014667 0.5204827 0.04646493 0.07103201 0.08353173 0.2183420
[6,] 0.06014667 0.5204827 0.04646493 0.07103201 0.08353173 0.2183420

> apply (Pmnl, 2, "mean")

pl p2 p3 p4 pS po6
0.02205912 0.41911326 0.10293990 0.08088135 0.21323584 0.16177054

Nalezy zauwazy¢, ze sposrod profilow pl-p6 prawdopodobienstwo wyboru
profilu 2 jest najwigksze (cena — 10-20 zl, miejsce — restauracja, rodzaj — positek,
godzina konsumpcji — popotudniowa). Prawdopodobienstwo wyboru profilu 1 jest
natomiast najmniejsze (cena — powyzej 20 zt, miejsce — stotowka, rodzaj — napdj,
godzina konsumpcji — poranna). Podobne oszacowania uzyskuje si¢ w wyniku
zastosowania funkcji CLMprob (w odniesieniu do wszystkich 18 profilow):

> Pclm<-CLMprob (X, Y)
> print (Pclm)

Sprobave

pl P2 r3 p4 PS5 p6
0.009243354 0.016961742 0.018691963 0.013300332 0.033819154 0.071208816

7 P8 P9 pl0 pll pl2
0.108384655 0.056830334 0.051394611 0.059358559 0.108690721 0.071208816

pl3 pld pl5 pl6 pl7 pl8
0.003265141 0.155407830 0.043486643 0.040435557 0.067102958 0.071208816
Sprobavesort

pl4 pll p7 po pl2 pl8
0.155407830 0.108690721 0.108384655 0.071208816 0.071208816 0.071208816

pl7 pl0 p8 jo} pl5 plé
0.067102958 0.059358559 0.056830334 0.051394611 0.043486643 0.040435557

p5 p3 P2 p4 pl pl3

0.033819154 0.018691963 0.016961742 0.013300332 0.009243354 0.003265141
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Sposrod profilow pl-p18 prawdopodobienstwo wyboru profilu 14 jest najwiek-
sze (cena — 10-20 zl, miejsce — restauracja, rodzaj — posilek, godzina konsumpcji —
popotudniowa). Najmniejszym prawdopodobienstwem wyboru charakteryzuje si¢
13 profil (cena — 10-20 zt, miejsce — stotdéwka, rodzaj — napoj, godzina konsumpcji
— poranna).

W przypadku modelu mieszanego zastosowanie funkcji MLMprob pozwala po-
twierdzi¢ wyniki uzyskane za pomocg funkcji CLMprob:

> zl<-as.data.frame(Z[, 1])
> n<-names (2)
> colnames (zl)<-n[1]
> xl<-as.data.frame(X3[, 1])
> n<-names (X3)
> colnames (x1)<-n[1]
> MLMprob (Y3, x1, zl)

pl p2 p3 ol joiS) po6
[1,] 0.030128257 0.4435556 0.11584168 0.09468429 0.1684209 0.1473693
[2,] 0.030128257 0.4435556 0.11584168 0.09468429 0.1684209 0.1473693
[3,] 0.001680195 0.3641731 0.07310887 0.04884232 0.3170734 0.1951221
[4,] 0.001680195 0.3641731 0.07310887 0.04884232 0.3170734 0.1951221
[5,] 0.030128257 0.4435556 0.11584168 0.09468429 0.1684209 0.1473693
[6,] 0.030128257 0.4435556 0.11584168 0.09468429 0.1684209 0.1473693
>

apply (Pmlm, 2, "mean")
pl p2 P3 jol! PS5 r6
.02155200 0.41962410 0.10295899 0.08086428 0.21323522 0.16176541
Pmlm<-as.matrix (apply (Pmlm, 2, "mean"))
> Pmlm[order (Pmlm, decreasing=TRUE), ]
p2 PS5 p6 Pr3 p4 pl
0.41962410 0.21323522 0.16176541 0.10295899 0.08086428 0.02155200

Vv o

Profil 2 jest preferowany w najwigkszym stopniu (cena — 10-20 zi, miejsce —
restauracja, rodzaj — posiltek, godzina konsumpcji — popotudniowa). Prawdopodo-
bienstwo wyboru profilu 1 (z poranng godzing konsumpcji) jest najnizsze.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze analize¢ preferencji respondentow w odnie-
sieniu do wybranych opcji (atrybutéw) umozliwia model warunkowy oraz funkcja

CLMmodel:
> clm<-CLMmodel (X, Y)
> print (clm)

Sestimate

coef se t Pr(>|t]) exp(coef)
cenal 0.0625235 0.2709762 0.23073429 0.8175212 1.0645195
cena? 0.0112104 0.2982141 0.03759178 0.9700131 1.0112735
cena3l -0.4218441 0.2426206 -1.73869861 0.0820878 0.6558363
miejscel 0.4116794 0.1848646 2.22692392 0.0259524 1.5093505
miejsce2 -0.1219120 0.2678896 -0.45508299 0.6490495 0.8852263
miejsce3 -1.1846648 0.2621713 -4.51866699 0.0000062 0.3058487
rodzajl 0.4288651 0.2170864 1.97555029 0.0482057 1.5355139
rodzaj2 -0.1440630 0.1637459 -0.87979607 0.3789698 0.8658332
godzinal -1.9088592 0.3150913 -6.05811458 0.0000000 0.1482494
godzina2 -0.0713187 0.1431154 -0.49833002 0.6182515 0.9311651
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$logLik
[1] -652.0696
SMcFaddenR2
[1] 0.0696202
$SLR
af Chisqg Pr (>Chisq)
[1,] 5 97.5886 1.702566e-19

Wartosci exp (coef) oznaczaja wspotczynniki ilorazu hazardu wybranych
atrybutéw. Analiza wspotczynnikow wskazuje, Zze respondenci preferujg niska lub
$rednig ceng, restauracje, positki (tudziez popoludniowa godzing konsumpcji), co
potwierdza wykres ilorazu hazardu uzyskany z zastosowaniem funkcji CLMgraph:

eenal cena2 cenal misjsee2 misjsead rodzajt rodza2 godzinal godzinaZ
atrybuty

Rys. 1. Wplyw opcji wyboru (atrybutéw) na wybor profilow

exp(E)
=

n

misjsoet

Zrédto: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.

5. Podsumowanie

Mikroekonometryczne wielomianowe modele logitowe znajduja zastosowanie
w analizie preferencji wyrazonych z wykorzystaniem podej$cia opartego na wybo-
rach dyskretnych. Rézne typy modeli wielomianowych mogg by¢ szacowane za
pomocg metody najwigkszej wiarygodno$ci z zastosowaniem iteracyjnego algo-
rytmu optymalizacyjnego. Estymacja réznych typéw wielomianowych modeli logi-
towych wymaga roznej struktury danych empirycznych. Pakiet DiscreteChoi-
ce zawiera funkcje przeksztatcajace dane empiryczne do postaci wymaganych
struktur oraz funkcje szacujace parametry roznych typow wielomianowych modeli
logitowych wyboréw dyskretnych.
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MICROECONOMIC MULTINOMIAL
LOGIT MODELS AND THEIR IMPLEMENTATION
IN THE DiscreteChoice R PACKAGE

Summary: The main aim of the paper is to present the DiscreteChoice package devel-
oped for R program, which can be used to analyze consumers’ preferences. The package
contains an implementation of the discrete choice method, and some extensions are prepared
to build fractional factorial design, to code the variables and to estimate of discrete choice
model. Functions of DiscreteChoice package and their application in marketing re-
search are presented in the article.

Keywords: microeconometrics, preferences, multinomial logit models of discrete choice
method, R program.
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WYKORZYSTANIE MODELI
LOGARYTMICZNO-LINIOWYCH

DO ANALIZY BEZROBOCIA W POLSCE
W LATACH 2004-2012'

Streszczenie: Analiza logarytmiczno-liniowa pozwala na szczegdtowa ocene¢ zaleznoS$ci
pomigdzy dowolng liczba zmiennych niemetrycznych. W analizie tej wyrdznia si¢ wiele ro-
dzajow zalezno$ci, a jako$¢ dopasowania modelu do danych ocenia si¢ za pomocg wspot-
czynnika chi-kwadrat, ilorazu wiarygodnosci oraz kryteriow informacyjnych. W ciggu kilku
lat bezrobocie w Polsce stalo si¢ jednym z powazniejszych problemoéw ekonomiczno-
-spotecznych. Mozna zaobserwowac duze jego zroznicowanie pomi¢dzy réznymi regionami
wiérod osob z wyzszym wyksztalceniem, a takze wzgledem pici. W niniejszym artykule mo-
dele logarytmiczno-liniowe wykorzystano do analizy struktury bezrobocia w Polsce w la-
tach 2004-2012 na podstawie tablic zmiennych w czasie. Badanie przeprowadzono na pod-
stawie danych pochodzacych z Gtéwnego Urzgdu Statystycznego. Obliczenia przeprowa-
dzone zostana w programie R.

Stowa kluczowe: analiza logarytmiczno-liniowa, tablice kontyngencji, bezrobocie.

1. Wstep

Analiza logarytmiczno-liniowa, nalezaca do wiclowymiarowej analizy danych, jest
metodg wykorzystywang do badania zaleznos$ci pomi¢dzy zmiennymi niemetrycz-
nymi zapisanymi w wielowymiarowej tablicy kontyngencji. W metodzie tej nie
rozroznia si¢ zmiennej zaleznej oraz niezaleznej, gdyz wszystkie zmienne trakto-
wane sg jako zmienne niezalezne.

Modelowaniu poddane sg liczebnosci w poszczegolnych komoérkach tablicy
kontyngencji, ktére pelnig role zmiennej zaleznej. Liczebnosci te traktowane sg
jako realizacja pewnej zmiennej losowej. Model logarytmiczno-liniowy zdefinio-
wany jest jako wyrazenie liczebnosci oczekiwanych (m,; ) w postaci funkeji para-

! Projekt zostat sfinansowany ze $rodkéw Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podsta-
wie decyzji numer DEC-2012/05/N/HS4/00174.
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metrow reprezentujacych charakterystyki zmiennych dyskretnych oraz zachodza-
cych pomiedzy nimi relacji (interakcji). Budowanych jest wicle modeli, przy czym
kazdy z nich moze zawiera¢ r6zng liczb¢ parametréw wptywu oraz interakcji. Mo-
dele te budowane sg wedlug zasady hierarchicznosci, nastgpnie oceniane sg za
pomocg miernikow oceny jakosci dopasowania (chi-kwadrat, iloraz wiarygodnosci,
kryteria informacyjne AIC oraz BIC, wspotczynnik determinacji). Celem analizy
logarytmiczno-liniowej jest wybor modelu o jak najmniejszej liczbie parametrow,
ktéry jednoczesnie jest modelem dobrze dopasowanym do danych. Dopasowanie
modelu do danych rozumiane jest jako roznica pomig¢dzy wartosciami empirycz-
nymi a teoretycznymi. Im réznica migdzy tymi wartoSciami jest mniejsza, tym
dopasowanie modelu do danych jest lepsze.

Atutem analizy logarytmiczno-liniowej jest fakt, iz pozwala ona na analize
zmiennych w tablicach kontyngencji o dowolnym wymiarze, a takze jako jedna
z nielicznych metod analizy danych jako$Sciowych, uwzglednia interakcje zacho-
dzace migdzy badanymi zmiennymi. W metodzie tej, w zaleznosci od interakcji
zawartych w rownaniu modelu, mozliwe jest wyroznienie kilku rodzajow niezalez-
nosci (np. model niezaleznosci catkowitej, model niezaleznosci czgsciowej, model
niezaleznos$ci facznej oraz zaleznosci homogenicznej).

Analiza logarytmiczno-liniowa jest metoda, ktorg wykorzystuje si¢ do analizy
danych przekrojowych, tj. takich, ktore dotycza wybranego momentu czasowego.
W niniejszym artykule metoda ta wykorzystana zostata do analizy bezrobocia w
Polsce w latach 2004-2012, dzigki czemu mozliwe jest zaobserwowanie zmiany
struktury zachodzacej pomi¢dzy zmiennymi zalezno$ci. Celem artykutu jest opis
modeli logarytmiczno-liniowych w analizie tablic kontyngencji oraz analiza struk-
tury zaleznosci zmiennych nominalnych dla wielu tablic kontyngencji zmiennych
w czasie na przyktadzie danych dotyczacych bezrobocia w Polsce.

Dane pochodzg z Banku Danych Lokalnych Glownego Urzgdu Statystycznego
(www.stat.gov.pl). Niniejszy artykul stanowi prezentacj¢ wykorzystania analizy
logarytmiczno-liniowej w badaniu réznych tablic kontyngencji dla tych samych
zmiennych zapisanych w r6znych momentach czasu (w réznych tablicach kontyn-
gencji). Analizie poddano kilka trojwymiarowych tablic kontyngencji (jedna tabli-
ca dla kazdego roku), a nastepnie dla kazdej z nich przeprowadzono peing analize
logarytmiczno-liniowg oraz wybrano model najlepszy. Badanie to pozwala na za-
obserwowanie zalezno$ci wystepujacych pomigdzy badanymi zmiennymi w rdz-
nych momentach czasowych.

2. Modele logarytmiczno-liniowe

Model pelny w przypadku tréojwymiarowej tablicy kontyngencji H xJ xK
(h=1,2,.,H,j=12,..,J,k=1,2,..,K ) zdefiniowany jest nastepujaco:

In(my, )= A+ A+ A7+ A+ A+ A7+ AL+ 207 (1)
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gdzie: A to $rednia arytmetyczna zlogarytmowanych liczebno$ci czgstkowych
z tablicy kontyngencji; 4,, A, A odzwierciedlaja wpltywy poszczegolnych

zmiennych X, Y, Z; /1,;.” , /lh),iz , /”L;,Z sg interakcjami zmiennych XY, XZ, YZ ;
igkyz jest interakcjg rzedu drugiego zmiennych XYZ .

Dla modelu (1) spelniony jest warunek:

K

Sa=Ya=Yii=o

h=1 j=1 k=l
J XY_J XY_H XZ_K XZ_J YZ_K YZ _
zﬂ’hj _Zﬂ’hj _Z//i’hk _z/,{’hk _Z/ljk _Zﬂ’jk _0’ (2)
h=1 j=1 h=1 k=1 Jj=1 k=1

H J K

Xvz _ Xvz _ XvZ_
2 =2 e =24 =0,
h=1 Jj=1 k=1

Model pelny ze wzgledow praktycznych jest jednak modelem bezuzytecznym,
gdyz zawiera wszystkie mozliwe interakcje. Celem badacza jest wybor modelu o
postaci zredukowanej wedtug zasady hierarchiczno$ci w taki sposob, by wybrany
model miat mniej parametrow niz model peiny.

Otrzymywane w modelu liczebno$ci oczekiwane oraz podlegajace interpretacji
ilorazy szans silnie zaleza od wyboru postaci modelu. Na og6t badacz nie posiada
wiedzy a priori dotyczacej wlasciwego wyboru postaci modelu. Nalezy wtedy
zbudowa¢ wiele modeli rdznigcych si¢ zlozono$cia, a nastgpnie dokonac oceny
jakos$ci ich dopasowania i wybra¢ model najlepszy. Pomiar ten odbywa si¢ przez
poréwnanie liczebno$ci empirycznych n,, z liczebnosciami oczekiwanymi m,,, .

Wybor modelu odbywa si¢ zazwyczaj dwuetapowo. W pierwszym etapie eli-
minowane sg wszystkie modele, dla ktorych iloraz wiarygodnosci wskazuje ko-
nieczno$¢ odrzucenia hipotezy gloszacej, ze liczebnosci teoretyczne nie réznig si¢
istotnie od liczebnosci empirycznych. Iloraz wiarygodnoéci G* zdefiniowany jest
jako [Christensen 1997; Agresti 2002; Zelterman 2006]:

G*= 2iiinhik h{ P j . 3)

My

Wspoétezynnik ten wykorzystuje si¢ do porownywania modeli sgsiednich, bu-
dowanych wedle zasady hierarchiczno$ci. Badana jest wowczas rdznica ilorazéw
wiarygodnosci, ktora poréwnywana jest z liczba odpowiadajacych jej stopni swo-
body. Pozadany jest przypadek braku podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o
braku r6znic mi¢dzy liczebnosciami empirycznymi a teoretycznymi. W takich sy-
tuacjach wzrasta ryzyko btedu II rodzaju i przy testowaniu tej hipotezy przyjmuje
si¢ poziom istotnosci z przedziatu migdzy 0,1 a 0,35 [Knoke, Burke 1980].
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Kolejng statystyka sluzaca do porownania wigkszej liczby modeli jest kryte-
rium informacyjne Akaike AIC [Akaike 1973] (Akaike Information Criteria):

AIC =G -2df , “)
gdzie df oznacza liczbg stopni swobody.

Kryterium Beyesowskie BIC (Bayesian Information Criteria) [Schwarz 1978;
Raftery 1986] jest drugim kryterium postaci:

BIC =G’ —df -Inn, ®)
gdzie n oznacza liczebno$¢ tablicy kontyngencji.

Minimalna warto$¢ kryteriow informacyjnych pozwala na wybdr najlepszego
modelu logarytmiczno-liniowego. Ich istotg jest wskazanie nie modelu prawdziwe-
go, lecz modelu, ktory zapewnia najwigcej informacji o badanym zjawisku. Mier-
niki te stuza takze do wyboru najlepszego modelu sposréd kilku badanych, dzieki
czemu badacz dysponuje obiektywnymi kryteriami wyboru modelu.

Kolejnym miernikiem pozwalajacym na oceng jako$ci dopasowania modelu do
danych sg wspodtczynniki determinacji, zdefiniowane nastepujaco [Christensen 1997]:

2 2
g GG ©
G (M,)

lub w postaci skorygowanej jako:

o1 G;(M)/(q—r) 197 (g, o
G (M,)/(g-1) q-r

gdzie: g—r, 1 g—r to liczba stopni swobody odpowiadajaca modelom M, i M,

R* — wspdlczynnik determinacji ocenianego modelu. Ze wzgledu na uwzglednienie
liczby stopni swobody kazdego z badanych modeli, warto$¢ skorygowanego wspot-
czynnika determinacji (7) jest nienormowana i moze osiggac¢ wartosci ujemne.

Wybrany model jest najczesciej kompromisem miedzy jego ztozonoscia a jako-
$cig dopasowania do danych.

3. Wykorzystanie modeli logarytmiczno-liniowych
w analizie bezrobocia w latach 2004-2012

Analiza logarytmiczno-liniowa w programie R dostepna jest w pakiecie MASS
(funkcja 1oglm) oraz w pakiecie stats (funkcja glm). Zbior danych pochodza-
cy z Gléwnego Urzedu Statystycznego wykorzystany do zaprezentowania analizy
logarytmiczno-liniowej dotyczy liczby oséb bezrobotnych w Polsce w latach 2004-
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-2012. Dla kazdego roku zbudowano tablice o wymiarach 6x5x2 dla trzech

zmiennych nominalnych:

— Region [R] (Centralny, Poludniowy, Wschodni, Pétnocno-zachodni, Poludnio-
wo-zachodni, Péinocny),

—  Wyksztalcenie [W] (Wyzsze, Policealne i $rednie zawodowe, Ogolnoksztatca-
ce, Zasadnicze zawodowe, Gimnazjalne i ponizej),

— Plec [P] (Kobieta, Mezczyzna).
W tabeli 1 zaprezentowano liczebno$ci poszczegdlnych tablic wraz ze stopa

bezrobocia w danym roku.

Tabela 1. Stopa bezrobocia oraz liczebno$¢ tréjwymiarowych tablic kontyngencji w latach 2004-2012

Rok 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012
Stopa
bezrobocia 19% 17,6% | 14,8% 11,2% 9,5% 12,1% 12,4% 12,5% 13,4%
Liczebno$é
w tys. 0s6b | 2999,601 | 2773 |2309,410 | 1746,573 | 147,752 | 1892,680 | 1954,706 | 1982,676 | 2136,815

Zrédto: Gtowny Urzad Statystyczny (www.stat.gov.pl).

W pierwszym etapie analizy zbudowano wszystkie modele zawierajace trzy
zmienne, tj. model petny [ RWP], model zaleznosci homogenicznej [RW |[ RP]|[WP],
modele zalezno$ci warunkowej [RW|[RP], [RW][WP], [RP][WP], modele nie-
zaleznosci czesciowej [RP][E], [RW][P]. [WP][R] oraz model niezaleznoci
catkowitej [R][W][P]. W pierwszym etapie analizy okazalo sig, ze warto$¢ praw-
dopodobienstwa testowego p przekracza ustalony poziom 0,1 w przypadku mo-
deli: [WP|[R], [RP][WP], [RW][WP], [RW][RP][WP] oraz [RWP]. Dla tych
modeli réznice migdzy warto§ciami empirycznymi i teoretycznymi sg nieistotne o
modele te nalezy uzna¢ za akceptowalne. W drugim etapie analizy oceniono je za
pomoca miernikow 3-6. Oceny modeli dla danych z 2012 r. przedstawia tabela 2.

Istotny i interesujgcy w analizie dotyczgcej bezrobocia w latach 2004-2012 jest

fakt, iz wyniki uzyskane dla lat 2004-2012 sg bardzo zblizone. W pierwszym etapie
analizy dla kazdego roku na podstawie prawdopodobienstwa testowego p wska-
zywane sg te same modele jako akceptowalne. Bardzo podobne wyniki uzyskuje
si¢ z podzielenia statystyki G* przez odpowiadajgcg modelowi liczbe stopni swo-
body df. Prawie identyczne okazujg si¢ takze kryteria informacyjne (4 i 5) oraz
wspotczynniki determinacji (6 1 7). Jako najlepszy wybrany zostaje model, dla
ktorego kryteria informacyjne osiagaja warto$¢ najmniejsza. Dla kazdego roku jest
to model niezaleznosci czesciowej [WP][R], ktory mozna zapisa¢ w postaci row-

nania:

In(m, )=2+25+2" + 20 + )" (®)
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Tabela 2. Oceny modeli z trzema zmiennymi dla tréjwymiarowej tablicy kontyngencji z 2012 r.

Model df G? p R R AIC BIC
[P][R]["] 49 | 123,213 | 0,000 | 0,000 | 0,0000 | 25213 |-252,473
[WP][R] 45 | 29,684 | 0,962 | 0,759 | 0,7377 | -60,316 |-315,334
[RW][P] 29 | 102,012 | 0,000 | 0,172 |-0,3989 | 44,012 |-120333
[RP][W] 44 | 118,756 | 0,000 | 0,036 |-0,0734 | 30,756 |-218,595
[RP][WP] 40 | 25227 | 0,967 | 0,795 | 0,7492 | -54,773 | -281,456
[RW][WP] 25 8,483 | 0,999 | 0931 | 08651 | —41,517 |-183,194
[RW][RP] 24 | 97,555 | 0,000 | 0208 |-0,6165 | 49,555 | -86,455
[PR][PW][RW] 20 0,892 | 1,000 | 0,993 | 0,9823 | -39,108 |-152,450
[PRW] 0 0,000 | 1,000 | 1,000 | 1,0000 0,000 0,000

Zrodlo: opracowanie wlasne w programie R.

Istotny jest rowniez fakt, ze wspodtczynniki korelacji migdzy wartosciami empi-
rycznymi a teoretycznymi dla modelu niezaleznos$ci czesciowej [WP][R] w po-
szczegblnych latach, ktore rowniez $wiadczg o jakosci dopasowania modelu do
danych (im mniejsze odchylenia, tym lepsze dopasowanie modelu), osiggajg zbli-
zone wartosci. Dla roku 2012 wspotczynnik ten wynosi 0,968, co §wiadczy o nie-
wielkich odchyleniach miedzy warto$ciami empirycznymi a teoretycznymi wyzna-
czonymi dla danego modelu.

Uzyskane wyniki §wiadczg o silnej regule i zaleznosci wystepujacej pomiedzy
zmiennymi w sposob okreslony w modelu. Po wyznaczeniu parametréw modelu za
pomocg funkcji param takze widoczna jest pewna prawidtowos$¢ i podobiefistwo
pomiedzy wynikami uzyskanymi dla poszczeg6lnych lat, zarowno w znakach, jak
1 wartosciach parametrow. Znaki parametréw dla interakcji [WP] dla poziomu wy-
ksztatcenia: wyzsze, policealne i srednie zawodowe, ogdlnoksztatcace sa dodatnie,
a dla poziomu zasadniczego zawodowe oraz gimnazjalnego i ponizej parametry te
sg ujemne, zarOwno w grupie mezczyzn, jak i kobiet. Oznacza to, ze w komodrkach
dla wyksztatlcenia o wyzszych kategoriach, dla ktorych parametry sa dodatnie,
liczebno$¢ tej komorki jest wigksza wzgledem liczebno$ci $redniej. Dla nizszych
kategorii, dla ktérych parametry interakcji majg znaki ujemne, liczebno$ci te sg
mniejsze niz liczebnos$¢ przecietna.

Do oceny jakosci dopasowania modelu do danych, szczegélnie w przypadku
znacznej liczby zmiennych, mozna postuzy¢ sie¢ wykresem mozaikowym [Friendly
1994, 1995, 2000]. Wykresy mozaikowe sktadajg si¢ z prostokatnych ptytek (tile,
bin, box, rectangle), ktorych pole jest proporcjonalne do liczebnosci empirycznej

n, » szeroko$¢ proporcjonalna jest do liczebnosci brzegowej 7,,, a wysoko$¢ do
proporcji " . Budowa tego wykresu oparta jest na standaryzowanych resztach
Ny

Pearsona, zdefiniowanych jako:
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Jesli reszta jest dodatnia, dany prostokat oznaczony jest kolorem niebieskim,
jesli yjemna — kolorem czerwonym. Przedziaty, w ktorych znajdujg si¢ reszty, oznaczo-

ne sg coraz ciemniejszym kolorem w miarg wzrostu wartosci d,, (‘d hj‘ >0,2,4,..).

W programie R wykres mozaikowy uzyskuje si¢ dzigki funkcji mosaic ().
Kolejnym wykresem przeznaczonym do wizualizacji danych w wielowymia-
rowych tablicach kontyngencji jest wykres sitkowy (sieve plot), zwany takze wy-
kresem parkietowym (parquet diagram). Na wykresie tym powierzchnia kazdego
prostokata jest proporcjonalna do liczebnosei oczekiwanych m,,, przy czym li-

czebno$¢ empiryczna odpowiada liczbie kwadratoéw w danym prostokacie [Frien-
dly 2000]. Szerokos$¢ kazdego prostokata jest proporcjonalna do liczebnos$ci brze-

gowych kolumn n,;, a jego wysokos¢ do liczebnosci brzegowych wierszy n,, .
Odchylenia liczebnosci empirycznych od teoretycznych (n,, —m,, ) przedstawione

sa w postaci kolorowych linii. Jesli rdznica ta jest ujemna, wowczas linia tworzaca
kwadraty w odpowiednim prostokacie jest czerwong linig ciggla. Jesli roznica ta
jest dodatnia, wowczas linia w danym prostokacie jest przerywana niebieska. Nie-
zalezno$¢ pomigdzy zmiennymi wystepuje wowczas, gdy zageszczenie i struktura
kwadratow jest jednorodna. W przypadku niejednorodno$ci mozna przypuszczac,
ze zmienne s3 zalezne [Friendly 2002]. W programie R wykres sitkowy otrzymy-
wany jest dzigki funkcji sieve ().
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Rys. 1. Wykres sitkowy: (a) i mozaikowy (b) dla trojwymiarowej tablicy kontyngencji.

Zrodlo: opracowanie wlasne w programie R.
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Niewielkie odchylenia liczebnosci empirycznych od teoretycznych na wykresie
mozaikowym (rys. la) §wiadcza o dobrym dopasowaniu modelu do danych. Struk-
ture poszczegdlnych komorek trojwymiarowej tablicy kontyngencji przedstawia
wykres sitkowy (rys. 1b).

Interpretacja parametrow modelu jest trudniejsza w przypadku wigkszej liczby
zmiennych. Wowczas interpretuje si¢ jedynie koncowe rownanie modelu, ktore
poprzez uwzglednione parametry i interakcje okresla rodzaj zachodzgcej pomiedzy
zmiennymi zalezno$ci. Modele te jednak opisuja w szczegdlowy sposob charakter
powigzan pomiedzy zmiennymi w tablicy kontyngencji, zarowno w przypadku
zmiennych nominalnych, jak i porzadkowych.

4. Zakonczenie

Analiza logarytmiczno-liniowa jest metodg pozwalajaca na badanie zaleznosci
zachodzgcych pomiedzy zmiennymi zapisanymi w wielowymiarowych tablicach
kontyngencji. Metoda ta wykorzystywana jest zazwyczaj dla danych przekrojo-
wych, dotyczacych wielu zmiennych w tablicy kontyngencji badanej w danym
momencie czasu. Zaleta tej metody jest fakt, iz moze by¢ ona stosowana dla tablic
kontyngencji o dowolnych wymiarach, a takze dla zmiennych nominalnych oraz
porzadkowych.

W niniejszym artykule zaprezentowano jej wykorzystanie do analizy bezrobo-
cia w latach 2004-2012. Analizie poddano te same zmienne (Region, Wyksztatce-
nie, Ple¢); dla kazdego roku zbudowano tréjwymiarows tablice kontyngencji
i przeprowadzono analiz¢, wybierajac model najlepszy. Wybrany model dla kazde-
go roku ma to samo réwnanie, co wskazuje, ze istotna jest interakcja miedzy
zmienng Wyksztatcenie oraz Ple¢. Wspolezynniki oceny jakosci modelu dla kazde-
go roku takze majg zblizone wartosci. Analiza parametréw pozwala na wyciagnie-
cie interesujacych wnioskow. Znaki parametrow w przypadku interakcji [WP] dla

wyksztatcenia wyzszego, policealnego i sSredniego zawodowego oraz ogdlnoksztat-
cgcego maja znaki dodatnie, a dla zasadniczego zawodowego oraz gimnazjalnego
1 ponizej parametry te sg ujemne, zar6wno w grupie me¢zczyzn, jak i kobiet. Oznacza
to, ze w widoczna jest taka sama struktura zalezno$ci pomi¢dzy badanymi zmienny-
mi, co potwierdzone jest wyborem te samej postaci modelu w kazdym roku.

Analiza logarytmiczno-liniowa moze takze zosta¢ wykorzystana w analizie
zmiennych porzadkowych oraz analizie klas ukrytych. Jej istotna przewaga nad
innymi metodami analizy danych jako$ciowych polega na tym, iz mozliwa jest
wizualizacja wynikow, znacznie ulatwiajaca ich interpretacje.
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THE ANALYSIS OF UNEMPLOYMENT
DATA IN POLAND IN 2004-2012
WITH APPLICATION OF LOG-LINEAR MODELS

Summary: Log-linear analysis allows to analyze the relationship between two or more
categorical (e.g. nominal or ordinal) variables. There are several types of association. For
testing the goodness of fit the Pearson chi-square statistic, likelihood ratio and information
criteria are used. With the rising unemployment rate in recent years, unemployment is one
of the most important socio-economic and social problems in Poland. The comparative
log-linear analysis of unemployment will be presented on the data from the Central Statisti-
cal Office. Log-linear models are available in R software.

Keywords: log-linear analysis, contingency table, unemployment.





