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1.	Wstęp

Celem opracowania jest przybliżenie idei i  procedury metody DEA – Data Enve-
lopment Analysis – jako narzędzia do oceny porównawczej dokonań – efektywności 
podmiotów działających w sferze zarówno prywatnej, jak i publicznej. W opracowa-
niu przedstawiono pojęcie efektywności oraz krótką klasyfikację metod jej pomiaru 
z odniesieniem do ich odbiorców i wykorzystywanych narzędzi. Następnie zaprezen-
towano podstawowe założenia i procedurę zastosowania DEA do badania efektyw-
ności podmiotów, podkreślono także zalety i niedostatki przedmiotowej metody oraz 
praktyczne i potencjalne obszary jej zastosowania. W opracowaniu umieszczono tak-
że prosty przykład ilustrujący zastosowanie metody DEA. Główną metodą badawczą 
wykorzystaną na potrzeby tego opracowania był przegląd wybranej literatury.

2.	Metody pomiaru efektywności

Efektywność ekonomiczna stanowi jeden z podstawowych sposobów oceny podej-
mowanych działań gospodarczych, definiowana jest zwykle jako relacja wartości 
uzyskanych efektów do czynników użytych do ich uzyskania. Pomiaru efektyw-
ności wykorzystania nakładów dokonują nieustannie same podmioty gospodarcze 
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w procesach zarządzania operacyjnego, ale przede wszystkim oceną efektywności 
zainteresowani są właściciele przedsiębiorstw, utożsamiani najczęściej z właścicie-
lami współcześnie głównego nakładu czynnika wytwórczego, jakim jest kapitał wy-
rażony najczęściej w formie pieniężnej (może to być także kapitał technologiczny 
– know-how, kapitał intelektualny – wiedza).

Do pomiaru efektywności gospodarczej wykorzystywane są różnorodne metody 
i narzędzia analityczne [Rogowski 1996, s. 41]. Ze względu na zastosowane proce-
dury można je podzielić na trzy podstawowe grupy:
•	 metody wskaźnikowe,
•	 metody parametryczne,
•	 metody nieparametryczne.

W metodach wskaźnikowych zasadniczą rolę odgrywają analizy oparte na okre-
ślaniu relacji wybranych wielkości ekonomicznych i  finansowych wynikających 
przede wszystkim z rachunkowości finansowej – sprawozdań finansowych: bilansu, 
rachunku zysków i strat, rachunku przepływów pieniężnych. Klasycznie wymienić 
tu można wskaźniki struktury bilansu, wskaźniki rentowności, płynności, sprawno-
ści działania czy zadłużenia. Wyznaczone wartości poszczególnych wskaźników 
ocenia się, porównując ich wartości przede wszystkim do wielkości wzorcowych, 
do wartości charakterystycznych dla danej branży, dokonuje się także porównań 
wartości i zmian relacji wskaźników w czasie. Analiza taka jest analizą ex post, nie 
daje zazwyczaj możliwości identyfikacji i kwantyfikacji czynników bezpośrednio 
generujących dany efekt. Nie uwzględnia także zazwyczaj czynników zewnętrz-
nych, wynikających z otoczenia organizacji. Pewne mankamenty i ograniczenia ta-
kich metod próbuje się niwelować poprzez rozwój i doskonalenie systemów rachun-
kowości zarządczej – mającej dostarczać informacji ex ante w znacznie szerszym 
przekroju analitycznym.

Metody parametryczne utożsamiane są najczęściej z  metodami statystyczno-
-ekonometrycznymi, zakładającymi identyfikację zależności występujących między 
określonymi wielkościami gospodarczymi w wymiarze ekonomicznym i/lub finan-
sowym oraz na próbie zobrazowania takich relacji w postaci funkcji matematycz-
nych. Zasadnicze problemy w tego typu analizach pojawiają się na etapie weryfika-
cji założeń przyjmowanych w poszczególnych etapach badań, np. rodzaju i postaci 
zależności funkcyjnej, możliwości obserwacji i kwantyfikacji niektórych wielkości, 
procedur estymacyjnych. W  rezultacie niejednokrotnie niemożliwe jest poprawne 
skonstruowanie zadowalającego modelu i wyznaczenie pożądanych do analiz ocen 
parametrów strukturalnych takich modeli, pojawiają się także trudności interpreta-
cyjne uzyskanych wyników.

Metody nieparametryczne oparte są na badaniu relacji efektów osiąganych przez 
podmiot gospodarczy lub daną jednostkę organizacyjną do „absolutnego wzorca”, 
czyli zazwyczaj maksymalnego, najwyższego możliwego efektu określonego dla 
danych warunków. Jedną z  metod nieparametrycznych jest metoda DEA (Data 
Envelopment Analysis [Charnes i in. 1978].
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3.	Idea i założenia metody DEA

Efektywność tradycyjnie mierzona jest jako relacja uzyskanych efektów do wyko-
rzystanych nakładów. Analiza tak rozumianej efektywności jest oczywista w przy-
padku pomiaru jednowymiarowego (jeden nakład-jeden efekt). W  rzeczywistości 
gospodarczej każda aktywność produkcyjna, usługowa czy handlowa definiowana 
jest jako kombinacja wielu, różnorodnych czynników dających w efekcie wiele, róż-
norodnych rezultatów – korzyści przy umiejętności pokonywania różnego rodza-
ju niedogodności, barier i ograniczeń (podobieństwo do sytuacji opisywanej przez 
modele decyzyjne). Identyfikacją i pomiarem tych wielkości zajmuje się m.in. ra-
chunkowość finansowa, a próbą przypisania poszczególnych nakładów do efektów 
– rachunkowość zarządcza w obszarze doskonalenia rachunku kosztów. W meto-
dach wskaźnikowych i parametrycznych takie wielowymiarowe analizy nie zawsze 
dają pozytywne rezultaty. Trudno jest ustalić, jaka wielkość danego, poszczególnego 
nakładu zostaje bezpośrednio wykorzystana do uzyskania poszczególnych konkret-
nych rezultatów. Bez nowoczesnych systemów rachunku kosztów jest to wręcz nie-
możliwe. 

Szczególnie przydatną metodą do badania, porównywania i analizy efektywności 
podmiotów, których działalność opisywana jest więcej niż jednym nakładem oraz wię-
cej niż jednym rezultatem, jest metoda DEA. W metodzie tej do opisu tzw. technicznej 
efektywności podmiotów gospodarczych konieczne są [Guzik 2009, s. 57]:
•	 ustalenie zbioru analizowanych i ocenianych podmiotów (powinny to być obiek-

ty względnie jednorodne – porównywalne pod względem czynników produkcji/
usług i technologii wytwórczej/usługowej),

•	 zidentyfikowanie zespołu nakładów,
•	 zdefiniowanie zespołu efektów (rezultatów),
•	 pomiar poszczególnych nakładów w poszczególnych obiektach,
•	 pomiar poszczególnych efektów (rezultatów) w poszczególnych obiektach.

Na tej podstawie można dla każdego obiektu skonstruować i w konsekwencji 
rozwiązać zadanie programowania optymalizacyjnego, w którym w zależności od 
przyjętych założeń analitycznych funkcja celu ukierunkowana jest na maksymaliza-
cję rezultatów przy określonych, ograniczonych nakładach lub ukierunkowana jest 
na minimalizację nakładów przy określonych, zdefiniowanych rezultatach. Dla każ-
dego obiektu ustala się rozwiązanie programowania optymalizacyjnego, w którym 
relacja rezultaty/nakłady jest maksymalizowana przy zadanych ograniczeniach.

Metoda DEA nie wymaga odgórnego określenia wag występujących przy na-
kładach i rezultatach ujętych w formule efektywności. Wartości te są ustalane dla 
każdego obiektu poprzez rozwiązanie zadania programowania decyzyjnego. Dzięki 
temu można zidentyfikować także nakłady bardziej i mniej efektywne oraz zasoby 
niewykorzystane, które nie wpływają na osiągane rezultaty.

Podstawą metody DEA jest pojęcie efektywności względnej. W celu wyznacze-
nia efektywności względnej należy porównać efektywność wszystkich badanych 
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obiektów z  jednostką o  najwyższej efektywności (relacje efektów i  nakładów). 
Obiekty, dla których wskaźniki efektywności względnej wynoszą 1 (100%), nazy-
wane są obiektami efektywnymi, pozostałe to obiekty nieefektywne. Dla wszystkich 
obiektów charakteryzujących się efektywnością względną 1 (100%) jest to efek-
tywność graniczna. Jednostki nieefektywne mogą dążyć do efektywności granicznej 
poprzez zmiany w  relacji efekty/nakłady. Może to odbywać się poprzez redukcję 
nakładów przy ustalonym poziomie pożądanych efektów (orientacja na nakłady) lub 
poprzez podniesienie poziomu efektów przy zachowaniu danego poziomu nakładów 
(orientacja na efekty). Możliwe jest także rozwiązanie pośrednie – brak orientacji na 
nakłady lub efekty – czyli zmiany jednocześnie nakładów i efektów przy dążeniu do 
maksymalizacji ich relacji.

Interpretacja efektywności względnej zobrazowana może być najłatwiej dla 
przypadku, w którym efektywność (E) danego obiektu definiowana jest jako relacja 
jednego nakładu (X) do jednego efektu (Y) [Domagała 2007b, s. 24]:

.YE
X

=

Jeśli dysponujemy możliwością wyznaczenia efektywności dla kilku i obiektów, 
wówczas efektywność każdego z nich definiowana jest jako relacja:
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Efektywność względną w danej grupie obiektów wyznaczana jest jako:
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Powyższe relacje dla przykładowych danych prezentuje tab. 1.

Tabela 1. Wyliczenia efektywności względnej dla przykładowych danych 

Obiekt Nakład Efekt Efektywność Efektywność względna

i Xi Yi Ei EWi

A 1,00 10,00 10,00 = 10,00/10,00 = 1 = 100%

B 1,50 10,00 6,67 = 6,67/10,00 = 0,67 = 67%

C 4,00 10,00 2,50 = 2,50/10,00 = 0,25 = 25%

D 2,00 10,00 5,00 = 5,00/10,00 = 0,5 = 50%

E 2,00 10,00 5,00 = 5,00/10,00 = 0,5 = 50%

Źródło: opracowanie własne.
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W sytuacji wielowymiarowej (więcej niż jeden efekt oraz więcej niż jeden nakład) 
w metodzie DEA efektywność danego obiektu definiowana jest jako iloraz ważonej 
sumy efektów do ważonej sumy nakładów tego obiektu [Charnes i in. 1978, s. 430].
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Wyznaczenie efektywności poszczególnych obiektów metodą DEA polega na 
rozwiązaniu dla każdego takiego obiektu i zadania programowania optymalizacyj-
nego. Dla każdego i obiektu, m nakładów oraz s efektów tworzy syntetyczny na-
kład i syntetyczny efekt wykorzystywany do pomiaru efektywności danego obiektu. 
W programowaniu optymalizacyjnym współczynnik efektywności jest funkcją celu, 
którą należy optymalizować (maksymalizować). Zmiennymi decyzyjnymi są tutaj 
współczynniki występujące w roli wag poszczególnych nakładów i poszczególnych 
efektów w danym obiekcie [Kucharski 2011, s. 11] – formalnie zapis ten przyjmuje 
postać następującą:
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gdzie: Y	– efekt,
X	– nakład,
e	 – numer efektu, e = 1, …, s,
n	 – numer nakładu, n = 1, …, m,
i	 – numer obiektu, i = 1, …, k,
u	 – waga danego efektu,
v	 – waga danego nakładu.
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Zapisane w modelu decyzyjnym ograniczenie (iloraz syntetycznego efektu i syn-
tetycznego nakładu w każdym obiekcie nie może przekraczać wartości 1) umożliwia 
uzyskanie dla danego obiektu rozwiązania optymalnego (bez tego ograniczenia za-
danie ma nieskończenie wiele rozwiązań). Model przedstawiony powyżej jest przy-
kładem zagadnienia programowania nieliniowego (ilorazowego), sprowadzalnym 
do zadania liniowego.

W podstawowych dwóch wymiarach (efektów i nakładów) model DEA można 
także wyrazić jako model zorientowany na efekty (maksymalizacja efektów przy 
niezmienionych nakładach) lub jako model zorientowany na nakłady (minimalizacja 
nakładów przy niezmienionych efektach), co formalnie można zapisać:

1) model zorientowany na efekty
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2) model zorientowany na nakłady
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Metoda DEA nie wymaga znajomości a priori wag występujących w modelach 
decyzyjnych danego obiektu – są one ustalane w efekcie rozwiązania modelu decy-
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zyjnego, w którym relacja efekty/nakłady jest maksymalizowana przy określonych 
ograniczeniach. Wartości wyznaczonych wag w funkcji celu ukazują, które z zasto-
sowanych nakładów mają największą wagę dla uzyskanych efektów, rozwiązanie 
modelu decyzyjnego może ukazać także nakłady niewykorzystane (zmienne swo-
bodne). 

W metodzie DEA efektywność jest efektywnością względną – wyznacza się ją 
dla danego obiektu w relacji do całej badanej grupy obiektów.

Ilustracją graficzną metody DEA (w przypadku dwóch wymiarów) jest krzywa 
łącząca najbardziej efektywne obiekty – jest ona wyznaczana (estymowana) na pod-
stawie danych dotyczących nakładów i efektów wszystkich analizowanych podmio-
tów. Obiekty znajdujące się na krzywej posiadają efektywność E(max) najwyższą, 
równą 1. Krzywa efektywności stanowi granicę, powyżej której nie można zidenty-
fikować żadnego obiektu, który uzyskiwałby lepsze efekty przy niższym poziomie 
nakładów. Obiekty leżące poniżej krzywej efektywności uznawane są za nieefek-
tywne – ich nieefektywność wynosi 1 – Ei – efektywność jest zatem mniejsza od 1, 
co pozwala na porównanie jednostek nieefektywnych. W przypadku każdego z tych 
obiektów można wskazać (teoretyczny) obiekt, który przy tym samym poziomie 
nakładów jest w stanie osiągnąć wyższe efekty lub ten sam efekt przy niższych na-
kładach [Prędki 2003].

4.	Zalety i wady metody DEA

Do najczęściej wymienianych zalet metody DEA zalicza się następujące jej cechy:
•	 jest metodą nieparametryczną – nie wymaga określenia rodzaju i parametrów 

funkcji opisującej zależność między nakładami i efektami, 
•	 jest metodą dającą możliwość analizy wielowymiarowej – można ją stosować 

do badania obiektów (podmiotów, przedsiębiorstw, instytucji, organizacji) wy-
korzystujących więcej niż jeden nakład w  celu uzyskania więcej niż jednego 
efektu,

•	 badane nakłady i  efekty mogą dotyczyć różnych obszarów działalności pod-
miotów, w analizie można ująć zasoby materialne, finansowe, ludzkie, można 
uwzględniać wpływ otoczenia,

•	 badane nakłady i efekty mogą być kwantyfikowane w różnych jednostkach (fi-
nansowych, fizycznych, absolutnych, względnych) [Rogowski 1996, s. 44],

•	 metoda umożliwia ocenę efektywności danego obiektu na tle innych, tworzenie 
rankingów obiektów porównywalnych, 

•	 umożliwia określenie parametrów optymalnych dla danego obiektu, tworzenie 
wzorców – obiektów benchmarkingowych,

•	 umożliwia identyfikację obszarów oszczędności, daje zatem możliwość wyty-
czenia kierunków i celów działań niezbędnych do poprawy efektywności wyko-
rzystywanych i posiadanych zasobów – określania tzw. technologii docelowych 
i struktury tych technologii [Guzik 2009, s. 65],
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•	 jest metodą uniwersalną w zastosowaniu – w Polsce i na świecie wykorzystano 
ją do badania efektywności różnorodnych obszarów gospodarki, zarówno pod-
miotów sektora publicznego: jednostek non profit, szkół wyższych, bibliotek, 
jednostek służby zdrowia, samorządów, jak i sektora komercyjnego: banków, za-
kładów ubezpieczeniowych, funduszy inwestycyjnych, przedsiębiorstw branży 
energetycznej, gospodarstw rolnych [Domagała 2007a; Gospodarowicz 2000; 
Kozuń-Cieślak 2011; Zamojska 2009],

•	 jest metodą udoskonalaną – istnieje wiele modyfikacji metody opracowanej pier-
wotnie (model CCR1), m.in. modyfikacja pozwalająca analizować efektywność 
skali (model BCC2), modyfikacja pozwalająca uwzględniać w analizie efektyw-
ności tzw. nakłady niekontrolowane – na które badany obiekt nie ma wpływu, 
modele z ograniczeniami co do wartości wag nakładów i efektów itd. [Kucharski 
2011, s. 14]. 
Opisana metoda ma jednak następujące wady:

•	 metoda oparta jest na kategorii efektywności względnej – efektywność obiektu 
mierzona jest w stosunku do objętej badaniem grupy obiektów,

•	 wyniki analizy są wrażliwe na dane z poszczególnych obiektów – dołączenie lub 
wyeliminowanie jednego lub kilku obiektów może mieć zasadniczy wpływ na 
współczynniki efektywności pozostałych obiektów – zalecane są zatem badania 
obejmujące wszystkie obiekty „danego typu” [Gospodarowicz 2000, s. 25],

•	 metoda jest wrażliwa na błędne i nierzetelne dane – nie są one uśredniane tak jak 
w przypadku estymacji parametrów funkcji regresji, lecz są wykorzystywane do 
budowy empirycznej krzywej efektywności – jedna błędna dana może znacząco 
wpłynąć na wynik analizy,

•	 metoda jest dość skomplikowana formalnie i pracochłonna w zastosowaniu – 
wymaga zastosowania dedykowanego oprogramowania lub wielu obliczeń ite-
racyjnych.

5.	Przykład zastosowania metody DEA do badania 
efektywności podmiotów

W celu prostego zobrazowania opisanej powyżej metody zaprezentowano przykład 
porównania efektywności 5 obiektów, dla których dysponujemy obserwacjami 2 na-
kładów oraz 1 efektu. Tabela 2 zawiera dane liczbowe (fikcyjne) 5 obiektów ozna-
czonych kolejno symbolami A, B, C, D, E.

Aby przedstawić wyniki analizy w sposób graficzny (na płaszczyźnie), powyż-
sze dane zostaną przekształcone poprzez wyznaczenie dwóch wskaźników efektyw-
ności: według formuły: Y/X1 oraz Y/X2. Wyznaczone wartości wskaźników zawiera 
tab. 3.

1 Nazwa pochodzi od nazwisk twórców metody DEA – Charnes, Cooper, Rhodes.
2 Nazwa pochodzi od nazwisk twórców modyfikacji BCC – Banker, Charnes, Cooper.
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Tabela 2. Nakłady i efekty – przykładowe dane do zastosowania metody DEA 

Obiekt
Nakłady Efekt

X1 X2 Y
A 1,00 4,00 10,00
B 1,50 1,50 10,00
C 4,00 1,00 10,00
D 2,00 2,00 10,00
E 2,00 2,50 10,00

Źródło: opracowanie własne.

Tabela 3. Wskaźniki efektywności dla przykładowych danych z tab. 2 

Obiekt
Wskaźniki efektywności

Y/X1 Y/X2

A 10,00 2,50
B 6,70 6,70
C 2,50 10,00
D 5,00 5,00
E 5,00 4,00

Źródło: opracowanie własne.

Rys. 1. Empiryczna krzywa efektywności

Źródło: opracowanie własne.

Dla poszczególnych obiektów wartości otrzymanych wskaźników zostały nanie-
sione na układ współrzędnych (odpowiednio wskaźnik Y/X1 – oś pozioma, wskaźnik 
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Y/X2 – oś pionowa) – prezentuje to rys. 1. W podanym przykładzie wielkość efektu 
jest jednakowa dla wszystkich obiektów (10 jednostek) – ułatwia to graficzne zapre-
zentowanie analizowanych wielkości i dalszą interpretację wyników analizy. 

Poprzez połączenie punktów otrzymanych dla obiektów A, B, C otrzymuje 
się tzw. empiryczną krzywą efektywności. W tych przypadkach, nie jest możliwe 
osiągnięcie wyższych lub równych efektów przy zmniejszonych wartościach na-
kładów. Krzywa efektywności wyznacza granicę, poza którą nie występuje żaden 
obiekt. Współczynniki efektywności obiektów wyznaczających krzywą efektywno-
ści są znormalizowane wynoszą 1 – wszystkie obiekty są jednakowo efektywne. 
Współczynniki efektywności dwóch pozostałych obiektów D i E są niższe – obiekty 
znajdują się poniżej empirycznej krzywej efektywności. Sytuacja taka oznacza, że 
w  tych przypadkach można wskazać lepsze rozwiązanie, dające wyższą efektyw-
ność przy zastosowaniu tych samych nakładów. Dokładne wyznaczenie tych warto-
ści (efektywności, w punkcie wyjścia nakładów, gdyż założony efekt jest taki sam 
dla wszystkich obiektów) możliwe jest poprzez rozwiązanie zadania optymalizacyj-
nego; wielkości te dla obiektów D, E zawiera tab. 4.

Tabela 4. Wyniki parametrów metody DEA dla danych z tabeli 2 

Obiekt Wskaźnik 
efektywności Optymalne wartości z obiektem odniesienia

A 1,00 1,00 A 0,00 0,00
B 1,00 1,00 B 0,00 0,00
C 1,00 1,00 C 0,00 0,00
D 0,75 1,00 B 0,00 0,00
E 0,72 0,12 A 0,88 B

Źródło: opracowanie własne.

Wartości wynikające z rozwiązania modelu optymalizacyjnego oznaczają odpo-
wiednio:

1. Dla obiektu D współczynnik efektywności jest niższy od wzorcowej wartości 
1 i wynosi 0,75. Wzorcowym obiektem dla obiektu D jest obiekt B (który osiąga ten 
sam efekt – 10 jednostek – przy 75% wartości nakładów występujących w obiek-
cie D). Celem poprawy efektywności w obiekcie D jest działanie zmierzające do 
ograniczenia zużycia nakładów, tak by osiągnąć wartości występujące w obiekcie 
wzorcowym – 1,5 jednostki).

2. Dla obiektu E współczynnik efektywności jest najniższy spośród rozpatry-
wanych obiektów i wynosi 0,72. Wzorcowymi dla danego obiektu są obiekty A i B. 
Obiekt E najlepsze efekty osiągnie poprzez redukcję nakładów zapewniających ten 
sam efekt w wyniku zastosowania kombinacji liniowej obiektu A i obiektu B, które 
osiągają ten sam efekt przy innych wartościach nakładów. W przypadku nakładu X1 
wynoszącego 2 jednostki w obiekcie E możliwe jest obniżenie tej wartości do 1,44 
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(0,72 × 2 = 1,44) poprzez następujący schemat: 0,12 × A + 0,88 × B = 0,12 × 1 + 0,88 
× 1,5 = 0,12 + 1,32 = 1,44. W przypadku nakładu X2 docelowa (optymalna) wartość 
tego nakładu w obiekcie E wynosi 1,8 jednostki, co wynika z formuły: 0,12 × 4 + 
0,88 × 1,5 = 0,48 + 1,32 = 1,80.

6.	Zakończenie

Metoda DEA pomimo kilku ograniczeń charakteryzuje się wieloma zaletami w ob-
szarze analizy i oceny efektywności działania podmiotów. Ze względu na jej niepara-
metryczny charakter ma zastosowanie w ocenie organizacji funkcjonujących w sfe-
rze gospodarki zarówno prywatnej, jak i publicznej, ukierunkowanych komercyjnie 
jak i non profit. Metoda DEA jest ciągle doskonalona i wraz z  rozwojem technik 
obliczeniowych ma szansę stać się jedną z powszechnie stosowanych w obszarze 
badań nad dokonaniami podmiotów gospodarczych.
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DATA ENVELOPMENT ANALYSIS (DEA) –  
A METHOD FOR MEASURING EFFICIENCY

Summary: In the article the author describes the basic groups of methods to assess efficiency. 
The paper presents also nonparametric method for measuring the organizational efficiency − 
the DEA (Data Envelopment Analysis). The idea of DEA is illustrated by simple examples.

Keywords: Data Envelopment Analysis, DEA, efficiency.


