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Streszczenie: Z centralnych twierdzen granicznych wiadomo, ze rozktad $redniej z proby jest
zbiezny do rozktadu normalnego. Problemem jest jednak ocena szybkosci tej zbieznosci. Tym
zagadnieniem zajmujg si¢ autorzy podrecznikow z rachunku z prawdopodobienstwa, por.
np. Krzysko [2000]. W niniejszej pracy zaproponowano symulacyjne badanie tego problemu.
W tym celu generowano rozktad $redniej arytmetycznej z proby losowanej z populacji o roz-
kladzie wyktadniczym. Rozbiezno$¢ miedzy dystrybuanta empiryczng i teoretyczng byla
oceniana m.in. za pomocg znanej statystyki Kotmogorowa. Otrzymane w pracy wyniki maja
stanowi¢ przyczynek do metod wnioskowania o parametrach populacji na podstawie statystyk
wyznaczanych z prob, ktore niekoniecznie sg prostymi probami losowanymi zwrotnie.

Stowa kluczowe: rozktad $redniej z proby, szybkos¢ zbieznosci, rozktad normalny.

1. Wstep

Zbior (populacje) oznaczamy przez U, a probe dobierang z niego bez-
zwrotnie — przez s. Rozmiary populacji i proby oznaczamy odpowied-
nio przez N i n. W populacji sg obserwowane warto$ci zmiennej X,
ktore oznaczamy przez X;, i =1, ..., N.

Rozwazymy rozklady prawdopodobienstwa prob prostych loso-
wanych bezzwrotnie ze skonczonej i ustalonej populacji. Nasze zada-
nie polega na zbadaniu szybkosci zbiezno$ci rozktadu nastepujacej
statystyki do rozkladu normalnego standardowego oznaczanego sym-
bolem N(0,1).
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Dodajmy, ze statystyka zs jest nazywana studetyzowanym odchy-
leniem $redniej z proby od $redniej w populacji.

Symulacyjna procedura analizy stopnia zgodno$ci rozktadu staty-
styki zs z rozktadem normalnym standardowym w zaleznosci od roz-
miaru proby przebiega nastepujaco. Z populacji U losujemy niezalez-
nie, za pomocg tego samego schematu losowania, M prob, przy czym
wybrana za i-tym razem proba ma staly rozmiar n i oznaczamy ja
przez s;, i = 1,..., M. Nastepnie, na podstawie proby S;, jest wyznacza-
na statystyka zgodnie ze wzorem (3), ktoéra ma postaé:

z, = X fmizt.Mm @)
LV ()
o1 1 =
gdZIe: XSi - EZkesi Xk ! Vsi (X) - EZkesi (Xk a Xsi)2

Teraz ciag obserwacji z,, i =1, ..., M, porzadkujemy od naj-

mniejszej do najwickszej, co daje ciag uporzadkowany o postaci:
Z<Z@p<...<Zow). Na jego podstawie jest wyznaczana warto$¢ dystry-
buanty empirycznej za pomocg wzoru:

0 dla 1<z,
Fun@={ " dia 2 <2<2,0=1.M-1. (3
1 dla 2> 7,

Oznaczajac przez F(z) dystrybuante rozktadu normalnego standar-
dowego, jej odlegtos¢ od dystrybuanty empirycznej okreslamy naste-
pujaco:

dy,(2) = max R, (2) - F(2) ¢
Mozna wykazac¢, ze
dM|n (Z) = ig]%“:wn (Z(i))_ F(Z(i))‘ (5)

Statystyka dwn(2) jest sprawdzianem testu zgodnosci Kotmogoro-
wa (por. [Domanski 1990, s. 65]), ktory rowniez podaje tablice warto-
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$ci krytycznych tego testu za Millerem [1956]. Obszar krytyczny testu
jest prawostronny. W szczegdlnosci dla M =100 warto$ci krytyczne
testu wynoszg 0,1207, 0,1340 i 0, 1608 dla poziomow istotnosci od-
powiednio: 0, 1,0,510, 01.

2. Analizy symulacyjne

Uzyto danych wygenerowanych z rozktadu wyktadniczego z parame-
trem roéwnym przecigtnej wartosci faktur rzeczywistych. Liczebno$¢
kazdej populacji wynosita 12 000.

Pierwszym etapem analizy bylo symulacyjne wyznaczenie, z uzy-
ciem programu R, dystrybuanty zestandaryzowanych $rednich z pro-
bek dla danych zaro6wno rzeczywistych, jak i wygenerowanych. Wy-
korzystano w tym celu samodzielnie zaprogramowang funkcj¢ pozwa-
lajacg na zastosowanie metody wktadow prostokatnych. Druga proce-
dura, wykorzystujaca funkcje ecdf(), napisana w jezyku R, wyznacza
empiryczng funkcj¢ dystrybuanty okreslong wzorem (3). Jako liczbe
iteracji M przyjeto 5000. Do obliczenia zestandaryzowanych $rednich
warto$ci z probek wykorzystano wzor (1).

W pierwszej z wymienionych metod wyznaczenie dystrybuanty
poprzedzata aproksymacja funkcji gestosci za pomoca wktadoéw pro-
stokatnych. Przyblizenie nieznanej funkcji f(x) badanej zmiennej roz-
poczeto od wstepnego przyjecia zatozenia, ze rozktad zmiennej X jest
rozkladem jednostajnym na przedziale (a, b), gdzie za krance prze-
dzialu przyjeto minimalng oraz maksymalng warto$¢ w ciggu obser-
wacji zmiennej X. W kolejnych krokach wyznaczany byt wktad po-
szczegblnych obserwacji zmiennej w ksztattowanie przyblizenia funk-
cji gestosci, z wykorzystaniem nastepujacego wzoru, pochodzacego
z pracy Perceptron — sistiema raspoznawanija obrazow, CO podajemy
za [Kolonko 1980, s. 74]:

fn(X)Zm{mﬁ'lﬂ C|:|, (6)
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gdzie:
1 h h
— dla xe|x—-——=,%+—=
h 2 2
“= R
0 dla xe|X ——=,%+—=
[' 2" 2)
X1, X2, ..., Xn — Ci3g obserwacji zmiennej X,

f(x) — nieznana funkcja gestosci zmiennej X,

fi(x) — przyblizenie funkcji f(x) w I-tym kroku,

h  —arbitralnie ustalony parametr; parametr h powinien spetniac

warunek rr|1|kn d(x,x)<h<b—a — (d oznacza odlegto§é
I;k
miedzy punktami), por. [Kolonko 1980].

Okreslenie wartosci funkcji dystrybuanty dla badanej zmiennej
W tym podejsciu oparte bylo na skumulowanych wartosciach pol pro-
stokatow wyznaczonych przez przyblizenie funkcji f(X).

W drugim przypadku wykorzystana zostala empiryczna funkcja
dystrybuanty okreslona wzorem (3). Pozwolita ona na wyznaczenie
empirycznej funkcji dystrybuanty. Argumentem funkcji byt wektor
zestandaryzowanych $rednich wartosci faktur z prob.

Wyznaczenie wartosci dystrybuant zestandaryzowanych $rednich
warto$ci, rzeczywistych oraz wygenerowanych, faktur z probek za
pomocg obu metod pozwolitlo na wyznaczenie zmiennej d, bedace;j
maksymalng warto$cia modutow réznic miedzy dystrybuantg teore-
tyczng a empiryczng dla zadanej wielkosci proby n. Wielkos¢ t¢ moz-
na zapisa¢ wzorem (4), ne[10, 300]. W analizowanym przypadku za
dystrybuantg teoretyczna przyjeto dystrybuante rozktadu normalnego
standardowego. Uzyskane w ten sposob wartosci dy, zaprezentowane
zostaty na rys. 1-4.

Na rysunku 1 odtozono maksymalne moduty z r6znic miedzy dys-
trybuanta zestandaryzowanych $rednich wartosci wygenerowanych
faktur z probek a dystrybuanta rozkladu normalnego standardowego.
Maksimum d w tym wariancie wyniosto nieco ponad 0,1. W drugim
przypadku (rys. 2), gdy za d przyjeto maksymalne wartosci bez-
wzgledne dla réznic miedzy dystrybuanta wyznaczong metodg wkia-
dow prostokatnych z zestandaryzowanych srednich warto$ci wygene-
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rowanych faktur z probek a dystrybuantg rozktadu normalnego stan- | statvstvczny

dardowego, wielkos¢ d przyjeta wartos¢ p =~ 0,2. Poziomy, wokot kto- | Nrit @)
rych oscylowaty wartosci d dla obu wariantow przy n > 150, wynoszg
odpowiednio p = 0,03 i p = 0,04. W zwiazku z tym, traktujac wartosci

p jako p-wartosci testu Kotmogorowa, nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy gloszacej, iz rozktad badanej statystyki nieistotnie rézni si¢

od rozktadu normalnego standardowego przy poziomie istotnosci
rownym 0,05.
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Rys. 1. Warto$ci zmiennej d, wariant 1

Zrodto: opracowanie whasne.
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Rys. 2. Warto$ci zmiennej d, wariant 2

Zrbdto: opracowanie wihasne.
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Rys. 3. Wartosci statystyki Kotmogorowa, wariant 1
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 4. Wartosci statystyki Kotmogorowa, wariant 2

Zrodto: opracowanie whasne.

Maksymalna 1, dla wariantu pierwszego (rys. 3) wynosita ok. 2
dla rozmiaréw prob n >150. W przypadku drugiego wariantu, gdy
empiryczna dystrybuanta jest wyznaczana za pomoca metody wkia-
dow prostokatnych, maksymalna warto$¢ statystyki A, wynosi 3, por.
rys. 4. W przypadku analizy danych wygenerowanych rowniez dla
préb o liczebno$ci mniejszej niz 150 wartosci badanej statystyki te-
stowej osiagaty nawet wartoéci wigksze od liczby siedem.
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3. Whnioski

Podsumowujac, na podstawie przeprowadzonych analiz mozna stwier-
dzi¢, ze wraz ze wzrostem liczebnosci proby dla n z przedziatu [10,150]
warto$¢ maksymalnego modutu z roznic dystrybuanty teoretycznej
i empirycznej oraz statystyka Kotmogorowa spadaly. Pozwalato to nie
odrzuca¢ hipotezy o zgodnos$ci rozkladu prawdopodobienstwa badane;j
statystyki od rozkladu normalnego standardowego. W przypadku
n > 150 warto$ci badanej wielko$ci oscylowaty wokot statego poziomu.

Przedstawiona procedura badania szybkos$ci zbiezno$ci do rozkta-
du normalnego moze by¢ rozszerzana zar6wno na przypadki innych
statystyk niz §rednia arytmetyczna, jak i na przypadki innych prostych
schematoéw losowania proby.
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SIMULATION ANALYSIS OF CONVERGENCE
OF SAMPLE MEAN DISTRIBUTION TO NORMAL
DISTRIBUTION

Summary: The paper discusses studentized sample mean distribution. The sample is from
exponential distribution. On the basis of independent replications of the samples empirical
distributions studentized mean was calculated. The distance between the empirical distri-
butions and the standard normal distribution was measured by means well known as
statistics of Kolmogorov. Under the appropriate sample sizes the degree of the difference
between the empirical and theoretical distributions was evaluated. Moreover, the hypothe-
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sTATYsTvczny | Sis on normality of the empirical distributions was tested by means of the Kolmogorov
Nr11 () | test

Keywords: sample mean distribution, normal distribution, convergence of sample mean
distribution.





