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1. Wstep

Od 1950 do 2010 r. przecietna dlugos¢ zycia noworodka w Polsce
wydluzyta si¢ o 18 lat. Ciagly proces wydtuzania si¢ ludzkiego zycia
stal si¢ powaznym wyzwaniem dla firm ubezpieczeniowych oraz dla
polskiego systemu emerytalnego. Wysokosci sktadek emerytalnych i
ubezpieczeniowych sg najczesciej wyliczane w oparciu o przekrojowe
tablice trwania zycia, publikowane przez Glowny Urzad Statystyczny.
Tablice te z zatozenia nie uwzgledniaja faktu wydtuzania si¢ przecigt-
nego dalszego trwania zycia, wraz z kolejnymi latami kalendarzowymi,
co powoduje, ze jest ono niedoszacowane. Kompletna analiza inten-
sywnosci zgonow oraz dalszego trwania zycia powinna zawiera¢ po-
dejscie zarowno przekrojowe, jak i kohortowe. Podejscie kohortowe
dotyczy analizy demograficznej poszczegdlnych grup osob urodzo-
nych w tym samym roku. Modelem, ktéry opisuje zmiany w poziomie
umieralno$ci zwigzane zaré6wno z wiekiem, jak i rokiem kalendarzo-
wym, jest model Lee-Cartera. Model wraz z jego licznymi wariantami
zyskal w ostatnich latach wielu zwolennikow. W artykule zostanie
przedstawiona metodologia stochastycznego modelowania intensyw-
nosci zgonow na przyktadzie trzech modeli: Lee-Cartera, Renshawa-
-Habermana oraz Plata.



SLASKI
PRZEGLAD
STATYSTYCZNY

Nr 12(18)

238 Kamil Jodz

Praca ma nastepujacy podzial. W czesci drugiej omoéwiono po-
krotce niektore historyczne metody modelowania umieralnosci. Cze$¢
trzecia zawiera szczegdtowy opis wybranych, stochastycznych modeli
intensywnosci zgonow oraz metody ich estymacji. Kolejna czes$¢ za-
wiera warto$ci uzyskanych estymatoréw oraz prognozg dalszego
trwania zycia w Polsce. W ostatniej czeSci zawarto podsumowanie
oraz wnioski.

2. Tlo historyczne

Tablice trwania zycia majg poczatek w rejestrach oséb zmartych. Re-
jestry te prowadzone w XVI-XVII w. mialy na celu informowa¢ oraz
ostrzega¢ wladze o niekorzystnej sytuacji epidemiologicznej w du-
zych miastach. Rosngca liczba zgonéw w rejestrach mogta §wiadczy¢
o poczatkach zarazy w miescie. Wczesna reakcja wladz zmniejszata
skale strat, ktore w przypadku epidemii mogly by¢ bardzo duze.
W tym miejscu nalezaloby wspomnie¢ o jeszcze wczesniejszych tabli-
cach pochodzacych z I1I w. n.e., tzw. tablicach Ulpiana. Jednakze ich
interpretacja oraz przeznaczenie nie do konca sg jasne, dlatego mozna
przyjac, ze tablice trwania zycia pojawily si¢ po raz pierwszy w XVII w.
Autorem jednej z pierwszych prac poswigconych zmianom w po-
ziomie umieralno$ci byl Edmund Halley. Stworzyt on tablice trwania
zycia dla miasta Wroctawia, oparte na obserwacjach liczby zgonow i
wielkosci populacji w badanym roku. Podejscie takie jest stosowane
powszechnie rowniez dzisiaj. E. Halley na podstawie swoich tablic
stwierdzil, ze 6wczesne renty sprzedawane przez panstwo sg niedo-
wartosciowane, a ich cena nie zalezy od wieku nabywcy. Wraz ze
wzrostem zainteresowania matematykow tematyka prognozowania
dalszego trwania zycia pojawily si¢ pierwsze analityczne modele do-
tyczace intensywnosci zgondéw. Jednym z pierwszych modeli byt mo-
del stworzony przez de Moivre’a, ktory zakladal, ze istnieje nieprze-
kraczalny wiek w, jaki sg w stanie osiggngc¢ jednostki w badanej popu-
lacji. Prawo to mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

gdzie:
U — natezenie zgondw w momencie z.
Kolejnym istotnym krokiem w modelowaniu umieralnosci bylo

prawo zaproponowane przez Gompertza. Nat¢zenie liczby zgondw w
tym prawie ma analityczng posta¢ funkcji wykladnicze;:
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gdzie: Nr 12(18)
A, B — dodatnie state.

Gompertz twierdzil, ze powyzszg formul¢ mozna interpretowac
jako ,,przecietny ubytek odpornosci na $mier¢” w badanej populacji
[Haberman 1996]. Uogdlnieniem prawa Gompertza jest prawo Make-
hama:

u,=C+AxBt.

Prawo to z pewnymi modyfikacjami (np. z r6znymi parametrami
wyznaczonymi dla grup wiekowych 0-9, 9-55, 55-95) bylo w poz-
niejszym okresie powszechnie stosowane. Nie tylko funkcje wyktad-
nicze byly rozwazane do analitycznego opisu umieralno$ci. Weibull
zaproponowat do opisu umieralnosci w pewnych populacjach funkcje
potegowa [Pitacco 2004]:

U =AXt"

Dalsze trwanie zycia jest zmienng losowa, mimo to w pionierskich
pracach modele dlugos$ci zycia miaty charakter deterministyczny. Do-
piero w drugiej potowie XX w. zagoscit na stale modele z losowa
warto$cig opisujacg obecng warto$¢ swiadczenia ubezpieczeniowego
wyrazong jako funkcja dalszego losowego trwania zycia. Z roku na
rok dysponujemy coraz dtuzszymi szeregami czasowymi, ktére po-
zwalaja na zaobserwowanie trendu umieralno$ci 1 prognozowanie
przysztych poziomdéw nat¢zenia zgonow. W modelowaniu stocha-
stycznym przyjmuje si¢, ze wartosci intensywnosci zgonow sg reali-
zacjami pewnej zmiennej losowe;.

3. Modele stochastyczne

Jednym z obecnie najpopularniejszych modeli tego typu jest model
Lee-Cartera (LC) wraz z jego licznymi modyfikacjami. W 1992 r.
R. Lee oraz L. Carter zaproponowali model oparty na podejsciu zwigza-
nym z analizg gtownych sktadowych, a nastepnie dopasowali model
do danych amerykanskich z lat 1900-1987 [Lee, Carter 1992]. W me-
todologii tej zmienng objasniang jest logarytm rocznego wspotczynni-
ka natgzenia zgonow In(m, ). Posta¢ modelu dana jest wzorem:

ln( mx,t) = a, + ﬁx X K + Extr

gdzie:
m, ¢ — roczne wspotczynniki natezenia zgonow,
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a, — $rednie wzgledem czasu poziomy umieralnosci, estymowane

jako $rednie arytmetyczne logarytmoéw rocznych wspotczynnikow
. , 1

nat¢zen zgonow: @, = ;Ztln(mx,t) ,

K; — zmiany poziomOw umieralnosci w czasie,

B, — modyfikacja wartosci k; w zaleznos$ci od wieku x,
&, — niezalezne zmienne losowe o Sredniej zero oraz statej wariancji.

Parametry k; i 8, nie s3 wyznaczone jednoznacznie. Podstawiajac
R, = ck, i B, = B,/c w miejscach k, i B, mozna uzyskaé takie same
wartosci In(m, ). Z tego powodu wprowadza si¢ dwa warunki za-
pewniajace identyfikowalnos¢ modelu:

ZKtzo,Zﬁle

t

Charakter parametrow uniemozliwia wykorzystanie takich stan-
dardowych metod estymacji, jak np. klasyczna metoda najmniejszych
kwadratow. R. Lee i L. Carter rozwigzali ten problem, stosujac meto-
de odwolujaca si¢ do rozktadu wartosci osobliwych macierzy (SVD).
Podejscie takie wymaga zalozenia o homoskedastycznosci sktadnika
losowego &, ;. Przeprowadzone badania [Brouhns 1 in. 2002] wskazuja
na to, ze wariancja nie jest rownomiernie roztozona. Zjawisko to jest
wyraznie widoczne np. przy poréwnaniu wariancji w grupach wieko-
wych 30-50 lat oraz 80—100 lat. Alternatywa dla metody SVD jest
metoda najwickszej wiarygodnosci. W tej metodzie estymacji zakta-
damy, ze liczba zgondw jest zmienng losowa o rozktadzie Poissona, a
doktadnie;j:

D, ;~Poisson(M,; E, ),

gdzie:
My = eXp(@y + frKe),
E .+ — centralna liczba os6b narazanych na ryzyko zgonu.

Istotg tej metody jest maksymalizacja logarytmu funkcji wiary-
godnosci, ktory w przypadku modelu Lee-Cartera ma postac:

InL = Z Z[Dx,tln(mx,t Ex,t) - Ex,t exp(ax + ﬁxkt) - ln(Dx,t!)]'
X t
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dlatego nie mozna ich oszacowa¢ standardowymi metodami. Roz- | v, 1503
wigzaniem tego problemu jest zastosowanie podejscia iteracyjnego.

W kazdym kroku iteracyjnym szacowany jest jeden z parametrow,

przy niezmienionych wartosciach pozostatych wcze$niej oszacowa-

nych parametrow, zgodnie z 0golng zasada:

Aw+1) _ gy _ _OLY /96
o 0 2L /302"

Dla konkretnych parametrow wyrazenie to przybiera postaci:

I 169)
&(v+1) — &(n) _ Zt(Dx,i(f)x,t )’
Eth,t

Zt(Dx,t-ﬁg(cg_ct))A;(cv)

c(v+1) — p(n) _ 2ttt Pxt /Px
K =K — = ,
2D B2

Zt(Dx,c—ﬁ,(c?)Rﬁ”)

R+ = pm) _
d d SeDgy (kf”)?

Procedura jest stopowana w momencie, gdy przyrost wartosci
funkcji wiarogodnosci nie przewyzsza 10, Efektywnymi punktami
startowymi sg k; = 0 oraz 5, = 0,01 [Jodz 2013].

Jednym z najwazniejszych powodéw, dla ktorych model zostat
stworzony i oszacowany, jest mozliwos¢ dokonania na jego podstawie
prognoz. Do tego konieczna jest ekstrapolacja k;, parametru opisuja-
cego zmiany w umieralno$ci w czasie. Zaldozmy, ze k, ma charakter
btadzenia losowego z dryfem, tzn.

Kt = Kt—1+c+€t'

gdzie:
& — niezalezne sktadniki losowe o jednakowych rozktadach normal-
nych N (0, 0?).

Estymacja parametréow ¢ oraz g“ zostala przeprowadzona analo-
gicznie jak w pracach N. Li, R. Lee i S. Tuljapurkara [2004] oraz
J. Bijak i B. Wigckowskiej [2008]. Estymatory powyzszych parame-
trOw majg postac:

2

¢=(xkr—x)/(T—-1)
oraz

7= 1/(T = 1) Y (i = Koy = &%
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Nr 1208 | Tametru k na chwilg 7'+ s:
T+s
Krys =kKr+(C+scn) s+4- z &
T=T+1

gdzie n ma rozktad normalny N (0,1), zas sc = 6 /T — 1 jest bledem
oszacowania statej c.

W 2006 r. A.E. Renshaw oraz S. Haberman przedstawili modyfi-
kacje modelu Lee-Cartera. Zauwazyli, ze cz¢$¢ zmienno$ci w pozio-
mie natezenia zgonéw mozna przypisa¢ efektowi kohortowemu, czyli
przynalezeniu badanych jednostek do grupy osob urodzonych w tym
samym roku [Renshaw, Haberman 2006]. Model ten (RH) mozna
zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

In( mx,t) = ay+ .Ba(c)yt—x + .B;Kt + &y

Interpretacja parametrOw a,,, fi oraz k, jest taka sama jak w mo-
delu Lee-Cartera. Dodatkowy parametr y;_, w modelu Renshawa-
-Habermana opisuje zmiany w poziomie umieralno$ci wynikajace z
przynaleznosci do kohorty osob urodzonych w roku # — x. W tym
przypadku réwniez pojawia si¢ problem z jednoznaczno$cig parame-
trow, dlatego wprowadza si¢ nastepujace warunki: Y., B2 =1,
Y Bx = loraz Ytmin—2max — O

Za autorami tego modelu przyjmujemy dodatkowo, ze estymatory
nieznanych parametréw wyznaczane sg z wykorzystaniem metody
iteracyjne;j:

)
?(v+1) — ?(v) + Zzzt—x(Dxt D(x))ﬁo
’ ’ Y set—x D (BY™)?
Zx(Dxt - D(X))A(v)
%D (70)?

_ 51 ™
’%(v+1) — }%(U) Zx(Dxt D )B

(v+1)

gl = g 4

( )
%D (B1)z
“1(V+1) _ p1® Zx(Dxt_Dg(CX))k\(V)
Br =BT S

Model jest ekstrapolowany w analogiczny sposob jak model Lee-
-Cartera.
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model zaproponowany przez R. Plata w 2009 r. (okreSlany skrotem |y, 155
PL) [Plat 2009]. Ulepszeniem w tym modelu jest dodanie kolejnego,
zaleznego od wieku parametru, majacego wplyw na poziom inten-
sywnosci zgondéw w mtodszych grupach wiekowych. Pomimo dodania

nowego sktadnika, majacego uchwyci¢ specyficzny charakter zmian w
poziomie umieralnosci osob mtodych, konstrukcja modelu pozwala na
stosowanie go dla catego przedziatu wiekowego. Posta¢ modelu dana

jest wzorem:

ln(mx,t) =, + Kkl +rEE—x)+rEE =) Y+
gdzie (x — x)* = max(x — x, 0).

Szacowanie parametréw modelu odbywa si¢ w sposéb iteracyjny:

~(v+1) _ A(v) Zz=t—x(Dxt D(x))
yz - yZ

Zz:t—xD(X)
’el(v+1) — }%1(17) + Zx(Dxt D(x))
&)
ZX Dxt
201 _ 0 Za(Dse — D) (x — %)
¥, DY (% — x)?
L 3(+1) a3 | Te(Dee—DS0)(%-2)*
3 K.3 + t(x)

LD {(E-0)*2

4. WartoSci estymatorow i prognozy

We wszystkich trzech modelach parametr a szacowany jest tak samo:
a, = %Ztln(mx,t). Na rysunku 1 przedstawione sg wartosci estyma-

tora parametru a, dla kobiet i m¢zczyzn.

Analizujac powyzszy wykres, mozna zauwazy¢, ze od 50. roku
zycia powigksza si¢ roznica w Srednim poziomie umieralnosci migdzy
kobietami a m¢zczyznami (na korzys¢ kobiet). Wysokie wartosci &,
w grupie 0s6b najmlodszych zwigzane sa z wysoka $miertelnoscia
noworodkow, co jest zgodne z prowadzonymi obserwacjami.

Na nastgpnych rysunkach znajduja si¢ oszacowane oraz ekstrapo-
lowane warto$ci parametrow k. Parametrow, ktore opisuja tempo
zmian umieralno$ci w kolejnych latach kalendarzowych.
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— — —mezczyini
kobiety

0 10 20 30 40 a0 60 70 a0 a0 100
wigk

Rys. 1. Wykres wartosci estymatorow parametru a dla danych polskich

Zrodlo: opracowanie wiasne.

¥ - kobiety

150 | i i ] i | i i i
1989 1969 1979 19589 19599 2008 2018 2029 2058 2045
rok kalendarzowy

Rys. 2. Wykres warto$¢ estymatorow x w modelu LC — kobiety

Zrddto: opracowanie wiasne.
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¥ - meiczyini

am I 1 ! i i i 1 ] i
1959 1969 1979 1989 1959 2009 2019 2029 2039 2049
rok kalendarzowey

Rys. 3. Wykres wartosci estymatora parametru « w modelu LC — me¢zczyzni

Zrddto: opracowanie wiasne.
% - HR - kobiety

35 i ] | i i i
1959 1969 1979 1989 1999 2009 2019 2029 2038 2049
lata kalendarzowe

Rys. 4. Wykres wartosci estymatora parametru x w modelu RH — kobiety

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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0 i 1 I i i i 1 I i
1959 1969 1979 1989 1999 2009 2018 2028 2058 2048
lata kalendarzowe

-4

Rys. 5. Wykres wartosci estymatora parametru x w modelu RH — mezczyzni

Zrodlo: opracowanie wiasne.

K - Plat - kohiety

OB

05 i ] I i i i ! I K}
1989 1969 1979 1989 1999 2008 2018 2029 2039 2048
lata kalendarzowe

Rys. 6. Wykres wartosci estymatora parametru x w modelu PL — kobiety

Zrédlo: opracowanie wihasne.
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- Plat - meiczyini

g i | | i i i | | i
1959 1963 1979 1989 1993 2003 2013 2029 2039 2043
lata kalendarzowe

Rys. 7. Wykres wartosci estymatora parametru ¥ w modelu PL — mezczyzni

Zrodto: opracowanie wiasne.

Y - HR - pordwnanie

ox

S120

R i 1 ] i i I 1 ]
1860 1880 1900 1920 1840 1860 1980 2000 2020
1ok urodzenia

Rys. 8. Wykres wartosci estymatora parametru y w modelu RH

Zrodto: opracowanie wlasne.
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r 1208 ] Nia wartosci tego wspofczynnika na poczatku i na konicu wykresu wyni-
kaja z tego, ze nie dysponujemy peilng informacja o zgonach w skraj-

.., - Flat - pardwnanie

kobiety
- mazczyini

400 i 1 1 i i i 1
1860 1860 1900 1920 1940 1560 1960 2000 2020

rok urodzenia
Rys. 9. Wykres wartosci estymatora parametru y w modelu PL

Zrddto: opracowanie wlasne.

logarytmy wspdtczynnikdw Wi t)
0 T T T T T T T T

11 1 | 1 1 1 1 1 | 1 1
] 10 20 30 40 a0 g0 70 a0 an 100

Rys. 10. Wykres wspotczynnikow zgonow u dla kobiet i mgzczyzn z Polski — tacznie

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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zgondéw w kohorcie 0s6b urodzonych w 2005 r., bo te osoby nadal zyja. | x 1248

Na wykresie mozna réwniez zauwazy¢ nietypowa zmiang tendencji z

malejacej na rosngcg w zachowaniu si¢ parametru y w okresie 1940—

1950, co zapewne jest efektem zmian w polskiej populacji, jakie nasta-

pity w czasie oraz po zakonczeniu Il wojny $wiatowe;.

Wyestymowane parametry pozwalaja na wyznaczenie wartosci
teoretycznych logarytmu intensywno$ci zgondw oraz na konstrukcje
prognoz przeci¢tnego dalszego trwania zycia w Polsce. Nastepny ry-
sunek przedstawia przykladowa prognoze wielkosci natezenia zgonow
uzyskang na podstawie modelu Lee-Cartera.

Tabela 1. Przekrojowe i kohortowe dalsze trwanie zycia

Rok Przekrojowe & (65) Kohortowe ¢ (65)
© kobiety mezczyzni kobiety mezezyzni
1969 16,20 12,84 17,49 13,74
1989 17,25 13,73 20,08 15,48
2009 19,73 15,93 22,55 17,97
2016 20,51 16,66 232 18,67

Zrodto: opracowanie wlasne.

Przekrojowe | kohortowe wspdtczynniki e(B5)
24 T T T T

lata

. &(64) kohortowe - kobiety
12_—-” = = =g[B5) przekrojowe - kobiety o
/ S LA &(64) kohortowe - mezczyini
: === gB5) przekrojowe - mezczyini
10 i I I i i
1953 1969 1979 1983 1939 2009 2019

rok kalendarzowy

Rys. 11. Kohortowe dalsze trwanie zycia osoby w wieku 65 lat dla kobiet i m¢zczyzn z Polski

Zrddto: opracowanie wiasne.



SLASKI
PRZEGLAD
STATYSTYCZNY

Nr 12(18)

250 Kamil Jodz

Wyliczone na podstawie oszacowanych i prognozowanych warto-
Sci p, . przecigtne dalsze trwanie zycia 65-latka w ujeciu przekrojo-
wym i kohortowym, zostato zaprezentowane w tab. 1 i na rys. 11.

5. Podsumowanie i wnioski

Z przeprowadzonych badan wynika, ze modelowanie intensywnosci zgo-
now z uzyciem modeli stochastycznych, takich jak modele Lee-Cartera,
Renshawa-Habermana oraz Plata, pozwala na wyliczenie przecigtnego
dalszego trwania zycia zardOwno w ujgciu przekrojowym, jak i w uje-
ciu wzdluznym (kohortowym). W kalkulacji sktadek w ubezpiecze-
niach dlugoterminowych nalezy uwzgledni¢ podej$cie kohortowe,
ktore stanowi uzupelienie dla powszechnie stosowanego podejscia
przekrojowego. Z pordwnania wartosci przekrojowego dalszego trwa-
nia zycia oraz kohortowego dalszego trwania zycia wynika, ze ta dru-
ga wartos¢ w przypadku polskich danych jest istotnie wigksza.
W sytuacji, gdy obserwowany jest spadek poziomu umieralnos¢, podej-
scie przekrojowe, ktore nie doszacowuje wartosci dalszego trwania
zycia, powinno by¢ uzupetniane o podejscie kohortowe.
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STOCHASTIC MODELING MORTALITY

Summary: This article presents the methodology of stochastic modeling mortality on the
example of the models: Lee-Carter, Renshaw-Haberman and Plat. As a result of calcula-
tions, estimated model parameters describing the level of mortality in the Polish popula-
tion have been obtained. Based on the estimated models predictions of life expectancy in
Poland have been made.

Keywords: mortality rate, Lee-Carter model, Renshaw-Haberman model, Plata model,
stochastic modeling.





