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ZASTOSOWANIE AUTORSKIEGO INDEKSU 
WYDAJNOŚCI PRACY DO ANALIZY DYNAMIKI CEN 
JEDNOSTEK ROZRACHUNKOWYCH OFE

Streszczenie: W  pracy podjęto próbę adaptacji autorskiego indeksu wydajności pracy do 
konstrukcji miary dynamiki jednostek rozrachunkowych OFE. Rozważania dotyczą zarówno 
przypadku dwóch momentów czasowych, jak i całego przedziału czasowego. W badaniu em-
pirycznym potwierdzono możliwości aplikacyjne omawianej miary.

Słowa kluczowe: indeks cen, indeks wydajności pracy, dynamika cen jednostek OFE, Otwar-
te Fundusze Emerytalne.

1. Wstęp

Oprócz miar oceniających efektywność Otwartych Funduszy Emerytalnych [Białek 
2005, 2008; Domański (red.) 2011; Gajek, Kałuszka 2000, 2001] niezbędne wydaje 
się również stosowanie metod oceny dynamiki cen ich jednostek uczestnictwa. Może 
się bowiem zdarzyć tak, że fundusz o stosunkowo wysokich aktywach oraz stopach 
zwrotu ma słabnącą na sile dynamikę przyrostów wartości swojej jednostki uczest-
nictwa. W konsekwencji w dłuższej perspektywie czasu jego atrakcyjność może bu-
dzić wątpliwości. Pewnej informacji dotyczącej porównania dynamiki danego fun-
duszu z dynamiką grupy dostarczyłoby zatem zbadanie, jak różni się średnie tempo 
zmian wartości jednostki tego funduszu w stosunku do analogicznej wartości dla 
całej grupy OFE. Z wyznaczeniem pierwszej z tych wartości problemu nie ma, gdyż 
do tego celu stosuje się średnią geometryczną z indeksów łańcuchowych wyznaczo-
nych dla cen jednostki danego funduszu. Problem, który rozwiązujemy w niniejszej 
pracy, to ocena wypadkowej dynamiki zmian cen jednostek uczestnictwa całej grupy 
OFE dla zadanego interwału czasowego. Propozycja miary nie jest nowa – stanowi 
pewną adaptację autorskiego indeksu wydajności pracy, prezentowanego we wcześ- 
niejszych pracach (por. [Białek 2011]). Głównym celem artykułu jest weryfikacja 
możliwości aplikacji wspomnianej miary do analizy dynamiki polskich OFE.
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2. Adaptacja autorskiego indeksu przeciętnej wydajności pracy – 
przypadek dwóch momentów czasowych

Wiele prac poświęconych tematyce indeksów agregatowych koncentruje się na po-
równaniu indeksów statystycznych i próbie wykazania wyższości któregoś z nich 
[Diewert 1978]. Przy tego rodzaju porównaniach często autorzy ograniczają się je-
dynie do weryfikacji liczby tzw. testów (postulatów), pochodzących z  tzw. aksjo-
matycznej teorii indeksów, które spełnia dana formuła indeksu. Jednak stosunkowo 
niewiele prac przy analizach porównawczych bierze pod uwagę odporność indeksu 
na sytuacje, gdy liczba obserwacji pochodzących z okresu bazowego lub badane-
go jest stosunkowo niewielka. Ogólnie indeksy statystyczne mają wskazywać na 
pewne prawidłowości w zbiorowości generalnej. Tymczasem stosunkowo mała ilość 
informacji pochodzących z  któregoś z  rozpatrywanych okresów może prowadzić 
do przypadkowych wartości indeksu i, co za tym idzie, błędnej oceny zjawiska. 
W ustawodawstwie polskim funkcjonuje, co prawda, formuła przeciętnego zwrotu 
grupy OFE dla zadanego przedziału czasowego (por. [Gajek, Kałuszka 2000]), ale 
bierze pod uwagę jedynie skrajne momenty czasowe analizowanego trzyletniego1 
interwału. A zatem formuła określona w Ustawie o organizacji i  funkcjonowaniu 
funduszy emerytalnych [Ustawa z dnia 28 sierpnia 1997, art. 173] nie uwzględnia 
informacji o cenach jednostek uczestnictwa pochodzących ze wszystkich momen-
tów pośrednich badanego przedziału czasowego. Dodajmy, iż jeden z postulatów 
Gajka i Kałuszki [2000] wymaga również, aby wpływ funduszy o stosunkowo ma-
łych aktywach na przeciętny zwrot grupy był odpowiednio mały. Górny limit udzia-
łu dowolnego funduszu narzuca ustawa i wynosi on 15%, dolnego limitu nie ma. 
Poniżej omówimy pewną autorską koncepcję indeksu przeciętnej wydajności pracy, 
który w ocenie uwzględnia wszystkie momenty czasowe analizowanego przedziału 
czasowego, a dodatkowo odpowiednio ogranicza wpływ tych komponentów agre-
gatu (w naszym przypadku funduszy emerytalnych), które charakteryzują się rela-
tywnie niewielkimi aktywami netto, a co za tym idzie, stosunkowo niewielką liczbą 
jednostek rozrachunkowych nabytych przez klientów. Rozważania zaprezentujemy 
w terminologii rynku OFE i rozpoczniemy je od sytuacji, w której porównujemy ze 
sobą dwa momenty obserwacji: s (okres bazowy) i  t (okres badany). Przyjmijmy 
następujące oznaczenia:

n – liczba funkcjonujących funduszy emerytalnych,
[T1, T2] – rozważany interwał czasowy, dla którego mierzymy przeciętny zwrot, 
pi(t) – wartość jednostki uczestnictwa i-tego funduszu w chwili t,
qi(t) – liczba jednostek rozrachunkowych i-tego funduszu w chwili t,
Ai(t) = pi(t) qi(t) – aktywa netto i-tego funduszu w chwili t,

1 Do końca marca 2004 r. średnia ważona stopa zwrotu obliczana była na ostatni dzień roboczy 
każdego kwartału i obejmowała okres 24 miesięcy poprzedzających ten dzień. Po zmianie przepisów 
stopa ta obliczana jest co 6 miesięcy, na ostatni dzień roboczy marca i września, za okres 36 miesięcy 
poprzedzających ten dzień.
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-)(* tAi udział aktywów netto i-tego funduszu w stosunku do łącznych aktywów 
netto grupy OFE w chwili t, tzn.

*
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=
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∑ (1)

Niech Ij(s, t) oznacza indeks dynamiki zmian ceny jednostki i-tego funduszu 
w porównywanych okresach s, t ∈ [T1, T2], co oznacza po prostu2, iż
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W pracy [Białek 2005] poszukuje się takiego indeksu przeciętnej dynamiki dla 
n-elementowej grupy ( , ),I s t którego formuła stanowi średnią ważoną z indeksów 
cząstkowych ( , ),jI s t  tzn.
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(3)

przy ,ig R+∈  natomiast zmienne ( )jp s oraz ( ),jp t a przez to również ( , )jI s t  oraz 
( , )I s t  traktuje się jako losowe. Interesuje nas wielkość rozbieżności, jaka może 

pojawić się pomiędzy zmierzonym, zakłóconym wskaźnikiem ( , )I s t  a jego oczeki-
waną wartością teoretyczną ( , )EI s t 3, oznaczoną tu jako ( , )I s t . Oznaczmy przez 

( , )dI s t zakłócenie indeksu mierzone jako odchylenie ( , )I s t  od teoretycznej war-
tości 0 ( , ).I s t  Dobór wag 1 2{ , , ..., }ng g g  ma tu na celu minimalizację odchyleń war-
tości indeksu ( , )I s t  od jego wartości przeciętnej. Minimalizujemy więc dyspersję 
stochastyczną określoną tu jako:

2 2 2
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Wprowadźmy następujące oznaczenie:
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Wobec (3) i (5) uzyskujemy:
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=
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2 W oryginalnej pracy [Białek 2007] formuła ta stanowiła indeks cząstkowej wydajności pracy. 
W niniejszym artykule wyrażamy go w terminologii OFE.

3 Przyjmujemy tu: ( , )EI s t < ∞ , ( , ) ,jEI s t < ∞  ( , ) ,VarI s t < ∞  ( , ) .jVarI s t < ∞
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0 ( , ) ( , ),j jI s t EI s t=  {1,2, ..., }j n∈ , (8)

1
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n

i
i

γ
=

=∑ (9)

Uznając dodatkowo, iż zakłócenia cenowych indeksów cząstkowych ( , )idI s t  
oraz ( , )jdI s t są niezależne dla ji ≠ , otrzymujemy w konsekwencji wobec (4)

2 2 2 2
0

1 1
[ ( ( , ) ( , )) ] .

j

n n

j j j j II
j j

E I s t I s tσ γ γ σ
= =

= - =∑ ∑ (10)

A zatem problem optymalizacyjny sprowadza się do minimalizacji funkcji okre-
ślonej w (10) przy warunku ograniczającym (9). Nie będziemy tutaj przytaczać tech-
nicznej strony rozwiązania tego problemu, odsyłając zainteresowanego czytelnika 
do pracy [Białek 2011]. W efekcie, przy wprowadzonych oznaczeniach, powyższa 
optymalizacja prowadzi do następujących wartości wag4 jg :

2 2 .1 1 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

j
j j

j j j j

g p s p t
q s q t A s A t

= =
+ + (11)

A zatem udziały funduszy w formule przeciętnej dynamiki wartości jednostek 
uczestnictwa grupy określamy tu nie poprzez średnią arytmetyczną, lecz za pomocą 
średniej geometrycznej z liczby uczestników funduszy w porównywanych okresach. 

3. Przeciętna dynamika grupy OFE – 
przypadek przedziału czasowego

Rozważmy teraz sytuację, gdzie interesuje nas przeciętna, jednookresowa dyna-
mika wartości jednostek uczestnictwa grupy OFE na zadanym przedziale czaso-
wym 1 2[ , ].T T  Załóżmy, iż posiadamy informację o  liczbie oraz cenach jednostek 

4 Jest tu pewna formalna nieścisłość. W oryginalnej pracy liczba pracowników przedsiębiorstwa 
traktowana była jako pewna dodatnia liczba rzeczywista. W niniejszych rozważaniach również zakła-
damy, iż liczba jednostek OFE jest deterministyczna. Jednak wydaje się, że do wyznaczania liczby jed-
nostek jako iloraz aktywów netto funduszu i wartości jednostki rozrachunkowej (traktowanej losowo) 
założenie to przestaje obowiązywać.
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dla wszystkich momentów pośrednich oraz skrajnych rozważanego przedziału, tzn. 
w okresach 1 1 1 2, 1, 2, ..., 1.T T T T+ + -

Wobec wprowadzonych oznaczeń zdefiniujmy indeks dynamiki dla grupy OFE:
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Współczynniki iβ  określają, jaki był relatywny udział liczby jednostek i-tego 
funduszu wobec nabytych jednostek wszystkich uczestników OFE w zadanym prze-
dziale czasowym, natomiast współczynniki t

iα  wskazują na udział liczby jednostek 
i-tego funduszu w chwili 1 2[ , ]t T T∈  w stosunku do sumarycznej liczby jednostek 
rozrachunkowych funduszu w całym przedziale czasu. Rozważania teoretyczne do-
tyczące formuły (12) znajdzie czytelnik w pracy [Białek 2011]. W dalszej części 
pracy przedstawimy wyniki badania mającego określić dynamikę zmian wartości 
jednostek uczestnictwa zarówno całej grupy OFE, jak i poszczególnych funduszy. 
Iloraz tych dwóch wartości pozwala bowiem stwierdzić, czy dany fundusz jest bar-
dziej dynamiczny niż (uśredniając) grupa OFE, czy też jego tempo rozwoju jest 
poniżej średniego poziomu grupy funduszy. Dodajmy, iż przeciętną dynamikę cen 
jednostki danego i-tego funduszu ),( 21 TTGi kalkulujemy tu w sposób klasyczny, 
a więc za pomocą średniej geometrycznej z odpowiednich cenowych indeksów łań-
cuchowych, tzn.

2 1 2 1
1 1 2 2

1 2
1 1 2 1
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( ) ( 1) ( 1) ( )

i i i iT T T T
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i i i i
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Zauważmy również, iż formuła (12) w przeciwieństwie do ustawowego prze-
ciętnego zwrotu nie zawiera w swojej składni wyrażeń postaci *

1( )iA T czy *
2( ).iA T  

4. Badanie empiryczne

W  celu implementacji omówionego indeksu dynamiki wzięto pod uwagę okres 
07.2002 – 07.2012 funkcjonowania OFE w Polsce. W badaniu użyto danych mie-
sięcznych (120 obserwacji) dotyczących cen jednostek uczestnictwa OFE oraz liczby 
posiadanych jednostek. Wyniki dotyczące przeciętnej dynamiki wartości jednostek 
uczestnictwa poszczególnych funduszy dla różnych przedziałów czasowych zawiera 
tab. 1. Tabela 2 zawiera zestawienie relacji wartości indywidualnych indeksów dy-
namiki (dla poszczególnych OFE) w stosunku do wartości indeksu wypadkowego 
dla całej grupy BI , również dla różnych przedziałów czasowych. Wykres funkcji 

( ) ( , 1)Bf t I t t= + przedstawiono na rys. 1.

Tabela 1. Przeciętne, miesięczne tempo zmian wartości jednostek uczestnictwa OFE 
dla różnych przedziałów czasowych

OFE
Wartość indeksu Gi dla zadanego przedziału czasowego

07.2011 – 07.2012 07.2009 – 07.2012 07.2004 – 07.2012 07.2002 – 07.2012

AIG 0,9963 1,0063 1,0059 1,0064

Allianz 0,9954 1,0062 1,0052 1,0058

Bankowy 0,9957 1,0061 1,0049 1,0058

Aviva 0,9957 1,0062 1,0054 1,0056

AXA 0,9964 1,0059 1,0056 1,0059

WARTA 0,9956 1,0062 1,0053 1,0059

AEGON 0,9952 1,0055 1,0052 1,0057

Generali 0,9960 1,0056 1,0058 1,0063

ING 0,9954 1,0065 1,0057 1,0062

Pekao 0,9944 1,0057 1,0056 1,0059

Pocztylion 0,9938 1,0052 1,0053 1,0057

Polsat 0,9924 1,0047 1,0050 1,0062

PZU 0,9947 1,0059 1,0054 1,0060

Nordea 0,9964 1,0063 1,0054 1,0058

Źródło: obliczenia własne w programie Mathematica 6.0 na podstawie danych z  serwisu www.knf. 
gov.pl.
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Tabela 2. Przeciętna dynamika cen jednostek uczestnictwa poszczególnych OFE 
w stosunku do przeciętnej, jednookresowej dynamiki cen w całej grupie5

OFE
Wartość wyrażenia [ Bi IG /  – 1] ×100% dla zadanego przedziału czasowego (%)

07.2011 – 07.2012 07.2009 – 07.2012 07.2004 – 07.2012 07.2002 – 07.2012
AIG 0,0784 0,0144 0,0379 0,0422
Allianz –0,0092 0,00821 –0,0239 –0,0151
Bankowy 0,0230 –0,0040 –0,0592 –0,0157
Aviva 0,0160 0,0106 –0,0114 –0,0330
AXA 0,0892 –0,0181 0,0164 –0,0035
WARTA 0,0070 0,0040 –0,0184 –0,0031
AEGON –0,0294 –0,0618 –0,0249 –0,0211
Generali 0,0482 –0,0491 0,0268 0,0352
ING –0,0100 0,0371 0,0191 0,0252
Pekao –0,1106 –0,0414 0,0081 0,0033
Pocztylion –0,1713 –0,0897 –0,0166 –0,0213
Polsat –0,3138 –0,1412 –0,0444 0,0246
PZU –0,0801 –0,0246 –0,0120 0,0044
Nordea 0,0884 0,0149 –0,0105 –0,0112

Źródło: obliczenia własne w programie Mathematica 6.0 na podstawie danych z serwisu www.knf.gov.pl.

Rys. 1. Przeciętna, miesięczna zmiana wartości jednostek funkcjonujących OFE 
w okresie 07.2002 – 07.2012

Źródło: opracowanie własne w programie Mathematica 6.0 na podstawie danych z serwisu www.knf.
gov.pl.

5 Dla okresu 07.2011 – 07.2012 otrzymano wynik 0,9955BI = 0,9955, dla okresu 07.2009 – 07.2012 
otrzymano wynik 1,0061,BI =  1,006,1 dla okresu 07.2004 – 07.2012 otrzymano wynik 1,0055,BI =  1,0055, dla okresu 
07.2002 – 07.2012 otrzymano wynik 1,0059.BI = 1,0059.
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Należy tutaj zaznaczyć, iż wartości znajdujące się w poszczególnych kolumnach 
tab. 2 odpowiadają na pytanie, o ile procent przeciętna, miesięczna dynamika cen 
jednostki danego funduszu różni się od przeciętnej, miesięcznej dynamiki cen jedno-
stek w grupie OFE. Dodatnie wartości oznaczają, iż dynamika cen jednostek danego 
funduszu jest większa niż grupy. Ujemne wskazania oznaczają, iż dany fundusz roz-
wija się wolniej niż (średnio) grupa.

5. Wnioski

W  przeprowadzonym badaniu najbardziej dynamicznie rozwijającym się fundu-
szem okazał się AIG (w całym okresie objętym badaniem średni miesięczny przy-
rost wartości jego jednostki uczestnictwa przekracza o 0,0422% średni miesięczny 
analogiczny przyrost w grupie OFE). Miesięczna dynamika zmian wartości jednost-
ki uczestnictwa jest również wyróżniająca w przypadku funduszy: Generali, ING 
oraz Polsat (pogrubioneone wartości w tab. 1 i 2), ale tylko w przypadku długich 
przedziałów obserwacji. W  przypadku okresu 07 2011 – 07 2012, który był nie-
najlepszy dla rynku OFE (pierwsza kolumna w tab. 1), za najbardziej dynamiczne 
(również w stosunku do grupy) należy uznać fundusze Axa i Nordea. Nie zmienia to 
jednak faktu, iż okresie tym wszystkie fundusze generalnie traciły (tzn. przeciętnie 
miesięczne tempo zmian wartości ich jednostek uczestnictwa było mniejsze od jed-
ności). Wyróżnione wcześniej (dla całego 10-letniego przedziału czasowego obser-
wacji) fundusze ING oraz Polsat w ciągu ostatniego roku wyraźnie nie „nadążają” 
za grupą6. Należy tu nadmienić, iż ogólnie inwestycje OFE powinniśmy traktować 
jako długoterminowe i tak naprawdę najbardziej miarodajna jest ostatnia kolumna 
tab. 2. Zauważmy jednak na koniec, iż obserwując zmiany cen jednostek OFE zaled-
wie z miesiąca na miesiąc, to i tak, poza okresem światowego kryzysu finansowego, 
przeważają wzrosty cen jednostek nad spadkami (indeks dynamiki powyżej jedności 
– por. rys. 1). Prezentowane wyniki można by uzupełnić, stosując np. odpowiednie 
metody analizy technicznej do oceny zmian kierunku trendu (np. wskaźnik MACD, 
por. [Analiza techniczna… 2001]), nie było to jednak celem artykułu.
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APPLICATION OF THE ORIGINAL INDEX OF LABOUR 
PRODUCTIVITY IN THE ANALYSIS OF OPEN PENSION FUNDS’ 
UNITS DYNAMICS

Summary: In the paper we try to adapt an original index of labour productivity to the con-
struction of measure of open pension funds’ units dynamics. We consider not only two mo-
ments of observations but also the whole time interval. In our empirical study we confirm the 
usefulness of the discussed measure.

Keywords: Price index, index of labour productivity, open pension funds’ units dynamics, 
Open Pension Funds.
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