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Aleksander R. Mercik 
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WYKORZYSTANIE ROZKŁADU T-STUDENTA 

DO SZACOWANIA WARTOŚCI ZAGROŻONEJ 

Streszczenie: Bardzo często w modelowaniu finansowym przyjmuje się, że rozkład praw-

dopodobieństwa stóp zwrotu z cen instrumentów finansowych jest wielowymiarowym roz-

kładem normalnym. Ze względu na zjawisko grubych ogonów wiele instytucji finansowych 

próbuje zastąpić rozkład Gaussa innym, który lepiej odzwierciedla to zjawisko. Celem arty-

kułu jest porównanie parametrycznych modeli VaR zakładających rozkład t-Studenta stóp 

zwrotu z modelami opartymi na rozkładzie normalnym. W pracy zaprezentowano wyniki 

badań nad skutecznością 24 modeli parametrycznych wartości zagrożonej opracowanych na 

bazie historycznej ekspozycji na ryzyko jednego z wiodących brokerów kontraktów CFD  

w Polsce. 

Słowa kluczowe: wartość zagrożona, zmienność, rozkład t-Studenta, skuteczność modeli VaR.  

1. Wstęp – miara value at risk 

Obecnie VaR jest najpopularniejszą metodą, jeśli chodzi o pomiar ryzyka rynkowe-

go. Może być również zastosowana do pomiaru innego typu ryzyka (zwłaszcza ryzy-

ka kredytowego i operacyjnego). Pierwszą instytucją finansową, która opublikowała 

materiały dotyczące wartości zagrożonej jest JP Morgan [Rokita 2004]. Wartość 

zagrożona (Value at Risk, w skrócie VaR) to maksymalna oczekiwana wielkość stra-

ty rynkowej (np. wartości instrumentu lub portfela), która może wystąpić w normal-

nych warunkach rynkowych, a prawdopodobieństwo jej wystąpienia lub przekrocze-

nia w określonym przedziale czasowym jest równe zadanemu poziomowi istotności 

[Jajuga (red.) 2008]. 

Formalnie Value at Risk zapisuje się za pomocą wzoru [Alexander 2009]: 

  (        )      (1) 

gdzie:  W0 – obecna wartość, 

 W – wartość na końcu rozpatrywanego okresu, 

 α – poziom tolerancji. 

Najczęstszym horyzontem czasowym stosowanym przez banki jest 1 dzień 

[Bank for International Settlements 2004]. Inne instytucje finansowe (np. fundusze 
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inwestycyjne i przedsiębiorstwa) stosują horyzont jednomiesięczny [Kuziak 2003]. 

Najczęstszymi poziomami tolerancji zalecanymi przez instytucje nadzorujące rynek 

finansowy są 0,05 oraz 0,01. Im niższy poziom tolerancji, tym wyższy poziom war-

tości zagrożonej. Zwiększenie horyzontu czasowego przyczynia się do zwiększenia 

wartości zagrożonej. Przedstawiona definicja w żaden sposób nie zawiera informacji, 

jak powinno się ową miarę wyznaczać. W praktyce metod na wyznaczanie wartości 

zagrożonej jest wiele, a do najpopularniejszych należą: 

1) metoda historyczna, 

2) metoda symulacyjna (tzw. symulacje Monte Carlo) [Ammann, Reich 2001], 

3) metoda wariancji i kowariancji, 

4) metody wyznaczania kwantyla dowolnego rozkładu, 

5) podejście oparte na teorii wartości ekstremalnej [Pietrzyk 2004], 

6) podejście oparte na wykorzystaniu wartości pochodzących z ogona rozkładu, 

7) metoda oparta na wektorach warunkowych wartości oczekiwanych i warun-

kowych macierzach kowariancji (modele klasy VARMA-MGARCH) [Piontek 2002]. 

W pierwszej metodzie wykorzystuje się stopy zwrotu obliczone na podstawie hi-

storycznych notowań. Podejście to jest nieparametryczne, czyli nie wiąże się z przy-

jęciem żadnych założeń dotyczących rozkładu stóp zwrotu i parametrów tego roz-

kładu (np. odchylenia standardowego, średniej itp.). Druga metoda polega na przyję-

ciu pewnego modelu opisującego mechanizm kształtowania się stóp zwrotu analizo-

wanych instrumentów finansowych, na podstawie którego generuje się wiele (zwykle 

kilka tysięcy) hipotetycznych scenariuszy, co umożliwia otrzymanie pewnego roz-

kładu stóp zwrotu. Następnym etapem jest wyznaczenie kwantyla wygenerowanego 

rozkładu, co umożliwia wyznaczenie poziomu wartości zagrożonej. 

W finansach na ogół nie ma możliwości zaobserwowania więcej niż jednego 

przebiegu tego samego procesu cen, dlatego wnioski na temat rozkładu stóp zwrotu 

w danym momencie często wyciąga się przy pewnych dodatkowych założeniach. 

Trzeci przypadek to taki, w którym założony został rozkład normalny stóp zwrotu  

z instrumentów finansowych. Wówczas obliczanie wartości zagrożonej sprowadza 

się do wyznaczenia kwantyla tego rozkładu. Metoda czwarta jest zbliżona do trze-

ciej, z taką różnicą, że zakłada się inny rozkład stóp zwrotu niż normalny (np.  

t-Studenta). W podejściu opartym na teorii wartości ekstremalnej dąży się do okre-

ślenia wartości ekstremalnej rozkładu, np. określenia maksymalnej straty. Również 

godnym zainteresowania podejściem jest propozycja A.J. McNeila [1997], w której 

autor wykorzystuje fakt, że obserwacje z ogona rozkładu mogą być dobrze przybli-

żone za pomocą uogólnionego rozkładu Pareta
1
.  

W niniejszym artykule analizie poddano grupę modeli VaR opartą na wykorzy-

staniu kwantyla rozkładu t-Studenta oraz standardowe modele oparte na metodzie 

wariancji i kowariancji. 

 

                      
1 Oparte na teorii wartości ekstremalnej. 
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2. Modele VaR oparte na wielowymiarowym 

rozkładzie normalnym 

W najbardziej podstawowym modelu wartości zagrożonej przyjmuje się założenie, 

że rozkład prawdopodobieństwa stóp zwrotu z cen instrumentów finansowych jest 

wielowymiarowym rozkładem normalnym o wartościach średnich   i macierzy ko-

wariancji  .  

W przypadkach zakładających więcej niż jeden instrument finansowy zmiana 

wartości portfela instrumentów oszacowana jest ze wzoru: 

                     ∑   
 

 
∑     

  
         (2) 

gdzie:  N – liczba dni obrotu w ciągu ostatnich 30 dni kalendarzowych, 

      – liczba lotów obrotu na i-tym instrumencie k dni wstecz, 

    – marża na i-tym instrumencie, czyli spread pomnożony przez wartość 

jednego pipsa, wyrażona w PLN, 

    – stopa zwrotu z n-tego instrumentu 

    (        )               (3) 

gdzie:      – wielkość pozycji długich klientów dla instrumentu i, 

     – wielkość pozycji krótkich klientów dla instrumentu i, 

     – aktualny kurs rynkowy instrumentu i, 

       – aktualny kurs walutowy w PLN. 

Wariancja portfela wyliczana jest ze wzoru: 

              (4) 

gdzie    jest macierzą symetryczną, dodatnio określoną, mającą postać: 

   [

   (  )                                

           
             

                      (  )

]    (5) 

  jest wektorem: 

   (          )     (6) 

Wartość zagrożona została oszacowana następująco: 

                (7) 

    ∑   
 

 
∑      

  
      (8) 

gdzie:     kwantyl standardowego rozkładu normalnego przy poziomie ufności  . 
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3. Modele VaR oparte na wielowymiarowym  

rozkładzie t-Studenta 

Rozkład t-Studenta z   stopniami swobody jest rozkładem zmiennej losowej   po-

staci: 

   
 

√ 
√     (9) 

gdzie:  U – zmienna losowa zestandaryzowana, czyli mająca standardowy roz-

kład normalny N(0,1), 

 Z – zmienna losowa o rozkładzie chi kwadrat o   stopniach swobody, 

 U, Z – zmienne losowe niezależne. 

Wykorzystanie rozkładu t-Studenta w modelowaniu wartości zagrożonej pozwa-

la lepiej oszacować prawdopodobieństwo wydarzeń ekstremalnych przy niewielkiej 

ilości stopni swobody (zwłaszcza w przypadku dziennych stóp zwrotu) – rozkład  

t-Studenta lepiej oddaje zjawisko leptokurtozy [Welfe 2003], z którym mamy do 

czynienia wtedy, gdy w porównaniu z rozkładem normalnym rozkłady stóp zwrotu  

z cen aktywów mają „grube ogony” i jednocześnie wyższy szczyt funkcji gęstości. 

Oznacza to, że prawdopodobieństwo wystąpienia nietypowych zmian (outliers) jest 

większe niż w przypadku, gdyby miały one rozkład normalny. Ponadto, wartości są 

jednocześnie bardziej skupione wokół swojej średniej. Modele oparte na rozkładzie 

normalnym mają tendencję do niedoszacowania wartości zagrożonej na poziomie 

tolerancji mniejszym niż 1%. 

Funkcja gęstości rozkładu t-Studenta dla   stopni swobody ma następującą po-

stać analityczną: 

  ( )  
 (

   

 
)

√    (
 

 
)
(  

  

 
)
 (

   

 
)

  (10) 

Rozkład t-Studenta ma zerową wartość oczekiwaną oraz zerową skośność (jest 

symetryczny). Dla    > 2 wariancja istnieje i wynosi  

  ( )   (   )     (11) 

Wartość kurtozy istnieje dla    > 4 i jest dana wzorem  

    (   )        (12) 

Dla     rozkład t-Studenta staje się standardowym rozkładem normalnym. 

VaR dla rozkładu t-Studenta można obliczyć, korzystając ze wzoru: 

                  √   (   )  
  (   )       (13) 
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W przypadku gdy portfel zawiera m instrumentów, których wagi wynoszą  

w = (w1, w2, …, wm)ʹ, a stopy zwrotu z instrumentów mają rozkład t-Studenta o 

  stopniach swobody, wartość zagrożona portfela wynosi: 

                  √   (   )  
  (   )√            (14) 

gdzie:   – macierz kowariancji o wymiarach    ; 

  – wektor oczekiwanych stop zwrotu o wymiarze m [Alexander 2009]. 

W przypadku portfela składającego się z kilkudziesięciu instrumentów finanso-

wych oszacowanie liczby stopni swobody dla rozkładu t-Studenta jest znacznym 

wyzwaniem. W przeprowadzonych badaniach liczba stopni swobody dla rozkładu 

t-Studenta została dobrana na podstawie pięciu instrumentów, którymi klienci hand-

lowali najczęściej (jako średnia ważona): kontrakt terminowy na złoto, pary waluto-

we USDPLN, GBPUSD, EURUSD oraz kontrakt terminowy na niemiecki indeks 

DAX30. Liczbę stopni swobody dopasowano do każdego instrumentu za pomocą 

metody największej wiarygodności.  

4. Badania empiryczne 

W przeprowadzonej analizie wzięto pod uwagę 12 modeli wartości zagrożonej opar-

tych na rozkładzie normalnym oraz 12 modeli zakładających rozkład t-Studenta. 

A. Modele oparte na odchyleniu standardowym i macierzy kowariancji wyesty-

mowanej na podstawie wszystkich dostępnych danych od 2005 r, z poziomem tole-

rancji 5, 1 oraz 0,5% przy założeniu rozkładu normalnego stóp zwrotu (MODEL 1) 

oraz rozkładu t-Studenta stóp zwrotu (MODEL 5 – t-Student). 

B. Modele oparte na odchyleniu standardowym i macierzy kowariancji wyesty-

mowanej na podstawie stóp zwrotu z ostatnich 255 sesji z poziomem tolerancji 5, 1 

oraz 0,5% przy założeniu rozkładu normalnego stóp zwrotu (MODEL 2 – 255) oraz 

rozkładu t-Studenta stóp zwrotu (MODEL 6 – t-Student, 255). 

C. Modele oparte na odchyleniu standardowym i macierzy kowariancji wyesty-

mowanej na podstawie stóp zwrotu z ostatnich 100 sesji z poziomem tolerancji 5, 1 

oraz 0,5% przy założeniu rozkładu normalnego stóp zwrotu (MODEL 3 –100) oraz 

rozkładu t-Studenta stóp zwrotu (MODEL 7 – t-Student, 100). 

D. Modele oparte na odchyleniu standardowym i macierzy kowariancji wyesty-

mowanej na podstawie e metody EWMA
2
 z poziomem tolerancji 5, 1 oraz 0,5% przy 

założeniu rozkładu normalnego stóp zwrotu (MODEL 4 – EWMA) oraz rozkładu  

t-Studenta stóp zwrotu (MODEL 8 – t-Student, EWMA). 

Szereg dziennych stóp zwrotu został obliczony na podstawie danych dostarczo-

nych przez serwis informacyjny Bloomberg. Parametry rozkładu normalnego oraz 

                      
2 Metoda stosowana przez J.P. Morgan w RiskMetrics. W tym modelu zakłada się, że σ2

n = 

(1 − λ)r2
n−1 + λσ2

n−1. Wartość parametru można wyestymować metodą największej wiarogodności. 

J.P. Morgan w swoim modelu RiskMetrics przyjmuje λ = 0,94. 
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rozkładu t-Studenta zostały oszacowane dla każdego dnia oddzielnie na podstawie 

poprzednich stóp zwrotu dla poziomów istotności 5, 1 oraz 0,5%. Dla każdego modelu 

przyjęto, że wartość oczekiwana dziennych stóp zwrotu wynosi zero. Następnie obli-

czono szereg przekroczeń (składający się z zer i jedynek), który był podstawą do prze-

prowadzenia testów Kupca [1995], Christoffersena [1998] oraz testu odległości między 

przekroczeniami. Dodatkowo przeprowadzono testy łączne, w których zsumowano 

statystyki z wymienionych testów. Drugim etapem porównania badanych modeli była 

budowa funkcji Lopeza [1998] oraz Sarmy-Thomasa-Shaha [Sarma i in. 2003]. 

Z przeprowadzonego zestawienia (tab. 1) wynika, że wartość zagrożona na po-

ziomie ufności 5% może być prognozowana przy założeniu, że rozkład dziennych 

stóp zwrotu da się opisać za pomocą rozkładu normalnego. Bez względu na wybór 

metody estymacji zmienności oraz macierzy korelacji, modele oparte na rozkładzie 

normalnym wypadają pozytywnie w testach na liczba przekroczeń oraz testach na 

niezależność przekroczeń (Christoffersena). W przypadku zmniejszenia poziomu 

ufności do 1% wykorzystanie rozkładu normalnego nie daje zadowalających 

rezultatów. Trzy modele zakładające rozkład Gaussa niedoszacowują poziomu war-

tości zagrożonej. W tym przypadku znacznie lepiej wypadają modele zakładające 

rozkład t-Studenta. Rozkład ten przy odpowiedniej liczbie stopni swobody charakte-

ryzuje się grubszymi ogonami niż w przypadku rozkładu normalnego. Test na odleg-

łość między przekroczeniami wskazuje, że poszczególne przekroczenia nie są rów-

nomiernie rozdystrybuowane, przez co mogą pojawiać się okresy podwyższonej 

zmienności, podczas których pojawia się znacznie więcej przekroczeń wartości za-

grożonej niż w innych okresach.  

Tabela 1a. Wyniki przeprowadzonych testów (95%) 

 

Test Kupca 
Test 

Christoffersena 

Test Kupca + 

Christoffersena 

(statystyka łączna) 

Test na odległość 

między 

przekroczeniami 

Mieszany 

test Kupca 

1 2 3 4 5 6 

Model 1 

VaR (5%) tak tak tak nie tak 

VaR (1%) nie tak nie nie nie 

VaR 

(0,5%) 
nie tak nie nie nie 

Model 2 (255) 

VaR (5%) tak tak tak tak tak 

VaR (1%) nie tak nie nie nie 

VaR 

(0,5%) 
nie – – nie nie 

Model 3 (100) 

VaR (5%) tak tak tak tak tak 
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Tabela 1a, cd. 

1 2 3 4 5 6 

VaR (1%) tak – – nie nie 

VaR 

(0,5%) 
nie – – nie nie 

Model 4 – EWMA 

VaR (5%) tak tak tak nie nie 

VaR (1%) nie – – nie nie 

VaR 

(0,5%) 
nie – – nie nie 

Model 5 – t-Student 

VaR (5%) tak tak tak tak tak 

VaR (1%) tak – – nie nie 

VaR 

(0,5%) 
nie – – nie nie 

Model 6 – t-Student (255) 

VaR (5%) nie tak nie nie nie 

VaR (1%) tak – – nie nie 

VaR 

(0,5%) 
nie – – nie nie 

Model 7 – t-Student (100) 

VaR (5%) nie tak tak tak nie 

VaR (1%) tak – – nie nie 

VaR 

(0,5%) 
tak – – nie nie 

Model 8 – t-Student (EWMA) 

VaR (5%) nie – – tak tak 

VaR (1%) tak – – nie nie 

VaR 

(0,5%) 
tak – – nie nie 

Źródło: opracowanie własne. 

Tabela 1b. Wyniki przeprowadzonych testów 

 
Funkcja straty Lopeza (%) 

Funkcja straty 

Sarmy-Thomasa-Shaha (%) 

Model 1 

VaR (5%) 5.44 1.11 

VaR (1%) 2.26 1.68 

VaR (0,5%) 1.99 1.88 
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Model 2 (255) 

VaR (5%) 4.38 1.43 

VaR (1%) 2.52 2.11 

VaR (0,5%) 1.73 2.37 

Model 3 (100) 

VaR (5%) 5.71 1.29 

VaR (1%) 1.59 1.95 

VaR (0,5%) 1.59 2.17 

Model 4 – EWMA 

VaR (5%) 5.71 1.28 

VaR (1%) 1.99 1.92 

VaR (0,5%) 1.33 2.16 

Model 5 – t-Student 

VaR (5%) 4.78 1.20 

VaR (1%) 1.99 1.88 

VaR (0,5%) 1.20 2.16 

Model 6 – t-Student (255) 

VaR (5%) 3.98 1.53 

VaR (1%) 1.73 2.37 

VaR (0,5%) 0.93 2.72 

Model 7 – t-Student (100) 

VaR (5%) 4.78 1.39 

VaR (1%) 1.59 2.17 

VaR (0,5%) 1.19 2.48 

Model 8 – t-Student (EWMA) 

VaR (5%) 4.64 1.38 

VaR (1%) 1.33 2.16 

VaR (0,5%) 1.19 2.46 

Źródło: opracowanie własne. 

5. Podsumowanie 

Celem artykułu była analiza skuteczności 24 modeli wartości zagrożonej. Testy po-

szczególnych modeli zostały przeprowadzone na podstawie historycznej ekspozycji 

na ryzyko brokera kontraktów na różnice kursowe.  

W przypadku poziomu tolerancji 5% najlepiej wypadły: model 5 oparty na roz-

kładzie t-Studenta oraz macierzy kowariancji wyestymowanej na podstawie wszyst-
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kich dziennych stóp zwrotu od początku 2005 r. oraz model 7 oparty na danych  

z ostatnich 100 sesji. Model 5 pomyślnie przeszedł wszystkich pięć testów staty-

stycznych i spośród wszystkich ośmiu modeli daje najlepszą prognozę wartości za-

grożonej. Jednocześnie oba modele mają tendencje do niewielkiego przeszacowanie 

ryzyka. Model nr 5 jest lepszy niż model 7, kiedy ocenia się go przez pryzmat funk-

cji straty Sarmy-Thomasa-Shaha, która uwzględnia również stopień przeszacowania 

ryzyka. Dodatkowo wartość funkcji straty Lopeza (uwzględniająca tylko wielkość 

przekroczenia VaR) jest zadowalająca – bliska medianie spośród wszystkich modeli. 

W przypadku modelu nr 5 również wszystkie testy wypadły pozytywnie, co oznacza, 

że model może zostać zaakceptowany.  

W przypadku modeli o poziomie ufności 1% najlepiej wypadł Model 8 

t-Studenta (EWMA). Spośród wszystkich ośmiu modeli wartości zagrożonej o po-

ziomie tolerancji równym 1%, żaden nie przeszedł pozytywnie testu na niezależność 

przekroczeń (uwzględniającego rozmieszczenie przekroczeń wartości zagrożonej w 

czasie). Mimo to rekomendowany model powinien zostać zaakceptowany ze wzglę-

du na dobre wyniki w testach Kupca (na ilość przekroczeń) i Christoffersena (na brak 

zgrupowań przekroczeń). Jednocześnie warto zwrócić uwagę na bardzo dobry wynik 

w zestawieniu ze względu na wartości funkcji Lopeza. Gorszy wynik odnotowano  

w zestawieniu ze względu na wartość funkcji Sarmy-Thomasa-Shaha, co oznacza, że 

w pewnych sytuacjach modele ten może mieć tendencje do przeszacowania poziomu 

ryzyka.   

Model 7 t-Studenta (100) –drugim modelem, który tak samo jak model 8 prze-

szedł pozytywnie wszystkie testy oprócz testu na niezależność przekroczeń, jest mo-

del oparty na danych ze 100 ostatnich sesji. Model 7 wypada nieco gorzej od 8 pod 

względem wartości funkcji strat Lopeza i Sarmy-Thomas-Shaha, ale nadal jedno-

znacznie dominuje nad modelem 6 oraz jest bardziej praktyczny niż 5 (ze względu na 

ograniczoną ilość próby).  

Biorąc pod uwagę, że wszystkie modele charakteryzują się podobną złożonością 

obliczeń, instytucja finansowa powinna wybrać modele, które najlepiej wypadają  

w testach historycznych. Dużo łatwiej jednak uzasadnić wyższość modelu numer 8, 

ze względu na brak konieczności określenia precyzyjnie długości okna służącego do 

estymacji parametrów. Model ten jest również najbardziej podobny do popularnego 

na rynku finansowym modelu GARCH, który w sposób jednoznaczny dominuje nad 

modelami z bezwarunkową wariancją.  
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USING THE STUDENT’S t DISTRIBUTION 

IN VALUE-AT-RISK ESTIMATION 

Summary: The multivariate normal distribution is the most common type of distribution, 

and is often found in financial market analysis. Given enough observations within a sample 

size, it is reasonable to make the assumption that returns follow a normally distributed pat-

tern, but this assumption can be disproved. The Student’s t distribution is probably the most 

commonly used fat-tailed distribution as a model for asset returns. Student’s t densities are 

more peaked around the centre and have fatter tails. In this paper, the author presents a com-

parison between parametric VaR models which assume the distribution of t-Student and 

models based on the normal distribution. 

Keywords: VaR, variability, Student’s t distribution, effectiveness of VaR models. 




