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WYKORZYSTANIE ROZKEADU T-STUDENTA
DO SZACOWANIA WARTOSCI ZAGROZONEJ

Streszczenie: Bardzo czesto w modelowaniu finansowym przyjmuje si¢, ze rozktad praw-
dopodobienstwa stop zwrotu z cen instrumentéw finansowych jest wielowymiarowym roz-
ktadem normalnym. Ze wzgledu na zjawisko grubych ogonéw wiele instytucji finansowych
probuje zastapi¢ rozktad Gaussa innym, ktory lepiej odzwierciedla to zjawisko. Celem arty-
kutu jest porownanie parametrycznych modeli VaR zakladajacych rozktad t-Studenta stop
zwrotu z modelami opartymi na rozkladzie normalnym. W pracy zaprezentowano wyniki
badan nad skutecznoscig 24 modeli parametrycznych warto$ci zagrozonej opracowanych na
bazie historycznej ekspozycji na ryzyko jednego z wiodacych brokerow kontraktow CFD
w Polsce.

Slowa kluczowe: warto$¢ zagrozona, zmiennos¢, rozklad t-Studenta, skuteczno§¢ modeli VaR.

1. Wstep — miara value at risk

Obecnie VaR jest najpopularniejszg metoda, jesli chodzi o pomiar ryzyka rynkowe-
go. Moze by¢ roéwniez zastosowana do pomiaru innego typu ryzyka (zwlaszcza ryzy-
ka kredytowego i operacyjnego). Pierwsza instytucja finansowa, ktoéra opublikowata
materiaty dotyczace wartosci zagrozonej jest JP Morgan [Rokita 2004]. Wartos¢
zagrozona (Value at Risk, w skrocie VaR) to maksymalna oczekiwana wielkos¢ stra-
ty rynkowej (np. wartosci instrumentu lub portfela), ktora moze wystapi¢ w normal-
nych warunkach rynkowych, a prawdopodobienstwo jej wystgpienia lub przekrocze-
nia w okre$lonym przedziale czasowym jest rdwne zadanemu poziomowi istotno$ci
[Jajuga (red.) 2008].
Formalnie Value at Risk zapisuje si¢ za pomocg wzoru [Alexander 2009]:

P(W < W, — VaR) =, (1)

gdzie: W, — obecna wartosc,
W - warto$¢ na koncu rozpatrywanego okresu,
a — poziom tolerancji.
Najczestszym horyzontem czasowym stosowanym przez banki jest 1 dzien
[Bank for International Settlements 2004]. Inne instytucje finansowe (np. fundusze
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inwestycyjne i przedsigbiorstwa) stosuja horyzont jednomiesieczny [Kuziak 2003].
Najczestszymi poziomami tolerancji zalecanymi przez instytucje nadzorujace rynek
finansowy sg 0,05 oraz 0,01. Im nizszy poziom tolerancji, tym wyzszy poziom war-
tosci zagrozonej. Zwiekszenie horyzontu czasowego przyczynia si¢ do zwigkszenia
wartosci zagrozonej. Przedstawiona definicja w Zaden sposob nie zawiera informacji,
jak powinno si¢ owa miar¢ wyznacza¢. W praktyce metod na wyznaczanie wartoSci
zagrozonej jest wiele, a do najpopularniejszych naleza:

1) metoda historyczna,

2) metoda symulacyjna (tzw. symulacje Monte Carlo) [Ammann, Reich 2001],

3) metoda wariancji i kowariancji,

4) metody wyznaczania kwantyla dowolnego rozktadu,

5) podejscie oparte na teorii wartosci ekstremalnej [Pietrzyk 2004],

6) podejscie oparte na wykorzystaniu wartosci pochodzacych z ogona rozktadu,

7) metoda oparta na wektorach warunkowych wartosci oczekiwanych i warun-
kowych macierzach kowariancji (modele klasy VARMA-MGARCH) [Piontek 2002].

W pierwszej metodzie wykorzystuje si¢ stopy zwrotu obliczone na podstawie hi-
storycznych notowan. Podejscie to jest nieparametryczne, czyli nie wiaze si¢ z przy-
jeciem zadnych zatozen dotyczacych rozkladu stop zwrotu i parametréw tego roz-
ktadu (np. odchylenia standardowego, $redniej itp.). Druga metoda polega na przyje-
ciu pewnego modelu opisujacego mechanizm ksztattowania si¢ stop zwrotu analizo-
wanych instrumentdéw finansowych, na podstawie ktorego generuje si¢ wiele (zwykle
kilka tysiecy) hipotetycznych scenariuszy, co umozliwia otrzymanie pewnego roz-
ktadu stop zwrotu. Nastgpnym etapem jest wyznaczenie kwantyla wygenerowanego
rozktadu, co umozliwia wyznaczenie poziomu wartosci zagrozone;.

W finansach na og6l nie ma mozliwosci zaobserwowania wigcej niz jednego
przebiegu tego samego procesu cen, dlatego wnioski na temat rozktadu stop zwrotu
w danym momencie czgsto wyciaga si¢ przy pewnych dodatkowych zatozeniach.
Trzeci przypadek to taki, w ktérym zalozony zostat rozktad normalny stép zwrotu
z instrumentow finansowych. Wowczas obliczanie warto$ci zagrozonej sprowadza
si¢ do wyznaczenia kwantyla tego rozktadu. Metoda czwarta jest zblizona do trze-
ciej, z taka roznica, ze zaklada si¢ inny rozktad stop zwrotu niz normalny (np.
t-Studenta). W podejsciu opartym na teorii wartosci ekstremalnej dazy si¢ do okre-
$lenia wartosci ekstremalnej rozktadu, np. okreslenia maksymalnej straty. Rowniez
godnym zainteresowania podej$ciem jest propozycja A.J. McNeila [1997], w ktorej
autor wykorzystuje fakt, ze obserwacje z ogona rozktadu moga by¢ dobrze przybli-
zone za pomocg uogolnionego rozktadu Pareta’.

W niniejszym artykule analizie poddano grup¢ modeli VaR oparta na wykorzy-
staniu kwantyla rozktadu t-Studenta oraz standardowe modele oparte na metodzie
wariancji i kowariancji.

! Oparte na teorii warto$ci ekstremalne;.
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2. Modele VaR oparte na wielowymiarowym
rozkladzie normalnym

W najbardziej podstawowym modelu wartosci zagrozonej przyjmuje si¢ zalozenie,
ze rozktad prawdopodobienstwa stop zwrotu z cen instrumentow finansowych jest
wielowymiarowym rozktadem normalnym o wartosciach srednich p i macierzy ko-
wariancji X.

W przypadkach zakladajacych wigcej niz jeden instrument finansowy zmiana
wartosci portfela instrumentéw oszacowana jest ze wzoru:

1
Ry =wiRy + woRy + -+ wyRy + ZiMiﬁZingi,k' 2)

gdzie: N — liczba dni obrotu w ciggu ostatnich 30 dni kalendarzowych,

T; — liczba lotéw obrotu na i-tym instrumencie k dni wstecz,

M; — marza na i-tym instrumencie, czyli spread pomnozony przez warto$¢

jednego pipsa, wyrazona w PLN,
R; — stopazwrotu z n-tego instrumentu
w; = (—lc; + s¢;) " xQ; - xPLN;, (3)

gdzie: Ig; — wielkos¢ pozycji dtugich klientow dla instrumentu i,

S¢; — wielkos$¢ pozycji krotkich klientow dla instrumentu i,

xQ; — aktualny kurs rynkowy instrumentu i,

xPLN; — aktualny kurs walutowy w PLN.
Wariancja portfela wyliczana jest ze wzoru:
o” =w'rw, 4)

gdzie V,. jest macierza symetryczna, dodatnio okre$lona, majgcg postaé:

Var(R;) CovRq,R, CovR{, Ry
_ COVRl, R2 ‘., ‘. E

Vr - : ‘. COVRN_]_, RN ’ (5)

COVRl,RN b COVRN_l,RN Var(RN)

w jest wektorem:
w = (Wq, Wy, ..., Wp). (6)
Warto$¢ zagrozona zostata oszacowana nastepujaco:
VaR, = Z,0, — Uy, )
1

Up = i M; ﬁZi& Tk (8)

gdzie: Z, — kwantyl standardowego rozktadu normalnego przy poziomie ufnosci a.



Wykorzystanie rozktadu t-Studenta do szacowania warto$ci zagrozone;j 205

3. Modele VaR oparte na wielowymiarowym
rozkladzie t-Studenta

Rozklad t-Studenta z v stopniami swobody jest rozktadem zmiennej losowej t po-
staci:

- U
gdzie: U — 2zmienna losowa zestandaryzowana, czyli majaca standardowy roz-
ktad normalny N(0,1),
Z — zmienna losowa o rozktadzie chi kwadrat o v stopniach swobody,

U, Z — zmienne losowe niezalezne.

Wykorzystanie rozktadu t-Studenta w modelowaniu wartos$ci zagrozonej pozwa-
la lepiej oszacowac prawdopodobienstwo wydarzen ekstremalnych przy niewielkiej
ilodci stopni swobody (zwlaszcza w przypadku dziennych stop zwrotu) — rozktad
t-Studenta lepiej oddaje zjawisko leptokurtozy [Welfe 2003], z ktérym mamy do
czynienia wtedy, gdy w porownaniu z rozktadem normalnym rozktady stop zwrotu
z cen aktywow maja ,,grube ogony” i jednoczesnie wyzszy szczyt funkcji gestosci.
Oznacza to, ze prawdopodobienstwo wystapienia nietypowych zmian (outliers) jest
wigksze niz w przypadku, gdyby miaty one rozktad normalny. Ponadto, wartosci sa
jednoczesénie bardziej skupione wokot swojej sredniej. Modele oparte na rozktadzie
normalnym maja tendencje do niedoszacowania warto$ci zagrozonej na poziomie
tolerancji mniejszym niz 1%.

Funkcja gestosci rozktadu t-Studenta dla v stopni swobody ma nastepujaca po-
sta¢ analityczna:

F(t) = ;;()) (1+ %2)_(7). (10)

2

Rozktad t-Studenta ma zerowa warto$§¢ oczekiwang oraz zerowa skos$nosc (jest
symetryczny). Dla v > 2 wariancja istnieje i wynosi

V(T)=v(w—-2)"L (11)
Wartos¢ kurtozy istnieje dla v > 4 i jest dana wzorem
n=6(wv—4)"L (12)

Dla v —» oo rozktad t-Studenta staje si¢ standardowym rozktadem normalnym.
VaR dla rozktadu t-Studenta mozna obliczy¢, korzystajac ze wzoru:

Studentt VaR,, = /v=1(v — 2)t; (1 — a)o — p. (13)
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W przypadku gdy portfel zawiera m instrumentéw, ktorych wagi wynosza
W = (Wy, W, ..., Wy)', a stopy zwrotu z instrumentow majg rozktad t-Studenta o
v stopniach swobody, warto$¢ zagrozona portfela wynosi:

Studentt VaRy, = /v™1(v - 2)t; (1 — a)Vw'Qw —w'n, (14)

gdzie: © — macierz kowariancji o wymiarach m X m;
u — wektor oczekiwanych stop zwrotu o wymiarze m [Alexander 2009].

W przypadku portfela sktadajgcego si¢ z kilkudziesigciu instrumentow finanso-
wych oszacowanie liczby stopni swobody dla rozktadu t-Studenta jest znacznym
wyzwaniem. W przeprowadzonych badaniach liczba stopni swobody dla rozktadu
t-Studenta zostata dobrana na podstawie pigciu instrumentéw, ktdérymi klienci hand-
lowali najczesciej (jako $rednia wazona): kontrakt terminowy na ztoto, pary waluto-
we USDPLN, GBPUSD, EURUSD oraz kontrakt terminowy na niemiecki indeks
DAX30. Liczbe stopni swobody dopasowano do kazdego instrumentu za pomoca
metody najwickszej wiarygodnosci.

4. Badania empiryczne

W przeprowadzonej analizie wzigto pod uwage 12 modeli warto$ci zagrozonej opar-
tych na rozktadzie normalnym oraz 12 modeli zaktadajacych rozktad t-Studenta.

A. Modele oparte na odchyleniu standardowym i macierzy kowariancji wyesty-
mowanej na podstawie wszystkich dostepnych danych od 2005 r, z poziomem tole-
rancji 5, 1 oraz 0,5% przy zatozeniu rozktadu normalnego stop zwrotu (MODEL 1)
oraz rozktadu t-Studenta stop zwrotu (MODEL 5 — t-Student).

B. Modele oparte na odchyleniu standardowym i macierzy kowariancji wyesty-
mowanej na podstawie stop zwrotu z ostatnich 255 sesji z poziomem tolerancji 5, 1
oraz 0,5% przy zatozeniu rozktadu normalnego stop zwrotu (MODEL 2 — 255) oraz
rozktadu t-Studenta stop zwrotu (MODEL 6 — t-Student, 255).

C. Modele oparte na odchyleniu standardowym i macierzy kowariancji wyesty-
mowanej na podstawie stop zwrotu z ostatnich 100 sesji z poziomem tolerancji 5, 1
oraz 0,5% przy zatozeniu rozktadu normalnego stop zwrotu (MODEL 3 -100) oraz
rozktadu t-Studenta stop zwrotu (MODEL 7 — t-Student, 100).

D. Modele oparte na odchyleniu standardowym i macierzy kowariancji wyesty-
mowanej na podstawie e metody EWMA? z poziomem tolerancji 5, 1 oraz 0,5% przy
zalozeniu rozktadu normalnego stop zwrotu (MODEL 4 — EWMA) oraz rozktadu
t-Studenta stop zwrotu (MODEL 8 — t-Student, EWMA).

Szereg dziennych stop zwrotu zostal obliczony na podstawie danych dostarczo-
nych przez serwis informacyjny Bloomberg. Parametry rozktadu normalnego oraz

2 Metoda stosowana przez J.P. Morgan w RiskMetrics. W tym modelu zaklada sig, ze 0%, =
(1 = )Py + A6%1. Warto§é parametru mozna wyestymowa¢ metoda najwickszej wiarogodnosei.
J.P. Morgan w swoim modelu RiskMetrics przyjmuje 4 = 0,94.
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rozkladu t-Studenta zostaly oszacowane dla kazdego dnia oddzielnie na podstawie
poprzednich stop zwrotu dla poziomdw istotnosei 5, 1 oraz 0,5%. Dla kazdego modelu
przyjeto, ze warto$¢ oczekiwana dziennych stop zwrotu wynosi zero. Nastgpnie obli-
czono szereg przekroczen (sktadajacy sie z zer i1 jedynek), ktory byt podstawa do prze-
prowadzenia testow Kupca [1995], Christoffersena [1998] oraz testu odleglosci migdzy
przekroczeniami. Dodatkowo przeprowadzono testy taczne, w ktorych zsumowano
statystyki z wymienionych testéw. Drugim etapem poréwnania badanych modeli byta
budowa funkcji Lopeza [1998] oraz Sarmy-Thomasa-Shaha [Sarma i in. 2003].

Z przeprowadzonego zestawienia (tab. 1) wynika, Zze warto$¢ zagrozona na po-
ziomie ufnosci 5% moze by¢ prognozowana przy zatozeniu, ze rozktad dziennych
stop zwrotu da si¢ opisa¢ za pomoca rozktadu normalnego. Bez wzgledu na wybor
metody estymacji zmiennosci oraz macierzy korelacji, modele oparte na rozktadzie
normalnym wypadaja pozytywnie w testach na liczba przekroczen oraz testach na
niezalezno$¢ przekroczen (Christoffersena). W przypadku zmniejszenia poziomu
ufnosci do 1% wykorzystanie rozkladu normalnego nie daje zadowalajacych
rezultatow. Trzy modele zaktadajace rozktad Gaussa niedoszacowujg poziomu war-
tosci zagrozonej. W tym przypadku znacznie lepiej wypadaja modele zakladajace
rozktad t-Studenta. Rozktad ten przy odpowiedniej liczbie stopni swobody charakte-
ryzuje si¢ grubszymi ogonami niz w przypadku rozktadu normalnego. Test na odleg-
1o$¢ migdzy przekroczeniami wskazuje, ze poszczegodlne przekroczenia nie sg rOW-
nomiernie rozdystrybuowane, przez co mogg pojawia¢ si¢ okresy podwyzszonej
zmiennoS$ci, podczas ktorych pojawia si¢ znacznie wigcej przekroczen wartosci za-
grozonej niz w innych okresach.

Tabela 1a. Wyniki przeprowadzonych testow (95%)

Test Test Kupca + Test na odlegtos$c Mieszan
Test Kupca . Christoffersena miedzy y
Christoffersena S test Kupca
(statystyka taczna) | przekroczeniami
1 2 3 4 5 6
Model 1
VaR (5%) tak tak tak nie tak
VaR (1%) nie tak nie nie nie
VaR nie tak nie nie nie
(0,5%)
Model 2 (255)
VaR (5%) tak tak tak tak tak
VaR (1%) nie tak nie nie nie
VaR nie - - nie nie
(0,5%)
Model 3 (100)
VaR (5%) |  tak tk | tak | tak tak




208 Aleksander R. Mercik

Tabela 1a, cd.
1 2 3 4 5 6
VaR (1%) tak - - nie nie
VaR . . .
(0,5%) nie - - nie nie
Model 4 - EWMA
VaR (5%) tak tak tak nie nie
VaR (1%) nie - - nie nie
VaR nie - - nie nie
(0,5%)
Model 5 — t-Student
VaR (5%) tak tak tak tak tak
VaR (1%) tak - - nie nie
VaR . . .
(0,5%) nie - - nie nie
Model 6 — t-Student (255)
VaR (5%) nie tak nie nie nie
VaR (1%) tak - - nie nie
VaR nie - - nie nie
(0,5%)
Model 7 — t-Student (100)
VaR (5%) nie tak tak tak nie
VaR (1%) tak - - nie nie
VaR . .
(0,5%) tak - - nie nie
Model 8 — t-Student (EWMA)
VaR (5%) nie - - tak tak
VaR (1%) tak - - nie nie
VaR tak - - nie nie
(0,5%)

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Tabela 1b. Wyniki przeprowadzonych testow

Funkcja straty

Funkcja straty Lopeza (%) Sarmy-Thomasa-Shaha (%)

Model 1
VaR (5%) 5.44 1.11
VaR (1%) 2.26 1.68
VaR (0,5%) 1.99 1.88
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Model 2 (255)

VaR (5%) 4.38 1.43
VaR (1%) 2.52 211
VaR (0,5%) 1.73 2.37
Model 3 (100)
VaR (5%) 5.71 1.29
VaR (1%) 1.59 1.95
VaR (0,5%) 1.59 2.17
Model 4 - EWMA
VaR (5%) 5.71 1.28
VaR (1%) 1.99 1.92
VaR (0,5%) 1.33 2.16
Model 5 — t-Student
VaR (5%) 4.78 1.20
VaR (1%) 1.99 1.88
VaR (0,5%) 1.20 2.16
Model 6 — t-Student (255)
VaR (5%) 3.98 1.53
VaR (1%) 1.73 2.37
VaR (0,5%) 0.93 2.72
Model 7 — t-Student (100)
VaR (5%) 4.78 1.39
VaR (1%) 1.59 2.17
VaR (0,5%) 1.19 2.48
Model 8 — t-Student (EWMA)
VaR (5%) 4.64 1.38
VaR (1%) 1.33 2.16
VaR (0,5%) 1.19 2.46

Zrodlo: opracowanie wlasne.

5. Podsumowanie

Celem artykutu byta analiza skutecznosci 24 modeli wartosci zagrozonej. Testy po-
szczegdlnych modeli zostaly przeprowadzone na podstawie historycznej ekspozycji
na ryzyko brokera kontraktéw na réznice kursowe.

W przypadku poziomu tolerancji 5% najlepiej wypadty: model 5 oparty na roz-
ktadzie t-Studenta oraz macierzy kowariancji wyestymowanej na podstawie wszyst-
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kich dziennych stép zwrotu od poczatku 2005 r. oraz model 7 oparty na danych
z ostatnich 100 sesji. Model 5 pomyslnie przeszedt wszystkich pig¢ testow staty-
stycznych 1 spos$rod wszystkich os§miu modeli daje najlepsza prognozg warto$ci za-
grozonej. Jednocze$nie oba modele majg tendencje do niewielkiego przeszacowanie
ryzyka. Model nr 5 jest lepszy niz model 7, kiedy ocenia si¢ go przez pryzmat funk-
cji straty Sarmy-Thomasa-Shaha, ktora uwzglgdnia rowniez stopien przeszacowania
ryzyka. Dodatkowo warto$¢ funkcji straty Lopeza (uwzgledniajaca tylko wielkos¢
przekroczenia VaR) jest zadowalajaca — bliska medianie sposrdd wszystkich modeli.
W przypadku modelu nr 5 rowniez wszystkie testy wypadly pozytywnie, co oznacza,
ze model moze zosta¢ zaakceptowany.

W przypadku modeli o poziomie ufnosci 1% najlepiej wypadt Model 8
t-Studenta (EWMA). Sposrod wszystkich odmiu modeli wartosci zagrozonej o po-
ziomie tolerancji rownym 1%, zaden nie przeszedl pozytywnie testu na niezaleznos¢
przekroczen (uwzgledniajacego rozmieszczenie przekroczen wartosci zagrozonej w
czasie). Mimo to rekomendowany model powinien zosta¢ zaakceptowany ze wzgle-
du na dobre wyniki w testach Kupca (na ilo$¢ przekroczen) i Christoffersena (na brak
zgrupowan przekroczen). Jednoczes$nie warto zwroci¢ uwage na bardzo dobry wynik
w zestawieniu ze wzgledu na wartosci funkcji Lopeza. Gorszy wynik odnotowano
w zestawieniu ze wzgledu na warto$¢ funkcji Sarmy-Thomasa-Shaha, co oznacza, ze
w pewnych sytuacjach modele ten moze mie¢ tendencje do przeszacowania poziomu
ryzyka.

Model 7 t-Studenta (100) —drugim modelem, ktory tak samo jak model 8 prze-
szedl pozytywnie wszystkie testy oprocz testu na niezalezno$¢ przekroczen, jest mo-
del oparty na danych ze 100 ostatnich sesji. Model 7 wypada nieco gorzej od 8 pod
wzgledem wartosci funkcji strat Lopeza i Sarmy-Thomas-Shaha, ale nadal jedno-
znacznie dominuje nad modelem 6 oraz jest bardziej praktyczny niz 5 (ze wzgledu na
ograniczong ilos¢ proby).

Biorac pod uwagg, ze wszystkie modele charakteryzuja si¢ podobna ztozono$cia
obliczen, instytucja finansowa powinna wybra¢ modele, ktore najlepiej wypadaja
W testach historycznych. Duzo tatwiej jednak uzasadni¢ wyzszo§¢ modelu numer 8,
ze wzgledu na brak koniecznosci okreslenia precyzyjnie dtugosci okna shuzacego do
estymacji parametrow. Model ten jest rowniez najbardziej podobny do popularnego
na rynku finansowym modelu GARCH, ktéry w sposob jednoznaczny dominuje nad
modelami z bezwarunkowa wariancja.
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USING THE STUDENT’S t DISTRIBUTION
IN VALUE-AT-RISK ESTIMATION

Summary: The multivariate normal distribution is the most common type of distribution,
and is often found in financial market analysis. Given enough observations within a sample
size, it is reasonable to make the assumption that returns follow a normally distributed pat-
tern, but this assumption can be disproved. The Student’s t distribution is probably the most
commonly used fat-tailed distribution as a model for asset returns. Student’s t densities are
more peaked around the centre and have fatter tails. In this paper, the author presents a com-
parison between parametric VaR models which assume the distribution of t-Student and
models based on the normal distribution.

Keywords: VaR, variability, Student’s t distribution, effectiveness of VaR models.





