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Streszczenie: W prezentowanym artykule zaproponowano nowa klasyfikacje sytuacji
ryzykownych, umozliwiajaca jednolite ujecie problemoéw zwiazanych z niepewnoS$cia
i ryzykiem. Z podanej klasyfikacji jasno wynika, ze nie ma sensu, bo to niemozliwe,
formutowanie ogdlnych teorii ryzyka. W wigkszosci przypadkow postepowanie w warun-
kach niepewnosci i ryzyka polega na stosowaniu ogodlnego rozsadku opartego na do-
$wiadczeniu. Co nie oznacza, ze postgpowanie takie nie jest wspierane wiedza naukowa.
Istnieja jednak sytuacje ryzykowne, ktore od blisko stu lat stanowig przedmiot intensyw-
nych badan naukowych. W wigkszosci przypadkéw sa to sytuacje decyzyjne badane za
pomoca metod statystycznych. Tym badaniom poswigcono gtdéwna cze$¢é niniejszej pracy.
Jednym z wazniejszych celow byto wyjasnienie réznicy i znaczenia dwoch glownych
pojeé stosowanych w statystycznych modelach decyzyjnych. Jednym z nich jest pojecie
uzytecznosci, drugim za$§ subiektywna oczekiwana uzyteczno$¢. Uzyteczno$¢ w sensie
Bernoullego, mimo uzycia takiego samego stowa, jest istotnie rdézna od uzytecznosci
w sensie von Neumanna i Morgensterna. Tak samo ,,subiektywna warto$¢ oczekiwana”
w teorii Savage’a, poza samym podlozem psychologicznym, nie ma nic wspolnego
z subiektywng warto$cia oczekiwang w teorii niepewnych perspektyw (nie prospektow!)
Kahnemana i Twersky’ego.

Stowa Kkluczowe: klasyfikacja sytuacji ryzykownych, maksymalizacja uzytecznosci,
teorie ryzyka, teorie subiektywnej uzytecznosci.

1. Wstep

Sytuacja ryzykowna jest w niniejszej pracy rozumiana jako kazda
sytuacja, w ktorej jednostka narazona jest na niekorzystne dla niej
skutki, jakie moga by¢ spowodowane w wyniku zajsScia okreslonego
zdarzenia losowego. Jednostka moze by¢ osoba fizyczna, osoba praw-
na lub dowolna jednostka instytucjonalna, taka jak rodzina, matzen-
stwo, korporacja itp. Mozliwos$¢ zajscia zdarzenia losowego powodu-
jacego niekorzystne (niepozadane) skutki nazywa si¢ ryzykiem. Same
skutki nazywane sg stratg lub szkoda.

Sytuacje ryzykowng charakteryzuja wiec dwie podstawowe cechy:
stopien niepewnosci zaj$cia zdarzenia losowego oraz wielkos$¢ (sto-
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sytuacje ryzykowne, dla ktorych stopien niepewnos$ci okreslany (mie-
rzony) jest za pomocg prawdopodobienstwa, za$ szkody okreslone sa
za pomocg jednostek pienieznych.

Jezeli przyjmiemy, ze prawdopodobienstwo oznaczone symbolem
p jest liczba z odcinka jednostkowego, zas wielko$¢ szkody, oznaczo-
na symbolem w, jest dowolng liczbg rzeczywista nieujemna, to geo-
metryczng interpretacj¢ sytuacji ryzykownych stanowig punkty zbioru
[0,1]x[0, ]. Realne szkody, wyrazone monetarnie, zawsze stanowig
jakas liczbe skonczona. Typowe sytuacje ryzykowne mozna przed-
stawi¢ tak jak na rys. 1. Kazdy punkt prostokata S, S,, S5, S4 reprezen-
tuje jaka$ sytuacje ryzykowna.

Nr 13(19)

A
Mozliwos¢
zaistnienia
zdarzenia Sz 84
S, 83
Skutki

Rys. 1. Graficzna prezentacja sytuacji ryzykownych

Zroédto: opracowanie wlasne.

Wyodrgbniane sg cztery ,,graniczne” przypadki:

S1 = (Szanse male, skutki minimalne)

S, = (Szanse duze, skutki minimalne)

S; = (Szanse mate, skutki maksymalne)

S, = (Szanse duze, skutki maksymalne)

Sytuacje typu S; sa praktycznie niezauwazalne i nie podlegaja ana-
lizie, sytuacje typu S, 1 S; sa akceptowalne, za$§ sytuacje typu S, sa
katastrofalne (tragiczne) i nieakceptowalne.
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2. Klasyfikacja sytuacji ryzykownych

Rdézne sytuacje ryzykowne omawiane sg zwykle w oderwaniu od sie-
bie. Brak jest pelnej klasyfikacji wszystkich mozliwych sytuacji ryzy-
kownych. Klasyfikacje sytuacji ryzykownych zaproponowanych
w tym artykule przedstawiono na rys. 2. Przede wszystkim jest to kla-
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syfikacja hierarchiczna obejmujaca praktycznie wszystkie sytuacje
ryzykowne. Wazng jej cechg jest takze mozliwo$¢ przypisania do roz-
nych klas ryzyka odpowiedniej metody postepowania, czyli sposobu
radzenia sobie z takg sytuacja. Zamiast takiego wyrazenia , w literatu-

rze czgsto uzywane jest okreslenie ,,zarzadzanie ryzykiem”.

Sytuacje ryzykowne

Czyste
(wWymuszone)

Wolicjonalne
(akceptowalne)

cywilizacyjne

naturalne

spekulacyjne

przedsigbiorcze

czysty
hazard

srodowiskowe

ludzkie

1

zagrozenia
niezamierzone

zagrozenia
zamierzone

spekulacje
gietdowe

materialne

Intelektualne

spolecznosciowe

indywidualne

Rys. 2. Klasyfikacja sytuacji ryzykownych

Zrodlo: opracowanie wlasne.

gospodarcze

technologiczne

W celu wigkszej jasnosci przedstawionego schematu, nizej wy-
mieniono typowe przyktady wyodrebnionych klas sytuacji ryzy-

kownych.
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e 1309y | Zanieczyszcezenie powietrza).
2. Niezamierzone zagrozenia spolecznosciowe (promieniowanie,
spoteczenstwo ryzyka).
3. Niezamierzone zagrozenia indywidualne (wypadki drogowe,
wypadki przy pracy).
4. Zamierzone zagrozenia (kradzieze, rozboj, wandalizm).
5. Ryzyko sit natury (huragany, powodzie).
6. Czysty hazard (gra w kasynie, akrobatyka, wspinaczka
wysokogorska).
7. Spekulacje gietldowe.
8. Ryzyko prowadzenia dziatalnos$ci gospodarczej (bankructwo,
ruina).
9. Ryzyko technologiczne (awarie w fabrykach, wybuch gazu,
awarie budowlane).
10. Ryzyko przedsigbiorczosci intelektualnej (niepowodzenie
reklamy, nieudany film).
a) b)
Czgstos¢
zdarzen

Czgsto$¢ zdarzen
w ciaggu roku
A

A

10° T
10* L
10°

10% |
107 T

Ryzyko duze

Liczba ofiar
$miertelnych
Il Il | -

> skutki o
10" 10* 10° 10*

Rys. 3. Klasy sytuacji ryzykownych

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [Lind 1982].

Przyjmijmy, zgodnie z powszechnie stosowang praktyka, ze w
niektorych przypadkach dopuszczalna jest ,,substytucja” szans na zaj-
scie zdarzenia i wielkosci szkdd powodowanych tym zdarzeniem.
Przy takim zatozeniu mozemy wyznaczy¢ izokwanty jednakowego
ryzyka, tak jak to pokazano na rys. 3a. Zauwazmy jednak wyraznie, ze
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zasada substytucji stosowana jest gtdwnie w zarzadzaniu, przy podej-
mowaniu czy planowaniu decyzji gospodarczych. Natomiast w przy-
padku ryzyka cywilizacyjnego czy technologicznego nie mozna mo-
wi¢ o stosowaniu zadnej zasady, bo to ryzyko ,,jest jakie jest”, ono nie
podlega ani sterowaniu, ani zarzadzaniu. Aby jednak jako$ sobie ra-
dzi¢ w warunkach takiego ryzyka, mozemy co najwyzej obserwowac
jak ono si¢ ,,zachowuje”, i odpowiednio do tego dostosowywaé swoje
zachowanie i swoje decyzje. Jako przyktad takiej obserwacji postuzy¢
moze oszacowanie izokwanty jednakowego ryzyka awarii elektrowni
(por. rys. 3b). Izokwante taka wyznaczono na podstawie obserwacji
awarii 100 elektrowni. Inne konkretne przyktady tego typu omoéwione
sa w pracy [Lind 1982].

3. Analiza formalna sytuacji ryzykownych

Istnieje wiele sytuacji, ktore nie wymagaja analizy calej przestrzeni
ryzykownej (takiej jak na rys. 2). Szczegolnym przypadkiem sg sytua-
cje, oznaczmy je symbolem X, gdy skutki zdarzenia losowego mozna
okresli¢ za pomoca jednej wielkoSci w. Sytuacje tego typu przedsta-
wimy w postaci modelu Bernoullego:

X = (p,w), gdzie p jest to prawdopodobienstwo zaj$cia nieko-
rzystnego zdarzenia.

Jesli za$ skutki mozna wyrazi¢ w postaci ciggu liczb x4, x5, ..., x, 1
odpowiadajacych im prawdopodobienstw p;,p,, ..., Pn, to mamy do
czynienia z tzw. prosta sytuacja ryzykowng X = (p,x) =
(p1, D2, v » P X1, X2, ..., X ). Graficznie przedstawia si¢ ja tak, jak
pokazano na rys. 4.

X1
P1
D2
~ X2
X
Pn
xn

Rys. 4. Prosta sytuacja ryzykowna

Zrodlo: opracowanie wlasne.

SLASKI
PRZEGLAD
STATYSTYCZNY

Nr 13(19)



116 Stanistawa Ostasiewicz

SLASKI
macol | - |
STATYSTYCZNY Wielkosci pq, Py, ..., Py, interpretuje sie zwykle jako prawdopodo-

Nr 13019 | bienstwa stanow natury.

Jezeli skutki zdarzen losowych moga by¢ dowolng liczba rzeczy-
wistg (z pewnego przedziatu), to catg sytuacje ryzykowng X charakte-
ryzuje si¢ za pomocag dystrybuanty F. Poza prostymi sytuacjami,
ktorym odpowiadaja proste rozklady prawdopodobienstwa, istniejg
sytuacje bardziej skomplikowane. Nizej podane sg dwa typy takich
sytuacji.

W pierwszym przypadku s3 to sytuacje, gdy niekorzystne skutki
zdarzenia losowego okresla si¢ za pomocg wielkosci losowych
X1 ,X3, ..., X, to sytuacj¢ taka zapisujemy w postaci:

X = (plipZ' ---'Pnijq'yz/' ,5{2)

Zapis ten oznacza, ze sytuacj¢ ryzykowng utozsamiamy z loterig
X . Przy czym jest to taka loteria, ze ,,wygrywa” si¢ na niej takze lo-
terie. Zauwazmy, ze loteri¢ X, ,wygrywa” si¢ z prawdopodobien-
stwem p; , zas$ loteria X, jest postaci:

5{.1 = ((pllsi)’ (p2|Si)l ey (pnlsi); X1, X3, "'Ixm)'

Sytuacje takie graficznie reprezentowane sg w postaci tzw. loterii
ztozonych, tak jak na rys. 5.

X1

p(x1ls3)

p1
p(xylsz)

D2

=

DPn p(xylsz)

Xn

Rys. 5. Loteria ztozona

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Gdy skutki niekorzystnych zdarzen losowych sg zbiorami loso-
wymi, to sytuacj¢ ryzykowng stanowi nastepujacy uklad:

)’(" = (plfPZ'""pn;ZI'A;'---'ATL)' (1)
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Naiwne sposoby pomiaru ryzykownosci.

Sytuacje ryzykowna, gdy wielkosci skutkéw jakiego$ zdarzenia
losowego mozna wyrazi¢ w postaci jednej liczby w, przedstawiamy w
postaci pary X = (p, w), zwanej modelem Bernoullego.

Miara ryzykownosci, ktora zalezy w tym przypadku od dwoch
wielkosci p oraz w, definiowana jest jako

R=p-w. (2)
Czyli jest to warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X :
R = E(X)=pz . 3)

Jezeli w wyniku zaj$cia zdarzenia niekorzystnego mozliwe skutki
mozna przedstawi¢ w postaci ciaggu xq, X, ..., X,, za$ odpowiadajace
im prawdopodobienstwa jako p;,p,, ..., Pn, t0 mamy do czynienia z
prosta sytuacja ryzykowna przedstawiong na rys. 3.

Warto$¢ oczekiwana jest niewystarczajaca miarg ryzykownosci
takiej sytuacji. Ryzykowno$¢ definiuje si¢ wowczas za pomocg dwoch
wielkosci uy oraz oy. Wykorzystujac te dwie wielkos$ci, relacje ryzy-
kownosci definiuje si¢ nastepujaco:

Sytuacja X7 jest bardziej ryzykowna niz sytuacja X,

tylko wowczas gdy pg, = Uy OTaz og; = 0g;.

Poniewaz nie jest to relacja porzadku liniowego, to w praktyce
czesto zachodzi potrzeba okreslenia ryzykownos$ci za pomocg jednej
liczby, zwanej miarg ryzyka. Najprostszym przykladem takiej miary
jest wielkos$¢ okreslona wzorem:

Istnieje bogata literatura na temat wskaznikow tego typu (por.
[Mayerson 1979]). Wigkszo$¢ z nich mozna przedstawi¢ w postaci
jednego wzoru [Ostasiewicz 2004]:

R =[] o(t — x)dF; (x). (5)

Na przyktad przyjmujac d = —o0, g = o, t = 0, ¢(z) = z uzy-
skujemy R = E (x).
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Sytuacja ryzykowna jest to sytuacja w ktorej zwykle nie chcemy
uczestniczy¢. Najlepszym, czyli bezpiecznym sposobem postepowa-
nia jest wigc unikanie takich sytuacji. Czesto jednak ryzyka unikngé
nie mozna, czasem celowo stwarzamy takie sytuacje z nadziejg osiag-
nigcia jakichs korzysci.

Nizej rozpatrywane sg raczej sytuacje niechciane. Powstaje wow-
czas pytanie jak postgpowac? Co nalezy czyni¢, aby najmniej traci¢ w
sytuacji, gdy zajdzie zdarzenie powodujace niekorzystne skutki?

Ponizej rozpatrywane sa sytuacje ryzykowne pojawiajace si¢ w wy-
niku gospodarczej dziatalnosci czlowieka. Naukowe teorie po§wigcone
postepowaniu w takich sytuacjach okreslane sg mianem podejmowania
decyzji w warunkach niepewnosci 1 ryzyka. W kazdej teorii tego typu
zawarte s3 dwa podstawowe elementy: charakterystyka sytuacji ryzy-
kownej i charakterystyka samego decydenta. Z praktyki wiadomo, ze
niektorzy ludzie sg bojazliwi, a inni lubia ryzykowac, jedni sg pesymi-
stami, inni optymistami. Cechy takie maja oczywisty wptyw na zacho-
wanie, czyli podejmowanie decyzji w warunkach ryzyka.

Wszystkie naukowe teorie podejmowania decyzji zaktadaja, ze
decydent postgpuje racjonalnie, czyli wie czego chce, wie co jest lep-
sze, a co jest gorsze 1 dgzy do maksymalizacji tego co dobre. W naj-
prostszym, z matematycznego punktu widzenia, przypadku sytuacje
decyzyjng przedstawia si¢ w postaci tablicy decyzyjne;j:

Tabela 1. Tablica decyzyjna

Stany natury

Decyzje S1 S2 Sn
dy X11 X12 X1n
d, X21 X22 Xon
dm Xm1 Xm2 Xmn

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tablice taka nazywa si¢ macierzag wyptat, poniewaz wielko$¢
x;j jest to ,,wyplata” jakg uzyska decydent, gdy podejmie decyzj¢ d;,
podczas gdy zaistnieje sytuacja (stan natury) s;.
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Zauwazmy, ze decyzje d; mozemy traktowac jako funkcje okre-

slong na stanach natury:
di(s1) = %31, di($2) = Xz, ., di(Sp) = Xin- (6)

W przypadku gdy nie sg znane prawdopodobienstwa, z jakimi
mogg si¢ pojawiac stany natury, mamy do czynienia z sytuacja nie-
pewnosci. Do podejmowania optymalnych decyzji wypracowano czte-
ry r6zne reguty. Przyjmijmy w tym celu, tak jak w French [1993], ze
symbol v oznacza operacj¢ min, zas symbol A oznacza operacj¢ max,
niech ponadto decyzja optymalna bedzie oznaczona jako dj . Reguly
te sg nastgpujace (por. [French 1993]):
1. Reguta Walda. Polega ona na podjeciu decyzji dy, takiej ze

— m n
dp = Vi1 NiZq X

2. Reguta Hurwicza
decyzji dj, jest optymalna, jesli

di = Viz1(Vj=1 xi).

3. Regula Savage’a
decyzji dj, jest optymalna, jesli

J— m n . —_ m
di = Nj2q Vieq 1y, gdzie 1y = (V2 x5) — X5

n n
1
TRV
i=1 1

j:

4. Reguta Laplace’a

W przypadku sytuacji ryzykownych, uwzgledniajacych prawdo-
podobienstwa stanow natury, potraktujmy kazdy wiersz d; takiej ta-
blicy jako loteri¢, ktora mozna przedstawi¢ tak jak na rys. 6. Ze
wzgledu na prostsze zapisy, zamiast d; stosowany bedzie zamiennie
symbol zmiennej losowej X, lub rozktadu prawdopodobienstwa p,
charakteryzujacego t¢ zmienng losowa.

Podjecie najlepszej decyzji oznacza wybor najlepszej loterii, na
ktorej musimy zagra¢, bo musimy przeciez podja¢ jakas decyzje. To z
kolei oznacza, ze trzeba uporzadkowa¢ wszystkie mozliwe loterie od
najgorszej do najlepszej i wybra¢ ta najlepsza (ostatnia w uporzadko-
waniu). Przyjmijmy teraz, ze sytuacje ryzykowne utozsamiane beda z
rozktadami prawdopodobienstw, ktére oznaczone s3 symbolami
p,q,7. Przy czym zapis p(x;) oznacza prawdopodobienstwo wyplaty
x;, gdy zajdzie sytuacja s;. Jezeli loteria p jest lepsza od loterii g, to
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oznacza si¢ to jako p > q. W przypadku gdy sg one jednakowo dobre,
oznacza si¢ jakop = q. Najlatwiejszym sposobem porzadkowania
loterii jest przypisanie im liczb charakteryzujacych ich ,,dobro¢” lub
,wartos¢”. Wartos¢ (ang. value) loterii oznaczymy symbolem V (p).

X1 X1
S1 D1
S2 D2
X2 lub d. X2
L
\ \
x'ﬂ x'ﬂ

Rys. 6. Loteria odpowiadajaca jednej decyzji

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Sposéb podjecia najlepszej decyzji oznacza wiec obliczenie wiel-
kosci V dla kazdej loterii, czyli dla kazdej decyzji, 1 wybranie tej dla
ktorej ta warto$¢ jest najwigksza. Idea prawie wszystkich matema-
tycznych teorii podejmowania optymalnych decyzji w warunkach
niepewno$ci 1 ryzyka polega na okre$leniu warunkéw, jakie musi
spetia¢ relacja porzadkujaca loterie, aby ten porzadek mozna bylo
reprezentowac za pomocg wskaznika liczbowego V.

5. Teorie oczekiwanej uzytecznoS$ci

Niemal dogmatem racjonalno$ci w podejmowaniu decyzji jest stoso-
wanie zasady maksymalizacji oczekiwanej uzytecznosci. Zasade te po
raz pierwszy sformutowat D. Bernoulli w 1738 r., jako sposob na
unikniecie tzw. paradoksu petersburskiego. Paradoks ten powstat w
wyniku rozwigzywania gry, jaka zaproponowal N. Bernoulli w 1713 r.
Jak wiadomo D. Bernoulli (a 10 lat wczesniej G. Cramer) zapropono-
wal wprowadzenie ,,cennosci” uzyskiwanej wygranej na loterii. Poje-
cie cennosci, czy korzysci, obecnie nazywane bywa uzytecznoscig, w
oryginalnej pracy Bernoulli uzyt stowa emolumentum.

Zauwazmy przy okazji, ze tytut oryginalnej pracy jest nastepujacy:
Specimen theoria novae de mensura sortis, czyli ,,Wyltozenie nowe;j
teorii o pomiarze ryzyka”. Dopiero w 1954 r. zostata ona przettuma-
czona na jezyk angielski.
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nastepujace warunki:
a) dany jest zbior mozliwych skutkow zajécia niekorzystnego zda-
rzenia,
b) na zbiorze tym zadana jest subiektywna funkcja uzytecznos$ci v,
¢) dana jest takze funkcja rozktadu prawdopodobienstwa p.
Decyzje nalezy podejmowac, korzystajac z zasady maksymalizacji
oczekiwanej uzytecznosci. Oznacza to, ze nalezy wybra¢ takg sytuacje
X =@ x)=P1,P2 »Pn X1, X2, -, X), gdy oczekiwana uzytecz-
nos¢ okreslona w postaci wzoru:

V(x,p) = Lv(x)p(x) ()
przyjmuje warto$¢ najwicksza.

Propozycj¢ Bernoullego formuluje si¢ w postaci twierdzenia po-
danego nizej.

Zatézmy, ze p(x) i q(x) sa to proste rozklady prawdopodobienstw
charakteryzujace sytuacje ryzykowne, ktorych skutki stanowiag pewien
podzbidr S zbioru liczb rzeczywistych. Funkcje v : W — R okreslona
na zbiorze skutkéw zajscia niepewnego zdarzenia losowego nazywa
si¢ uzyteczno$cia w sensie Bernoullego, jesli nastepujaca rowno-
waznosé

Lv)p(x) > Xvx) q(x) @ Xv (0)p(x) > X v (x)q(x) (8)

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb a i b takich, ze
a> 0 prawdziwa jest rownos¢:

Nr 13(19)

v*(x) = a-v(x) + b, dla dowolnych x € S.

Funkcja v(x) nazywana jest uzyteczno$cig skutku (wyniku) x.

Pojecie uzyteczno$ci oraz oczekiwanej uzyteczno$ci, ktore jest
powszechnie stosowane w literaturze ekonomicznej, pochodzi od
J. von Neumanna i O. Morgensterna. Pojecie ,,uzytecznos¢” w ich
teorii r6zni si¢ w sposob zasadniczy od uzytecznosci w sensie Ber-
noullego. Powoduje to niemale zamieszanie w literaturze. Teori¢ von
Neumana i Morgensterna mozna przedstawi¢ dos¢ prosto.

Zaldézmy, ze na zbiorze mozliwych skutkow (szkod) okreslone sa
rozktady prawdopodobienstwa p(x). Zalézmy, ze decydent ocenia sytu-
acje ryzykowne wedtug tych prawdopodobienstw, poprzez ich poréw-
nywanie. Przyjmujac, Ze relacja poréwnywania spehnia trzy warunki:

Al. Relacja > jest relacja stabego porzadku

A2.p>q=>Ap+ (1 —)r>Aqg+ (1 —rorazto, ze
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A3. p > qoraz q > rimplikuja ap + (1 — a)r > q oraz to, ze
q > Bp + (1 — B)r, dla pewnych wielkosci «, B € (0,1).

Istote teorii von Neumana i Morgensterna stanowi nast¢pujace
stwierdzenie: warunki Al, A2, A3 sg spetnione wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje funkcja u okreslona na zbiorze wszystkich mozliwych
loterii, czyli prostych rozktadow prawdopodobienstwa (zwana funkcja
uzytecznosci loterii), taka ze

p > q = up) >u(q).

Funkcja ta stanowi tzw. reprezentacj¢ numeryczng relacji porzad-
ku na zbiorze prostych rozktadéw prawdopodobienstwa, czyli relacji
porownywania rozkladow prawdopodobienstwa, stosowanej przez
decydenta.

Jezeli rozktady osobliwe na zbiorze W utozsamimy z elementami
tego zbioru, to z powyzszego twierdzenia uzyskamy wniosek:
na zbiorze skutkéw W istnieje funkcja uzytecznosci

u:W - R,
okreslona nastgpujaco:
u(x) = u(p), jesli p(x) = 1. ©)

Oczekiwang uzyteczno$¢ loterii X = (p, x) = (p1, P2y -+ Pus X1, X2, ..,
X,) okresla si¢ wowczas nastepujaco:

u(x) = Xul)p(x). (10)

Jak z tego wida¢, matematyczna posta¢ oczekiwanej uzytecznosci
w sensie Bernoullego oraz w sensie von Neumana i Morgensterna jest
identyczna. Sens jest jednak zupelie inny. Istotng cechg teorii von
Neumana i Morgensterna jest to, iz przyjmuje si¢, ze prawdopodo-
bienstwa zdarzen sa dane, a ponadto rozumiane sg one w sensie kla-
sycznym.

L. Savage zaproponowat taka teorie, ktora nie zaktada istnienia ani
prawdopodobienstw, ani funkcji uzytecznosci. Zarowno jedno, jak i
drugie wyprowadzane s3 jako konsekwencje racjonalnych preferenc;ji
decydenta. Racjonalno$¢ decydenta definiowana jest aksjomatycznie.
Teoria Savage’a jest do$¢ skomplikowana. Przedstawmy ja zatem
w duzym uproszczeniu, podkreslajac gtéwnie jej odmiennos¢ od po-
dejscia von Neumanna i Morgensterna.

Zatézmy, ze p: — [0,1] oznacza tzw. prosty rozktad prawdopodo-
bienstwa na zbiorze stanow natury S, zas f jest funkcja decyzyjna,
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je si¢ stan s). Pojecie funkcji decyzyjnej, zwanej tez dziataniem (ang.
act), odgrywa kluczowg role w teorii Savage’a.
Na przyktad dwa dziatania:
f(Sl) = xlrf(sz) = X2, ""f(sn) = Xn (11)
9(s1) = y1,9(52) = y2, ., 9(Sn) = ¥n (12)
oznaczajg to, ze w przypadku zaistnienia stanu s; w wyniku dziatania f
uzyskamy wynik x;, za§ w wyniku dzialania g uzyskujemy ,,wyptatg”
yj- W przypadku skoficzonej i zadanej liczby dziatan oraz skonczonej
liczby mozliwych wyptat, funkcje decyzyjne maja takg postaé, jak
w zapisie (6).

Pierwotnym pojeciem w teorii Savage’a jest relacja preferencji
okreslona na zbiorze wszystkich mozliwych dziatan. Jesli dziatanie f
jest preferowane nad dziataniem g, to zapisuje si¢ to w postaci f > g.
Preferencje racjonalnego decydenta, czyli relacja >, ma spetnia¢ okre-
slone warunki, nazywane aksjomatami racjonalno$ci. Warunki te sa
zbyt skomplikowane, aby je przytacza¢c w catosci (bez konicznych
wyjasnien) w artykule o limitowanej objetosci, dlatego zostaty one
tutaj pominigte. Istota twierdzenia polega na tym, ze jezeli warunki
racjonalnosci preferencji sg spetnione, to za pomoca relacji > defi-
niowana jest inna relacja, D, okreslona na podzbiorach zbioru stanow
natury. Relacje D interpretuje si¢ jako ,,bardziej prawdopodobne”.
Czyli zapis {s;, 53} D {s,, 5.} oznacza, ze mozliwo$¢ zaistnienia stanu
s1 lub stanu s; jest bardziej prawdopodobne niz zaistnienie stanéw s,
lub s,. W teorii Savage’a dowodzi si¢, ze relacja D okresla tzw. praw-
dopodobienstwo jakosciowe, czyli subiektywne. Prawdopodobienstwo
takie definiowane jest posrednio, za pomocg aksjomatow. Aksjomaty
takiego prawdopodobienstwa sg nastepujace:

1. Relacja D jest relacjg asymetryczng i negacyjnie przechodnia.

2.A D ¢ dla dowolnego s € A.

3.50 @.

4. Jesli AnNC=BnC,toA>C wtedy 1 tylko wtedy, gdy
AUuC>BUC.

Savage udowodnil, ze relacja ,,bardziej prawdopodobne” spetnia
takie warunki. Ponadto udowodnit, ze istnieje tez miara na podzbio-
rach zbioru S spelniajaca aksjomaty miary probabilistycznej, czyli
»zwyktego prawdopodobienstwa”. Przy czym miara taka okreslona
jest jednoznacznie, oznaczymy jg symbolem p. Za pomocg relacji
preferencji okre§lonej na zbiorze dzialan definiowana jest relacja

Nr 13(19)
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>, preferencji na zbiorze skutkow dziatan. Okazuje si¢, ze taka relacja
spetnia warunki konieczne i wystarczajace do tego, aby istniata funk-
cja uzytecznosci u na zbiorze wszystkich mozliwych wyptat. Za po-
mocg tej funkcji, i funkcji rozktadu prawdopodobienstw, okresla sig¢
dobro¢, czyli warto$¢, dzialania f za pomocag wskaznika nazywanego
oczekiwang subiektywng uzyteczno$cig wyniku podjetego dziatania:

v(f) = Lp(©u(f(s)). (13)

Obie funkcje, tzn. funkcja uzytecznosci i funkcja rozktadu praw-
dopodobienstwa okreslane sa zupelnie inaczej, 1 bardziej intuicyjnie,
w teorii Myersona. Przyjmijmy, ze W oznacza zbidr ,,wyplat” uzy-
skiwanych w wyniku realizacji decyzji. Poniewaz wyplata x € W za-
lezy od stanu natury s € S, to jest ona zdarzeniem losowym. Przyj-
mijmy, ze prawdopodobienstwo uzyskania wyptaty x pod warunkiem,
ze zajdzie stan s, oznaczone bedzie symbolem p(x|s). Przyjmijmy, zZe
W = {xq,..,x,} oraz S = {sy, ..., Sy}, czyli przyjmujemy wiec, ze
Y.p(x|s) =1, dla kazdego stanu s € S. Proste rozktady prawdopo-
dobienstwa p(x|s), s € S interpretujemy jako loterie w loterii ztozo-
nej, takiej jak na rys. 7.

X1

p(xylsz)

D1

p(xzls2)
b2

Pn p(xnls2)

Rys. 7. Loteria na ktorej wygrywa si¢ loterie

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Przyjmujac, ze analityk decyzji potrafi uporzadkowac loterie
p(x|s), tak aby relacja porzadkujaca spetniata trzy warunki:
1) dla dowolnych dwoch loterii p(x|s)i q(x|s) zawsze p > q lub

q 7 p;
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a € (0,1) zachodzi implikacja Nr 13(19)

p>qip'2q =2ap+A-a)p' >aq+(1-a)q;

3) jesli p > q to istnieje € > 0 takie,ze dlax € W i s € S impli-
kacja
Ip'(x|s) —p(xls)| < e=p" > q.

Jezeli powyzsze trzy warunki sg spetnione, to istnieje funkcja oce-
niajaca w(x, s), i ,,uzytecznos¢” loterii p okresla si¢ wowczas za po-
mocg wielko$ci

v(p) = Ls L P(x|SIw(x, 5). (14)

W celu odrdznienia tak wyprowadzonej uzytecznosci od uzytecz-
nosci w teorii von Neumana i Morgensterna, zastosowano tu oznacze-
nie v(p), w ktorym litera v pochodzi od stowa value (wartos¢). Nieza-
leznie od tego stosowane jest wyrazenie uzyteczno$¢ loterii, a nie
,wartos¢ loterii”.

6. Alternatywne teorie do teorii uzytecznosci oczekiwanej

Z punktu widzenia matematycznego teoria von Neumana i Morgen-
sterna jest niewatpliwym osiggnigciem w zakresie racjonalizacji
podejmowania decyzji. Samo pojecie racjonalnosci zdefiniowane jest
w sposob formalny. Wielu badaczy czy nawet zwyktych ludzi intry-
gowalo pytanie, czy to co matematycy i wtorujacy im ekonomisci
uwazaja za racjonalne, czyli rozsadne, jest rzeczywiscie rozsadne?
Francuski ekonomista M. Allais postanowit zmierzy¢ si¢ z tym pro-
blemem. Opracowat rozne ankiety zawierajace proste sytuacje decy-
zyjne 1 prosit respondentow o wybor najlepszego wariantu. Okazato
si¢, ze wickszos$¢ postepuje nierozsadnie (w sensie teorii von Neuma-
na i Morgensterna). M. Allais zamiast uzna¢ postepowanie ludzi za
nierozsadne, uznat, ze teoria jest niedobra, nie odpowiada rzeczywi-
stosci. Przy podejmowanie trudnych decyzji w warunkach niepewno-
sci czy ryzyka cztowiek nie kieruje si¢ tylko obliczeniami, lecz tez
swoja (osobista) postawa nie tylko odnosnie skutkow zaj$cia zdarze-
nia, lecz takze swoim, wewnetrznym odczuciem mozliwosci zaj$cia
zdarzenia.

Jezeli zamiast prawdopodobienstwa zdarzen przyjmiemy subiek-
tywne wagi okreslajace mozliwo$¢ zajscia zdarzen, to wskaznik do-
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~r 13a9) | okresli¢ w postaci wzoru:

V(p) = X w;u(x;).

Wagi w; mozna by traktowac jako funkcje prawdopodobienstw
w; = p*(x;). Wskaznik stuzacy jako miernik dobroci decyzji miatby
wowczas postac:

V(p) = Yo" (xpu(x;).

Jest to tzw. teoria wazonej uzytecznosci. Zostala ona nawet zak-
sjomatyzowana.
Przyjmijmy, Ze relacja na zbiorze rozktadéw prawdopodobiefstwa
spetnia nastepujace cztery warunki:

W1. Jest to relacja porzadku stabego.

W2. Jezeli p = g, to dla dowolnej liczby a € (0,1) istnicje liczba
B € (0,1), taka ze réwnowaznos¢ ap + (1 —a)r = fq + (1 —p)r
zachodzi dla dowolnego rozktadu r.

W3. Jesli p >qoraz q>r, to ap+ (1 —a)r >q oraz ff +
(1 — B)r dla pewnych liczb , 8 € (0,1).

W4. Jesli p = q,to dla kazdej liczby « € (0,1) istnieje liczba
B € (0,1), taka ze dla dowolnego rozktadu r zachodzi rownowazno$¢:

ap+ (1 —-—a)r=pLq+ 1A —-p)r.

Jezeli te warunki sg spelnione, to istniejg funkcje uzytecznosci u oraz
funkcja wagowa w, takie ze

p > q e u@)w(q) > ul@w(p).
Jesli funkcja wagowa jest dodatnia, to

p > qeulp)/wlp) >ulq)/wp).

Oznacza to, ze sytuacj¢ ryzykowng ocenia si¢ wedlug nastepujacej
wazonej funkcji uzytecznosci:

V(p) = Zp()u” (x).
Gdzie funkcja wagowa ma postac:

u(x)w(x)

O S
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P = S o)

Woéwcezas mamy funkcje uzytecznosci:
V(p) = Xul)p” (x).

W chwili obecnej opublikowano juz wiele alternatywnych teorii wobec
teorii von Neumana i Morgensterna. W jezyku angielskim okreslane sg one
zwykle non-expected utility, czyli jako nieoczekiwane uzytecznosci.

Teoria taka nie spetnia jednak warunku monotoniczno$ci, uwaza-
nego za warunek konieczny. Warunek ten oznacza, ze wazona funkcja
uzytecznosci powinna zachowywaé porzadek dominacji stochastycz-
nej (pierwszego rz¢du).

Warunek monotonicznosci spetnia model rangowo-zaleznej ocze-
kiwanej uzytecznosci.

Jest to bardzo ciekawy model w petni odzwierciedlajacy podejscie,
ktore zaproponowat M. Allais do podejmowania racjonalnych decyz;ji
w warunkach niepewnosci.

Istota modelu polega na tym, ze ,,deformacji” (transformacji) pod-
legaja skumulowane rozktady prawdopodobienstwa, nie za$ pojedyncze
prawdopodobienstwa zajscia niekorzystnych zdarzen. Przyjmijmy jak
poprzednio, Ze ocenie podlegajg loterie X = (x4, ..., Xy} D1, D2, - Dn)-
Oznaczajgc symbolem u(x;) uzytecznos¢ wyniku x;, zas symbolem ¢
funkcje deformujaca prawdopodobienstwa, wskaznik dobroci (uzy-
teczno$ci) catej loterii definiuje si¢ nastepujaco:

V(E) =3 uC)|a(Eiep) — a(Eip))]-

Wazng cecha wyrozniajaca powyzsze podejscie od wszystkich in-
nych jest to, ze uwzglednia si¢ w nim postawe decydenta wobec niepew-
nosci wynikow podejmowanych decyzji. Niezaleznie od tego uwzglednia
si¢ postawe wobec prawdopodobienstwa niekorzystnych zdarzen.

W pierwszym przypadku postawe decydenta charakteryzuje si¢ na
skali pesymizm-optymizm, w drugim przypadku, na skali asekurant-
-ryzykant. Decydent definiowany jest jako pesymista wzgledem wiel-
kosci losowej %, jesli

Jxdq (F) < [ x dF;.
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W przypadku przeciwnej nierownosci decydenta okresla si¢ mia-
nem optymisty. Latwo sprawdzi¢, ze decydent jest pesymistg tylko
wowczas, gdy stosuje funkcje deformujaca prawdopodobienstwa g¢,
taka ze q(p) = p, jesli p = q(p) dla kazdego p, to postawe decydenta
okresla si¢ jako optymistyczng. Miarg asekuranctwa stanowi strach
przed ryzykiem, definiowany w postaci ceny ryzyka

Najwczesniej opublikowano tzw. teori¢ subiektywng oczekiwanej
uzyteczno$ci, czesSciej nazywang teorig perspektyw Kahnemana i
Twersky’ego. Jest to tez najbardziej radykalne odstepstwo od kanonu
oczekiwanej uzytecznosci. Podejmowanie decyzji zgodne z tg teorig nie
polega na jednorazowym akcie maksymalizacji oczekiwanej uzyteczno-
sci, lecz jest ono procesem sktadajacym si¢ z dwoch etapow. Na pierw-
szym etapie stosowane sa rozne podej$cia heurystyczne polegajace na
»zredagowaniu” (ang. editing) zadania i1 przygotowaniu go do drugiego
etapu, na ktorym dokonuje si¢ maksymalizacji oczekiwanej uzytecznosci.

Oczekiwang uzyteczno$¢ loterii (czyli niepewnej perspektywy)
okresla si¢ w postaci wzoru:

v(p) = Xv(x)m(py).

Formalnie jest to identyczna posta¢ wzoru z wszystkimi innymi
wzorami na oczekiwang uzytecznosc¢. Jest jednak i podstawowa rozni-
ca. Do okreslenia funkcji uzytecznosci potrzebny jest punkt odniesie-
nia (ang. reference point). Punkt ten rozdziela to, co decydent uwaza
za stratg, od tego, co jest dla niego zyskiem. Cze$¢ dotyczaca straty
jest funkcja wklesta, za$ dotyczaca zyskow ma ksztatt funkcji od-
zwierciedlajacej awersje do ryzyka, czyli jest funkcja wypukia.

Warto takze zauwazy¢, ze pojecie ,,subiektywna oczekiwana uzy-
tecznos¢” jest tu rozumiana ze wzgledu na subiektywne (psycholo-
giczne) preferencje decydenta. Takie samo okreslenie tzn. subiektyw-
na oczekiwana uzytecznos$¢ zostato niezaleznie uzyte przez Savage’a.
Mimo identyczno$ci okreslen, oba maja rozne znaczenia.

7. Uwagi koncowe

Problematyka ryzyka jest obecnie omawiana w wielu réznych pra-
cach, gtownie dotyczacych takich dziedzin, jak ubezpieczenia, zarzg-
dzanie i ekonomia szeroko rozumiana. W kazdej z tych dziedzin sto-
sowana jest jednak odrgbna klasyfikacja, a takze stownictwo. Stow-
nictwo w literaturze polskiej, a szczegdlnie w tej dotyczacej ubezpie-
czen, jest wyjatkowo niedbate, czesto uragajace elementarnym zasa-
dom estetyki jezyka. W jezyku polskim ryzyko wystepuje tylko w
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liczbie pojedynczej, ryzykiem nie mozna ani sterowac, ani zarzadzac,
ani dzieli¢ si¢ nim czy tez zatrzymywacé go. Unikajac jakiejkolwiek
krytyki stosowanego stownictwa, w artykule niniejszym zapropono-
wano mozliwie prosta i intuicyjng definicj¢ ryzyka. Poza tym dokona-
no takiej klasyfikacji, ktéra w zamierzeniu miata obejmowaé wszyst-
kie mozliwe sytuacje ryzykowne. Zaréwno sama klasyfikacja, jak
1 zastosowana terminologia bazujg na zdrowym rozsadku 1 by¢ moze
trzeba bedzie je modyfikowac. Drugi cel artykutu ma charakter raczej
dydaktyczny, ktory jest takze zwigzany glownie ze stownictwem.
W literaturze ekonomicznej najczgsciej wystepujacym stowem jest
prawdopodobnie stowo ,,uzytecznos$¢”. Bardzo czgsto jest ono uzywa-
ne w sensie zdroworozsadkowym, jako co$ pozytecznego, wartoscio-
wego czy uzytecznego. Ale jest tez ono stosowane w sensie formal-
nym, czyli matematycznym, jako numeryczna reprezentacja relacji
preferencji. Po raz pierwszy takie rozumienie uzytecznosci zapropo-
nowal Bernoulli. Niefortunnie to samo pojgcie zostato uzyte przez
Morgensterna i von Neumanna, ale w zupelie innym sensie. Istniejg-
ce zamieszanie terminologiczne poglebil jeszcze bardziej L. Savage,
formutujac swojg niezwykle wyrafinowang matematycznie teori¢
oczekiwane] uzyteczno$ci. W artykule starano si¢ wyjasni¢ rdznice
migdzy tymi roznymi podejsciami do zagadnienia formalizacji sytua-
cji ryzykownych i sposobow radzenia sobie z nimi.

Podziekowania

Dzigki wnikliwej recenzji anonimowych recenzentéw udato si¢ usu-
ng¢ wiele niedociagnied, jakie byly w pierwotnej wersji artykutu. Nie-
stety ze wzgledu na ograniczong objetos¢ artykulu nie bylo mozliwe
uwzgledni¢ sugestii Recenzentow ilustracji poszczegdlnych klas ryzy-
ka typowymi przyktadami praktycznymi. W celu umozliwienia czy-
telnikowi zapoznania si¢ z takimi przyktadami w spisie literatury zo-
stalty wymienione podstawowe publikacje w jezyku polskim dotycza-
ce roznych zastosowan.
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STATISTICAL ANALYSIS OF RISKY SITUATIONS

Summary: The paper contains a new classification of risk situations, which enables the
unified treatment of all kinds of problems concerning risk and uncertainty. One of the
implications which one can draw from this classification is that there is no sense to formu-
late general risk theories. In majority of situation the so called risk management is based
on common sense supported by past experiences and some analytical tools. However,
there are situations of a particular practical significance which for nearly one hundreds of
years have been intensively investigated. As a result of these endeavors a number of
models have been developed, particularly models known as expected utility models, and
non-expected utility models. One of the main goals of this paper is to highlight the mean-
ing of the basic notations used in these models: utility and subjective expected utility.

Keywords: risks classification, utility maximization, risk theories, subjective utility theo-
ries.





